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Resumen

En este trabajo de tesis se expone el diseño de leyes de control para la estabilización
en orientación y posición de mini sistemas aéreos tipo VTOL (despegue y aterrizaje ver-
tical por sus siglas en inglés de Vertical Take-Off and Landing). La primera parte de este
trabajo consiste en obtener el modelo matemático del sistema, para lo cual se descompone
la dinámica del movimiento en dos subsistemas; orientación y traslación, considerando que
estos sistemas están acoplados en una configuración de cascada, esto significa que bajo este
esquema, la dinámica de traslación depende de la dinámica de orientación, sin embargo la
dinámica de orientación no depende de la dinámica de traslación. A continuación, se trata
con el desarrollo de leyes de control de realimentación imitando la estrategia adoptada por
animales voladores para estabilizar la orientación de sistemas que están dentro del marco
de los cuerpos rígidos. Los animales voladores son capaces de orientar su trayectoria sin
ningún conocimiento de su orientación actual y sin ningún cálculo de su orientación, se
basan en mediciones de algunos órganos sensibles: halterios, sencilas en patas y el sentido
magnético, los cuales proporcionan información acerca de su velocidad angular y de la
orientación de los vectores de gravedad y campo magnético. Entonces, las leyes de real-
imentación propuestas se calculan utilizando directamente las mediciones de los sensores
inerciales, esto es el vector de observación con/sin medidas de la velocidad angular, por lo
tanto, la orientación no es explícitamente requerida. Esta propuesta biomimética es muy
simple, requiere poco poder computacional y es adecuada para aplicaciones embebidas en
pequeñas unidades de control. En este trabajo se incluye un estudio de los sistemas cono-
cidos como cadena de integradores. Se propone una ley de control para estos sistemas,
consistente en la suma de funciones de saturación y el posicionamiento dinámico de los
polos lo que hace posible modificar la velocidad de convergencia de los estados del sistema
y el tiempo de convergencia puede ser disminuido. Para concluir el trabajo, se proponen
dos leyes de control no lineales adicionales, la primera para el movimiento rotacional y la
segunda para el movimiento traslacional, con la característica de acoplar el movimiento
traslacional con el movimiento de orientación (attitude) que permite la estabilización glob-
al de las aeronaves (orientación y traslación). En las propuestas se considera información
adicional para el control como es la velocidad angular deseada, lo que aumenta la eficiencia
del control en ambos casos y es posible conseguir capacidad de seguimiento de trayectorias
de orientación y posición. La estrategia de control propuesta es extremadamente simple,
de forma que puede ser implementada en microprocesadores sencillos. La característica
principal de todas las leyes de control propuestas es que las entradas de control son aco-
tadas, evitando la saturación de los actuadores, aumentando su eficiencia y disminuyendo
el desgaste. Estas leyes de control se basan en la utilización de funciones de saturación
y la prueba de convergencia se realiza utilizando un formalismo de Lyapunov. El modelo
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matemático que describe el movimiento de los sistemas VTOL junto con las leyes de control
se validan en simulaciones computacionales utilizando la herramienta MATLAB/Simulink,
de donde se obtienen gráficas del desempeño de la propuesta, adicionalmente se utiliza la
herramienta V-Realm Builder, también incluida en MATLAB, para apreciar el compor-
tamiento del sistema mediante animación. Finalmente, y que constituye una aportación
importante de este trabajo, fue posible la realización de pruebas en tiempo real en modelos
físicos de mininaves tipo VTOL conocidos como cuadrirotores, los cuales utilizan sensores
inerciales de tecnología MEMS, estos modelos han sido construidos en el Laboratorio de
Control Avanzado de la Facultad de Ciencias de la Electrónica bajo la dirección del Dr.
Fermi Guerrrero. Estos experimentos en tiempo real se realizaron para enfatizar la eficien-
cia de las estrategias de control al mostrar la convergencia de los estados de la aeronave en
el modo de vuelo, así como la robustez con respecto a las perturbaciones externas debidas
al medio ambiente.



Introducción

En las décadas de los ochentas y noventas el campo de la robótica móvil mostró un gran
progreso y los esfuerzos se concentraron principalmente en la aplicación de robots móviles
terrestres y en el desarrollo de los algoritmos necesarios para el control, estabilización y
seguimiento de trayectorias [1]. Sin embargo, los vehículos terrestres presentan inherentes
restricciones para el acceso a localizaciones deseadas, esto debido a las características del
terreno y a la presencia de obstáculos imposibles de evitar. En estos casos los vehículos
aéreos no tripulados representan una solución natural para aproximarse al punto deseado,
recopilar información e incluso llevar a cabo una acción. A excepción del ámbito aeronáu-
tico, se suele utilizar el término “Robot Aéreo” entendiendo como tal a un sistema físico
capaz de desplazarse de manera autónoma o semiautónoma por el aire para realizar difer-
entes misiones. En este documento, se utilizará el término “vehículo aéreo no tripulado”,
“vehículo aéreo autónomo” o “Robot aéreo” de manera indistinta.

La utilización de vehículos aéreos no tripulados no es una novedad histórica. Desde
los papalotes y los globos aerostáticos, pasando por las bombas aéreas utilizadas en var-
ios conflictos bélicos para la observación y el ataque, hasta las aeronaves automatizadas,
han tenido que pasar varias décadas de innovaciones y esfuerzos tecnológicos. Sin embargo
en la última década, con los Vehículos Aéreos Autónomos UAV (por sus siglas en inglés
de Unmanned Aerial Vehicle), un nuevo capítulo se abre en las áreas de física aplicada;
aeronáutica, robótica, teoría de control, ya que no se trata solamente de máquinas con-
troladas a distancia, sino de verdaderos sistemas autónomos capaces de evolucionar en un
medio ambiente y adaptarse a él. La evolución de los UAV, también llamados “Drones”
(Falso abejorro), es una evolución lógica, resultado del progreso tecnológico en el área de
los microprocesadores, la construcción de sensores, actuadores y el desarrollo de los dispos-
itivos de almacenamiento de energía. Esta evolución se ha intensificado considerablemente
en los últimos años, debido al interés en aplicaciones militares. Actualmente varios países
compiten en el diseño de vehículos capaces de llevar a cabo misiones de diversa índole,
incrementando el tiempo de autonomía de vuelo y capacidades ofensivas, a tal punto que
se han usado para la eliminación física de objetivos específicos, ya no solo para recolectar
información [2], [3], esto tiene consecuencias para la poblacion civil, no solo por decesos no
contemplados [4], [5], sino también por afectaciones sicológicas para los operadores de estas
aeronaves [6], [7]. Algunos Estados han realizado ingeniería inversa con modelos captura-
dos de tal manera que obtienen información y han producido un salto tecnológico cerrando
la brecha que existe con países avanzados [8], [9]. Este interés se ha extendido a modelos
submarinos, en los que se pone especial interés por parte de algunas potencias [10], [11].
De hecho, se está considerando que los conflictos bélicos futuros en gran medida, estarán
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protagonizados por vehículos autónomos como se puede suponer por las previsiones de
organismos gubernamentales [12]. Lo anterior es un indicio claro de la importancia que
está tomando el desarrollo en esta línea de investigación por parte de distintos Estados,
a tal punto que se piensa adaptar recursos importantes existentes actualmente para este
desarrollo [13], [14], además de producir armamento para su detección y destrucción en
combate [15].

Sin embargo, son las aplicaciones civiles de estos artefactos las que han motivado el de-
sarrollo de la investigación en universidades, en centros de investigación gubernamentales
y en organismos privados de todo el mundo [16]. Este desarrollo es notorio por la enorme
popularización de robots aéreos, no solo para aplicaciones de esparcimiento [17], [18], [19],
o competencias de manejo [20], [21], sino también para usos comerciales [22], [23], super-
visión de líneas de comunicación y alta tensión [24], supervisión de infraestructuras civiles
(presas, puentes, edificios, estructuras) [25], [26], acciones de desastre y protección civil [27],
[28], energencias [29], supervisión de tráfico [30], vigilancia de fronteras [31], climatología,
agricultura [32], reforestación [33], cinematografía [34], retransmisión de eventos deportivos
[35], espectáculos [36], concentraciones masivas para televisión, antropología, arqueología
[37], biología [38], [39], geología [40], construcción [41] entre otras. Lo anterior es solo una
muestra de la utilidad práctica de estos sistemas, que seguramente se ampliarán a investi-
gaciones u operaciones de campo, cuando su autonomía de vuelo se vea incrementada, en
disciplinas científicas que lo requieran tales como las mencionadas arriba. Todo lo anterior
supone un incremento muy importante en los recursos involucrados en este sector [42], [43].
El uso masivo de estos vehículo también ha empezado a generar problemas de seguridad
[44], principalmente para la aviación civil, se observa una posible fuente de accidentes con
aeronaves de mayor tamaño en las que se transportan personas lo que es potencialmente
peligroso, a tal grado, que varios países han tomado en serio la regulación del uso de drones
particulares [45], [46].

Los UAV pueden ser clasificados por su tamaño, su aplicación o los dos. El tamaño
es un criterio dominante y en este contexto podemos encontrar los vehículos conocidos
como Mini-UAV que son caracterizados principalmente por sus reducidas dimensiones y
propulsión eléctrica, lo cual permite realizar vuelos en interiores (indoor). Otra posible
clasificación de los UAV es su funcionamiento aerodinámico, así podemos encontrar a los
vehículos de ala fija (aeroplanos), de ala rotativa (helicópteros) y de ala batiente los cuales
están basados en sistemas biológicos como el colibrí.

Un estudio bibliográfico muestra que la investigación en robótica aérea se ha concen-
trado principalmente en los vehículos de ala rotativa; helicópteros y arquitecturas con
capacidad de despegue y aterrizaje vertical VTOL (por sus siglas en inglés de Vertical
Take-Off and Landing). Esto es debido a la capacidad de estos vehículos para realizar
vuelos estacionarios, así como la gran movilidad, características importantes y necesarias
en una gran cantidad de aplicaciones. Los vehículos VTOL son sistemas mecánicos sub-
actuados, puesto que poseen seis grados de libertad y solo cuatro entradas de control. Los
controles están compuestos del vector de fuerza vertical (empuje total) y tres controles
de torque. El control de fuerza vertical es usado para compensar la fuerza de gravedad y
controlar los movimientos verticales. Los movimientos horizontales se logran direccionando
el vector de fuerza vertical en la dirección apropiada. En consecuencia, el control de torque
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permite orientar al vehículo a una orientación deseada, lo que permite a su vez, efectuar
movimientos horizontales (ver figura 1.12).

Puesto que la investigación en este tipo de vehículos comenzó a mediados de la década
pasada, existe una rica literatura sobre el control y la estabilización de estos sistemas.
Debido a que el modelo matemático de este tipo de sistemas es no lineal, algunas técnicas se
basan en la linealización de la dinámica alrededor de un punto de equilibrio preseleccionado
[47]. Entonces, con el modelo lineal técnicas convencionales de control lineal como el control
PID, LQR [48] han sido aplicadas. Sin embargo, estas técnicas sufren de una degradación
del desempeño cuando el vehículo se aleja de los puntos de equilibrio. Para evitar esto,
se utiliza la técnica llamada “Gain Scheduling” [49] que consiste en crear una familia de
puntos de equilibrio y una familia de controladores correspondientes a cada uno de ellos,
los cuales se interpolan según la necesidad de la maniobra. La principal desventaja de
esta técnica es el gran compromiso entre el desempeño del control y el número de puntos
de equilibrio requeridos, así como el costo de cálculo necesario. Con el objetivo de evitar
las limitaciones y desventajas impuestas por las técnicas lineales, se desarrollaron una
variedad de técnicas no lineales de control de vuelo. Entre ellas encontramos, Linealización
por realimentación (feedback linearization) [50], [51], [52], inversión dinámica (dynamic
inversion) [53], [54], backstepping [55], [56], [57], modos deslizantes [58], adaptivo [59],
[60], difuso [61]. Las ventajas principales de estas técnicas es la prueba de estabilidad
en lazo cerrado. Desgraciadamente, los algoritmos de control resultantes no son dados
explícitamente, son sumamente complejos, son dependientes del modelo y en consecuencia,
son difíciles de implementar. A excepción de [51] los algoritmos de control no han sido
probados en un sistema real.

El trabajo doctoral presentado en este documento contribuye en el desarrollo de técnicas
de control no lineal utilizando un enfoque de control jerárquico, este enfoque a diferencia
de la mayoría de los trabajos descritos anteriormente [59] permite obtener leyes de control
explícitas, generales y de fácil implementación práctica. Una de las principales aportaciones
de este trabajo es que las leyes de control son implementadas en tiempo real. El esquema
de control jerárquico o también conocido como esquema de lazo-interno y lazo-externo
(inner-outer loop) es una técnica surgida de un espíritu ingenieril que tiene el objetivo
de controlar sistemas complejos, por medio de la división del sistema completo en subsis-
temas unidos en cascada y diseñando leyes de control para cada uno de ellos. La técnica
de control jerárquico también ha sido utilizada en el problema del control y estabilización
de vehículos VTOL [62], [63]. Este esquema explota la característica de la estructura del
modelo matemático de los vehículos VTOL, el cual permite separar la dinámica de ori-
entación de la dinámica de traslación y expresarlos como dos sistemas dinámicos unidos
en cascada. Como se menciono al inicio, los vehículos VTOL son sistemas sub-actuados
(número de grados de libertad mayor que el número de controles), en consecuencia para
que un VTOL tenga movimientos horizontales es necesario inclinarlo en la dirección de-
seada de movimiento (ver figura 1.12). Con este esquema, el lazo interno permite controlar
la orientación mientras que el lazo externo la posición. Cuando una posición debe ser al-
canzada, el lazo externo envía información al lazo interno, entonces las torques actúan en
el vehículo para ser orientado de tal forma que el vector de fuerza vertical sea orientado
en dirección de la posición deseada. La idea de controlar la posición de un VTOL a través
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de su orientación ha sido explotada en la práctica debido a que es relativamente simple de
comprender, aunque no necesariamente fácil de implementar. La desventaja de la técnica
de control jerárquico es que, en general, no existen metodologías definidas, en consecuencia,
las ganancias en las leyes de control son ajustadas de manera experimental haciendo uso
del ensayo y error. Además, en los trabajos propuestos en la literatura [62], [63], la señal
de control no está acotada, esto puede inducir la saturación de los actuadores, degradando
el desempeño en una maniobra e incluso llevando al sistema a la inestabilidad. En el pre-
sente trabajo se propone una metodología con la que estas ganancias estarán teóricamente
determinadas, adicionalmente se garantiza que las señales de control se mantendrán dentro
de un intervalo definido a priori.

Una parte fundamental en el control del movimiento de estos sistemas robóticos aéreos
es el control de orientación. En este trabajo de tesis, las primeras dos propuestas de con-
trol de orientación presentadas están inspiradas, como en no pocas ocasiones, en ejemplos
que proporciona la naturaleza. Los insectos voladores realizan distintos tipos de manio-
bras durante su vuelo basados en información proporcionada por sus órganos sensitivos,
esta información permite al animal controlar su equilibrio, orientándose por si solo en su
medio ambiente, interactuando con él y realizando otras tareas. Los órganos sensitivos de
un insecto, incluyen sensores visuales tales como el ocelo y los ojos compuestos, además
de otros sensores biológicos tales como los halterios, las sensilas y el sentido magnético
[64, 65, 66]. Los especialistas afirman que las señales de control de vuelo involucrados
en el vuelo de insectos se originan en su cerebro, el cual tiene 3000 células nerviosas o
neuronas [66]. Sin embargo, estas tres mil neuronas, cada una interpretada como un tran-
sistor encendido-apagado (código binario), proporciona no más poder computacional del
que posee un tostador [67], a pesar de los aspectos mencionados, los insectos son más
ágiles que las modernas aeronaves equipadas con computadoras digitales súper rápidas.
Consecuentemente, como es propuesto en [67], el control de vuelo desde la perspectiva del
vuelo de los insectos representa un cambio de paradigma con respecto al control de vuelo
convencional, usado para sistemas aeronaves tripuladas y no tripuladas. Actualmente, el
control de vuelo convencional usa pocas medidas y muchos cálculos, mientras el control
de vuelo de los insectos hace lo opuesto, muchas medidas mediante múltiples sensores y
pequeños cálculos.

Muchas propuestas han sido reportadas en la literatura para desarrollar leyes de control
de estabilización de orientación para varias aplicaciones ([68], [69], [70], [71], [72], [73], [74],
[75], [76]), la lista no es exhaustiva. A pesar de que las estrategias citadas han resuelto el
problema de estabilización de orientación, estas se basan en realimentación de estado: la
orientación, representada por ángulos de Euler en R3, cuaterniones en S3 ⊂ R4 o matriz de
rotación en SO(3)1 y la velocidad angular en R3, las cuales se suponen conocidas. Puesto
que una medida directa de la orientación no es posible, la información acerca de la ori-
entación es obtenida a través de observadores adecuados (estimadores de orientación) que
combinan mediadas de sensores (ver [78], [79], [80], [81]). Los sensores usados para la deter-
minación de la orientación pueden ser clasificados en dos categorías principales: (i) sensores
de velocidad angular; y (ii) sensores de vectores de referencia (es decir, magnetómetros,
acelerómetros, seguidores de estrellas, sensores solares) que proporcionan la proyección ,

1Ver definición en la página 8 o en [77].
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en su marco de referencia local, de un vector fijo en el espacio, esta proyección es conoci-
da como “vector de observación”. En la actualidad, existen varias unidades de orientación
comerciales que están basadas en este tipo de sensores y estimadores de orientación, sin
embargo, los algoritmos de estimadores de orientación requieren potentes capacidades de
computo, las cuales hacen a éstas, inconvenientes para aplicaciones embebidas con restric-
ciones de peso o poder de cómputo. Además, estas estrategias no son inspiradas por vuelo
natural, la cual está basada directamente en medidas de sensores.

En el capítulo 2 de este trabajo doctoral se realizan dos propuestas de leyes de con-
trol biológicamente inspiradas. Primero, una ley de control acotada, continua y estática
es desarrollada usando las medidas de velocidad angular (por ejemplo, los halterios) y el
error de orientación mediante medidas directas de los sensores del vector de referencia
(por ejemplo, sensilas en patas y sentido magnético). Una segunda ley de control acota-
da, continua y dinámica es propuesta basada solo en las medidas de los sensores de los
vectores de referencia: la información acerca de la velocidad angular proviene de por lo
menos dos vectores de observación no colineales, sin alguna reconstrucción de esta. Esta
ley de control evita la medida de la velocidad angular (los halterios) en caso de que este
órgano sensitivo no esté trabajando. A pesar de que las leyes de control son una función
de los vectores de observación, el análisis de estabilidad se lleva a cabo en la configuración
del espacio SO(3) de la física el cuerpo rígido, para evitar cualquier reinterpretación. La
estabilidad asintótica del cuerpo rígido sujeto a la ley de control es probada mediante el
análisis de Lyapunov en ambos casos. La propuesta es aplicada a la estabilización de ori-
entación en tiempo real de una aeronave cuadrirotor en vuelo. La velocidad angular es
obtenida usando tres girómetros montados ortogonalmente (equivalente a los halterios) y
los vectores de observación son obtenidos de un acelerómetro triaxial y un magnetómetro
triaxial (equivalentes, respectivamente, a las sensilas en patas y al sentido magnético). Las
capacidades de las dos leyes de control son probadas para asegurar la estabilización en una
orientación constante deseada. Estas muestran un rendimiento esperado en términos de
tiempo de estabilización y robustez relativa al ruido del sensor y perturbaciones externas.
Un aspecto importante de la originalidad del trabajo consiste en que la ley de control es
general y puede ser aplicada a cualquier vehículo que esté dentro de la clase de vehículos
VTOL.

Una cadena de integradores está definida como ẋ = Ax+Bu donde A es tal que aij = 1
si j = i + 1 y aij = 0 en otro caso, B es tal que bi = 0 para i = 1, ..., n − 1 y bn = 1,
n es la dimensión del sistema. Estos sistemas conforman un subconjunto de una clase de
sistemas que son llamados asintóticamente nulo-controlables con controles acotados ([82] y
[83]). Esta propiedad se muestra en [84] y es equivalente a un sistema que es estabilizable
y que tiene todos sus polos en lazo abierto en el semiplano izquierdo. El capítulo 3 de
este trabajo de tesis incluye un desarrollo que tiene que ver con la estabilización global
de un sistema de cadena de integradores, donde el valor del control u está restringido a
satisfacer u ∈ [−ū, ū], donde ū es algún número real estrictamente positivo conocido a
priori. El estudio de tales sistemas está motivado en el hecho de que es común encontrar
un problema de control no lineal fundamental por la saturación de los actuadores. En
realidad, todos los dispositivos de control están sujetos a restricciones de amplitud, fuerzas,
torques, empujes, golpes, voltaje, corriente, flujo, velocidad y todas las entradas físicas en
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cada tecnología de aplicación de control está restringida. Por lo tanto, el diseño, análisis y
sintesis de controladores para sistemas con restricciones de amplitud en la entrada es una
necesidad para teóricos e ingenieros, pues ambos profesionales deben tomar en cuenta en
su trabajo, las restricciones físicas de los actuadores utilizados en determinado sistema.

La estrategia de control desarrollada para la estabilización de la cadena de integradores
es de tipo no lineal y consiste en la suma de funciones de saturación. A diferencia de
los trabajos reportados, esta estrategia mantiene el valor de los límites de la saturación
previamente definidos, aquí el valor de los polos del sistema, tomados como coeficientes en
las funciones de saturación del control, pueden modificar la velocidad de convergencia de
los estados del sistema, entonces la atención se centra en el cambio de la magnitud de los
coeficientes, es decir, posiciona los polos de forma dinámica de tal manera que el tiempo de
convergencia puede ser disminuido. Esta estrategia de control será empleada para diseñar
la ley de control para la estabilización de la posición en el espacio de vehículos VTOL.

Con el problema del control de orientación resuelto, es posible la manipulación de
un vehículo VTOL para la realización de movimientos de traslación, donde el control
de traslación, en este caso, es realizado por un ser humano mediante un dispositivo de
radiocontrol con capacidad de transmisión a diferentes distancias. En este sentido, se han
realizado esfuerzos para diseñar leyes de control de traslación que doten a los vehículos
VTOL de la capacidad de realizar el seguimiento de trayectorias previamente definidas,
con el fin de realizar alguna tarea específica y así prescindir de un piloto humano, varias de
estas propuestas ya han sido mencionadas anteriormente. El modelo más emblemático en
las arquitecturas VTOL es el helicóptero con cuatro rotores, que ha dado origen a trabajos
muy importantes, por ejemplo [51], [62], [85], [86], [87], [88], [89], [90].

En el capítulo 4 de este trabajo se desarrolla una estrategia de control que permite la
estabilización completa del vehículo aéreo VTOL (orientación y traslación). Este sistema
robótico, como ya se mencionó anteriormente, se puede expresar como un sistema en cas-
cada, entonces el diseño de la ley de control se realizó utilizando un enfoque jerárquico lazo
interno- lazo externo. Con este esquema, el lazo interno permite controlar la orientación
mientras que el externo controla la posición. Estos dos lazos de control se relacionan por
señales de control intermedias. El control de orientación se realiza mediante una prop-
uesta que combina el resultado de la ley de control propuesta en [85] y una parte de la
propuesta en [91]. Para el control de posición se realiza una adecuada transformación de
coordenadas, en este caso, se toma como base el desarrollo mostrado para estabilización de
cadena de integradores, entonces, inspirados en los trabajos de [92], [82] y [93] se proponen
tres leyes de control basadas en la suma de saturaciones con garantía de polos reales difer-
entes de uno. Aquí se divide la dinámica de traslación en cada uno de los ejes espaciales.
La estrategia de control propuesta es extremadamente simple, de forma que ella puede ser
fácilmente implementada con algún microprocesador de 16 bits. La prueba de estabilidad
para estas propuestas tienen la misma forma que las realizadas en cadena de integradores.
Es necesario mencionar que para el funcionamiento de esta propuesta, se decidió proponer
un control de orientación convencional, donde se asume que los estados del sistema son
conocidos (orientación y velocidad angular), la nueva propuesta de control de orientación
está basada en una combinación de las propuestas descritas en [85] aunada a la parte que
se refiere a la suma de un torque deseado propuesto en [94], esta última parte se hace con
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el fin de tener en cuenta las velocidades angulares deseadas en el movimiento rotacional
del vehículo. Esta propuesta de control de orientación, en los términos en que se plantea
tiene la capacidad de realizar seguimiento de trayectorias de orientación al incluir en ella
el término que refiere a la velocidad angular deseada, adicional al torque deseado. Esta
característica permite aumentar el rendimiento en el control del movimiento de orientación
y posibilita, así mismo, extender las capacidades del control de traslación, de estabilización
en un punto deseado en el espacio, a seguimiento de trayectorias deseadas en el espacio
tridimensional.

En particular, esto se hizo por el hecho de que las leyes de control de orientación
basados en vectores de observación, también propuestas en este trabajo, tienen un defecto
de rendimiento debido al ruido que detectan los sensores y que son producidos por los
motores que hacen funcionar los rotores de la aeronave. El nuevo control de orientación
evita en cierto grado esta situación y el rendimiento del control de posición es capaz de
realizar la tarea solicitada. Con la finalidad de conseguir la capacidad de seguimiento de
trayectorias de posición, adicionalmente se realiza una modificaión del control de posición
inspirada en la estructura que presenta el control de orientación.

Con el fin de asegurar el rendimiento de las propuestas presentadas en este trabajo de
tesis, para todas las propuestas de ley de control han sido realizadas pruebas de estabilidad
utilizando el formalismo de Lyapunov, una parte de esta teoría se muestra en el apéndice
D. Con el mismo fin, se debe mencionar que para cada una de las propuestas contenidas
en este trabajo, se realizaron pruebas en simulación utilizando un simulador construido
utilizando herramientas contenidas en el software MATLAB, las características de este
simulador también son descritas aquí. Los resultados de estas pruebas se incluyen en este
trabajo, ejecutadas para distintas condiciones supuestas del vehículo VTOL.

Una de las contribuciones más importantes en este trabajo de tesis es la posibilidad
de realizar pruebas en tiempo real, tanto en las leyes de control presentadas en el capítulo
2, como en la propuesta de control global descrita en el capítulo 4. Para esto, se han uti-
lizando dos modelos VTOL cuadrirotor construidos en el Laboratorio de Control Avanzado
de la Facultad de Ciencias de la Electrónica, por alumnos del posgrado Ingeniería Elec-
trónica, opción Instrumentación Electrónica, bajo la supervisión del Dr. Fermi Guerrero.
Es necesario mencionar que no es parte de los objetivos de este trabajo la construcción de
dicho modelo, sin embargo, en el apéndice B se describen las características técnicas de
uno de los vehículos con el que se realizaron pruebas reales, se entiende que el otro modelo
comparte las características básicas. Los resultados de estas pruebas experimentales son
mostrados aquí y estos validan la efectividad de las propuestas planteadas en este trabajo,
así como su robustez ante perturbaciones del medio ambiente. Finalmente, en la figura 1
se muestra un esquema de la forma cómo están relacionadas cada una de las partes que
integran este documento.
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Capítulo 1

Modelo matemático de los vehículos
tipo VTOL

En la actualidad es necesario contar con modelos matemáticos que describan el compor-
tamiento de sistemas de desarrollo tecnológico, los vehículos aéreos no son la excepción.
Por fortuna se cuenta con buena cantidad de literatura sobre este tema, y las bases teóri-
cas sobre este tipo de sistemas se ha trabajado ampliamente en el campo de la Física, en
particular en la Mecánica Clásica.

En este capítulo se muestra la manera en que se construye el modelo matemático que
describe el comportamiento de los vehículos aéreos tipo VTOL1. Para esto es necesario
previamente, una revisión de los fundamentos teóricos del modelo utilizado para describir
el movimiento de los vehículos aéreos en general, a través del estudio del movimiento de los
cuerpos rígidos. Adicionalmente, se muestran las ecuaciones que rigen el comportamiento
de los actuadores que serán utilizados en el modelo real. Finalmente, como ahora es común
en desarrollos tecnológicos, se hace una descripción del simulador construido utilizando la
aplicación MATLAB/Simulink con el fin de contar con una herramienta virtual que propor-
cione una idea del posible comportamiento del sistema al utilizar los controles propuestos,
y con esto tomar decisiones de cuándo es seguro probar con sistemas reales.

1.1. Fundamentos teóricos

Para construir el modelo matemático que describe el comportamiento de los sistemas aéreos
VTOL, es necesario revisar desarrollos teóricos realizados para modelar cualquier vehículo
aéreo. Esto se ha realizado en los estudios de Mecánica Clásica, en esencia, las partes
Cinemática y Dinámica de cuerpos rígidos. En esta Sección, se presenta una descripción
de partes fundamentales de estos desarrollos con el fin de tener claridad de la base teórica
que fundamenta el modelo matemático que describe el movimiento de los vehículos de
interés para este trabajo. Al mismo tiempo, es importante considerar para su estudio
algunos de los distintos formalismos con los que se expresa la orientación de cuerpos en el

1Despegue y aterrizaje vertical, por sus siglas en inglés de Vertical Take Off and Landing.

1



CAPÍTULO 1. MODELO MATEMÁTICO DE LOS VEHÍCULOS TIPO VTOL

espacio, los cuales serán parte también del modelo a utilizar. Será con la presentación de
estos formalismos con los que se comenzará este estudio para enseguida continuar con lo
concerniente al cuerpo rígido y la dinámica de vehículos aéreos.

1.1.1. Parametrización de la orientación (attitude) de los vehículos aére-
os

La orientación de un cuerpo rígido en el espacio se puede representar de distintas maneras2,
aquí se presentarán las parametrizaciones en términos de ángulos de Euler y ángulos de
Cardán, estas parametrizaciones son muy similares por lo que en ocasiones se usan indistin-
tamente, particularmente en aeronáutica. Adicionalmente, se muestra la parametrización
en términos de cuaterniones, que son ampliamente usados en aplicaciones tecnológicas
reales y virtuales.

Parametrización de la orientación en términos de ángulos de Euler y ángulos
de Cardán

La manera más común de representar una rotación en el espacio de tres dimensiones es
utilizando los ángulos de Euler (ψ, θ, φ). Sin embargo, es necesario poner atención en las
confusiones puesto que en ciertos casos los ángulos de Euler son a menudo confundidos con
los ángulos de Cardán [16].

Al utilizar los ángulos de Euler, el paso de un sistema de coordenadas inercial definido
por Ef = [xn, yn, zn] a un sistema de coordenadas fijo al cuerpo3 definido por Eb =
[xb, yb, zb] se hace en tres etapas.

1. La posición del sistema de referencia inercial Ef = [xn, yn, zn] cambia a la posición
de un sistema de referencia intermedio [x1, y1, z1] debido a una rotación un ángulo
ψ, alrededor del eje zn descrito en la figura 1.1(a).

2. A continuación se hace una segunda rotación esta vez alrededor del nuevo eje x1, un
ángulo θ, para llegar a un segundo sistema de referencia intermedio [x2, y2, z2], como
se puede ver en la figura 1.1(b).

3. Por último, se hace una tercera rotación alrededor del nuevo eje z2, un ángulo φ,
para coincidir finalmente con la posición del sistema de coordenadas fijo al cuerpo
Eb = [xb, yb, zb], como se muestra en la figura 1.1(c).

2El lector puede consultar [16], Capítulo 1, para ver más representaciones
3Es común llamar “marco de referencia inercial” al sistema de coordenadas inercial o simplemente

“marco inercial”, así como “marco de referencia fijo al cuerpo” o simplemente “marco del cuerpo” al sistema
de coordenadas fijo al cuerpo.

2



1.1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

(a) (b)

(c)

Figura 1.1: Esquemas de (a) la rotación alrededor del eje zn un ángulo ψ, (b) la rotación
alrededor del eje x1 un ángulo θ y (c) la rotación alrededor del eje z2 un ángulo φ.

Los ángulos de Cardán describen la secuencia de rotaciones más utilizada en aeronáutica
y en robótica (ver figura 1.2) y es una de las parametrizaciones que se utilizarán en este
trabajo de tesis. Es conveniente mencionar que existe una pequeña diferencia entre los
sistemas de referencia presentados en esta sección en cuanto a su dirección, es decir, los
sistemas de referencia mostrados en las figuras 1.1-1.2 son sistemas de mano derecha con el
eje z apuntando hacia arriba, posteriormente se mostrarán sistemas de referencia llamados
NED, donde el eje x apunta al norte, el eje y hacia el este y el eje z hacia abajo, como
el primer sistema de referencia mostrado en la figura 1.3. La utilización de uno u otro no
debe causar confusión, pues ambos sistemas son físicamente equivalentes y las descripciones
matemáticas obtenidas a partir de uno funcionan también para el otro, considerando un
cambio de signo. La utilización de los sistemas NED en aeronáutica es común con el fin de
simplificar las ecuaciones.

Al emplear los ángulos de Cardán, pasar de un sistema de coordenadas inercial Ef =
[xn, yn, zn] a un sistema de coordenadas fijo al cuerpo Eb = [xb, yb, zb] se lleva a cabo
también en tres etapas que se describen a continuación. Estando en una posición, en el
tiempo t = 0, donde coincidan los marcos de referencia Ef y Eb se dan las siguientes
rotaciones (ver figura 1.3) [95].

3
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Figura 1.2: Los ángulos de Cardán.

1. Rotar el marco de referencia inercial [xn, yn, zn] alrededor del eje zn un ángulo ψ,
conocido en aeronáutica como ángulo de guiñada (yaw), hasta el marco de referencia
[x1, y1, z1] (con −π ≤ ψ ≤ π).

2. Rotar el marco de referencia [x1, y1, z1] alrededor del eje y1 un ángulo θ, conocido en
aeronáutica como ángulo de cabeceo (pitch), hasta el marco de referencia [x2, y2, z2]

(con −π
2 ≤ θ ≤

π
2 ).

3. Rotar el marco de referencia [x2, y2, z2] alrededor del eje x2 un ángulo φ, conocido
en aeronáutica como ángulo de alabeo (roll), hasta el marco de referencia [x3, y3, z3]
(con −π ≤ φ ≤ π), esta orientación del marco de referencia fijo al cuerpo es relativa
al marco de referencia inercial.

De la misma manera, si se requiere ir del sistema de coordenadas fijo al cuerpo Eb al
sistema de coordenadas inercial Ef , la secuencia (φ, θ, ψ) debe ser respetada, recuérdese
que el orden de las rotaciones es extremadamente importante.

Teniendo definidos los ángulos de Cardán, es posible obtener una matriz que hace
posible transformar cualquier cantidad lineal, expresada en el marco de referencia inercial
Ef , a su forma expresada en el marco de referencia fijo al cuerpo Eb. A continuación se
describe la forma en cómo esta matriz, llamada matriz de rotación, es obtenida.

Considerese la rotación alrededor del eje zn un ángulo ψ mostrado en la figura 1.3, con
fines de claridad, esta rotación es mostrada en el plano en la figura 1.4(a), donde el marco
inercial está dado por Ef = [xn, yn, zn] y un sistema de coordenadas intermedio [x1, y1, z1]
es considerado, entonces se pueden observar las relaciones

xn = x1 cosψ − y1 senψ, (1.1)
yn = x1 senψ + y1 cosψ, (1.2)
zn = z1. (1.3)
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Figura 1.3: Esquema de la sucesión de giro de los ángulos de Cardán

De la misma manera, tomando en cuenta la rotación alrededor del eje y1 un ángulo θ
mostrado en la figura 1.3 y considerando otro sistema de coordenadas intermedio denotado
por [x2, y2, z2], la figura 1.4(b) muestra esta rotación en el plano bidimencional y se pueden
derivar las relaciones

x1 = x2 cosθ + z2 senθ, (1.4)
y1 = y2, (1.5)
z1 = −x2 senθ + y1 cosθ. (1.6)

Por último, la rotación alrededor del eje x2 un ángulo φ mostrado en la última imagen
de la figura 1.3, coloca al sistema de coordenadas inercial en la orientación del sistema de
coordenadas fijo al cuerpo Eb = [xb, yb, zb], esta rotación se muestra en dos dimensiones en
la figura 1.4(c) y es posible obtener las relaciones

x2 = xb (1.7)
y2 = yb cosφ− zb senφ, (1.8)
z2 = yb senφ+ zb cosφ. (1.9)

Observando la ecuación (1.1), es posible sustituir x1 y y1 mostradas en las ecuaciones
(1.4) y (1.5), y posteriormente sustituir x2, y2 y z2 de las ecuaciones (1.7)-(1.9), de esta
manera en el caso de xn se tiene

5
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Figura 1.4: Esquemas de (a) la rotación alrededor del eje zn un ángulo ψ, (b) la rotación
alrededor del eje y1 un ángulo θ y (c) la rotación alrededor del eje x2 un ángulo φ. Los ejes
de rotación son perpendiculares al plano y su dirección es saliendo de la página.

xn = xb(cosψ cosθ) + yb(cosψ senθ senφ− senψ cosφ) + zb(cosψ senθ cosφ+ senψ senφ).
(1.10)

Realizando los desarrollos correspondientes para yn y zn, el resultado en forma matricial
puede ser expresado como

 xn
yn
zn

 =

 cosψ cosθ cosψ senθ senφ− senψ cosφ cosψ senθ cosφ+ senψ senφ
senψ cosθ senψ senθ senφ+ cosψ cosφ senψ senθ cosφ− cosψ senφ
−senθ cosθ senφ cosθ cosφ

 xb
yb
zb

 ,

(1.11)

Como se mencionó antes, esta matriz es la llamada matriz de rotación, el proceso para
derivarla no es único [], e incluso usando otra variable, por ejemplo la velocidad, es posible
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Figura 1.5: Esquemas de las rotaciones sobre los ejes zn, y1 y x2 junto con las velocidades
lineales descritas en cada eje.

derivarla al determinar las componentes de la velocidad de vuelo relativas al marco de
referencia inercial, lo anterior se puede conseguir de la siguiente manera. Sean las compo-
nentes de velocidad en el marco de referencia inercial [xn, yn, zn] dadas por dxn

dt ,
dyn
dt ,

dzn
dt

y similarmente, sean las componentes de velocidad ẋ1, ẏ1, ż1 y ẋ2, ẏ2, ż2 en los marcos de
referencia intermedios [x1, y1, z1] y [x2, y2, z2], respectivamente.

La figura 1.5 contine una serie de imagenes con la misma secuencia de rotaciones con
que se definieron los ángulos de Cardán, con la diferencia que en esta una perspectiva en
tres dimensiones es mostrada. Si bien se corre el riesgo de confusión en las imágenes, es
necesario aclarar que esta secuencia de imágenes expresa las mismas rotaciones mostradas
anteriormente en las figuras 1.4. Por inspección de la primera imagen en la figura 1.5, se
puede observar que, para la primera rotación alrededor del eje zn, se cumplen las siguientes
relaciones

dxn

dt
= ẋ1 cosψ − ẏ1 senψ, (1.12)

dyn
dt

= ẋ1 senψ + ẏ1 cosψ, (1.13)

dzn
dt

= ż1, (1.14)

7
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la inspección de la segunda imagen en la figura 1.5, para la segunda rotación alrededor del
eje intermedio y1, se obtienen las relaciones

ẋ1 = ẋ2 cosθ + ż2 senθ, (1.15)
ẏ1 = ẏ2, (1.16)
ż1 = −ẋ2 senθ + ż2 cosθ, (1.17)

por último, de la tercera imagen de la figura 1.5 para la tercera rotación alrededor del eje
intermedio x2 se tienen las relaciones

ẋ2 = ẋb, (1.18)
ẏ2 = ẏb cosφ− żb senφ, (1.19)
ż2 = ẏb senφ+ żb cosφ. (1.20)

Como en el caso de la posición, para la ecuación (1.10) es posible sustituir ẋ1 y ẏ1

de las ecuaciones (1.15) y (1.16), posteriormente, sustituir ẋ2, ẏ2 y ż2 de las ecuaciones
(1.18)-(1.20), de esta manera en el caso de dxn

dt se tiene

dxn

dt
= ẋb(cosψ cosθ) + ẏb(cosψ senθ senφ− senψ cosφ) + żb(cosψ senθ cosφ+ senψ senφ).

(1.21)

Haciendo algo similar para dyn
dt y dzn

dt se puede expresar el resultado en forma matricial
como


dxn
dt
dyn
dt
dzn
dt

 =

 cosψ cosθ cosψ senθ senφ− senψ cosφ cosψ senθ cosφ+ senψ senφ
senψ cosθ senψ senθ senφ+ cosψ cosφ senψ senθ cosφ− cosψ senφ
−senθ cosθ senφ cosθ cosφ

 ẋ
b

ẏ
b

ż
b

 .

(1.22)

Tomando v
f

= [dxndt
dyn
dt

dzn
dt ]T como el vector velocidad del vehículo en el marco de

referencia inercial (Ef ) y v
b

= [ẋ
b
ẏ
b
ż
b
]T como el vector velocidad del vehículo en el

marco de referencia fijo al cuerpo (Eb), la ecuación anterior puede ser puesta en términos
vectoriales de la forma

v
f

= Rfb (ψ, θ, φ)v
b
. (1.23)

8



1.1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

De la integración de estas ecuaciones es posible obtener la posición de la aeronave con
respecto al marco de referencia inercial, la cual debe coincidir con la obtenida anteriormente
y que es mostrada en la ecuación (1.11). Rfb (ψ, θ, φ) es la matriz de rotación que describe
el paso del sistema de coordenadas del cuerpo Eb = (xb, yb, zb) al sistema de coordenadas
inercial Ef = (xn, yn, zn) [96].

Es importante mencionar que, en aplicaciones de control de orientación, los disposi-
tivos usados para determinar la posición, velocidad o aceleración de vehículos en el espa-
cio, miden estos estados con respecto al sistema de referencia inercial, por lo tanto, para
determinar estos valores con respecto al sistema de referencia fijo al cuerpo, se deben mul-
tiplicar estos valores por la matriz que describe el paso del sistema de coordenadas inercial
Ef al sistema de coordenadas del cuerpo Eb denotada por Rbf . De la ecuación (1.23) se
deriva que Rbf = RfTb . Con el fin de simplificar la notación para los desarrollos mostrados
posteriormente en los siguientes capítulos, se adoptará la siguiente convención

R = R(φ, θ, ψ) = Rbf = RfTb (ψ, θ, φ) = cosψ cosθ senψ cosθ −senθ
cosψ senθ senφ− senψ cosφ senψ senθ senφ+ cosψ cosφ cosθ senφ
cosψ senθ cosφ+ senψ senφ senψ senθ cosφ− cosψ senφ cosθ cosφ

 . (1.24)

La matriz de rotación R ∈ SO(3), donde el grupo ortogonal especial SO(3) es el grupo
de matrices ortogonales de 3× 3 que cumple las propiedades de RTR = I, que implica que
RT = R−1, además det(R) = 1, es decir, SO(3) = {R ∈ R3×3|RTR = RRT = I,RT =
R−1, det(R) = 1}. La matriz de rotación R también puede ser entendida como la que
describe la orientación del marco fijo a la aeronave con respecto al marco inercial ([90],
[97], [98], [99]), es decir, R determina la orientación del cuerpo con respecto del marco de
referencia inercial.

La representación de la orientación a través de los ángulos de Cardán es la más utilizada
en las comunidades de aeronáutica y robótica. Esta popularidad es debida a que esta
representación es más sencilla e intuitiva para describir una rotación en el espacio. Sin
embargo, tiene la desventaja de presentar una singularidad geométrica cuando θ = ±π

2 ,
fenómeno conocido como “Gimbal-loock”. Además, esta singularidad geométrica introduce
una singularidad en la ecuación cinemática asociada a esta representación, como se verá
más adelante.

La relación entre las velocidades angulares en el marco de referencia fijo al cuerpo
(ω1, ω2, ω3) y la razón de cambio de los ángulos de Cardán con respecto al tiempo (ψ̇, θ̇, φ̇)
también pueden ser determinados. Por inspección de la figura 1.6(a) se obtiene que

ω1 = φ̇− ψ̇ senθ, (1.25)

de la figura 1.6(b) se obtiene

9
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Figura 1.6: Esquemas donde se describen (a) las componentes de ω1, (b) las componentes
de ω2 y (c) las componentes de ω3.

ω2 = θ̇ cosφ+ ψ̇ cosθ senφ, (1.26)

finalmente, de la figura 1.6(c) se obtiene

ω3 = −θ̇ senφ+ ψ̇ cosθ cosφ. (1.27)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en su forma matricial de la siguiente manera ω1

ω2

ω3

 =

 1 0 −senθ
0 cosφ cosθ senφ
0 −senφ cosθ cosφ

 φ̇

θ̇

ψ̇

 , (1.28)

10
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Figura 1.7: Esquema de las componentes de un cuaternión.

Al obtener la inversa de la matriz de la ecuación (1.28) se tienen las derivadas con
respecto del tiempo de los ángulos de Cardán en términos de las velocidades angulares, φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 senφ tanθ cosφ tanθ
0 cosφ −senφ
0 senφ

cosθ
cosφ
cosθ

 ω1

ω2

ω3

 , (1.29)

esta es la ecuación cinemática en términos de los ángulos de Cardán ψ, θ y φ, integrando
estas ecuaciones se pueden determinar la evolución de estos ángulos.

En efecto, la singularidad que aparece en la ecuación (1.29) (θ = π
2 ) se puede eliminar

si la orientación del cuerpo en el espacio se limita. En consecuencia esta representación
no es adecuada cuando el cuerpo evoluciona en todo el espacio (en todas las orientaciones
posibles) [16]. Una forma de evitar las singularidades es utilizar el cuaternión de rotación
que se describe en seguida.

Parametrización de la orientación en términos de cuaterniones

Por otra parte, la posición angular (orientación) de un cuerpo rígido también se puede
representar por un cuaternión4 que consiste de un vector unitario ê, conocido como el eje
de Euler y un ángulo de rotación β alrededor de este eje [16]. La figura 1.7 muestra un
esquema geométrico de lo dicho anteriormente.

El cuaternión q se define como sigue

q =

(
cos β2
ê sin β

2

)
=

(
q0
q

)
∈ H (1.30)

4Una breve descripción de los cuaterniones se hace en el Apéndice D.
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donde

H = {q | q2
0

+ qTq = 1, q = [q0 q]T , q0 ∈ R, q ∈ R3}, (1.31)

donde q = [q1 q2 q3 ]T y q0 son las partes vectorial y escalar del cuaternión, respecti-
vamente. En aplicaciones de control de orientación, el cuaternión unitario representa la
rotación desde un marco de referencia inercial Ef = (xn, yn, zn), localizado en algún punto
del espacio, al marco de referencia Eb = (xb, yb, zb) localizado en el centro de masa del
cuerpo rígido.

Esta rotación es la misma que la descrita anteriormente usando los ángulos de Cardán
mediante la matriz de rotación R(φ, θ, ψ), en este caso se tendrá también una matriz de
rotación que depende del cuaternión y en esencia ambas matrices son iguales. La matriz
de rotación R(q) correspondiente al cuaternión q se calcula por

R(q) = (q2
0
− qTq)I3 + 2(q qT − q0Mq), (1.32)

donde I3 es la matriz identidad y Mξ expresa la matriz antisimétrica5 asociado con el
vector axial ξ y está dada por

Mξ = M(ξ1 ξ2 ξ3)T =

 0 −ξ3 ξ2

ξ3 0 −ξ1

−ξ2 ξ1 0

 , (1.33)

entonces, la matriz de rotación R(q) tiene la forma

R(q) =

 2(q2
0

+ q2
1
)− 1 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)

2(q1q2 − q0q3) 2(q2
0

+ q2
2
)− 1 2(q0q1 + q2q3)

2(q0q2 + q1q3) 2(q2q3 − q0q1) 2(q2
0

+ q2
3
)− 1

 . (1.34)

Denotando con ω = [ω1 ω2 ω3]T el vector de velocidad angular del marco de referencia
en el cuerpo Eb relativo al marco inercial Ef , como se muestra en la figura 1.8, la ecuación
cinemática está dada por

(
q̇0
q̇

)
=

1

2

(
−qT

I3q0 +Mq

)
ω, (1.35)

como se puede ver, la ecuación anterior y la ecuación (1.29) expresan la misma relación del
sistema pero en formalismos distintos, con la ventaja de la ecuación (1.35) que no tiene la
singularidad contenida en la ecuación (1.29).

5Recuerdese que la matriz antisimétrica está definida como una matriz cuadrada A cuya traspuesta es
igual a su negativa, AT = −A.
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Figura 1.8: Esquema de las componentes de la velocidad angular ω del cuerpo rígido.

Ahora, si q define el cuaternión de posición angular actual y qd es el cuaternión de
referencia, es decir, la orientación deseada, entonces el cuaternión de error que representa
el error de posición angular entre la orientación actual y la que uno desea está dada por

qe = q ⊗ q−1
d , (1.36)

⊗ denota la multiplicación de cuaterniones6 y q−1
d es la rotación complementaria del cua-

ternión qd, el cual es el cuaternión conjugado [16].

1.1.2. Ecuaciones del cuerpo rígido

Las ecuaciones de movimiento de las aeronaves se obtienen de la Segunda Ley de Newton
del movimiento, la cual establece que la suma de todas las fuerzas externas actuantes sobre
el cuerpo es igual a la razón de cambio con respecto al tiempo del momentum del cuerpo,
y la suma de los torques (par de fuerzas) externos actuantes sobre el cuerpo es igual a la
razón de cambio con respecto al tiempo del momentum angular. Las razones de cambio con
respecto al tiempo de los momentos lineal y angular se toman con referencia a un marco
de referencia inercial [95].

La segunda ley de Newton se puede expresar en las siguientes ecuaciones vectoriales

Movimiento de traslación:
∑

F =
d
dt

(mv), (1.37)

Movimiento de rotación:
∑

Γ =
d
dt

(L), (1.38)

6Las operaciones con cuaterniones también se describen en el Apéndice D
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donde F, v, Γ y L son vectores en el espacio de tres dimensiones R3, la ecuación vectorial
(1.37) se pueden escribir en su forma escalar de la siguiente manera7

Fx =
d
dt

(mvx),

Fy =
d
dt

(mvy),

Fz =
d
dt

(mvz),

(1.39)

donde Fx, Fy, Fz y vx, vy, vz son las componentes de la fuerza y la velocidad a lo largo
de los ejes xn, yn, zn, respectivamente. Las componentes de fuerza están compuestas de
contribuciones debido a fuerzas aerodinámicas, de propulsión y gravitacionales actuantes
sobre la aeronave. La ecuación de torque (1.38) se pueden expresar de manera similar

Γx =
d
dt

(Lx),

Γy =
d
dt

(Ly),

Γz =
d
dt

(Lz),

(1.40)

donde Γx,Γy,Γz y Lx, Ly, Lz son las componentes del torque y del momento angular a lo
largo de los ejes xn, yn, zn, respectivamente.

Sea δm un elemento de masa de la aeronave, v su velocidad y δF la fuerza resultante
sobre el elemento de masa, entonces

δF = δm
dv

dt
, (1.41)

la fuerza externa total actuante sobre la aeronave es la suma sobre todos los elementos del
cuerpo rígido ∑

δF = F, (1.42)

un esquema de la fuerza resultante actuando sobre un elemento de masa de un cuerpo
rígido cualquiera puede ser observado en la figura 1.9.

La velocidad del diferencial de masa es

v = vc +
dr

dt
, (1.43)

7Si bien se debe escribir
∑

Fx,
∑

Fy y
∑

Fz para expresar la sumatoria de todas las componentes de
todas las fuerzas en cada eje, aquí solo se escribirá como en la ecuación (1.39) para expresar esta idea. Lo
mismo aplica para las componentes de

∑
Γ.
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Figura 1.9: La fuerza resultante δF sobre un elemento de masa δm.

donde vc, r ∈ R3, vc es la velocidad del centro de masa de la aeronave y dr
dt es la velocidad

del elemento relativo al centro de masa. Sustituyendo esta expresión en la ecuación (1.41)
se tiene ∑

δF = F =
d
dt

∑
(vc +

dr

dt
)δm. (1.44)

si se supone que la masa de la aeronave es constante, entonces la ecuación (1.44) se puede
reescribir como

F = m
dvc
dt

+
d2

dt

∑
rδm. (1.45)

Debido a que r es medido desde el centro de masa, la sumatoria
∑

rδm es igual a cero.
La ecuación de fuerza queda como

F = m
dvc
dt

, (1.46)

lo cual relaciona las fuerzas externas sobre la aeronave con el movimiento de su centro de
masa.

De forma similar, se puede desarrollar la ecuación del torque con respecto al movimiento
del centro de masa. Para el elemento diferencial de masa, δm, la ecuación del torque se
puede escribir como

δΓ =
d
dt
δL =

d
dt

(r× v)δm. (1.47)

La velocidad del elemento de masa se puede expresar en términos de la velocidad del
centro de masa y la velocidad relativa del elemento de masa al centro de masa, así
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v = vc +
dr

dt
= vc + ω × r, (1.48)

donde ω ∈ R3 es la velocidad angular de la aeronave y r es la posición del elemento de
masa medida desde el centro de masa. El momento angular total se puede escribir como

L =
∑

δL =
∑

(r× vc)δm+
∑

[r× (ω × r)]δm. (1.49)

La velocidad vc es una constante con respecto a la sumatoria, por lo que se puede
escribir

L =
∑

r δm× vc +
∑

[r× (ω × r)]δm, (1.50)

el primer término del lado derecho de la ecuación (1.50) es cero puesto que
∑

rδm = 0,
como ya se explicó. Si se expresa la velocidad angular y la posición por

ω = ω1ı̂+ ω2̂+ ω3k̂, (1.51)

r = xı̂+ y̂+ zk̂, (1.52)

donde ı̂, ̂, k̂ son los vectores unitarios en la dirección de los ejes xn, yn, zn, respectiva-
mente, del marco de referencia inercial. Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuación
(1.50), L se puede escribir como

L =(ω1ı̂+ ω2̂+ ω3k̂)
∑

(x2 + y2 + z2)δm

−
∑

(xı̂+ y̂+ zk̂)(ω1x+ ω2y + ω3z)δm.
(1.53)

Las componentes escalares de L son

Lx = ω1

∑
(y2 + z2)δm− ω2

∑
xyδm− ω3

∑
xzδm,

Ly = −ω1

∑
xyδm+ ω2

∑
(x2 + z2)δm− ω3

∑
yzδm,

Lz = −ω1

∑
xzδm− ω2

∑
yzδm+ ω3

∑
(x2 + y2)δm.

(1.54)

Las sumatorias en estas ecuaciones son los momentos y los productos de inercia de la
aeronave. Se debe recordar que los elementos de masa δm se pueden expresar de la forma

δm ≈ ρ(x, y, z)∆V (1.55)

donde ρ(x, y, z) es la función de densidad de un objeto sólido, en unidades de masa por
unidad de volumen, para algún punto dado (x, y, z), esto hace posible que
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m =

∫ ∫ ∫
ρ(x, y, z)δV (1.56)

que expresa la sumatoria de la multiplicación de ρ(x, y, z) con todos los volúmenes infinites-
imales que componen al objeto sólido completo8 que es precisamente la masa m = ρV .
Por lo anterior, es razonable definir los momentos y los productos de inercia para cada
elemento de masa del sólido de la siguiente manera

Ixx =

∫ ∫ ∫
(y2 + z2)δm,

Iyy =

∫ ∫ ∫
(x2 + z2)δm,

Izz =

∫ ∫ ∫
(x2 + y2)δm,

(1.57)

Ixy =

∫ ∫ ∫
xyδm,

Ixz =

∫ ∫ ∫
xzδm,

Iyz =

∫ ∫ ∫
yzδm.

(1.58)

Los términos Ixx, Iyy e Izz son los momentos de inercia del cuerpo alrededor de los ejes x,
y y z, respectivamente, expresados en las ecuaciones (1.57). Los términos con los subíndices
cruzados, expresados en las ecuaciones (1.58), son los productos de inercia. Todos ellos son
las nueve componentes de la llamada matriz de inercia, que aquí denotaremos por J .

Tanto los momentos como los productos de inercia dependen de la forma de la aeronave
y la manera en la cual está distribuida su masa. El mayor de los momentos de inercia será
el de la resistencia a la rotación. Tomando en cuenta lo anterior, las ecuaciones escalares
de las componentes del momento angular serán

Lx = ω1Ixx − ω2Ixy − ω3Ixz,

Ly = −ω1Ixy + ω2Iyy − ω3Iyz,

Lz = −ω1Ixz − ω2Iyz + ω3Izz,

(1.59)

que en términos vectoriales tendrá la forma

L = Jω, (1.60)

donde
8Para mayores detalles, consultar el Capítulo 15 del libro [100].
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J =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz

 . (1.61)

Ahora, si el marco de referencia no está rotando, y puesto que el vehículo aéreo rota, el
momento y los productos de inercia variarán con el tiempo. Para abordar esta dificultad se
fijará el sistema de ejes a la aeronave (sistema de ejes del cuerpo). Se deben determinar las
derivadas de los vectores v y L con respecto al marco de referencia del cuerpo en rotación.

Se puede mostrar que la derivada de un vector arbitrario A ∈ R3 con respecto al marco
de referencia del cuerpo en rotación teniendo una velocidad angular ω se puede representar
por la siguiente identidad vectorial

dA

dt

∣∣∣
Ef

=
dA

dt

∣∣∣
Eb

+ ω ×A, (1.62)

donde los subíndices Ef y Eb se refieren a los marcos de referencia inercial y fijo al cuerpo,
respectivamente.

Aplicando esta identidad a la ecuación (1.37) se tiene

F = m
dv

b

dt

∣∣∣
Eb

+m(ω × v
b
), (1.63)

haciendo

m(ω × v
b
) = Fcb (1.64)

donde Fcb expresa la fuerza centrífuga en el marco de referencia fijo al cuerpo. Entonces
la ecuación (1.63) se puede poner en la forma

mv̇
b

= −Fcb + F, (1.65)

que proporciona la dinámica de traslación del cuerpo rígido expresado en el marco de
referencia móvil, las ecuaciones escalares de esta ecuación están dadas por

mv̇
bx

= −Fcbx + Fx,

mv̇
by

= −Fcby + Fy,

mv̇
bz

= −Fcbz + Fz.

(1.66)

Por otra parte, aplicando la identidad (1.62) a la ecuación (1.38) se tiene

Γ =
dL

dt

∣∣∣
Eb

+ (ω × L), (1.67)
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donde las ecuaciones escalares están dadas por

Γx = L̇x + ω2Lz − ω3Ly,

Γy = L̇y + ω3Lx − ω1Lz,

Γz = L̇z + ω1Ly − ω2Lz,

(1.68)

tomando en cuenta las relaciones en (1.59) y desarrollando la ecuación (1.68), se tiene

Γx = Ixxω̇1 − Ixy(ω̇2 − ω1ω3)− Ixz(ω̇3 + ω1ω2)− Iyz(ω2
2 − ω2

3) + (Izz − Iyy)ω2ω3,

Γy = Iyyω̇2 − Ixy(ω̇1 + ω2ω3)− Iyz(ω̇3 − ω1ω2) + Ixz(ω
2
1 − ω2

3) + (Ixx − Izz)ω1ω3,

Γz = Izzω̇3 − Ixz(ω̇1 − ω2ω3)− Iyz(ω̇2 + ω1ω3)− Ixy(ω2
1 − ω2

2) + (Iyy − Ixx)ω1ω2.

(1.69)

reordenando para estar de acuerdo con las ecuaciones (1.66), las ecuaciones (1.69) quedan
como

Ixxω̇1 − Ixyω̇2 − Ixzω̇3 = −Ixyω1ω3 + Ixzω1ω2 + Iyz(ω
2
2 − ω2

3)− (Izz − Iyy)ω2ω3 + Γx,

−Ixyω̇1 + Iyyω̇2 − Iyzω̇3 = Ixyω2ω3 − Iyzω1ω2 − Ixz(ω2
1 − ω2

3)− (Ixx − Izz)ω1ω3 + Γy,

−Ixzω̇1 − Iyzω̇2 + Izzω̇3 = −Ixzω2ω3 + Iyzω1ω3 + Ixy(ω
2
1 − ω2

2)− (Iyy − Ixx)ω1ω2 + Γz,

(1.70)

estas últimas ecuaciones expresan la dinámica de rotación del cuerpo y pueden expresarse
en términos vectoriales, tomando en cuenta las ecuaciones (1.67) y (1.60), de la forma

Jω̇ = −ω × Jω + Γ. (1.71)

con ω = [ω1 ω2 ω3]T y Γ = [Γ1 Γ2 Γ3]T .

Debe notarse que las ecuaciones (1.66) y (1.70) están expresadas en el marco de referen-
cia fijo al cuerpo. Veremos en la sección siguiente que la aeronave puede considerarse como
un cuerpo rígido y las fuerzas y los torques actuantes sobre la aeronave están compuestas
por contribuciones aerodinámicas, gravitacionales y de propulsión.

1.1.3. Ecuaciones de movimiento de los vehículos aéreos

El análisis anterior permite construir un modelo de los movimientos rotacional y trasla-
cional de un cuerpo en el espacio, con lo cual se puede establecer el modelo que se utilizará.
Sin embargo, es importante para este objetivo el análisis y la comprensión de la acción de
las fuerzas que actúan sobre los cuerpos en interacción con el medio ambiente, es decir, para
la obtención del modelo, se hace necesario un análisis dinámico específico de las fuerzas que
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Figura 1.10: Vehículo aéreo y los sistemas de referencia.

pueden actuar sobre vehículos aéreos en vuelo, y como afectan los movimientos traslacional
y rotacional de estos. A continuación se presenta el análisis de las fuerzas que pueden ser
relevantes para el estudio de la dinámica de vehículos aéreos, además de posibles torques
que pueden producir en el sistema, lo que será fundamental para comprender el modelo ha
utilizar en el desarrollo de este trabajo.

Dinámica traslacional de vehículos aéreos

Para el estudio del movimiento de traslación de aeronaves en vuelo, es necesario expresar
las ecuaciones dinámicas con respecto al marco de referencia inercial, un esquema de cómo
serán tomados los marcos de referencia para cualquier tipo de vehículo aéreo puede ser
observado en la figura 1.10.

Para lograr lo anterior, se tomará en cuenta la relación descrita por las ecuaciones
(1.63)-(1.66) y que por claridad se presentan a continuación.

F = m
dv

b

dt

∣∣∣
Eb

+m(ω × v
b
), (1.72)

m(ω × v
b
) = Fcb, (1.73)

mv̇
b

= −Fcb + F, (1.74)

y

mv̇
bx

= −Fcbx + Fx,

mv̇
by

= −Fcby + Fy,

mv̇
bz

= −Fcbz + Fz.

(1.75)
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Figura 1.11: Esquemas de (a) las componentes de la fuerza de gravedad sobre los ejes xb
y zb para un vehículo aéreo cualquiera con ángulo de cabeceo θ y sin ángulo de alabeo φ,
(b) las componentes de la fuerza de gravedad sobre los ejes yb y zb para un vehículo aéreo
cualquiera donde se presenta un ángulo de alabeo φ además del ángulo de cabeceo θ.

Estas ecuaciones relacionan la aceleración y la fuerza centrípeta del vehículo aéreo con
las fuerzas adicionales F que actúan sobre el mismo, las cuales se originan del sistema de
propulsión, la fuerza de gravedad y alguna perturbación externa.

Fuerzas gravitacional y propulsora

En los vehículos aéreos existen diferentes fuerzas que actúan sobre ellos, tal como la fuerza
gravitacional giroscópica. La fuerza gravitacional sobre el sistema actúa en el centro de
masa de la aeronave, debido a que el sistema de ejes del cuerpo está fijo al centro de
masa, la fuerza gravitacional no produce ningún momento de fuerza (torque) [95]. Las
componentes de la fuerza de gravedad a lo largo de los ejes xb, yb y zb del marco de
referencia fijo al cuerpo, se pueden obtener por inspección de las figuras 1.11, estas tienen
la forma

(Fbx)gravedad = −mg senθ,
(Fby)gravedad = mg cosθ senφ,
(Fbz)gravedad = mg cosθ cosφ.

(1.76)

Por otra parte, la fuerza de propulsión también tiene componentes a lo largo de las
direcciones de los ejes, adicionalmente estas fuerzas pueden dar origen a torques si su
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aplicación no se da justo en el centro de masa del sistema. Estas fuerzas dependen de la
posición de los actuadores sobre el sistema y hacen la diferencia entre los sistemas de ala
fija, ala rotatoria o alguna otra configuración.

Tomando en cuenta lo anterior, las fuerzas de propulsión que actúan a lo largo de los
ejes del marco de referencia fijo al cuerpo son denotadas de manera general por

(Fbx)propulsión = FPbx ,

(Fby)propulsión = FPby ,

(Fbz)propulsión = FPbz ,

(1.77)

del mismo modo, los posibles torques producidos por estas fuerzas se denotan por

(Γbx)propulsión = ΓPbx ,

(Γby)propulsión = ΓPby ,

(Γbz)propulsión = ΓPbz .

(1.78)

La ecuación dinámica es similar a la mostrada en (1.71), dada de la siguiente forma

Jω̇ = −ω × Jω + ΓP + ΓE , (1.79)

donde ΓP = [ΓPbx ΓPby ΓPbz ]T y el vector ΓE , que pertenecen a R3, representa los torques
debido a perturbaciones y fuerzas externas.

Se debe notar que las fuerzas y los torques expuestos anteriormente son descritos en
el marco de referencia fijo a la aeronave Eb = (x

b
, y

b
, z

b
). Un análisis similar se puede

hacer para las otras dos fuerzas básicas que actúan sobre las aeronaves, a saber, la fuerza
de sustentación y la fuerza de arrastre, e incluso para alguna otra fuerza externa o debido
a la dinámica de las componentes del vehículo. Todo este conjunto de fuerzas se pueden
considerar como fuerzas adicionales9 (Fab) y que, para propósitos de diseño de control, no
se tomará en cuenta dentro del modelo y se consideran como perturbaciones.

Se desea obtener las ecuaciones que relacionan la aceleración y las fuerzas que actúan en
el sistema pero vistos desde el marco de referencia inercial, es decir, observar el movimiento
de la aeronave como si esta fuera solo un punto moviéndose en el espacio, sin consider-
ar su movimiento de rotación. Analizando la ecuación (1.73), se observa que las fuerzas
centrípetas son originadas por la velocidad angular de la aeronave, puesto que no se consid-
eran movimientos rotacionales, estas fuerzas centrípetas se considerarán como parte de las
fuerzas adicionales Fab. En estas condiciones, la ecuación que relaciona las aceleraciones

9Aquí se consideran como fuerzas adicionales las fuerzas producidas por ráfagas de viento, fuerzas
producidas por el efecto suelo, etc. Estas fuerzas no se consideran en el modelo usado para el diseño de
control, se usarán posteriormente para mostrar la robustez del control.
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1.1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

con las fuerzas actuantes sobre el sistema, con respecto al marco de referencia inercial,
estaría dada por

F = m
dv

b

dt

∣∣∣
Ef

= m
dv

dt
. (1.80)

El vector de fuerzas F está compuesto por las fuerzas de gravedad, propulsión, fricción y
todas las demás fuerzas adicionales Fab que actúan sobre la aeronave y que deben tomarse
en cuenta para describir completamente el movimiento traslacional. En cuanto a la fuerza
de gravedad, sus componentes están descritas por la ecuación (1.76), como lo que interesa
es ver la fuerza de gravedad desde el marco de referencia inercial Ef , para este solo existe
componente en el eje zn,

(F)gravedad|
Ef

= −mg. (1.81)

Por otra parte, las fuerzas de propulsión están expresadas por las ecuaciones (1.77)
en el marco de referencia fijo a la aeronave, para obtener la expresión que describe estas
fuerzas en el marco de referencia inercial, se debe multiplicar las relaciones (1.77) por la
matriz de rotación R(φ, θ, ψ) dada en la ecuación (1.11), así

 Fx
Fy
Fz


propulsión

=

 cosψ cosθ cosψ senθ senφ− senψ cosθ cosψ cosφ senθ + senψ senφ
senψ cosθ senφ senθ senψ + cosψ cosφ senθ senψ cosφ− cosψ senφ
−senθ cosθ senφ cosθ cosφ

 FPbx
FPby
FPbz

 ,

(1.82)

el mismo proceso se sigue para expresar fuerzas de fricción, o en general todas las demás
fuerzas adicionales Fab = (Fabx Faby Fabz)T expresadas en el marco de referencia fijo al
vehículo, en el marco de referencia inercial Fa = (Fax Fay Faz)

T .

Con lo desarrollado en estas secciones se tienen todas las ecuaciones que describen
el movimiento de una aeronave en vuelo. A continuación se hace un extracto de las que
servirán para la descripción del movimiento del sistema estudiado.

1.1.4. Resumen de ecuaciones cinemáticas y dinámicas

Ahora se está en condiciones de mostrar las principales ecuaciones que serán utilizadas
para describir el movimiento de los vehículos aéreos que específicamente se analizan en es-
ta tesis. Estas ecuaciones están integradas por las partes cinemática y dinámica presentadas
anteriormente, las cuales determinan el movimiento de aeronaves en vuelo, y que básica-
mente serán utilizadas para la construcción del modelo matemático del sistema particular
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CAPÍTULO 1. MODELO MATEMÁTICO DE LOS VEHÍCULOS TIPO VTOL

de interés. En primera instancia, se muestran las matrices que sirven para determinar la
orientación de los vehículos con respecto a los ángulos de Cardán y cuaterniones, los cuales
pueden ser usados en el modelo.

Matriz de rotación en términos de ángulos de Cardán y cuaternión

R(φ, θ, ψ) =

 Cψ Cθ Sψ Cθ −Sθ
Cψ Sθ Sφ− Sψ Cφ Sψ Sθ Sφ+ Cψ Cφ Cθ Sφ
Cψ Sθ Cφ+ Sψ Sφ Sψ Sθ Cφ− Cψ Sφ Cθ Cφ

 . (1.83)

con sen(·)=S(·) y cos(·)=C(·),

R(q) =

 2(q2
0

+ q2
1
)− 1 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)

2(q1q2 − q0q3) 2(q2
0

+ q2
2
)− 1 2(q0q1 + q2q3)

2(q0q2 + q1q3) 2(q2q3 − q0q1) 2(q2
0

+ q2
3
)− 1

 , (1.84)

donde R(φ, θ, ψ) = R(q).

Ecuaciones cinemáticas en términos de ángulos de Cardán y cuaternión

 φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 senφ tanθ −cosφ tanθ
0 cosφ −senφ
0 senφ

cosθ
cosφ
cosθ

 ω1

ω2

ω3

 , (1.85)

(
q̇0
q̇

)
=

1

2

(
−qT

I3q0 + [q]×

)
ω. (1.86)

Ecuaciones dinámicas

Traslación:


mv̇x = FPx + Fax

mv̇y = FPy + Fay

mv̇z = −mg + FPz + Faz

(1.87)

Rotación:


Ixxω̇1 = Ixy(ω̇2 − ω1ω3) + Ixz(ω̇3 + ω1ω2) + Iyz(ω

2
2 − ω2

3)− (Izz − Iyy)ω2ω3 + ΓPbx ,

Iyyω̇2 = Ixy(ω̇1 + ω2ω3) + Iyz(ω̇3 − ω1ω2)− Ixz(ω2
1 − ω2

3)− (Ixx − Izz)ω1ω3 + ΓPby ,

Izzω̇3 = Ixz(ω̇1 − ω2ω3) + Iyz(ω̇2 + ω1ω3) + Ixy(ω
2
1 − ω2

2)− (Iyy − Ixx)ω1ω2 + ΓPbz ,
(1.88)
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1.2. MODELO DE LOS VEHÍCULOS TIPO VTOL

1.2. Modelo de los vehículos tipo VTOL

El modelo matemático de los vehículos VTOL está compuesto por las velocidades y las
aceleraciones, tanto lineales como de rotación, y su relación con las fuerzas y torques
que actúan en el sistema. Para determinar estas componentes, se tomarán en cuenta los
desarrollos expuestos anteriormente.

Para empezar, se tomará el vector de posición p = xı̂+y̂+ zk̂ y el vector de velocidad
lineal como v = vxı̂+ vy ̂+ vzk̂, ambos con respecto al marco de referencia inercial Ef =
[xn, yn, zn] (ver figura 1.12). La primera relación se obtiene de los vectores anteriores y
tiene la forma conocida

ṗ = v, (1.89)

donde la derivada del vector de posición con respecto al tiempo ṗ es la velocidad lineal
v. La siguiente ecuación expresa la relación que existe entre la aceleración y las fuerzas
que actúan sobre el sistema, para determinarla, recordemos la Segunda Ley de Newton del
movimiento expresada por

F = ma = mv̇, (1.90)

donde el vector F es la suma de todas las fuerzas actuando sobre el vehículo, expresadas
en el sistema de referencia inercial. Para expresar las fuerzas en el sistema de referencia
inercial se utiliza la matriz de rotación anteriormente expuesta.

Se necesitan determinar las fuerzas que actúan sobre la aeronave con respecto al sistema
de referencia inercial (Ef ), lo cual se realizó anteriormente de forma general. Tomando en
cuenta las ecuaciones (1.82) y (1.87) se tiene que la ecuación (1.90) toma la siguiente forma

mv̇ = −mg +R(·)

 0
0
T

+

 Fabx
Faby
Fabz

 , (1.91)

donde el vector g = [0 0 g]T solo tiene componente en el eje zn, R(·) representa la matriz
de rotación la cual se expresa en términos de ángulos de Cardán, tal como se mostró en
la ecuación (1.83). T es la única componente de la fuerza de propulsión/sustentación del
vehículo y está en la dirección de zb (ver figura 1.12). (Fabx Faby Fabz)T representan las
componentes en cada uno de los ejes de las fuerzas adicionales con respecto al marco de
referencia en el centro de masa del vehículo. Recordemos que estas fuerzas adicionales se
componen de las fuerzas de arrastre, y fuerzas producto de la dinámica del vehículo, la
fricción de las hélices, corrientes de aire, etc. que pueden afectar al sistema y que se deben
a su interacción con el medio ambiente. La ecuación (1.91) se puede reescribir en términos
vectoriales como

mv̇ = −mg +R(F + Fab). (1.92)
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fE

bE

T

gm

Figura 1.12: Marcos de referencia para un vehículo VTOL.

Hasta aquí se tienen las ecuaciones que describirán el movimiento traslacional de los
sistemas VTOL con respecto al sistema de coordenadas inercial Ef = [xn, yn, zn], lo que
sigue es determinar las dos ecuaciones restantes que describan el movimiento rotacional de
la aeronave y que se utilizarán para estabilizar la orientación del VTOL.

Nuevamente, se tienen que establecer ecuaciones que expresen la velocidad y la ace-
leración con relación a las fuerzas que actúan sobre el sistema, con la diferencia de que ahora
se describen para movimientos de rotación. En este caso se hablará de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones angulares, además de torques (momentos de fuerza).

Como ya se mencionó, la manera más común de expresar movimientos rotacionales es
utilizar los ángulos de Cardan desarrollados previamente y expresados en la ecuación (1.85).
Sin embargo, es posible expresar el cambio en la orientación de la aeronave con respecto
al tiempo de una forma alternativa. Como se describió anteriormente, la orientación de un
cuerpo rígido es representada por la matriz R ∈ SO(3) y denotará una rotación del marco
fijo al cuerpo al marco inercial. ω ∈ R3 denota la velocidad angular dada en el marco del
cuerpo. Entonces, el cuerpo rígido satisface la ecuación cinemática [77, 101]

Ṙ = RMω, (1.93)

donde Mξ : R3 → SO(3) transforma un vector en R3 a una matriz antisimétrica 3× 3, Mξ

es la matriz anti simétrica asociada con el vector axial ξ = [ξ1 ξ2 ξ3]T dada de la siguiente
forma

Mξ =

 0 −ξ3 ξ2

ξ3 0 −ξ1

−ξ2 ξ1 0

 . (1.94)

Usando la propiedad que establece la no conmutatividad del producto vectorial, la
ecuación (1.93) se puede reescribir como
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1.2. MODELO DE LOS VEHÍCULOS TIPO VTOL

Ṙ = −MωR, (1.95)

con esto se tiene la primera ecuación del movimiento rotacional que relaciona la veloci-
dad angular con la matriz de rotación y proporciona información sobre cómo cambia la
orientación con respecto al tiempo.

Para encontrar la expresión que relaciona las aceleraciones angulares con las torques, se
toma como base la Segunda Ley de Newton del movimiento rotacional expresada en (1.38)
en la forma

Γ =
d
dt

(L). (1.96)

Este desarrollo se hizo previamente, la ecuación que expresa la relación que buscamos
es (1.88). Considerando que, en general, los vehículos VTOL tienen simetría en dos de sus
planos, los términos de inercia cruzados se eliminan, entonces la ecuación (1.88) toma la
forma

Ixxω̇1 = −(Izz − Iyy)ω2ω3 + ΓPbx + Γabx ,

Iyyω̇2 = −(Ixx − Izz)ω1ω3 + ΓPby + Γaby ,

Izzω̇3 = −(Iyy − Ixx)ω1ω2 + ΓPbz + Γabz ,

(1.97)

donde, como antes, los términos (Γabx ,Γaby ,Γabz) expresan los torques adicionales produci-
dos por la dinámica del vehículo, corrientes de aire, etc., que se producen como consecuen-
cia de la interacción con el medio ambiente. Esta última ecuación se expresa en términos
vectoriales como en la ecuación (1.71) de la forma

Jω̇ = −ω × Jω + Γ + Γab, (1.98)

donde, redefiniendo Γ = Γ(1,2,3), expresará los torques de control del vehículo aéreo (ver
figura 1.12). Con esto queda completo el modelo matemático que describe el comportamien-
to dinámico de los sistemas VTOL.

1.2.1. Resumen del modelo general de los sistemas VTOL

Como antes y con fines de claridad, se muestra el modelo obtenido en un sistema de
ecuaciones diferenciales que describen tanto la dinámica como la cinemática de los vehículos
de interés. En resumen, el modelo matemático que describe el movimiento de los vehículos
tipo VTOL está dado por

ṗ = v, (1.99)
mv̇ = −mg +R(F + Fab) (1.100)
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Ṙ = −MωR, (1.101)
Jω̇ = −ω × Jω + Γ + Γab. (1.102)

Como se puede observar, estos subsistemas componen un sistema en cascada, donde
la posición depende de la orientación y la orientación no depende de la posición. Esta
propiedad es muy importante y es la que se utilizará y explotará para el diseño de las leyes
de control en este trabajo. Analizando varios de los trabajos recientemente propuestos,
podemos notar que los modelos matemáticos utilizados son una clase particular del modelo
(1.99)-(1.102). Esto es muy importante ya que nuestro objetivo es diseñar leyes de control
genéricos, los cuales se puedan aplicar a toda la clase de vehículos VTOL.
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Capítulo 2

Control de orientación para vehículos
tipo VTOL

En el capítulo anterior se ha mostrado cómo se obtiene el modelo matemático que describe
el movimiento de los vehículos aéreos VTOL. Ahora, estamos en condiciones de avanzar
en el diseño de las propuestas de leyes de control para los movimientos de orientación y
traslación de estos sistemas. Antes, es necesario establecer la forma matemática en cómo
se expresarán algunos conceptos necesarios para describir la posición y los movimientos del
sistema estudiado, así como la forma matemática de referencias que se tomarán en cuenta.
Cabe mencionar que las propuestas presentadas aquí tienen íntima relación con lo que
se observa en la naturaleza, en particular las condiciones que se deben cumplir para que
algunos animales voladores puedan realizar esta actividad, lo anterior también es descrito
en el presente capítulo.

2.1. Fundamentos teóricos

Antes de comenzar con las propuestas de control, es necesario establecer y fundamentar
teóricamente algunos elementos necesarios para entender la forma en cómo se determina
la orientación del sistema con el propósito de aplicar propuestas de control de orientación.
Con fines de claridad, es necesario retomar una parte del modelo desarrollado en el capítulo
anterior, además de establecer las características de vectores que serán utilizados más
adelante, plantear algunas operaciones necesarias junto con la definición de una función
que se utilizarán en la propuesta. Adicionalmente, es importante establecer la relación que
existe entre algunos de estos conceptos con las partes corporales de animales con los que
se ha observado correspondencia en la aplicación del control. Todo esto será descrito a
continuación.

2.1.1. Vectores de referencia y de observación

Considere cualquier tipo de vehículo VTOL representado en general por un cuerpo rígido
con un marco de referencia ortonormal fijo al centro de masa, denotado por Eb = [eb1, e

b
2, e

b
3],
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Figura 2.1: Marcos de referencia fijo al cuerpo Eb e inercial Ef .

con ejes alineados con los ejes principales de inercia, adicionalmente un marco de referencia
inercial dado por Ef = [ef1 , e

f
2 , e

f
3 ], localizado en algún punto en el espacio, la dirección

de los ejes se toma como se muestra en el esquema de la figura 2.1. En aplicaciones de
aeronáutica, es conveniente seleccionar la dirección de los marcos de referencia inercial
y fijo al cuerpo como se muestra en la figura anterior, debido a que esto simplifica las
ecuaciones que se utilizan.

Como se estableció en el capítulo anterior, la rotación del marco de referencia del
cuerpo Eb con respecto al marco fijo Ef es representado por la matriz de orientación
R ∈ SO(3) = {R ∈ R3×3 : RTR = I, detR = 1}. Denotando con ω = [ω1 ω2 ω3]T

el vector de velocidad angular del marco del cuerpo Eb relativo al marco inercial Ef ,
expresado en Eb, las ecuaciones cinemática y dinámica del cuerpo rígido, en este caso, se
pueden expresar de la siguiente manera:

Ṙ = −MωR, (2.1)
Jω̇ = −ω × Jω + Γ. (2.2)

donde × denota el producto cruz, Mξ es la matriz anti simétrica asociada con el vector
axial ξ = [ξ1 ξ2 ξ3]T dada de la forma en que se muestra en la ecuación (1.94).

J ∈ R3×3 representa la matriz de inercia constante definida positiva del cuerpo rígido
expresada en el marco de referencia Eb y Γ ∈ R3 es el vector de torques de control en Eb.
Estos torques dependen de los pares generados por los actuadores, pares aerodinámicos,
tales como pares giroscópicos, gradiente gravitacional, etc. En este trabajo, se supone que
estos torques son solo generados por los actuadores. Las ecuaciones (2.1) y (2.2) describen
el movimiento rotacional de un cuerpo rígido que tiene evolución dinámica en el conjunto
tangente TSO(3) [101, 102].

Por otro lado, en la naturaleza existen ejemplos de animales capaces de volar utilizan-
do información básica que obtienen con elementos que forman parte de su cuerpo, estos
especímenes voladores son abastecidos con información de múltiples organos sensitivos, en
el caso de los insectos, uno puede mencionar los siguientes:
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Los halterios: Estos son sensores giroscópicos biológicos, localizados en la base de las
alas. Estos permiten la detección del movimiento rotacional del cuerpo y la determi-
nación de la velocidad angular a lo largo de los tres ejes. [64, 66].

La sensila: Localizada en la antena, alas y patas, estos sensores cuticulares detectan
estímulos químicos o mecánicos. Particularmente, la sensila en la pata determina la
dirección del vector del campo gravitacional con respecto al marco de referencia en
el cuerpo del insecto [64, 66].

El sentido magnético: Este determina la dirección del vector de campo magnético de
la Tierra con respecto al marco de referencia en el cuerpo del insecto [64, 66].

Estos tres órganos sensitivos tienen equivalentes tecnológicos: giróscopos de velocidad,
acelerómetros y magnetómetros, respectivamente, y estos pueden ser divididos en dos tipos
principales:

Sensores de velocidad angular: Estos sensores proporcionan medida de velocidad an-
gular ω. Estos se supone que son perfectos: los problemas causados por la parcialidad
o el rango de medidas limitado no son tratados en este trabajo.

Sensores del vector de referencia: Considere un vector unitario sk; con sus representa-
ciones sfk en el marco de referencia inercial Ef y s bk en el marco de referencia fijo al
cuerpo Eb. Se supone que sfk es constante. Estas representaciones están relacionadas
por la matriz de rotación R de la siguiente forma

s bk = Rsfk . (2.3)

En aplicaciones de control de orientación, los vectores sfk también se llaman “vectores
de referencia”, y en general son conocidos con bastante precisión, los vectores en el
cuerpo s bk son conocidos como “vectores de observación” y son obtenidos con sensores
a bordo (acelerómetros, magnetómetros, detectores de sol, seguidores de estrellas,
etc.). k ∈ {1, 2, ..., n} representa el número de diferentes tipos de sensores de vectores
de referencia, las imperfecciones de los sensores no son tomadas en cuenta en este
trabajo, en la figura 2.2 se puede observar un ejemplo con dos vectores de referencia
y sus correspondientes proyecciones en el marco fijo al cuerpo.

De forma similar a como se estableció la ecuación (2.1) en el capítulo anterior, los
vectores de observación y la velocidad angular están relacionados a través de la ecuación
cinemática

ṡ bk = s bk × ω, (2.4)

extendiendo a n vectores de observación y definiendo Sb = (sb1 sb2 ...sbn)T esto da
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Figura 2.2: Cuerpo rígido, sistema de referencia inercial y vectores de referencia y de
observación.

Ṡb :=

 ṡ b1
...

ṡ bn

 =

 sb1×
...

sbn×

ω =: Mω. (2.5)

El error entre la orientación real, definida por una matriz de rotación R de los ejes del
marco inercial Ef , y la orientación deseada, definida por una matriz de rotación Rd de los
ejes de Ef , es medida por ([77])

Re = RRTd . (2.6)

Alternativamente, la información acerca del error de orientación puede ser definida
como el error entre las medidas del sensor en el marco de referencia del cuerpo Eb y los
valores deseados de los vectores de referencia proyectados en Eb. El vector de error de
orientación γ es definido por

γ =
1

n

n∑
k=1

[Rsfk ]× (Rds
f
k) =

1

n

n∑
k=1

[sbk]×Rds
f
k . (2.7)

Desde la perspectiva de la estimación/determinación de orientación, es bien conocido
que al menos dos vectores de observación distintos son necesarios en cada instante de
medición para obtener la información de orientación completa [78]. Por lo tanto, para
llevar el cuerpo rígido a la orientación deseada, uno debe anular el error de orientación
forzando γ a cero usando al menos dos vectores no colineales en cada instante de medición,
es decir, n ≥ 2.
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Observación 1 Si solo un vector de observación está disponible (n = 1), este vector está
vinculado al vector de referencia, a través de la matriz de rotación R: sb1 = Rsf1 . Esta
ecuación proporciona una restricción bidimensional sobre la matriz de rotación tridimen-
sional. Por lo tanto, un único vector de observación no proporciona la información de
orientación completa. En este caso, es imposible identificar una rotación alrededor del eje
sb1 en el marco de coordenadas del cuerpo o, equivalentemente, alrededor del eje sf1 en el
marco de coordenadas inercial.

2.1.2. Función de saturación

Para fines de definir correctamente las propuestas de control, es necesario establecer la
característica de la llamada función de saturación.

Definición 1 Se define una Función de Saturación escalar satN (·) acotada entre ±N , con
N > 0, como

satN (x) := min(N,max(−N, x)), ∀x ∈ R. (2.8)

Se define también un vector Función de Saturación para N = [N1 N2 ...Nn] como

SatN (x) := [satN1(x1)...satNj (xj)...satNn(xn)]T , ∀x = [x1, ..., xn] ∈ Rn. (2.9)

con j ∈ 1, ..., n y n es la dimensión del vector.

Con todo lo anterior, podemos continuar con el diseño de las leyes de control que se
proponen en este trabajo, sin embargo, es necesario tener claro cuál es el problema que
se pretende atacar, cuáles son las restricciones y cuáles los alcances y condiciones que
se tienen. Con fines de claridad, se aborda este aspecto previamente a las propuestas de
control.

2.2. Planteamiento del problema

En este capítulo se muestra el diseño de la estrategia de control capaz de garantizar la
estabilización de orientación de un cuerpo rígido imitando la estrategia adoptada por an-
imales voladores de alas batientes para estabilizar su orientación. Estas estrategias están
basadas en la utilización de medidas directas de algunos órganos sensoriales, esto es, que
la orientación no es requerida explícitamente. Además, las propuestas de control de re-
alimentación toman en cuenta las restricciones y limitaciones físicas de la estructura y
propulsión del cuerpo, esto es garantizado por una saturación del torque de control y en
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Figura 2.3: Vectores de observación y de referencia con la misma orientación, donde ω = 0.

realidad permite al sistema evitar daños indeseados y maximizar su efectividad. Matemáti-
camente puede ser formulado como

Γj ∈ [−Γ̄j , Γ̄j ], j ∈ {1, 2, 3} (2.10)

donde Γ̄j representa la cota de la componente Γj del torque de control y corresponde a las
cotas de saturación de los actuadores equivalentes a las cotas de los torques aerodinámicos
desarrollados por las alas de estos animales, debido al acotamiento de los ángulos de aleteo.

El problema de estabilización de orientación clásico es definido de la siguiente manera:
dirigir la orientación del cuerpo desde alguna condición inicial a una orientación constante
deseada y mantenerlo en esta posición. En consecuencia, el vector de velocidad angular
es también llevada a cero y permanece nula una vez que la orientación deseada ha sido
alcanzada, {

R → Rd
ω → 0

cuando t→∞.

Las orientaciones deseada y real, Rd y R, son idénticas si para todo k ∈ {1, ..., n} con
n ≥ 2, sbk = Rsfk = Rds

f
k , y por consiguiente, de la ecuación (2.7), γ = 0, un esquema de

esto puede ser observado en la figura 2.3. Sin embargo, lo contrario no es verdad, y γ es
también minimizado para

sbk = −Rd sfk . (2.11)

Analizando la igualdad (2.11) con respecto al n número de vectores de referencia no
colineales
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Figura 2.4: (a) Simetría con respecto al vector normal n al plano Π; (b) la simetría con
respecto al plano (ef1 , e

f
3).

Si n ≥ 3, esta identidad define una simetría con respecto al origen del marco y puede
ser expresada como sbk = −Rd sfk . −Rd, sin embargo, no pertenece a SO(3) y, como
consecuencia, no es una matriz de rotación. Consecuentemente, la igualdad (2.11)
define una configuración físicamente no factible. Por lo tanto, un error de orientación
nulo γ = 0 tiene sentido solo si sbk = Rd sfk .

Si n = 2, existe un plano Π que contiene los vectores Rd sf1 y Rd sf2 . Las config-
uraciones sbk = −Rd sfk , k ∈ {1, 2}, pueden ser alcanzadas por una rotación de
180 ◦ (π rad) alrededor del vector n normal al plano Π en la intersección de los vec-
tores (figura 2.4). Algunos casos específicos de sfk permiten la definición de simetría
con respecto a los ejes separados ef1 , ef2 , y ef3 si sfk , k ∈ {1, 2}, pertenecen, respectiva-
mente, a los planos (ef2 , e

f
3), (e

f
1 , e

f
3), (e

f
1 , e

f
2) (figura 2.4). En este caso, sbk = −Rd sfk

es equivalente a sbk = RsRd sfk con Rs una matriz simétrica que pertenece a SO(3) y
tiene una traza Tr(Rs) = −1

Rs ∈ {diag(1,−1,−1),diag(−1, 1,−1),diag(−1,−1, 1)} (2.12)

definiendo una simetría con respecto a ef1 , ef2 y ef3 , respectivamente. Uno debe en-
fatizar que sería por lo tanto más prudente elegir los sensores de referencia de tal
manera que los vectores de referencia pertenezcan a uno de los tres planos (ef1 , e

f
2),

(ef1 , e
f
3) o (ef2 , e

f
3), que han sido adoptados en este trabajo. Si tales sensores de refer-

encia no existen, otra propuesta sería la definición del marco fijo con respecto a los
sensores de referencia, tal que una ortogonalización de los vectores de referencia es
usada para construir una base ortonormal (ef1 , e

f
2 , e

f
3).
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Si n = 1, la simetría es definida respecto a un plano. Este caso no es considerado
aquí.

Como una conclusión, existen dos conjuntos para los cuales la velocidad angular ω y
el error de orientación γ son iguales a cero, a saber (ω, R) = (0, Rd) y (ω, R) = (0, RsRd).
Definiendo E como la unión de estos dos conjuntos

E = {(ω, R) ∈ TSO(3) : ω = 0, R = PRd, P ∈ P} (2.13)

con

P := {diag(1, 1, 1),diag(1,−1,−1),diag(−1, 1,−1),diag(−1,−1, 1)} (2.14)

Note que P forma un subgrupo del grupo de matrices ortogonales O(3).

2.3. Estabilización de orientación biológicamente inspirado

En esta sección dos leyes de control acotadas dirigidas a estabilizar la orientación de un
cuerpo rígido expresado por las ecuaciones (2.1) y (2.2) son propuestas. Ambas leyes de
control (i) están basadas en una realimentación de salida usando medidas de sensores a
bordo y (ii) respetan los límites de los actuadores mediante acotamiento de los torques
desarrollados. Los vectores de observación, definiendo el error de orientación, además de la
medición de la velocidad angular, son las bases para el cálculo de la primera ley de control,
esto corresponde al caso de accesibilidad de medidas de los halterios, las sensilas en patas
y el sentido magnético de un insecto (ver figura 2.5). En la segunda ley de control, los tres
giróscopos de velocidad montados ortogonalmente son escatimados, es decir, las medidas
de los halterios no son accesibles, y solo los vectores de observación están disponibles. Este
caso corresponde, por ejemplo, a aplicaciones que están limitadas en términos de carga útil
o falla de sensor. Para establecer la condición que garantice una convergencia asintótica,
la configuración geométrica de los vectores de observación requiere satisfacer la suposición
siguiente.

Suposición 1 Existen al menos dos vectores de observación no colineales en cada instante
de medida, es decir, sbk con k ∈ {1, 2, ..., n} y n ≥ 2. El caso de la no existencia de estos
dos vectores se considera mas allá del alcance de este trabajo.
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Figura 2.5: Estabilización de orientación biológicamente inspirado.

2.3.1. Control de orientación acotado con medidas de vectores de ob-
servación y velocidad angular

Teorema 1 Considere la dinámica rotacional del vehículo tipo VTOL descrita por las
ecuaciones (2.1) y (2.2). El error de orientación entre la orientación deseada y la real
está definida por la ecuación (2.7) con n ≥ 2 y se asume que la velocidad angular del
cuerpo ω = [ω1 ω2 ω3]T es medida por tres sensores montados ortogonalmente. Se define
el control acotado Γ = [Γ1 Γ2 Γ3]T por:

Γj = −satNj (λjωj)− ργj , j ∈ {1, 2, 3} (2.15)

donde Γ̄j = Nj + ρ es la cota de la componente de torque de control Γj, satNj (·) es la
función de saturación clásica definida por la ecuación (2.8), λj , ρ ∈ R>0 son parámetros de
sintonización tales que Nj > ρ con Λ = diag(λj). Entonces, el torque de control definido
en la ecuación (2.15) estabiliza asintóticamente al cuerpo rígido en (ω, R) = (0, Rd) con
un dominio de atracción igual a TSO(3) \ {(0, RsRd)}.

Antes de hacer la prueba del teorema 1, se hace un análisis del equilibrio del sistema
en lazo cerrado, usando la ley de control definida en la ecuación (2.15)

0 = −MωR,

0 = −ω × Jω + Γ.
(2.16)

lo que produce ω = 0 y Γ = 0, por lo tanto, γ = 0. Siguiendo el análisis dado en la Sección
2.2 el equilibrio del sistema en lazo cerrado está dado por el conjunto E definido en la
ecuación (2.13).
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Figura 2.6: Esquema gráfico de la primera propuesta de control.

Prueba 1 Considere la función candidata de Lyapunov V definida por

V (ω, R) =
1

2
ωTJω +

δ

n

n∑
k=1

[1− (Rsfk)TRds
f
k ] (2.17)

V (ω, R) es una función continua y definida positiva en TSO(3), mientras V (ω, R) > 0
para toda (ω, R) ∈ TSO(3) \ (0, Rd) y V (ω, R) = 0 si y solo si (ω, R) = (0, Rd).

Note que sbk = Rsfk y sfk es constante. La derivada de la ecuación (2.17) a lo largo de
una solución del sistema en lazo cerrado esta dada por

V̇ (ω, R) = ωTJω̇ − δ

n

n∑
k=1

ṡb
T

k Rds
f
k

= ωT (−ω × Jω + Γ)− δ

n

n∑
k=1

(sbk × ω)TRds
f
k

= ωTΓ +
δ

n

n∑
k=1

ωT (sbk ×Rds
f
k)

Reemplazando en la ecuación (2.7), uno tiene:

V̇ =
3∑
j=1

[ωj(−satNj (λjωj)− ργj) + δωjγj ]

Eligiendo δ = ρ y puesto que λj > 0, j ∈ {1, 2, 3}, se sigue que:

V̇ (ω, R) = −ω1satN1(λ1ω1)− ω2satN2(λ2ω2)− ω3satN3(λ3ω3) = −ωTSatN (Λω) ≤ 0
(2.18)
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Así, la derivada de la función de Lyapunov a lo largo de una solución del sistema en
lazo cerrado es semidefinida negativa.

Vale la pena recordar que SO(3) es compacto. Por lo tanto, para cualquier
(ω(0), R(0)) ∈ TSO(3), el conjunto

Ω = {(ω, R) ∈ TSO(3) : V (ω, R) ≤ V (ω(0), R(0))}

es un conjunto compacto, positivamente invariante del lazo cerrado.

Sea E el conjunto de todos los puntos para los cuales V̇ (ω, R) ≡ 0. Del principio de
invarianza de La Salle, se sigue que toda solución que comience en Ω converge al conjunto
invariante mas grande en E contenido en Ω. De la ecuación (2.18), V̇ (ω, R) ≡ 0 implica
que ω ≡ 0. Entonces, substituyendo esta última identidad en el sistema en lazo cerrado
definido por las ecuaciones (2.1) y (2.2) con la realimentación dada en la ecuación (2.15),
uno tiene:

E = {(ω, R) ∈ TSO(3) : ω ≡ 0,γ ≡ 0}

con γ definida en la ecuación (2.7).

Así, siguiendo el análisis del sistema en equilibrio en lazo cerrado, el conjunto invariante
mas grande en E está dado por la ecuación (2.13), es decir, E = E. Los cuatro puntos
dados en las ecuaciones (2.13) y (2.14) corresponden a los equilibrios del sistema en lazo
cerrado en TSO(3). Consecuentemente, todas las trayectorias del sistema en lazo cerrado
convergen a una de las soluciones de equilibrio en E. Además, si en t0 = 0 la solución del
sistema en lazo cerrado se encuentra en E, permanece allí para t > t0.

Ahora, considere separadamente cada punto de equilibrio de E definido por las ecua-
ciones (2.13) y (2.14). Evaluando la función de Lyapunov definida en la ecuación (2.17)
en estos puntos, se obtiene:

V (0, Rd) = 0 and V (0, RsRd) = 2δ

En realidad, los puntos (0, Rd) y (0, RsRd) corresponden, respectivamente, a un mínimo
(V (0, Rd) = 0) y un máximo local (V (0, RsRd) = 2δ) de la función de Lyapunov de la
ecuación (2.17). La derivada V̇ (ω, R) es igual a cero en estos puntos.

A continuación, considere cualquier condición inicial (0, (RsRd)
∗) diferente de

(0, RsRd). Entonces, evaluando la función de Lyapunov en estos puntos da trivialmente:

(0, (RsRd)
∗) 6= (0, RsRd) ⇒ V (0, (RsRd)

∗) < 2δ

Puesto que V̇ < 0 fuera de E, cualquier condición inicial fuera de E dará lugar a un
decremento de la función de Lyapunov y una convergencia a un punto de equilibrio, donde
V se hace cero (como V̇ ), esto es (0, Rd). Por lo tanto, las soluciones del sistema en lazo
cerrado cuyas condiciones iniciales son diferentes de (0, RsRd) convergen asintóticamente
a el punto (ω, R) = (0, Rd).
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2.3.2. Estabilización de orientación con vectores de observación y sin
medidas de velocidad angular

En esta sección se diseña una ley de control basada solo en vectores de observación sbk
y sus derivadas, con k ∈ {1, 2, ..., n} y n ≥ 2, se considera que la velocidad angular ω
no esta disponible. Prácticamente, esta solución corresponde a aplicaciones donde solo un
acelerómetro triaxial (usado como un inclinómetro) y un magnetómetro triaxial están a
bordo, es decir, solo se conoce la dirección del vector de gravedad y el vector de dirección
del campo magnético de la Tierra.

Entonces se tiene el siguiente resultado

Teorema 2 Considere la dinámica rotacional de un cuerpo rígido descrita por las ecua-
ciones (2.1)-(2.2). El error de orientación γ entre la orientación deseada y la real, es cal-
culado a través de la ecuación (2.7). Se define un torque de control acotado Γ = [Γ1 Γ2 Γ3]
como:

Γ = −λMTSatN(vm)− ργ
ζ̇ = −avm

vm = ζ + bSb

(2.19)

donde a, b ∈ R>0 son los parámetros de filtro y λ, ρ ∈ R>0 son los parámetros de sin-
tonización. Sat(·) está definida por la ecuación (2.9). El vector N 3n-ésimo está com-
puesto por la adición de n veces un vector de niveles de saturación estrictamente positivos
N̄ = [N̄1 N̄2 N̄3], esto es Ni := N̄j para i = 3(k − 1) + j, j ∈ {1, 2, 3}, k ∈ {1, ..., n}.
Con las definiciones de arriba la ley de control dinámica definida en la ecuación (2.19)
estabiliza asintóticamente el cuerpo rígido en (ω, R,vm) = (0, Rd, 0) con un dominio de
atracción igual a TSO(3)×R3 \{(0, RsRd, 0)}. Además, el torque de control Γj permanece
acotado por Γ̄j a lo largo de cada eje.

Antes de realizar la prueba del teorema 2, la idea detrás de la construcción de la reali-
mentación definida en la ecuación (2.19) es explicada. Se asume que la velocidad angular no
es medida (no se usan los giróscopos). Entonces, un camino es usar la ecuación (2.5) para
reconstruir la velocidad angular por medio de ω = M †Ṡb, donde M † = (MTM)−1MT es
la matriz seudoinversa de M , y usarlo en el teorema 2. Esta propuesta tiene dos incon-
venientes principales. Primero, requiere cálculos relativamente pesados debido a la matriz
seudoinversa, además la estabilidad numérica se vuelve un problema en el caso de que el
número de sensores se incremente. Segundo, este también requiere la derivación del vector
de observación, siendo que es muy sensible al ruido. Este problema puede evitarse tomando
la diferencia entre la señal y su versión filtrada pasa bajas, lo cual aproxima la derivada
para bajas frecuencias [103]. En el presente caso, este filtro es dado por las dos últimas
ecuaciones de (2.19) en su espacio de estados de realización. La salida del filtro es vm, la
cual es uno de los argumentos del torque de control definido en la ecuación (2.19). De hecho
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Figura 2.7: Esquema gráfico de la segunda propuesta de control con el filtro pasa bajas.

vm y la matriz M proporcionan el amortiguamiento necesario para lograr la estabilización
asintótica. Además, el conocimiento exacto de la velocidad angular no es requerida. Note
que la ley de control dinámico definida en la ecuación (2.19) es similar a una propuesta en
[104] para seguimiento de orientación. Sin embargo, en la obra citada, el conocimiento del
cuaternión es necesario, contrario a la realimentación propuesta.

El estado del sistema definido por las ecuaciones (2.1) y (2.2) sujeto al control descrito
en la ecuación (2.19), en lazo cerrado, evoluciona en TSO(3)×R3n. El análisis del punto de
equilibrio de este sistema en lazo cerrado produce ω = 0 y Γ = 0. Entonces, de la ecuación
(2.5), uno obtiene Ṡb = 0. La segunda y tercera ecuaciones de (2.19) pueden ser escritas
como v̇m = −avm + bṠb; entonces vm = 0, y consecuentemente γ = 0. Usando el mismo
argumento de la ley de control anterior, existen dos conjuntos de puntos de equilibrio para
el sistema en lazo cerrado, a saber (ω, R,vm) = (0, Rd, 0) y (ω, R,vm) = (0, RsRd, 0).
Dado Rd y sfk , Ē denota el conjunto de soluciones de equilibrio para el sistema en lazo
cerrado

Ē = {(ω, R,vm) ∈ TSO(3)× R3n : ω = 0,vm = 0, R = PRd, P ∈ P} (2.20)

con P definida en la ecuación (2.14).

Note que el filtro pasa bajas dado por las dos últimas ecuaciones de (2.19) es equivalente
a v̇m = −avm + bṠb, pero no requiere los cálculos de Ṡb.

Prueba 2 . Considere la función candidata de Lyapunov L : TSO(3)× R3 → R≥0
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L =
1

2
ωTJω +

δ

n

n∑
k=1

[1− (Rsfk)TRds
f
k ] + αb−1

3n∑
i=1

∫ vmi

0
satNi(σ)dσ (2.21)

L es una función continua, propia y definida positiva. sat(·) es la función de saturación
clásica definida en la ecuación (2.8) y es obviamente Lipschitz. L(ω, R,vm) > 0 para todo
(ω, R,vm) ∈ TSO(3)× R3n y L(ω, R,vm) = 0 si y solo si (ω, R,vm) = (0, Rd, 0). Puesto
que sfk es constante y Rsfk = sbk, la derivada de L a lo largo de la solución del sistema en
lazo cerrado, usando γ definida en la ecuación (2.7), está dada por

L̇ = ωTJω̇ − δ

n

n∑
i=1

ṡb
T

k Rds
f
k + αb−1SatTN(vm)v̇m

= ωTΓ + ωT δγ − αab−1SatTN(vm)vm + αSatTN(vm)Ṡb

= ωTΓ + ωT δγ − αab−1SatTN(vm)vm + αSatTN(vm)Mω

= −αab−1SatTN(vm)vm︸ ︷︷ ︸
L̇1≤0

+ωTΓ + ωT δγ + αωTMTSatN(vm)︸ ︷︷ ︸
L̇2

(2.22)

Analizando L̇2 se sigue de Γ definida en la ecuación (2.19) que

L̇2 = −λωTMTSatN(vm)− ωTργ + ωT δγ + αωTMTSatN(vm). (2.23)

Eligiendo δ = ρ y α = λ, uno obtiene

L̇2 = 0.

Consecuentemente, la derivada de la función de Lyapunov definida en la ecuación (2.21)
está dada por

L̇ = L̇1 + L̇2 = −αab−1SatTN(vm)vm ≤ 0. (2.24)

Así, la derivada de la función de Lyapunov a lo largo de las soluciones del sistema en
lazo cerrado es semidefinida negativa.

Recuérdese que SO(3) es compacto. Por lo tanto, para cualquier (ω(0), R(0),vm(0)) ∈
TSO(3)× R3n, el conjunto

Ω = {(ω, R,vm) ∈ TSO(3)× R3 : L(ω, R,vm) ≤ L(ω(0), R(0),vm(0))} (2.25)

es un conjunto compacto y positivamente invariante del lazo cerrado.
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Del principio de invariancia de LaSalle, se sigue que todas las soluciones que comiencen
en Ω convergen al conjunto invariante mas grande en Ē contenido en Ω. L̇(ω, R,vm) ≡ 0
implica que vm ≡ 0 ⇒ Ṡb ≡ 0 ⇒ ω ≡ 0. Entonces, sustituyendo esta última identidad en
el sistema en lazo cerrado definido por las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.19), uno tiene

Ē = {(ω, R,vm) ∈ TSO(3)× R3n : ω ≡ 0,vm ≡ 0,γ ≡ 0)} (2.26)

con γ definida en la ecuación (2.7). Siguiendo los mismos argumentos de la prueba del
Teorema 1, resulta que L̇ < 0 fuera de Ē dado en la ecuación (2.20), y la ley de control
actúan para asegurar la convergencia de las soluciones del sistema en lazo cerrado al punto
de equilibrio (ω, R,vm) = (0, Rd, 0) donde L = L̇ = 0.

Finalmente, todavía es necesario comprobar que el control satisface las restricciones de
saturación. En lo que sigue, para dos vectores ϑ1 y ϑ2 de la misma dimensión, ϑ1 ≤ ϑ2

significará que para cada componente i, ϑ1i ≤ ϑ2i . Usando la ecuación (2.19) y el hecho
de que γ es unitario, se sigue que

Γ = −λMTSatN(vm)− ργ

≤ λ
n∑
k=1



[
|sbk3 | |s

b
k2
|
] [N̄2

N̄3

]
[
|sbk3 | |s

b
k1
|
] [N̄1

N̄3

]
[
|sbk2 | |s

b
k1
|
] [N̄1

N̄2

]

+
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ρ
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N̄3

+

ρρ
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 =

Γ̄1

Γ̄2

Γ̄3

 (2.27)

El vector de niveles de saturación N̄ está dado como una función del torque de satu-
ración Γ̄i en cada eje por:N̄1

N̄2

N̄3

 =
1

2λn

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

Γ̄1 − ρ
Γ̄2 − ρ
Γ̄3 − ρ

 (2.28)

con la siguiente desigualdad límite con el fin de mantener los niveles reales y estrictamente
positivos (

Γ̄i − ρ
)
<

∑
j∈{1,2,3}, j 6=i

(
Γ̄j − ρ

)
(2.29)

La desigualdad (2.29) siempre se cumple tomando Γ̄j idéntica en cada eje. Note, sin
embargo, que también se cumple con dos límites idénticos y una más pequeña (el cual es
el caso del helicóptero cuadrirotor en la secciones 2.4 y 2.6). Por lo tanto, si los límites
físicos del torque no satisfacen la desigualdad, siempre es posible cambiar artificialmente
un límite del control para obtener una solución admisible.
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Con lo anterior se han establecido las dos propuestas de control de orientación, las
mismas han sido probadas en simulación, los resultados serán presentados más adelante.
Afortunadamente y gracias al trabajo realizado por integrantes del Laboratorio de Control
Avanzado de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, fue posible probar estas
propuestas en un modelo cuadrirotor construido para estos fines. Es por esto que se hace
necesaria la descripción de la modelación matemática de este sistema, lo cual es presentado
a continuación.

2.4. Aplicación al helicóptero cuadrirotor

Una parte fundamental en este trabajo es la validación de la efectividad de las propuestas de
control, no solo utilizando simulación computacional, que es importante, sino además poder
hacerlo de forma experimental. Con este objetivo ha sido utilizado uno de los sistemas mini
helicóptero cuadrirotor construidos en el Laboratorio de Control Avanzado de la Facultad
de Ciencias de la Electrónica. El mencionado sistema tiene la capacidad de realizar vuelos
mediante la implementación en programación de distintos controles, lo que hizo posible
probar las leyes de control presentadas anteriormente. Antes de mostrar los resultados
obtenidos, tanto en simulación como utilizando el vehículo mencionado, se presenta la
forma en cómo es modelado el sistema cuadrirotor, así como los sensores necesarios para
implementar el control, la forma en cómo se establece el equilibrio del sistema, además de
la forma en cómo es interpretada la propuesta de control para hacerlo accesible al prototipo
real.

2.4.1. El mini helicóptero cuadrirotor

El mini helicóptero de cuatro rotores es un sistema mecatrónico, constituido por una base
formada por dos barras entrecruzadas, con una hélice y un motor acoplados en cada uno
de los extremos de la cruz y en el centro de esta configuración se encuentran todos los
elementos electrónicos de control y las baterías, como se muestra en la figura 2.16. A
diferencia del helicóptero clásico, este modelo no tiene plato cíclico y se controla variando
la velocidad angular de cada uno de sus cuatro motores [105].

Los cuatro rotores están constituidos por las hélices acopladas a motores de corriente
continua por medio de un engrane. Los motores 1 y 3 giran en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, mientras los motores 2 y 4 lo hacen en el sentido de las manecillas del
reloj, como se muestra en la figura 2.8, esto con el fin de anular el efecto giroscópico que
causaría que todo el cuerpo del helicóptero girara alrededor del eje eb3.

Cada rotor produce una fuerza fi y un torque reactivo Qi proporcionales a la velocidad
de rotación del motor, como también se muestra en la figura 2.8. Así, el voltaje aplicado
a cada uno de los motores representa una entrada de control. La fuerza de sustentación
que permite realizar los vuelos estacionarios es la fuerza resultante de la suma de fuerzas
producidas por cada rotor, así
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Figura 2.8: Esquema de la configuración del cuadrirotor: el marco de referencia inercial
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3], las fuerzas fi de

cada motor, la velocidad angular de los motores ωmi y los torques de reacción Qi.

T =
4∑
i=1

fi. (2.30)

Los grados de libertad del sistema, representados en la figura 2.9, están dados por

1. el ángulo de alabeo φ (roll) (giro en torno al eje eb1 paralelo a la dirección de avance),

2. el ángulo de cabeceo θ (pitch) (giro en torno al eje eb2 perpendicular a la dirección de
avance),

3. el ángulo de guiñada ψ (yaw) (giro en torno al eje eb3 perpendicular al suelo),

4. el desplazamiento x en el eje ef1 ,

5. el desplazamiento y en el eje ef1 ,

6. el desplazamiento z en el eje ef1 .

Los tres primeros representan la orientación del cuerpo del helicóptero en el espacio, los
otros tres grados de libertad son las coordenadas de la posición con respecto al marco de
referencia inercial. De esta manera se tiene un sistema de seis grados de libertad y cuatro
señales de control, por lo que se considerará como un sistema subactuado, pues el número
de señales de control es inferior al número de grados de libertad.

Los movimientos posibles de la aeronave, tanto los de orientación mostrados en la figura
2.10, como los de traslación, están relacionados con los grados de libertad y se describen
de la siguiente manera.
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1. Movimiento de alabeo (roll), es producido por la diferencia f2−f4, como se muestra en
las figuras 2.11(a)-2.11(b), para conseguir esto se incrementa (reduce) la velocidad del
motor derecho m2 mientras se reduce (incrementa) la velocidad del motor izquierdo
m4.

2. Movimiento de cabeceo (pitch), es producido por la diferencia de f1 − f3, de forma
similar a como se muestra en la figura 2.11(a)-2.11(b), de la misma manera que
en el caso anterior esto se logra incrementando (reduciendo) la velocidad del motor
delantero m1 mientras se reduce (incrementa) la velocidad del motor trasero m3.

3. Movimiento de guiñada (yaw), es la combinación de los torques de reacción de cada
rotor Q1 − Q2 + Q3 − Q4 como se ve en las figuras 2.11(c)-2.11(d), se obtiene in-
crementando (reduciendo) el par en el motor frontal y trasero (Q1,Q3) mientras se
reduce (incrementa) el par en los motores laterales (Q2,Q4). Estos movimientos se
deben realizar manteniendo la fuerza principal, T, constante.

4. Movimiento de desplazamiento en el eje xn, para avanzar (retroceder) se debe in-
crementar (reducir) la velocidad del motor trasero m3 y reducir (incrementar) la
velocidad del motor frontal m1, como se muestra en las figuras 2.12(a)-2.12(b).

5. Movimiento de desplazamiento en el eje yn, para ir a la derecha (izquierda) se debe
incrementar (reducir) la velocidad del motor izquierdo m4 y reducir (incrementar) la
velocidad del motor derecho m2, de manera similar a como se muestra en las figuras
2.12(a)-2.12(b).

6. Movimiento de desplazamiento en el eje zn, para ir hacia arriba (abajo) se debe
incrementar (reducir) el par de los cuatro rotores de sustentaciónmi, como se muestra
en las figuras 2.12(c)-2.12(d). Estos últimos tres movimientos se consideran desde el
marco de referencia inercial.

Se puede observar, de los movimientos de la aeronave descritos anteriormente, que existe
una relación muy estrecha entre los movimientos de orientación y traslación, muestra de
esto es el movimiento de cabeceo θ con el movimiento de desplazamiento en el eje xn,
ambos se logran a partir de la acción combinada de los motores delantero m1 y trasero m3,
lo mismo se puede decir del movimiento de alabeo φ con el movimiento de desplazamiento
sobre el eje yn. De la misma forma existe una relación entre el movimiento de guiñada
y el movimiento de desplazamiento en el eje zn, ambos debidos a la acción combinada de
los pares de los rotores del sistema.

2.4.2. Modelo del sistema cuadrirotor completo

En nuestro caso, el modelo matemático del mini helicóptero de cuatro rotores estará re-
presentado por las velocidades y las aceleraciones, tanto lineales como rotacionales, y su
relación con las fuerzas y torques que actúan en el sistema. Para determinar estas compo-
nentes, se tomarán en cuenta los desarrollos expuestos en el Capítulo 1.
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Figura 2.11: Esquemas de (a)-(b)la configuración de fuerzas para el movimiento de alabeo
y (c)-(d) la configuración de torques para el movimiento de guiñada.

Para empezar, se tomará el vector de desplazamiento p = xef1 +yef2 +zef3 y el vector de
velocidad lineal como v = vxe

f
1 + vye

f
2 + vze

f
3 , ambos con respecto al marco de referencia

inercial, la primera relación se obtiene de los vectores anteriores y tiene la forma conocida

ṗ = v, (2.31)

donde la derivada del desplazamiento con respecto al tiempo ṗ es la velocidad lineal v.

La siguiente ecuación expresa la relación que existe entre la aceleración y las fuerzas
que actúan sobre el sistema, para determinarla, recordemos la segunda Ley de Newton del
movimiento expresada por

F = ma = mv̇. (2.32)

Se necesitan determinar las fuerzas que actúan sobre la aeronave vistas desde el sistema
de referencia inercial, lo que ya se hizo en el capítulo anterior, tomando en cuenta las
ecuaciones (1.82) y (1.87) se tiene que (2.32) es

mv̇ = −mg +RT (φ, θ, ψ)

 0
0
T

+

 Fabx
Faby
Fabz

 , (2.33)
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donde el vector g solo tiene componente en el eje ef3 , R(φ, θ, ψ) representa la matriz de
rotación (1.83) que es la misma que la matriz de rotación dada en (1.84), FPbz = T es
la magnitud de la fuerza de propulsión del vehículo y (Fabx , Faby , Fabz)T representan las
componentes en cada uno de los ejes de las fuerzas adicionales con respecto al marco de
referencia en el centro de masa del vehículo.

Adicionalmente se consideran fuerzas de fricción sobre las hélices, denotadas por

Ffricción =

 ∑4
i=1 Fhxi∑4
i=1 Fhyi

0

 . (2.34)

De esta forma, la ecuación (2.33) se puede expresar en forma completa como

mv̇ = −mg +RT (φ, θ, ψ)

 0
0
T

+

 ∑4
i=1 Fhxi∑4
i=1 Fhyi

0

+

 Fabx
Faby
Fabz

 . (2.35)

Hasta aquí se tienen las ecuaciones que describirán el movimiento traslacional del sis-
tema cuadrirotor con respecto al sistema de coordenadas inercial Ef = (ef1 , e

f
2 , e

f
3), lo que

sigue es determinar las dos ecuaciones restantes que describirán el movimiento rotacional
de la aeronave y que se utilizarán para estabilizar la orientación del mini helicóptero.

Nuevamente, se tienen que establecer ecuaciones que expresen la velocidad y la ace-
leración con relación a las fuerzas que actúan sobre el sistema, con la diferencia de que ahora
se describen para movimientos de rotación. En este caso se hablará de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones angulares, además de torques (par de fuerza).

Como se mencionó en el capítulo 1, es común expresar movimientos rotacionales us-
ando los ángulos de Cardan, dos formas alternativas han sido desarrolladas previamente
y expresadas en las ecuaciones (1.85) y (1.95). Para nuestros propósitos, es conveniente
utilizar esta última ecuación, la cual proporciona información de cómo está cambiando la
orientación del vehículo con respecto del tiempo, es decir, la velocidad del sistema. Como se
ha establecido, la orientación de un cuerpo rígido es representada por la matriz R ∈ SO(3)
y denotará una rotación del marco fijo al cuerpo al marco inercial. ω ∈ R3 denota la veloci-
dad angular dada en el marco del cuerpo. Entonces, el cuerpo rígido satisface la ecuación
cinemática

Ṙ = −MωR, (2.36)

con las mismas características que ya se mencionaron en el capítulo 1, con esto se tiene la
primera ecuación del movimiento rotacional la cual relaciona la velocidad angular con la
matriz de rotación.
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Para encontrar la expresión que relaciona las aceleraciones angulares con las torques,
se toma como base la segunda ley de Newton del movimiento rotacional expresado en la
ecuación (1.38) en la forma

Γ =
d
dt

(L). (2.37)

Este desarrollo se hizo previamente en el capítulo 2, la ecuación que expresa la relación
que buscamos es (1.88). Considerando la simetría aproximada del sistema estudiado, los
términos de inercia cruzados se eliminan, entonces la ecuación (1.88) toma la forma

Ixxω̇1 = −(Izz − Iyy)ω2ω3 + ΓPbx ,

Iyyω̇2 = −(Ixx − Izz)ω1ω3 + ΓPby ,

Izzω̇3 = −(Iyy − Ixx)ω1ω2 + ΓPbz ,

(2.38)

que en términos vectoriales se expresa como

Jhω̇ = −ω × Jhω + Γ. (2.39)

Un torque adicional tiene su origen en el movimiento a gran velocidad de los rotores de
sustentación (m1, ...,m4) que componen al cuadrirotor y que originan torques giroscópicos,
estos torques se pueden expresar de la siguiente manera [16]

ΓG =
4∑
i=1

Jm(ω × zb)(−1)i+1ωmi . (2.40)

donde Jm es la matriz de inercia del motor.

Ahora se puede proponer una expresión para la aceleración angular y su relación con los
torque que actúan sobre el mini helicóptero, de la ecuación (2.39), agregando los torques
expresados en (2.40), se tiene que la ecuación dinámica para la rotación es

Jhω̇ = −ω × Jhω +
4∑
i=1

Jm(ω × zb)(−1)i+1ωmi + Γ (2.41)

donde redefiniendo Γ = Γ(1,2,3) expresará los torques de control del vehículo aéreo. Con
esto queda establecido el modelo matemático que describe el comportamiento dinámico del
sistema cuadrirotor.
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Dinámica de los rotores

Es importante conocer la dinámica de los rotores del sistema y su relación con el accionar de
los motores, esto debido a que son ellos los que nos proporcionan la fuerza de sustentación.

Como ya se ha mencionado, la fuerza de sustentación de la aeronave es producida por
los cuatro rotores en los vértices del cuadrado, necesitamos saber cómo está relacionada la
fuerza producida por cada rotor con la velocidad angular del motor que impulsa la hélice.

La magnitud de la fuerza fi producida por el rotor i está relacionada con la magnitud
de la velocidad angular del motor en la forma1

fi = b2ω
2
mi

+ b1ωmi + b0, (2.42)

debido a que el motor gira a altas velocidades (≈ 260 rads ), esta ecuación se puede aproximar
a

fi = bmω
2
mi
, (2.43)

donde bm = b2 es una constante aerodinámica2.

En consecuencia, de la ecuación (2.30) la expresión para la magnitud de la fuerza de
sustentación está dada por

T = bm

4∑
i=1

ω2
mi
. (2.44)

Lo anterior describe la fuerzas que actúan sobre el sistema cuadrirotor en relación con
las velocidades angulares de los motores. Esto quiere decir que las fuerzas de propulsión
sobre el sistema dependen tanto de las capacidades del motor como de la forma de las
hélices empleadas en la construcción del mismo.

Por otro lado, como antes con la fuerza, también se tiene una relación entre la magnitud
del torque reactivo del motor y la magnitud de su velocidad angular dada por3

Qi = k2ω
2
mi

+ k1ωmi + k0, (2.45)

por la misma razón que antes, esta ecuación se puede reducir a

Qi = kmω
2
mi
, (2.46)

1La descripción completa de esta relación se puede ver en [16], Capítulo 2, Sección 5.
2Esta constante aerodinámica b junto con la constante k, que se mostrará mas adelante, se determinan

experimentalmente en condiciones de atmósfera estática, esto se muestra en [16], Capítulo 2, Sección 5, y
se obtienen los valores b = 29,1× 10−5Kg ·m, k = 1,14× 10−6Kg ·m2

3La descripción completa de esta relación también se puede ver en [16], Capítulo 2, Sección 5.

52



2.4. APLICACIÓN AL HELICÓPTERO CUADRIROTOR

donde km = k2 > 0 es una constante que en la realidad depende, entre otros factores, de
la densidad del aire, del radio y de la forma de la hélice.

Con esto se completa el análisis de la dinámica de los rotores, a continuación se muestra
su relación con los torques de control. Mas detalles sobre el estudio aerodinámico de los
rotores se pueden ver en [16], Capítulo 2, Sección 5.

Descripción de los torques en el sistema cuadrirotor

Por otra parte, como se mencionó en la descripción del sistema, el movimiento de pitch
(cabeceo) es producido por la diferencia de f1 − f3, el movimiento de roll (alabeo) es
producido por f2 − f4, y el movimiento de yaw (guiñada) es la suma de los torques de
reacción de cada rotor Q1 + Q2 + Q3 + Q4.

Estos tres movimientos originan los torques de control Γ presentes en la ecuación (2.41),
el desarrollo anterior permite mostrar la relación que existe entre estos torques de control
y la dinámica de los rotores, lo cual se expone a continuación.

El torque Γ1 está descrito por el movimiento de roll (alabeo) dado por la diferencia
f2 − f4, tomando en cuenta la definición de fi dada en la ecuación (2.43) se tiene

Γ1 = dbm(ω2
m2
− ω2

m4
), (2.47)

donde d es la distancia del centro de la aeronave al centro del motor donde se aplica la
fuerza resultante, que es necesaria para cumplir la definición de la magnitud del torque.
Un análisis similar da la forma de Γ2.

Para encontrar la forma en que se define Γ3 debida al movimiento de yaw (guiñada),
se toma en cuenta la ecuación (2.46) y se tiene

Γ3 = km(ω2
m1
− ω2

m2
+ ω2

m3
− ω2

m4
), (2.48)

donde los signos expresan la dirección en que rota cada uno de los motores. Un esquema
gráfico de los torques mencionados se muestra en la figura 2.13.

Así, se concluye la obtención de todo lo que se necesita para describir el comportamiento
del sistema estudiado. Para finalizar esta sección y con el fin de tener mayor claridad, se
hará un compendio de las ecuaciones fundamentales del desarrollo anterior.
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Figura 2.13: Esquema de la configuración de los torques de control Γ1, Γ2 y Γ3.

Resumen de ecuaciones del sistema completo

Ahora se tiene ya el sistema de ecuaciones que modelan al cuadrirotor, estas se expresan
por las ecuaciones (2.31), (2.35), (1.95) y (2.41) que se muestran a continuación

ΣT


ṗ = v,

mv̇ = −mg +RT (φ, θ, ψ)

 0
0
T

+

 ∑4
i=1 Fhxi∑4
i=1 Fhyi

0

+

 Fabx
Faby
Fabz

 , (2.49)

ΣR


Ṙ = −MωR,

Jhω̇ = −ω × Jhω +
4∑
i=1

Jm(ω × zb)(−1)i+1ωmi + Γ(1,2,3).
(2.50)

Las componentes del torque de control Γ ∈ R3, que determinan el movimiento de
orientación y que son generados por los rotores, están dados por Γ = (Γ1 Γ2 Γ3)T de la
forma

Γ1 = db(ω2
m2
− ω2

m4
),

Γ2 = db(ω2
m1
− ω2

m3
),

Γ3 = k(ω2
m1
− ω2

m2
+ ω2

m3
− ω2

m4
),

(2.51)

donde b y k son parámetros aerodinámicos que dependen de la forma de la hélice.
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La ecuación de control que determina la magnitud del empuje total de sustentación del
vehículo está dada por

T = b
4∑
i=1

ω2
mi
. (2.52)

Se debe notar que las ecuaciones (2.51) y (2.52) representan las cuatro entradas de
control de este sistema subactuado, este sistema de ecuaciones se puede representar en
forma matricial de la siguiente manera

Γ1

Γ2

Γ3

T

 =


0 db 0 −db
db 0 −db 0
k −k k −k
b b b b




ω2
m1

ω2
m2

ω2
m3

ω2
m4

 . (2.53)

2.4.3. Forma reducida del modelo del cuadrirotor

Tomando en consideración lo expuesto anteriormente, así como el modelo presentado en el
capítulo anterior para el cuerpo rígido, y de acuerdo a [106], los seis grados de libertad del
modelo del sistema cuadrirotor (posición y orientación) pueden ser separados en movimien-
tos traslacional y rotacional, representados por ΣT y ΣR respectivamente. El modelo del
cuadrirotor puede ser expresado en forma reducida como

ΣT

 ṗ = v

v̇ = ge3 −
1

m
RTTe3

(2.54)

ΣR

{
Ṙ = −MωR

Jhω̇ = −ω × Jhω − ΓG + Γ
(2.55)

donde m denota la masa del cuadrirotor y Jh su matriz de inercia expresada en Eb. g es la
aceleración de la gravedad, y e3 = [0 0 1]T . p = [x y z]T representan la posición del centro
de gravedad del cuadrirotor, el cual coincide con el origen del marco Eb, con respecto al
marco Ef , v = [vx vy vz]

T su velocidad lineal en Ef , y ω denota la velocidad angular
del cuadrirotor expresado en Eb. ΓG ∈ R3 contiene el torque giroscópico creado por el
movimiento rotacional del cuadrirotor y los cuatro rotores; Γ ∈ R3 es el vector de torques
de control, y −Te3 es el empuje total expresado en Eb. Note que el modelo de orientación
(movimiento rotacional) del cuadrirotor difiere del modelo general del cuerpo rígido, ecua-
ciones (2.1) y (2.1) por el torque giroscópico ΓG. R es la transformación rotacional de Ef

a Eb.
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2.4.4. Aplicación del ancho de pulso modulado (PWM)

Anteriormente se ha establecido la relación entre las magnitudes del empuje T , los torques
de control Γi y los torques reactivos Qi con la magnitud de la velocidad angular ωmi de los
rotores del vehículo aéreo. Sin embargo, en la aplicación real, la velocidad angular de los
rotores es controlada por una señal denominada pulso de ancho modulado (pulse width-
modulated (PWM)), las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas en términos de esta
señal de control como se muestra a continuación.

El torque reactivo Qi debido al arrastre del i-ésimo rotor, i ∈ {1, 2, 3, 4}, y el empuje
total T generado por los cuatro rotores pueden ser aproximados por una relación algebraica
con la señal de control pulso de ancho modulado aplicada a los controladores BLDC como
sigue

Qi = kmumi (2.56)

T = bm

4∑
i=1

umi =
4∑
i=1

fi (2.57)

donde las señales de entrada umi son expresadas en segundos, es decir, el tiempo durante el
cual la señal de control PWM, que es aplicada al motor i, está en estado alto (high state).
km > 0 y bm > 0 son dos parámetros que dependen de la densidad del aire, la presión
dinámica, el coeficiente de sustentación, el radio y el ángulo de ataque de las hélices y son
obtenidas experimentalmente.

El torque giroscópico ΓG está dado por

ΓG =

4∑
i=1

Jr(ω × e3)(−1)i+1ωmi (2.58)

donde ωmi es la velocidad rotacional del rotor i y Jr es la inercia equivalente del motor DC,
la hélice y el engranaje. Las componentes del vector de torques de control Γ = [Γ1 Γ2 Γ3]T

generados por los rotores está dado por

Γ1 = d(f3 − f4) = dbm(um3 − um4)

Γ2 = d(f1 − f2) = dbm(um1 − um2)

Γ3 = −Q1 +Q2 −Q3 +Q4 = km(−um1 + um2 − um3 + um4)

(2.59)

con d siendo la distancia desde uno de los rotores hasta el centro de masa del cuadrirotor.
Combinando las ecuaciones (2.57) y (2.59), las fuerzas y torques aplicados al cuadrirotor
son escritas como
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Parámetro Descripción Valor Unidades
m Masa 0.986 kg
d Distancia 0.23 m

Jhxx Inercia alrededor de eb1 8.13 × 10−3 kg·m2

Jhyy Inercia alrededor de eb2 8.13 × 10−3 kg·m2

Jhzz Inercia alrededor de eb3 10.89 × 10−3 kg·m2

bm Constante de proporcionalidad 5106.8 N/s
km Constante de proporcionalidad 342.4 N·m/s

Tabla 2.1: Especificaciones y parámetros del cuadrirotor.

(
Γ
T

)
=


0 0 dbm −dbm
dbm −dbm 0 0
−km km −km km
bm bm bm bm




um1

um2

um3

um4


= NUm

(2.60)

donde Um = [um1 um2 um3 um4]T . Puesto que N es una matriz invertible, la ecuación
(2.60) puede ser reformulada, de tal manera que es posible obtener una expresión que
proporcione los valores necesarios para las señales de control Um, esto considerando que se
conocen los valores de Γ y T para que el vehículo realice alguna tarea específica, entonces

Um = N−1

(
Γ
T

)
(2.61)

se puede utilizar para obtener los valores de las señales de control necesario para la tarea
asignada.

Para terminar este apartado, es necesario mencionar que para un determinado modelo
de vehículo se tienen ciertas especificaciones y parámetros que no son iguales para otros
modelos, lo que se debe considerar a la hora de realizar pruebas reales. En nuestro caso,
las especificaciones y parámetros del prototipo cuadrirotor utilizado en este trabajo están
descritos en la Tabla 2.1.

Con todo lo anterior, se tiene la forma en cómo se ha modelado el sistema a utilizar para
la realización de las pruebas en tiempo real del rendimiento de las propuestas de Leyes de
control descritas arriba, así como las especificaciones y parámetros del sistema particular
utilizado. Sin embargo, es necesario realizar la modelación de otros implementos igualmente
importantes que determinan el buen funcionamiento del vehículo y la correcta realización
de tales pruebas. Adicionalmente, se hace una reformulación de las leyes de control para
hacerlo accesible a estos implementos adicionales, lo mencionado anteriormente es descrito
a continuación.
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2.4.5. Modelación de los sensores

El cuadrirotor está equipado con un conjunto de sensores (conjunto MAG) compuesto de
un magnetómetro triaxial, un acelerómetro triaxial y tres girómetros montados ortogonal-
mente. El conjunto MAG representa el sistema sensorial del insecto que es usado para su
estabilización de orientación es decir, los halterios, la sensila y el sentido magnético.

Los componentes del conjunto MAG son cuidadosamente colocados, tal que sus ejes
sensitivos coinciden con el marco del cuerpo Eb. El marco de coordenadas inercial Ef es
elegido para ser marco de coordenadas NED (norte, este, abajo). En este caso, los vec-
tores de referencia son los vectores gravitacional y magnético. Los vectores de observación,
es decir, los vectores gravitacional y magnético expresados en el marco del cuerpo Eb,
son obtenidos del acelerómetro y del magnetómetro triaxiales. La velocidad angular del
cuadrirotor es obtenido de los tres girómetros. Para propósitos de control, un modelo de
medición sencilla que no incluya un término parcial, errores de calibración o rango de medi-
ción limitados es considerado. Como se mostrará en los resultados experimentales, la ley
de control es robusta con respecto al ruido presente en estas mediciones de los sensores y
a las perturbaciones externas.

Girómetros

La velocidad angular ω = [ω1 ω2 ω3]T es medida por tres girómetros montados ortogonal-
mente. Esto es

ωG = ω + ηG

donde ω es la velocidad angular real del cuadrirotor y ηG ∈ R3 es el vector de ruido de
media cero supuesto acotado.

Acelerómetros

Los acelerómetros miden la diferencia entre la aceleración inercial y la gravedad expresada
en el marco del cuerpo Eb. Entonces, la salida del acelerómetro triaxial pueden ser escrita
como

sb1 = R(a− ge3) + ηs

donde a ∈ R3 es la proyección, en el marco inercial Ef , del vector de aceleración del
cuerpo. g = 9,81 m·s−2 denota la aceleración gravitacional y ηs ∈ R3 es el vector de
ruido de media cero acotado. Si la aceleración absoluta del cuadrirotor es pequeña con
respecto a la aceleración gravitacional (|a| � |ge3|), el “vector de observación” dado por el
acelerómetro es
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sb1 = −Rsf1 + η
A

(2.62)

con sf1 = ge3/|ge3| = [0 0 1]T y η
A

= ηs + ηa, donde ηa representa las vibraciones y
pequeñas aceleraciones del cuadrirotor.

Observación 2 En ausencia de fuerzas de reacción de movimiento ejercidas por el medio
ambiente, el cuadrirotor (o cualquier vehículo VTOL en general) solo experimenta acel-
eración a lo largo de la dirección fija del cuerpo para el despegue eb3 y movimientos de
traslación horizontales. En el presente caso, solo la estabilización de orientación es estu-
diada. Por lo tanto, |a| � |ge3| y el acelerómetro triaxial puede ser usado como un sensor
de vector de referencia donde el vector de gravedad es el vector de referencia y la misma
aceleración es considerada como una perturbación. En el caso donde los movimientos de
traslación son considerados, sensores de velocidad colocados en el cuadrirotor pueden ser
utilizados para determinar la fuerza vertical o empuje y para calcular la aceleración pos-
teriormente. Una compensación de esta aceleración en las mediciones suministradas por
el acelerómetro puede ser considerado con el fin de obtener únicamente la proyección del
vector de gravedad en el marco del cuerpo.

Magnetómetros

El vector de campo magnético expresado en el marco Ef es supuesto que
sea modelado por el vector unitario sf2 = [0,71 0 0,69]T , el cual represen-
ta la dirección del vector de campo magnético en la Ciudad de Puebla, México
(GPS: 19◦01’41.78” N 98◦11’16.81” O) donde los experimentos se han llevado a cabo.
Puesto que las medidas son relativas al marco del cuerpo Eb, estas son dadas por

sb2 = Rsf2 + η
M

donde η
M
∈ R3 denota la perturbación del campo magnético supuesto para ser modelado

por el ruido de media cero acotado.

Observación 3 El cuadrirotor evoluciona en un espacio limitado caracterizado por un
vector de campo magnético constante.

2.4.6. Determinación del equilibrio inestable

Dadas las medidas del sensor acelerómetro sf1 = [0 0 1]T y las medidas del sensor mag-
netómetro sf2 = [0,71 0 0,69]T (figura 2.4), uno puede fácilmente notar que los dos vectores
pertenecen al plano (ef1 , ef3). La identidad sbk = −Rdsfk = RsRds

f
k es definida por una

simetría relativa al eje ef2 ; por lo tanto, Rs = diag(−1, 1,−1), el cual caracteriza una
rotación del ángulo 180◦ alrededor del eje ef2 .
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2.4.7. Realimentación de salida acotada para la estabilización de ori-
entación del cuadrirotor

Con el fin de estabilizar la orientación del cuadrirotor UAV, el subsistema ΣR de la ecuación
(2.54) es usada. El movimiento rotacional del helicóptero responde a los torques de control
derivados de la combinación lineal de las velocidades rotacionales de las hélices dadas en
la ecuación (2.60). Por lo tanto, los máximos torques de control en vuelo dependen de las
mayores velocidades rotacionales de los actuadores que son usados.

Consecuentemente, los máximos torques que pueden ser aplicados para controlar el
movimiento rotacional del cuadrirotor son dados por

Γ̄1 = 0.15 N·m, Γ̄2 = 0.15 N·m, Γ̄3 = 0.09 N·m (2.63)

Con el fin de evitar daños no deseados a los actuadores, el control de orientación acotado
presentado anteriormente es aplicado al subsistema ΣR de la ecuación (2.54).

Corolario 1 Considere la dinámica rotacional del cuadrirotor UAV descrito
por el subsistema ΣR de la ecuación (2.54). La entrada de control aco-
tado definido en la ecuación (2.15) estabiliza asintóticamente el cuadriro-
tor en el equilibrio (ω, R) = (0, Rd) con un dominio de atracción igual a
TSO(3) \ {(0, RsRd)}.

Prueba 3 Los pasos de la prueba son idénticos a los del teorema 3. La única diferencia
radica en el vector ΓG, el cual agrega un término que se cancela debido a la relación

ωTΓG = ωT (ω × e3)
4∑
i=1

Jr(−1)i+1ωmi = 0

donde Jr es la inercia del rotor.

En el caso donde la velocidad angular no está disponible, la ley de control propuesta en
el teorema 2 puede ser aplicada al cuadrirotor descrito por el subsistema ΣR de la ecuación
(2.54). Entonces, uno expone el siguiente resultado

Corolario 2 Considere la dinámica rotacional del mini helicóptero cuadrirotor de-
scrito por el subsistema ΣR de la ecuación (2.54). La entrada de control aco-
tada definida en la ecuación (2.19) estabiliza asintóticamente el cuadrirotor en
el equilibrio (ω, R,vm) = (0, Rd, 0) con un dominio de atracción igual a
TSO(3)× R3n \ {(0, RsRd, 0)}.

Prueba 4 Los pasos de la prueba son idénticos a los del teorema 2 y del corolario 1.
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Observación 4 Los Corolarios 1 y 2 establecen que el cuadrirotor puede ser teóricamente
estabilizado asintóticamente desde cualquier condición inicial que pertenezca a TSO(3) \
{(0, RsRd)} y TSO(3)×R3n\{(0, RsRd, 0)}, respectivamente. Sin embargo, la estabilización
depende de la dinámica de los actuadores. En realidad, un cuadrirotor con velocidad y
potencia suficiente puede volar en un circuito sin ningún problema. Sin embargo, flotar o
volar en línea recta en posición invertida es casi imposible, debido a que el perfil de las
aspas no permite que esto suceda.

Con esto se da por terminada esta sección, una vez descrito todo lo concerniente al
funcionamiento del modelo cuadrirotor, así como la forma en que es accesible para éste las
leyes de control propuestas, estamos en posibilidades de presentar los resultados, tanto en
simulación como en tiempo real, obtenidos a partir de estas experiencias. Esto es presentado
a continuación.

2.5. Resultados en simulación

Con el fin de analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado, utilizando las leyes
de control propuestas, se realizaron pruebas utilizando el simulador descrito en la Sección
(A) del capítulo anterior. En esta ocasión se analiza un escenario con las condiciones
iniciales para un cuerpo rígido que se muestran a continuación ω = (0 0 0)T y (φ θ φ)T =
(65◦ 85◦ − 80◦)T . Los valores utilizados para las componentes de la matriz de inercia J
fueron J1 = J2 = 8.28 ×10−3Kg m2 y J3 = 0.1 Kg m2. Los valores utilizados para los
vectores de referencia son sf1 = [0 0 1]T y sf2 = [0,5 0

√
3/2]T . Adicionalmente, los valores

de los vectores de observación fueron contaminados con una perturbación de tipo ruido
blanco, de amplitud 0.01 y frecuencia 1 Hz para el vector s b1 y amplitud 0.05 con la misma
frecuencia para el vector s b2 . Los resultados obtenidos son presentados en seguida. Cabe
mencionar que a pesar que en la ley de control no se utiliza ninguna parametrización de la
orientación, aquí se mostrarán los ángulos de Euler con el fin de ser explícitos.

2.5.1. Primera ley de control

Esta propuesta de control utiliza los vectores de observación y la velocidad angular
obtenidos por sensores para lograr la orientación del sistema. Los resultados obtenidos
para esta ley de control se muestran en la figura 2.14. En la primera gráfica se observan
las magnitudes de las torques aplicadas al sistema para lograr su estabilización en aprox-
imadamente 1.3 segundos. Se puede notar que las magnitudes están entre -2 a 1 Nm, lo
cual es razonable para este tipo de sistemas. La gráfica de la figura 2.14(b) muestra la for-
ma en como se comportan los ángulos de Euler del sistema los cuales convergen a cero en
aproximadamente 1.3 segundos, lo que concuerda con la gráfica anterior. La figura 2.14(c)
muestra la gráfica de las velocidades angulares del vehículo VTOL, las cuales convergen
a cero en un tiempo similar al anterior. Las dos últimas gráficas mostradas en las figuras
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2.14(d)-2.14(e) muestran el comportamiento de los vectores de observación s b1 y s b2 , respec-
tivamente, los cuales alcanzan los valores de las componentes del vector de referencia sf1
y sf2 en aproximadamente 1.4 s. Se puede notar el efecto del ruido introducido en estos
valores.

2.5.2. Segunda ley de control

Esta propuesta de control utiliza solo los vectores de observación para lograr la orientación
del sistema, a partir de estos vectores se estima información de la velocidad angular a
través de una derivada filtrada, lo que se describió anteriormente. Para esta simulación se
utilizaron los valores a = b = 25 para construir las matrices diagonales A y B.

Los resultados obtenidos de esta simulación se muestran en las gráficas de la figura 2.15.
En la primera gráfica del conjunto se expresan las magnitudes de los torques aplicados al
sistema para su estabilización, se puede notar que la acción de los torques es una señal
de alta frecuencia que al final se mantiene en un promedio de cero. Al inicio esta señal
de control provoca un movimiento para llevar al sistema a la orientación deseada, luego la
información sobre la velocidad angular contribuye al control y esto se nota en el intervalo
de 1.5 a 2 segundos. La Gráfica 2.15(b) muestra la orientación del sistema mediante los
valores de los ángulos φ, θ y ψ, se puede observar que el tiempo de estabilización es de
aproximadamente 6 segundos, es notorio el giro que se produce en el ángulo ψ, pero a pesar
de esto el sistema entra en la región de estabilidad en aproximadamente 5 segundos, con
lo que el vehículo puede mantenerse en el aire. Las Gráficas 2.15(c) y 2.15(d) muestran la
velocidad angular real y la información que se tiene de esta mediante el sistema que utiliza
los vectores de observación, se observa que existe una diferencia entre ambas básicamente
debido al ruido registrado en los vectores base y que producen la respuesta mostrada para
el control, a pesar de esto, la velocidad angular converge a cero en un tiempo aproximado
de 3 segundos y se mantiene con algunas variaciones debido al ruido. Las dos últimas
gráficas 2.15(e) y 2.15(f) muestran el comportamiento de los vectores de observación s b1
y s b2 , respectivamente, se puede observar la diferencia en amplitud de las perturbaciones
introducidas en cada vector. Aun con esto, el control logra hacerlos coincidir, en promedio,
con los vectores de referencia en un tiempo aproximado de 8 segundos en ambos casos. En
este momento, s b1 = sf1 y s b2 = sf2 , con lo que el sistema queda orientado de tal manera
que los vectores de observación están en la misma posición que los vectores de referencia
en alguna vecindad debido a las perturbaciones sobre el sistema.

2.6. Resultados experimentales

Esta sección está dedicada a mostrar la efectividad de la propuesta de control aplicada
en un sistema real. Se llevan a cabo experimentos en tiempo real en uno de los prototi-
pos cuadrirotor ( figura 2.16) desarrollado por el Laboratorio de Control Avanzado de la
Facultad de Ciencias de la Electrónica de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
(BUAP).
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Figura 2.14: Resultados en simulación para la primera ley de control.
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Figura 2.15: Resultados en simulación para la segunda ley de control.
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Figura 2.16: El mini helicóptero cuadrirotor en vuelo.

Las leyes de control son ejecutadas en una Spartan-6 FPGA LX9 MicroBoard. La
Spartan-6 tiene la capacidad de implementar un procesamiento suave “MicroBlaze” a
66.7 MHz. Además, la Spartan-6 tiene la ventaja de desarrollar módulos independi-
entes, tales como generadores PWM y puertos universales de recepción/transmisión sin-
crona/asíncrona (USART). Un conjunto de sensores compuesta por un magnetómetro tri-
axial, un acelerómetro triaxial y tres girómetros montados ortogonalmente es usado para
obtener los vectores de observación y la velocidad angular mediante una comunicación se-
rial (RS-232 ). Un módem Bluetooth conectado a una PC se utiliza para intercambiar los
datos procesados. La orientación deseada también puede ser proporcionada mediante un
radio control de cinco canales Spektrum DX5e de 2.4-GHz. Cuatro módulos de potencia
son usados para manejar los motores por medio de una señal PWM. La frecuencia de la
señal PWM es fijada a 500 Hz. La potencia para todos los sistemas es suministrada por
una batería Li-Po de 11.1 Volts, y la masa total es 0.986 kg.

Las entradas FPGA son la velocidad angular y los vectores de observación (vectores
de campo magnético y gravitacional) proporcionados por el MAG-suite, junto con la ori-
entación deseada proporcionada por la estación de tierra mediante el modem Bluetooth
o el receptor Spektrum (En este último caso, un temporizador detecta y mide el ancho
de los pulsos desde el receptor, los cuales son proporcionales a los ángulos y empujes de-
seados). Debido a que la orientación deseada es proporcionada por el piloto en términos
de los ángulos de Euler, el procesador a bordo calcula la matriz de rotación deseada Rd
con el fin de evaluar el error de posición definida en la ecuación (2.7). Entonces, la ley
de control de orientación es calculada, y las señales PWM usadas para controlar las ve-
locidades rotacionales de los cuatro motores son actualizadas. Opcionalmente, el sistema
embebido puede proporcionar los datos procesados a una estación en tierra, con el fin de
monitorear el experimento. El lazo de control de orientación se ejecuta a 75 Hz, sujeto a
las restricciones MAG-suite. El diagrama a bloques del sistema completo es mostrado en
la figura 2.17.

Dos experimentos son desarrollados usando los torques de control definidos en los coro-
larios 1 y 2, respectivamente, y respetando las características de los motores dadas en la
ecuación (2.63). El objetivo de los experimentos es llevar el cuadrirotor desde cualquier ori-
entación inicial a la orientación deseada definida por los ángulos alabeo, cabeceo y guiñada
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Figura 2.17: Diagrama a bloques del sistema de control de orientación del cuadrirotor.

nulos y mantenerlo allí manteniendo la velocidad angulara en cero. El empuje deseado es
tomado como T ≥ mg = 8.19 N, de tal manera que garantiza un equilibrio del peso del
cuadrirotor. Note que los vectores sf1 y sf2 son no colineales. Además, la dirección de sf1
coincide con la dirección del eje ef3 del marco de coordenadas inercial Ef .

2.6.1. Estabilización usando la ley de control del Corolario 1

Los parámetros de sintonización de las entradas de control son el conjunto N1,2 = 0.11, N3

= 0.05, λ = 0.05 y ρ = 0.04. Las condiciones iniciales son (φ = 18◦, θ = −19◦ y ψ=−44◦)
para los ángulos alabeo, cabeceo y guiñada, respectivamente, con una velocidad angular
nula. La evolución de estos ángulos es mostrada en la figura 2.18. Note que los ángulos no
son usados para calcular los torques de control; se presentan solo para mostrar la evolución
de la orientación, debido a que estos son más intuitivos. Las velocidades angulares, los
vectores de observación (medidas del acelerómetro y del magnetómetro) los torques de
control y el ancho de los pulsos de la señal de control del motor son presentados en las
figuras 2.19–2.23, respectivamente. La convergencia de los ángulos y velocidades angulares
se alcanza en un tiempo aceptable (1.5 s). Como puede verse en las figuras 2.18 y 2.19,
las condiciones iniciales producen un gran error en el ángulo de guiñada y la velocidad
angular. Consecuentemente, la señal de control Γ3 alcanza su límite de ±0.09 N·m (ver
figuras 2.22 y 2.23) y actúa sobre el sistema para estabilizarlo. Note que existe una ligera
desviación del ángulo de guiñada. Esta es debida principalmente a las perturbaciones en
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Figura 2.18: Ley de control del corolario 1: evolución de los ángulos de alabeo, cabeceo y
guiñada.

el campo magnético inducido por los motores. A pesar de las desviaciones mencionadas
anteriormente, el comportamiento del sistema sigue siendo muy aceptable.

La ley de control del corolario 1 es probada también en presencia de perturbaciones
aplicadas sucesivamente a los tres ejes (alabeo, cabeceo y guiñada). Estas perturbaciones
pueden caracterizar algunos vientos que enfrenta la máquina. Durante los experimentos,
las perturbaciones se han aplicado de forma manual como un movimiento en el cuerpo del
cuadrirotor por menos de un segundo. Note que la perturbación produce un gran error del
ángulo de guiñada y la velocidad angular correspondiente, la señal de control Γ3 alcanza su
límite una vez más. Evidentemente, las acciones de control son para llevar el cuadrirotor a
la orientación deseada, mientras se respetan las limitaciones del motor.

2.6.2. Estabilización usando la ley de control del corolario 2

La ley de control presentada en el corolario 2 es aplicada. La sintonización de los parámetros
de entradas de control son el conjunto N̄1,2 = 0.29, N̄3 = 0.866, λ = 0.06, ρ = 0.04,
a = 25 y b = 5, con el fin de respetar la restricción (2.29). Las condiciones iniciales
son (φ = 19◦, θ = −4◦ y ψ = −31◦) para los ángulos de alabeo, cabeceo y guiñada,
respectivamente, con una velocidad angular nula. Uno debe ser cuidadoso con la elección
de las condiciones iniciales de las dos últimas ecuaciones de (2.19). Una forma sencilla es
establecer ζ(0) = vm(0)− bSb(0), cuando vm(0) = 0.

La evolución de los ángulos de alabeo, cabeceo y guiñada, la correspondiente veloci-
dad angular, los vectores de observación (medidas del acelerómetro y magnetómetro) los
torques de control y el ancho de pulso de las señales de control del motor son presentadas,
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Figura 2.19: Ley de control del Corolario 1: evolución de la velocidad angular del cuerpo.
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Figura 2.20: Ley de control del Corolario 1: evolución de las medidas del acelerómetro sb1.
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Figura 2.21: Ley de control del Corolario 1: evolución de las medidas del magnetómetro sb2.
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Figura 2.23: Ley de control del Corolario 1: ancho de pulso de las cuatro señales de control
de los motores. Las líneas rojas definen las cotas del ancho de pulso.

respectivamente, en las figuras 2.24–2.29. La convergencia de los ángulos se alcanza en
un tiempo aceptable (1.5 s). Las variaciones de las señales de torques de control son más
pronunciadas en relación con la ley de control del corolario 1. Esto es debido a las perturba-
ciones inducidas por el vector de observación usado para reconstruir la velocidad angular.
Note que los vectores de observación son mas ruidosos que los giróscopos. Sin embargo, el
efecto de las oscilaciones se reduce cuando se aplica al cuadrirotor, debido a que la señal
de control es filtrada por los motores. Esto puede ser explicado por el hecho de que un
motor DC es equivalente a un integrador que se comporta como un filtro pasa bajas o un
filtro de promedio. Como en los ángulos, la evolución de la velocidad angular se presenta
sólo para efectos de claridad, esta no es usada para cálculos de la ley de control.

La presente ley de control es probada con respecto a algunas perturbaciones. Note que
las perturbaciones producen un gran error en los ángulos, así como en la velocidad angular,
hacen que las señales de control Γ1 and Γ3 alcancen sus límites. Evidentemente, el control
actúa sobre el sistema para superar las perturbaciones, mientras solo las señales de control
factibles son aplicadas al sistema. Este caso de estudio muestra que el controlador prop-
uesto en este trabajo es robusto con respecto a perturbaciones externas. La ley de control
maximiza la efectividad de los actuadores sin poner en riesgo la estabilidad del sistema.
Esta propiedad de robustez es esencial en misiones reales, donde fuerzas aerodinámicas y
otros factores están presentes.

Con esto se da por finalizado este capítulo, se puede observar que las propuestas de
control tiene un buen rendimiento, sin embargo no se pueden utilizar como el sistema
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Figura 2.24: Ley de control del corolario 2: evolución de los ángulos de alabeo, cabeceo y
guiñada.

principal debido a la sensibilidad que tiene con respecto a la vibración que registra el
acelerómetro, esto no impide usarlo como un sistema de apoyo en caso de fallas de un
motor o que uno de los sensores deje de funcionar, este control haría posible su aterrizaje de
emergencia sufriendo el menor daño posible del sistema. En el último capítulo se presentará,
junto con el control de traslación, una propuesta adicional de control de orientación la cual
no presenta los problemas mencionados.

El trabajo presentado en este capítulo ha sido publicado en la revista Micromachines
bajo el título “Biomimetic-Based Output Feedback for Attitude Stabilization of Rigid Bod-
ies: Real-Time Experimentation on a Quadrotor” (ver [107]).
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Figura 2.25: Ley de control del corolario 2: evolución de la velocidad angular del cuerpo.
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Figura 2.26: Ley de control del corolario 2: evolución de las medidas del acelerómetro sb1.
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Figura 2.27: Ley de control del corolario 2: evolución de las medidas del magnetómetro sb2.
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Figura 2.29: Ley de control del corolario 2: ancho de pulso de las cuatro señales de control
de los motores. Las lineas rojas definen las cotas del ancho de pulso.
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Capítulo 3

Estabilización global de integradores
múltiples con controles acotados y
posicionamiento dinámico de polos

En este capítulo se muestra el desarrollo de una propuesta de control para sistemas que se
pueden expresar en la forma de cadena de integradores. El objetivo principal que se busca
con este desarrollo es contar con una ley de control con entradas acotadas que estabilice
globalmente este tipo de sistemas. Esto es debido a que se pretende dividir el movimiento de
traslación de los sistemas tipo VTOL en subsistemas tipo cadena de integradores. Con esto
se tiene una ley de control para incidir sobre el movimiento de traslación de los sistemas
de interés en este trabajo de tesis.

En las últimas décadas varios métodos han sido propuestos para el diseño de este tipo
de controladores, algunos de ellos se pueden consultar en [83], [108] y la edición especial
[109]. Ejemplos importantes son las propuestas basadas en técnicas de control lineal. En
la compensación anti-windup, primero se diseña una realimentación lineal mientras se
ignora la entrada no lineal para después agregar una realimentación de compensación que
minimize su efecto ([110], [111]). Desafortunadamente, como menciona Megretski, rara vez
se hace un análisis riguroso de estabilidad y robustez debido a su complejidad. También
se puede mencionar el desarrollo de leyes de control de baja ganancia que consisten en
la saturación de un control lineal usualmente obtenido de la resolución de una ecuación
de Riccati ([112], [113], [114], [115]), se sabe que no se puede alcanzar estabilidad global
para sistemas de dimensión n > 3 ([116]) y para disfrazar este inconveniente se propone
sintonizar la ecuación de Riccati con algún parámetro ε que se pueda adaptar en línea
([112], [113], [117]), con lo que se consigue estabilidad global y mejora el rendimiento en
términos de convergencia. Desafortunadamente, se vuelve un problema de optimización
convexa que a cada paso necesita resolver una ecuación de Riccati lineal, lo que es muy
caro en términos de cálculo.

Por otra parte, se han desarrollado propuestas completamente no lineales. Estas fueron
iniciadas por [92], quien propone un control basado en funciones de saturación anidadas
para la estabilización de cadena de integradores. A partir de este, varios trabajos fueron de-
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sarrollados extendiendo los resultados a sistemas lineales controlables en general con difer-
encia en el tipo de realimentación [82], o una manipulación en los límites de las mediciones
[118]. Una propiedad común de este tipo de leyes de control es su extremada simplicidad
comparada con otras propuestas. Además, como se menciona en [119], en un artículo de
comparación para el caso del doble integrador, la propuesta no lineal muestra buen com-
portamiento en términos de robustez y degradación de rendimiento. Desgraciadamente,
para sistemas de dimensión mayor a 2 el rendimiento en lazo cerrado se degrada. La efi-
ciencia y la simplicidad de las propuestas no lineales han alentado una mayor exploración
en este campo, como en [93], donde se ha generalizado el resultado a sistemas de grado n
modificando la realimentación, garantizando la estabilidad global del sistema en lazo cer-
rado y mejorando el rendimiento de la ley de control en [82]. Lo anterior es posible por la
modificación del valor del parámetro ε y fundamentalmente por el recálculo de los límites
de la función de saturación con los que trabaja el control. Un camino distinto que también
se ha explorado a partir de [92], es la modificación del valor de los polos del sistema cuando
ocurre la saturación [120], lo cual también mejora el rendimiento de la ley de control. Parte
de esta propuesta será empleada para diseñar la propuesta de ley de control de traslación,
con lo que se pretende obtener el control global que pueda ser utilizada en el movimiento
de vehículos VTOL.

3.1. Sistemas en cadena de integradores

Una cadena de integradores está definida por

ẋ = Ax +Bu (3.1)

donde A ∈ Rn×n es tal que aij = 1 si j = i+ 1 y aij = 0 en otro caso, B ∈ Rn×1 es tal que
bi = 0 para i = 1, ..., n − 1 y bn = 1, n es la dimensión del sistema y u corresponde a la
entrada de control. Estos sistemas conforman un subconjunto de una clase de sistemas que
son llamados asintóticamente de controlabilidad nula con controles acotados ([82] y [83]).
Esta propiedad se muestra en [84] y es equivalente a un sistema que es estabilizable y que
tiene todos sus polos en lazo abierto en el semiplano izquierdo, es decir, la parte real del
número complejo que lo expresa es negativa.

El tema aquí tiene que ver con la estabilización global de un sistema del tipo expresado
por la ecuación (3.1) donde el valor del control u está restringido a satisfacer

u ∈ [−ū, ū], (3.2)

donde ū es algún número real estrictamente positivo conocido a priori.

El estudio de tales sistemas está motivado en el hecho de que es común encontrar un
problema de control no lineal fundamental por la saturación de los actuadores. En realidad,
todos los dispositivos de control están sujetos a restricciones de amplitud, fuerzas, torques,
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impulsos, voltajes, corrientes, flujos, velocidades y todas las entradas físicas en cada tec-
nología de aplicación de control en la realidad y en ciertos rangos, están restringidas. Por
lo tanto, el diseño de controladores para sistemas con restricciones es una necesidad para
profesionales en el estudio teórico y de aplicación en ingeniería.

Antes de mostrar el proceso de diseño de la propuesta de ley de control, es necesario
establecer algunas definiciones, a saber, el factor de escala σ que se utiliza aquí tiene la
forma

σ :=
ū∑n
i=1 ai

, (3.3)

donde los ai (con i = 1, 2, ..., n) son los polos del sistema y serán definidos mas adelante.
Adicionalmente, la aplicación de la transformación lineal

y :=
1

σ
Cx (3.4)

sobre x, se hace posible al obtener la forma de la matriz C = (C1 C2 ... Cn) (donde
los Ci son vectores columna con n elementos), lo cual se logra a través del conjunto de
relaciones siguiente

n∏
i=1

(λ+ ai) = p0 + p1λ+ ...+ pn−1λ
n−1 + λn

Cn = Bcl,

Cn−1 = (Acl + pn−1I)Bcl,

Cn−2 = (A2
cl + pn−1Acl + pn−2I)Bcl,

...

C1 = (An−1
cl + pn−1A

n−2
cl + ...+ p1I)Bcl,

(3.5)

donde Acl y Bcl son las matrices de sistema y de control en lazo cerrado que se obtiene al
aplicar la transformación mostrada en la ecuación (3.6), y que serán necesarias para que
este sistema sea global y asintóticamente estable. Estas matrices tienen la siguiente forma

Acl =


−an 0 . . . 0 0
−an −an−1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

−an −an−1 . . . −a2 0
−an −an−1 . . . −a2 −a1

 , Bcl =


1
1
...
1
1

 . (3.6)

Al establecer estas definiciones, se está en condiciones de pasar a mostrar el desarrollo
de la ley de control propuesta.
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3.2. Propuesta de control

En esta sección se presenta la propuesta de control dividida en dos partes. En la primera
parte se expone el control acotado y se realiza la prueba de estabilidad mediante el formal-
ismo de Lyapunov, en la segunda parte se explica la manera en que se usa el procedimiento
de posicionamiento dinámico de polos para aumentar el rendimiento del control propuesto.

3.2.1. Control acotado con posicionamiento de polos

El control propuesto es considerado no lineal y está inspirado en los trabajos [93], [82] y
[92], la forma que tiene está descrita en el siguiente teorema.

Teorema 3. Considere la cadena de integradores descrita por la ecuación (3.1). Sean
aj los polos del sistema tales que 0 < aj < ā, con ā siendo también un número real
estrictamente positivo conocido a priori, y definiendo

aj =
a1

(η + 1)j−1
, con j = 1, 2, ..., n, (3.7)

donde η ≥ 1. Entonces, para cualquier condición inicial, el control u definido por

u = −σ
n∑
i=1

an−i+1sat1(yi), (3.8)

con y obtenida por el conjunto de relaciones establecidas en la ecuación (3.5), estabiliza
global y asintóticamente al sistema descrito por la ecuación (3.1).

La prueba del teorema mostrado arriba es realizada mediante la aplicación del formalis-
mo de Lyapunov, la cual fue utilizada en el capítulo anterior, de la forma como se muestra
a continuación

Prueba 5. La matriz C establecida por las relaciones (3.5) transforma el sistema (3.1)
como sigue

ẏ1 = an−1y2 + an−2y3 + ...+ a1yn +
u

σ
,

ẏ2 = an−2y3 + ...+ a1yn +
u

σ
,

...

ẏn−1 = a1yn +
u

σ
,

ẏn =
u

σ
,

(3.9)
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donde

Ay =


0 an−1 an−2 . . . a2 a1

0 0 an−2 . . . a2 a1
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 a1

0 0 0 . . . 0 0

 , By =


1/σ
1/σ
...

1/σ
1/σ

 . (3.10)

Suponiendo que |yn| > 1 se probará que yn entra en el intervalo [−1, 1] en un tiempo
finito. Considere la función candidata de Lyapunov Vn := 1

2y
2
n, la derivada con respecto al

tiempo de esta función está dada por

V̇n = ynẏn = yn
u

σ
= −yna1sat1(yn)− yn[a2sat1(yn−1) + ...+ ansat1(y1)].

(3.11)

El decremento de la función de Lyapunov Vn se mantiene si a1 >
∑n

i=2 an, esto es
asegurado por la forma en que ha sido definido en la ecuación (3.7), entonces yn necesari-
amente entra en el intervalo [−1, 1] en un tiempo finito. Por lo tanto Vn es estrictamente
decreciente si |yn| > 1. Esto también quiere decir que yn no está saturada, por lo tanto,
considerando las ecuaciones (3.9), estas se convierten en

ẏ1 = an−1y2 + an−2y3 + ...+ a2yn−1 +���a1yn + [−���a1yn − a2sat1(yn−1)− ...− ansat1(y1)],

ẏ2 = an−2y3 + ...+ a2yn−1 +���a1yn + [−���a1yn − a2sat1(yn−1)− ...− ansat1(y1)],

...
ẏn−1 = ���a1yn + [−���a1yn − a2sat1(yn−1)− ...− ansat1(y1)],

ẏn = −a1yn − a2sat1(yn−1)− ...− ansat1(y1),

(3.12)

Usando el razonamiento anterior, yn−1 también entrará en el intervalo [−1, 1] en un
tiempo finito. Por lo tanto, después de algún tiempo, todos los estados yi entrarán en
el intervalo [−1, 1] donde el sistema es lineal, en el conjunto de ecuaciones mostradas en
(3.12) los términos son removidos sucesivamente, de tal manera que eventualmente se tiene

ẏ1
ẏ2
...

ẏn−1

ẏn

 =


−an 0 . . . 0 0
−an −an−1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

−an −an−1 . . . −a2 0
−an −an−1 . . . −a2 −a1




y1
y2
...

yn−1

yn

 , (3.13)

donde los eigenvalores {−an,−an−1, ...,−a1} son estrictamente negativos. El sistema es
entonces global y asintóticamente estable, lo que termina la prueba.
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Con la prueba anterior la estabilización del sistema ha sido demostrada. Es posible
aumentar su rendimiento a través de la manipulación de los polos del sistema de la manera
que se explica en el siguiente apartado.

3.2.2. Posicionamiento dinámico de polos

Se puede observar del desarrollo realizado anteriormente que el valor de los polos ai tomados
como coeficientes en las funciones de saturación del control, pueden modificar la velocidad
de convergencia de los estados del sistema yi. En [93] se limitan a calcular estos coeficientes
usando un valor dado ε manteniéndolos invariantes en el tiempo. La primera propuesta está
basada en lo anterior y se mantienen los valores de los límites de saturación iguales a la
unidad, mientras la segunda propuesta se enfoca en recalcular el valor de los límites de
saturación para aprovechar la no linealidad del sistema. Un problema puede ocurrir si el
último estado en converger juega un papel importante en la estabilización del sistema,
debido a que el valor de su coeficiente es bastante pequeño y esto hará mas lenta su
convergencia.

En el desarrollo planteado a continuación se mantiene el valor de los límites de la
saturación y la atención se centra en el cambio de la magnitud de los coeficientes de
manera que el tiempo de convergencia pueda ser disminuido. La forma en cómo se logra lo
descrito anteriormente se muestra a continuación.

Los coeficientes se definen como en la ecuación (3.7) y satisfacen la condición siguiente

a1 > a2 + a3 + ...+ an−1 + an,

a2 > a3 + a4 + ...+ an−1 + an,

...
an−2 > an−1 + an,

an−1 > an.

(3.14)

la cual es importante pues asegura la estabilidad del sistema.

Cuando el estado yn entra en el intervalo [−1, 1], el valor de a1 deja de ser trascendental,
la atención se centra ahora en el estado yn−1, el cual no tiene que satisfacer la primera
restricción mostrada en el conjunto de desigualdades (3.14) pero si la segunda. Entonces,
con el fin de acelerar la convergencia de los estados yi (i = 1, 2, ..., n−1) y al mismo tiempo
cumplir con las restricciones establecidas, los valores ai pueden ser reasignados como sigue

an = an−1, an−1 = an−2, ..., a3 = a2, a2 = a1. (3.15)

Es posible aplicar este mismo procedimiento cuando cada uno de los estados
yn−1, yn−2, ..., y2 entran al intervalo [−1, 1], al final todos las magnitudes ai serán iguales a
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la magnitud de a1, la magnitud de mayor valor. Al aplicar el procedimiento mostrado ante-
riormente, se obtiene que la velocidad de convergencia del sistema entero es incrementada,
y por lo tanto el rendimiento del control mejora.

Es importante notar que este simple procedimiento solo requiere de unas cuantas líneas
de programación para verificar cuando el estado yi se vuelve lineal y entonces cambiar el
valor de los coeficientes. No requiere ningún cálculo adicional, mientras que la segunda
propuesta de [93] se basa en un recálculo de los límites de saturación (Mn−1,Mn−2,...,M1),
lo que incrementa el tiempo de procesamiento.

Se puede observar que el mejor control propuesto en el artículo de referencia y el
presentado aquí son similares. Una diferencia es la forma en la cual los coeficientes son
determinados. Sin embargo, la diferencia fundamental en esta propuesta es que el valor
de los coeficientes es modificado y se mantienen los límites de la saturación sin violar la
condición mostrada en las ecuaciones (3.14) que asegura la estabilidad del sistema.

3.3. Un ejemplo de aplicación: el caso del triple integrador

En esta sección se expone un ejemplo de la forma en que es aplicada la propuesta de ley de
control para el caso del triple integrador y se hace una comparación con algunas propuestas
mostradas en [93]. Para esto, se considera una cadena de tres integradores con un control
u tal que |u| ≤ 1 de la forma

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

x +

 0
0
1

u, (3.16)

entonces, para n = 3, el sistema de la ecuación (3.16) en lazo cerrado será global y asin-
tóticamente estable si sus matrices de estado Acl y de control Bcl tienen la forma

Acl =

 −a3 0 0
−a3 −a2 0
−a3 −a2 −a1

 , Bcl =

 1
1
1

 . (3.17)

Para conseguir lo anterior, se hace uso de la transformación lineal y := 1
σCx. La matriz

de transformación C se obtiene mediante el conjunto de relaciones (3.5) que para este caso
son de la forma

(λ+ a1)(λ+ a2)(λ+ a3) = p0 + p1λ+ p2λ
2 + λ3,

C3 = Bcl,

C2 = (Acl + p2I)Bcl,

C1 = (A2
cl + p2Acl + p1I)Bcl,

(3.18)
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donde C estará dada por C = (C1 C2 C3). Desarrollando estas ecuaciones se obtiene

p1 = a3a2 + a3a1 + a2a1,

p2 = a1 + a2 + a3,

C =

 a2a1 a1 + a2 1
0 a1 1
0 0 1

 .

(3.19)

Aplicando y := 1
σCx, se obtiene el sistema

y1 =
1

σ
[a2a1x1 + (a1 + a2)x2 + x3],

y2 =
1

σ
[ a1x2 + x3],

y3 =
1

σ
[ x3],

(3.20)

derivando este sistema con respecto al tiempo y tomando en cuenta las relaciones aquí y
en la ecuación (3.16), se obtiene el sistema

ẏ1 = a2y2 + a1y3 +
u

σ
,

ẏ2 = a1y3 +
u

σ
,

ẏ3 =
u

σ
,

(3.21)

donde

Ay =

 0 a2 a1

0 0 a1

0 0 0

 , By =

 1/σ
1/σ
1/σ

 . (3.22)

Al sistema (3.21) se aplica un control como el mostrado en la ecuación (3.8), que para
n = 3, toma la forma

u = −σ[a3sat1(y1) + a2sat1(y2) + a1sat1(y3)]. (3.23)

Cuando este control actúa sobre el sistema (3.21), el lazo es cerrado y provoca que cada
uno de los estados del sistema se estabilicen en el valor cero, en consecuencia, en algún
momento, cada uno de ellos deja de estar saturado en el control. Eventualmente, cuando
todos los estados del sistema en el control dejan de estar saturados, el sistema (3.21) toma
la forma
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 ẏ1

ẏ2

ẏ3

 =

 −a3 0 0
−a3 −a2 0
−a3 −a2 −a1

 y1

y2

y3

 , (3.24)

similar al sistema mostrado en (3.13), donde se observa la matriz de estado Acl de la
ecuación (3.17) que se necesitaba. Entonces los eigenvalores {−a3,−a2,−a1} son estricta-
mente negativos, por lo que el sistema es global y asintóticamente estable, como se quería
al principio.

3.3.1. Cálculo de los polos de la cadena de integradores de orden n = 3
y uso del posicionamiento dinámico de polos

Para realizar la simulación de este ejemplo se tomaron los valores de η = 0,62 y a1 = 1,2,
y de acuerdo a la ecuación (3.7) se tienen los valores de los polos como sigue

a1 = 1,2, a2 = 0,741, a3 = 0,457, (3.25)

estos polos o combinaciones de ellos juegan el papel de coeficientes de los estados del sistema
yi (con i = 1, 2, 3) como se puede observar en el sistema (3.20). El aspecto importante aquí
es que también juegan el papel de coeficientes de las funciones de saturación en la Ley de
control mostrada en la ecuación (3.23), donde pueden incidir en gran medida en la velocidad
de convergencia de los estados del sistema yi, que es lo que interesa para el procedimiento
siguiente.

Con el posicionamiento dinámico de polos se intenta aprovechar esta última carac-
terística y aumentar el rendimiento del control. Esto porque puede suceder que el estado
del sistema que interesa que converja con mayor rapidez (y1 por ejemplo), lo haga mas
lentamente debido a las restricciones mostradas en las ecuaciones (3.14), necesarias para
asegurar la estabilidad del sistema, pero que asignan el valor del polo mas pequeño (a3)
como coeficiente de la función de saturación de interés, lo que hace lenta su convergencia
con lo que el rendimiento del control se ve mermado.

La idea entonces radica en modificar los valores de los polos del sistema de forma
estructurada y respetando estrictamente las restricciones de las ecuaciones (3.14). Así, la
propuesta aquí es que este procedimiento se realiza con un programa que verifica los estados
del sistema expresados en las ecuaciones (3.20), cuando el estado y3 entra al intervalo [−1, 1]
deja de estar saturado y el valor de su coeficiente a1 deja de ser trascendente entonces,
respetando la restricción de las ecuaciones (3.14), la siguiente reconfiguración es realizada

a3 = a2, a2 = a1, (3.26)

así mismo, cuando el estado y2 deja de estar saturado, el valor de su coeficiente a2 deja de
ser trascendente, entonces es posible hacer
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Figura 3.1: Control del integrador de tercer orden. Evolución de ||x(t)|| para una condición
inicial x0 = (2;−2; 3)T , ε = 0,618, a1 = 1,2 y η = 0,62, con posicionamiento dinámico de
polos. 1.- [93] (teorema 3), 2.- [93] (teorema 1), 3.- Propuesta, 4.- [112]/[121], 5.- [82], 6.-
[92].

a3 = a1, (3.27)

con lo que, al final, todos los coeficientes de los estados en la ley de control tendrán la
magnitud de mayor valor, es decir a3 = a2 = a1, así es posible reducir el tiempo de
convergencia para cada estado del sistema.

Para probar la efectividad de esta propuesta, se ha hecho una simulación usando este
procedimiento y se ha comparado con varias de las propuestas mostradas en [93]. Los
resultados son mostrados en la figura 3.1. El efecto de la propuesta de control mostrada
aquí sobre el comportamiento del sistema se puede apreciar en la última parte de su gráfica
en la figura referida.

Gráficas que muestran el comportamiento de los estados del sistema triple integrador,
así como el accionar de los controles propuestos en la figura 3.1 se muestran en las figuras
3.2-3.7. Para el caso de los estados del sistema, x1 es la línea de guiones, x2 es la línea de
guiones-puntos y x3 es la línea continua.

Las figuras 3.2 y 3.3 muestran el comportamiento del sistema y los controles de los
teoremas 3 y 1 de [93], respectivamente. Se puede observar que ambos son parecidos en
la forma, pero el del teorema 3 requiere de un menor tiempo para la convergencia y la
magnitud del control el un poco mayor. El actuar de la propuesta de control descrita en
este capítulo junto con el comportamiento de los estados del sistema se muestran en la
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figura 3.4. En cuanto a los estados del sistema es parecido a los anteriores, excepto en la
parte final de la gráfica donde la convergencia se produce de una manera menos suave,
con lo que se reduce el tiempo necesario para esta. En la parte del control se nota como
este varia las magnitudes debido al cambio en magnitud de los coeficientes. En la figura
3.5, las gráficas correspondientes a [82] muestran un control no saturado que no actúa
suficientemente sobre el sistema y por lo tanto, como se ve en la gráfica de estados, x1

tiende a converger en un tiempo mayor a 50 segundos con magnitudes casi iguales a 100.
Algo parecido ocurre con la propuesta de [92], mostrada en la figura 3.6, aunque el tiempo
de convergencia es menor pero mayor a 50 segundo para el estado x1, en cuanto al control se
nota su saturación y un mayor accionar sobre el sistema. Finalmente, la figura 3.7 muestra
el comportamiento de los estados del sistema con el mejor control presentado aquí, todos
los estados convergen en menos de 20 segundos gracias a un control saturado que actúa
sobre él, el inconveniente radica en la necesidad de gran capacidad de cálculo para este
control.

El desarrollo descrito anteriormente muestra la efectividad de la propuesta de control
donde se ha conservado los valores de los polos y solo se realiza un reposicionamiento de
estos de tal manera que sus magnitudes aumentan con lo que se aumenta la velocidad
de convergencia y, por lo tanto, el tiempo de convergencia disminuye. La propuesta de
control es probada en simulación y sus resultados comparados con propuestas similares
presentadas en [93] donde es posible observar que, en términos de simplicidad en el control
y efectividad de este, la propuesta planteada en este capítulo tiene un buen rendimiento
y permite pensar que es una opción viable para intentar su implementación práctica así
como su utilización parcial en la propuesta de traslación que se desarrollará en el siguiente
capítulo.
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Figura 3.2: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto en el teorema 3 de
[93].
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Figura 3.3: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto en el teorema 1 de
[93].
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Figura 3.4: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto aquí.

86



3.3. UN EJEMPLO DE APLICACIÓN: EL CASO DEL TRIPLE INTEGRADOR

0 10 20 30 40 50
−20

0

20

40

60

80

100

Tiempo

x(
t)

0 10 20 30 40 50

−1

−0.5

0

0.5

1

Tiempo

u
(t

)

Figura 3.5: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto en [82].
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Figura 3.6: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto en [92]
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Figura 3.7: Evolución de los estados del sistema y el control propuesto en [112]/[121].
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Capítulo 4

Diseño del control de traslación para
vehículos VTOL

En el capítulo 2 se establecieron dos leyes de control para la estabilización de la orientación
o actitud de los vehículos aéreos tipo VTOL. Como se mencionó en el capítulo 1, el modelo
de estos vehículos representa dos sistemas en configuración de cascada; el que representa
la dinámica de la orientación o actitud y el que representa la dinámica de la traslación. En
términos de los sistemas en cascada la dinámica de traslación depende de la dinámica de
orientación pero la dinámica de orientación no depende de la de traslación.

En este capítulo se incluye, además de la propuesta de control de posición, una prop-
uesta de control de orientación distinta a las anteriores. El propósito de cambiar el control
de orientación es contar con la seguridad de que el rendimiento del control de orientación
será suficiente para obtener capacidad de seguimiento de trayectorias para el control de
posición que se establecerá más adelante. Esta hace uso de una estrategia basada en la
realimentación de estados, además considera disponibles los valores de estos (posición y
velocidad angular). En este capítulo se presenta la propuesta de control de posición dis-
eñada para los vehículos aéreos VTOL, en este diseño se toman en cuenta los desarrollos
realizados en el capítulo anterior con el fin de tener mayor claridad en la propuesta de
control. La dinámica de orientación será primeramente estabilizada a una orientación de-
seada utilizando la ley de control propuesta aquí, al mismo tiempo los ángulos (φ, θ) serán
tomados como entradas de control intermedias para la dinámica de traslación que, junto
con la fuerza de sustentación T, permitirán la estabilización de la aeronave.

Se mostrará que la dinámica de traslación puede expresarse en la forma de una cadena
de integradores, como se describe en el capítulo anterior, y aunque los VTOL son sistema
no lineal, con el debido tratamiento, algunas técnicas aplicadas a sistemas lineales pueden
ser aplicadas aquí.
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Figura 4.1: En (a) un esquema que muestra lo considerado en las propuestas de control
mostradas en el capítulo 2, en (b) la nueva propuesta de control considera la velocidad
angular deseada ωd en su estructura.

4.1. Control de orientación

La primera parte del problema es resolver lo referente al control de orientación del vehículo,
para esto se propone una combinación de los resultados presentados en [85] con la parte
que se refiere a la suma de un torque deseado propuesto en [94], esta última parte se
hace con el fin de tener en cuenta las velocidades angulares deseadas en el movimiento
rotacional del vehículo, situación que no había sido tomada en cuenta en las propuestas de
orientación presentadas en el capítulo 2 (ver figura 4.1), esto permitirá realizar seguimiento
de trayectorias de orientación de tal manera que será posible realizar también seguimiento
de trayectorias de posición una vez establecido el control de traslación.

Es necesario mencionar que, a diferencia de las propuestas de control de orientación
presentadas en el capítulo 2, donde la parte cinemática del modelo matemático de rotación
hacía uso de la matriz de rotación R que depende de los ángulos de Cardán, para la prop-
uesta descrita a continuación se hará uso de las ecuaciones cinemáticas que dependen del
cuaternión q y que han sido descritas en el capítulo 1, las cuales no se habían utilizado an-
teriormente, y proporcionan la ventaja de eliminar la singularidad que aparece al utilizar el
formalismo de ángulos de Cardán, esto no debe causar confusión, pues ambas parametriza-
ciones describen el movimiento rotacional de forma equivalente. De esta manera, en lugar
de utilizar la ecuación (1.95) para la descripción de la cinemática de rotación, en este caso
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se hará uso de la ecuación (1.35) desarrollada en el capítulo 1, así, las ecuaciones que serán
utilizadas aquí para describir el movimiento rotacional del vehículo cuadrirotor están dadas
por

q̇ =
1

2
Ξ(q)ω, (4.1)

Jω̇ = −ω × Jω + Γ. (4.2)

donde q representa el cuaternión y como es posible observar de la ecuación (1.35)

Ξ(q) =

(
−qT

I3q0 +Mq

)
, (4.3)

J es la matriz de inercia definida en la ecuación (1.61) y ω el vector de velocidad angular
del vehículo con respecto al marco de referencia inercial Ef . Adicionalmente, es necesario
recordar la definición del error de orientación, expresado por la ecuación (1.36), y definir
el error de velocidad angular, puesto que ambos serán necesarios en la propuesta descrita
abajo, estos estarán dados de la forma siguiente

qe = q ⊗ q−1
d , (4.4)

ωe = ω − ωd, (4.5)

donde qd define la orientación deseada y ωd el vector de velocidad angular deseada.

El objetivo principal, antes de pasar al diseño del control de traslación, es diseñar una
ley de control de orientación tal que las entradas Γj con j ∈ (1, 2, 3) cumplan

q → q
d

y ω → ω
d

(4.6)

y además se cumpla la relación

q̇
d

=
1

2
Ξ(q)ω

d
. (4.7)

Entonces se tiene la siguiente propuesta de control de orientación

Proposición 1 Considere la dinámica rotacional de los vehículos VTOL descrita por las
ecuaciones (4.1)-(4.2) con las siguientes entradas de control acotadas Γ = (Γ1 Γ2 Γ3)T

tales que

Γ = Γs + Γd, (4.8)

con
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Γsj = −satΓ̄j

(
κωej
ρj

+ κqej

)
, (4.9)

donde j ∈ {1, 2, 3} con satΓ̄j
funciones de saturación definidas en (2.8). Γ̄j representa

las cotas físicas del torque Γsj , κ es un parámetro real tal que 0 < κ < minjΓ̄j/2. ρj son
parámetros reales estrictamente positivos. ωe y qe representan el error de velocidad angular
y orientación entre la velocidad angular actual y la deseada y entre la orientación actual y
la deseada, respectivamente. El término Γd tiene la siguiente forma

Γd = Jω̇d + ωd × Jωd, (4.10)

donde J es la matriz de inercia del vehículo y ωd se calcula tomando en cuenta la ecuación
(1.28) a partir de  ω1d

ω2d

ω3d

 =

 1 0 −senθ
0 cosφ cosθ senφ
0 −senφ cosθ cosφ

 φ̇d
θ̇d
0

 , (4.11)

con φ̇d y θ̇d la derivada de los ángulos deseados φd y θd definidos más adelante en el control
de traslación.

Entonces las entradas de control de la ecuación (4.8) estabilizan global y asintóticamente
el vehículo al origen (q0 = ±1, q = qd y ω = ωd).

Observación 5 Se debe mencionar que el control de orientación descrito anteriormente
continúa estabilizando el sistema a una magnitud igual a cero para las variables qe y ωe.
Sin embargo, debido a la forma matemática de estas variables, lo que ocurre físicamente
es que estas variables representan la diferencia entre el valor real y el valor deseado, de tal
manera que, cuando las magnitudes de estas variables tienden a cero, en realidad el sistema
aéreo tiende a los valores deseados establecidos previamente. Si el control de orientación
es lo suficientemente eficiente, se tiene entonces condiciones necesarias para conseguir
capacidades de seguimiento de trayectorias de orientación.

A continuación se muestra la prueba de estabilidad del control de orientación propuesto
arriba.

Prueba 6. La ecuación dinámica para el error de seguimiento de velocidad angular se
puede establecer tomando en cuenta la ecuación (4.2) y que ωe = ω − ωd, se obtiene lo
siguiente

Jω̇e = − (ωe + ωd)× J (ωe + ωd)− Jω̇d + Γ (4.12)
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Se puede mostrar que

d

dt

(
1

2
ωTe Jωe

)
= ωTe (Γ− Jω̇d − ωd × Jωd)−ωTe (ωe × Jωe)︸ ︷︷ ︸

=0

−ωTe (ωe × Jωd)− ωTe (ωd × Jωe)︸ ︷︷ ︸
=−ωT

e (ωd×J+Jωd×)ωe=0

(4.13)

puesto que J = JT > 0 y entonces (ωd × J + Jωd×) es una matriz antisimétrica.

Considere la función candidata de Lyapunov

V =
1

2
ωTe Jωe, (4.14)

derivando esta función con respecto del tiempo se obtiene

V̇ =
d

dt

(
1

2
ωTe Jωe

)
= ωTe (Γ− Jω̇d − ωd × Jωd) , (4.15)

sustituyendo Γ, se tiene que

V̇ = ωTe (Γs + Jω̇d + ωd × Jωd − Jω̇d − ωd × Jωd) , (4.16)

entonces

V̇ = ωTe Γs = ωe1Γs1︸ ︷︷ ︸
V̇1

+ωe2Γs2︸ ︷︷ ︸
V̇2

+ωe3Γs3︸ ︷︷ ︸
V̇3

. (4.17)

V̇ es la suma de tres términos V̇1, V̇2 y V̇3, analizando V̇j para j ∈ {1, 2, 3} de las
ecuaciones (4.9) y (4.17)

V̇j = −ωej satΓ̄j

(
κωej
ρj

+ κqej

)
. (4.18)

Sea Φj := {ωej : |ωej | ≤ ρj + ε} para algún ε > 0. Fuera de Φj, de la condición del
cuaternión |qei | ≤ 1, se sigue que |κωej/ρj + κqej | ≥ κε/ρj y que κωej/ρj + κqej y ωej
tienen el mismo signo. Por lo tanto

V̇j = −ωej satΓ̄j

(
κωej
ρj

+ κqej

)
≤ −κε

ρj
|ωej | < −

κε(ρj + ε)

ρj
< −κε < 0. (4.19)

Consecuentemente, ωej entra en Φj en un tiempo finito y permanece ahí. Durante este
tiempo, el cuaternión no puede diverger debido a que es estructuralmente unitario y por lo
tanto acotado.
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Una vez en Φj, consideremos la nueva función de Lyapunov W definida por

W =
1

2
ωTe Jωe + κ

(
(1− qe0)2 + qTe qe

)
=

1

2
ωTe Jωe + 2κ(1− qe0), (4.20)

puesto que J es definida positiva, la función W es definida positiva, radialmente no acotada
y es de clase C2. La derivada de la ecuación (4.20) después de considerar las ecuaciones
(4.13) y (1.86) está dada por

Ẇ = ωTe Jω̇e − 2κq̇e0 = ωTe (Γ− Jω̇d − ωd × Jωd) + κqTe ωe

= ωe1Γs1 + κqe1ωe1︸ ︷︷ ︸
Ẇ1

+ωe2Γs2 + κqe2ωe2︸ ︷︷ ︸
Ẇ2

+ωe3Γs3 + κqe3ωe3︸ ︷︷ ︸
Ẇ3

. (4.21)

Al igual que en V̇ , Ẇ es la suma de tres términos Ẇ1, Ẇ2 y Ẇ3, analizando Ẇj para
j ∈ {1, 2, 3}, uno obtiene de Γj en las ecuaciones (4.9) y (4.17)

Ẇj = −ωej satΓ̄j

(
κωej
ρj

+ κqej

)
+ κqejωej . (4.22)

En Φj, uno tiene

|
κωej
ρj

+ κqej | ≤ 2κ+
κε

ρj
, (4.23)

tomando ε suficientemente pequeño y usando la suposición que 2κ < Γ̄j,

|
κωej
ρj

+ κqej | ≤ Γ̄j , (4.24)

consecuentemente, la función de saturación opera en una región lineal

Γj = − κ
ρj

[ωej + ρjqej ], (4.25)

como resultado, la ecuación (4.22) se convierte en

Ẇj = − κ
ρj
ω2
ej , (4.26)

por lo tanto, la ecuación (4.21) se convierte en

Ẇ = Ẇ1 + Ẇ2 + Ẇ3 = −κ
(
ω2
e1

ρ1
+
ω2
e2

ρ2
+
ω2
e3

ρ3

)
≤ 0. (4.27)

Para completar la prueba, el principio de invarianza de LaSalle es invocado. Todas las
trayectorias convergen al conjunto invariante más grande Ω̄ en Ω donde
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Ω = {(qe,ωe) : Ẇ = 0} = {(qe,ωe) : ωe = 0}. (4.28)

En el conjunto invariante, Jω̇e = −κ[qe1 qe2 qe3 ]T = −κqe = 0. Por lo tanto para
permanecer en Ω̄, uno debe satisfacer qe = 0 y qe0 = ±1 de la condición de normali-
dad. En realidad, los puntos (qe0 = ±1,qe = 0,ωe = 0) corresponden, respectivamente,
a un mínimo (W = 0) y a un máximo local (W = 4) de la función de Lyapunov (4.20).
Consecuentemente, Ẇ = 0 en este punto de equilibrio. Si en t0 = 0 el sistema en lazo
cerrado se encuentra en el máximo local, este permanecerá en este punto para t > t0. Sin
embargo, si en t0 el sistema en lazo cerrado está lejos de este punto de equilibrio, y puesto
que Ẇ < 0 fuera de los dos puntos de equilibrio, el estado del sistema convergerá al pun-
to de equilibrio (qe0 = 1,qe = 0,ωe = 0) y permanecerá ahí en lo subsecuente, puesto
que en este punto W = Ẇ = 0. Esto finaliza la prueba de la estabilidad asintótica casi
global.

Con lo anterior se asegura la estabilidad de la propuesta de control de orientación ha
utilizarse en esta parte del trabajo de tesis. Es importante tener un referente en simulación
de la efectividad de esta propuesta para contar con una aproximación del comportamiento
de dicho control. A continuación se muestran los resultados obtenidos con estas pruebas.

4.1.1. Resultados en simulación

Con el fin de probar la efectividad del control propuesto anteriormente, fueron realizadas
pruebas en simulación utilizando la herramienta MATLAB/Simulink mostrada en el capí-
tulo 1. Para ello, se establecieron condiciones iniciales de la situación simulada las cuales
son descritas a continuación

Para la trayectoria rotacional de referencia, se consideran las siguientes magnitudes
para las componentes de la velocidad angular

ω1d - una senoidal de amplitud 5 y frecuencia 5 rad/s
ω2d - constante de -1.7 rad/s
ω3d - una senoidal de amplitud 3 y frecuencia 2 rad/s

La posición angular inicial de referencia se estableció en

φ = 190o, θ = 80o, ψ = −270o. (4.29)

Para la trayectoria real, se consideraron las siguientes condiciones iniciales

ω1 = 2 m/s, ω2 = −5 m/s, ω3 = 3 m/s. (4.30)

φ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o. (4.31)
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Figura 4.2: Comportamiento de los torques de control Γ(1,2,3) y de la orientación en términos
de ángulos de Cardán.

La prueba en simulación se realizó para un tiempo de 10 segundos, considerando que
la dinámica del vehículo VTOL es muy rápida y es necesario un control de respuesta
inmediata para ser útil en este tipo de sistemas. La figura 4.2 muestra gráficas del compor-
tamiento de los torques de control y para cada uno de los ángulos de orientación (φ, θ, ψ)
. La primera gráfica muestra los valores necesarios de los torques de control para hacer
posible alcanzar los valores deseados, en los primeros instantes, los torque son utilizados
para conseguir la posición angular necesaria y disminuir la inercia del vehículo debida a
las condiciones iniciales del movimiento, posteriormente se puede apreciar que estos val-
ores tienen comportamientos sinusoidales, que corresponden a los valores deseados para la
velocidad angular, los cuales son tomados muy en cuenta en la propuesta de control de
orientación y que, además, determinan la posición de vehículo aéreo en el espacio. Es de
señalarse que, a pesar de que el control utiliza el cuaternión para la estabilización, es posible
mostrar el comportamiento de la posición angular mediante los ángulos de Cardán, que es
más sencillo de entender, esto se presenta en las tres gráficas restantes de la figura 4.2 com-
parados con sus valores deseados, es posible observar que la orientación deseada se alcanza
en un tiempo poco mayor a un segundo y muestra la efectividad del control propuesto.
La figura 4.3 muestra un conjunto de gráficas del comportamiento de la posición angular
desde el punto de vista del cuaternión, aquí se puede observar el componente escalar q0 y
los tres componentes vectoriales [qx qy qz]

T , cada uno de ellos comparados con los valores
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Figura 4.3: Comportamiento de la orientación en términos de cuaterniones.

deseados, cuyos valores son alcanzados en poco más de un segundo, lo que concuerda con
la figura anterior. Finalmente, la figura 4.4 muestra el comportamiento, para cada una de
las componentes, de la velocidad angular, es posible observar que al inicio las velocidades
parten de las magnitudes previamente establecidas, el control es capaz de llevar el valor
real al deseado en el tiempo ya mencionado.

4.2. Diseño del control de posición

La segunda parte del problema se refiere a la estabilización de la posición de los vehículos
VTOL al origen de coordenadas del marco de referencia inercial. Para atacar esta dificultad,
se diseña una ley de control de traslación tomando en cuenta las ecuaciones que describen
la dinámica traslacional de este tipo de vehículos aéreos, y la propuesta de control de
sistemas denominados cadenas de integradores mostrado en el capítulo 3. El procedimiento
para obtener la ley de control de traslación comienza con manipular matemáticamente las
ecuaciones (1.99)-(1.100) hasta llevarlas a formas de cadenas de integradores, en este punto
se pueden establecer leyes de control como las propuestas para esos sistema. A continuación
se desarrolla tal procedimiento.
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Figura 4.4: Comportamiento de las velocidades angulares, se muestran las trayectorias de
referencia y real bajo el control de orientación propuesto.

4.2.1. Ecuaciones del movimiento traslacional

En el capítulo 1 han sido obtenidas las ecuaciones (1.99)-(1.100) que describen el movimien-
to de traslación de los vehículos tipo VTOL, que serán utilizadas para diseñar la ley de
control de posición, por claridad se presentan a continuación

ṗ = v, (4.32)

mv̇ = −mg +RT (F + Fab) (4.33)

la ecuación (4.33) se puede expresar más específicamente como en (2.33)

mv̇ = −mg +RT (·)

 0
0
T

+

 Fabx
Faby
Fabz

 , (4.34)

donde (Fabx Faby Fabz)T recordemos que representan las componentes en cada uno de los
ejes de las fuerzas adicionales con respecto al marco de referencia en el centro de masa del
vehículo, y se componen de las fuerzas de arrastre, fuerzas producto de la dinámica del
vehículo, la fricción de las hélices, corrientes de aire, etc. que pueden afectar al sistema
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y que se deben a su interacción con el medio ambiente. Para propósitos de diseño del
control, estas fuerzas no serán tomadas en cuenta y se considerarán como perturbaciones
del sistema, con esto en consideración, el modelo (4.32)-(4.34) se puede llevar a una forma
mas sencilla de trabajar, así una representación en componentes vectoriales tiene la forma

 ẋ
ẏ
ż

 =

 vx
vy
vz

 , (4.35)

 v̇x
v̇y
v̇z

 =

 − T
msenθ

T
msenφ cosθ

T
mcosφ cosθ − g

 , (4.36)

este último sistema de ecuaciones se puede llevar a una forma adecuada para describir el
movimiento en cada una de las coordenadas, con lo que se obtienen 3 dobles integradores
de la forma

Σx

 ṗ1 = p2

ṗ2 = − T
m
senθ

(4.37)

Σy

 ṗ3 = p4

ṗ4 =
T

m
senφ cosθ

(4.38)

Σz

 ṗ5 = p6

ṗ6 =
T

m
cosφ cosθ − g

(4.39)

donde p = (p1, p2, p3, p4, p5, p6) = (x, vx, y, vy, z, vz) es el estado del subsistema que rep-
resenta la dinámica de traslación. Entonces φ y θ serán considerados controles virtuales
[55], [122], que en conjunto con T controlarán los subsistemas (4.37)-(4.39). En principio,
suponga que existe un control que lleva a φ y θ a ángulos deseados dados por

φd := arctan
(

r2

r3 + g

)
,

θd := arcsen

(
−r1√

r2
1 + r2

2 + (r3 + g)2

)
.

(4.40)

donde r1, r2 y r3 se definirán posteriormente. Note que para φd y θd representados en
(4.40) se pueden definir las siguientes funciones trigonométricas
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sen φd =
r2√

r2
2 + (r3 + g)2

,

cos φd =
r3 + g√

r2
2 + (r3 + g)2

,

sen θd =
−r1√

r2
1 + r2

2 + (r3 + g)2
,

cos θd =

√
r2

2 + (r3 + g)2√
r2

1 + r2
2 + (r3 + g)2

,

(4.41)

de esta manera, la entrada de control T dada de la forma

T = m
√
r2

1 + r2
2 + (r3 + g)2, (4.42)

y considerando que φ = φd y θ = θd, esto transforma los subsistemas (4.37)-(4.39) en

Σx

{
ṗ1 = p2,

ṗ2 = r1,
(4.43)

Σy

{
ṗ3 = p4,

ṗ4 = r2,
(4.44)

Σz

{
ṗ5 = p6,

ṗ6 = r3.
(4.45)

Los ángulos deseados φd y θd serán alcanzados por el sistema utilizando la ley de
control de orientación de la Proposición 1 mostrada anteriormente. Note que T será siempre
positiva, además deberá cumplirse que T ≥ mg, a fin de compensar el peso de la aeronave
y mantener la sustentación de esta.

4.2.2. Control de posición

Ahora se tiene un conjunto de tres cadenas de integradores de orden dos, a partir de esto,
se puede usar la propuesta para la estabilización de cadena de integradores presentada en
el Teorema 3 del capítulo anterior para proponer la ley de control de posición.

Puesto que las cadenas de integradores (4.43), (4.44) y (4.45) tienen la misma forma,
se puede proponer un control para cada una de ellas de la forma mostrada en (3.8), la
propuesta de ley de control es establecida en el siguiente lema.

100



4.2. DISEÑO DEL CONTROL DE POSICIÓN

Control 
de

orientación

S  , SR T
Control 

de
traslación

T

Conversión de
ángulo  a

cuaternión

G
q

q ,�fd d

T
r2

r1
x, vx

y, vy

z, vz

qd

G =�G  + Gds
wConversión de

cuaternión
a ángulo

Cálculo de 
velocidad angular

deseada

wd

r3

Figura 4.5: Esquema completo del sistema y el control.

Lema 1 Considere la dinámica del sistema expresado por las ecuaciones (4.43)-(4.45), y
considere las leyes de control con entradas acotadas

r1 := −σ1

{
a2satM1

[ 1
σ1

(a1p1 + p2)] + a1satM1
[ 1
σ1

(p2)]
}
,

r2 := −σ2

{
b2satM1

[ 1
σ2

(b1p3 + p4)] + b1satM1
[ 1
σ2

(p4)]
}
,

r3 := −σ3

{
c2satM1

[ 1
σ3

(c1p5 + p6)] + c1satM1
[ 1
σ3

(p6)]
}
,

(4.46)

donde satM1
(·) está definida en (2.8), con M1 = 1. a(1,2), b(1,2), c(1,2) > 0 son parámetros

de sintonización definidos como en la ecuación (3.7) y los σi están dados por

σ1 = r̄1/(a1 + a2),

σ2 = r̄2/(b1 + b2),

σ3 = r̄3/(c1 + c2),

(4.47)

Entonces las leyes de control (4.46) estabilizan exponencialmente los sistemas (4.43)-
(4.45) a los puntos de origen (p1, p2) = (0, 0), (p3, p4) = (0, 0) y (p5, p6) = (0, 0).

Para probar la estabilidad del sistema de control anterior, solo se tiene que seguir un
procedimiento similar al expuesto para la prueba del Teorema 3 del capítulo anterior, para
el caso en que n = 2. Con el fin de mostrar de forma sencilla el resultado completo de
este desarrollo, en la figura 4.5 se muestra un esquema gráfico del sistema dinámico y los
controles propuestos de forma acoplada.
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4.2.3. Resultados en simulación

Como antes, para probar la efectividad de las leyes de control de estabilización de posición
implementadas para los sistemas VTOL, nuevamente se hicieron pruebas en simulación
para la mini nave aérea de cuatro rotores, utilizando el simulador construido en MAT-
LAB/Simulink. Los valores de los parámetros del modelo utilizado en la simulación son:
m = 400gr, max|Γ1,2| = 2,02N ·m, max|Γ3| = 0,75N ·m, max|T | = 7N . Además se usaron
los valores r̄1 = r̄2 = r̄3 = 4, a1 = b1 = c1 = 2,5 y a2 = b2 = c2 = 2,4.

El escenario simulado representa una situación física en la cual el cuadrirotor ha sido
perturbado por una corriente de aire que lo ha puesto en las siguientes condiciones iniciales:

φ(t0) = −25 o, θ(t0) = 30 o, ψ(t0) = −10 o,

ω1(t0) = 55 rad
s , ω2(t0) = −30 rad

s , ω3(t0) = 8 rad
s ,

x(t0) = 3 m, y(t0) = −5 m, z(t0) = 4 m,

vx(t0) = 5 m
s , vy(t0) = 7 m

s , vz(t0) = −4 m
s .

Las gráficas en la figura 4.6 muestran el comportamiento de los torques de control Γ1,2,3

aplicados para estabilizar la aeronave, reduciendo la inercia de las condiciones iniciales, y
luego orientarla de tal forma que alcance la posición del origen de coordenadas, es posible
observar que los valores no rebasan las cotas establecidas previamente y que en la realidad
se consideran para evitar daños en los actuadores. Así mismo se observa como alrededor
del segundo 2 y 12 los torques actúan primero para orientar la aeronave con el fin de
alcanzar la posición en el origen de coordenadas y luego para frenar el movimiento una
vez que la posición final ha sido alcanzada. En la segunda gráfica se muestran los valores
de los ángulos de Cardán que igualmente son llevados a los valores necesarios para lograr
el movimiento de traslación adecuado, en los primeros 4 segundos, y luego para detener
el movimiento, una vez que la posición es alcanzada, alrededor del segundo 12. La última
gráfica muestra el comportamiento de la velocidad angular, la cual corrobora la dinámica
descrita anteriormente. Se debe reiterar que, aunque la simulación del movimiento se realiza
utilizando el cuaternión, aquí se muestran los ángulos de Cardán para tener una mejor
comprensión del fenómeno y se prescinde de mostrar el cuaternión.

La figura 4.7 muestra, en la primera gráfica, la fuerza de sustentación y control de
traslación T . Aquí nuevamente es posible observar cómo el valor de T no sobrepasa la cota
establecida y tiene que mantenerse poco más de un segundo en su valor máximo para el
proceso de estabilización de la nave, donde se tiene que reducir la inercia debido a las
condiciones iniciales y luego contribuir para llevar a la aeronave al origen de coordenadas,
también se observa su variación para detener el movimiento una vez que se alcanzó la
posición final, cerca del minuto 12, como se mostró en la figura anterior. La segunda gráfica
muestra el comportamiento del vehículo en su movimiento de traslación para cada uno de
los ejes de coordenadas. Al principio es notorio que el punto de partida está en los valores
establecidos así como el desplazamiento debido a la inercia de las condiciones iniciales. Así
mismo llama la atención que el movimiento hacia el punto de equilibrio se lleva a cabo de
forma constante. Al segundo 12 es cuando alcanza los valores de estabilización y se puede
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Figura 4.6: Resultados de los torques de control, los ángulos de Cardán y las velocidades
angulares.
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Figura 4.7: Resultados del control T , la posición y la velocidad lineales.
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apreciar una perturbación que se supone es por la maniobra para frenar el movimiento.
La gráfica final muestra la evolución de las velocidades del vehículo, la forma que presenta
corrobora la dinámica del movimiento descrita anteriormente. Se puede observar que el
control cumple su función de estabilizar al sistema en el origen de coordenadas manteniendo
constante el valor de T para conservar la sustentación de la aeronave.

Se debe mencionar que el control de posición descrito anteriormente tienen la capacidad
de estabilizar la posición de un vehículo tipo VTOL en el origen de coordenadas de un
marco de referencia inercial, es decir, en un punto particular en el espacio. Sin embargo,
es posible hacer alguna consideración para extender el alcance de este control y dotarlo de
la capacidad de realizar seguimiento de trayectorias, definidas previamente, en el espacio
tridimensional, lo cual sería de gran utilidad si se piensa en aplicaciones prácticas. A
continuación se muestra como es posible realizar lo anterior.

4.3. Consideración para seguimiento de trayectorias de posi-
ción

Tomando en cuenta el rendimiento y la estructura que conforma el control de orientación
mostrado arriba en el presente capítulo, ahora es posible pensar en una ley de control para
seguimiento de trayectorias de posición, observando precisamente la forma que tiene el
control de orientación, el cual toma en cuenta los errores de posición y velocidad angulares,
entonces considerando los errores de posición y velocidad para el movimiento lineal, es
posible definir lo siguiente

pe = p− pd. (4.48)

De esta manera, realizando todo el desarrollo anterior para movimiento de traslación,
las ecuaciones (4.43)-(4.45) que describen el movimiento de traslación se pueden reformular
como sigue

Σx

{
ṗe1 = pe2 ,

ṗe2 = r1,
(4.49)

Σy

{
ṗe3 = pe4 ,

ṗe4 = r2,
(4.50)

Σz

{
ṗe5 = pe6 ,

ṗe6 = r3.
(4.51)

donde pe = (pe1 , pe2 , pe3 , pe4 , pe5 , pe6) = (x− xd, vx − vxd , y − yd, vy − vyd , z − zd, vz − vzd).
De esta manera, se tiene que la propuesta de control para seguimiento de trayectorias se
puede enunciar como sigue.
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Lema 2 Considere la dinámica del sistema expresado por las ecuaciones (4.49)-(4.51), y
considere las leyes de control con entradas acotadas

r1 := −σ1

{
a2satM1

[ 1
σ1

(a1pe1 + pe2)] + a1satM1
[ 1
σ1

(pe2)]
}
,

r2 := −σ2

{
b2satM1

[ 1
σ2

(b1pe3 + pe4)] + b1satM1
[ 1
σ2

(pe4)]
}
,

r3 := −σ3

{
c2satM1

[ 1
σ3

(c1pe5 + pe6)] + c1satM1
[ 1
σ3

(pe6)]
}
,

(4.52)

donde satM1
(·) está definida en (2.8), con M1 = 1. a(1,2), b(1,2), c(1,2) > 0 son parámetros

de sintonización definidos como en la ecuación (3.7) y los σi están dados por

σ1 = r̄1/(a1 + a2),

σ2 = r̄2/(b1 + b2),

σ3 = r̄3/(c1 + c2),

(4.53)

Entonces las leyes de control (4.52) estabilizan exponencialmente a los sistemas (4.49)-
(4.51) a los puntos de origen (pe1 , pe2) = (0, 0), (pe3 , pe4) = (0, 0) y (pe5 , pe6) = (0, 0).

Nuevamente, para probar la estabilidad del sistema de control anterior, se debe seguir
un procedimiento similar para la prueba del Teorema 3 del capítulo anterior.

Se debe observar que, como sucede para el control de orientación mostrado en este
capítulo, el control de seguimiento de trayectorias de posición mostrado anteriormente,
estabiliza la posición del vehículo aéreo en una magnitud de cero para los estados pej con
j ∈ (1, 2, ..., 6). Sin embargo, debido a la forma matemática en que estos estados están
definidos, pe = p− pd, donde el valor de error es la diferencia entre el valor real y el valor
deseado, lo que ocurre físicamente cuando esta diferencia es cero es que el valor real es
igual al valor deseado, es decir, el valor real del estado alcanza el valor deseado para él, con
lo que se consigue que los estados alcancen valores definidos previamente, que bien puede
ser un punto o bien una trayectoria definidos en el espacio tridimensional.

Como antes, es necesario realizar pruebas en simulación para corroborar que el com-
portamiento del VTOL sea como se espera, así como el rendimiento del control propuesto,
los resultados obtenidos se muestran a continuación.

4.3.1. Resultados en simulación

De nuevo, con el fin de probar la efectividad de la modificación de la ley de control de
traslación para su adaptación a seguimiento de trayectorias en el espacio, han sido real-
izadas pruebas en simulación donde las siguientes condiciones iniciales han sido tomadas
en consideración.
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Las condiciones iniciales de posición y velocidad tanto para el movimiento lineal como
para el movimiento rotacional del vehículo aéreo se establecieron con los siguientes valores

x = 3 m, y = −5 m, z = 4 m. (4.54)

vx = 5 m/s, vy = 7 m/s, vz = −4 m/s. (4.55)

φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦. (4.56)

ωx = 55 rad/s, ωy = −30 rad/s, ωz = 8 rad/s. (4.57)

Las magnitudes de los parámetros del modelo utilizado en la simulación son

m = 400gr

max|Γ1,2| = 2,02N ·m,

max|Γ3| = 0,75N ·m,

max|T | = 7N .

r̄1 = r̄2 = r̄3 = 4

a1 = 1,7, b1 = c1 = 2,1

a2 = 1,6, b2 = c2 = 2,0.

La trayectoria deseada que debe segir el vehículo aéreo en esta prueba para cada uno
de los ejes del marco de referencia inercial ha sido definida de la siguiente manera

xd = 2 cos (2π(0,1)t),

yd = 2 sen (2π(0,1)t),

zd = (0,2)t.

(4.58)

La primera gráfica de la figura 4.8 muestra el comportamiento de los torques de control
necesarios para llevar a cabo el seguimiento de la trayectoria deseada descrita anterior-
mente, es posible observar como en los primeros cuatro segundos, el accionar de los torques
es utilizado para estabilizar a la aeronave y reducir la inercia debido a las condiciones ini-
ciales, luego se utilizan para llevar al vehículo a los valores deseados y finalmente, a partir
del segundo 10 se observa un comportamiento regular en todos los torques que es debido a
la regularidad de las funciones que definen los valores de la posición deseada, en este caso,
las funciones trigonométricas seno y coseno definidas en la ecuación (4.58). En la segunda
gráfica mostrada en la figura, se puede observar las posiciones angulares necesarias para
que la aeronave pueda realizar el movimiento de seguimiento de la trayectoria deseada, en
correspondencia a los torques mostrados anteriormente, en los primeros segundos se nota
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Figura 4.8: Comportamiento de los torques de control, los ángulos de Cardán y las veloci-
dades angulares para el caso de seguimiento de trayectorias en el espacio.
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Figura 4.9: Comportamiento de la fuerza de sustentación T y de las componentes de posi-
ción para el caso de seguimiento de trayectorias en el espacio comparadas con los valores
deseados.

una posición angular utilizada para disminuir la inercia del vehículo, posteriormente, la
posición se ocupa para llevar el vehículo a la trayectoria deseada y a partir del segundo
10 se logra apreciar un movimiento regular necesario para alcanzar la trayectoria deseada
definida con las funciones regulares mencionadas anteriormente. La última gráfica muestra
el comportamiento de la velocidad angular, se observa que los valores, a excepción de la
parte final, no se separan demasiado del valor cero, es decir, para el movimiento deseado
no es necesario una velocidad angular significativa en ninguno de los ejes.

En la figura 4.9 se puede apreciar el comportamiento de la fuerza de sustentación T
que al mismo tiempo es una de las entradas de control, así como las posiciones lineales
para cada uno de los ejes. En cuanto al comportamiento de T es posible notar que, como
ocurre con los torques, al inicio del movimiento alcanza su valor máximo definido y lo
mantiene por un periodo de tiempo necesario para disminuir la inercia de las condiciones
iniciales, unos segundos después sus valores son utilizados para que el VTOL alcance la
trayectoria deseada. Es importante notar que, a partir del segundo 10, la magnitud de T
casi es constante, lo que quiere decir que los movimientos en el plano x− y se realizan casi
exclusivamente con los movimientos angulares, es decir, mediante el uso de los torque Γ1,2,3,
mientras que T se ocupa de la sustentación y lograr el empuje necesario para alcanzar el
valor zd, el cual aumenta con el tiempo, como se observa en las ecuaciones (4.58). Las tres
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Figura 4.10: Comportamiento de las componentes de velocidad para el caso de seguimiento
de trayectorias en el espacio comparadas con los valores deseados.

gráficas restantes de la figura 4.9, muestran las posiciones, en los tres ejes, comparadas con
los valores deseados, es posible observar que las posiciones en los ejes y y z son alcanzadas
sin mayor problema después de ocho segundos, como se verifica en las figuras anteriores.
Sin embargo, la posición en el eje x muestra un pequeño error para lograr el valor deseado
en varias secciones de la gráfica, el origen de este no ha sido identificado.

La figura 4.10 muestra el comportamiento de las velocidades en cada uno de los ejes
comparados con sus valores deseados, es claro para los casos vy y vz que el objetivo de
seguimiento se cumple satisfactoriamente poco antes de diez segundos. Sin embargo, el caso
para vx muestra un error que puede ser considerable para el seguimiento de trayectorias
de posición, este no pudo ser corregido en este trabajo.

Finalmente, la figura 4.11 muestra una gráfica de la evolución de la posición del vehículo
en el espacio tridimensional, es notorio el desfase provocado por el error entre el valor real
y el valor deseado en el eje X. Sin embargo, a pesar de este detalle, en general el control es
capaz de acercar notablemente los valores de posición a los valores deseados. Es un trabajo
futuro eliminar el error mostrado en estas figuras.
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Figura 4.11: Vista del comportamiento de la posición del vehículo en 3D comparada con
la posición deseada

4.4. Resultados experimentales

1En esta sección se muestran los resultados experimentales obtenidos con un modelo
cuadrirotor desarrollado en el Laboratorio de Control Avanzado de la Facultad de Ciencias
de la Electrónica por un grupo de estudiantes de maestría dirigidos por el Dr. J. Fermi
Guerrero Castellanos. Una amplia reseña de los detalles técnicos sobre la construcción del
vehículo están disponibles para consulta en el Apéndice B.

Es necesario mencionar que todas las pruebas han sido realizadas a campo abierto
con lo que las perturbaciones en este ambiente son considerables y ponen a prueba las
capacidades tanto del control, como de los elementos sensores y estructurales que integran
el vehículo cuadrirotor. adicionalmente, y no menos importante, es que en estas pruebas
el elemento utilizado para localizar la posición del vehículo es una unidad que utiliza el
sistema GPS, la cual tiene un margen de error de ±1

2m, que comparado con las dimensiones
del vehículo, en realidad es considerable, por lo que un punto en el espacio, bajo estas
condiciones, en realidad es una esfera de aproximadamente un metro de diámetro. Los
parámetros que caracterizan al prototipo utilizado en estas pruebas se proporcionan en la
tabla 4.1. La figura 4.12 muestra una fotografía del mini helicóptero de cuatro rotores, en
vuelo estacionario a una altura aproximada de 1 m, utilizado para realizar las pruebas en
tiempo real.

Entonces, la primera prueba experimental consistió en estabilizar al vehículo al punto
pd = (0, 0, 1,4m), punto expresado en el sistema de referencia inercial. Note que de manera

1Los resultados mostrados en esta sección fueron reportados en el trabajo de tesis de maestría [123]
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Tabla 4.1: Parámetros del mini helicóptero.
Parámetros Descripción Valor Unidades
m Masa 1.490 Kg
d Distancia .277 m
Jφ Componente inercial X 0.0343 Kg ·m2

Jθ Componente inercial Y 0.0343 Kg ·m2

Jψ Componente inercial Z 0.0529 Kg ·m2

b Cte. de proporcionalidad 8548 N/s
k Cte. de proporcionalidad 1898 N ·m/s

Figura 4.12: Vuelo estacionario del mini helicóptero de cuatro motores.
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Figura 4.13: Procedimiento de pruebas

intencional se decidió este punto el cual representa una altura baja ya que es aquí donde
se presenta una gran perturbación debido a la turbulencia generada por los rotores y, que
a la vez es una altura segura para realizar un aterrizaje de emergencia sin riesgo a dañar el
vehículo, con esto se pretende probar la robustez de la ley de control de orientación prop-
uesto en este capítulo. En la figura 4.13 es mostrado esquemáticamente el procedimiento
seguido para la realización de esta pruebas al cuadrirotor.

Los resultados experimentales de esta primera prueba son mostrados en las figuras 4.14
y 4.15. En estas se muestra el comportamiento del sistema en una prueba de 60 segundos
en los cuales se comienza con el despegue hasta un punto deseado, manteniéndose a una
altura determinada durante unos 40 segundos, para finalmente volver al punto de origen.
En la primera gráfica de la figura 4.14 muestra la evolución de los torques de control para
mantener la posición del vehículo en el punto deseado, se puede observar que sus valores
tienen una variación constante para mantener el sistema estable sin desplazamiento lateral.
La segunda gráfica muestra el comportamiento de la posición angular, se puede observar
que los ángulos de alabeo φ y cabeceo θ se mantienen aproximadamente alrededor del valor
cero con el fin de mantener la posición en el punto deseado, se observa que el ángulo de
guiñada ψ esta lejos del origen, sin embargo esto no afecta la posición en el espacio. La
tercera gráfica muestra el comportamiento de la velocidad angular, que se puede observar
corresponde a los torques en los movimientos.

La figura 4.15 muestra el comportamiento de la entrada de control adicional, la fuerza
de sustentación T , aquí se puede observar que la fuerza se mantiene alrededor del valor
14.5, que es el necesario para mantener en vuelo al vehículo y en las coordenadas del punto
deseado. Se debe notar que el valor de la fuerza T corresponde al peso del vehículo, como
se verifica de la tabla 4.1. La última gráfica en esta figura muestra la altura alcanzada,
alrededor de 1.5 metros sobre el piso, es posible apreciar que la posición tiene una variación
de unos 50 centímetros alrededor del valor deseado, sin embargo debe considerarse que las
pruebas se realizaron utilizando un sistema GPS para posición y el resultado entra en el
rango de error del dispositivo, además de las características propias en el funcionamiento
de los sensores y los actuadores del sistema.

Los siguientes resultados fueron obtenidos de la segunda prueba de la ley de control,
se observa el comportamiento del sistema durante 90 segundos, el movimiento comienza
con el despegue para luego ubicarse en un punto en el espacio, finalmente retorna al punto
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Figura 4.14: Resultados del control de torques Γ(1,2,3), los ángulos de Cardán y las veloci-
dades angulares.
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Figura 4.15: Resultados del control de sustentación T y la evolución de la posición en el
eje z.

de origen. En la figura 4.16 se presentan gráficas que muestran la evolución de los torques
de control así como la evolución de las variables correspondientes a los ángulos de Cardán
y la velocidad angular. En cuanto a la gráfica de torques, se puede observar la evolución
de estos, que son los que dirigen el movimiento angular del vehículo aéreo, con el fin de
alcanzar una posición en el espacio previamente determinada. Es posible observar que los
valores parten de cero y terminan en el mismo valor cuando termina la prueba, la variación
entre estos valores corresponden al cambio en los ángulos para posicionar al vehículo en
el punto deseado considerando que el sistema GPS utilizado para localizar la posición
tiene un considerable error comparado con las dimensiones de la aeronave. Las dos gráficas
siguientes muestran el comportamiento angular, en cuanto a la evolución de los ángulos,
como de las velocidades angulares, las medidas son proporcionadas por una unidad IMU
en el centro de masa del vehículo. Estas posiciones angulares son las provocadas por los
torques y que son necesarias para llevar al vehículo a la posición deseada, y en principio
es correspondiente con la gráfica de velocidades angulares de la última gráfica, también se
puede notar una anomalía en el comportamiento del ángulo de guiñada, sin embargo, esto
no afecta el rendimiento del control. Ambas gráficas comienzan con sus valores en cero y
terminan de la misma manera.

El control de sustentación (empuje) T , la posición y velocidad lineales alcanzadas,
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Figura 4.16: Resultados del control de torques Γ(1,2,3), los ángulos de Cardán y las veloci-
dades angulares.
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Figura 4.17: Resultados del control de sustentación T , la posición en el espacio y las
velocidades lineales.
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Figura 4.18: Gráfica de la evolución de la posición del vehículo aéreo en 3D.

respectivamente, se muestran en las gráficas de la figura 4.17. En cuanto al control de
sustentación, se nota el aumento en su magnitud con el fin de elevar la nave y luego
mantenerla en sustentación entre el segundo 20 y el 60, aproximadamente. La gráfica de
posición en el espacio, muestra variaciones en los ejes x y y propios de la dinámica de la
aeronave, en el eje z el movimiento se da en valores positivos, pues la aeronave considera
su punto de origen en el piso, por lo que no puede tomar valores negativos, solo al final
la gráfica muestra esta anomalía, sin embargo se considera un error en la medida del
sensor, al final, todos los valores de posición tienden al origen de coordenadas, como era
de esperarse. La tercera gráfica muestra el comportamiento de las velocidades según las
medidas proporcionadas por el GPS, en general se muestra una correspondencia con la
gráfica anterior. La figura 4.18, muestra gráficamente la evolución parcial de la posición
del cuadrirotor en el espacio de tres dimensiones.

Para concluir, se muestran los resultados obtenidos de la tercera prueba experimental
de la ley de control que consiste en partir del origen de coordenadas, seguir una trayecto-
ria para alcanzar cuatro puntos adicionales en el espacio y volver al origen, formando un
cuadrado en el espacio, todo esto en un lapso de 110 segundos. En la figura 4.19 se mues-
tran gráficas de la evolución correspondientes a los torques de control, además del compor-
tamiento de los ángulos de Cardán y las velocidades angulares. Los datos son obtenidos
del sistema IMU y corresponden a los torques aplicados para producir los ángulos necesar-
ios para el movimiento de traslación. La segunda gráfica muestra el comportamiento del
movimiento angular, es posible observar como los valores de los ángulos φ y θ no varian
ampliamente, solo lo necesario para lograr la traslación del vehículo a los puntos deseados,
también se observa una anomalía en el ángulo ψ, que en principio no afecta el movimiento
de la aeronave y bien puede tratarse de un error en la medición del sensor. En cuanto a las
velocidades angulares, mostradas en la última gráfica, estan relacionadas con los torques,
se puede observar una gran actividad por parte del vehículo para mantener la estabilidad
de la posición angular y alcanzar lo valores deseados de la posición en el espacio.
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Figura 4.19: Resultados del control de torques Γ(1,2,3), los ángulos de Cardán y las veloci-
dades angulares del experimento 3.
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Figura 4.20: Resultados del control de sustentación T , la posición en el espacio y las
velocidades lineales para el experimento 3.
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Figura 4.21: Resultados del control en tiempo real del movimiento del vehículo en 3D y los
puntos de posición deseados vistos en el plano x− y, para el experimento 3.

La figura 4.20 muestra gráficas del comportamiento del control de sustentación (em-
puje), así como de las variables posición y velocidad lineales, respectivamente. En cuanto
a la fuerza T , se observa el incremento en su magnitud hasta lograr la sustentación del
vehículo, así como variaciones que junto con el movimiento angular, producen la traslación
del VTOL, la magnitud se mantiene alrededor de 15N , en correspondencia con la masa
definida en la tabla 4.1. En la segunda gráfica es posible observar como las posiciones en
cada uno de los ejes varían de tal manera que el vehículo pueda alcanzar los valores de-
seados, en el caso de los valores en los ejes x y y, se observa una variación importante,
pues en ambos casos se alejan del origen de coordenadas, para el caso del eje z, los valores
permanecen alrededor de 2.5 m, pues la altura no varía cuando se trata de alcanzar los
puntos mencionados, a excepción del error introducido por el sistema GPS utilizado. La
gráfica de velocidad se corresponde con los valores de la posición.

Finalmente, la figura 4.21 muestra una gráfica de la trayectoria del vehículo en el espacio
de tres dimensiones, desde el inicio en el punto de origen hasta el punto que alcanza al
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final de la trayectoria, como antes, el hecho de no tocar exactamente el mismo punto del
inicio se debe principalmente al error del sistema GPS utilizado, y no necesariamente a
errores en el control. Adicionalmente, se ha incluido una gráfica en dos dimensiones, donde
se aprecian los puntos deseados y los valores correspondientes para los ejes x y y, en el
caso del valor en el eje z, este fue el mismo para todos los puntos.

Con esto se da por terminado el trabajo de tesis. En este, se propusieron leyes de
control, las cuales fueron probadas utilizando el formalismo de Lyapunov, adicionalmente,
se probaron en simulación para tener una aproximación a su comportamiento real, por
último, y que es una aporte importante de este trabajo, es que las leyes propuestas par
el movimiento del VTOL fueron probadas experimentalmente en tiempo real utilizando
un vehículo aéreo cuadrirotor construido para tal fin. Es claro que los resultados en sim-
ulación y en tiempo real no presentan el mismo comportamiento o el mismo rendimiento,
sin embargo, esto se debe en gran medida a las características de funcionamiento de los
elementos electrónicos y de sensores, así como la precisión del sistema GPS utilizado para
determinar la posición, que no obstante de ser bastante útil, para aplicaciones de control
de mini naves aéreas, no debe ser utilizada exclusivamente en aplicaciones de precisión.

122



Capítulo 5

Conclusiones

De lo expuesto anteriormente, se pueden establecer las siguientes conclusiones para cada
uno de los capítulos presentados en este trabajo de tesis.

Capítulo 1:

Se consiguió establecer y justificar teóricamente un modelo matemático que describe
el movimiento de los vehículos VTOL, que han sido tratados en este trabajo.

Capítulo 2:

Se ha logrado diseñar dos leyes de control de orientación inspirados en la naturaleza,
en particular en las características de vuelo de insectos, tomando en consideración
un paradigma distinto al control de vuelo convencional.

Además, las leyes de control propuestas son simples, basadas en una mayor cantidad
de información obtenida mediante un mayor número de sensores y no en procesos de
cálculo, con lo que se reduce el costo computacional.

En cada una de las propuestas de ley de control, su estabilidad ha sido probada uti-
lizando el formalismo de Lyapunov, con lo que se asegura su correcto funcionamiento.

Como una forma de corroborar lo anterior, también se consiguió construir un sim-
ulador computacional utilizando la herramienta Simulink/Matlab con la finalidad
de realizar pruebas en simulación de cada propuesta de control de orientación, los
resultados muestran el buen rendimiento de las propuesta de control.

Constituye uno de los aportes fundamentales de este trabajo, la posibilidad de probar
experimentalmente las propuestas de control en sistemas reales. En este trabajo se
muestran pruebas en tiempo real para los controles de orientación propuestos en este
capítulo utilizando uno de los vehículos cuadrirotor construidos en el Laboratorio
de Control Avanzado de la FCE-BUAP cuyos resultados muestran la efectividad de
estos controles.
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Los resultados obtenidos en este capítulo constituyen el contenido del artículo publi-
cado en la revista de investigación Micromachines que lleva por título “Biomimetic-
Based Output Feedback for Attitude Stabilization of Rigid Bodies: Real-Time Ex-
perimentation on a Quadrotor” (ver [107]), el cual constituye un requisito parcial
para la obtención del grado académico.

Capítulo 3:

Con el fin de proponer una ley de control de traslación efectiva, se consiguió aumentar
el rendimiento de sistemas de control denominados Cadena de integradores, mediante
un proceso dinámico de posicionamiento de polos, parte de este resultado ha sido
utilizado para la propuesta de traslación.

El resultado obtenido en este capítulo ha sido comparado con resultados de trabajos
previos importantes, con lo cual se considera su publicación futura.

Capítulo 4:

Se logró el diseño de una ley de control de orientación adicional con un alto rendimien-
to capaz de realizar seguimiento de trayectorias de orientación y que sirve de base
para la propuesta de ley de control de traslación.

Se consiguió diseñar una ley de control de posición la cual utiliza los sistemas de
cadenas de integradores en su funcionamiento.

Adicionalmente, tomando en consideración la estructura de la última propuesta de
control de orientación, se logró proponer una modificación a la ley de control de
traslación para extender sus capacidades al seguimiento de trayectorias en el espacio.

Se ha logrado establecer un conjunto de leyes de control, de orientción y traslación,
que por sus características pueden ser utilizadas en una amplia gama de vehículos
aéreos o, mediante algunas modificaciones, incluso en vehículos terrestres, submarinos
u otros sistemas que necesiten ser orientados o moverse en direcciones específicas.

La estabilidad de estas propuestas de control han sido probada utilizando de igual
manera el formalismo de Lyapunov, lo que asegura su correcto funcionamiento.

De la misma forma, el simulador computacional basado en Simulink/Matlab se utilizó
para realizar pruebas en simulación de cada propuesta de control presentada aquí,
los resultados aseguran el buen rendimiento del control.

Como antes, fue posible probar experimentalmente las propuestas de control en un
sistema real. Pruebas en tiempo real para los controles de orientación y traslación
han sido realizadas utilizando un segundo vehículo cuadrirotor construido igualmente
en el Laboratorio de Control Avanzado de la FCE-BUAP cuyos resultados muestran
el buen desempeño de estos controles.

Los resultados obtenidos de este capítulo también constituyen el contenido para una
publicación adicional futura.
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Apéndice A

Diseño de Simulador

Con el fin de contar con una herramienta virtual donde realizar pruebas del desempeño de
las propuestas de control en este trabajo de tesis, se desarrollo un simulador utilizando la
aplicación MATLAB/Simulink. Esta aplicación permite configurar mediante un ambiente
gráfico, los modelos matemáticos que describen el comportamiento del sistema a estudiar,
de una manera amigable al usuario, y cuenta con una buena cantidad de herramientas
adicionales que permiten la introducción de elementos necesarios para la completa manip-
ulación y observación del sistema a trabajar, dando como resultado una herramienta capaz
de describir el posible comportamiento del sistema estudiado bajo la acción de distintos
factores y mostrarlos de forma gráfica. Mediante la utilización de diagramas a bloques han
sido representados los modelos matemáticos utilizados en este trabajo, las ecuaciones que
describen el comportamiento del sistema están expresadas en estos diagramas de tal man-
era que el vehículo se comporta según la descripción de estas, en cada instante de tiempo.
De la misma manera, se utilizan bloques para introducir los controles, tanto de orientación
como de traslación, que han sido analizados. Adicionalmente, esta aplicación cuenta con
una librería denominada V-Realm builder, la cual permite desarrollar una animación del
sistema real y mostrar en imagen el comportamiento del sistema simulado, lo cual propor-
ciona información valiosa sobre el rendimiento de los controles probados de esta manera,
sin necesidad de poner en riesgo el dispositivo real, lo cual supone un ahorro considerable
de recursos.

A.1. Presentación de resultados

La forma en cómo la herramienta MATLAB/Simulink presenta los resultados de las sim-
ulaciones realizadas se puede observar en la figura A.1, en estas gráficas se muestra la
información de tal y cómo evolucionan las variables de estado del sistema durante la sim-
ulación, dando una idea de la forma en cómo se comportaría en una situación real en
condiciones determinadas, al mismo tiempo, se puede observar, de la misma manera, el
rendimiento de las propuestas de control probadas en esta situación y es posible ajustar
algunos parámetros para mejorar su desempeño, lo cual proporciona una forma de asegurar
que las propuestas funcionen de mejor manera cuando se tengan que realizar las pruebas
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Figura A.1: Ejemplos de cómo son presentados los resultados en simulación usando MAT-
LAB/Simulink.
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en situaciones reales. En el inciso (a) se puede observar el desempeño de los torques de
control para estabilizar el sistema en los valores requeridos, el resto de los incisos muestran
los valores de las variables de estado del sistema, tales como posiciones y velocidades, tanto
para el movimiento rotacional como el movimiento traslacional en situaciones que serán
descritos en capítulos subsiguientes.

En general, las gráficas proporcionan la información de cada uno de los parámetros o
variables que se necesitan conocer para la correcta interpretación de resultados, de esta
manera es posible verificar de forma rápida el efecto que tiene en el comportamiento del
sistema la variación en el valor de los parámetros que pueden ser manipulados con el fin de
mejorar el rendimiento del control. Finalmente, los resultados pueden ser mostrados con
la calidad suficiente para su análisis.

A.2. Animación

La aplicación V-Realm builder tiene el propósito de crear imágenes en tres dimensiones
mediante la combinación de figuras geométricas básicas, las cuales pueden ser manipuladas
en varias de sus características, como son dimensiones, posición, orientación, color, etc.,
estas figuras pueden ser vinculadas o no unas con otras para lograr efectos deseados en la
animación. En la figura A.2 se puede observar una imagen muestra del vehículo Cuadrirotor
virtual que se implementó en esta aplicación, así como una vista de cómo se observa una
ves que se utiliza en Simulink, lo anterior se realiza con el fin de lograr visualizar del
comportamiento del sistema bajo las condiciones establecidas para la simulación, es decir,
observar el movimiento del vehículo determinado por el modelo matemático presentado
anteriormente, así como el efecto que tienen los controles propuestos, su rendimiento y
cómo varían estos bajo modificaciones en los valores de sus parámetros, así como también
los efectos producidos por perturbaciones o alguna otra condición particular de interés.
Todo esto es posible gracias a una característica importante con que cuenta esta aplicación,
esta consiste en que el movimiento de los objetos creados con ella pueden ser vinculados con
los diagramas a bloques diseñados en Simulink, con lo cual se puede observar el movimiento
de los objetos dependiendo totalmente de las ecuaciones del modelo establecido, al mismo
tiempo que es posible agregar más características a la simulación, como pueden ser la
consideración de perturbaciones adicionales o la manipulación del objeto con dispositivos
de control manual como joystick o algún otro elemento.

Adicionalmente, se hace uso de una animación creada para presentar algunos resultados
de [16], esto es por la capacidad de esta para trazar la trayectoria realizada por el vehículo,
característica con que todavía no cuenta V-Realm builder de MATLAB. La figura A.3
muestra un ejemplo de la característica mencionada, la cual fue presentada en el trabajo
de tesis [124].
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(a)

(b)

Figura A.2: Animación de un Cuadrirotor realizado en V-Realm builder y en (b) una vista
de como se observa al vincularse con el diagrama a bloques de Simulink.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura A.3: Última parte de una trayectoria de aeronave vista desde distintas perspectivas.
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Apéndice B

Características técnicas del vehículo
cuadrirotor

1En este Apéndice se describen los componetes básicos de la plataforma experimental
desarrollada en el Laboratorio de Control Avanzado, la Figura B.3 muestra el vehículo
aereo desarrollado con el propósito de realizar pruebas de propuestas de control.

B.1. Sistema VTOL

En la Figura B.1 se observa el diagrama a bloques del sistema completo.
El sistema aéreo es un mini helicóptero cuadrirrotor constituido por la plataforma

experimental, motores, variadores, hélices, sistema inercial (AHRS) y la FPGA que se
encarga del procesamiento del control propuesto.

B.1.1. Descripción de la plataforma experimental

El prototipo se basa en una estructura mecánica en forma de cruz de fibra de carbono
y cuenta con un amplio espacio para la instalación de los componentes electrónicos, de
control y comunicaciones, incluida una cámara de video. Los elementos que componen
la plataforma experimental se muestran en la tabla B.1 y en la Fig. B.4 se muestra la
plataforma experimental.

En Fig. B.5 se observa un esquema gráfico completo del sistema y la ley de control
acoplados; la ley de control es ejecutada en una tarjeta Pipistrello Spartan 6 FPGA LX45-
3 de la compañia Saanlima Electrónica en el cual se implemento un microprocesador em-
bebido (MicroBlaze). Se usa un Sistema de Referencia de Actitud y Rumbo (AHRS por
sus siglas en ingles Attitude and Heading Reference System) y un GPS. Los datos de los
sensores inerciales y GPS se fusionan mediante un filtro extendido de Kalman, que permite

1El contenido de este apéndice está tomado en su mayoria del capítulo 5 del trabajo de tesis de maestría
[123].
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Figura B.1: Diagrama a bloques del sistema.
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Figura B.2: Esquema completo del sistema y el control.

132



B.1. SISTEMA VTOL

Figura B.3: Mini helicóptero de cuatro rotores.

Figura B.4: Partes principales del mini helicóptero de cuatro rotores.

133



APÉNDICE B. CARACTERÍSTICAS TÉCNICAS DEL VEHÍCULO CUADRIROTOR

Figura B.5: Esquema completo del sistema y el control.

obtener una buena estimación de la actitud, posición y velocidad en un sistema de refer-
encia local NED (Norte, Este y Hacia abajo). La calidad de esta estimación es primordial
ya que estos datos son utilizados directamente por las leyes de control.

El sistema de navegación estima las variables de estado a una taza de transmisión de
100Hz. Se utiliza una modulo Xbee vinculado con una estación en tierra (PC) por un
puerto serial para el intercambio de los datos. Se tienen cuatro módulos de potencia que se
utilizan para accionar los motores por medio de una señal PWM cuya frecuencia se fija a
500 Hz. La fuente de alimentación de todo el sistema es dada por una batería de Polímero
de Litio (LiPo) de 11,1 voltios.

B.1.2. Estructura mecánica del mini helicóptero de cuatro motores

Se adquirió una estructura nueva para el desarrollo del mini helicóptero de cuatro
rotores debido a las dimensiones y peso; la cual está diseñada de fibra de carbono. Fue
ensamblada por el grupo de control puesto que no se contó con los medios para diseñar
una estructura propia. Las características del mini helicóptero se observan en la tabla B.1.
La bandeja de la batería puede acomodar una amplia gama de tamaños de la misma para
que pueda estar seguro de obtener el tiempo de vuelo que desee. En un batería de 3S
2100mAh se puede esperar cerca de 8 minutos de vuelo por carga.

B.2. Diseño e implementación de la tarjeta de control de vue-
lo

A continuación se describe el diseño de la tarjeta que interconectará todos los
dispositivos que se a utilizaron para el control del mini helicóptero de cuatro motores.
Para lo cual se tomó en cuenta como dimensiones (100mm× 85mm) y un peso de (10grs),
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por lo que para cumplir con las características se hizo una tarjeta en doble capa para los
componentes electrónicos, que se interconecta con la tarjeta del FPGA, y otra tarjeta
exclusivamente para la alimentación del control del vehículo.

Se utilizó el programa EAGLE, de las siglas en Inglés(Easily Applicable Graphical
Layout Editor) que es un programa de diseño de diagramas, circuitos impresos y tarjetas
de circuito impreso PCB´s de las siglas en Inglés (Printed Circuit Board). Muy ocupado
alrededor del mundo de los proyectos electrónicos DiY, debido a que muchas versiones de
este programa tienen una licencia Freeware y gran cantidad de bibliotecas de componentes
alrededor de la red.

Entre los componentes que conforman la tarjeta tenemos:

Integrado MAX3232CP

Cinco capacitores cerámicos de 0,1µf a 50V

Circuito integrado 7805T

XBEE-PRO

FPGA Spartan 6

Pines de conexión

Resistencia de 1kΩ

Diodo 1N4148

En las figuras que se muestran a continuación podemos ver el diseño de la placa de
doble capa Fig.B.6, la placa que es la alimentación y por último la placa completa en sus
dos vistas Fig. B.7.

B.3. Tarjeta de desarrollo Pipistrello

Pipistrello es una placa de desarrollo con un FPGA Xilinx Spartan 6 LX45-3, diseñada
por Saanlima Electrónica; es un kit de la familia Xilinx que viene con un catalogo de IP
cores, que incluye microprocesador soft MB, incluye el Software Development Kit (SDK)
basado en el entorno “Eclipse” para escribir y depurar código.El diseño demanda periféricos
que se diseñarán en el entorno Embedded Development Kit (EDK) y los ya incluidos hacen
que la tarjeta sea ideal para la implementación en el cuadrirotor, así como en el apartado
del FPGA las principales características de la misma.

Se eligió en particular esta tarjeta debido al peso, tamaño, velocidad, puertos, número
de entradas y salidas, capacidad de memoria, etc. A continuación veremos algunas de las
características del dispositivo.

Spartan 6 FPGA con 6 puertos, E/S generales (GPIO): 91 FPGA GPIO y 8 EZ-USB
FX2 GPIO
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Figura B.6: Vista de la cara superior e inferior de la placa de la tarjeta: a)Vista superior,
b)Vista inferior.

Figura B.7: Placa de alimentación y tarjeta completa.
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Figura B.8: Tarjeta Pipistrello FPGA SPARTAN 6.

Velocidad (480 Mbit/s) Interfaz USB por conector Mini-USB (tipo B)

La tarjeta tiene 48 E/S disponibles, 128 Mbytes DDR2 SDRAM y 400 MHz de
frecuencia de reloj

Ancho de bus 16 bits y hasta 24 MBytes/seg por USB

Fuente de alimentación externa entre 1.2V a 3.3V y 300mA a 800mA

Configuración de la FPGA/programación a través de USB

Interfaz HDMI completo utilizando un tipo de 19-pin conector HDMI.

Interfaz PMOD: Conector PMOD doble fila que permite el uso de una amplia gama
de dispositivos PMOD y posee 10 E/S.

Socket MicroSD para memoria ampliable flash (SDHC) estándar y de alta capacidad
(compatibilidad con el modo SPI requerido)

128 Kbit EEPROM (puede ser usado para almacenar el firmware EZ-USB)

En la Fig. B.8 se muestra la tarjeta de desarrollo de desarrollo Pipistrello.

B.4. Sistema de navegacion asistido por GPS 3DM-GX3-45

El Sistema de navegación es un sistema de alto rendimiento que combina sensores
inerciales MEMS entre los cuales está un Sistema de Referencia de Actitud y Rumbo
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Figura B.9: Unidad de Medición (AHRS).

(AHRS por sus siglas en inglés Attitude and Heading Reference System), un receptor
integrado GPS de alta sensibilidad, y un Filtro extendido de Kalman para generar una
posición óptima, velocidad y actitud estimadas. Esta combinación de tecnologías da un
mejor rendimiento de la salida GPS a corto plazo; sostiene el rendimiento de la actitud
de G, y proporciona una mayor tasa de datos de PVA que el GPS típico y los sensores
AHRS por separado.

La elección de la Unidad de medición GPS 3DM-GX3-45 mostrada en la Fig. B.9 y
cuyas características se dan en la tabla B.2, se hizo en base a su tamaño, rango de medida
y bajo consumo de potencia.

Posición exacta, velocidad y actitud estimados.

Frecuencia de muestreo de alta velocidad y salidas de datos flexible.

Alto rendimiento bajo vibración y alta gravedad.

Pequeño y ligero del tipo industrial GPS/INS.

Esta unidad utiliza girómetros triaxiales para seguir la orientación dinámica y acel-
erómetros junto con magnetómetros triaxiales para seguir la orientación estática; el mi-
croprocesador incorporado contiene un algoritmo de filtrado empotrado, el cual mezcla
en tiempo real las señales estáticas y respuestas dinámicas de los sensores lo que provee
una rápida respuesta contra vibraciones y movimientos rápidos, eliminando así el desvío
en la orientación medida. Esta provee compensación de temperatura completa para los
sensores que la conforman, asegurando así un correcto funcionamiento sobre un amplio
rango de temperaturas. La Fig. B.10 muestra un diagrama a bloques de los dispositivos
que conforman.

La Unidad de medición proporciona la orientación de su sistema coordenado con
respecto al sistema coordenado NED (Norte, Este, Dirección al centro de la tierra)
mostrado en la Fig. B.11.

Si se orienta al sistema local coordenado de la Unidad de medición dado en la Fig.
B.12, de tal forma que su eje Z esté apuntando hacia abajo a través del centro de la
Tierra, su eje X esté apuntando al Norte y su eje Y esté apuntando al Este; se tendrá
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Figura B.10: Dispositivos que conforman el sistema de navegación.

Figura B.11: Sistema coordenado terrestre.
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Figura B.12: Sistema local coordenado de la Unidad de medición.

entonces a la Unidad de medición alineada con el sistema coordenado de la Tierra. A
tal orientación, la Unidad de medición estará proporcionando el llamado “cuaternión
identidad” (q = [±1 0 0 0]T ), lo cual significa que los ángulos de Pitch, Roll y Yaw son
igual a cero. Si se comienza a rotar a la Unidad de medición, se empezarán a obtener
ángulos distintos de cero.

La información de orientación proporcionada por la Unidad de medición correspondi-
ente al cuaternión giro-estabilizado con vectores, es entregada en una cadena de 31 bytes,
cada vez que la computadora huésped se lo pide mediante un comando específico. Dichos
bytes son enviados vía protocolo RS-232 ó RS-485 al dispositivo donde serán procesados
posteriormente. Para tal enlace se emplea el formato de 8 bits de datos y un bit de parada,
los cuales son enviados a una velocidad de 75,000 baudios a través de las señales Tx y Rx
respectivamente.

Recepción de información de orientación de la AHRS

La información de orientación del cuadrirotor proporcionada por la AHRS llega al
microprocesador cada vez que éste se lo pide, para ello la co-sentencia encargada de
dicha tarea envía un comando específico a la AHRS y espera a que ésta le conteste con
un determinado número de bytes dependiendo de la información orientación solicitada
mediante dicho comando. La estructura de control empleada para estabilizar la orientación
del cuadrirotor, dada por la ecuación (B.1), utiliza al cuaternión de error qe y a las com-
ponentes de velocidad angular ωi para hacer el cálculo de los torques de control Γ(φ, θ, ψ).
El cuaternión de error qe se obtiene a partir de la multiplicación entre los cuaterniones de
referencia qd y medido qm, tal como lo establece la ecuación que se muestra a continuación.

qe = q ⊗ q−1
d (B.1)

Es por ello que para adquirir el cuaternión medido qm y las componentes de velocidad
angular !i, dicha tarea envía el comando 0x0C a la AHRS, a lo cual ésta responde con la
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información de orientación correspondiente al Cuaternión giro-estabilizado con vectores.
Tal información es entregada en una cadena de 31 bytes.

La información concerniente a cada elemento del cuaternión y a cada vector, está
representada en un entero con signo de 16 bits conformado por los bytes MSB y LSB
. Por lo tanto se debe concatenar dicha información y multiplicarla por un determinado
factor para dimensionarla a las unidades requeridas, tal proceso se describe en la Fig. B.13.
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Figura B.13: Recepción, concatenación y dimensionamiento de la información de ori-
entación recibida.

B.5. Sistema de propulsión

El sistema de propulsión está compuesto por cuatro motores sin escobillas de corriente
directa Brushless (BLDC) y los variadores de velocidad. Estos motores son conmutados
electrónicamente. Los motores BLDC son un tipo de motor síncrono, esto significa que el
campo magnético generado por el estator y el campo magnético generado por el rotor gira a
la misma frecuencia, por lo que no experimentan el “resbalón” que se presenta normalmente
en los motores de inducción. En nuestro caso ocuparemos el brushless (BLDC) Hobbylord
ST2812 Motor 930KV.

B.5.1. Motores brushless

Los motores síncronos tal como los motores BLDC, están conformados por el estator
o carcasa y una parte móvil que es el rotor. El rotor es donde se encuentran los imanes
permanentes y en el estator van dispuestos los bobinados de hilo conductor. La imagen
refleja una sección de uno de estos motores en donde puede verse la disposición de los
bobinados y los imanes permanentes (que en este caso son de neodimio). Los diversos
tipos de máquinas trifásicas de CA, en su mayoría tienen el mismo tipo de estator, es el
rotor el cual es diferente.

En este tipo de motor la corriente eléctrica pasa directamente por los bobina-
dos del estator o carcasa, esta corriente eléctrica genera un campo electromagnético
que interacciona con el campo magnético creado por los imanes permanentes del ro-
tor, haciendo que aparezca una fuerza que hace girar al rotor y por lo tanto al eje del motor.
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Figura B.14: Motor brushless (BLDC).

El variador electrónico controlará que el rotor gire sea cual sea su posición; lo que hace
básicamente es ver en qué posición se encuentra el rotor en cada momento, para hacer que
la corriente que le llegue sea la adecuada para provocar el movimiento de rotación que
le corresponde. Esto es posible gracias a unos sensores en el motor, o también mediante
la respuesta obtenida, o mejor dicho, observación de cómo se comporta la corriente del
motor. Por este motivo, los variadores empleados en este tipo de motores son algo más
complicados que los utilizados en brushed, ya que deben analizar la respuesta y los datos
de funcionamiento del motor según están teniendo lugar, es decir, en tiempo real.

En la Fig. B.15 se muestra la interfaz gráfica diseñada en el software MATLAB Simulink
para obtener del Sistema de Referencia de Actitud y Rumbo (AHRS) los datos de LLH,
altura, empuje, cuaterniones, ángulos de Euler, velocidad angular, torques de control.
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Tabla B.1: Características del mini helicóptero.
Descripción de la plataforma experimental
Distancia entre ejes: 550mm
Altura: 305mm
Peso: 1490 gramos
Capacidad de carga: 200-500gramos
Batería: 11.1V 3300mAh

Tabla B.2: Características de la IMU 3DM-GX3-45.
Características
Rango de orientación Escala completa de 360◦ para los tres ejes
Rango de velocidad angular +/− 360◦/s (max)
Resolución del convertidor A/D 12 bits
Resolución de los ángulos de orientación < 0,1◦

Voltaje de alimentación 5.2 a 12 VCD
Peso 40 grs.

Figura B.15: Interfaz gráfica.
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Apéndice C

Teoría de estabilidad de Liapunov

C.1. Concepto de punto de equilibrio

1 Una definición general de punto de equilibrio válida para sistemas lineales y no-
lineales, se puede expresar como aquel estado xe que una vez alcanzado por el sistema,
éste permanece allí todo el tiempo futuro, a menos que el sistema fuese perturbado, en
cuyo caso puede ocurrir que el sistema tenga la tendencia de regresar a él en algún tiempo
o por el contrario alejarse rápidamente de allí, siéndole imposible volver en un tiempo finito
de manera «libre», es decir, solo podría volver al aplicársele algunas «fuerzas de control».
Esto sucede debido a las enormes diferencias que pueden existir entre un tipo de estado de
equilibrio y otro y que serán brevemente abordadas en ésta sección para el caso libre, pero
que fácilmente puede ser adaptadas para sistemas autónomos.

Para un sistema no-lineal libre la ecuación de estado depende explícitamente del tiempo,
esto es, ẋ = f(x, t) y una solución debe tomar en cuenta no solo una condición inicial x0

sino también un tiempo inicial t0, es decir, x(t; x0, t0); el tiempo es un parámetro explícito
que influye en los valores de la rapidez de cambio de las variables dinámicas de manera
que, lo que es válido para cierta condición inicial en un momento dado, puede no serlo
en otro momento ya que la propia condición inicial puede haber cambiado y no se puede
partir de ella en un momento posterior; así que, el retrato fase para un sistema libre no
permanece invariante con el tiempo, podemos decir, si se me permite usar la expresión,
que el retrato fase «envejece», deja de ser una fotografía para convertirse en una película y
solo podríamos analizar configuraciones instantáneas; esto ocurre por ejemplo en sistemas
disipativos, en cambio en sistemas estacionarios, el retrato fase es invariante en el tiempo.
La consecuencia de esto es que estados de equilibrio estables pueden volverse inestables al
transcurrir el tiempo y viceversa.

Aún así se espera que la rapidez de cambio del vector de estado, x(t; x0, t0) sea muy
pequeña cuando se está muy cerca de algún punto de equilibrio y aunque ésto no sea
completamente cierto para algunos tipos de puntos de equilibrio(sobre todo porque el
tiempo influye en la configuración de esa región), sí debe ocurrir que exactamente sobre
él ésta rapidez de cambio es cero, es decir, ẋ = 0, por lo que, aplicando la ec. de estado

1Este Apéndice fue tomado del Apéndice B de [125].
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ẋ = f(x, t) en esos puntos debe ocurrir que f(xe) = 0 como queda establecido en la siguiente
definición [126]:

Definición 2 . Punto de equilibrio (o estado de equilibrio). Se dice que el estado
xe es un punto de equilibrio del sistema no-lineal libre

ẋ = f(x, t) (C.1)
x(t0; x0, t0) = x0

si f(xe) = 0 ∀t ≥ t0.

Vemos que el punto de equilibrio es de hecho una solución de la ec. de estado para
cuando ẋ = 0, por lo que también es llamado «solución de equilibrio» o «punto crítico».
Una característica distintiva de los sistemas dinámicos no-lineales es que, a diferencia de los
sistemas lineales, poseen varios puntos de equilibrio cada uno con características topológicas
propias.

C.2. Conceptos de estabilidad

El que un sistema esté en un estado de equilibrio no significa que tiene una fuerte
tendencia de permanecer allí en cualesquiera circunstancias. El equilibrio puede ser alterado
por diversas razones y la forma en que un sistema responderá cuando sea ligeramente
desviado de un estado de equilibrio puede ser muy diversa y definirá el tipo de estabilidad
presente, el cual puede determinarse observando cómo se comportan las soluciones cerca
de dicho punto; esos tipos de estados de equilibrio serán definidos en esta sección.

El concepto de estabilidad queda entonces vinculado a la idea de la mayor o menor
capacidad de un sistema de volver al equilibrio después de que éste haya sido alterado por
las razones que sean. Conocer la estabilidad (o inestabilidad) de los estados de equilibrio
de un sistema dinámico ha sido objeto de estudio de tantos matemáticos, físicos y as-
trónomos a lo largo de la historia. Un problema de gran interés fue precisamente averiguar
las condiciones de estabilidad de las órbitas planetarias del sistema solar. Los trabajos de
Kepler acerca del movimiento de un cuerpo en un campo de fuerzas central, que después
fue generalizado como «el problema de estabilidad de N-cuerpos»; el teorema de Bertrand
que establece las condiciones para la estabilidad de órbitas cerradas cuando el potencial de
atracción es de una forma inversamente proporcional al cuadrado de la distancia (proble-
ma de Kepler) o de la forma de la ley de Hooke; fueron trabajos muy importantes en ese
sentido2. Sin embargo, era preciso tener principios más generales acerca de la estabilidad
del movimiento mecánico.

Fue Torricelli uno de los primeros en establecer formalmente el llamado principio de
la energía total mínima, según el cual un sistema de cuerpos estuvo en un estado de

2Ver Goldstein. Mecánica Clásica. Cap.3, secc.10.7 y cap.11. También Landau y Lifschitz. Mechanics.
Cap. III, secc. 14 y 15.
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equilibrio «estable» si estuvo en un estado de energía total mínima (localmente). En otras
palabras, si la razón de cambio dE(x(t))/dt de la energía E(x) de un sistema físico aislado
es negativa para todo estado posible x, excepto para un estado de equilibrio particular
xe, entonces la energía decrecerá continuamente hasta asumir finalmente su valor mínimo
E(xe) y xe será un estado de equilibrio estable. Laplace y Lagrange mostraron que si el
sistema era conservativo (esto es, que la energía total se conserva, por lo que E = E(x)),
entonces un estado en el que la energía cinética fuera cero y la energía potencial mínima,
era un estado de equilibrio estable. Muchos otros mostraron que el principio de energía total
mínima era válido también cuando el sistema fuese disipativo, esto es, cuando la energía
total decrece mientras el sistema se mueve a lo largo de alguna trayectoria del espacio
fase, en cuyo caso E = E(x(t), t) 3 , por lo que un sistema disipativo que sea levemente
perturbado de su estado de equilibrio siempre regresará a él.

En 1892 se publica la tesis doctoral del matemático ruso A.M. Liapunov que en la tra-
ducción francesa de 1907 es titulada “El problema general de la estabilidad del movimiento”,
en la que estudia ciertos problemas planteados por Henri Poincaré acerca de la determi-
nación de configuraciones estables de cuerpos fluidos en rotación. Liapunov desarrolla lo
que hoy se conoce como “segundo método” o “método directo” y que tiene que ver con el
análisis de la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales sin conocer la for-
ma explícita de dichas soluciones4. Parte del mismo principio de energía mínima, pero las
condiciones que establece para la estabilidad, son independientes del concepto físico de
energía; así, no es exactamente la «función energía» la que debe alcanzar su mínimo valor
en un estado de equilibrio como condición para que éste sea estable, sino que lo mismo
ocurrirá si existe, en general, cualquier otra función, llamada hoy «función de Liapunov»
V(x, t), que satisfaga condiciones similares en dicho estado. En algunos casos es suficiente,
pero no siempre es necesario, tomar V = E. Más adelante analizaremos las propiedades
que deben cumplir las funciones de Liapunov para ser de «tipo energía».

Ésta generalización matemática de Liapunov, al desprenderse del concepto físico de en-
ergía, es al mismo tiempo una generalización al estudio de sistemas dinámicos que trascien-
den el ámbito de lo puramente mecánico y permite analizar los problemas de estabilidad
de sistemas de tipo químico, biológico o social, por ejemplo, con las mismas herramientas.
El llamado segundo método permite el estudio cualitativo de la estabilidad de un estado de
equilibrio y constituye el punto de partida para estudios cuantitativos cuando consideramos
la forma explicita de las soluciones y su comportamiento ante perturbaciones.

Es necesario, primeramente, establecer el concepto de estabilidad en el sentido de Lia-
punov [127], [126], [128], [129] y los diversos tipos de estabilidad que puede presentar un
estado de equilibrio.

Definición 3 . Estabilidad. Un estado de equilibrio xe del Sistema no lineal (C.1), es
estable si para toda ε-vecindad de xe, existe otra δ-vecindad, tal que si x0 está dentro de

3Según la regla de la cadena:
d
dt
E(x) = dE(x)

dx
dx(t)
dt

= dE
dx

ẋ
y
d
dt
E(x, t) = ∂E

∂x
ẋ + ∂E

∂t
4El llamado “primer método” de Liapunov trata los problemas de estabilidad conociendo explícitamente

las soluciones de una ecuación diferencial.
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S(xe, δ), entonces x(t) está dentro de S(xe, ε) para todo t ≥ t0.
En otras palabras, para todo número real ε > 0 existe un número real δ(ε, t0) \

si ‖x0 − xe‖ < δ entonces ‖x(t; x0, t0)− xe‖ < ε ∀t ≥ t0

Si ésta condición no se cumple, el estado es inestable.

En la Figura (C.1) se ilustra ésta definición. Vemos que éste concepto de estabilidad
es un concepto local, de hecho lo que establece es la dependencia continua de la solución
respecto a las condiciones iniciales en la vecindad del punto de equilibrio; de manera que,
toda solución que inicia en una δ-vecindad de xe, permanece en una ε-vecindad de xe todo
el tiempo futuro. Sin embargo, no podemos afirmar a priori que la situación será igual
escogiendo un δ demasiado grande y solo podemos afirmar su validéz para vecindades de
xe.

d

e

XeX0

Figura C.1: Definición de estabilidad en el sentido de Liapunov.

Por otro lado, como vemos, el δ escogido puede depender no solo del ε dado, sino del
tiempo «inicial» del movimiento estudiado, es decir, dado un ε, el conjunto de condiciones
iniciales que permiten a las soluciones permanecer en dicha ε-vecindad puede ir cambiando
al transcurrir el tiempo y si por ejemplo δ fuera disminuyendo con el tiempo, cada vez
habrían menos condiciones iniciales que hagan posible que las soluciones permanezcan
en la ε-vecindad, con lo que el punto de equilibrio se estaría volviendo menos estable al
transcurrir el tiempo. Al contrario, el punto de equilibrio podría volverse más estable si
δ creciera con el tiempo. Ésto sugiere un tipo especial de estabilidad que es definida a
continuación [126]:

Definición 4 . Estabilidad uniforme. El estado de equilibrio xe del Sistema no-lineal
(C.1), es llamado punto de equilibrio uniformemente estable (en t), si el número δ de la
definición anterior puede ser escogido sin depender de t0.

Ésta definición recoge el hecho de que el punto de equilibrio no se vuelve menos (o más)
estable al transcurrir el tiempo, por lo que la δ-vecindad permanece fija en el tiempo.
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En la mayoría de las aplicaciones prácticas, uno está interesado que las soluciones no
solo se mantengan en una ε-vecindad de xe todo el tiempo, sino que el sistema tenga una
mayor estabilidad y con el tiempo regrese al estado de equilibrio aún después de haber
sufrido una pequeña perturbación. Ésto lo establece la siguiente definición [127], [126],
[128]:

Definición 5 . Estabilidad asintótica. Un estado de equilibrio xe del Sistema no-lineal
(C.1), es asintóticamente estable si
i) es estable y
ii) todo movimiento que inicia suficientemente cerca de xe, converge a xe cuando t→∞,
es decir, existe un número real r(t0) > 0 \

si ‖x0 − xe‖ < r entonces ĺım
t→∞
‖x(t; x0, t0)− xe‖ = 0

En otras palabras, podemos decir que siempre podremos encontrar un tiempo T para
cada solución que inicia dentro de S(xe, r) a partir del cual la solución cae dentro de
una región S(xe, ν), para cualquier ν escogido por mas pequeño que sea. Esto es, ∀ ν >
0 ∃ T (ν,x0, t0) \

si ‖x0 − xe‖ < r entonces ‖x(t; x0, t0)− xe‖ < ν ∀ t ≥ t0 + T

La Figura (C.2) ilustra ésta definición. De nuevo observamos que la estabilidad asin-
tótica es también un concepto local, pues no podemos afirmar su validéz para r demasiado
grande.

d=r

n
e

xe

t +T( ,x
, )

0
0n t0

t
t0

x0

Figura C.2: Definición de estabilidad asintótica.

El conjunto de condiciones iniciales S(xe, r(t0)) que convergen al punto de equilibrio
es llamado dominio de atracción o región de atracción de xe en t0. Para los sistemas
autónomos ésta región es invariante en el tiempo.

Es importante anotar que la definición de estabilidad asintótica establece explícitamente
en (i) el requisito de que el punto debe ser estable en el sentido de la Definición 3, debido
a que existen sistemas que aún cumpliendo (ii) no implican la estabilidad del punto de
equilibrio.
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Volviendo a la Fig. C.2, podemos intuir fácilmente que algunas trayectorias pueden
converger a xe más rápido que otras, dependiendo de la condición inicial de la cual parte
cada una; particularmente, aquellas que inician más lejos de xe, cerca de la frontera de
S(xe, r), pueden ser más lentas; en general, para cada trayectoria que inicia en S(xe, r),
habrá un T a partir del cual dicha trayectoria cae en una ν-vecindad fijada, es por eso que
T depende de x0. De hecho, si un sistema lineal libre es asintóticamente estable, ocurre
que para una condición inicial más cerca de xe que otra, es decir, ‖x1 − xe‖ < ‖x0 − xe‖,
implica que T (ν,x1, t0) < T (ν,x0, t0) para algún ν y t0 dado.

De esta manera se puede decir que de los movimientos que inician a la misma distancia
de xe, ninguno permanecerá a una distancia de xe mayor que ν para intervalos de tiempo
arbitrariamente largos. Así que, si de alguna manera podemos establecer una región de
condiciones iniciales con radio r(t0) para la cual todas las soluciones que inicia allí con-
vergieran a xe con rapidez similar, en el sentido de que todas se encontrarán dentro de
una ν-vecindad de xe a partir de un tiempo T 5, entonces habría uniformidad respecto
de la condición inicial y T ya no dependería de x0, pero sí en cambio de r(t0), esto es,
T (ν, r(t0), t0). Éste tipo de estabilidad asintótica equivalente es recogida en la siguiente
definición [127]:

Definición 6 Un estado de equilibrio xe del Sistema no-lineal (C.1), se dice que es equias-
intóticamente estable si
i) es estable y
ii) todo movimiento que inicia suficientemente cerca de xe converge a xe cuando t → ∞,
uniformemente en x0. Es decir, T de la Definición 5 es de la forma T (ν, r(t0), t0). En otras
palabras, ∀ ν > 0 ∃ T (ν, r(t0), t0) \

si ‖xi − xe‖ < r entonces ‖x(t; xi, t0)− xe‖ < ν ∀ xi ∈ S(xe, r) y t ≥ t0 + T

De manera análoga a la Definición 4 podemos estar interesados en analizar la uniformi-
dad de la estabilidad asintótica en t, es decir, que para una región de condiciones iniciales
S(xe, r) y un T escogidos éstos no varíen con el tiempo y provoquen que el estado de equi-
librio se vuelva más o menos asintóticamente estable al transcurrir el tiempo. Ésto queda
establecido en la siguiente definición [127]:

Definición 7 . Estabilidad asintótica uniforme. Un estado de equilibrio xe del Sis-
tema no-lineal (C.1), es asintótica y uniformemente estable si
i) xe es un estado de equilibrio asintóticamente estable
ii) el número r > 0 y T de la Definición 5 que definen una región de condiciones iniciales
S(xe, r) y una rapidez de convergencia, pueden ser escogidas sin depender de t0.

Adicionalmente tenemos [127]:

5más bien escogemos un único T que satisface ésto para una región de radio r dado.
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Definición 8 El estado de equilibrio xe será equiasintótica y uniformemente estable si es
asintótica y uniformemente estable y además es uniforme en x0. Esto es, r no depende de
t0 y T no depende de t0 ni de x0, es decir, T (ν, r).

Todas éstas definiciones son aplicables localmente. Ya hemos dicho que el concepto
mismo de estabilidad (Definición 3) es un concepto local y exige que las soluciones, al
menos aquellas que inician cerca de xe, deben estar acotadas 6 para poder permanecer
dentro de cierta región de xe todo el tiempo futuro y dependiendo del tamaño ε de la
región donde toleremos que las soluciones estén acotadas, será el tamaño r de la región de
condiciones iniciales que lo satisface (la cual puede además cambiar con el tiempo); pero
este proceso no puede seguir ininterrumpidamente, pues como la definición de estabilidad
no exige que dichas soluciones se acerquen al estado xe al transcurrir el tiempo, sino solo que
se mantengan en cierta región de él indefinidamente, carece de sentido hablar de estabilidad
de xe cuando las soluciones permanecen acotadas en una región ε extremadamente grande.
No podemos conformarnos con el hecho de que las soluciones permanezcan en una región
tan extensa y debe, desde luego, exigirse que los movimientos que inician lejos de xe se
acerquen a xe y se mantengan al menos en una pequeña ε-vecindad de él todo el tiempo
futuro; lo que sí es deseable es que la región de condiciones iniciales que satisface esto
sea extensa(r arbitrariamente grande). Así que, es posible hablar de estabilidad «extensa»
o incluso «global», en el sentido de que los movimientos que inician muy lejos de xe se
acercan y permanecen todo el tiempo muy cerca de xe, para un conjunto muy extenso de
condiciones iniciales o que incluso abarca todo <n (como ocurre particularmente en algunos
sistemas lineales). O mejor aún, podemos estar interesados en averiguar si la convergencia
de todo movimiento no se detiene en la ε-vecindad sino que continúa incluso hasta alcanzar
xe cuando t→∞. Éstos tipos de estabilidad se expresan como sigue [127]:

Definición 9 . Estabilidad asintótica extensa. Un estado de equilibrio xe del Sistema
no-lineal (C.1), es asintóticamente estable extensamente si
i) es estable y
ii) todo movimiento que inicia en la bola S(xe, r) con r(t0) arbitrariamente grande(pero no
infinito), converge a xe cuando t→∞. Esto es,

ĺım
t→∞
‖x(t; x0, t0)− xe‖ = 0 ∀ x0 ∈ S(xe, r)

con r arbitrariamente grande.

Definición 10 . Estabilidad asintótica global. Un estado de equilibrio xe del Sistema
no-lineal (C.1), es asintóticamente estable globalmente si
i) es estable y
ii) todo movimiento converge a xe cuando t→∞. Esto es,

ĺım
t→∞
‖x(t; x0, t0)− xe‖ = 0 ∀ x0 ∈ <n

6Por solución acotada debe entenderse que para cada x0 y t0 existe algún número real m(x0, t0) tal que
‖x(t;x0, t0)‖ ≤ m ∀t ≥ t0.
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Es necesario recordar aquí la importancia de que la condición (i) sea satisfecha, pues
como se vio en el ejemplo de la Definición 5, que se cumpla (ii) no implica necesariamente
estabilidad del punto de equilibrio.

Adicionalmente, podemos tener el caso en que la estabilidad asintótica extensa sea
uniforme en t, en cuyo caso r no depende de t0 y S(xe, r) permanecerá fija en el tiempo.
Por otro lado, también puede darse el caso de una convergencia uniforme en x0, por lo
que tendríamos una estabilidad equiasintótica extensa o global, según el caso; asimismo
puede ocurrir una combinación de estos dos casos (uniformidad en t y en x0, como ocurre
en muchos sistemas lineales).

Es evidente que en los sistemas autónomos (libre +estacionario), δ, r y T de las defini-
ciones anteriores no dependen de t0 y permanecen invariantes en el tiempo(junto con el
retrato fase del sistema dinámico). Algo similar ocurrirá también si la función f(x, t) es
periódica en t.

Los conceptos de estabilidad están entonces muy relacionados con los conceptos de
convergencia a un punto. A los diversos tipos de ella le corresponden diversos tipos de
estabilidad. En los sistemas estocásticos no se sabe con certeza si tal convergencia ocurrirá
y se usan términos como «estabilidad probable», «estabilidad promedio», «casi seguramente
estable», etc.
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Apéndice D

Cuaterniones y sus operaciones

Los cuaterniones fueron descubiertos por William Rowan Hamilton en 1843, estos son
una extensión de los números reales, similar a la de los números complejos. Mientras que los
números complejos son una extensión de los reales por la adición de la unidad imaginaria i,
tal que i2 = −1, los cuaterniones son una extensión generada de manera análoga añadiendo
las unidades imaginarias i, j y k a los números reales y tal que i2 = j2 = k2 = ijk = −1.
Esto se puede resumir en la siguiente tabla de multiplicación, la Tabla de Caley

1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k -j
j j -k -1 i
k k j -i 1

1, i, j, k, son las bases de las componentes de un cuaternión.

D.1. Representación de los cuaterniones

D.1.1. Vectorial

Un cuaternión se puede expresar como el conjunto

H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ <}, (D.1)

entonces un cuaternión es un número de la forma a + bi + cj + dk, donde a, b, c y d son
números reales unívocamente determinados por cada cuaternión.

Análogamente, un cuaternión puede expresarse como el producto interno (componente a
componente) de dos vectores, de los cuales uno es el de las componentes x̆ = [a1, a2, a3, a4],
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y el otro el de las bases [1, i, j, k]. En este caso, el elemento a1 que forma la componente
real se anota aparte, y para el producto interno se consideran solamente las tres bases i, j, k

x = (a1, x̆) = (a1, [a2, a3, a4]). (D.2)

Esta representación tiene algunas ventajas que se pueden ver en algunas operaciones
como el producto de cuaterniones.

D.1.2. Matricial

Además hay, al menos, dos maneras de representar cuaterniones con matrices.

• Usando matrices complejas de 2× 2(
a− di −b+ ci
b− ci a+ di

)
. (D.3)

Donde el conjunto de todas las matrices anteriores se designa mediante U(2), donde se
ve que el determinante es igual a a2 + b2 + c2 + d2. Una propiedad interesante de esta re-
presentación es que todos los números complejos son matrices que sólo tienen componentes
reales.

• Usando matrices reales de 4× 4
a −b d −c
b a −c −d
−d c a −b
c d b a

 (D.4)

D.2. Aritmética básica de cuaterniones

Definimos la suma y producto entre cuaterniones mediante la aritmética usual de las
matrices y de los números complejos. Puede comprobarse que el conjunto H, junto con
estas operaciones, satisface todas las propiedades de un campo con excepción de que el
producto no es conmutativo.

Sean dos cuaterniones dados por

a = a1 + a2i+ a3j + a4k (D.5)
b = b1 + b2i+ b3j + b4k. (D.6)
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D.2.1. Adición de cuaterniones

La adición se realiza análogamente a como se hace con los números complejos, es decir,
término a término

a+ b = (a1 + b1) + (a2 + b2)i+ (a3 + b3)j + (a4 + b4)k. (D.7)

D.2.2. Resta de cuaterniones

La resta de cuaterniones se realiza de forma análoga a la suma

a− b = (a1 − b1) + (a2 − b2)i+ (a3 − b3)j + (a4 − b4)k. (D.8)

D.2.3. Multiplicación de cuaterniones

Para multiplicar cuaterniones hemos de tener en cuenta el álgebra que hay detrás de
las 3 unidades imaginarias, usando la fórmula de Hamilton

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 (D.9)

De donde se extraerán el resto de identidades para poder operar la multiplicación, que
son:

i ∗ i = j ∗ j = k ∗ k = −1 (D.10)
i ∗ j = k, (D.11)
j ∗ i = −k (D.12)
j ∗ k = i, (D.13)
k ∗ j = −i (D.14)
k ∗ i = j, (D.15)
i ∗ k = −j (D.16)

Como puede verse, resulta evidente que la multiplicación no deba ser conmutativa. La
multiplicación se realiza componente a componente, y está dado en su forma completa por

a⊗ b = (a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4) + (a1b2 + a2b1 + a3b4 − a4b3)i

+ (a1b3 − a2b4 + a3b1 + a4b2)j + (a1ba + a2b3 − a3b2 + a4b1)k. (D.17)

Una forma ligeramente más reducida puede ser
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a⊗ b = (a, ă)⊗ (b, b̆), (D.18)

a⊗ b = (ab− ă · b̆, ab̆+ ăb+ ă× b̆). (D.19)

El producto entre cuaterniones es asociativo, pero no conmutativo.

D.2.4. Conjugación de cuaterniones

• El conjugado de un cuaternión x = x1 +x2i+x3j+x4k está dado por x̄ = x1−x2i−
x3j − x4k. Matricialmente esto corresponde a la operación de transposición de cualquiera
de sus representaciones matriciales.

• El valor absoluto de un cuaternión x está dado por

‖ x ‖=
√
xx̄ =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4. (D.20)

Matricialmente, esta medida coincide con la raíz cuadrada del determinante de la matriz
que representa al cuaternión. Esta medida cumple una propiedad similar al módulo de un
número complejo | zw |=| w || z | para cualesquiera cuaterniones z y w.

D.2.5. División de cuaterniones

Usando la forma del inverso, es posible escribir el cociente de dos cuaterniones como

a

b
=

ab̄

‖ b ‖2
. (D.21)

El inverso multiplicativo de un cuaternión x, distinto de cero, está dado por

x−1 =
x̄

xx̄
=

x̄

‖ x ‖2
, (D.22)

el cual es el mismo patrón que cumplen los números complejos.

D.2.6. Exponenciación de cuaterniones

La exponenciación de números cuaterniónicos, al igual que sucede con los complejos, es-
tá relacionada con funciones trigonométricas. Dado un cuaternión escrito en forma canónica
q = a+ bi+ cj + dk se exponenciación resulta ser

eq = ea+bi+cj+dk = ea

(
cos
√
b2 + c2 + d2 +

sen
√
b2 + c2 + d2

√
b2 + c2 + d2

(bi+ cj + dk)

)
(D.23)
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D.2.7. Normalización de un cuaternión

Se considera la Norma de un cuaternión, a la raíz cuadrada de la suma de sus cuatro
componentes al cuadrado. Cuando ésta es 1, se dice que el cuaternión está normalizado. Si
no lo es, el cuaternión puede normalizarse dividiendo cada una de sus 4 componentes por
dicha norma.

D.2.8. Aplicaciones del cuaternión

Los cuaterniones no son únicamente una curiosidad algebraica, tienen diversas apli-
caciones que van desde la teoría de números, en donde pueden utilizarse para probar
resultados como el teorema dado por Lagrange que dice que todo número natural n puede
expresarse como la suma de cuatro cuadrados perfectos, hasta aplicaciones físicas dentro
de la mecánica clásica, del electromagnetismo, teoría de la relatividad y mecánica cuántica,
entre otras.

Los cuaterniones en mecánica clásica representan rotaciones en el espacio, se utilizan a
menudo en gráficos por computadora (y en el análisis geométrico asociado) para representar
la orientación de un objeto en un espacio tridimensional. Las ventajas son: conforman
una representación no singular (comparada con, por ejemplo, los ángulos de Euler), más
compacta y más rápida que las matrices.
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