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Resumen

En este trabajo de tesis se expone el disefio de leyes de control para la estabilizacion
en orientacion y posicion de mini sistemas aéreos tipo VTOL (despegue y aterrizaje ver-
tical por sus siglas en inglés de Vertical Take-Off and Landing). La primera parte de este
trabajo consiste en obtener el modelo matemaético del sistema, para lo cual se descompone
la dindmica del movimiento en dos subsistemas; orientaciéon y traslacion, considerando que
estos sistemas estan acoplados en una configuraciéon de cascada, esto significa que bajo este
esquema, la dindmica de traslaciéon depende de la dindmica de orientacién, sin embargo la
dindmica de orientacion no depende de la dinamica de traslacién. A continuacion, se trata
con el desarrollo de leyes de control de realimentacién imitando la estrategia adoptada por
animales voladores para estabilizar la orientacién de sistemas que estan dentro del marco
de los cuerpos rigidos. Los animales voladores son capaces de orientar su trayectoria sin
ningin conocimiento de su orientacién actual y sin ningtn céalculo de su orientacién, se
basan en mediciones de algunos érganos sensibles: halterios, sencilas en patas y el sentido
magnético, los cuales proporcionan informacion acerca de su velocidad angular y de la
orientacion de los vectores de gravedad y campo magnético. Entonces, las leyes de real-
imentacién propuestas se calculan utilizando directamente las mediciones de los sensores
inerciales, esto es el vector de observacion con/sin medidas de la velocidad angular, por lo
tanto, la orientaciéon no es explicitamente requerida. Esta propuesta biomimética es muy
simple, requiere poco poder computacional y es adecuada para aplicaciones embebidas en
pequenias unidades de control. En este trabajo se incluye un estudio de los sistemas cono-
cidos como cadena de integradores. Se propone una ley de control para estos sistemas,
consistente en la suma de funciones de saturaciéon y el posicionamiento dindmico de los
polos lo que hace posible modificar la velocidad de convergencia de los estados del sistema
y el tiempo de convergencia puede ser disminuido. Para concluir el trabajo, se proponen
dos leyes de control no lineales adicionales, la primera para el movimiento rotacional y la
segunda para el movimiento traslacional, con la caracteristica de acoplar el movimiento
traslacional con el movimiento de orientacion (attitude) que permite la estabilizacion glob-
al de las aeronaves (orientacion y traslacion). En las propuestas se considera informacion
adicional para el control como es la velocidad angular deseada, lo que aumenta la eficiencia
del control en ambos casos y es posible conseguir capacidad de seguimiento de trayectorias
de orientacién y posiciéon. La estrategia de control propuesta es extremadamente simple,
de forma que puede ser implementada en microprocesadores sencillos. La caracteristica
principal de todas las leyes de control propuestas es que las entradas de control son aco-
tadas, evitando la saturacién de los actuadores, aumentando su eficiencia y disminuyendo
el desgaste. Estas leyes de control se basan en la utilizaciéon de funciones de saturacién
v la prueba de convergencia se realiza utilizando un formalismo de Lyapunov. El modelo
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XVI Resumen

matematico que describe el movimiento de los sistemas VT'OL junto con las leyes de control
se validan en simulaciones computacionales utilizando la herramienta MATLAB /Simulink,
de donde se obtienen graficas del desempeno de la propuesta, adicionalmente se utiliza la
herramienta V-Realm Builder, también incluida en MATLAB, para apreciar el compor-
tamiento del sistema mediante animacién. Finalmente, y que constituye una aportacién
importante de este trabajo, fue posible la realizacién de pruebas en tiempo real en modelos
fisicos de mininaves tipo VIT'OL conocidos como cuadrirotores, los cuales utilizan sensores
inerciales de tecnologia MEMS, estos modelos han sido construidos en el Laboratorio de
Control Avanzado de la Facultad de Ciencias de la Electronica bajo la direccion del Dr.
Fermi Guerrrero. Estos experimentos en tiempo real se realizaron para enfatizar la eficien-
cia de las estrategias de control al mostrar la convergencia de los estados de la aeronave en
el modo de vuelo, asi como la robustez con respecto a las perturbaciones externas debidas
al medio ambiente.



Introduccion

En las décadas de los ochentas y noventas el campo de la robética mévil mostré un gran
progreso y los esfuerzos se concentraron principalmente en la aplicacién de robots moviles
terrestres y en el desarrollo de los algoritmos necesarios para el control, estabilizacion y
seguimiento de trayectorias [1]. Sin embargo, los vehiculos terrestres presentan inherentes
restricciones para el acceso a localizaciones deseadas, esto debido a las caracteristicas del
terreno y a la presencia de obstaculos imposibles de evitar. En estos casos los vehiculos
aéreos no tripulados representan una solucién natural para aproximarse al punto deseado,
recopilar informacion e incluso llevar a cabo una accién. A excepciéon del ambito aeronau-
tico, se suele utilizar el término “Robot Aéreo” entendiendo como tal a un sistema fisico
capaz de desplazarse de manera auténoma o semiauténoma por el aire para realizar difer-
entes misiones. En este documento, se utilizara el término “vehiculo aéreo no tripulado”,
“vehiculo aéreo auténomo” o “Robot aéreo” de manera indistinta.

La utilizacién de vehiculos aéreos no tripulados no es una novedad histérica. Desde
los papalotes y los globos aerostéticos, pasando por las bombas aéreas utilizadas en var-
ios conflictos bélicos para la observaciéon y el ataque, hasta las aeronaves automatizadas,
han tenido que pasar varias décadas de innovaciones y esfuerzos tecnologicos. Sin embargo
en la ultima década, con los Vehiculos Aéreos Auténomos UAV (por sus siglas en inglés
de Unmanned Aerial Vehicle), un nuevo capitulo se abre en las areas de fisica aplicada;
aeronautica, robética, teoria de control, ya que no se trata solamente de méaquinas con-
troladas a distancia, sino de verdaderos sistemas auténomos capaces de evolucionar en un
medio ambiente y adaptarse a él. La evolucion de los UAV, también llamados “Drones”
(Falso abejorro), es una evolucion logica, resultado del progreso tecnologico en el area de
los microprocesadores, la construccion de sensores, actuadores y el desarrollo de los dispos-
itivos de almacenamiento de energia. Esta evolucién se ha intensificado considerablemente
en los tdltimos afos, debido al interés en aplicaciones militares. Actualmente varios paises
compiten en el disefio de vehiculos capaces de llevar a cabo misiones de diversa indole,
incrementando el tiempo de autonomia de vuelo y capacidades ofensivas, a tal punto que
se han usado para la eliminacion fisica de objetivos especificos, ya no solo para recolectar
informacion [2], [3], esto tiene consecuencias para la poblacion civil, no solo por decesos no
contemplados [4], [5], sino también por afectaciones sicologicas para los operadores de estas
aeronaves [6], [7]. Algunos Estados han realizado ingenierfa inversa con modelos captura-
dos de tal manera que obtienen informacion y han producido un salto tecnologico cerrando
la brecha que existe con paises avanzados [8], [9]. Este interés se ha extendido a modelos
submarinos, en los que se pone especial interés por parte de algunas potencias [10], [11].
De hecho, se esta considerando que los conflictos bélicos futuros en gran medida, estaran
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protagonizados por vehiculos auténomos como se puede suponer por las previsiones de
organismos gubernamentales [12|. Lo anterior es un indicio claro de la importancia que
estd tomando el desarrollo en esta linea de investigaciéon por parte de distintos Estados,
a tal punto que se piensa adaptar recursos importantes existentes actualmente para este
desarrollo [13], [14], ademéas de producir armamento para su deteccion y destruccion en
combate [15].

Sin embargo, son las aplicaciones civiles de estos artefactos las que han motivado el de-
sarrollo de la investigaciéon en universidades, en centros de investigacién gubernamentales
y en organismos privados de todo el mundo [16]. Este desarrollo es notorio por la enorme
popularizacion de robots aéreos, no solo para aplicaciones de esparcimiento [17], [18], [19],
o competencias de manejo [20], [21], sino también para usos comerciales [22], [23], super-
vision de lineas de comunicacion y alta tension [24], supervision de infraestructuras civiles
(presas, puentes, edificios, estructuras) [25], [26], acciones de desastre y proteccion civil [27],
[28], energencias [29], supervision de trafico [30], vigilancia de fronteras [31], climatologia,
agricultura [32], reforestacion [33], cinematografia [34], retransmision de eventos deportivos
[35], espectéculos [36], concentraciones masivas para television, antropologia, arqueologia
[37], biologia [38], [39], geologia [40], construccion [41] entre otras. Lo anterior es solo una
muestra de la utilidad practica de estos sistemas, que seguramente se ampliardn a investi-
gaciones u operaciones de campo, cuando su autonomia de vuelo se vea incrementada, en
disciplinas cientificas que lo requieran tales como las mencionadas arriba. Todo lo anterior
supone un incremento muy importante en los recursos involucrados en este sector [42], [43].
El uso masivo de estos vehiculo también ha empezado a generar problemas de seguridad
[44], principalmente para la aviacion civil, se observa una posible fuente de accidentes con
aeronaves de mayor tamano en las que se transportan personas lo que es potencialmente
peligroso, a tal grado, que varios pafses han tomado en serio la regulacién del uso de drones
particulares [45], [46].

Los UAV pueden ser clasificados por su tamafio, su aplicaciéon o los dos. El tamano
es un criterio dominante y en este contexto podemos encontrar los vehiculos conocidos
como Mini-UAV que son caracterizados principalmente por sus reducidas dimensiones y
propulsion eléctrica, lo cual permite realizar vuelos en interiores (indoor). Otra posible
clasificacion de los UAV es su funcionamiento aerodinamico, asi podemos encontrar a los
vehiculos de ala fija (aeroplanos), de ala rotativa (helicopteros) y de ala batiente los cuales
estan basados en sistemas biologicos como el colibri.

Un estudio bibliografico muestra que la investigaciéon en robdtica aérea se ha concen-
trado principalmente en los vehiculos de ala rotativa; helicépteros y arquitecturas con
capacidad de despegue y aterrizaje vertical VTOL (por sus siglas en inglés de Vertical
Take-Off and Landing). Esto es debido a la capacidad de estos vehiculos para realizar
vuelos estacionarios, asi como la gran movilidad, caracteristicas importantes y necesarias
en una gran cantidad de aplicaciones. Los vehiculos VTOL son sistemas mecanicos sub-
actuados, puesto que poseen seis grados de libertad y solo cuatro entradas de control. Los
controles estan compuestos del vector de fuerza vertical (empuje total) y tres controles
de torque. El control de fuerza vertical es usado para compensar la fuerza de gravedad y
controlar los movimientos verticales. LLos movimientos horizontales se logran direccionando
el vector de fuerza vertical en la direcciéon apropiada. En consecuencia, el control de torque
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permite orientar al vehiculo a una orientacion deseada, lo que permite a su vez, efectuar
movimientos horizontales (ver figura 1.12).

Puesto que la investigacién en este tipo de vehiculos comenzé a mediados de la década
pasada, existe una rica literatura sobre el control y la estabilizacién de estos sistemas.
Debido a que el modelo mateméatico de este tipo de sistemas es no lineal, algunas técnicas se
basan en la linealizaciéon de la dinamica alrededor de un punto de equilibrio preseleccionado
[47]. Entonces, con el modelo lineal técnicas convencionales de control lineal como el control
PID, LQR [48] han sido aplicadas. Sin embargo, estas técnicas sufren de una degradacion
del desempeno cuando el vehiculo se aleja de los puntos de equilibrio. Para evitar esto,
se utiliza la técnica llamada “Gain Scheduling” [49] que consiste en crear una familia de
puntos de equilibrio y una familia de controladores correspondientes a cada uno de ellos,
los cuales se interpolan segiin la necesidad de la maniobra. La principal desventaja de
esta técnica es el gran compromiso entre el desempeno del control y el niimero de puntos
de equilibrio requeridos, asi como el costo de calculo necesario. Con el objetivo de evitar
las limitaciones y desventajas impuestas por las técnicas lineales, se desarrollaron una
variedad de técnicas no lineales de control de vuelo. Entre ellas encontramos, Linealizaciéon
por realimentacion (feedback linearization) [50], [51], [52], inversion dindmica (dynamic
inversion) [53|, [54], backstepping [55], [56], [57], modos deslizantes [58|, adaptivo [59],
[60], difuso [61]. Las ventajas principales de estas técnicas es la prueba de estabilidad
en lazo cerrado. Desgraciadamente, los algoritmos de control resultantes no son dados
explicitamente, son sumamente complejos, son dependientes del modelo y en consecuencia,
son dificiles de implementar. A excepcion de [51] los algoritmos de control no han sido
probados en un sistema real.

El trabajo doctoral presentado en este documento contribuye en el desarrollo de técnicas
de control no lineal utilizando un enfoque de control jerarquico, este enfoque a diferencia
de la mayoria de los trabajos descritos anteriormente [59] permite obtener leyes de control
explicitas, generales y de facil implementacion practica. Una de las principales aportaciones
de este trabajo es que las leyes de control son implementadas en tiempo real. El esquema
de control jerarquico o también conocido como esquema de lazo-interno y lazo-externo
(inner-outer loop) es una técnica surgida de un espiritu ingenieril que tiene el objetivo
de controlar sistemas complejos, por medio de la divisiéon del sistema completo en subsis-
temas unidos en cascada y diseniando leyes de control para cada uno de ellos. La técnica
de control jerarquico también ha sido utilizada en el problema del control y estabilizaciéon
de vehiculos VTOL [62], [63]. Este esquema explota la caracteristica de la estructura del
modelo matematico de los vehiculos VTOL, el cual permite separar la dindmica de ori-
entacion de la dindmica de traslacion y expresarlos como dos sistemas dindmicos unidos
en cascada. Como se menciono al inicio, los vehiculos VT'OL son sistemas sub-actuados
(ntumero de grados de libertad mayor que el nimero de controles), en consecuencia para
que un VTOL tenga movimientos horizontales es necesario inclinarlo en la direccion de-
seada de movimiento (ver figura 1.12). Con este esquema, el lazo interno permite controlar
la orientacién mientras que el lazo externo la posicion. Cuando una posicién debe ser al-
canzada, el lazo externo envia informacioén al lazo interno, entonces las torques actian en
el vehiculo para ser orientado de tal forma que el vector de fuerza vertical sea orientado
en direccion de la posicion deseada. La idea de controlar la posicion de un VTOL a través
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de su orientacion ha sido explotada en la practica debido a que es relativamente simple de
comprender, aunque no necesariamente facil de implementar. La desventaja de la técnica
de control jerarquico es que, en general, no existen metodologias definidas, en consecuencia,
las ganancias en las leyes de control son ajustadas de manera experimental haciendo uso
del ensayo y error. Ademas, en los trabajos propuestos en la literatura [62], [63], la senal
de control no esta acotada, esto puede inducir la saturacion de los actuadores, degradando
el desempeno en una maniobra e incluso llevando al sistema a la inestabilidad. En el pre-
sente trabajo se propone una metodologia con la que estas ganancias estaran tedricamente
determinadas, adicionalmente se garantiza que las sefiales de control se mantendrian dentro
de un intervalo definido a priori.

Una parte fundamental en el control del movimiento de estos sistemas robéticos aéreos
es el control de orientaciéon. En este trabajo de tesis, las primeras dos propuestas de con-
trol de orientacién presentadas estédn inspiradas, como en no pocas ocasiones, en ejemplos
que proporciona la naturaleza. Los insectos voladores realizan distintos tipos de manio-
bras durante su vuelo basados en informaciéon proporcionada por sus 6rganos sensitivos,
esta informacion permite al animal controlar su equilibrio, orientandose por si solo en su
medio ambiente, interactuando con él y realizando otras tareas. Los érganos sensitivos de
un insecto, incluyen sensores visuales tales como el ocelo y los ojos compuestos, ademéas
de otros sensores biologicos tales como los halterios, las sensilas y el sentido magnético
[64, 65, 66]. Los especialistas afirman que las senales de control de vuelo involucrados
en el vuelo de insectos se originan en su cerebro, el cual tiene 3000 células nerviosas o
neuronas [66]. Sin embargo, estas tres mil neuronas, cada una interpretada como un tran-
sistor encendido-apagado (codigo binario), proporciona no méas poder computacional del
que posee un tostador [67]|, a pesar de los aspectos mencionados, los insectos son mas
agiles que las modernas aeronaves equipadas con computadoras digitales stiper rapidas.
Consecuentemente, como es propuesto en [67], el control de vuelo desde la perspectiva del
vuelo de los insectos representa un cambio de paradigma con respecto al control de vuelo
convencional, usado para sistemas aeronaves tripuladas y no tripuladas. Actualmente, el
control de vuelo convencional usa pocas medidas y muchos calculos, mientras el control
de vuelo de los insectos hace lo opuesto, muchas medidas mediante miltiples sensores y
pequenos céalculos.

Muchas propuestas han sido reportadas en la literatura para desarrollar leyes de control
de estabilizacion de orientacion para varias aplicaciones ([68], [69], [70], [71], [72], [73], [74],
[75], [76]), la lista no es exhaustiva. A pesar de que las estrategias citadas han resuelto el
problema de estabilizacidén de orientacién, estas se basan en realimentaciéon de estado: la
orientacion, representada por angulos de Euler en R?, cuaterniones en S? € R* o matriz de
rotacion en SO(3)! y la velocidad angular en R3, las cuales se suponen conocidas. Puesto
que una medida directa de la orientacién no es posible, la informacién acerca de la ori-
entacion es obtenida a través de observadores adecuados (estimadores de orientacion) que
combinan mediadas de sensores (ver |78], [79], [80], [81]). Los sensores usados para la deter-
minacion de la orientacion pueden ser clasificados en dos categorias principales: (i) sensores
de velocidad angular; y (ii) sensores de vectores de referencia (es decir, magnetoémetros,
acelerometros, seguidores de estrellas, sensores solares) que proporcionan la proyeccion |,

Ver definicion en la pagina 8 o en [77].
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en su marco de referencia local, de un vector fijo en el espacio, esta proyecciéon es conoci-
da como “vector de observacién”. En la actualidad, existen varias unidades de orientacion
comerciales que estdn basadas en este tipo de sensores y estimadores de orientacién, sin
embargo, los algoritmos de estimadores de orientacién requieren potentes capacidades de
computo, las cuales hacen a éstas, inconvenientes para aplicaciones embebidas con restric-
ciones de peso o poder de computo. Ademaés, estas estrategias no son inspiradas por vuelo
natural, la cual esti basada directamente en medidas de sensores.

En el capitulo 2 de este trabajo doctoral se realizan dos propuestas de leyes de con-
trol bioloégicamente inspiradas. Primero, una ley de control acotada, continua y estatica
es desarrollada usando las medidas de velocidad angular (por ejemplo, los halterios) y el
error de orientacién mediante medidas directas de los sensores del vector de referencia
(por ejemplo, sensilas en patas y sentido magnético). Una segunda ley de control acota-
da, continua y dindmica es propuesta basada solo en las medidas de los sensores de los
vectores de referencia: la informacién acerca de la velocidad angular proviene de por lo
menos dos vectores de observacién no colineales, sin alguna reconstruccién de esta. Esta
ley de control evita la medida de la velocidad angular (los halterios) en caso de que este
organo sensitivo no esté trabajando. A pesar de que las leyes de control son una funciéon
de los vectores de observacion, el anélisis de estabilidad se lleva a cabo en la configuraciéon
del espacio SO(3) de la fisica el cuerpo rigido, para evitar cualquier reinterpretacion. La
estabilidad asintética del cuerpo rigido sujeto a la ley de control es probada mediante el
analisis de Lyapunov en ambos casos. La propuesta es aplicada a la estabilizacién de ori-
entacion en tiempo real de una aeronave cuadrirotor en vuelo. La velocidad angular es
obtenida usando tres girémetros montados ortogonalmente (equivalente a los halterios) y
los vectores de observacion son obtenidos de un acelerémetro triaxial y un magnetéometro
triaxial (equivalentes, respectivamente, a las sensilas en patas y al sentido magnético). Las
capacidades de las dos leyes de control son probadas para asegurar la estabilizacién en una
orientacién constante deseada. Estas muestran un rendimiento esperado en términos de
tiempo de estabilizacién y robustez relativa al ruido del sensor y perturbaciones externas.
Un aspecto importante de la originalidad del trabajo consiste en que la ley de control es

general y puede ser aplicada a cualquier vehiculo que esté dentro de la clase de vehiculos
VTOL.

Una cadena de integradores esta definida como & = Az + Bu donde A es tal que a;; = 1
sij=1+1ya; =0 en otro caso, B es tal que b = O parai =1,...n—1y b, =1,
n es la dimension del sistema. Estos sistemas conforman un subconjunto de una clase de
sistemas que son llamados asintdticamente nulo-controlables con controles acotados ([82] y
[83]). Esta propiedad se muestra en [84] y es equivalente a un sistema que es estabilizable
vy que tiene todos sus polos en lazo abierto en el semiplano izquierdo. El capitulo 3 de
este trabajo de tesis incluye un desarrollo que tiene que ver con la estabilizacién global
de un sistema de cadena de integradores, donde el valor del control u esta restringido a
satisfacer u € [—u,u], donde u es algin nimero real estrictamente positivo conocido a
priori. El estudio de tales sistemas est4 motivado en el hecho de que es comin encontrar
un problema de control no lineal fundamental por la saturacién de los actuadores. En
realidad, todos los dispositivos de control estan sujetos a restricciones de amplitud, fuerzas,
torques, empujes, golpes, voltaje, corriente, flujo, velocidad y todas las entradas fisicas en
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cada tecnologia de aplicacién de control esté restringida. Por lo tanto, el disenio, anélisis y
sintesis de controladores para sistemas con restricciones de amplitud en la entrada es una
necesidad para tedricos e ingenieros, pues ambos profesionales deben tomar en cuenta en
su trabajo, las restricciones fisicas de los actuadores utilizados en determinado sistema.

La estrategia de control desarrollada para la estabilizaciéon de la cadena de integradores
es de tipo no lineal y consiste en la suma de funciones de saturacion. A diferencia de
los trabajos reportados, esta estrategia mantiene el valor de los limites de la saturaciéon
previamente definidos, aqui el valor de los polos del sistema, tomados como coeficientes en
las funciones de saturaciéon del control, pueden modificar la velocidad de convergencia de
los estados del sistema, entonces la atencién se centra en el cambio de la magnitud de los
coeficientes, es decir, posiciona los polos de forma dindmica de tal manera que el tiempo de
convergencia puede ser disminuido. Esta estrategia de control serd empleada para disenar
la ley de control para la estabilizacion de la posicién en el espacio de vehiculos VTOL.

Con el problema del control de orientacién resuelto, es posible la manipulacién de
un vehiculo VTOL para la realizaciéon de movimientos de traslacién, donde el control
de traslacion, en este caso, es realizado por un ser humano mediante un dispositivo de
radiocontrol con capacidad de transmisiéon a diferentes distancias. En este sentido, se han
realizado esfuerzos para diseniar leyes de control de traslacion que doten a los vehiculos
VTOL de la capacidad de realizar el seguimiento de trayectorias previamente definidas,
con el fin de realizar alguna tarea especifica y asi prescindir de un piloto humano, varias de
estas propuestas ya han sido mencionadas anteriormente. El modelo mas emblematico en
las arquitecturas VTOL es el helicoptero con cuatro rotores, que ha dado origen a trabajos
muy importantes, por ejemplo [51], [62], [85], [86], [87], [88], [89], [90].

En el capitulo 4 de este trabajo se desarrolla una estrategia de control que permite la
estabilizacion completa del vehiculo aéreo VT'OL (orientacion y traslacion). Este sistema
robotico, como ya se menciond anteriormente, se puede expresar como un sistema en cas-
cada, entonces el diseno de la ley de control se realiz6 utilizando un enfoque jerarquico lazo
interno- lazo externo. Con este esquema, el lazo interno permite controlar la orientacién
mientras que el externo controla la posicién. Estos dos lazos de control se relacionan por
senales de control intermedias. El control de orientacién se realiza mediante una prop-
uesta que combina el resultado de la ley de control propuesta en [85] y una parte de la
propuesta en [91]. Para el control de posicion se realiza una adecuada transformacion de
coordenadas, en este caso, se toma como base el desarrollo mostrado para estabilizacién de
cadena de integradores, entonces, inspirados en los trabajos de [92], [82] y [93] se proponen
tres leyes de control basadas en la suma de saturaciones con garantia de polos reales difer-
entes de uno. Aqui se divide la dindmica de traslacion en cada uno de los ejes espaciales.
La estrategia de control propuesta es extremadamente simple, de forma que ella puede ser
facilmente implementada con algin microprocesador de 16 bits. La prueba de estabilidad
para estas propuestas tienen la misma forma que las realizadas en cadena de integradores.
Es necesario mencionar que para el funcionamiento de esta propuesta, se decidié proponer
un control de orientaciéon convencional, donde se asume que los estados del sistema son
conocidos (orientacion y velocidad angular), la nueva propuesta de control de orientacion
estd basada en una combinacion de las propuestas descritas en [85] aunada a la parte que
se refiere a la suma de un torque deseado propuesto en [94], esta ultima parte se hace con
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el fin de tener en cuenta las velocidades angulares deseadas en el movimiento rotacional
del vehiculo. Esta propuesta de control de orientacion, en los términos en que se plantea
tiene la capacidad de realizar seguimiento de trayectorias de orientacién al incluir en ella
el término que refiere a la velocidad angular deseada, adicional al torque deseado. Esta
caracteristica permite aumentar el rendimiento en el control del movimiento de orientacién
y posibilita, asi mismo, extender las capacidades del control de traslacién, de estabilizacion
en un punto deseado en el espacio, a seguimiento de trayectorias deseadas en el espacio
tridimensional.

En particular, esto se hizo por el hecho de que las leyes de control de orientacién
basados en vectores de observaciéon, también propuestas en este trabajo, tienen un defecto
de rendimiento debido al ruido que detectan los sensores y que son producidos por los
motores que hacen funcionar los rotores de la aeronave. El nuevo control de orientacién
evita en cierto grado esta situacién y el rendimiento del control de posicién es capaz de
realizar la tarea solicitada. Con la finalidad de conseguir la capacidad de seguimiento de
trayectorias de posicion, adicionalmente se realiza una modificaién del control de posicion
inspirada en la estructura que presenta el control de orientacion.

Con el fin de asegurar el rendimiento de las propuestas presentadas en este trabajo de
tesis, para todas las propuestas de ley de control han sido realizadas pruebas de estabilidad
utilizando el formalismo de Lyapunov, una parte de esta teoria se muestra en el apéndice
D. Con el mismo fin, se debe mencionar que para cada una de las propuestas contenidas
en este trabajo, se realizaron pruebas en simulacién utilizando un simulador construido
utilizando herramientas contenidas en el software MATLAB, las caracteristicas de este
simulador también son descritas aqui. Los resultados de estas pruebas se incluyen en este
trabajo, ejecutadas para distintas condiciones supuestas del vehiculo VTOL.

Una de las contribuciones mas importantes en este trabajo de tesis es la posibilidad
de realizar pruebas en tiempo real, tanto en las leyes de control presentadas en el capitulo
2, como en la propuesta de control global descrita en el capitulo 4. Para esto, se han uti-
lizando dos modelos VT'OL cuadrirotor construidos en el Laboratorio de Control Avanzado
de la Facultad de Ciencias de la Electronica, por alumnos del posgrado Ingenieria Elec-
trénica, opcion Instrumentacion Electronica, bajo la supervision del Dr. Fermi Guerrero.
Es necesario mencionar que no es parte de los objetivos de este trabajo la construccién de
dicho modelo, sin embargo, en el apéndice B se describen las caracteristicas técnicas de
uno de los vehiculos con el que se realizaron pruebas reales, se entiende que el otro modelo
comparte las caracteristicas béasicas. Los resultados de estas pruebas experimentales son
mostrados aqui y estos validan la efectividad de las propuestas planteadas en este trabajo,
asi como su robustez ante perturbaciones del medio ambiente. Finalmente, en la figura 1
se muestra un esquema de la forma céomo estén relacionadas cada una de las partes que
integran este documento.
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Estructura del trabajo de tesis doctoral
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Figura 1: Esquema de la relaciéon que guardan los contenidos de este trabajo de tesis



Capitulo 1

Modelo matematico de los vehiculos
tipo VT OL

En la actualidad es necesario contar con modelos matemaéticos que describan el compor-
tamiento de sistemas de desarrollo tecnolégico, los vehiculos aéreos no son la excepcion.
Por fortuna se cuenta con buena cantidad de literatura sobre este tema, y las bases teori-
cas sobre este tipo de sistemas se ha trabajado ampliamente en el campo de la Fisica, en
particular en la Mecénica Clasica.

En este capitulo se muestra la manera en que se construye el modelo matematico que
describe el comportamiento de los vehiculos aéreos tipo VITOL!. Para esto es necesario
previamente, una revisiéon de los fundamentos teéricos del modelo utilizado para describir
el movimiento de los vehiculos aéreos en general, a través del estudio del movimiento de los
cuerpos rigidos. Adicionalmente, se muestran las ecuaciones que rigen el comportamiento
de los actuadores que seran utilizados en el modelo real. Finalmente, como ahora es comiin
en desarrollos tecnoldgicos, se hace una descripcién del simulador construido utilizando la
aplicacion MATLAB /Simulink con el fin de contar con una herramienta virtual que propor-
cione una idea del posible comportamiento del sistema al utilizar los controles propuestos,
y con esto tomar decisiones de cuando es seguro probar con sistemas reales.

1.1. Fundamentos tedricos

Para construir el modelo matematico que describe el comportamiento de los sistemas aéreos
VTOL, es necesario revisar desarrollos teéricos realizados para modelar cualquier vehiculo
aéreo. Esto se ha realizado en los estudios de Mecanica Clésica, en esencia, las partes
Cinematica y Dindmica de cuerpos rigidos. En esta Seccién, se presenta una descripcion
de partes fundamentales de estos desarrollos con el fin de tener claridad de la base teérica
que fundamenta el modelo matematico que describe el movimiento de los vehiculos de
interés para este trabajo. Al mismo tiempo, es importante considerar para su estudio
algunos de los distintos formalismos con los que se expresa la orientacién de cuerpos en el

Despegue y aterrizaje vertical, por sus siglas en inglés de Vertical Take Off and Landing.
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espacio, los cuales serédn parte también del modelo a utilizar. Sera con la presentacion de
estos formalismos con los que se comenzaré este estudio para enseguida continuar con lo
concerniente al cuerpo rigido y la dinamica de vehiculos aéreos.

1.1.1. Parametrizacion de la orientacion (attitude) de los vehiculos aére-
os

La orientacion de un cuerpo rigido en el espacio se puede representar de distintas maneras?,

aqui se presentaran las parametrizaciones en términos de dngulos de Euler y édngulos de
Cardan, estas parametrizaciones son muy similares por lo que en ocasiones se usan indistin-
tamente, particularmente en aeronautica. Adicionalmente, se muestra la parametrizacion
en términos de cuaterniones, que son ampliamente usados en aplicaciones tecnologicas
reales y virtuales.

Parametrizacion de la orientacién en términos de angulos de Euler y angulos
de Cardan

La manera mas comin de representar una rotaciéon en el espacio de tres dimensiones es
utilizando los dngulos de Euler (¢, 0, ¢). Sin embargo, es necesario poner atenciéon en las
confusiones puesto que en ciertos casos los angulos de Euler son a menudo confundidos con
los angulos de Cardan [16].

Al utilizar los angulos de Euler, el paso de un sistema de coordenadas inercial definido
por Ef = (%1, Yn, 2n] @ un sistema de coordenadas fijo al cuerpo® definido por Eb =
[, Yb, 2] se hace en tres etapas.

1. La posicion del sistema de referencia inercial Ef = [Zn, Yn, 2n] cambia a la posicion
de un sistema de referencia intermedio [z1,y1, 21| debido a una rotacién un adngulo
1, alrededor del eje z,, descrito en la figura 1.1(a).

2. A continuacién se hace una segunda rotacion esta vez alrededor del nuevo eje x1, un
angulo 0, para llegar a un segundo sistema de referencia intermedio [z2, y2, 22|, como
se puede ver en la figura 1.1(b).

3. Por tltimo, se hace una tercera rotaciéon alrededor del nuevo eje z, un angulo ¢,
para coincidir finalmente con la posicién del sistema de coordenadas fijo al cuerpo
E? = [24, yp, 23], como se muestra en la figura 1.1(c).

2El lector puede consultar [16], Capitulo 1, para ver més representaciones

3Es comun llamar “marco de referencia inercial” al sistema de coordenadas inercial o simplemente
“marco inercial”, asi como “marco de referencia fijo al cuerpo” o simplemente “marco del cuerpo” al sistema
de coordenadas fijo al cuerpo.
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Zn;y <1

22
4 ZTL — Zl
(A
Tn
— Y1 r1 = T2

Figura 1.1: Esquemas de (a) la rotacion alrededor del eje z, un angulo 1, (b) la rotacion
alrededor del eje x1 un adngulo 6 y (c) la rotacion alrededor del eje zo un adngulo ¢.

Los angulos de Cardan describen la secuencia de rotaciones mas utilizada en aecronautica
y en robdtica (ver figura 1.2) y es una de las parametrizaciones que se utilizaran en este
trabajo de tesis. Es conveniente mencionar que existe una pequena diferencia entre los
sistemas de referencia presentados en esta secciéon en cuanto a su direccion, es decir, los
sistemas de referencia mostrados en las figuras 1.1-1.2 son sistemas de mano derecha con el
eje z apuntando hacia arriba, posteriormente se mostraran sistemas de referencia llamados
NED, donde el eje x apunta al norte, el eje y hacia el este y el eje z hacia abajo, como
el primer sistema de referencia mostrado en la figura 1.3. La utilizacién de uno u otro no
debe causar confusion, pues ambos sistemas son fisicamente equivalentes y las descripciones
matematicas obtenidas a partir de uno funcionan también para el otro, considerando un
cambio de signo. La utilizacion de los sistemas NED en aeronéutica es comun con el fin de
simplificar las ecuaciones.

Al emplear los angulos de Cardan, pasar de un sistema de coordenadas inercial Ef =
[T, Yn, 2n] & un sistema de coordenadas fijo al cuerpo E? = [z, s, 2] se lleva a cabo
también en tres etapas que se describen a continuaciéon. Estando en una posicién, en el
tiempo t = 0, donde coincidan los marcos de referencia E/ y E’ se dan las siguientes
rotaciones (ver figura 1.3) [95].
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Figura 1.2: Los angulos de Cardan.

1. Rotar el marco de referencia inercial [z, yn, 2,] alrededor del eje z, un angulo ¥,
conocido en aeronautica como angulo de guinada (yaw), hasta el marco de referencia
[€1,y1,21] (con —m < b < ).

2. Rotar el marco de referencia [x1,y1, 21] alrededor del eje y; un angulo 6, conocido en
aeronautica como angulo de cabeceo (pitch), hasta el marco de referencia [z2, y2, 23]

(con —5 <60 <73).

3. Rotar el marco de referencia [z2,ys, 22| alrededor del eje xo un angulo ¢, conocido
en aeronautica como angulo de alabeo (roll), hasta el marco de referencia [z3, y3, 23]
(con — < ¢ < 7), esta orientacion del marco de referencia fijo al cuerpo es relativa
al marco de referencia inercial.

De la misma manera, si se requiere ir del sistema de coordenadas fijo al cuerpo E? al
sistema de coordenadas inercial Ef, la secuencia (¢,0,1) debe ser respetada, recuérdese
que el orden de las rotaciones es extremadamente importante.

Teniendo definidos los édngulos de Cardan, es posible obtener una matriz que hace
posible transformar cualquier cantidad lineal, expresada en el marco de referencia inercial
E/, a su forma expresada en el marco de referencia fijo al cuerpo EP. A continuacion se
describe la forma en cémo esta matriz, llamada matriz de rotacién, es obtenida.

Considerese la rotaciéon alrededor del eje z, un dngulo ¥ mostrado en la figura 1.3, con
fines de claridad, esta rotacion es mostrada en el plano en la figura 1.4(a), donde el marco
inercial esta dado por B/ = [, yn, 2,] ¥ un sistema de coordenadas intermedio [21, 91, 21]
es considerado, entonces se pueden observar las relaciones

Ty, = T1 COSY — Y1 seny,
Yn = 1 seny + y1 cosy, (1.2)
Zn = 21. (1.3)
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Zh :Z} 22
Figura 1.3: Esquema de la sucesion de giro de los angulos de Cardan

De la misma manera, tomando en cuenta la rotacion alrededor del eje y; un angulo 6
mostrado en la figura 1.3 y considerando otro sistema de coordenadas intermedio denotado
por [za, Y2, 22], la figura 1.4(b) muestra esta rotacion en el plano bidimencional y se pueden
derivar las relaciones

T1 = 9 cosh + z9 send, (1.4)
Y1 = Y2,
z1 = —xg senf + y1 cosh.

Por ultimo, la rotacién alrededor del eje x2 un angulo ¢ mostrado en la dltima imagen
de la figura 1.3, coloca al sistema de coordenadas inercial en la orientacion del sistema de
coordenadas fijo al cuerpo E? = [Zp, Yb, 2], esta rotacion se muestra en dos dimensiones en
la figura 1.4(c) y es posible obtener las relaciones

Ty = Ty (17)
Y2 = Yp COSP — 2zp seng,
Zo = Yp Seneo + zp cos.

Observando la ecuacion (1.1), es posible sustituir x; y y; mostradas en las ecuaciones
(1.4) y (1.5), y posteriormente sustituir xa, y2 y 22 de las ecuaciones (1.7)-(1.9), de esta
manera en el caso de z,, se tiene
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Vi X,
yseny A x,send A
Vi X,
V] 0
V,co8y X,cosy X, x,cos0 z,c080 z,
Xx,seny z,send
N X, ! 0 Z
................... >---- / >
Z,=Z Y=Y,
(a) (b)
ZZ
zisend A
Zh
2,c08¢ Y,c0s Vs
y,send
|0
___________________ j ..
»
X, = X,

Figura 1.4: Esquemas de (a) la rotacion alrededor del eje z, un angulo 1, (b) la rotacion
alrededor del eje y; un angulo 0 y (c) la rotacion alrededor del eje x9 un dngulo ¢. Los ejes
de rotacién son perpendiculares al plano y su direccién es saliendo de la pagina.

Xy = xp(cosyy cosh) + yp(cosy send seng — sent) cose) + zp(costy) senf cosp + sent) seng).
(1.10)

Realizando los desarrollos correspondientes para y, v 2z, €l resultado en forma matricial
puede ser expresado como

Tn
Yn =
Zn
cosy cosf  cosy send seng — seny) cosg  cosy senf coso + seny seng Ty
senty cosf seny) senf seng + cosy cos¢ senwy senf cosg — cosy sengd w |,
—senf cosf sen¢ cosf cos¢p 2

(1.11)

Como se mencion6 antes, esta matriz es la llamada matriz de rotacion, el proceso para
derivarla no es anico ||, e incluso usando otra variable, por ejemplo la velocidad, es posible

6
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Figura 1.5: Esquemas de las rotaciones sobre los ejes z,, y1 v x2 junto con las velocidades
lineales descritas en cada eje.

derivarla al determinar las componentes de la velocidad de vuelo relativas al marco de
referencia inercial, lo anterior se puede conseguir de la siguiente manera. Sean las compo-
nentes de velocidad en el marco de referencia inercial [z, yn, z,] dadas por %, dgl’—f, dj—;‘
y similarmente, sean las componentes de velocidad %1, %1, 21 v T2, 92, 22 en los marcos de

referencia intermedios [x1,y1, 21] ¥ [T2, Y2, 22], respectivamente.

La figura 1.5 contine una serie de imagenes con la misma secuencia de rotaciones con
que se definieron los dngulos de Cardan, con la diferencia que en esta una perspectiva en
tres dimensiones es mostrada. Si bien se corre el riesgo de confusion en las imégenes, es
necesario aclarar que esta secuencia de imégenes expresa las mismas rotaciones mostradas
anteriormente en las figuras 1.4. Por inspecciéon de la primera imagen en la figura 1.5, se
puede observar que, para la primera rotaciéon alrededor del eje z,, se cumplen las siguientes
relaciones

dtn = &1 cosy) — 11 seny, (1.12)
dy, . .
dtn = @1 seny) + Y1 cosy, (1.13)
dz

o=z 1.14
o= A (1.14)
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la inspeccion de la segunda imagen en la figura 1.5, para la segunda rotacion alrededor del
eje intermedio ¥1, se obtienen las relaciones

21 = Tg cosf + %9 send, (1.15)
Y1 = Y2, (1.16)
%1 = —Zo senf + 29 cosb, (1.17)

por ultimo, de la tercera imagen de la figura 1.5 para la tercera rotacion alrededor del eje
intermedio z9 se tienen las relaciones

Ty = T, (1.18)
Y2 = Yp COSP — Zp sena, (1.19)
Zo = U SENQ + Z cosP. (1.20)

Como en el caso de la posicion, para la ecuacion (1.10) es posible sustituir &1 y 91
de las ecuaciones (1.15) y (1.16), posteriormente, sustituir @2, y2 y 22 de las ecuaciones
(1.18)-(1.20), de esta manera en el caso de ‘%—; se tiene

dx

n

dt

= @p(cost) cosl) + Up(cost) senf seng — sent) cosd) + Zp(cosyy senf cosg + seny) seng).

(1.21)
Haciendo algo similar para %" y ddigl se puede expresar el resultado en forma matricial
como

cost cost)  costp senf seng — seny) cos¢  cosy senf cose + seny seng T
senty cosf sent senf seng + cosy cos¢ seniy senf cos¢ — cosy seng v,
—send cosf seng cosf) cosg Z

doy - dyn dz”]T como el vector velocidad del vehiculo en el marco de

]T

Tomando v, = |

dt dt dt
referencia inercial (E/) y v, = [#, 9, 2,]7 como el vector velocidad del vehiculo en el
marco de referencia fijo al cuerpo (Eb)7 la ecuacion anterior puede ser puesta en términos

vectoriales de la forma

v, = R[(¥,0,)v,. (1.23)

8



1.1. FUNDAMENTOS TEORICOS

De la integracion de estas ecuaciones es posible obtener la posicién de la aeronave con
respecto al marco de referencia inercial, la cual debe coincidir con la obtenida anteriormente
y que es mostrada en la ecuaciéon (1.11). RIJ: (1,0, ¢) es la matriz de rotacion que describe
el paso del sistema de coordenadas del cuerpo E? = (x3, 11, %) al sistema de coordenadas
inercial B/ = (2., yn, 2n) [96].

Es importante mencionar que, en aplicaciones de control de orientacion, los disposi-
tivos usados para determinar la posicién, velocidad o aceleracién de vehiculos en el espa-
cio, miden estos estados con respecto al sistema de referencia inercial, por lo tanto, para
determinar estos valores con respecto al sistema de referencia fijo al cuerpo, se deben mul-
tiplicar estos valores por la matriz que describe el paso del sistema de coordenadas inercial
E/ al sistema de coordenadas del cuerpo E° denotada por RS’C. De la ecuacion (1.23) se

deriva que RY = RZ{T. Con el fin de simplificar la notacién para los desarrollos mostrados
posteriormente en los siguientes capitulos, se adoptara la siguiente convenciéon

R =R(6.0,0) = R} = R]" (4.6.9) =
cost) cost sent) cosf —senf

cost) senf) seng — sent) cos¢p  sent) send seng + cosyy cos¢p  cosf seng | . (1.24)
cosy) senfl cosg + seny seng seny senf cos¢ — cosy seng  cosl cose

La matriz de rotacion R € SO(3), donde el grupo ortogonal especial SO(3) es el grupo
de matrices ortogonales de 3 x 3 que cumple las propiedades de RT R = I, que implica que
RT = R' ademas det(R) = 1, es decir, SO(3) = {R € R®>3|RTR = RRT = I,R" =
R7!,det(R) = 1}. La matriz de rotacion R también puede ser entendida como la que
describe la orientacion del marco fijo a la aeronave con respecto al marco inercial ([90],
[97], 198], [99]), es decir, R determina la orientacion del cuerpo con respecto del marco de
referencia inercial.

La representacion de la orientacion a través de los dngulos de Cardan es la méas utilizada
en las comunidades de aerondutica y robotica. Esta popularidad es debida a que esta
representacion es mas sencilla e intuitiva para describir una rotacién en el espacio. Sin
embargo, tiene la desventaja de presentar una singularidad geométrica cuando 6 = +7,
fenémeno conocido como “Gimbal-loock”. Ademés, esta singularidad geométrica introduce
una singularidad en la ecuacién cinemadtica asociada a esta representacidén, como se vera
més adelante.

La relacion entre las velocidades angulares en el marco de referencia fijo al cuerpo
(w1, w2, ws) y la razon de cambio de los angulos de Cardan con respecto al tiempo (1, 6, @)

también pueden ser determinados. Por inspeccion de la figura 1.6(a) se obtiene que

wy = ¢ — 1 send, (1.25)

de la figura 1.6(b) se obtiene
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Figura 1.6: Esquemas donde se describen (a) las componentes de wy, (b) las componentes
de wy y (c) las componentes de ws.

wa = 0 cose + 1 cost send, (1.26)

finalmente, de la figura 1.6(c) se obtiene

w3 = —0 sene + v cosf cose. (1.27)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en su forma matricial de la siguiente manera

w1 1 0 —send gb
wa | =] 0 cos¢ cosseng 0 1, (1.28)
w3 0 —sen¢ cost cosp ¥

10
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Figura 1.7: Esquema de las componentes de un cuaternion.

Al obtener la inversa de la matriz de la ecuacion (1.28) se tienen las derivadas con
respecto del tiempo de los dngulos de Cardan en términos de las velocidades angulares,

c;B 1 sen¢ tanf cos¢o tand w1
g |=10 cos¢p —seng wo |, (1.29)
¥ 0 o w3

esta es la ecuaciéon cineméatica en términos de los dngulos de Cardan ¥, 6 y ¢, integrando
estas ecuaciones se pueden determinar la evolucién de estos angulos.

En efecto, la singularidad que aparece en la ecuacion (1.29) (6 = ) se puede eliminar
si la orientaciéon del cuerpo en el espacio se limita. En consecuencia esta representaciéon
no es adecuada cuando el cuerpo evoluciona en todo el espacio (en todas las orientaciones
posibles) [16]. Una forma de evitar las singularidades es utilizar el cuaternion de rotacion
que se describe en seguida.

Parametrizacion de la orientacién en términos de cuaterniones

Por otra parte, la posicion angular (orientacion) de un cuerpo rigido también se puede
representar por un cuaterniéon* que consiste de un vector unitario &, conocido como el eje
de Euler y un angulo de rotacion f alrededor de este eje [16]|. La figura 1.7 muestra un
esquema geométrico de lo dicho anteriormente.

El cuaterniéon ¢ se define como sigue

B
—( B2 Y D )cq 1.30
q <ésin§ ) < q > (1.30)

4Una breve descripcion de los cuaterniones se hace en el Apéndice D.

11
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donde

H={q|¢+ad"a=1,9=[q, d’,q €R, qe R}, (1.31)

donde q = [q, ¢, ¢]7 ¥ g, son las partes vectorial y escalar del cuaternion, respecti-
vamente. En aplicaciones de control de orientacién, el cuaternién unitario representa la
rotacion desde un marco de referencia inercial Ef = (2, yn, 2n), localizado en algtn punto
del espacio, al marco de referencia E? = (b, Yb, 2p) localizado en el centro de masa del
cuerpo rigido.

Esta rotacion es la misma que la descrita anteriormente usando los angulos de Cardan
mediante la matriz de rotacion R(¢,6,1)), en este caso se tendra también una matriz de
rotaciéon que depende del cuaternién y en esencia ambas matrices son iguales. La matriz
de rotacion R(q) correspondiente al cuaterniéon ¢ se calcula por

R(q) = (¢ —d'a)I3 +2(a g’ — ¢, My), (1.32)

donde I3 es la matriz identidad y Mg expresa la matriz antisimétrica® asociado con el
vector axial £ y esta dada por

0 =& &
Me=Mg ¢ eyr=1| & 0 =& |, (1.33)
& &0

entonces, la matriz de rotacion R(q) tiene la forma

202+ 3 -1 2(q,¢, + 09;) 2(0,45 — 40G)
R(q) = | 2(¢,q, — 40%5) 2(¢+4q2)—1 2(ng1 +2q2q3) : (1.34)
20909, + ¢10s)  2(9295 — q0q,) 2(g; +q;) —1

Denotando con w = [wy we wg]T el vector de velocidad angular del marco de referencia
en el cuerpo EP relativo al marco inercial Ef, como se muestra en la figura 1.8, la ecuacion

cinemética esta dada por
. T
do 1 —q
. = - w, 1.35
< q > 2 < ngo + Mq > ( )

como se puede ver, la ecuacion anterior y la ecuacion (1.29) expresan la misma relacion del
sistema pero en formalismos distintos, con la ventaja de la ecuacion (1.35) que no tiene la
singularidad contenida en la ecuacion (1.29).

®Recuerdese que la matriz antisimétrica esta definida como una matriz cuadrada A cuya traspuesta es
igual a su negativa, AT = —A.

12
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Figura 1.8: Esquema de las componentes de la velocidad angular w del cuerpo rigido.

Ahora, si q define el cuaternién de posicion angular actual y gg es el cuaternion de
referencia, es decir, la orientacién deseada, entonces el cuaterniéon de error que representa
el error de posiciéon angular entre la orientacién actual y la que uno desea esté dada por

Ge=q®q;" (1.36)

® denota la multiplicacion de cuaterniones® y qgl es la rotaciéon complementaria del cua-
ternion gg, el cual es el cuaterniéon conjugado [16].

1.1.2. Ecuaciones del cuerpo rigido

Las ecuaciones de movimiento de las aeronaves se obtienen de la Segunda Ley de Newton
del movimiento, la cual establece que la suma de todas las fuerzas externas actuantes sobre
el cuerpo es igual a la razén de cambio con respecto al tiempo del momentum del cuerpo,
y la suma de los torques (par de fuerzas) externos actuantes sobre el cuerpo es igual a la
raz6n de cambio con respecto al tiempo del momentum angular. Las razones de cambio con
respecto al tiempo de los momentos lineal y angular se toman con referencia a un marco
de referencia inercial [95].

La segunda ley de Newton se puede expresar en las siguientes ecuaciones vectoriales

Movimiento de traslacion: g F = %(mv), (1.37)
d
Movimiento de rotacion: '=—(L 1.
ovimiento de rotacion E dt( ), (1.38)

5Las operaciones con cuaterniones también se describen en el Apéndice D
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donde F, v, T' y L son vectores en el espacio de tres dimensiones R?, la ecuaciéon vectorial
(1.37) se pueden escribir en su forma escalar de la siguiente manera’

F, = dt(mvx),
d

F, = d—t(mvy), (1.39)
d

F, = a(mvz),

donde Fy, Fy, F, y vg,vy,v, son las componentes de la fuerza y la velocidad a lo largo
de los ejes x,,, Yn, zn, respectivamente. Las componentes de fuerza estan compuestas de
contribuciones debido a fuerzas aerodinamicas, de propulsién y gravitacionales actuantes
sobre la aeronave. La ecuacion de torque (1.38) se pueden expresar de manera similar

d
sziLmv
3 (Le)
d
I, = —(L 1.40
y= (L), (1.40)
d
FzziLza
3 (L)

donde I';,I'y,I', y Ly, Ly, L. son las componentes del torque y del momento angular a lo
largo de los ejes xy,, Yn, 2n, respectivamente.

Sea dm un elemento de masa de la aeronave, v su velocidad y 0F la fuerza resultante
sobre el elemento de masa, entonces

dv
F = —_— 1.41
OF = om-—, (1.41)

la fuerza externa total actuante sobre la aeronave es la suma sobre todos los elementos del
cuerpo rigido

) 6F =F, (1.42)

un esquema de la fuerza resultante actuando sobre un elemento de masa de un cuerpo
rigido cualquiera puede ser observado en la figura 1.9.

La velocidad del diferencial de masa es

dr
dt’
"Si bien se debe escribir " Fy, 3" F, y 3 F, para expresar la sumatoria de todas las componentes de

todas las fuerzas en cada eje, aqui solo se escribird como en la ecuacion (1.39) para expresar esta idea. Lo
mismo aplica para las componentes de > T

(1.43)

V=V, +

14
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Ef

Figura 1.9: La fuerza resultante JF sobre un elemento de masa dm.

donde v,,r € R3, v, es la velocidad del centro de masa de la aeronave y % es la velocidad
del elemento relativo al centro de masa. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (1.41)
se tiene

d dr
Y F=F= & > (vet -)om- (1.44)

si se supone que la masa de la aeronave es constante, entonces la ecuaciéon (1.44) se puede
reescribir como

dv,  d?
F = — . 1.4
m- + dtZrém (1.45)

Debido a que r es medido desde el centro de masa, la sumatoria > rdm es igual a cero.
La ecuacién de fuerza queda como
dv,

F=m— 1.46
mee, (1.46)

lo cual relaciona las fuerzas externas sobre la aeronave con el movimiento de su centro de
masa.

De forma similar, se puede desarrollar la ecuaciéon del torque con respecto al movimiento
del centro de masa. Para el elemento diferencial de masa, dm, la ecuacién del torque se
puede escribir como

d d

La velocidad del elemento de masa se puede expresar en términos de la velocidad del
centro de masa y la velocidad relativa del elemento de masa al centro de masa, asi
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d
V:vC—I—d—;‘:vc—{—wxr, (1.48)

donde w € R? es la velocidad angular de la aeronave y r es la posicién del elemento de
masa medida desde el centro de masa. El momento angular total se puede escribir como

L=) 6L=) (rxv)dm+» [rx(wxr)dm. (1.49)

La velocidad v, es una constante con respecto a la sumatoria, por lo que se puede
escribir

L= rémxve+ ) [rx(wxr)om, (1.50)

el primer término del lado derecho de la ecuacion (1.50) es cero puesto que Y rdm = 0,
como ya se explico. Si se expresa la velocidad angular y la posicién por

w :w1i+w23—|—w312:, (151)
r = i+ yj + 2k, (1.52)

donde 2, 3, k son los vectores unitarios en la direccién de los ejes x,,, yn, zn, respectiva-
mente, del marco de referencia inercial. Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion
(1.50), L se puede escribir como

L :(w1i+ng+w3k)2(az2+y2+22)5m (1.59
R 1.53
- Z(x'i +y) + zk)(wiz + way + w3z)dm.

Las componentes escalares de L son

=w z:(y2 + 23)0m — wy Z xyom — ws Z xzdm,
—wi Z xydm + wo Z(:c2 + 22)om — w3 Z yzom, (1.54)
—w1 Z xz0m — wy Z yzom + ws 2:(91:2 + 32)dm.

Ly
Ly
L,

Las sumatorias en estas ecuaciones son los momentos y los productos de inercia de la
aeronave. Se debe recordar que los elementos de masa dm se pueden expresar de la forma

om = p(x,y,z)AV (1.55)

donde p(x,y, z) es la funcion de densidad de un objeto solido, en unidades de masa por
unidad de volumen, para algin punto dado (z,y, z), esto hace posible que
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m:///p(x,y,z)év (1.56)

que expresa la sumatoria de la multiplicacion de p(x,y, z) con todos los volimenes infinites-
imales que componen al objeto solido completo® que es precisamente la masa m = pV.
Por lo anterior, es razonable definir los momentos y los productos de inercia para cada
elemento de masa del s6lido de la siguiente manera

Ixx:///(y2+22)5m,
Iyy:///(x2+22)5m, (1.57)
e

e f o
L. = / / / w2bm, (1.58)
I. = / / / yzdm.

Los términos I, I, e I.. son los momentos de inercia del cuerpo alrededor de los ejes x,
Yy z, respectivamente, expresados en las ecuaciones (1.57). Los términos con los subindices
cruzados, expresados en las ecuaciones (1.58), son los productos de inercia. Todos ellos son
las nueve componentes de la llamada matriz de inercia, que aqui denotaremos por J.

Tanto los momentos como los productos de inercia dependen de la forma de la aeronave
y la manera en la cual esta distribuida su masa. El mayor de los momentos de inercia sera
el de la resistencia a la rotaciéon. Tomando en cuenta lo anterior, las ecuaciones escalares
de las componentes del momento angular seran

Ly = wilps — WZIxy — w3y,
Ly = —wilzy +wolyy — w3ly,, (1.59)
L,=—wl;, — WQIyz + wsl,.,

que en términos vectoriales tendré la forma
L=Jw, (1.60)

donde

8Para mayores detalles, consultar el Capitulo 15 del libro [100].
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Ia::c _Ixy _Ia;z
J=| -Ly, I, -I. |. (1.61)
_Ixz _Iyz Izz

Ahora, si el marco de referencia no esta rotando, y puesto que el vehiculo aéreo rota, el
momento y los productos de inercia variardn con el tiempo. Para abordar esta dificultad se
fijara el sistema de ejes a la aeronave (sistema de ejes del cuerpo). Se deben determinar las
derivadas de los vectores v y L con respecto al marco de referencia del cuerpo en rotacion.

Se puede mostrar que la derivada de un vector arbitrario A € R? con respecto al marco
de referencia del cuerpo en rotaciéon teniendo una velocidad angular w se puede representar
por la siguiente identidad vectorial

dA|  dA

Eb

donde los subindices Ef y E se refieren a los marcos de referencia inercial y fijo al cuerpo,
respectivamente.

Aplicando esta identidad a la ecuacion (1.37) se tiene

F:m% L m(wxy,), (1.63)
haciendo
m(w xv,) =Fg (1.64)

donde F, expresa la fuerza centrifuga en el marco de referencia fijo al cuerpo. Entonces
la ecuacion (1.63) se puede poner en la forma

mv, = —Fg +F, (1.65)

que proporciona la dindmica de traslacion del cuerpo rigido expresado en el marco de
referencia movil, las ecuaciones escalares de esta ecuacion estan dadas por

mi}bz = —Fopp + Fr,
mi}by = _Fcby + Fy, (1.66)
mi}bz =—F,, + F..

Por otra parte, aplicando la identidad (1.62) a la ecuacion (1.38) se tiene

dL

r=_——
dt lEv

+(w x L), (1.67)
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donde las ecuaciones escalares estan dadas por
r,= L:J: +wol, — W3Lya
Ty =Ly, +wsly —wiL,, (1.68)

r.,= Lz + wlLy —wal,,

tomando en cuenta las relaciones en (1.59) y desarrollando la ecuacion (1.68), se tiene

Iy = L1 — Izy(w2 - w1w3) - Izz(wii + W1W2) - Iyz(w% - w32,) + (Izz - Iyy)wzw3>
Ty = Lywe — Ly (1 + wows) — Iy, (W3 — wiws) + s (wi — w3) + (Ipw — L )wiws, (1.69)
Fz = zzd)g — Iggz(djl — w2w3) — Iyz(wz + w1w3) — Ixy(w% — w%) + (Iyy — Lm)wl(x)Q.

reordenando para estar de acuerdo con las ecuaciones (1.66), las ecuaciones (1.69) quedan
como

Iac:cwl - Ia:yw2 - I:vzw?) - - mywlw?) + Iaczwlw2 + Iyz(w% - W%) - (Izz - Iyy)w2w3 + an
- :Dywl + Iyyw2 - Iyzw3 = Ixyw2w3 - IyzWIWQ - Irz(w% - W?Z,) - (Imm - Izz)wlwfi + Fy>

—Ip,wy — Iyzw2 + I, w3 = — I wows + Iyzw1w3 + Ixy(wf - w%) - (Iyy - Ixm)wlw2 + sz
(1.70)

estas dltimas ecuaciones expresan la dindmica de rotaciéon del cuerpo y pueden expresarse
en términos vectoriales, tomando en cuenta las ecuaciones (1.67) y (1.60), de la forma

Ji = —w x Jw +T. (1.71)

con w = [wy we w3]l yT'=[ly Iy Ty)T.

Debe notarse que las ecuaciones (1.66) y (1.70) estan expresadas en el marco de referen-
cia fijo al cuerpo. Veremos en la seccion siguiente que la aeronave puede considerarse como
un cuerpo rigido y las fuerzas y los torques actuantes sobre la aeronave estdn compuestas
por contribuciones aerodindmicas, gravitacionales y de propulsién.

1.1.3. Ecuaciones de movimiento de los vehiculos aéreos

El analisis anterior permite construir un modelo de los movimientos rotacional y trasla-
cional de un cuerpo en el espacio, con lo cual se puede establecer el modelo que se utilizara.
Sin embargo, es importante para este objetivo el andlisis y la comprension de la acciéon de
las fuerzas que actiian sobre los cuerpos en interaccién con el medio ambiente, es decir, para
la obtencién del modelo, se hace necesario un anélisis dindmico especifico de las fuerzas que
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Figura 1.10: Vehiculo aéreo y los sistemas de referencia.

pueden actuar sobre vehiculos aéreos en vuelo, y como afectan los movimientos traslacional
y rotacional de estos. A continuacion se presenta el analisis de las fuerzas que pueden ser
relevantes para el estudio de la dindmica de vehiculos aéreos, ademéas de posibles torques
que pueden producir en el sistema, lo que serd fundamental para comprender el modelo ha
utilizar en el desarrollo de este trabajo.

Dinamica traslacional de vehiculos aéreos

Para el estudio del movimiento de traslacién de aeronaves en vuelo, es necesario expresar
las ecuaciones dindmicas con respecto al marco de referencia inercial, un esquema de cémo
seran tomados los marcos de referencia para cualquier tipo de vehiculo aéreo puede ser
observado en la figura 1.10.

Para lograr lo anterior, se tomard en cuenta la relaciéon descrita por las ecuaciones
(1.63)-(1.66) y que por claridad se presentan a continuacion.

dv

F = md—tb - m(w X v,), (1.72)
m(w x v,) =Fy, (1.73)
mv, = —Fg + F, (1.74)
Yy
mi)bz = —Fopp + Fr,
mi}by = —Fuy + Fy, (1.75)
mb,, = —F, + F.
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Figura 1.11: Esquemas de (a) las componentes de la fuerza de gravedad sobre los ejes xp
y zp para un vehiculo aéreo cualquiera con angulo de cabeceo 6 y sin angulo de alabeo ¢,
(b) las componentes de la fuerza de gravedad sobre los ejes y, y 2, para un vehiculo aéreo
cualquiera donde se presenta un angulo de alabeo ¢ ademés del angulo de cabeceo 6.

Estas ecuaciones relacionan la aceleraciéon y la fuerza centripeta del vehiculo aéreo con
las fuerzas adicionales F que acttian sobre el mismo, las cuales se originan del sistema de
propulsion, la fuerza de gravedad y alguna perturbaciéon externa.

Fuerzas gravitacional y propulsora

En los vehiculos aéreos existen diferentes fuerzas que actian sobre ellos, tal como la fuerza
gravitacional giroscépica. La fuerza gravitacional sobre el sistema acttia en el centro de
masa de la aeronave, debido a que el sistema de ejes del cuerpo esta fijo al centro de
masa, la fuerza gravitacional no produce ningin momento de fuerza (torque) [95]. Las
componentes de la fuerza de gravedad a lo largo de los ejes xp, yp y 2p del marco de
referencia fijo al cuerpo, se pueden obtener por inspeccién de las figuras 1.11, estas tienen
la forma

(sz)gr(wedad = —myg send,
(Fby)gmvedad = myg cosf seng, (1.76)

(sz)gravedad = mg cost cos¢.

Por otra parte, la fuerza de propulsiéon también tiene componentes a lo largo de las
direcciones de los ejes, adicionalmente estas fuerzas pueden dar origen a torques si su
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aplicaciéon no se da justo en el centro de masa del sistema. Estas fuerzas dependen de la
posicion de los actuadores sobre el sistema y hacen la diferencia entre los sistemas de ala
fija, ala rotatoria o alguna otra configuracién.

Tomando en cuenta lo anterior, las fuerzas de propulsién que acttian a lo largo de los
ejes del marco de referencia fijo al cuerpo son denotadas de manera general por

(FjbI )propulsio’n = Fsz7
(Fby )propulsién = FPbya (177)
(sz )propulsién = Fszv

del mismo modo, los posibles torques producidos por estas fuerzas se denotan por

(Fbx )p’r‘opulsién = ]-_‘Pbxv
(Fby )propulsio’n = 1_‘Pbya (178)

(sz )p'ropulsio’n = Fsz .

La ecuacion dinamica es similar a la mostrada en (1.71), dada de la siguiente forma

Jw=—w X Jw—l—I‘p+I‘E, (1.79)

dondeT'p = [I'ppy, T po, T pbz]T y el vector I'g, que pertenecen a R3, representa los torques
debido a perturbaciones y fuerzas externas.

Se debe notar que las fuerzas y los torques expuestos anteriormente son descritos en
el marco de referencia fijo a la aeronave E? = (x,, Y,, %,). Un analisis similar se puede
hacer para las otras dos fuerzas béasicas que actiian sobre las aeronaves, a saber, la fuerza
de sustentacion y la fuerza de arrastre, e incluso para alguna otra fuerza externa o debido
a la dindmica de las componentes del vehiculo. Todo este conjunto de fuerzas se pueden
considerar como fuerzas adicionales” (Fy;) v que, para propositos de disefio de control, no
se tomaré en cuenta dentro del modelo y se consideran como perturbaciones.

Se desea obtener las ecuaciones que relacionan la aceleracion y las fuerzas que actiian en
el sistema pero vistos desde el marco de referencia inercial, es decir, observar el movimiento
de la aeronave como si esta fuera solo un punto moviéndose en el espacio, sin consider-
ar su movimiento de rotacion. Analizando la ecuacion (1.73), se observa que las fuerzas
centripetas son originadas por la velocidad angular de la aeronave, puesto que no se consid-
eran movimientos rotacionales, estas fuerzas centripetas se consideraran como parte de las
fuerzas adicionales Fg,;. En estas condiciones, la ecuacién que relaciona las aceleraciones

9Aqui se consideran como fuerzas adicionales las fuerzas producidas por rafagas de viento, fuerzas
producidas por el efecto suelo, etc. Estas fuerzas no se consideran en el modelo usado para el diseno de
control, se usardn posteriormente para mostrar la robustez del control.
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con las fuerzas actuantes sobre el sistema, con respecto al marco de referencia inercial,
estaria dada por

dv, dv
F=m el R v (1.80)
El vector de fuerzas F est4 compuesto por las fuerzas de gravedad, propulsion, fricciéon y
todas las demaés fuerzas adicionales F; que actiian sobre la aeronave y que deben tomarse
en cuenta para describir completamente el movimiento traslacional. En cuanto a la fuerza
de gravedad, sus componentes estan descritas por la ecuacion (1.76), como lo que interesa
es ver la fuerza de gravedad desde el marco de referencia inercial Ef, para este solo existe
componente en el eje z,,

(F)gravedad|Ef = —mg. (181)

Por otra parte, las fuerzas de propulsion estan expresadas por las ecuaciones (1.77)
en el marco de referencia fijo a la aeronave, para obtener la expresion que describe estas
fuerzas en el marco de referencia inercial, se debe multiplicar las relaciones (1.77) por la
matriz de rotacion R(¢,6,1) dada en la ecuacion (1.11), asi

Fy
F, =
%/ propulsion
cost cosf  cosy senf seng — sent)y cosf  cosy cosg senf + seny) seng EFpy,
sent cosf  seng senf senty + cosy cosgp send seny) cosg — cosy seng Fpy, |,
—senf cosf sen¢ cosf cos¢p Fpy,

(1.82)

el mismo proceso se sigue para expresar fuerzas de friccién, o en general todas las deméas
fuerzas adicionales Fy, = (Fyp, Fup, FabZ)T expresadas en el marco de referencia fijo al
vehiculo, en el marco de referencia inercial F, = (Fop Fyy F..)T.

Con lo desarrollado en estas secciones se tienen todas las ecuaciones que describen
el movimiento de una aeronave en vuelo. A continuaciéon se hace un extracto de las que
serviran para la descripciéon del movimiento del sistema estudiado.

1.1.4. Resumen de ecuaciones cineméaticas y dinadmicas

Ahora se esta en condiciones de mostrar las principales ecuaciones que seran utilizadas
para describir el movimiento de los vehiculos aéreos que especificamente se analizan en es-
ta tesis. Estas ecuaciones estan integradas por las partes cinemaética y dinamica presentadas
anteriormente, las cuales determinan el movimiento de aeronaves en vuelo, y que bésica-
mente seran utilizadas para la construccion del modelo matematico del sistema particular
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de interés. En primera instancia, se muestran las matrices que sirven para determinar la
orientacion de los vehiculos con respecto a los angulos de Cardan y cuaterniones, los cuales
pueden ser usados en el modelo.

Matriz de rotaciéon en términos de angulos de Cardan y cuaternién

Cep CO Sy Co S0
R(¢,0,¢) = | CiSOSh— S Cop S SOS+CypCop COSH | . (1.83)
Ctp SO Co+ S S S SO Cp — Cop Sp - CO Cop

con sen(-)=S(-) y cos(:)=C(+),

2(‘]2 + q12) -1 2(%‘]2 + qoqs) 2(q1q3 - q0q2)
Rl =| 20,4 —0%) 2@ +d) -1 2(q00 + 0a5) |- (1.84)
2(¢0% + ©05) 200205 — 40q,) 2(q2 +q%) — 1

donde R(¢,0,) = R(q).

Ecuaciones cineméaticas en términos de dngulos de Cardan y cuaternion

qB 1 sen¢g tanf —cos¢ tanf w1
6 | =10 cos¢ —seng wa |, (1.85)
W 0 Sost ws
qO 1 _qT
. . w. 1.86
(%)=3(ne ) (150

Ecuaciones dinamicas

miy = Fpy + Fax
Traslacion: miy = Fpy + Fyy (1.87)
mv, = —mg + Fp, + Fo.

Rotacién:

Lo = Ixy(djg — w1w3) + Ixz(d)g + W1WQ) -+ Iyz(w% — w%) — ([zz — Iyy)(Ung + prz,

Iyyw2 = Imy(wl + LUQLU3) + Iyz(w?) - LU1LU2) - Ixz(w% - w%) - (Ixx - Izz)W1W3 + FPby7

I, ,ws = Ixz(wl - WQWS) + Iyz(w2 + W1W3) + Ixy(wf - w%) - (Iyy - Ixz)w1w2 + Fsza
(1.88)
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1.2. Modelo de los vehiculos tipo VTOL

El modelo matematico de los vehiculos VIOL estd compuesto por las velocidades y las
aceleraciones, tanto lineales como de rotacion, y su relacién con las fuerzas y torques
que actiian en el sistema. Para determinar estas componentes, se tomaran en cuenta los
desarrollos expuestos anteriormente.

Para empezar, se tomaré el vector de posicion p = zi+yj+ zk y el vector de velocidad
lineal como v = v,@ + v, j + Uzl%, ambos con respecto al marco de referencia inercial Ef =
[T, Yn, 2n] (ver figura 1.12). La primera relacion se obtiene de los vectores anteriores y
tiene la forma conocida

p=v, (1.89)

donde la derivada del vector de posicidén con respecto al tiempo p es la velocidad lineal
v. La siguiente ecuacion expresa la relaciéon que existe entre la aceleraciéon y las fuerzas
que actian sobre el sistema, para determinarla, recordemos la Segunda Ley de Newton del
movimiento expresada por

F = ma =mv, (1.90)

donde el vector F es la suma de todas las fuerzas actuando sobre el vehiculo, expresadas
en el sistema de referencia inercial. Para expresar las fuerzas en el sistema de referencia
inercial se utiliza la matriz de rotacién anteriormente expuesta.

Se necesitan determinar las fuerzas que acttian sobre la aeronave con respecto al sistema
de referencia inercial (Ef), lo cual se realizo anteriormente de forma general. Tomando en
cuenta las ecuaciones (1.82) y (1.87) se tiene que la ecuacion (1.90) toma la siguiente forma

0 Fop,
mv = —mg + R(+) 0 |+ Fa, , (1.91)
T Fop,

donde el vector g = [0 0 g] solo tiene componente en el eje z,, R(-) representa la matriz
de rotacion la cual se expresa en términos de angulos de Cardan, tal como se mostré en
la ecuacion (1.83). T es la tnica componente de la fuerza de propulsion/sustentacion del
vehiculo y estd en la direccion de 2, (ver figura 1.12). (Fup, Fup, Fu.)T representan las
componentes en cada uno de los ejes de las fuerzas adicionales con respecto al marco de
referencia en el centro de masa del vehiculo. Recordemos que estas fuerzas adicionales se
componen de las fuerzas de arrastre, y fuerzas producto de la dinamica del vehiculo, la
friccion de las hélices, corrientes de aire, etc. que pueden afectar al sistema y que se deben
a su interaccion con el medio ambiente. La ecuacion (1.91) se puede reescribir en términos
vectoriales como

mv =-mg+ R(F +Fg). (1.92)

25



CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO DE LOS VEHICULOS TIPO VTOL

y? )

Figura 1.12: Marcos de referencia para un vehiculo VTOL.

Hasta aqui se tienen las ecuaciones que describiran el movimiento traslacional de los
sistemas VTOL con respecto al sistema de coordenadas inercial Ef = [T, Yn, 2n], 10 que
sigue es determinar las dos ecuaciones restantes que describan el movimiento rotacional de
la aeronave y que se utilizaran para estabilizar la orientacion del VTOL.

Nuevamente, se tienen que establecer ecuaciones que expresen la velocidad y la ace-
leracién con relacion a las fuerzas que acttian sobre el sistema, con la diferencia de que ahora
se describen para movimientos de rotaciéon. En este caso se hablara de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones angulares, ademéas de torques (momentos de fuerza).

Como ya se mencion6, la manera mas comun de expresar movimientos rotacionales es
utilizar los angulos de Cardan desarrollados previamente y expresados en la ecuacion (1.85).
Sin embargo, es posible expresar el cambio en la orientacién de la aeronave con respecto
al tiempo de una forma alternativa. Como se describié anteriormente, la orientacion de un
cuerpo rigido es representada por la matriz R € SO(3) y denotara una rotacion del marco
fijo al cuerpo al marco inercial. w € R? denota la velocidad angular dada en el marco del
cuerpo. Entonces, el cuerpo rigido satisface la ecuacion cinemética |77, 101]

R = RM,,, (1.93)

donde Mg : R? — SO(3) transforma un vector en R? a una matriz antisimétrica 3 x 3, Mg
es la matriz anti simétrica asociada con el vector axial £ = [¢; & &3] dada de la siguiente
forma

0 =& &
Me=1| & 0 =& |. (1.94)
& & 0

Usando la propiedad que establece la no conmutatividad del producto vectorial, la
ecuacion (1.93) se puede reescribir como
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R = —M,R, (1.95)

con esto se tiene la primera ecuacién del movimiento rotacional que relaciona la veloci-
dad angular con la matriz de rotaciéon y proporciona informacién sobre como cambia la
orientacién con respecto al tiempo.

Para encontrar la expresién que relaciona las aceleraciones angulares con las torques, se
toma como base la Segunda Ley de Newton del movimiento rotacional expresada en (1.38)
en la forma

d

Ir'=—
dt

(L). (1.96)

Este desarrollo se hizo previamente, la ecuacién que expresa la relacion que buscamos
es (1.88). Considerando que, en general, los vehiculos VTOL tienen simetria en dos de sus
planos, los términos de inercia cruzados se eliminan, entonces la ecuacion (1.88) toma la
forma

Ippw1 = _(Izz - Iyy)WQWB + FPbI + Fabzy
Iy we = —(Iyy — L) wws + pry + Faby, (1.97)
I w3 = *(Iyy - I:E:r)WlWQ + Fsz + Fabz,

donde, como antes, los términos (I'gp,, I'ap, , I'ap, ) expresan los torques adicionales produci-
dos por la dinamica del vehiculo, corrientes de aire, etc., que se producen como consecuen-
cia de la interaccién con el medio ambiente. Esta tltima ecuacién se expresa en términos
vectoriales como en la ecuacion (1.71) de la forma

Jw=—-wxJw+T+Ty, (1.98)

donde, redefiniendo I' = I'(; 5 3), expresara los torques de control del vehiculo aéreo (ver
figura 1.12). Con esto queda completo el modelo matemético que describe el comportamien-
to dindmico de los sistemas VTOL.

1.2.1. Resumen del modelo general de los sistemas VTOL

Como antes y con fines de claridad, se muestra el modelo obtenido en un sistema de
ecuaciones diferenciales que describen tanto la dinamica como la cinemética de los vehiculos
de interés. En resumen, el modelo matematico que describe el movimiento de los vehiculos
tipo VT'OL esta dado por

pP=V, (1.99)
mv = —mg + R(F + Fg) (1.100)
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CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO DE LOS VEHICULOS TIPO VTOL

R=—M,R, (1.101)
Jo=-wx Jw+T + Ty, (1.102)

Como se puede observar, estos subsistemas componen un sistema en cascada, donde
la posicion depende de la orientaciéon y la orientacién no depende de la posicion. Esta
propiedad es muy importante y es la que se utilizard y explotara para el diseno de las leyes
de control en este trabajo. Analizando varios de los trabajos recientemente propuestos,
podemos notar que los modelos matematicos utilizados son una clase particular del modelo
(1.99)-(1.102). Esto es muy importante ya que nuestro objetivo es diseniar leyes de control
genéricos, los cuales se puedan aplicar a toda la clase de vehiculos VTOL.
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Capitulo 2

Control de orientaciéon para vehiculos
tipo VT OL

En el capitulo anterior se ha mostrado cémo se obtiene el modelo mateméatico que describe
el movimiento de los vehiculos aéreos VI'OL. Ahora, estamos en condiciones de avanzar
en el disefio de las propuestas de leyes de control para los movimientos de orientaciéon y
traslacion de estos sistemas. Antes, es necesario establecer la forma matematica en como
se expresaran algunos conceptos necesarios para describir la posicién y los movimientos del
sistema estudiado, asi como la forma matemética de referencias que se tomaran en cuenta.
Cabe mencionar que las propuestas presentadas aqui tienen intima relaciéon con lo que
se observa en la naturaleza, en particular las condiciones que se deben cumplir para que
algunos animales voladores puedan realizar esta actividad, lo anterior también es descrito
en el presente capitulo.

2.1. Fundamentos teodricos

Antes de comenzar con las propuestas de control, es necesario establecer y fundamentar
tedricamente algunos elementos necesarios para entender la forma en coémo se determina
la orientacion del sistema con el propésito de aplicar propuestas de control de orientacion.
Con fines de claridad, es necesario retomar una parte del modelo desarrollado en el capitulo
anterior, ademés de establecer las caracteristicas de vectores que seran utilizados més
adelante, plantear algunas operaciones necesarias junto con la definicion de una funcién
que se utilizaran en la propuesta. Adicionalmente, es importante establecer la relacion que
existe entre algunos de estos conceptos con las partes corporales de animales con los que
se ha observado correspondencia en la aplicacién del control. Todo esto serd descrito a
continuacion.

2.1.1. Vectores de referencia y de observacion

Considere cualquier tipo de vehiculo VTOL representado en general por un cuerpo rigido

con un marco de referencia ortonormal fijo al centro de masa, denotado por E® = [el{, eg, eg],
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CAPITULO 2. CONTROL DE ORIENTACION PARA VEHICULOS TIPO VTOL

Figura 2.1: Marcos de referencia fijo al cuerpo E? e inercial Ef.

con ejes alineados con los ejes principales de inercia, adicionalmente un marco de referencia
inercial dado por Ef = [e{ , eg , eg], localizado en algin punto en el espacio, la direccion
de los ejes se toma como se muestra en el esquema de la figura 2.1. En aplicaciones de
aerondutica, es conveniente seleccionar la direcciéon de los marcos de referencia inercial
y fijo al cuerpo como se muestra en la figura anterior, debido a que esto simplifica las

ecuaciones que se utilizan.

Como se establecié en el capitulo anterior, la rotacién del marco de referencia del
cuerpo Eb con respecto al marco fijo Ef es representado por la matriz de orientacion
R € SOB) = {R € R¥3 : RTR = I,detR = 1}. Denotando con w = [w; wy w3]?
el vector de velocidad angular del marco del cuerpo E’ relativo al marco inercial E7,
expresado en E’, las ecuaciones cineméatica y dindmica del cuerpo rigido, en este caso, se
pueden expresar de la siguiente manera:

R =—MyR, (2.1)
Jw=—-wxJw—+T.

donde x denota el producto cruz, Mg es la matriz anti simétrica asociada con el vector
axial & = [¢1 & &3]7 dada de la forma en que se muestra en la ecuacion (1.94).

J € R3*3 representa la matriz de inercia constante definida positiva del cuerpo rigido
expresada en el marco de referencia E® y T' € R? es el vector de torques de control en E°.
Estos torques dependen de los pares generados por los actuadores, pares aerodindmicos,
tales como pares giroscopicos, gradiente gravitacional, etc. En este trabajo, se supone que
estos torques son solo generados por los actuadores. Las ecuaciones (2.1) y (2.2) describen
el movimiento rotacional de un cuerpo rigido que tiene evolucién dinamica en el conjunto
tangente 7°SO(3) [101, 102].

Por otro lado, en la naturaleza existen ejemplos de animales capaces de volar utilizan-
do informacién bésica que obtienen con elementos que forman parte de su cuerpo, estos
especimenes voladores son abastecidos con informacion de miltiples organos sensitivos, en
el caso de los insectos, uno puede mencionar los siguientes:
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2.1. FUNDAMENTOS TEORICOS

= Los halterios: Estos son sensores giroscopicos bioldgicos, localizados en la base de las
alas. Estos permiten la deteccion del movimiento rotacional del cuerpo y la determi-
nacion de la velocidad angular a lo largo de los tres ejes. |64, 66].

» La sensila: Localizada en la antena, alas y patas, estos sensores cuticulares detectan
estimulos quimicos o mecanicos. Particularmente, la sensila en la pata determina la
direccién del vector del campo gravitacional con respecto al marco de referencia en
el cuerpo del insecto |64, 66].

» El sentido magnético: Este determina la direccion del vector de campo magnético de
la Tierra con respecto al marco de referencia en el cuerpo del insecto [64, 66].

Estos tres 6rganos sensitivos tienen equivalentes tecnolégicos: giréscopos de velocidad,
acelerémetros y magnetometros, respectivamente, y estos pueden ser divididos en dos tipos
principales:

= Sensores de velocidad angular: Estos sensores proporcionan medida de velocidad an-
gular w. Estos se supone que son perfectos: los problemas causados por la parcialidad
o el rango de medidas limitado no son tratados en este trabajo.

= Sensores del vector de referencia: Considere un vector unitario sg; con sus representa-

ciones s£ en el marco de referencia inercial Ef y s,i’ en el marco de referencia fijo al

cuerpo EP. Se supone que s£ es constante. Estas representaciones estan relacionadas

por la matriz de rotacién R de la siguiente forma
sy = Rs]. (2.3)

En aplicaciones de control de orientacién, los vectores s£ también se llaman “vectores

de referencia”, y en general son conocidos con bastante precisién, los vectores en el
cuerpo s ,i’ son conocidos como “vectores de observacién” y son obtenidos con sensores
a bordo (acelerometros, magnetometros, detectores de sol, seguidores de estrellas,
etc.). k € {1,2,...,n} representa el nimero de diferentes tipos de sensores de vectores
de referencia, las imperfecciones de los sensores no son tomadas en cuenta en este
trabajo, en la figura 2.2 se puede observar un ejemplo con dos vectores de referencia

y sus correspondientes proyecciones en el marco fijo al cuerpo.

De forma similar a como se establecié la ecuacion (2.1) en el capitulo anterior, los
vectores de observacion y la velocidad angular estan relacionados a través de la ecuacién
cinemética

§p =sp xw, (2.4)

extendiendo a n vectores de observacion y definiendo S? = (s} s} ...s%)7 esto da
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Figura 2.2: Cuerpo rigido, sistema de referencia inercial y vectores de referencia y de
observacion.

${ sb x
Sh=1 | = : w=: Mw. (2.5)
$p sl x

El error entre la orientacion real, definida por una matriz de rotacion R de los ejes del
marco inercial E7, y la orientacion deseada, definida por una matriz de rotacién Ry de los
ejes de Ef, es medida por ([77])

R. = RRT. (2.6)

Alternativamente, la informacion acerca del error de orientacion puede ser definida
como el error entre las medidas del sensor en el marco de referencia del cuerpo EP y los
valores deseados de los vectores de referencia proyectados en E’. El vector de error de
orientacion v es definido por

n n

1 1
7= Z[RSQ X (Rdsi) = Z[SZ] X Rdsi. (2.7)
k=1 k=1

Desde la perspectiva de la estimacion/determinacion de orientacion, es bien conocido
que al menos dos vectores de observacion distintos son necesarios en cada instante de
medicion para obtener la informacion de orientacion completa [78]. Por lo tanto, para
llevar el cuerpo rigido a la orientacién deseada, uno debe anular el error de orientacion
forzando « a cero usando al menos dos vectores no colineales en cada instante de medicion,
es decir, n > 2.
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2.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Observacion 1 Si solo un vector de observacion estd disponible (n = 1), este vector estd
vinculado al vector de referencia, a través de la matriz de rotacion R: st = Rs{. FEsta
ecuacion proporciona una restriccion bidimensional sobre la matriz de rotacion tridimen-
sional. Por lo tanto, un unico vector de observacion mo proporciona la informacion de
orientacion completa. En este caso, es imposible identificar una rotacion alrededor del eje
sll’ en el marco de coordenadas del cuerpo o, equivalentemente, alrededor del eje s{ en el

marco de coordenadas inercial.

2.1.2. Funcién de saturacion

Para fines de definir correctamente las propuestas de control, es necesario establecer la
caracteristica de la llamada funcién de saturacién.

Definiciéon 1 Se define una Funcion de Saturacion escalar satn(-) acotada entre £N, con
N >0, como

saty(z) := min(N,maz(—N,x)), VzeR. (2.8)

Se define también un vector Funcion de Saturacion para N = [N1 Na ...N,] como
Saty(x) := [satn, (z1)...saty; ())...satn, (x,)]7, Vx = [21, ..., 2n] € R, (2.9)
conje€l,...nyn esla dimension del vector.

Con todo lo anterior, podemos continuar con el diseno de las leyes de control que se
proponen en este trabajo, sin embargo, es necesario tener claro cual es el problema que
se pretende atacar, cuales son las restricciones y cudles los alcances y condiciones que
se tienen. Con fines de claridad, se aborda este aspecto previamente a las propuestas de
control.

2.2. Planteamiento del problema

En este capitulo se muestra el diseno de la estrategia de control capaz de garantizar la
estabilizacion de orientacién de un cuerpo rigido imitando la estrategia adoptada por an-
imales voladores de alas batientes para estabilizar su orientaciéon. Estas estrategias estan
basadas en la utilizaciéon de medidas directas de algunos 6rganos sensoriales, esto es, que
la orientacion no es requerida explicitamente. Ademas, las propuestas de control de re-
alimentacién toman en cuenta las restricciones y limitaciones fisicas de la estructura y
propulsion del cuerpo, esto es garantizado por una saturacién del torque de control y en
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CAPITULO 2. CONTROL DE ORIENTACION PARA VEHICULOS TIPO VTOL

Figura 2.3: Vectores de observacion y de referencia con la misma orientaciéon, donde w = 0.

realidad permite al sistema evitar dafios indeseados y maximizar su efectividad. Matemati-
camente puede ser formulado como

L e[-I;Ty, je{1,2,3} (2.10)

donde fj representa la cota de la componente I'; del torque de control y corresponde a las
cotas de saturacion de los actuadores equivalentes a las cotas de los torques aerodinamicos
desarrollados por las alas de estos animales, debido al acotamiento de los d&ngulos de aleteo.

El problema de estabilizacién de orientacion clasico es definido de la siguiente manera:
dirigir la orientacién del cuerpo desde alguna condicién inicial a una orientacién constante
deseada y mantenerlo en esta posiciéon. En consecuencia, el vector de velocidad angular
es también llevada a cero y permanece nula una vez que la orientaciéon deseada ha sido
alcanzada,

cuando t — oo.

R —)Rd
w —0

Las orientaciones deseada y real, R; y R, son idénticas si para todo k € {1,...,n} con
n > 2, SZ = Rs£ = Rd5£7 y por consiguiente, de la ecuacion (2.7), v = 0, un esquema de
esto puede ser observado en la figura 2.3. Sin embargo, lo contrario no es verdad, y = es
también minimizado para

st = —Rys]. (2.11)

Analizando la igualdad (2.11) con respecto al n nimero de vectores de referencia no
colineales
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f f
'Rd S, 'Rd S
R
Vi
\
~-> .
e7
\
N
R;s, 1 |
f
e/ R,s;
(a) Simetria con respecto a n (b) Simetria con respecto a (e/, e.’)

Figura 2.4: (a) Simetria con respecto al vector normal n al plano II; (b) la simetria con
respecto al plano (e{,e?{).

= Sin > 3, esta identidad define una simetria con respecto al origen del marco y puede
ser expresada como sz = —Ry sg. —Ry, sin embargo, no pertenece a SO(3) y, como
consecuencia, no es una matriz de rotacion. Consecuentemente, la igualdad (2.11)
define una configuracién fisicamente no factible. Por lo tanto, un error de orientaciéon

nulo v = 0 tiene sentido solo si SZ =Ry sﬁ.

= Si n = 2, existe un plano II que contiene los vectores Ry s{ y Rq sg . Las config-
uraciones SZ = —Ry sg, k € {1,2}, pueden ser alcanzadas por una rotacion de
180° (mrad) alrededor del vector n normal al plano II en la interseccion de los vec-

tores (figura 2.4). Algunos casos especificos de sg permiten la definicién de simetria

con respecto a los ejes separados e{ ) eg Y eg si sg , k € {1,2}, pertenecen, respectiva-
mente, a los planos (eg, eg), (e{,eg), (e{,eg) (figura 2.4). En este caso, s,l; =—-Ry si
es equivalente a s,‘; = R;Ry sg con Ry una matriz simétrica que pertenece a SO(3) y
tiene una traza Tr(R,) = —1

Rs € {diag(1,-1,-1),diag(—1,1,—-1),diag(—1,—1,1)} (2.12)

[l f

definiendo una simetria con respecto a e, e; y es, respectivamente. Uno debe en-
fatizar que seria por lo tanto més prudente elegir los sensores de referencia de tal
manera que los vectores de referencia pertenezcan a uno de los tres planos (e{ , eg ),
(e{ , e?]: )o (eg , eg; ), que han sido adoptados en este trabajo. Si tales sensores de refer-
encia no existen, otra propuesta seria la definicién del marco fijo con respecto a los
sensores de referencia, tal que una ortogonalizacién de los vectores de referencia es

usada para construir una base ortonormal (e{ , eg , eg; ).
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= Sin =1, la simetria es definida respecto a un plano. Este caso no es considerado
aqui.

Como una conclusién, existen dos conjuntos para los cuales la velocidad angular w y
el error de orientacion «y son iguales a cero, a saber (w, R) = (0, Ry) y (w, R) = (0, Rs Ryg).
Definiendo £ como la unién de estos dos conjuntos

£={(w,R) €TSO(3):w=0,R= PRy, Pc P} (2.13)

con

P :={diag(1,1,1),diag(1,—1,—1),diag(—1,1,—1),diag(—1,—-1,1)} (2.14)

Note que P forma un subgrupo del grupo de matrices ortogonales O(3).

2.3. Estabilizacién de orientaciéon biolégicamente inspirado

En esta seccién dos leyes de control acotadas dirigidas a estabilizar la orientacién de un
cuerpo rigido expresado por las ecuaciones (2.1) y (2.2) son propuestas. Ambas leyes de
control (i) estan basadas en una realimentacion de salida usando medidas de sensores a
bordo y (ii) respetan los limites de los actuadores mediante acotamiento de los torques
desarrollados. Los vectores de observacion, definiendo el error de orientacion, ademas de la
medicion de la velocidad angular, son las bases para el calculo de la primera ley de control,
esto corresponde al caso de accesibilidad de medidas de los halterios, las sensilas en patas
y el sentido magnético de un insecto (ver figura 2.5). En la segunda ley de control, los tres
giréscopos de velocidad montados ortogonalmente son escatimados, es decir, las medidas
de los halterios no son accesibles, y solo los vectores de observaciéon estédn disponibles. Este
caso corresponde, por ejemplo, a aplicaciones que estan limitadas en términos de carga ttil
o falla de sensor. Para establecer la condiciéon que garantice una convergencia asintética,
la configuracion geométrica de los vectores de observacion requiere satisfacer la suposicion
siguiente.

Suposicion 1 Exzisten al menos dos vectores de observacion no colineales en cada instante

de medida, es decir, sz con k € {1,2,....,n} yn > 2. El caso de la no ezistencia de estos

dos vectores se considera mas alld del alcance de este trabajo.
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Los halterios
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N,

La sensila

Figura 2.5: Estabilizacion de orientacion biolégicamente inspirado.

2.3.1. Control de orientacién acotado con medidas de vectores de ob-
servacion y velocidad angular

Teorema 1 Considere la dindmica rotacional del vehiculo tipo VTOL descrita por las
ecuaciones (2.1) y (2.2). El error de orientacion entre la orientacion deseada y la real
estd definida por la ecuacion (2.7) con n > 2 y se asume que la velocidad angular del
cuerpo w = w1 wy ws]? es medida por tres sensores montados ortogonalmente. Se define
el control acotado T = [['y Ty T'3]T por:

Fj = —satN]. ()\jwj) — P, jE {1,2,3} (2.15)

donde T'; = N; + p es la cota de la componente de torque de control T';, saty; () es la
funcion de saturacion cldsica definida por la ecuacion (2.8), A\j, p € Rsg son pardmetros de
sintonizacion tales que Nj > p con A = diag()\;). Entonces, el torque de control definido
en la ecuacion (2.15) estabiliza asintéticamente al cuerpo rigido en (w, R) = (0, Rg) con
un dominio de atraccion igual a TSO(3) \ {(0, RsR4)}-

Antes de hacer la prueba del teorema 1, se hace un analisis del equilibrio del sistema
en lazo cerrado, usando la ley de control definida en la ecuacion (2.15)

0=—M,R,
“ (2.16)
0=—-wxJw+T.

lo que produce w = 0y I' = 0, por lo tanto, v = 0. Siguiendo el analisis dado en la Seccién
2.2 el equilibrio del sistema en lazo cerrado estd dado por el conjunto £ definido en la
ecuacion (2.13).

37



CAPITULO 2. CONTROL DE ORIENTACION PARA VEHICULOS TIPO VTOL
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Figura 2.6: Esquema gréfico de la primera propuesta de control.

Prueba 1 Considere la funcion candidata de Lyapunov V definida por

1 §
V(w,R) = 5t..JTJc.J + - Z[l - (ng)TRdsg] (2.17)
k=1

V(w, R) es una funcion continua y definida positiva en T'SO(3), mientras V(w,R) > 0
para toda (w, R) € TSO(3)\ (0,Ry) y V(w,R) =0 si y solo si (w,R) = (0, Ry).

Note que sz = Rs£ Y s£ es constante. La derivada de la ecuacion (2.17) a lo largo de
una solucion del sistema en lazo cerrado esta dada por

V(w,R) = w’ Zsk Rdsk

6 n
T b Tp of
= - J r)— - R

w' (—wx Jw+T) - kE:1(Sk X w)" Rgsy,

(S n

T Tr/.b f
= I+ — R

w - g w (sp x Rgsy,)

k=1

Reemplazando en la ecuacion (2.7), uno tiene:

3
V= [wi(—satn, (Ajws) — py) + 6w;]
7j=1
Eligiendo 6 = p y puesto que A\j >0, j € {1,2,3}, se sigue que:

V(w,R) = —wysaty, (AMw1) — wasatn, (Aewa) — wssatn, (Azws) = —wTSatN(Aw) <0
(2.18)
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Ast, la derivada de la funcion de Lyapunov a lo largo de una solucion del sistema en
lazo cerrado es semidefinida negativa.

Vale la pena recordar que SO(3) es compacto. Por lo tanto, para cualquier
(w(0), R(0)) € TSO(3), el conjunto

Q={(w,R)€TSO(3): V(w,R) <V(w(0),R(0))}

es un conjunto compacto, positivamente invariante del lazo cerrado.

Sea E el conjunto de todos los puntos para los cuales V(w,R) = 0. Del principio de
invarianza de La Salle, se sigue que toda solucion que comience en €2 converge al conjunto
invariante mas grande en E contenido en Q. De la ecuacion (2.18), V(w, R) = 0 implica
que w = 0. Entonces, substituyendo esta ultima identidad en el sistema en lazo cerrado
definido por las ecuaciones (2.1) y (2.2) con la realimentacion dada en la ecuacion (2.15),
uno tiene:

E={(w,R) €TSO(3): w=0,y=0}

con 7y definida en la ecuacion (2.7).

Ast, siguiendo el andlisis del sistema en equilibrio en lazo cerrado, el conjunto invariante
mas grande en E estd dado por la ecuacion (2.13), es decir, E = £. Los cuatro puntos
dados en las ecuaciones (2.13) y (2.14) corresponden a los equilibrios del sistema en lazo
cerrado en T'SO(83). Consecuentemente, todas las trayectorias del sistema en lazo cerrado
convergen a una de las soluciones de equilibrio en £. Ademds, si en tg = 0 la solucion del
sistema en lazo cerrado se encuentra en £, permanece alli para t > tg.

Ahora, considere separadamente cada punto de equilibrio de € definido por las ecua-
ciones (2.13) y (2.14). Evaluando la funcion de Lyapunov definida en la ecuacion (2.17)
en estos puntos, se obtiene:

V(0,Ry) =0 and V(0,RsRq) =20

En realidad, los puntos (0, Rg) y (0, RsRy) corresponden, respectivamente, a un minimo
(V(0,Rq) =0) y un mdzimo local (V(0,RsRq) = 20) de la funcion de Lyapunov de la

ecuacion (2.17). La derivada V(w, R) es igual a cero en estos puntos.

A continuacion, considere cualquier condicion inicial (0,(RsRq)*) diferente de
(0, RsRy). Entonces, evaluando la funcion de Lyapunov en estos puntos da trivialmente:

(0,(RsRq)*) # (0, RsRg) = V(0,(RsRq)") <26

Puesto que V < 0 fuera de &, cualquier condicion inicial fuera de € dard lugar a un
decremento de la funcion de Lyapunov y una convergencia a un punto de equilibrio, donde
V se hace cero (como V), esto es (0, Rq). Por lo tanto, las soluciones del sistema en lazo
cerrado cuyas condiciones iniciales son diferentes de (0, RsRgy) convergen asintéticamente
a el punto (w, R) = (0, Ry).
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2.3.2. Estabilizacion de orientaciéon con vectores de observaciéon y sin
medidas de velocidad angular

En esta seccién se disena una ley de control basada solo en vectores de observacion SZ
y sus derivadas, con k € {1,2,...,n} y n > 2, se considera que la velocidad angular w
no esta disponible. Practicamente, esta solucién corresponde a aplicaciones donde solo un
acelerometro triaxial (usado como un inclinémetro) y un magnetéometro triaxial estan a
bordo, es decir, solo se conoce la direcciéon del vector de gravedad y el vector de direcciéon
del campo magnético de la Tierra.

Entonces se tiene el siguiente resultado

Teorema 2 Considere la dindmica rotacional de un cuerpo rigido descrita por las ecua-
ciones (2.1)-(2.2). El error de orientacion vy entre la orientacion deseada y la real, es cal-
culado a través de la ecuacion (2.7). Se define un torque de control acotado T' = [I'} T'a T's]
como:

T = - AM7T Satn (Vi) — py
{=—avm (2.19)
Vi = ¢ + bS?

donde a,b € Rsq son los pardmetros de filtro y \,p € Rsq son los pardmetros de sin-
tonizacion. Sat(-) estd definida por la ecuacion (2.9). El vector N 3n-ésimo estd com-
puesto por la adicion de n veces un vector de niveles de saturacion estrictamente positivos
N = [Ny Ny N3, esto es N; := N; para i = 3(k — 1) +j, j € {1,2,3}, k € {1,...,n}.
Con las definiciones de arriba la ley de control dindmica definida en la ecuacion (2.19)
estabiliza asintdticamente el cuerpo rigido en (w, R,vy) = (0, Rg,0) con un dominio de
atraccion igual a TSO(3) x R3\ {(0, RsRy4,0)}. Ademds, el torque de control T'; permanece
acotado por fj a lo largo de cada eje.

Antes de realizar la prueba del teorema 2, la idea detras de la construccion de la reali-
mentacion definida en la ecuacion (2.19) es explicada. Se asume que la velocidad angular no
es medida (no se usan los giréscopos). Entonces, un camino es usar la ecuacion (2.5) para
reconstruir la velocidad angular por medio de w = MTS® donde Mt = (MTM)="*MT es
la matriz seudoinversa de M, y usarlo en el teorema 2. Esta propuesta tiene dos incon-
venientes principales. Primero, requiere calculos relativamente pesados debido a la matriz
seudoinversa, ademaés la estabilidad numérica se vuelve un problema en el caso de que el
ntmero de sensores se incremente. Segundo, este también requiere la derivacion del vector
de observacion, siendo que es muy sensible al ruido. Este problema puede evitarse tomando
la diferencia entre la sefial y su version filtrada pasa bajas, lo cual aproxima la derivada
para bajas frecuencias [103]. En el presente caso, este filtro es dado por las dos tltimas
ecuaciones de (2.19) en su espacio de estados de realizacion. La salida del filtro es v,,, la
cual es uno de los argumentos del torque de control definido en la ecuacion (2.19). De hecho
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Control

Figura 2.7: Esquema gréafico de la segunda propuesta de control con el filtro pasa bajas.

Vi, v la matriz M proporcionan el amortiguamiento necesario para lograr la estabilizacion
asintotica. Ademaés, el conocimiento exacto de la velocidad angular no es requerida. Note
que la ley de control dindmico definida en la ecuacion (2.19) es similar a una propuesta en
[104] para seguimiento de orientaciéon. Sin embargo, en la obra citada, el conocimiento del
cuaterniéon es necesario, contrario a la realimentacién propuesta.

El estado del sistema definido por las ecuaciones (2.1) y (2.2) sujeto al control descrito
en la ecuacion (2.19), en lazo cerrado, evoluciona en TSO(3) x R?". El andlisis del punto de
equilibrio de este sistema en lazo cerrado produce w = 0 y I' = 0. Entonces, de la ecuaciéon
(2.5), uno obtiene S® = 0. La segunda y tercera ecuaciones de (2.19) pueden ser escritas
como V,, = —av,, + bSb; entonces v, = 0, y consecuentemente v = 0. Usando el mismo
argumento de la ley de control anterior, existen dos conjuntos de puntos de equilibrio para
el sistema en lazo cerrado, a saber (w, R,v,,) = (0,R4,0) v (w, R, vy,) = (0, RsRg4,0).
Dado Ry y si , € denota el conjunto de soluciones de equilibrio para el sistema en lazo
cerrado

E={(w,R,vp) ETSOB) xR :w =0,v,, =0,R= PRy, P € P} (2.20)

con P definida en la ecuacion (2.14).

Note que el filtro pasa bajas dado por las dos tltimas ecuaciones de (2.19) es equivalente
a Vi = —av,, + bS?, pero no requiere los calculos de S°.

Prueba 2 . Considere la funcion candidata de Lyapunov L : TSO(3) x R® — Rxg
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TJw+ Z s Rysl] + ab™ IZ/ saty, (o (2.21)

L es una funcion continua, propia y definida positiva. sat(-) es la funcion de saturacion
clasica definida en la ecuacion (2.8) y es obviamente Lipschitz. L(w, R,vy,) > 0 para todo
(W, R,v,,) € TSO(3) x R3" g L(w R,vp,) =0 si y solo si (w, R, vy,) = (0,Rg,0). Puesto
que s£ es constante y Rsk = sk, la derivada de L a lo largo de la solucion del sistema en
lazo cerrado, usando vy definida en la ecuacion (2.7), estd dada por

. 5 <
L=wlJo—— >80 Ras] + ab™ Satk (Vin ) ¥im
=1

= wIT + W6y — aab 1 Satke (v ) Vi + aSatk (v, )S°

2.22)
= WIT + wl'oy — aab™ Satk (Vi) Vin + aSatk (Vi) Mw (
= —aab 1 Satly (Vi ) Vi + WI T + wl'6vy + aw? MT Satn (vin)
L1<0 Ly
Analizando Ly se sigue de T definida en la ecuacion (2.19) que
Ly = 2w MT Satn (vin) — wT py + w0y + aw? MT Satn (vi). (2.23)

Eligiendo § = p y o = X, uno obtiene

Ly =0.

Consecuentemente, la derivada de la funcion de Lyapunov definida en la ecuacion (2.21)
estd dada por

L =11+ Ly = —aab ' Satky(vyn) v < 0. (2.24)

Ast, la derivada de la funcion de Lyapunov a lo largo de las soluciones del sistema en
lazo cerrado es semidefinida negativa.

Recuérdese que SO(3) es compacto. Por lo tanto, para cualquier (w(0), R(0),v,,(0)) €
TSO(3) x R3", el conjunto

Q= {(w, R, vim) € TSO(3) x R3 : L(w, R, vyn) < L(w(0), R(0), vin(0))} (2.25)

es un conjunto compacto y positivamente invariante del lazo cerrado.
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Del principio de invariancia de LaSalle, se sigue que todas las soluciones que comiencen
en 0 convergen al conjunto invariante mas grande en £ contenido en €. L(w R,vp,) =0
implica que vy, = 0 = S = 0 = w = 0. Entonces, sustituyendo esta ltima identidad en
el sistema en lazo cerrado definido por las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.19), uno tiene

E={(w,R,vp) €TSOB) xR : w=0,v,, =0,7=0)} (2.26)

con v definida en la ecuacion (2.7). Siguiendo los mismos argumentos de la prueba del
Teorema 1, resulta que L < 0 fuera de € dado en la ecuacion (2.20), y la ley de control
actuan para asequrar la convergencia de las soluciones del sistema en lazo cerrado al punto
de equilibrio (w, R, v,) = (0, Rg,0) donde L = L = 0.

Finalmente, todavia es necesario comprobar que el control satisface las restricciones de
saturacion. En lo que sigue, para dos vectores Y1 y ¥9 de la misma dimension, 91 < ¥
significard que para cada componente i, 91, < V¥o,. Usando la ecuacion (2.19) y el hecho
de que v es unitario, se sigue que

T = - AMTSatn(vin) — pvy

_ N1
[‘823‘ ‘SZJQH N3 _ _
n e P 01 1M p Iy
X b 1 [V1 ! o (2.27)
<A (st I8l || | ]2 <A (L O 1 |Na| + |p| = |T2
k=1 E — o p 1 1 0 N3 p F3
b p 1 |V
Usi@‘ ‘Skl‘] No

El vector de niveles de saturacion N estd dado como una funcién del torque de satu-
racion I'; en cada eje por:

N L (111 I, —
Ny | = o 1 -1 1 Ly —p (2.28)
N; "\1 1 —1) \fy-p

con la siguiente desigualdad limite con el fin de mantener los niveles reales y estrictamente
Ppositivos

Ti—p)< > (T;=p) (2.29)

J€{1,2,3}, j#i

La desigualdad (2.29) siempre se cumple tomando fj idéntica en cada eje. Note, sin
embargo, que también se cumple con dos limites idénticos y una mds pequena (el cual es
el caso del helicoptero cuadrirotor en la secciones 2.4 y 2.6). Por lo tanto, si los limites
fisicos del torque no satisfacen la desigualdad, siempre es posible cambiar artificialmente
un limite del control para obtener una solucion admisible.
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Con lo anterior se han establecido las dos propuestas de control de orientacion, las
mismas han sido probadas en simulacion, los resultados seran presentados mas adelante.
Afortunadamente y gracias al trabajo realizado por integrantes del Laboratorio de Control
Avanzado de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, fue posible probar estas
propuestas en un modelo cuadrirotor construido para estos fines. Es por esto que se hace
necesaria la descripciéon de la modelacion matematica de este sistema, lo cual es presentado
a continuacion.

2.4. Aplicaciéon al helicoptero cuadrirotor

Una parte fundamental en este trabajo es la validacién de la efectividad de las propuestas de
control, no solo utilizando simulacién computacional, que es importante, sino ademas poder
hacerlo de forma experimental. Con este objetivo ha sido utilizado uno de los sistemas mini
helicéptero cuadrirotor construidos en el Laboratorio de Control Avanzado de la Facultad
de Ciencias de la Electronica. El mencionado sistema tiene la capacidad de realizar vuelos
mediante la implementacién en programacion de distintos controles, lo que hizo posible
probar las leyes de control presentadas anteriormente. Antes de mostrar los resultados
obtenidos, tanto en simulacién como utilizando el vehiculo mencionado, se presenta la
forma en como es modelado el sistema cuadrirotor, asi como los sensores necesarios para
implementar el control, la forma en como se establece el equilibrio del sistema, ademés de
la forma en como es interpretada la propuesta de control para hacerlo accesible al prototipo
real.

2.4.1. El mini helicéptero cuadrirotor

El mini helicéptero de cuatro rotores es un sistema mecatrénico, constituido por una base
formada por dos barras entrecruzadas, con una hélice y un motor acoplados en cada uno
de los extremos de la cruz y en el centro de esta configuracién se encuentran todos los
elementos electronicos de control y las baterias, como se muestra en la figura 2.16. A
diferencia del helicoptero clasico, este modelo no tiene plato ciclico y se controla variando
la velocidad angular de cada uno de sus cuatro motores [105].

Los cuatro rotores estan constituidos por las hélices acopladas a motores de corriente
continua por medio de un engrane. Los motores 1 y 3 giran en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, mientras los motores 2 y 4 lo hacen en el sentido de las manecillas del
reloj, como se muestra en la figura 2.8, esto con el fin de anular el efecto giroscopico que
causaria que todo el cuerpo del helicoptero girara alrededor del eje eg.

Cada rotor produce una fuerza f; y un torque reactivo Q; proporcionales a la velocidad
de rotacién del motor, como también se muestra en la figura 2.8. Asi, el voltaje aplicado
a cada uno de los motores representa una entrada de control. La fuerza de sustentacion
que permite realizar los vuelos estacionarios es la fuerza resultante de la suma de fuerzas
producidas por cada rotor, asf
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Figura 2.8: Esquema de la configuracion del cuadrirotor: el marco de referencia inercial
E/ = [e{ , eg , eg], el marco de referencia fijo al cuerpo E’ = [e}, e}, €], las fuerzas f; de

cada motor, la velocidad angular de los motores w,,, y los torques de reaccién Q;.

4
T=) f. (2.30)
=1

Los grados de libertad del sistema, representados en la figura 2.9, estin dados por

1. el angulo de alabeo ¢ (roll) (giro en torno al eje €} paralelo a la direccion de avance),

2. el angulo de cabeceo 6 (pitch) (giro en torno al eje eg perpendicular a la direccién de
avance),

3. el dngulo de guifiada v (yaw) (giro en torno al eje e} perpendicular al suelo),

4. el desplazamiento x en el eje e{ ,

f

5. el desplazamiento y en el eje ey,

f

6. el desplazamiento z en el eje e .

Los tres primeros representan la orientacién del cuerpo del helicoptero en el espacio, los
otros tres grados de libertad son las coordenadas de la posicién con respecto al marco de
referencia inercial. De esta manera se tiene un sistema de seis grados de libertad y cuatro
senales de control, por lo que se considerard como un sistema subactuado, pues el ntimero
de senales de control es inferior al namero de grados de libertad.

Los movimientos posibles de la aeronave, tanto los de orientaciéon mostrados en la figura
2.10, como los de traslacion, estan relacionados con los grados de libertad y se describen
de la siguiente manera.
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Motor
delantero

elb delantero 'O

Motor
delantero

Figura 2.9: Grados de libertad angulares y desplazamientos en el espacio.

Movimiento
Movimiento de cabeceo

de alabeo

Figura 2.10: Esquema de los movimientos angulares del cuadrirotor.
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1. Movimiento de alabeo (roll), es producido por la diferencia fs —f;, como se muestra en
las figuras 2.11(a)-2.11(b), para conseguir esto se incrementa (reduce) la velocidad del
motor derecho mg mientras se reduce (incrementa) la velocidad del motor izquierdo
my.

2. Movimiento de cabeceo (pitch), es producido por la diferencia de f; — f3, de forma
similar a como se muestra en la figura 2.11(a)-2.11(b), de la misma manera que
en el caso anterior esto se logra incrementando (reduciendo) la velocidad del motor
delantero m; mientras se reduce (incrementa) la velocidad del motor trasero msg.

3. Movimiento de guiniada (yaw), es la combinaciéon de los torques de reaccion de cada
rotor Q1 — Q2 + Q3 — Q4 como se ve en las figuras 2.11(c)-2.11(d), se obtiene in-
crementando (reduciendo) el par en el motor frontal y trasero (Q1, Qs3) mientras se
reduce (incrementa) el par en los motores laterales (Qg, Q4). Estos movimientos se
deben realizar manteniendo la fuerza principal, T, constante.

4. Movimiento de desplazamiento en el eje x,, para avanzar (retroceder) se debe in-
crementar (reducir) la velocidad del motor trasero mg y reducir (incrementar) la
velocidad del motor frontal m;, como se muestra en las figuras 2.12(a)-2.12(b).

5. Movimiento de desplazamiento en el eje y,, para ir a la derecha (izquierda) se debe
incrementar (reducir) la velocidad del motor izquierdo my y reducir (incrementar) la
velocidad del motor derecho ms, de manera similar a como se muestra en las figuras
2.12(a)-2.12(b).

6. Movimiento de desplazamiento en el eje z,, para ir hacia arriba (abajo) se debe
incrementar (reducir) el par de los cuatro rotores de sustentacion m;, como se muestra
en las figuras 2.12(c)-2.12(d). Estos ultimos tres movimientos se consideran desde el
marco de referencia inercial.

Se puede observar, de los movimientos de la aeronave descritos anteriormente, que existe
una relacién muy estrecha entre los movimientos de orientaciéon y traslaciéon, muestra de
esto es el movimiento de cabeceo € con el movimiento de desplazamiento en el eje x,,
ambos se logran a partir de la accién combinada de los motores delantero m; y trasero ms,
lo mismo se puede decir del movimiento de alabeo ¢ con el movimiento de desplazamiento
sobre el eje y,,. De la misma forma existe una relaciéon entre el movimiento de guinada
y el movimiento de desplazamiento en el eje z,, ambos debidos a la accién combinada de
los pares de los rotores del sistema.

2.4.2. Modelo del sistema cuadrirotor completo

En nuestro caso, el modelo matemético del mini helicoptero de cuatro rotores estara re-
presentado por las velocidades y las aceleraciones, tanto lineales como rotacionales, y su
relacion con las fuerzas y torques que actiian en el sistema. Para determinar estas compo-
nentes, se tomaran en cuenta los desarrollos expuestos en el Capitulo 1.
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delantero l e;b

Motor
delantero Motor

delantero

Figura 2.11: Esquemas de (a)-(b)la configuracion de fuerzas para el movimiento de alabeo
y (¢)-(d) la configuraciéon de torques para el movimiento de guinada.

Para empezar, se tomaré el vector de desplazamiento p = me{ +ye£ —i—zeg y el vector de

f

velocidad lineal como v = Ugce{c +vye; + vzeg, ambos con respecto al marco de referencia
inercial, la primera relaciéon se obtiene de los vectores anteriores y tiene la forma conocida

p=V, (2.31)

donde la derivada del desplazamiento con respecto al tiempo p es la velocidad lineal v.

La siguiente ecuacion expresa la relacion que existe entre la aceleraciéon y las fuerzas
que actiian sobre el sistema, para determinarla, recordemos la segunda Ley de Newton del
movimiento expresada por

F = ma = mv. (2.32)

Se necesitan determinar las fuerzas que actiian sobre la aeronave vistas desde el sistema
de referencia inercial, lo que ya se hizo en el capitulo anterior, tomando en cuenta las
ecuaciones (1.82) y (1.87) se tiene que (2.32) es

0 Fop,
mv = —mg + R (¢,0,9) 0 |+ | Fa, , (2.33)
T Fo.
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Motor
delantero

delantero

m g v e 7 e}f

Motor
delantero

(b" } O

Figura 2.12: Esquemas de (a)-(b)la configuracién de fuerzas para el movimiento de de-
f

splazamiento en el eje e] y (c¢)-(d) la configuracién de fuerzas para el movimiento de
desplazamiento en el eje eg): .
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donde el vector g solo tiene componente en el eje ef; , R(¢,0,1) representa la matriz de

rotacion (1.83) que es la misma que la matriz de rotacion dada en (1.84), Fpy, = T es
la magnitud de la fuerza de propulsién del vehiculo y (Fup,, Fap,, Fu.)T representan las
componentes en cada uno de los ejes de las fuerzas adicionales con respecto al marco de
referencia en el centro de masa del vehiculo.

Adicionalmente se consideran fuerzas de fricciéon sobre las hélices, denotadas por

Ffriccién = Zizl thi : (234)
0

De esta forma, la ecuacion (2.33) se puede expresar en forma completa como

O 214:1 Fhmz Fabz
mv =—mg+R"(¢,0,¢) || 0 |+ St Fa, |+ Fa, | |- (2.35)
T 0 Fap,

Hasta aqui se tienen las ecuaciones que describiran el movimiento traslacional del sis-
tema cuadrirotor con respecto al sistema de coordenadas inercial Ef = (eJIc , eg , eg ), lo que
sigue es determinar las dos ecuaciones restantes que describirdn el movimiento rotacional

de la aeronave y que se utilizaran para estabilizar la orientacién del mini helicoptero.

Nuevamente, se tienen que establecer ecuaciones que expresen la velocidad y la ace-
leracion con relacion a las fuerzas que acttian sobre el sistema, con la diferencia de que ahora
se describen para movimientos de rotaciéon. En este caso se hablara de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones angulares, ademas de torques (par de fuerza).

Como se menciond en el capitulo 1, es comtn expresar movimientos rotacionales us-
ando los angulos de Cardan, dos formas alternativas han sido desarrolladas previamente
y expresadas en las ecuaciones (1.85) y (1.95). Para nuestros propositos, es conveniente
utilizar esta ultima ecuacion, la cual proporciona informacion de cémo estéd cambiando la
orientaciéon del vehiculo con respecto del tiempo, es decir, la velocidad del sistema. Como se
ha establecido, la orientacion de un cuerpo rigido es representada por la matriz R € SO(3)
y denotara una rotacion del marco fijo al cuerpo al marco inercial. w € R? denota la veloci-
dad angular dada en el marco del cuerpo. Entonces, el cuerpo rigido satisface la ecuaciéon
cinematica

R=—M,R, (2.36)

con las mismas caracteristicas que ya se mencionaron en el capitulo 1, con esto se tiene la
primera ecuacién del movimiento rotacional la cual relaciona la velocidad angular con la
matriz de rotacion.
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Para encontrar la expresion que relaciona las aceleraciones angulares con las torques,
se toma como base la segunda ley de Newton del movimiento rotacional expresado en la
ecuacion (1.38) en la forma

d

r=—
dt

(L). (2.37)

Este desarrollo se hizo previamente en el capitulo 2, la ecuaciéon que expresa la relaciéon
que buscamos es (1.88). Considerando la simetria aproximada del sistema estudiado, los
términos de inercia cruzados se eliminan, entonces la ecuacion (1.88) toma la forma

Ippwy = _(Izz - Iyy)WZW?» + FPbxu
Iyyd}g = —(Im& — IZZ)LU1W3 + pry, (2.38)
y—

[zzw?) = _(Iy I:vx)wl(UQ + Pszy

que en términos vectoriales se expresa como

Jhw =—w x Jyw+T. (2.39)

Un torque adicional tiene su origen en el movimiento a gran velocidad de los rotores de
sustentacion (my, ..., m4) que componen al cuadrirotor y que originan torques giroscopicos,
estos torques se pueden expresar de la siguiente manera [16]

To=) Jn(wx 2)(—1)wnm,. (2.40)

donde J,, es la matriz de inercia del motor.

Ahora se puede proponer una expresion para la aceleracién angular y su relaciéon con los
torque que actian sobre el mini helicoptero, de la ecuacion (2.39), agregando los torques
expresados en (2.40), se tiene que la ecuacion dinamica para la rotacion es

4
Thw = —w X Jpw + Y Jn(w x 2)(=1)wy, + T (2.41)
=1

donde redefiniendo I' = T'(; 5 3) expresara los torques de control del vehiculo aéreo. Con
esto queda establecido el modelo matemético que describe el comportamiento dindmico del
sistema cuadrirotor.
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Dinamica de los rotores

Es importante conocer la dinamica de los rotores del sistema y su relacién con el accionar de
los motores, esto debido a que son ellos los que nos proporcionan la fuerza de sustentacion.

Como ya se ha mencionado, la fuerza de sustentacién de la aeronave es producida por
los cuatro rotores en los vértices del cuadrado, necesitamos saber como esté relacionada la
fuerza producida por cada rotor con la velocidad angular del motor que impulsa la hélice.

La magnitud de la fuerza f; producida por el rotor i esta relacionada con la magnitud
de la velocidad angular del motor en la formal

fi= bgwfni + blwmi + bo, (242)

debido a que el motor gira a altas velocidades (& 260%[), esta ecuacion se puede aproximar
a

fi = bnwi,., (2.43)

donde b,,, = by es una constante aerodinamica?.

En consecuencia, de la ecuacion (2.30) la expresion para la magnitud de la fuerza de
sustentacion esta dada por

T =bpn Y wh,. (2.44)

Lo anterior describe la fuerzas que actiian sobre el sistema cuadrirotor en relacién con
las velocidades angulares de los motores. Esto quiere decir que las fuerzas de propulsion
sobre el sistema dependen tanto de las capacidades del motor como de la forma de las
hélices empleadas en la construcciéon del mismo.

Por otro lado, como antes con la fuerza, también se tiene una relacion entre la magnitud
del torque reactivo del motor y la magnitud de su velocidad angular dada por3

Q; = kgw?m_ + k‘lwmi + ko, (245)

por la misma razén que antes, esta ecuaciéon se puede reducir a

Qi = kpw?,, (2.46)

'La descripcion completa de esta relacion se puede ver en [16], Capitulo 2, Seccién 5.

2Esta constante aerodinamica b junto con la constante k, que se mostrara mas adelante, se determinan
experimentalmente en condiciones de atmosfera estética, esto se muestra en [16], Capitulo 2, Seccién 5, y
se obtienen los valores b= 29,1 x 107°Kg-m, k= 1,14 x 107K g - m?

3La descripcién completa de esta relacién también se puede ver en [16], Capitulo 2, Seccion 5.
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donde k,,, = k2 > 0 es una constante que en la realidad depende, entre otros factores, de
la densidad del aire, del radio y de la forma de la hélice.

Con esto se completa el analisis de la dindmica de los rotores, a continuacién se muestra
su relacion con los torques de control. Mas detalles sobre el estudio aerodinédmico de los
rotores se pueden ver en [16], Capitulo 2, Seccién 5.

Descripcion de los torques en el sistema cuadrirotor

Por otra parte, como se mencioné en la descripciéon del sistema, el movimiento de pitch
(cabeceo) es producido por la diferencia de f; — f3, el movimiento de roll (alabeo) es
producido por fo — f4, v el movimiento de yaw (guinada) es la suma de los torques de
reaccion de cada rotor Q1 + Q2 + Q3 + Qq.

Estos tres movimientos originan los torques de control I' presentes en la ecuacion (2.41),
el desarrollo anterior permite mostrar la relaciéon que existe entre estos torques de control
y la dindmica de los rotores, lo cual se expone a continuacion.

El torque I'y esta descrito por el movimiento de roll (alabeo) dado por la diferencia
fy — f4, tomando en cuenta la definicion de f; dada en la ecuacion (2.43) se tiene

Ty = dby (w2, — w3, ), (2.47)

myq

donde d es la distancia del centro de la aeronave al centro del motor donde se aplica la
fuerza resultante, que es necesaria para cumplir la definicién de la magnitud del torque.
Un analisis similar da la forma de I's.

Para encontrar la forma en que se define I's debida al movimiento de yaw (guinada),
se toma en cuenta la ecuacion (2.46) y se tiene

Ly = kp(w?, —w?, + wfm —w? ), (2.48)

mi m2 myg

donde los signos expresan la direccién en que rota cada uno de los motores. Un esquema
grafico de los torques mencionados se muestra en la figura 2.13.

Asi, se concluye la obtencion de todo lo que se necesita para describir el comportamiento
del sistema estudiado. Para finalizar esta seccién y con el fin de tener mayor claridad, se
hard un compendio de las ecuaciones fundamentales del desarrollo anterior.
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I
F] Movimiento
Movimiento de cabeceo
de alabeo

b
o
Motor
delantero

Figura 2.13: Esquema de la configuraciéon de los torques de control I'y, I'y y I's.
Resumen de ecuaciones del sistema completo

Ahora se tiene ya el sistema de ecuaciones que modelan al cuadrirotor, estas se expresan
por las ecuaciones (2.31), (2.35), (1.95) y (2.41) que se muestran a continuacién

([ p=v,
4
ET ' - 0 Z;L'L:]_ thz FabI (249)
mv=-mg-+ R (qb, 0, 1/)) 0 + Zi:l thz. + Faby )
\ T 0 Fop,
R = —MR,
Y 4 , (2.50)
I = —w X Jpw + 3 (@ % 2) (1), + T 1 23)-
L i=1

Las componentes del torque de control I' € R?, que determinan el movimiento de
orientacién y que son generados por los rotores, estan dados por I' = (I'y Ty I'3)” de la
forma

2 mq
Ty = db(w?,, —w?,,), (2.51)

donde b y k son parametros aerodinamicos que dependen de la forma de la hélice.
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2.4. APLICACION AL HELICOPTERO CUADRIROTOR

La ecuacion de control que determina la magnitud del empuje total de sustentaciéon del
vehiculo esta dada por

T=0) w. (2.52)

Se debe notar que las ecuaciones (2.51) y (2.52) representan las cuatro entradas de
control de este sistema subactuado, este sistema de ecuaciones se puede representar en
forma matricial de la siguiente manera

Iy 0 db 0 —db Wi,

[y d 0 —db 0 w2,

= = & & || o2 | (2:53)
m3

T b b b b w2,

2.4.3. Forma reducida del modelo del cuadrirotor

Tomando en consideraciéon lo expuesto anteriormente, asi como el modelo presentado en el
capitulo anterior para el cuerpo rigido, y de acuerdo a [106], los seis grados de libertad del
modelo del sistema cuadrirotor (posicion y orientacion) pueden ser separados en movimien-
tos traslacional y rotacional, representados por Y7 y X respectivamente. El modelo del
cuadrirotor puede ser expresado en forma reducida como

p=v

r (2.54)

1
vV = ges — aB:TTe3

R=-M,R
Spi (2.55)
Jhyw=—-wx Jyjw—-Tg+T

donde m denota la masa del cuadrirotor y .Jj, su matriz de inercia expresada en E°. g es la
aceleracion de la gravedad, y e3 = [0 0 1]7. p = [z y 2] representan la posicién del centro
de gravedad del cuadrirotor, el cual coincide con el origen del marco EP, con respecto al
marco E/, v = [v; v, v,]T su velocidad lineal en Ef, y w denota la velocidad angular
del cuadrirotor expresado en E?. T'¢ € R3 contiene el torque giroscopico creado por el
movimiento rotacional del cuadrirotor y los cuatro rotores; I' € R? es el vector de torques
de control, y —T'e3 es el empuje total expresado en EP. Note que el modelo de orientacion
(movimiento rotacional) del cuadrirotor difiere del modelo general del cuerpo rigido, ecua-
ciones (2.1) y (2.1) por el torque giroscopico I'g. R es la transformacion rotacional de Ef
a Eb.
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2.4.4. Aplicacion del ancho de pulso modulado (PWM)

Anteriormente se ha establecido la relacion entre las magnitudes del empuje T', los torques
de control I'; y los torques reactivos ; con la magnitud de la velocidad angular wy,, de los
rotores del vehiculo aéreo. Sin embargo, en la aplicaciéon real, la velocidad angular de los
rotores es controlada por una senal denominada pulso de ancho modulado (pulse width-
modulated (PWM)), las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas en términos de esta
senial de control como se muestra a continuacion.

El torque reactivo @; debido al arrastre del i-ésimo rotor, i € {1,2,3,4}, y el empuje
total T' generado por los cuatro rotores pueden ser aproximados por una relacion algebraica
con la sefial de control pulso de ancho modulado aplicada a los controladores BLDC como
sigue

donde las seniales de entrada wu,,; son expresadas en segundos, es decir, el tiempo durante el
cual la senal de control PWM, que es aplicada al motor i, esta en estado alto (high state).
km > 0y by > 0 son dos parametros que dependen de la densidad del aire, la presion
dinédmica, el coeficiente de sustentacion, el radio y el &ngulo de ataque de las hélices y son
obtenidas experimentalmente.

El torque giroscoépico I'g esta dado por

4
Lo =) Jo(wxes)(—1) " wy, (2.58)
=1

donde w,,; es la velocidad rotacional del rotor ¢ y J, es la inercia equivalente del motor DC,
la hélice y el engranaje. Las componentes del vector de torques de control I' = [I'; Ty Fg]T
generados por los rotores esta dado por

I' = d(f3 - f4) = dbm(um?) - um4)
Ly =d(f1 — f2) = dbm(um1 — um2) (2.59)
FS - _Ql + QQ - Q3 + Q4 = km(_uml + Um2 — Um3 + um4)

con d siendo la distancia desde uno de los rotores hasta el centro de masa del cuadrirotor.
Combinando las ecuaciones (2.57) y (2.59), las fuerzas y torques aplicados al cuadrirotor
son escritas como
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Parametro Descripcion Valor Unidades
m Masa 0.986 kg
d Distancia 0.23 m
Ihps Inercia alrededor de e 8.13 x 1073 kg-m?
Thyy Inercia alrededor de e 8.13 x 1073 kg-m?
JIh.. Inercia alrededor de e} 10.89 x 1073 kg-m?
b, Constante de proporcionalidad 5106.8 N/s
km, Constante de proporcionalidad 342.4 N-m/s

Tabla 2.1: Especificaciones y pardmetros del cuadrirotor.

0 0 db,, —dbp, Um1

r\ | dbw —dbw 0 0 2
<T>_ e K —km K Um3
b bm bm bm Um4

donde Uy, = [um1 Um2 Um3 Uma]’. Puesto que N es una matriz invertible, la ecuacién
(2.60) puede ser reformulada, de tal manera que es posible obtener una expresion que
proporcione los valores necesarios para las senales de control U,,, esto considerando que se
conocen los valores de I y T' para que el vehiculo realice alguna tarea especifica, entonces

_ 1 T
U, =N <T

se puede utilizar para obtener los valores de las senales de control necesario para la tarea
asignada.

(2.61)

Para terminar este apartado, es necesario mencionar que para un determinado modelo
de vehiculo se tienen ciertas especificaciones y parametros que no son iguales para otros
modelos, lo que se debe considerar a la hora de realizar pruebas reales. En nuestro caso,
las especificaciones y parametros del prototipo cuadrirotor utilizado en este trabajo estan
descritos en la Tabla 2.1.

Con todo lo anterior, se tiene la forma en como se ha modelado el sistema a utilizar para
la realizacién de las pruebas en tiempo real del rendimiento de las propuestas de Leyes de
control descritas arriba, asi como las especificaciones y parametros del sistema particular
utilizado. Sin embargo, es necesario realizar la modelacion de otros implementos igualmente
importantes que determinan el buen funcionamiento del vehiculo y la correcta realizacion
de tales pruebas. Adicionalmente, se hace una reformulacion de las leyes de control para
hacerlo accesible a estos implementos adicionales, lo mencionado anteriormente es descrito
a continuacion.
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2.4.5. Modelacién de los sensores

El cuadrirotor esta equipado con un conjunto de sensores (conjunto MAG) compuesto de
un magnetémetro triaxial, un acelerémetro triaxial y tres girometros montados ortogonal-
mente. El conjunto MAG representa el sistema sensorial del insecto que es usado para su
estabilizacion de orientaciéon es decir, los halterios, la sensila y el sentido magnético.

Los componentes del conjunto MAG son cuidadosamente colocados, tal que sus ejes
sensitivos coinciden con el marco del cuerpo E°. El marco de coordenadas inercial Ef es
elegido para ser marco de coordenadas NED (norte, este, abajo). En este caso, los vec-
tores de referencia son los vectores gravitacional y magnético. Los vectores de observacion,
es decir, los vectores gravitacional y magnético expresados en el marco del cuerpo E?,
son obtenidos del acelerometro y del magnetémetro triaxiales. La velocidad angular del
cuadrirotor es obtenido de los tres girémetros. Para propoésitos de control, un modelo de
medicion sencilla que no incluya un término parcial, errores de calibracién o rango de medi-
cion limitados es considerado. Como se mostrara en los resultados experimentales, la ley
de control es robusta con respecto al ruido presente en estas mediciones de los sensores y
a las perturbaciones externas.

Girémetros

La velocidad angular w = [w; wa w3]? es medida por tres girémetros montados ortogonal-
mente. Esto es

wG:w—i-nG

donde w es la velocidad angular real del cuadrirotor y 1, € R3 es el vector de ruido de
media cero supuesto acotado.

Acelerometros

Los acelerémetros miden la diferencia entre la aceleraciéon inercial y la gravedad expresada
en el marco del cuerpo Eb. Entonces, la salida del acelerémetro triaxial pueden ser escrita
como

s! = R(a — ge3) +n,

donde a € R? es la proyeccion, en el marco inercial Ef, del vector de aceleracion del
cuerpo. ¢ = 9,81 m-s~2 denota la aceleracion gravitacional y n, € R3 es el vector de
ruido de media cero acotado. Si la aceleracion absoluta del cuadrirotor es pequena con
respecto a la aceleracion gravitacional (|a| < |ges)), el “vector de observacion” dado por el
acelerometro es
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st = —Rs] +n, (2.62)
con s{ = ges/|ges] = [0 0 1]T y n, = n, + n,, donde n, representa las vibraciones y
pequenas aceleraciones del cuadrirotor.

Observacion 2 En ausencia de fuerzas de reaccion de movimiento ejercidas por el medio
ambiente, el cuadrirotor (o cualquier vehiculo VTOL en general) solo experimenta acel-
eracion a lo largo de la direccion fija del cuerpo para el despeque eg y movimientos de
traslacion horizontales. En el presente caso, solo la estabilizacion de orientacion es estu-
diada. Por lo tanto, |a|] < |ges| y el acelerometro triazial puede ser usado como un sensor
de vector de referencia donde el vector de gravedad es el vector de referencia y la misma
aceleracion es considerada como una perturbacion. En el caso donde los movimientos de
traslacion son considerados, sensores de velocidad colocados en el cuadrirotor pueden ser
utilizados para determinar la fuerza vertical o empuje y para calcular la aceleracion pos-
teriormente. Una compensacion de esta aceleracion en las mediciones suministradas por
el acelerometro puede ser considerado con el fin de obtener unicamente la proyeccion del
vector de gravedad en el marco del cuerpo.

Magnetémetros

El vector de campo magnético expresado en el marco Ef es supuesto que
sea modelado por el vector unitario sg = 10,71 0 0,697, el cual represen-
ta la direccion del vector de campo magnético en la Ciudad de Puebla, México
(GPS: 19°01’41.78” N 98°11’16.81” O) donde los experimentos se han llevado a cabo.
Puesto que las medidas son relativas al marco del cuerpo EP, estas son dadas por

sg = ng +n,

donde i, € R3 denota la perturbacién del campo magnético supuesto para ser modelado
por el ruido de media cero acotado.

Observacion 3 El cuadrirotor evoluciona en un espacio limitado caracterizado por un
vector de campo magnético constante.

2.4.6. Determinacioén del equilibrio inestable

Dadas las medidas del sensor acelerémetro s; = [0 0 1]7 y las medidas del sensor mag-
netoéometro sg = (0,71 0 0,69]7 (figura 2.4), uno puede facilmente notar que los dos vectores
pertenecen al plano (e{, eg). La identidad sz = —Rdsf: = Rsts£ es definida por una
simetria relativa al eje eg; por lo tanto, Rs = diag(—1,1,—1), el cual caracteriza una

rotacion del angulo 180° alrededor del eje eg .
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2.4.7. Realimentacion de salida acotada para la estabilizaciéon de ori-
entaciéon del cuadrirotor

Con el fin de estabilizar la orientacion del cuadrirotor UAV, el subsistema Y i de la ecuaciéon
(2.54) es usada. El movimiento rotacional del helicoptero responde a los torques de control
derivados de la combinacién lineal de las velocidades rotacionales de las hélices dadas en
la ecuacion (2.60). Por lo tanto, los maximos torques de control en vuelo dependen de las
mayores velocidades rotacionales de los actuadores que son usados.

Consecuentemente, los méaximos torques que pueden ser aplicados para controlar el
movimiento rotacional del cuadrirotor son dados por

[ =0.15Nm, T'y=0.15Nm, I'3=0.09Nm (2.63)

Con el fin de evitar danos no deseados a los actuadores, el control de orientacién acotado
presentado anteriormente es aplicado al subsistema X de la ecuacion (2.54).

Corolario 1 Considere la dindmica rotacional del cuadrirotor UAV  descrito
por el subsistema X de la ecuacion (2.54). La entrada de control aco-
tado definido en la ecuacion (2.15) estabiliza asintdticamente el  cuadriro-
tor en el equilibrio (w,R) = (0,R4) con wun dominio de atraccion igual a

T50(3) \ {(0, RsRa)}.

Prueba 3 Los pasos de la prueba son idénticos a los del teorema 3. La inica diferencia
radica en el vector I'q, el cual agrega un término que se cancela debido a la relacion

4
WwITe =wl(w x e3) Z J (=) w,. =0
i=1

donde J, es la inercia del rotor.

En el caso donde la velocidad angular no esta disponible, la ley de control propuesta en
el teorema 2 puede ser aplicada al cuadrirotor descrito por el subsistema Y i de la ecuaciéon
(2.54). Entonces, uno expone el siguiente resultado

Corolario 2 Considere la dindmica rotacional del mini helicoptero cuadrirotor de-
scrito por el subsistema Xg de la ecuacion (2.54). La entrada de control aco-
tada definida en la ecuacion (2.19) estabiliza asintéticamente el cuadrirotor en
el equilibrio (w,R,vy,) = (0,R4,0) con wun dominio de atraccion igual a
TSO(3) x R\ {(0, RsRy,0)}.

Prueba 4 Los pasos de la prueba son idénticos a los del teorema 2 y del corolario 1.
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Observacion 4 Los Corolarios 1 y 2 establecen que el cuadrirotor puede ser tedricamente
estabilizado asintdticamente desde cualquier condicion inicial que pertenezca a TSO(3) \
{(0, RsRy)} y TSO(3) xR3™\{(0, RsRg4,0)}, respectivamente. Sin embargo, la estabilizacion
depende de la dindmica de los actuadores. En realidad, un cuadrirotor con velocidad y
potencia suficiente puede volar en un circuito sin ningin problema. Sin embargo, flotar o
volar en linea recta en posicion tnvertida es casi imposible, debido a que el perfil de las
aspas no permite que esto suceda.

Con esto se da por terminada esta seccién, una vez descrito todo lo concerniente al
funcionamiento del modelo cuadrirotor, asi como la forma en que es accesible para éste las
leyes de control propuestas, estamos en posibilidades de presentar los resultados, tanto en
simulacién como en tiempo real, obtenidos a partir de estas experiencias. Esto es presentado
a continuacion.

2.5. Resultados en simulaciéon

Con el fin de analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado, utilizando las leyes
de control propuestas, se realizaron pruebas utilizando el simulador descrito en la Seccién
(A) del capitulo anterior. En esta ocasiéon se analiza un escenario con las condiciones
iniciales para un cuerpo rigido que se muestran a continuacién w = (0 0 0)7 y (¢ 6 ¢)T =
(65° 85° — 80°)T. Los valores utilizados para las componentes de la matriz de inercia .J
fueron J; = Jy = 8.28 x103Kgm? y J3 = 0.1 Kgm?. Los valores utilizados para los
vectores de referencia son s{ =001y sg = 10,5 0 v/3/2]7. Adicionalmente, los valores
de los vectores de observaciéon fueron contaminados con una perturbacién de tipo ruido
blanco, de amplitud 0.01 y frecuencia 1 Hz para el vector Slb y amplitud 0.05 con la misma
frecuencia para el vector s2b. Los resultados obtenidos son presentados en seguida. Cabe
mencionar que a pesar que en la ley de control no se utiliza ninguna parametrizacion de la
orientacion, aqui se mostrarédn los angulos de Euler con el fin de ser explicitos.

2.5.1. Primera ley de control

Esta propuesta de control utiliza los vectores de observaciéon y la velocidad angular
obtenidos por sensores para lograr la orientaciéon del sistema. Los resultados obtenidos
para esta ley de control se muestran en la figura 2.14. En la primera grafica se observan
las magnitudes de las torques aplicadas al sistema para lograr su estabilizacién en aprox-
imadamente 1.3 segundos. Se puede notar que las magnitudes estan entre -2 a 1 Nm, lo
cual es razonable para este tipo de sistemas. La grafica de la figura 2.14(b) muestra la for-
ma en como se comportan los angulos de Euler del sistema los cuales convergen a cero en
aproximadamente 1.3 segundos, lo que concuerda con la grafica anterior. La figura 2.14(c)
muestra la grafica de las velocidades angulares del vehiculo VTOL, las cuales convergen
a cero en un tiempo similar al anterior. Las dos ultimas gréificas mostradas en las figuras
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2.14(d)-2.14(e) muestran el comportamiento de los vectores de observacion s} y s&, respec-

tivamente, los cuales alcanzan los valores de las componentes del vector de referencia s{

y sg en aproximadamente 1.4 s. Se puede notar el efecto del ruido introducido en estos

valores.

2.5.2. Segunda ley de control

Esta propuesta de control utiliza solo los vectores de observacién para lograr la orientaciéon
del sistema, a partir de estos vectores se estima informaciéon de la velocidad angular a
través de una derivada filtrada, lo que se describié anteriormente. Para esta simulacién se
utilizaron los valores a = b = 25 para construir las matrices diagonales A y B.

Los resultados obtenidos de esta simulaciéon se muestran en las graficas de la figura 2.15.
En la primera gréfica del conjunto se expresan las magnitudes de los torques aplicados al
sistema para su estabilizacién, se puede notar que la accién de los torques es una senal
de alta frecuencia que al final se mantiene en un promedio de cero. Al inicio esta senal
de control provoca un movimiento para llevar al sistema a la orientaciéon deseada, luego la
informacion sobre la velocidad angular contribuye al control y esto se nota en el intervalo
de 1.5 a 2 segundos. La Grafica 2.15(b) muestra la orientacion del sistema mediante los
valores de los angulos ¢, 6 y 1, se puede observar que el tiempo de estabilizaciéon es de
aproximadamente 6 segundos, es notorio el giro que se produce en el &ngulo v, pero a pesar
de esto el sistema entra en la regiéon de estabilidad en aproximadamente 5 segundos, con
lo que el vehiculo puede mantenerse en el aire. Las Graficas 2.15(c) y 2.15(d) muestran la
velocidad angular real y la informacién que se tiene de esta mediante el sistema que utiliza
los vectores de observacion, se observa que existe una diferencia entre ambas basicamente
debido al ruido registrado en los vectores base y que producen la respuesta mostrada para
el control, a pesar de esto, la velocidad angular converge a cero en un tiempo aproximado
de 3 segundos y se mantiene con algunas variaciones debido al ruido. Las dos tltimas
graficas 2.15(e) y 2.15(f) muestran el comportamiento de los vectores de observacion s?
y sé’, respectivamente, se puede observar la diferencia en amplitud de las perturbaciones
introducidas en cada vector. Aun con esto, el control logra hacerlos coincidir, en promedio,
con los vectores de referencia en un tiempo aproximado de 8 segundos en ambos casos. En
este momento, slb = s{ y sg = sg , con lo que el sistema queda orientado de tal manera
que los vectores de observacion estan en la misma posicion que los vectores de referencia
en alguna vecindad debido a las perturbaciones sobre el sistema.

2.6. Resultados experimentales

Esta seccién estd dedicada a mostrar la efectividad de la propuesta de control aplicada
en un sistema real. Se llevan a cabo experimentos en tiempo real en uno de los prototi-
pos cuadrirotor ( figura 2.16) desarrollado por el Laboratorio de Control Avanzado de la
Facultad de Ciencias de la Electrénica de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

(BUAP).
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Figura 2.14: Resultados en simulaciéon para la primera ley de control.
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2.6. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Figura 2.16: El mini helicoptero cuadrirotor en vuelo.

Las leyes de control son ejecutadas en una Spartan-6 FPGA LX9 MicroBoard. La
Spartan-6 tiene la capacidad de implementar un procesamiento suave “MicroBlaze” a
66.7 MHz. Ademas, la Spartan-6 tiene la ventaja de desarrollar moédulos independi-
entes, tales como generadores PWM y puertos universales de recepcion/transmision sin-
crona/asincrona (USART). Un conjunto de sensores compuesta por un magnetometro tri-
axial, un acelerémetro triaxial y tres girdbmetros montados ortogonalmente es usado para
obtener los vectores de observaciéon y la velocidad angular mediante una comunicacién se-
rial (RS-232 ). Un modem Bluetooth conectado a una PC se utiliza para intercambiar los
datos procesados. La orientacién deseada también puede ser proporcionada mediante un
radio control de cinco canales Spektrum DXbe de 2.4-GHz. Cuatro mddulos de potencia
son usados para manejar los motores por medio de una senal PWM. La frecuencia de la
seial PWM es fijada a 500 Hz. La potencia para todos los sistemas es suministrada por
una bateria Li-Po de 11.1 Volts, y la masa total es 0.986 kg.

Las entradas FPGA son la velocidad angular y los vectores de observacion (vectores
de campo magnético y gravitacional) proporcionados por el MAG-suite, junto con la ori-
entacion deseada proporcionada por la estaciéon de tierra mediante el modem Bluetooth
o el receptor Spektrum (En este tltimo caso, un temporizador detecta y mide el ancho
de los pulsos desde el receptor, los cuales son proporcionales a los dngulos y empujes de-
seados). Debido a que la orientacion deseada es proporcionada por el piloto en términos
de los angulos de Euler, el procesador a bordo calcula la matriz de rotacién deseada Ry
con el fin de evaluar el error de posicion definida en la ecuacion (2.7). Entonces, la ley
de control de orientacién es calculada, y las senales PWM usadas para controlar las ve-
locidades rotacionales de los cuatro motores son actualizadas. Opcionalmente, el sistema
embebido puede proporcionar los datos procesados a una estacién en tierra, con el fin de
monitorear el experimento. El lazo de control de orientacién se ejecuta a 75 Hz, sujeto a
las restricciones MAG-suite. El diagrama a bloques del sistema completo es mostrado en
la figura 2.17.

Dos experimentos son desarrollados usando los torques de control definidos en los coro-
larios 1 y 2, respectivamente, y respetando las caracteristicas de los motores dadas en la
ecuacion (2.63). El objetivo de los experimentos es llevar el cuadrirotor desde cualquier ori-
entacion inicial a la orientacion deseada definida por los 4ngulos alabeo, cabeceo y guinada
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Figura 2.17: Diagrama a bloques del sistema de control de orientacion del cuadrirotor.

nulos y mantenerlo alli manteniendo la velocidad angulara en cero. El empuje deseado es
tomado como T > mg = 8.19 N, de tal manera que garantiza un equilibrio del peso del
cuadrirotor. Note que los vectores s{ y sg son no colineales. Ademas, la direccién de s{
coincide con la direccién del eje eg del marco de coordenadas inercial E/.

2.6.1. Estabilizaciéon usando la ley de control del Corolario 1

Los parametros de sintonizacion de las entradas de control son el conjunto N1 o — 0.11, N3
= 0.05, A = 0.05 y p = 0.04. Las condiciones iniciales son (¢ = 18°, § = —19° y ¢)=—44°)
para los angulos alabeo, cabeceo y guifiada, respectivamente, con una velocidad angular
nula. La evolucion de estos angulos es mostrada en la figura 2.18. Note que los angulos no
son usados para calcular los torques de control; se presentan solo para mostrar la evoluciéon
de la orientacion, debido a que estos son més intuitivos. Las velocidades angulares, los
vectores de observacion (medidas del acelerometro y del magnetéometro) los torques de
control y el ancho de los pulsos de la senal de control del motor son presentados en las
figuras 2.19-2.23, respectivamente. La convergencia de los dngulos y velocidades angulares
se alcanza en un tiempo aceptable (1.5 s). Como puede verse en las figuras 2.18 y 2.19,
las condiciones iniciales producen un gran error en el angulo de guinada y la velocidad
angular. Consecuentemente, la senal de control I's alcanza su limite de +0.09 N-m (ver
figuras 2.22 y 2.23) y actuia sobre el sistema para estabilizarlo. Note que existe una ligera
desviacién del dngulo de guinada. Esta es debida principalmente a las perturbaciones en
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Figura 2.18: Ley de control del corolario 1: evolucién de los angulos de alabeo, cabeceo y
guinada.

el campo magnético inducido por los motores. A pesar de las desviaciones mencionadas
anteriormente, el comportamiento del sistema sigue siendo muy aceptable.

La ley de control del corolario 1 es probada también en presencia de perturbaciones
aplicadas sucesivamente a los tres ejes (alabeo, cabeceo y guinada). Estas perturbaciones
pueden caracterizar algunos vientos que enfrenta la méquina. Durante los experimentos,
las perturbaciones se han aplicado de forma manual como un movimiento en el cuerpo del
cuadrirotor por menos de un segundo. Note que la perturbaciéon produce un gran error del
angulo de guinada y la velocidad angular correspondiente, la senal de control I's alcanza su
limite una vez més. Evidentemente, las acciones de control son para llevar el cuadrirotor a
la orientacion deseada, mientras se respetan las limitaciones del motor.

2.6.2. Estabilizaciéon usando la ley de control del corolario 2

La ley de control presentada en el corolario 2 es aplicada. La sintonizacién de los parametros
de entradas de control son el conjunto Njo = 0.29, N3 = 0.866, A = 0.06, p = 0.04,
a = 25y b =5, con el fin de respetar la restriccion (2.29). Las condiciones iniciales
son (¢ = 19°, 0 = —4° y b = —31°) para los angulos de alabeo, cabeceo y guinada,
respectivamente, con una velocidad angular nula. Uno debe ser cuidadoso con la elecciéon
de las condiciones iniciales de las dos tltimas ecuaciones de (2.19). Una forma sencilla es
establecer ¢(0) = v,,(0) — bS%(0), cuando v,,(0) = 0.

La evolucién de los angulos de alabeo, cabeceo y guiniada, la correspondiente veloci-
dad angular, los vectores de observacion (medidas del acelerometro y magnetometro) los
torques de control y el ancho de pulso de las seniales de control del motor son presentadas,
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Figura 2.19: Ley de control del Corolario 1: evolucién de la velocidad angular del cuerpo.
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Figura 2.20: Ley de control del Corolario 1: evolucion de las medidas del acelerémetro SI{.

68



2.6. RESULTADOS EXPERIMENTALES

&
W
o
o
1 4
0.8
0.6 L L L L
0 10 20 30 40 50
tiempo (s)

Figura 2.21: Ley de control del Corolario 1: evoluciéon de las medidas del magnetémetro sg.

0.2

Fl (N m)

Ty (N-m)

-0.2 I I I I
10 20 30 40 50
0.1
2 0
=
~
_0.1 I I I — I
0 10 20 30 40 50
tiempo (s)

Figura 2.22: Torques de control acotados del Corolario 1. Las lines rojas definen las cotas
de los torques de contol.
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Figura 2.23: Ley de control del Corolario 1: ancho de pulso de las cuatro seniales de control
de los motores. Las lineas rojas definen las cotas del ancho de pulso.

respectivamente, en las figuras 2.24-2.29. La convergencia de los dngulos se alcanza en
un tiempo aceptable (1.5 s). Las variaciones de las senales de torques de control son mas
pronunciadas en relacién con la ley de control del corolario 1. Esto es debido a las perturba-
ciones inducidas por el vector de observaciéon usado para reconstruir la velocidad angular.
Note que los vectores de observacién son mas ruidosos que los giréscopos. Sin embargo, el
efecto de las oscilaciones se reduce cuando se aplica al cuadrirotor, debido a que la senal
de control es filtrada por los motores. Esto puede ser explicado por el hecho de que un
motor DC es equivalente a un integrador que se comporta como un filtro pasa bajas o un
filtro de promedio. Como en los dngulos, la evolucién de la velocidad angular se presenta
solo para efectos de claridad, esta no es usada para calculos de la ley de control.

La presente ley de control es probada con respecto a algunas perturbaciones. Note que
las perturbaciones producen un gran error en los angulos, asi como en la velocidad angular,
hacen que las senales de control I'y and I's alcancen sus limites. Evidentemente, el control
actiia sobre el sistema para superar las perturbaciones, mientras solo las senales de control
factibles son aplicadas al sistema. Este caso de estudio muestra que el controlador prop-
uesto en este trabajo es robusto con respecto a perturbaciones externas. La ley de control
maximiza la efectividad de los actuadores sin poner en riesgo la estabilidad del sistema.
Esta propiedad de robustez es esencial en misiones reales, donde fuerzas aerodinamicas y
otros factores estan presentes.

Con esto se da por finalizado este capitulo, se puede observar que las propuestas de
control tiene un buen rendimiento, sin embargo no se pueden utilizar como el sistema
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Figura 2.24: Ley de control del corolario 2: evolucién de los angulos de alabeo, cabeceo y

guinada.

principal debido a la sensibilidad que tiene con respecto a la vibracién que registra el
acelerémetro, esto no impide usarlo como un sistema de apoyo en caso de fallas de un
motor o que uno de los sensores deje de funcionar, este control haria posible su aterrizaje de
emergencia sufriendo el menor dano posible del sistema. En el altimo capitulo se presentara,
junto con el control de traslaciéon, una propuesta adicional de control de orientacién la cual

no presenta los problemas mencionados.

El trabajo presentado en este capitulo ha sido publicado en la revista Micromachines
bajo el titulo “Biomimetic-Based Output Feedback for Attitude Stabilization of Rigid Bod-
ies: Real-Time Experimentation on a Quadrotor” (ver [107]).
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Figura 2.25: Ley de control del corolario 2: evolucién de la velocidad angular del cuerpo.
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Figura 2.26: Ley de control del corolario 2: evolucién de las medidas del acelerémetro s?.
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Figura 2.27: Ley de control del corolario 2: evolucién de las medidas del magnetémetro sg.
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Figura 2.28: Torques de control acotados del corolario 2. Las lineas rojas definen las cotas
de los torques de control.
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Figura 2.29: Ley de control del corolario 2: ancho de pulso de las cuatro senales de control
de los motores. Las lineas rojas definen las cotas del ancho de pulso.
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Capitulo 3

Estabilizacion global de integradores
multiples con controles acotados y
posicionamiento dinamico de polos

En este capitulo se muestra el desarrollo de una propuesta de control para sistemas que se
pueden expresar en la forma de cadena de integradores. El objetivo principal que se busca
con este desarrollo es contar con una ley de control con entradas acotadas que estabilice
globalmente este tipo de sistemas. Esto es debido a que se pretende dividir el movimiento de
traslacion de los sistemas tipo VT'OL en subsistemas tipo cadena de integradores. Con esto
se tiene una ley de control para incidir sobre el movimiento de traslaciéon de los sistemas
de interés en este trabajo de tesis.

En las dltimas décadas varios métodos han sido propuestos para el disefio de este tipo
de controladores, algunos de ellos se pueden consultar en [83], [108] y la edicion especial
[109]. Ejemplos importantes son las propuestas basadas en técnicas de control lineal. En
la compensacién anti-windup, primero se disena una realimentaciéon lineal mientras se
ignora la entrada no lineal para después agregar una realimentacién de compensacién que
minimize su efecto ([110], [111]). Desafortunadamente, como menciona Megretski, rara vez
se hace un analisis riguroso de estabilidad y robustez debido a su complejidad. También
se puede mencionar el desarrollo de leyes de control de baja ganancia que consisten en
la saturaciéon de un control lineal usualmente obtenido de la resolucién de una ecuaciéon
de Riccati ([112], [113], [114], [115]), se sabe que no se puede alcanzar estabilidad global
para sistemas de dimension n > 3 (|116]) y para disfrazar este inconveniente se propone
sintonizar la ecuaciéon de Riccati con algin pardmetro € que se pueda adaptar en linea
([112], [113], [117]), con lo que se consigue estabilidad global y mejora el rendimiento en
términos de convergencia. Desafortunadamente, se vuelve un problema de optimizacién
convexa que a cada paso necesita resolver una ecuaciéon de Riccati lineal, lo que es muy
caro en términos de célculo.

Por otra parte, se han desarrollado propuestas completamente no lineales. Estas fueron
iniciadas por [92], quien propone un control basado en funciones de saturaciéon anidadas

para la estabilizacion de cadena de integradores. A partir de este, varios trabajos fueron de-
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sarrollados extendiendo los resultados a sistemas lineales controlables en general con difer-
encia en el tipo de realimentacion [82], o una manipulacion en los limites de las mediciones
[118]. Una propiedad comun de este tipo de leyes de control es su extremada simplicidad
comparada con otras propuestas. Ademas, como se menciona en [119], en un articulo de
comparaciéon para el caso del doble integrador, la propuesta no lineal muestra buen com-
portamiento en términos de robustez y degradacién de rendimiento. Desgraciadamente,
para sistemas de dimensiéon mayor a 2 el rendimiento en lazo cerrado se degrada. La efi-
ciencia y la simplicidad de las propuestas no lineales han alentado una mayor exploraciéon
en este campo, como en [93|, donde se ha generalizado el resultado a sistemas de grado n
modificando la realimentaciéon, garantizando la estabilidad global del sistema en lazo cer-
rado y mejorando el rendimiento de la ley de control en [82]. Lo anterior es posible por la
modificacién del valor del parametro € y fundamentalmente por el recalculo de los limites
de la funciéon de saturacion con los que trabaja el control. Un camino distinto que también
se ha explorado a partir de [92], es la modificacion del valor de los polos del sistema cuando
ocurre la saturacion [120], lo cual también mejora el rendimiento de la ley de control. Parte
de esta propuesta serd empleada para disenar la propuesta de ley de control de traslacion,
con lo que se pretende obtener el control global que pueda ser utilizada en el movimiento
de vehiculos VTOL.

3.1. Sistemas en cadena de integradores

Una cadena de integradores esta definida por

X = Ax + Bu (3.1)

donde A € R™ " es tal que a;; = 1si j =i+ 1y a;; = 0 en otro caso, B € R"*! es tal que
b =0parat=1,...n—1y b, =1, n es la dimensiéon del sistema y u corresponde a la
entrada de control. Estos sistemas conforman un subconjunto de una clase de sistemas que
son llamados asintdticamente de controlabilidad nula con controles acotados (|82] y [83]).
Esta propiedad se muestra en |84 y es equivalente a un sistema que es estabilizable y que
tiene todos sus polos en lazo abierto en el semiplano izquierdo, es decir, la parte real del
nimero complejo que lo expresa es negativa.

El tema aqui tiene que ver con la estabilizac