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Abstract

En este trabajo se explora la cuantizacién canénica de un universo con métrica FRW
con perturbaciones inhomogéneas escalares a primer orden en la norma sincrona con la
intencién de obtener un modelo de gravedad cudntica en la regién de la escala de Planck
al aproximarse a esta region desde la cosmologia cudntica.

Se considera el modelo sin materia, para el cual se obtiene la ecuacién de Wheeler-
Dewitt y su solucién numérica. Dicha aproximacion da indicios sobre la dinamica de
perturbaciones cudnticas para la gravedad en la escala de Planck.
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Introduccion

Se considera a la Cosmologia como el estudio del universo completo como un sistema a
partir de la teoria de la relatividad general. En el modelo cosmologico estandar se considera
al universo como un sistema en expansion el cual se originé de una singularidad y tuvo un
periodo de expansién acelerada llamado inflacién [1]. Por otro lado, la Cosmologia Cudntica
es un esfuerzo por cuantizar la gravedad al tomar como sistema al universo con diferentes
maneras de acercarse a este objetivo [7][8][10], dentro de los que se encuentra la cosmologia
cudntica candnica [10]. Para este enfoque es necesario contar con formulacién Hamiltoniana
de Relatividad General (Conocida también como formulacién (3+1), o formulacién ADM)
[B][9]. Dentro de este campo se tratan temas como las condiciones iniciales del universo,
formacion de estructuras, materia oscura, etc. Como ejemplo notable cabe resaltar el
estudio de Cosmologia Cuantica mediante perturbaciones realizado por J. Halliwell y S.
Hawking [12] donde muestra que perturbaciones métricas tensoriales de segundo orden
durante el periodo de inflaciéon dan lugar a la formacion de estructuras observadas.

0.1. Escala de Planck

La escala de Planck comprende distancias del orden de [, = ’1—? ~ 1073%m, en esta
escala los fenémenos cudnticos de la gravedad toman relevancia [26]. Para esto considere

la relacion de Heisenberg par una particula con la masa de Planck m, = \/%. Para esta

particula Ap = mpAv = myc, lo que implica:

Az Ap = mycAx > g (1)
h l
> =2
= Az > 2o, 5 (2)

Por lo tanto los efectos cuanticos para una particula de la masa de Planck se observan
a distancias del orden de la escala de Planck. Adicionalmente esto implica que la densidad
de esta particula es:
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5
m c
p= ngwzlo% kg/m® (3)

Que corresponderia a la densidad del universo en esas escalas. Sin embargo es una
region a la cual no se le ha destinado estudio suficiente desde el enfoque de cosmologia
cuantica, aunque los esfuerzos realizados han establecido condiciones al modelo de
inflacién [5][6] y ha sido abordado mayormente en el &mbito del estudio de la gravitacién
cuantica [14]. El presente trabajo se sitia en los limites de esta regién donde se toman
perturbaciones métricas teniendo como fondo un espacio-tiempo homogeneo e isotrépico
(FRW) con el fin de tener un modelo de gravitacién cudntica haciendo uso del formalismo
usado en cosmologia cuantica de perturbaciones. Dichas perturbaciénes son funciones
escalares que dependen del epacio y del tiempo, que al ser introducidas despojan al espacio-
tiempo de su homogeneidad e isotropia.

Una vez obtenida la métrica perturbada se procederd a definir los vectores
temporaloides y cantidades geométricas relacionadas, en términos de las perturbaciones.
Al introducir las perturbaciones resulta necesario fijar una norma para obtener cantidades
invariantes bajo transformaciones de coordenadas, para lo cual se ha elegido la norma
sincrona. Posteriormente se obtendrda el Lagrangiano y Hamiltoniano candnico de
gravedad, y la ecuacién de Wheeler-Dewitt. Finalmente se ofrece una aproximacion
numérica para la ecuacién de Wheeler-Dewitt de este sistema.

0.2. Descomposicién (3+1) o ADM

En esta seccién se presentan brevemente los puntos fundamentales del formalismo
ADM [9] que se emplearan posteriormente. Considere una foliacién del espacio-tiempo,
con métrica [3] ds? = (—=N? + N;N*)dt? + 2N,dtdz? + h;;dz;dx;, en hipersuperficies tales
que en cada una de ellas t = constante, y para cada hipersuperficie existe un campo
vectorial n, normal a la superficie. A este conjunto de hipersuperficies (foliacion) se les
pueden asociar curvas tangentes a n,, que son normales a la foliacién. Por lo tanto la
parte espacial de la métrica es la 3-métrica intrinseca, ®)h;;(t,2%) = h;;(t,2"), en las
hipersuperficies.

Para entender mejor el papel de N y N7 bajo esta descomposicién [3], considere dos
hipersuperficies de la foliacién: Xy y Zyyqr. N(t,2%) es la llamada funcién de lapso y es
la diferencia entre el tiempo coordenado t y el tiempo propio 7 a lo largo de las curvas
normales a la foliacién, mientras que el vector de cambio N7(t,z¥) es la diferencia entre
un punto P en ¥4 que resulta de seguir a P desde ¥; mediante una curva perteneciente
a una congruencia normal a la foliacién, y el punto en ¥, 4 si se hubiera seguido una
curva normal a la foliaciéon desde P en X;; note que si se toman coordenadas comdviles,
estas dos clases de curvas son la misma y N7 = 0, como sucede en FRW. A continuacién
se muestra una representacién grafica de estos conceptos:
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(nt —)dr=dteN

P
x'+daxt

Figura 1: Representacién grafica de la funcién de lapso y el vector de cambio en una
foliacién. Imagen propiedad de P.V. Moniz [3]

Aunado a estas cantidades es necesario introducir para esta foliacion alguna cantidad
relacionada con la curvatura, ademas de la curvatura interna o intrinseca 3-dimensional
(3)R§l i (hmn) para las hipersuperficies, obtenida a partir de la métrica intrinseca h,y,. Esta
cantidad es llamada curvatura eztrinseca K;; = —n;;; (el punto y coma denota la derivada
covariante con respecto de la métrica 4-dimensional g,,,) y describe como se curvan las
hipersuperficies con respecto de la variedad del espacio-tiempo en donde estan embebidas
[B1[9], esta cantidad expresada en términos de la funcién de lapso, el vector de cambio y
la 3-métrica es:

1 Ohi;
Ky = 5 <2D(iNj) - 8;) (4)

Donde D; denota la derivada covariante con respecto de h;;.

0.3. Formulacion Hamiltoniana de relatividad general

Para el estudio cosmologia cudntica es necesario contar con una formulacién
hamiltoniana [I][3][26] de la relatividad general, la cual hace uso de la descomposicién
ADM del espacio tiempo. Esta formulacién permite la obtencién de la ecuaciéon de Wheeler-
DeWitt, pieza fundamental para la cosmologia cudnticall].

Partiendo de la accién de Einstein-Hilbert acoplada a materia en la forma de un campo
escalar @ [I] [26]:

1 1
S = / V—gRd*z — / V=9@"®,®,+ V(D)) d*x (5)
167T M 2 M ’ ’
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M denota la variedad del espacio tiempo, y la coma en el subindice denota la derivada
parcial de dicha cantidad, a lo largo de este trabajo se utilizan las unidades de Planck
(¢c=h=G=1). Sisetoma R en términos de las cantidades usadas en ADM [3]:

R=OR4+ K K" - K? (6)

Donde K es la traza de la curvatura extrinseca. Haciendo uso de esta expresion es
posible escribir la accién [3] de la siguiente manera:

S = /Ldt = 1;/1\7\/5 [Kinij ~ K%+ <3)R} dtd?’x—;/N\/ﬁ(g“”(I),M(I{,, + V(®)) dtd*x
T
(7)

De esta densidad lagrangiana £ los momentos canénicos son:

oL Vh

i _ (i) _ pi
T by 16nG {K h K] (8)
oL Vhiys

o= =y (@ N(I)) 9)

0 = a—i.;:O (10)
ON

A= 9L (11)
ON;

Con los cuales se obtiene [3] el siguiente hamiltoniano:

H = /(Naﬂ + NHY) d*x (12)
2Ky 1.\ VAOR (o
}[L = W <7T T35 — §7T - 2?(2 7 + h q)ﬂ(b’] + 2V (14)

Donde X = 87 y 7 es la traza de 7. De manera alternativa, la accién puede tomar
la forma siguiente:

S = / (nijhij + me® — NH, — N}Q) dtdz (15)

, (11), v (15) se puede observar [26][27] que ) vy . son constricciones
prlmarlas mlentras que N y N? son multiplicadores de Lagrange con H, y H' como
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constricciones secundarias, lo que implica [3][26]:

H =0 (16)
H =0 (17)

De estas expresiones, (17) es la Constriccion Hamiltoniana. Esta constriccién al ser
promovida a operador como parte de la cuantizaciéon candnica da lugar a la ecuaciéon de
Wheeler-Dewitt ) ¢ = 0, la cual rige a la funcién de onda del universo ¢ [1][26].
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Capitulo 1

Gravitacion Cuantica

En este capitulo se expondra brevemente el concepto de gravitacién cuantica junto con
un recuento de la principales vias que se han tomado para su estudio. El material que aqui
se presenta sigue de cerca a Calcagni [14], Rovelli [15], y Carlip [16].

La cuantizacion de la gravedad de Einstein adolece desde un inicio del problema de su
no renormalizabilidad, sin que se haya podido encontrar una solucién como teoria cuantica
de campo. Esto es en parte debido a su esencia misma, la gravedad ha sido vista por unos
como una interacciéon fundamental y su cuantizacién se ha abordado como se hiciera en
su momento con las otras interacciones fundamentales, otros la han considerado como la
cuantizacién del espacio tiempo, mientras que otros consideran que la naturaleza cuantica
de la gravedad reside en la propia naturaleza cudntica del espacio-tiempo tomando este
ultimo como emergente de la propia teoria cudntica. De entre estas propuestas, dos han sido
las mas estudiadas y desarrolladas: la teoria de cuerdas y la gravedad cuantica de bucles
(LQG por sus siglas en inglés). Estas dos teorias han sido desarrolladas con enfoques,
filosofias, y metodologias distintas; por una parte la teoria de cuerdas nace a partir de
los trabajos realizados para ir mas alld del modelo estandar de particulas, mientras que
LQG es desarrollada desde la relatividad general candnica teniendo como contribucién
inicial el estudio de la cuantizacién de sistemas con constriccidones por Dirac, de donde
se deriva la formulacién hamiltoniana de la relatividad general y su cuantizacién a través
de la ecuacion de Wheeler-DeWitt,cuyo desarrollo culminé en la formulaciéon de LQG.
A esto es necesario anadir que si bien ain no existe un consenso sobre una teoria de la
gravitacion cudntica, esto no significa que los esfuerzos empleados en su estudio hayan sido
infructuosos.

1.1. Teoria de cuerdas

Esta teoria se caracteriza por considerar como ente fundamental a un objeto extendido
(cuerda) en vez de utilizar a objetos puntuales. En la formulacién inicial de la teoria
de la cuerda bosoénica por parte de Nambu, Goto, y Polyakov en la cual se obtienen
ecuaciones de movimiento para excitaciones fundamentales que son bastante similares a las
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ecuaciones de campo de Einstein y a las ecuaciones de de una teoria de norma no-abelianas;
la cuantizacién de estas cuerdas requiere 26 dimensiones con 22 de estas dimensiones
compactificadas a escalas no detectables a bajas energias. Sin embargo la cuerda bosonica
contiene dos problemas fundamentales: la existencia de campos taquidnicos de norma
negativa y la ausencia de fermiones. Estos problemas fueron resueltos al expandir esta
teoria a la teoria de supercuerdas por parte de Ramond, Green, Neveu, y Schwarz, la cual
es supersimétrica y requiere 6 dimensiones extra que son compactificadas en variedades de
Calabi-Yau. El grupo de norma para supercuerdas debe ser SO(32) o Eg x Eg, lo cual dio
lugar a 5 teorias diferentes de supercuerdas: tipo I, tipo IIA, tipo IIB, SO(32) heterdtica,
v Eg x Eg heterdtica. Posteriormente se encontrd que estas teorias estan relacionadas entre
si mediante dualidades, lo cual agrega la necesidad de otra dimension, y la existencia de
objetos dindmicos p-dimensionales espaciales llamados p-branas, las cuales probaron ser
de importancia al ser algunas de ellas (Dp-branas) en las teorias tipo I y II soluciones
soliténicas de supergravedad e identificadas como generalizaciones de agujeros negros.

Estos descubrimientos reflejaron la posible existencia de una teoria mas fundamental en
11 dimensiones, la cual fue conjeturada por Witten quien también la nombro como teoria
M; esta teoria tiene como casos limite a las 5 teorias de supercuerdas antes mencionadas
y describe objetos 2-dimensionales y 5-dimensionales llamadas M-branas. La relacién con
gravedad de la teoria de cuerdas se debe a que contiene una particula sin masa de espin 2
asi como particulas de norma y de materia, y que a bajas energfas satisfacen las ecuaciones
de Einstein acopladas a la materia. Debido a esto la teoria de cuerdas no solo es una de
los principales candidatos para ser el formalismo de la gravitacién cuéntica, sino también
es uno de los principales candidatos para la unificacién de las fuerzas fundamentales. Dos
resultados fisicos relevantes en esta teoria con relacién al tema presente son los siguientes:

= Entropia de agujeros negros:
La formula de Bekenstein-Hawking relaciona la entropia S de un agujero negro con
el drea A de su horizonte:

1A
=175 (1.1)

Como repercusion de este este resultado se encuentra que existe una relacién ente

la teorfa de cuerdas y la teoria cudntica de campos sobre espacios curvos (también
llamada dualidad AdS/CFT).

= Estructura del espacio-tiempo en la longitud de Planck:

A distancias cercanas a la longitud de Planck la energia necesaria para poder
sondear esas escalas hacen que las cuerdas se comporten efectivamente como
objetos extendidos en lugar de particulas haciendo imposible las colisiones entre
cuerdas en una regién pequena. Sin embargo al incluir la teoria M, las coordenadas
espaciotemporales de la cuerda son reemplazadas por matrices, lo que se considera
una reinterpretacién de la estructura del espacio-tiempo, donde la variedad continua
usual del espacio-tiempo emerge solamente a escalas de distancia mayores, lo
que haria manejable el problema a cortas distancias al tener una estructura
espaciotemporal diferente.
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Sin embargo esta teoria tiene no ha logrado reproducir plenamente a los modelos
estandar de particulas y de cosmologia, por lo que su aceptacién ha disminuido. Al ser una
teoria que describe excitaciones sobre algin fondo fijo, es posible que no pueda abordar
de forma completa el tema de gravedad cudntica, pues podria ser necesario un fondo
dindmico para describir escenarios como la evaporacion de agujeros negros. Otras criticas,
mas graves, apuntan a la falta de evidencia experimental que apoye la teoria a pesar
de los numerosos intentos por confirmar las predicciones hechas por la teoria, lo cual al
compararse con las numerosas confirmaciones del modelo estandar y el nivel de precisiéon
de las mismas, ha producido muchos cuestionamientos sobre su validez o viabilidad, que
a pesar de estas deficiencias, contintia siendo para muchos el candidato mas prometedor
para la teoria cuantica de la gravitacion.

1.2. Gravedad cuantica de lazos

La gravedad cuéntica de lazos (LQG) tiene su origen en los desarrollos realizados para
cuantizar sistemas con constricciones, que junto con el formalismo ADM dan lugar a la
formulacion hamiltoniana de relatividad general. Sin embargo la formulacién utilizada para
LQG no estd basada en la métrica, sino en una conexién. Al tomar esta ruta se obtiene
una teorfa cuantica independiente de un fondo, en comparacién con QFT, y que tiene la
estructura de otras teorias cuanticas usuales: sus estados forman un espacio de Hilbert y
cuenta con un conjunto de operadores, que en el limite clasico coincide con relatividad
general. Para esta teoria las variables de campo gravitacional son las holonomias de la
conexion (llamadas variables de lazo) y los estados normalizables corresponden fisicamente
a exitaciones dentro de un bucle o lazo. La base para el espacio de Hilbert consiste en
estados de redes de espin, donde estas redes de espin son grafos con representaciones de
SU(2), llamadas colores, en sus nodos y vértices.

A diferencia de la teoria de cuerdas, LQG no aborda a la gravedad como una interaccién
fundamental sino como un efecto de la geometria del espacio-tiempo como sucede en
relatividad general, lo cual tiene como consecuencia el que en esta teoria se obtenga
una cuantizacién del propio espacio tiempo. Como resultados fisicos relacionados con
gravitacion cudntica resaltan los siguientes:

= Cuantos de geometria:
En esta teoria es posible obtener expresiones explicitas para los operadores de area
y volumen de una superficie o regién espacial, por lo que sus eigenvalores establecen
los valores cuantizados que el aérea y volumen podrian tomar en la escala de Planck.
Por ejemplo, el espectro del area esta dado por la siguiente expresion:

As= 87thZ Vii(Gi + 1) (1.2)

Donde j = (j1,...,Jn) es un arreglo de n semienteros que denota los eigenvalores,
y v es un parametro adimensional llamado pdrametro de Immirzi, el cual no esta
determinado por la teoria.
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= Entropia de agujeros negros:
Debido a la existencia del cuanto de geometria y por lo tanto la discretizacion del
espacio en la escala de Planck, el numero de microestados del horizonte es finito y se
puede obtener con los eigenvalores del area. Se obtiene que la entropia es proporcional
al area del horizonte en unidades de Planck, sin embargo no fija la constante de
proporcionalidad ya que incluye el parametro de Immirzi.

Mientras que la cinematica de LQG esta formalizada y estudiada, la dindmica
(evolucion de las redes de espin) y su comportamiento a bajas energias sigue estando
en desarrollo y son problemas atacados desde diferentes angulos, entre estos esfuerzos
se encuentran de manera principal la gravedad cuéantica algebraica y los desarrollos
usando estados coherentes holomoérficos ya que han permitido un avance considerable en
el entendimiento de estos problemas [16]. Dentro de los desarrollos relativamente recientes
de la teoria también se encuentra su reformluacion en la forma de la Teoria de Espuma
de Espin para estudiar gravedad cudntica. Esta espuma se puede pensar como una hoja
de mundo discreta que es barrida por una red de espin que se transmuta con el tiempo,
esta también es una representacién del espacio-tiempo cuantizado ya que la amplitud de
transicion de una red de espin a otra esta dada por la suma de discreta ponderada sobre
todas las espumas de espin posibles entre las redes de espin inicial y la final.

1.3. Espuma Cuantica

La espuma cudntica (quantum foam en inglés) hace referencia al comportamiento del
espacio-tiempo a altas energias en gravedad cuéntica, donde a escalas menores a la de
Planck la estructura del espacio tiempo se torna més compleja a medida que la escala
disminuye. Este fendmeno esta presente en el estudi6é de la gravedad cuantica desde la
cuantizacién canonica de la gravedad hecha por DeWitt al encontrar inconsistencias a altas
energias si se consideraba un espacio continuo [17]. Este fendmeno también se presenta en
otras formulaciones de gravedad cuéntica, como sucede al estudiar la naturaleza cuantica
del espacio-tiempo al cuantizar triadas en vez de la métrica [I1§], con el cuanto de geometria
en LQG y en teorfa de cuerdas (como se mostré en la seccién anterior). Como consecuencia
de esto existen propuestas para considerar a la espuma cuantica como un regulador
universal pues permite regularizar divergencias en teorias cuédnticas de campo [19] y la
reformulacién de la geometrodinamica de Wheeler [20].

1.4. Fenomenologia

A pesar de que los efectos cudnticos solo son apreciables a la escala de Planck
y esta escala esta considerada fuera de nuestro alcance experimental actual, existen
maneras indirectas de detectar la influencia de gravedad cudntica en otras observaciones
[16][21]. Los modelos de gravitacién cudntica sugieren diferencias en el principio de
equivalencia de Einstein que pudieran reflejarse en observaciones cosmoldgicas. La ausencia
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de birefringencia en la propagacién de rayos cdsmicos y rayos gamma polarizados ha
confirmado la estructura del cono de luz y la métrica de fondo a una precisién de 10738,
los grados de libertad relacionados con la estructura métrica a este nivel de precision
se restringen a uno escalar (dilatén) y a uno pseudoescalar (axion). El dilatén altera la
amplitud de la radiacién linealmente polarizada en su propagacién césmica y su variacion
fraccional esta limitada a 8 x 10~ por la concordancia entre el espectro de la radiacién
c6ésmica de fondo y el espectro de la radiacién de cuerpo negro. Por su parte el axion rota la
radiacién linealmente polarizada durante su propagacién en el cosmos y esta limitada por
la rotacién césmica polarizada uniforme a menos de 0.02 rad y por sus fluctuaciones a 0.02
rad. Dentro de los fenémenos relacionados con diferencias en el principio de equivalencia
se encuentran los cambios en el dngulo de dispersién de campos escalares sin masa en
presencia de un objeto masivo, los cuales estén relacionados con efectos cudnticos [22] e
implican que dichas particulas no siguen geodésicas y diferentes particulas se dispersan de
forma diferente.

Otro efecto sugerido por las teorias de gravedad cuanticas es la violacién local a
la simetria de Lorentz. En este sentido se ha intentado observar modificaciones en la
dispersién de energia-momento lorentziana local de particulas ultrarelativistas utilizando
rayos césmicos ultraenergéticos, cuya energia es mayor a 10'® eV, en especial por el
Observatorio Pierre Auger, las cuales han puesto fuertes constricciones a estas dispersiones
sin dar senial de nueva, fisica. También en esta direccién se ha propuesto la observacién de
la dependencia entre el momento y la velocidad del fotén usando ondas electromagnéticas
de alta energia, en especial mediante el anélisis de la relacién entre el tiempo de llegada, el
momento foténico, y el corrimiento al rojo de réafagas de rayos gamma. A estas propuestas
se unen algunos aportes de la gravedad andloga, que hace referencia a una analogia entre la
propagacion de perturbaciones en un fluido perfecto con la dindmica de campos escalares
en un fondo curvo, al considerar un sistema andlogo para la radiacién de Hawking [23]
que se caracteriza por tener relaciones de dispersiéon modificadas para las perturbaciones
linealizadas, asociadas con efectos a altas energias de la estructura del espacio-tiempo
emergente, y que a su vez esta relacionado con la violaciéon de la invarianza acustica de
Lorentz.

Con la deteccién de ondas gravitacionales en 2016 por parte de la colaboracién LIGO-
Virgo se ha abierto otra puerta para la investigacién de fenémenos cuanticos relacionados
con gravedad, como sucede en la reciente propuesta de objetos mesoscépicos entrelazados
(diamantes nanométricos) como detectores de ondas gravitacionales [24]. Esta propuesta
no solo podria ayudar a entender el efecto cuantico de la gravedad en el entrelazamiento,
sino también revolucionaria la astronomia de ondas gravitacionales al no requerir tineles
kilométricos ya que el arreglo experimental podria armarse sobre una mesa.







Capitulo 2

Modelo de Gravedad Cuantica

En este capitulo se elabora un modelo de gravedad cuantica como uno de cosmologia
cliantica a escalas alrededor a la de Planck. Para esto se utiliza una perturbacién a la
métrica de FRW sin componente de materia (perturbacién puramente gravitacional), con
la cual se obtine la constriccién Hamiltoniana y se cuantiza de forma candnica obteniendo
la ecuacion de Wheeler-DeWitt.

2.1. Meétrica FRW

La cosmologia relativista tiene como postulados principales el principio cosmolégico y el
postulado de Weyl [1][2], que establecen que el universo debe ser homogéneo e isotrépico, y
el uso de observadores privilegiados (sustrato) que yacen en una congruencia de geodésicas
temporaloides que divergen de un punto en el pasado (finito o infinito) respectivamente.
Esto tiene como consecuencia la existencia de una foliacién ortogonal a las geodésicas antes
mencionadas, lo que aunado a los requerimientos de homogeneidad e isotropia permiten
introducir coordenadas (t,x!, 22 23) tales que las hipersuperficies de la foliacién estén
dadas a un t = constante y (x',22,23) son constantes a lo largo de las geodésicas del
sustrato (coordenadas comdviles), con las cuales el elemento de linea es de la formaﬂ

ds® = —Ndt? + S(t)gapda®da’ (2.1)

Donde N es una constante y S(t) es el factor de escala que mide la diferencia en la
escala de un conjunto de puntos entre diferentes hipersuperficies. Otra consecuencia del
principio cosmoldgico es el requerimiento de simetria esférica y curvatura constante en las
hipersuperficies ya que de no ser asi diferentes puntos en una hipersuperficie ya no serian
geométricamente identicos, y por lo tanto el espacio no seria homogéneo ni isotrépico. Lo
anterior implica lo siguiente sobre el tensor de Ricci y el elemento de linea:

'En esta seccién se sigue principalmente a D’Inverno [2], donde se toma N = 1 y la signatura (-+,-,-,-).
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ds® = —Ndi® + S2(t) |:6)\(T)d7,2 + 7% (d6? + sin? 9d¢2)} (2.2)
Rab = 2Kgab (23)

Donde la curvatura K es constante. Para esta métrica las componentes diferentes de
Cero som:

1
Ryy = csc®OR3z =1+ 57’67/\)\/ —e (2.4)
)\/
R = 2.5
wo= 2 (25

Al tomar en cuenta ([2.3)) se obtiene e = 1—Kr?, que al sustituirlo en (2.2) se obtiene:

dr?

2 a2 @2y | AT
ds* = —Ndt* + S*(t) [1—KT2

+ 7% (df? + sin® 9d¢2)} (2.6)

Para esta expresion K puede ser positiva, negativa o cero. La arbitrariedad de la
magnitud de la curvatura puede ser absorbida en r mediante la introduccién de la
coordenada 7 = /|K|r, tomando K = |K|k # 0. Con esta nueva coordenada la métrica es:

dr?
1— k2

ds® = —Ndt* + S0 [

VIK|

Esta expresién puede escribirse de forma mas concisa incluyendo el caso K = 0 y
relajando la notacién al prescindir de la barra en 7:

+ 72 (d6* + sin® 9d¢2)} (2.7)

ds? = —Ndt? + a2(t) [1 fr;a + 12 (d6? + sin® 0d¢2)] (2.8)
a(t) = 5@) si K#£0 2.9

()= e s K # (29)

a(t) = S(t) siK =0 (2.10)

Los valores que puede tomar k son 1, -1, y 0. Cada uno de estos valores establece una
geometria para los 3-espacios y afecta la topologia de los mismos: en el caso de 1 se obtiene
un universo cerrado, mientras que los otros dos casos arrojan universos abiertos siendo el
caso de -1 no euclideano. Para el presente trabajo se empleara el caso k = 0 que coincide
con el espacio euclideano tetradimensional. En este escenario si se toman las coordenadas
cartesianas y el tiempo conforme 7:
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x = rsinfcos¢ (2.11)
= rsinfsing (2.12)
z = rcost (2.13)
Se obtiene el elemento de linea:
ds®> = a?(n) (—N2d772 + dx? 4 dy* + dzz) (2.14)

2.2. Perturbaciones

Dentro del estudio de la cosmologia cudntica se encuentra el uso de perturbaciones
[T][I0][11], donde se toma como fondo la métrica FRW siguiendo las bases de la cosmologia
clasica. Sin embargo estos métodos perturbativos estaban orientados al estudio de
formacién de estructuras [II][12][25], con algunos trabajos enfocados a gravedad [13].
Para el estudio de formacién de estructuras las perturbaciones son consideradas sobre
el contenido de materia del universo, mientras que en el enfoque de gravedad estas
perturbaciones son sobre la métrica. El origen de estas perturbaciones esta basado en
la observaciones de fluctuaciones en la radiacion de fondo, lo cual indica que en su inicio
el universo tuvo fluctuaciones en su contenido de materia [10][11] que tienen como origen
fluctuaciones cudnticas [13]. Para esta tesis se sigue el enfoque de gravedad considerando
un universo plano homogéneo e isotrépico sin materia con perturbaciones gravitacionales
inhomogéneas que, como se vera en las secciones finales, al ser cuantizado resulta en un
modelo de gravedad cudntica donde las perturbaciones dominan a pequenas escalas para
después dar lugar a un espacio plano a escalas mayores, debido a esto se considera que
este modelo presenta el fendmeno de espuma cuéntica.

En las siguientes secciones se tomaran perturbaciones métricas escalares a un fondo
FRW con el fin de estudiar fluctuaciones cudnticas a la gravedad mediante la ecuacién
de Wheeler-Dewitt. Para iniciar dicho estudio, se introduce el concepto de un tensor
descompuesto en un fondo y una perturbacion.

Sea Ty(n) un tensor que solo depende del tiempo conforme en un espacio-tiempo
homogéneo e isotropico. Tomando este tensor como fondo, su perturbacién es:

T(na xl) =Ty + 5T(777 xz)

Note que las perturbaciones dependen tanto del espacio como del tiempo. Cabe resaltar
que una vez perturbado el tensor métrico el espacio ya no es homogéneo ni isotropico, y
es en las perturbaciones donde tienen origen estos cambios. Para facilitar el andlisis de las
perturbaciones, es conveniente escribir la anterior expresiéon cémo sigue:
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T(n,a') = To+ Y e"6Ta(n,s") (2.15)

a=1

Donde € es un pardmetro pequeiio y 0T, es la perturbacién de grado a del tensor. En
nuestro caso, € es tal que todos los términos de orden superior a uno son despreciables,
por lo que el producto de dos perturbaciones son despreciables. Por razones de claridad,
la notacion en lo subsecuente omitird expresar € de forma explicita, y dado que solo se
tomaran perturbaciones de primer orden también se omitird el uso de dicho subindice.

2.3. Perturbaciones métricas

Considere el elemento de linea de FRW con £ = 0 y usando el tiempo conforme:

ds* = a®(n) (—N?dn? + da* + dy* + d=*)

Con a(n) el pardmetro de expansién. Al perturbar esta métrica, dichas perturbaciones
se pueden descomponer en partes escalares, vectoriales y tensoriales segin su
comportamiento ante rotaciones y haciendo uso del Teorema de Helmholtz [25]:

goo = —a*(N?+2¢(n,x%)) (2.16)
goi = a’ (B(n, )i — Si(n,l’b)) (2.17)

1
gi; = a <5z‘j +2 [E(TI, 2?) 55 — (0, 2%)0i; + Fi jy(n, 2%) + ihij(na iEb)D (2.18)

Donde la coma en el subindice indica derivada parcial (i.e. 0,if = f;). ¢, ¥, B, E son
perturbaciones métricas escalares tales que B ;;; = E ;;; = 0. S; y F; son perturbaciones
métricas vectoriales sin divergencia. h;; es una perturbacién métrica tensorial sin traza
v sin divergencia. Estos cuatro escalares, dos vectores espaciales, y un tensor espacial
simétrico contienen los 10 grados de libertad de esta métrica ya que la perturbacién
tensorial al ser sin traza y sin divergencia contiene cuatro constricciones sobre sus
componentes y las perturbaciones vectoriales contienen una constriccién cada una al no
tener divergencia.

Tomando solo las perturbaciones escalares se tiene:
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GEOMETRICAS

_ 2 2 b
goo = —a“(N*+2¢(n,z")) (2.19)
gi = a*B(n,a’); (2.20)
gij = a (%’ +2 {E(m ") ij — 1/}(77,9:”)517]) (2.21)

El inverso de la métrica a primer orden es:

g0 = —a?(N7?+2¢) (2.22)
g" = a* (B (2.23)
g7 = a? (67 =2[E"Y — 7)) (2.24)

Es importante senalar que los indices de las perturbaciones suben y bajan con la parte
espacial de la métrica de fondo (i.e. E'=4v E ;). Como puede observarse, tanto la métrica
como su adjunto son simétricos y cumplen g“"gkj = 5; al tomar en cuenta el cambio de

notacién impuesto a (2.15)).

2.4. Campos vectoriales temporaloides y cantidades
geométricas

Consideramos un campo vectorial temporaloide como aquel que cumple:

Ny O Ogun), MPny, = —1

En FRW coincide con la 4-velocidad de materia, aunque esto no necesariamente se
conserva al ser perturbado, y la expansion del campo es § = 3H siendo H el parametro de
Hubble. Al tomar perturbaciones tenemos las siguientes expresiones:

(ny) = —a(l14¢,0,0,0)
"= a7 (1-9)
o= _a—lB,i

La derivada covariante de n, se puede descomponer de la siguiente manera [25]:

1
Ny = gﬁ’l’w + o + W — ayn,

11
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Donde los elementos de la suma en la expresion anterior son cantidades geométricas
que describen diferentes aspectos geométricos caracteristicos del espacio-tiempo y que a
continuacién se definen.

P, es el proyector ortogonal a n:

fP,ul/ = GJuw +nuny (225)
Al aplicar este proyector a un vector se obtiene la parte dicho vector que es ortogonal

a n* y por lo tanto dentro de una hipersuperficie de la foliacién.

La proporcién de expansién total:

0= nt, (2.26)

Esta cantidad escalar caracteriza la expansién del universo tanto paralela como
ortogonal a n*.

La aceleracion:

ay = Nyn” (2.27)
Es el cambio en la expansién en la direccién de n,, cuando n, solo tiene componente
temporal la aceleracién esta relacionada con el pardametro de Hubble.
El shear (tensor sin traza y simétrico):
L o aps 1
O = 51’# P,” (Na:p + npia) — §6TW (2.28)

Esta cantidad es un analogo del shear usado en el contexto de hidrodinamica, el cual
es asociado con el gradiente de la velocidad de flujo de un liquido.

La vorticidad (tensor antisimétrico):

1
Wy = §%O‘i”f (Na;8 — 1gia) (2.29)

Este tensor es un andlogo de la vorticidad usualmente estudiada en los fluidos, sin
embargo en este contexto se refiere a caracteristicas del espacio-tiempo que pueden
observarse como discos de acrecién.

En el contexto de ADM, P, es la 3-métrica inducida en las hipersuperficies espaciales
y su derivada de Lie a lo largo de n* es la curvatura extrinseca:
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1 1
K,uz/ = §£nfp,uzx = fPAynu;)\ = gefppy + Opv (230)

En términos de las perturbaciones se puede descomponer el shear en su parte escalar
Osij y vectorial oy;;:

1
o = E -B (2.33)

Con E' = 0, E. Asi mismo, la aceleracién y expansion en términos de las perturbaciones
son:

a = ¢4 (2.34)
6 = % <}[ —Hop— ¢ + ;vch) (2.35)

Donde # = aH es el pardmetro conforme de Hubble. Por otro lado, la curvatura
intrinseca es:

4
3 _ 2
G R = SV (2.36)

2.5. Norma sincrona

Considere la siguiente transformacion:
ot — H = P — e
Donde &* se puede separar en su parte escalar (o, 3) y vectorial 7%

(") = (o, B +7") (2.37)

Bajo esta transformacion tomando términos a primer orden, un tensor se transforma
de forma activa de la siguiente manera:

13
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- P 9TV
ozt oz¥

() = oo T () (2.38)
= (6 —€')) (05 — €€5)T7 () (2.39)

= TH(z) — e [ELT (z) + E4,T" (z))] (2.40)

=T (z) = T"(z)—e[¢hT () + LT (x) — T ] (2.41)
= TH(z)+ e£eTH (2.42)

En estas expresiones se uso la notacién T'(x) en vez de T'(z*) para no saturar
visualmente las ecuaciones, y en la penultima ecuacién se aplicd el teorema de Taylor
a primer orden. Aplicando este resultado a (2.15)) con una perturbacién a primer orden se
tiene:

T = To + EdT =Ty+e€ (5T + £§T0) (243)

Al tomar esta transformacién en la métrica con perturbaciones escalares de primer
orden, usando ([2.37]), se obtienen las transformaciones de las perturbaciones:

¢ = ¢+ N (Ha+d) (2.44)
v = —Ha (2.45)
B = B-—a+f (2.46)
E = E+p (2.47)

Para este trabajo se tomara la norma sincrona, en la que el tiempo propio para
coordenadas espaciales fijas corresponde al tiempo césmico en el espacio.Esto implica las
siguientes condiciones de norma:

a = —a ! </ %qﬁdn — C(:pb)> (2.48)
5 = / (a — B)dy + (") (2.49)

=0 (2.50)

Donde C'y C son dos nuevas variables las cuales se fijaran posteriormente. Bajo esta
norma las cantidades escalares antes definidas se transforman de la siguiente manera:
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¢ = 0 (2.51)
B, = 0 (2.52)
Y = p—aH (2.53)
6 = EE—B=o0+a—-B (2.54)
La métrica transformada y su dual son:

Goo = —a’N? (2.55)
goi = 0 (2.56)
gij = a° (513 + 2 [EN‘J‘J‘ — 1;(5,]]> (257)
P = —(aN)? (2.58)
P =0 (2.59)
g9 = a2 (572 |E 7 - oV ]) (2.60)

EL campo vectorial temporaloide transforma como:
iy = —a (2.61)
A= 0 (2.62)
= a7t (2.63)
o= 0 (2.64)

Las cantidades geométricas transformadas son:
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Py = Py=0 (2.65)
P = G (2.66)
Ow = 0 (2.67)
Goo = 60;i=0 (2.68)
1
Gij = <a,~aj—3v25ij) a& (2.69)
Ko = Ky=0 (2.70)
- 1~
sz = gegz]“‘&z] (2 71)
~ 3 S
0 = ~(H-v'+3V% (2.72)
- 2.73
ao - (2.73)
aG = 0 (2.74)
- 4 -
GRr = gv% (2.75)

Note que para el caso en que se tome a las perturbaciones como cero se recuperan,
como seria intuitivamente esperado, las cantidades que corresponderian a las generadas
por la métrica de fondo. Por otro lado, si solo se anulara F obtendrfamos un espacio sin
shear ni vorticidad, con la curvatura intrinseca dependiente de a y 1;, lo cual resultara de
importancia en las siguientes secciones.

2.6. FEcuacion de Wheeler-Dewitt

Sean:

x(n,z") = V°E (2.76)

F(n,a") = x—3¢ (2.77)
2

I(n,z%) = 2v2z/7=%<3>}? (2.78)

La accion de Einstein-Hilbert Sg = 16% J V/—gRdnd3z en términos de estas nuevas
cantidades, usando la notacién d,a = d’, es:

_ Y )20 ., L \
SG_le/{NW [3"(2F +1) +3d'F + (77 + N fﬂ}dndx
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Los detalles de la derivacién de esta accién se encuentran en el apéndice Esta
expresion contiene segundas derivadas temporales, sin embargo es posible obtener la acciéon
con solo primeras derivadas integrando por partes Sg:

12

Se = N2al — 3%(2? +1) - 24 F | dyda

L=
167 ) NV2F +1

+ [a?" +3d (2F + 1)]8Z A3z

1 2a
167r/ NvV2F +1

Donde n; es la cota superior de n en la escala de Planck. Si suponemos que
af' 4+ 3d'(2F +1) =0 cuando n = 0 y n = 7, entonces:

1 2a a'
2 N2 - 3% 0F +1)— 2 F | dnd?
167(/]\]\/2.‘77—1-1[ “ 27+ aflnw

= /LG dnd®z

Por lo tanto el Lagrangiano de gravedad es:

12
20 N2al — 3%(2X 60+ 1) — 2 (y — 3¢’)] (2.79)

167N /2y — 61 + 1

Con este Lagrangiano se obtienen los siguientes momentos:

LG:

~ / ~
Ta = Oulg=— a - [2()(’ —3¢') + 6a—(2X — 69 + 1)} (2.80)
8TN1/2x — 69 + 1 a
/
r; = OyLlc= jaa (2.81)
ATNA\/2x — 6y + 1
/
T = Oylo=— e (2.82)
ATNA\/2x — 69 + 1
N = OnLg=0 (2.83)
A = w5 +3m =0 (2.84)

Donde las ultimas dos ecuaciones son constricciones primarias. De las expresiones
anteriores se sigue:
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o = VKX ;3@!) +1) (my +75) (2.85)

X -3y = _ArNOe= 3% +1) Ta + %(ﬂ'x +m5)(2x — 6¢) + 1) (2.86)

a

Para estas expresiones se toma en cuenta que las perturbaciones son a primer orden,

por lo que 4/2x — 61; +1=x- 31h + 1. Con estos elementos se obtiene la densidad
Hamiltoniana canénica [27]:

a2

8

H.=N [QI(X — 3¢+ 1)(my + 7y)ma + 3—”(@ +75)°(3x — 99 + 1) 1

2a2

La constriccién (2.84) no puede ser usada hasta demostrar que conlleva a
inconsistencias en las ecuaciones de movimiento o que genera constricciones secundarias,
sin embargo esto no ocurre ya que su bracket de Poisson es:

2m ~ 3m 9 ~ a?
A\, He] = [wq;%—?mx ,N{a(X—3¢—|—1)(7TX+7['1[})7['@+2(12(7TX+7T1;) (3x—9¢+1)—87TIH =0

Ya que la constricciéon no conlleva a inconsistencias, al usarla se obtiene el siguiente
Hamiltoniano:

~ 2
ATN(x — 3¢ +1) (s ~ 3a3 _, -
H.= 4+ —(2x —6 1) — =NH
¢ 3a Tamy + 5, X6 1) = e VY
Por lo tanto Sg se puede escribir como:
Sq = / <7raa’ + W@ZN/ +mX — NH) dnd3x (2.87)

Note que x’ = [x, H.] = 0 implica que x es constante en el tiempo. De (2.83)) se sigue
que N es un multiplicador de Lagrange y H es una constriccién secundaria [26] [27]:

~ 2
dm(x — 3¢ + 1) s - 3a® _, -
H= oy + == (2x — 1) — = 2.
> Tamy + 5o (2 — 6+ 1) = 75 V2| =0 (2.88)
w2 3
¥ 7 3a” o7
W7 2v — 1) — = 2.
= 7T¢+2a(x 61 + 1) 62V ¥=0 (2.89)
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Es importante resaltar que (y — 3¢ + 1) no puede ser cero al tener una métrica no
singular y por lo tanto es posible obtener a partir de . Al cuantizar de forma
canonica, utilizando un ordenamiento a la Weyl en el segundo término, la ultima expresién
se obtiene la siguiente ecuacion de Wheeler-Dewitt para la funcién de onda del universo

w(a, 1, x):

- 3at -
(2x — 60+ 1)02¢ — 6050 + 200,050 + %QV%Q@ =0 (2.90)

Esta ecuacién requiere de solucién numérica e incluso en ese caso se dificulta tal proceso
ya que aunque Y es constante en el tiempo, no es constante en el espacio y esto repercute
en la dificultad de computo para la solucién de la ecuacién de Wheeler-Dewitt como se
vera en el siguiente capitulo. Para disminuir la dificultad de computo es posible fijar mas
la norma al tomar C' = J(B—a)dn — E en y tomando en cuenta , se tiene
E = 0. Lo anterior implica que la métrica es diagonal y solo tiene como perturbacion a

p(n,20).

Bajo estas condiciones la densidad del Hamiltoniano canénico es la siguiente:

3
o _ 71/) . > . 3CL 27
H. = Y TaT g + 2a(1 6y) — — V7Y (2.91)

47NA\/1 — 69 T2
1672

Es de importancia sefialar que, dado que la métrica no es singular, 1,2 < 1/6 y tiene que
tomarse en cuenta esta cota para subsecuente andlisis. Por otra parte, tal y como sucede

con ([2.88)), de (2.91)) se desprende la siguiente constriccion:

2
TI'IZ) 3&3

Tay + 5, (1= 69) — gV =0 (2.92)

Como puede observar, esta ecuacion es un caso particular de que difiere de este
por un grado de libertad. Al cuantizar de forma candnica y tomar un ordenamiento a la
Weyl en el segundo termino de la constriccién, cémo se hizo en el caso general, la expresion
anterior se torna en la ecuacién de Wheeler-Dewitt:

(69 — 1)35p(a, §) + 6950(a,9) — 20.00(a, ) — %cﬁv%(a,&) =0 (293)
s

Donde ¢(a,)) es la funcién de onda del universo. Las ecuaciones (2.90) y (2.93) son
de suma importancia pues, debido a la naturaleza de la constriccién hamiltoniana ,

cumplen la funcién que usualmente ocupa la ecuacién de Schrodinger [3] para la mecanica
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2.6. ECUACION DE WHEELER-DEWITT

cuantica y rige la dindmica de la funciéon de onda, que en este caso implica la evolucion
de las perturbaciones cudnticas a la gravedad para sus respectivos casos.
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Capitulo 3

Solucion a la ecuacion de
Wheeler-Dewitt

Para resolver las ecuaciones (2.90) y (2.93) resulta necesario usar métodos numéricos,
lo cual se hard mediante aproximacion por diferencias finitas.

Antes de proceder a presentar brevemente el método de Euler y la solucién numérica
de estas ecuaciones es necesario resaltar algunas consideraciones. Note primeramente que
cada una es en s{ un sistema continuo de ecuaciones diferenciales acopladas, esto debido
a que @Z;(n,xi) es un campo escalar. Debido a estas caracteristicas y con la finalidad de
facilitar el proceso de solucién, se han tomado dos suposiciones adicionales: solo se tomara
una dimensién espacial y la perturbaciéon se tomard sobre un intervalo espacial finito
(debido a que se usara la aproximacién por diferencias finitas).

3.1. Aproximacion por diferencias finitas

Este método [28] hace uso del teorema de Taylor para obtener aproximaciones discretas
para derivadas. Suponga una funcién f que posee n+ 1 derivadas continuas en la vecindad
de un punto x. El teorema de Taylor establece que para un h suficientemente pequeno, se
puede expandir f(z) como:

F@+h) = F@) + f'a)h + %f”(m)hQ bt %f(”)(m)h” Loy (31)

Donde el 1iltimo termino se dice que es un término de error de orden n+1 en h. Por lo
tanto, si se discretiza el intervalo g < x < x,, en N pedazos o pasos finitos x,, = xo +nh,
n =0,1,2,---,N, donde h = #=%0 es el tamano de paso. Tomando esta particién es
posible obtener una aproximacién para f’(x,), para cada z, en el intervalo:
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Donde hemos despreciado términos del orden de h? y superiores. De forma similar es
posible obtener una aproximacién para f”(z) al tomar un tamano de paso de —h a partir
de z y la expresién para la aproximacién de f/(x):

flo —B) = f(z) — f'(@)h+ 31" + O (33)

Donde se han ignorado términos mayores a h?. En el caso de una ecuacién con derivadas
parciales, esto puede realizarse con cada una de la las variables, e.g. :

9@ —h,y) —29(x,y) + 9@+ hy)  glz,y+k) —glzy
g,xm($7y)+g7y(x?y): ( ) ( ) ( )+ ( ]z ( )

h?

En este ejemplo, h es el tamano de paso para x, mientras que k es el tamano de paso
para y. Al tener esta aproximacién para cada punto discreto dentro de los intervalos del
dominio de la solucién, es posible construir la solucién por pasos si se cuentan con las
condiciones iniciales o de frontera.

3.2. Ecuacion de Wheeler-Dewitt en diferencias finitas

Considere el termino V21, al tomar en cuenta las consideraciones adicionales sobre el
sistema para facilitar su analisis, este término se torna en una segunda derivada parcial
V2(n,x) = 1 22(n, ). Aunado a considerar solo una dimensién espacial, también se ha
considerado que la perturbacion es local, por lo que el dominio espacial de la perturbacién

es finito y puede discretizarse para obtener una aproximacion por diferencias finitas para

Y za(n, T):

~ 7 - ~ - |

(3.5)

Donde [ es el tamaiio de paso para x. Esta particion del espacio tiene como consecuencia
que el conjunto de ecuaciones (2.90) o (2.93)) sea ahora un sistema finito de ecuaciones,
una para cada aproximacién de v en los puntos interiores del intervalo de .

Con esta informacién el caso general (2.90|) se puede escribir como:
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4

~ 2 ~ ~ a/i _ ~ ~ -
(14 2x0 — 6¥0)0;, ¢ — 60, ¢ + 200405 ¢ + 62 12 (=2¢0+9Y1)p = 0
- 6 a* - - -
(1+2Xm—6z/;m)a§mgo—6a ¢ +2a0,0; ¢+ oo (Um1 — 20 + Yma1)e = 0
4
~ 2 ~ ~ a]f . ~ ~ _
(1+2x1 — 6¢L)87LL90— 68¢L<p+2a8a8 Lgo—i— 1622 l2( 29+ Y1) = 0

COH Y = QD(CL, 1;07 T 71/~JL7X7 T 7XL)7 Xm = X(nu Zo + ml)7 y &m - 1;(7771.0 + ml) La’
suma de todas estas expresiones da como resultado la siguiente ecuacion:

L
~ 6
Z_O (L4 2xm = 66)0% 0 — 605, 0+ 20005, 0| = 7575 (ot Do)y (36)

Aproximando por diferencias finitas para @Z;m, Xm Y @ se obtiene:

L1 4 2y — 6y - 7 b
Z{ A [So(an,wmj+hm,~-)—2¢(anv¢mja“')+¢(an’¢mj_hm"")

. [‘P(amq/;mj'f‘hmf") SO(CLn,TZJm]a )} 2[ (an"‘k wmj+hmv )

11’0;’ +dr)e=0 (3.7)

h
— (s Ymj + By ) = lan + Ky Gmgy ) + (@, g, - ]} 167T2l

Donde se toma una discretizacién en un intervalo finito para las variables y, 1/1y a, con
tamanos de paso h,, para Xm y ¢m, y k para a. Por lo tanto xmj = Xmo + jhm, wm] =
@Qmo + Jhm, an = ag + nk son puntos en los intervalos Xmo < Xmj < XmdJ, z/Jmo < Py <
Ymy, ag < ap < ay.

Por otro lado (2.93) toma la forma:

4

(609 — 1)83)0@ + 605, — 200.05,0 — <575 (=200 + 1) = 0
- 3 at - - -
2 - o . _ - _ —
(61/]771 - 1)81%(‘0 + 68¢m30 2a8aawm§0 872 2 (wm—l 2wm + 1/’m+1)<P = 0
~ 3 a4 ~ ~
2 —
(691, — 1)8%«;: + 68¢L<p — 2&8(18qu§0 ~ 32 ﬁ(_QwL +Yr-1)p = 0
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Donde ¢ = ¢(a, do, - - ,1ZJL). Como se hizo en el caso general, a suma de todas estas
expresiones da como resultado:

L L
~ 3 a4 ~ ~
> [(60m — 182, ¢ +60;, ¢| —2000 Y 0 0+ S5 G W+ e =0 (38)
m=0

m=0 —

A su vez esta ecuacion puede aproximarse por diferencias finitas para cada ¥, y a,
tomando la forma:

- 61[}mj -1 7 7 n

2a,

bk

- - - 3 gt - -

Donde se ha discretizado a a y 1, de la misma forma que en el caso general. Finalmente,
para poder armar una aproximacion por pasos son necesarias las condiciones de frontera,
las cuales proponemos sean para ambas ecuaciones:

=0 si a=0, a=ay (3.10)

2 2

@za(e‘“ —e_“N) si by =0 (3.11)

Otra expresién importante para este andlisis es la relacion de Heinsenberg y para
poder usarla en el calculo numérico es necesario expresarla de forma discreta. La relacion
de Heisenberg entre dos operadores esta dada por:

AAAB = [((42) - (47) (B2 - (B)?) = L1 (4, B) | (3.12)
2

Donde el valor de expectacién de un operador (A) usando una funcién de onda
normalizada op(x?) es:

(4) = /_Oo o* Apd*z (3.13)

Sin embargo en el caso discreto de la solucién numérica por diferencias finitas, para
obtener una aproximacion del valor de expectacion de un operador, la expresién anterior
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se transforma en la siguiente para el caso general:

an Yo YLy Yo XLJ

Z Z Z Z Z [ (@, %0, - PLy X0 - -+ XL)

a=ao wO 17[;00 wL "Z}LO X0=X00 XL=XLO0

L
Aw(aaw07"‘7wL)X07"‘7XL)i| k H h?n (314)
m=0
Mientras que para la funcién de onda en (2.93) se tiene:
an  thos YLy _ _ ~ L
MYy Y e, d)Ap(ados o)k [ b (315)
400 ho=tpoo  Pr=1ro m=0

3.3. Soluciéon numérica para el caso general

La ecuaci(’)n nos permite armar por pasos una aproximacion a la solucién de la
ecuacion , dados los intervalos para X, ¢m, a y sus tamanos de paso o ndmeros
maximos de pasos, asi como un valor arbitrario para [. Esto puede realizarse de manera
computacional, sin embargo puede requerir un alto poder de computo dependiendo de la
resolucion deseada y el tiempo disponible para su calculo ya que el nimero de putos a
calcular es J2LTDN si se toma el mismo numero de pasos para todas las xm, &m (e.g. si
se toman J = N = 25, L = 2 es necesario calcular 257 ~ 6 x 10° puntos, que al tomar
cortes de dos variables resultan en una imagen con una resolucién de 25 x 25 pizeles).
Es por esta razon que se propuso seguir fijando la norma, pues para el caso con y = 0
los puntos a calcular solo son JEHIN (esto corresponde a 25% = 390625 puntos tomando
J =N =25y L =2). Sin embargo en esta seccién se muestra la solucién numérica a baja
resolucién para el caso general, la cual se obtuvo gracias al apoyo del LNS.

Para esta aproximacion a la solucion de se toman los pardmetros J = N =
25, L =2, 1=1, ag = Xmo = ¥mo = 0, axy = 1, Xmys = 1/2, ¥ms = 1/6. Esta
aproximacion se realiza mediante un programa desarrollado en python el cual calcula
paso a paso la solucién aproximada mediante , con - v como condiciones
de frontera; para con dichos datos obtener la densidad de probablhdad normalizada
@ = ©?/|l|. Dicho programa genera un array con tamaifio 25 x 25 x 25 x 25 x 25 x 25 x 25,
que es almacenado para posterior andlisis grafica. El andlisis grafico consiste en tomar
cortes de este objeto para obtener matrices de tamafnio 25 x 25, posteriormente se asigna a
los elementos de dicha matriz un cédigo de color segin su valor y se muestra en imagen un
mapa de color para dicha matriz generando asi un grafico para la amplitud de probabilidad.

Estos cortes en @ son usados para analizar graficamente la funciéon de manera similar a
como se analizaria un objeto en una tomografia, donde es de especial interés la evolucién
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P1/5(a, x1) Py/5(a, x1) @3/5((1 X1) gzj4/5 a,x1)

Figura 3.1: Cortes de la densidad de probabilidad & para 1/1 en relacién con a, y x en
relacién con a. Se usado la notacién @, 5(a, x1) = @(a, X1, Xm#1 = EXmd> ¥m = §VmJ)-

de las perturbaciones cudnticas con respecto de a. En estas imédgenes se puede observar
que para valores de a cercanos a cero, los valores de 1; son muy parecidos a los valores de a
mientras que Y esta restringida a valores mayores; también es posible observar que los los
maximos de @ se presentan para cada corte en regiones correspondientes a valores elevados
de a, mientras que estos méaximos favorecen valores pequenos de vﬁ y valores elevados de
x- También es evidente la restriccién de valores probables de x conforme incrementa Q[;, lo
cual apunta a que los valores predominantes de 1/; son pequenos y estos tienen un mayor
efecto sobre @ que los valores que pudiera tomar .

El programa usado para obtener esta solucién aproximada también calcula una
aproximacion para las relaciones de Heisenberg y los valores de expectacién para a, x, ¥

usando (3.12)) y (3.14):

AaAyp =~ 0,000013454538233446927 (3.16)
AaAx =~ 0,00011436981381034946 (3.17)
()~ 0,014467200464702882 (3.18)
(X) ~ 0,4345028615109374 (3.19)
(a) ~ 0,959887125594687 (3.20)
(®UR) ~ 1,9197727105432912 x 1071 (3.21)

Para el valor de expectacién de ®) R se usé (2.75) en diferencias finitas:

®R = 2 <¢m 1 QVZij S j) (3.22)
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Estos valores medios estan en concordancia con lo observado en el andlisis grafico en
cuanto al comportamiento de las perturbaciones y la tendencia de a hacia su valor maximo,
aunado a esto el valor esperado de la 3-curvatura es diferente de cero por una cantidad que
puede atribuirse al propio error de la aproximacion. La calidad de los resultados obtenidos
con esta aproximacion dependen en gran medida de la resolucién, la cual esta relacionada
con el tamano de paso de cada una de las variables y el tamano de paso o numero de pasos
considerados sobre la dimensién espacial. Como se comenté anteriormente, la presencia
de x incrementa considerablemente el peso computacional y restringe la calidad de los
resultados al ser necesario usar una baja resolucién y una particion minima de la dimensién
espacial. En la siguiente seccién se analizara el caso para este sistema donde al fijar la
norma se obtiene una ecuacién de Wheeler-Dewitt que no depende de yx, para la cual es
posible tener una particion mayor del intervalo espacial y obtener una aproximacién con
mayor resolucion.

3.4. Soluciéon numérica para el caso y = 0

Para este caso se han tomado los parametros J = N = 93, L =3, [ =1, a9 =
I;m() =0, ay = 1, zﬁm J = 1/6 para calcular una aproximacién a . Esta eleccion
para ¥, esta dada segin la expresién . Al igual que el caso general, el computo de
esta aproximacién se realiza mediante el uso de un programa ejecutado en los nodos de
computo del LNS.

o 1252 3 2546
v a0 v om0
000 om0
o000 om0
o 0 ow @ o o D @, w0 o
a a

g8 88883848

By 5(a,1)3) Dy5(a By /5(a, 1)3) Dy /5(a,1)3)
by 5(a, ) 952/5 g53/5( a,1) By /5(a, )

Figura 3.2: Cortes de la densidad de probabilidad @ para los casos de 1/; en la frontera del
intervalo espacial (fila superlor) y en el interior del intervalo espacial, en relacién con a.

Se usado la notacién @, /5(a 1/}1) b(a, V1, ¢m7é1 = 5¢mj)

Recordando que para esta aproximacion se estd tomando una perturbacion local y por
ende en un intervalo espacial compacto, en la figura anterior se muestran arreglos de estos
cortes en los que se puede apreciar las diferencias entre los cortes donde se toman 1; en la
frontera y el interior del intervalo temporal, siendo esta diferencia la magnitud maxima del
valor de @ relacionado con la probabilidad de observar ese estado. Sin embargo resulta mas
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importante e interesante que la magnitud de @ tenga el mismo comportamiento para ambos
casos; muestra que es necesario que, para a pequenas estas deben ser del mismo tamano
que @Em, y para valores de a cercanos al final de su intervalo los valores pequenos de 1/;m son
favorecidos por el maximo de @ para cortes donde los valores de 1;”7&,71 también son cercanos
al final de su intervalo. También es posible observar que este ultimo comportamiento se
invierte para valores pequenos de lﬁn;ﬁm, sin embargo las probabilidades de estos maximos
en @ son menores a sus maximos en los casos para @;n;ﬁm elevados.

Como parte de los resultados obtenidos con esta aproximacién es la relacién de
Heisenberg entre a y 1. Haciendo uso de (3.12), (3.15) y (3.22) se calcularon los valores
de expectacion y la relacién de Heisenberg entre a y ¢ dentro del programa para obtener
la solucién numérica de la ecuaciéon de Wheeler-Dewitt con el siguiente resultado:

Q

AaAy 0,000003214259232842661
() 0,007040533904280762
(a) ~ 0,9783741973339193

(BR) ~ —1,8621542328705963 x 10~ !

Q

Al ser AaAqﬁ diferente de cero pone un limite a la precisién de la medicion de la
perturbacién 1; dada la mediciéon de a, mientras que los valores de expectacién de estas
cantidades refuerzan de manera cuantitava el andlisis de las representaciones graficas
(Figura 3.2). En cuanto al valor esperado de la 3-curvatura, al igual que en el caso general
es esencialmente cero, salvo la desviacién debida a la aproximacién, lo cual refleja una
consecuencia de las ecuaciones de campo de Einstein sobre la 3-curvatura . La
precision de estas aproximaciones, como sucede con la propia solucién a , dependerd
de la discretizacion ocupada para la solucion.

3.5. Conclusiones

Los resultados de la seccién anterior sugieren que bajo este modelo, al considerar
la probabilidad de encontrar al universo en dichas configuraciones, las perturbaciones
métricas debieron ser del mismo tamano que a cuando esta es cercana a cero con una
tendencia a altos valores para las perturbaciones, 1/;0 y @L, en la frontera del intervalo
espacial (al considerarse perturbaciones locales) en torno al punto donde sucede la
perturbacién (asi como para x) al considerar valores cercanos al valor méaximo de a,
mientras que en la vecindad de dicho punto al interior del intervalo la tendencia es a
valores pequenos de las perturbaciones para dichos valores de a, lo cual también se refleja
en los valores de expectacién de estas cantidades. Esto sugiere que para los limites de a en
la escala analizada, las perturbaciones cudnticas a la gravedad podrian ser muy pequenas
pero diferentes de cero, lo cual implica que la estructura del espacio tiempo en regiones de
la escala de Planck pudiera estar fuertemente afectada por las perturbaciones para después
dar lugar a un espacio tiempo méas homogeneo e isotropo (recuperando FRW) conforme se
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sale de la regién de Planck, lo cual es una version mas débil del comportamiento del espacio
tiempo dado por las teorias predominantes de gravitacién cudntica ya que este modelo,
si bien no expresa explicitamente la estructura cuantica del espacio-tiempo como LQG,
si logra establecer la transicién de un espacio-tiempo curvo no isotrépico ni homogéneo
dentro de la escala de Planck a un espacio con la métrica FRW (con k=0) al salir de
esa regién. Finalmente cabe comentar que aiin es necesario garantizar que la escala en
que se estd trabajando es efectivamente la escala de Planck, lo cual se pretende hacer
posteriormente teniendo como base el principio de incertidumbre generalizado. A pesar
de este ultimo comentario, el trabajo exploratorio aqui presentado se muestra como un
modelo prospecto, si bien sencillo y restringido, de gravedad cuantica en el sentido antes
mencionado.
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Apéndice A

Programas usados en la solucién
de la ecuacion de Wheeler-Dewitt

En la soluciéon de la ecuacién de Wheeler-Dewitt en diferencias finitas o
se utilizan dos tipos de programas: el solucionador y el visualizador. Estos programas
permiten obtener una solucién aproximada de y (2.93), asi como el andlisis gréfico
de dichas soluciones y fueron utilizados con este propédsito en los sistemas de computo
del LNS. Para poder utilizar estos co6digos es necesario copiarlos a archivos de texto y
nombrar dichos archivos con la terminacién .py (e.g. solucionador.py), para la ejecucién
de programas en python (asi como su instalacién y configuracién) se recomienda seguir la
documentacién en el sitio https://wiki.python.org/moin/BeginnersGuide.

A.1. Solucionador

A.1.1. Caso general

En este programa se calcula una solucién aproximada de la ecuacién diferencial de
Wheeler-Dewitt por diferencias finitas donde se considera | =1, L =2 y el
mismo numero de pasos para X, @m v an. El numero de paso, el tamano del intervalo y
las condiciones iniciales o de frontera pueden ser modificados en el programa.

Una vez calculada la solucién segin los pardametros dados, el programa
calcula la relaciones de Hamilton (AaAy, Aaqu), los valores de expectacion
((a), (x), (), (®R)), y hace 8 cortes a la densidad de probabilidad & = ¢?/|¢|: 4
correspondientes a x1 vy 4 a 77211. Estos cortes son guardados en un archivo para su posterior
analisis en un arreglo con el siguiente orden:

0 é(av V(ZJlaXm = %ﬂz;m;ﬁl = %)
1 @(CL, @517Xm - %)@Z;m;ﬁl - %)
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2 D(a, Y1, Xm = 15 Vmp1 = 55)
3 B(a, V1, Xm = 15, Umz1 = 35)
4 ®(a, X1, Xm#1 = 750 Um = 35)
5 P(a, X1, Xmt1 = 15 Um = 55)
5 ®(a, X1, Xm#1 = 152 Um = 35)
7 ®(a, X1, Xm#1 = %ﬂzm = %)

Cddigo del programa solucionador para el caso general:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import json

from matplotlib import cm

from mpl_toolkits import mplot3d

import matplotlib.colors as mcd
import math
import cmath

R=25 #Resolucién
mx=1 #Maximo del intervalo para a

xmin =0

xmax = 1/6

ymin = 0

ymax = 0.5

tmin =0

tmax = mx

h = (xmax)/R #Tamafio de paso para \psi

J = int((xmax-xmin)/h) #Numero de pasos para \psi
print(J)

X = np.arange(xmin, xmax + h, h)

k = tmax/R #Tamafio de pasos para a
N = int((tmax-tmin)/k) #Numero de pasos para a
print (N)

t = np.arange(tmin, tmax + k, k)

q = (ymax-ymin)/R #Tamaflo de pasos para \chi
Q = int((ymax-ymin)/q) #Numero de pasos para \chi
print(Q)

y = np.arange(ymin, ymax + q, q)
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U = np.zeros([Q+1,Q+1,Q+1,J+1,J+1,J+1, N+1])

#Condiciones de frontera e iniciales (muchos ceros ya estan en el paso anterior)
for n in range(0, N+1):
for a in range(0,J+1):
for b in range(0,J+1):
for ¢ in range(0,J+1):
for d in range(0,Q+1):
for e in range(0,Q+1):
for £ in range(0,Q+1):

if (a==0 or b==0) or c==

U[d] [c] [b] [a] [n]=t [n]*((np.exp(-(t[n])**2))-(np.exp(-(tmax)**2)))

ds=0
for n in range(1, N):
for j in range(1l, J):
for a in range(1l, J):
for b in range(1l, J):
for ¢ in range(1l, Q):
for d in range(1,Q):
for e in range(1,Q):
#Esta ecuacién corresponde a una sola linea
Ulel [d] [c] [b] [a] [j] [n+1]=-h*k+* (t [n]**3)*(x[b]+x[j1)*U[e] [d] [c] [b
1[al [ [n]
/ (16*math.pi**2)+k* (((1+2%y[c]-6*x[j]1)/h
-6-2xt [n]/k)*U[e] [d] [c] [b] [a] [j+1] [n]+(6+2*t [n]/k
- (1+2xy [c]-6*x[j1)*2/h)*U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]+(1+2*y [c]-6*x[j])
*U[e]l [d] [c][b][al[j-11[nl/h
+2%t [n]*U[e] [d] [c] [b] [a] [j+1] [n+1]/k +((1+2*y[d]-6*x[a])/h
-6-2*t [n]/k)*U[e] [d] [c] [b] [a+1] [j] [n]+(6+2%t[n]/k
-(1+2xy[d]-6*x[al)*2/h) *U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]+(1+2%y[d]-6*x[a])
*U[e] [d] [c] [b] [a-1] [j] [n]/h
+2xt [n]*U[e] [d] [c] [b] [a+1] [j] [n+1]/k +((1+2*y[e]-6*x[b])/h
-6-2*t [n]/k)*U[e] [d] [c] [b+1] [a] [j] [n]+(6+2%t[n]/k
- (1+2xy[e]l-6%x[b])*2/h) *U[e] [d] [c] [b] [a] [ [n]+(1+2%y[e]-6*x[b])
xU[e] [d] [c] [b-1] [a]l [j] [n]/h
+2xt [n]*U[e] [d] [c] [b+1] [a] [j] [n+1]/k )/ (6*t[n])

ds=ds+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]*x2)
print(’Solucion generada’)

ef=[0,0,0]
ef2=[0,0,0]
ee=[0,0,0]
ee2=[0,0,0]
ea=0
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ea2=0

er=0

i=0

for n in range(1, N):

for j in range(1l, J):
for a in range(1l, J):
for b in range(l, J):
for ¢ in range(1, Q):
for d in range(1, Q):
for e in range(1l, Q):

ef [0]=ef [0]+(Ule] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*x[j]/ds
ef2[0]=ef2[0]+(Ule] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*(x[j]1**2)/ds

ef [1]1=ef [1]1+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*x[al/ds
ef2[1]=ef2[1]1+(U[e]l [d] [c] [b] [a]l [j] [n]**2)*(x[a]l**2)/ds

ef [2]=ef [2]+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*x[b]/ds
ef2[2]=ef2[2]+(Ule] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*(x[b]**2)/ds

ee[0]=ee[0]+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*y[c]/ds
ee2[0]=ee2[0]+(Ulel [d] [c][b]l[al [j] [n]**2)*(y[c]**2)/ds

ee[1]=ee[1]1+(U[e] [d] [c] [b] [al [j] [n]1**2)*y[d]/ds
ee2[1]=ee2[1]+(Ule] [d] [c] [b] [a] [j] [n]*x*2)* (y [d]**2) /ds

ee[2]=ee[2]+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*xy[e]/ds
ee2[2]=ee2[2]+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*(y[e]l**2)/ds

ea=ea+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*t[n]/ds
ea2=ea2+(U[e] [d] [c] [b] [a] [j] [n]**2)*(t[n]**2)/ds
er=er

+(ULel [d] [c] [b] [a] [j] [n]#*2)*(4*(x[jI1-2*x[al+x[b])/(t[n]**2))/ds

#Relaciones de Heisenberg y valores de expectaciédn
for 1, g in enumerate(ef):
hfa=cmath.sqrt ((ef2[1]-g**2)* (ea2-eax*2))
print CH(f%d,a)="%1,hfa)
print (’<f %d>=’%1,g, ’paso’,g*R/xmax)
for 1, g in enumerate(ee):
hfa=cmath.sqrt((ee2[1]-g**2)* (ea2-eax*2))
print (’H(e%d,a)="%1,hfa)
print(’<e’%d>=’%1l,g, ’paso’,g*R/xmax)
print(’<a>=’,ea,’paso’,ea*R/tmax)
print (’<R>=’,er)

#Se hacen los cortes y se guardan en un arreglo
cortes=[]
for z in np.arange(1,5):

Ul=np.zeros([J+1, N+1])

for n in range(1l, N):
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for j in range(1, J):
#Esta expresidén correspone a una linea
U1[j]1 [n]1=(Ulint (R*z/5)] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)]1 [j] [int (R*z/5)] [n]**2)
/ (dsxk* (h**3) * (q**3) )
cortes.append (U1)
print (’Cortes de psi generados’)
for z in np.arange(1,5):
Ul=np.zeros([Q+1, N+1])
for n in range(1, N):
for j in range(1l, Q):
#Esta expresién correspone a una linea
U1[j] [n]=(Ulint (R*z/5)] [j] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)] [n] **2)
/ (dsxk* (h**3) * (q**3) )
cortes.append (U1)
print(’Cortes de X generados’)
U=[] #Se libera espacio en memoria

#Se guardan los cortes en el archivo de nombre ’cortesg.json’
with open(’cortesg.json’, ’w’) as f:

json.dump(np.array(cortes) .tolist(), f)

print (’Datos guardados en archivo’)

A.1.2. Caso con xy =0

En este programa se calcula una aproximacién a la solucién de por diferencias
finitas . Como en el caso general, se toma [ = 1 y el mismo numero de pasos e intervalo
para todas las wm aunque en este caso L = 3. También para este programa el numero de
pasos, el tamafo del intervalo, y las condiciones de frontera son modificables.

Una vez calculada la solucién segtn los parametros dados, el programa calcula la
relacién de Hamilton entre a y ) y hace 8 cortes a la densidad de probabilidad & = ?/|¢|: 4
correspondientes a 13 (frontera) y 4 a ¢, (bulto). Estos cortes son guardados en un archivo
para su posterior andlisis. Cabe resaltar que este cédigo fue el utilizado en el equipo de
computo del LNS.

Tenga en mente que este programa guarda los cortes ordenados de la siguiente manera
segun el indice del arreglo:

a,1/30,1/30,1/30, 3

®(a,2/30,2/30,2/30, 03

P( )
( )
®(a,3/30,3/30,3/30,3)
®(a,4/30,4/30,4/30,3)

P( )

a,1/30,41,1/30,1/30
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5 ®(a,2/30,1,2/30,2/30)
6 ®(a,3/30,11,3/30,3/30)
7 &(a,4/30,11,4/30,4/30)

Cddigo del programa solucionador para el caso y = 0:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import json

from matplotlib import cm

from mpl_toolkits import mplot3d
import matplotlib.colors as mcd

import math

import cmath

R = 30 #Resolucidn
mx = 1 #Maximo del intervalo para a

xmin = 0
xmax = 1/6
tmin = O

tmax = mx

h = (xmax)/R # Tamafio de paso para \psi

J = int((xmax-xmin)/h) # Numero de pasos \psi
print (J)

X = np.arange(xmin, xmax + h, h)

k = tmax/R # Tamafio de pasos para a

N = int((tmax-tmin)/k) # Numero de pasos para a
print (N)

t = np.arange(tmin, tmax + k, k)

U = np.zeros([J+1,J+1,J+1,J+1, N+1])

#Condiciones de frontera e iniciales (muchos ceros ya estan en el paso anterior)
for n in range(0, N+1):
for a in range(0,J+1):
for b in range(0,J+1):
for ¢ in range(0,J+1):
for d in range(0,J+1):
if (a==0o0or b==20) or (c ==0ord==20):
U[d] [c] [b] [a] [n]=t [n]*(np.exp (- (t[n])**2))
ds =0
for n in range(1l, N):
for j in range(1l, J):
for a in range(1l, J):
for b in range(l, J):
for ¢ in range(1, J):
#Esta ecuacion correspone a una linea
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Ulc] [b] [a] [j] [n+1]=((U[c] [b] [a] [j+1] [n+1]-(((6*x[j]-1)*k)/ (2%t [n]
*h))*U[c] [b] [a] [j-11[n]- (1+((-1 + 6*x[j] +

6*h)*k) / (2%t [n]*h))*U[c] [b] [a] [j+1] [n]+((t[n]*h + (-1 + 6*x[j] +
3xh)*k) / (t [n]*h))*U[c] [b] [a]l [j] [n])+(Ulc] [b] [a+1] [] [n+1]-(((6*x[
al-1)*k)/(2*t [n]*h)) * Ulc] [b] [a-1] [j] [n]-(1+((-1 + 6*x[a] +

6xh) *k) / (2%t [n]*h))*U[c] [b] [a+1] [j] [n]+((t[n]*h + (-1 + 6xx[a] +
3%h) *k) / (t [n]*h))*U[c] [b] [a] [j] [n]1)+(ULc] [b+1] [al [j] [n+1]-(((6*x[
bl-1)*k)/(2*t [n]*h)) * Ulcl [b-11[al [j][n]-(1+((-1 + 6*x[b] +
6+h)*k) / (2%t [n]*h))*U[c] [b+1] [a] [j] [n]+((t[n]*h + (-1 + 6*x[b] +
3xh) *k) / (t [n]*h))*U[c] [b] [a] [j] [n])+(Ulc+1] [b] [a] [j] [n+1]-(((6*x[
c]-1)*k)/(2xt[n]*h)) * Ulc-1][b] [a] [j] [n]-(1+((-1 + 6*x[c] +

6xh) *k) / (2%t [n]*h) ) *U[c+1] [b] [a] [j] [n]+((t[n]*h + (-1 + 6xx[c] +
3*h) *k) / (t [n]*h))*U[c] [b] [al [j] [n]1)+(3/ (8*math.pi**2))*((x[c]l+x[]
1) * Ulcl [bl [a]l [j] [n]*h*k)/(2*t[n]) )/4

ds=ds+(U[c] [b] [a] [j] [n+1]*%2)
print (’Solucion generada’)

ef =0
ef2 =0
ea =0
ea2 = 0
for n in range(1l, N):
for j in range(1, J):
for a in range(1, J):
for b in range(1l, J):
for ¢ in range(1l, J):

ef = ef+(Ulc] [b] [a] [j] [n]**2)*x[b]/ds

ef2 = ef2+(U[c] [b] [al [j] [n]**2)*(x[b]**2)/ds

ea = ea+(Ulc] [b] [a] [j] [n]**2)*t[n]/ds

ea2 = ea2+(U[c] [b] [al [j] [n]**2)*(t[n]**2)/ds
hfa=cmath.sqrt ((ef2-ef**2)* (ea2-ea**2))
print (CH(\psi,a) =’,hfa)# Relacién de Heisenberg para \psi y a
print (’<\psi>=’,ef,’paso’,ef*R/xmax)
print(’<a>=’,ea,’paso’,ea*R/tmax)

#Se hacen cortes de la solucidén y se guardan en un arreglo
cortes = []
for z in np.arange(1,5):
Ul = np.zeros([J+1, N+1])
for n in range(1, N):
for j in range(1, J):
U1[j][n] = (U[int(R*z/5)] [int (R*¥z/5)] [int (R*z/5)] [j] [n]**2)/ (ds*k* (h**4))
cortes.append (Ul)
print (’Solucion frontera normalizada’)
for z in np.arange(1,5):
Ul = np.zeros([J+1, N+1]1)
for n in range(1l, N):
for j in range(1l, J):
U1[j]1[n] = (U[int(R*z/5)]1[j] [int (R*z/5)] [int (R*z/5)] [n]**2) / (ds*k* (h**4))
cortes.append (U1)
print (’Solucion bulto normalizada’)
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U = [] #se libera el espacio en memoria ocuapdo por la solucién

#Se guardan los cortes seleccionados en el archivo con nombre ’cortes.json’
with open(’cortes.json’, ’w’) as f:

json.dump (np.array(cortes) .tolist (), f)
print (’Datos guardados en archivo’)

A.2. Visualizador

Debido a los recursos de computo necesarios para ejecutar el solucionador para altas
resoluciones (R > 16 para el caso general y R> 50 para el caso con x = 0), el anélisis
de los cortes generados se llevd a cabo mediante el programa visualizador con el fin de
reducir el uso de recursos y tiempo de computo a utilizar.

Este programa llama al archivo que contiene los cortes (en este caso llamado
cortes.json) y le asigna un arreglo, revisa la forma de los cortes y calcula la resolucion
usada. Para hacer el analisis grafico de los cortes se arma un mapa de colores para cada
uno de ellos, donde el color esta relacionado a la magnitud de la densidad de probabilidad
y por lo tanto genera contornos de color en el corte para una magnitud dada. Estos
contornos se determinan segin el orden de magnitud entre el minimo y el maximo del
corte. Finalmente el programa grafica el corte segin el mapa de color calculado y permite
su inspeccién o guardado.

Cédigo del programa visualizador:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import json

from matplotlib import cm
import matplotlib.colors as mcd
import math

with open(’cortes.json’) as f:
U = json.load(f)
print(’Datos cargados’)

print (np.shape(np.array(U[0]))) # Escribe la forma del corte en pantalla
R = 1len(U[1][1])-1 # Calcula la resolucién usada en el corte

print(R) # Escribe la resolucién en pantalla

Ul = U[4] # selecciona el corte (indice corre del 0 al 7)

# Establece el numero de niveles, codigo de colores y rango para cada nivel
cut = 30

ma = np.ma.masked_equal(U1,0.0,copy=False)

sc = ma.max()

dc = ma.min()

lg = int(math.log(sc,10))

1g0 = int(math.log(dc,10))
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1lp = (1g-1g0)/cut
lc = 1/(cut+1)
pre = np.arange(1lg0,lg+lp,lp)
pc = np.flip(np.arange(0,1,1c))
levels = [0]
colorss = []
for g in pre:
levels.append (10**g)
for ¢ in pc:
colorss.append((1,c,0))

# Realiza el mapa de colores de acuerdo a la seccidén anterior y genera la imagen
CS3 = plt.contourf(Ul,levels,colors=colorss,extend=’both’)

CS3.cmap.set_under (’darkblue’)

CS3.cmap.set_over(’darkred’)

plt.colorbar()

plt.show()

39






Apéndice B

Componentes de la conexion
métrica, tensor de Riemann,
tensor de Ricci, y el escalar
curvatura

En este apéndice se muestran las componentes diferentes de cero del tensor de
Riemmann, del tensor de Ricci y los simbolos de Christoffel usando la métrica:

goo = —(aN)?

goi = 0

9i5 = a2 + QQQ(EN',Z‘]‘ — 1/;(51])
g% = —(aN)?

g()z' - 0

g7 = a7 =2a7(Ey - oY)

Donde a = a(n), E = E(n,2'), y ¥ = ¥(n,«'). Durante este apéndice se usa la
siguiente notacién (parte de la cual también se usa en el resto de este trabajo): los indices
repetidos en negritas no implican suma (e.g. Raape = 0), A" = oA, A = 0;0;0,A. Los
indices griegos corren sobre el espacio-tiempo (i.e. u = 0,1,2,3) mientras que los indices
latinos corren sobre el espacio (i.e. i = 1,2,3).

B.1. Conexion métrica

Los simbolos de Christoffel en términos de la métrica son:
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1
LYy = 59" (G + Gavp = Gupa)

Sus componentes diferentes de cero son las siguientes:

T = — B.1
6 = ¢ (B.)
g = N2<M+E’—w+2'@ —ﬂ) (B.2)

1m a i ,11

i i a’ [/ 71

o = L=+ Ey—v (B.3)

/
— a =~ — . .

Ty = Tji=-NQ2_E;+Ej) coni# (B.4)

6;‘ = 3‘0 = El@] con i # j (B.5)
I = Em—v; (B.6)
T = Eygt+iiconisj (B.7)
F}i = F{i = E,iij — KZJJ con i 75‘] (BS)

= Thj=FEsconi#j#k (B.9)

B.2. Tensor de Riemann

El tensor de Riemann esta dado por la siguiente expresion en términos de la conexién
métrica:

Ruvpo = Ga (rgw —Tg 4TS, — T2, ga)

Las componentes diferentes de cero de este tensor son:
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B.3. TENSOR DE RICCI

Roiio

Roijo

Roisj

Rijji

Rk

—Roioi = —Rioio = Riooi

" /2 1 /2 /
s [ a a ~ 1/ ~1 a a ~ ~ a ~ =)
a (a a2 tEa—¢ +2 (a - a2> [Esi — ] + = [E,ii - 1”)(]3‘10)
—Roioj = —Riojo = Rjooi = —Rjoio = —Rojoi = Riooj = Rojio
17 /2 /
2 a ~ a ~, ~ 11 . .
—a (2 — T B+ 3gE,zj + EU> con i # j (B.11)

—Rj0i5 = —Roiji = Rijoi = —Rijio = — Rjioi = Rjiio = Rioji
dad' B s + o (2Bl — 0/;) coni £ (B.12)

—Rijij = —

—a’N~?2 <

jiji = 1jiij
2 a? - = a = = /
? + 2?[E7ii + E,jj - 21,[)] + g [Eﬁ + E,‘]J - 211}]

N[5 + ﬁ,jj]) con i # (B.13)
—Rjiki = —Rijik = Rikji = —Rikij = — Rkiji = Briij = Rijki

2a7—2 [ 7 5, @ = a? - .
—a’N Y iN” + EE’jk + QﬁE,jk coni#j#k (B.14)

B.3. Tensor de Ricci

El tensor de Ricci esta dado por la siguiente expresion:

R/,u/ - gpg Ra’p,pl/

Sus componentes son las siguientes:

Roo

Ry;

a//
B I R
( [a a?

’
a 2

Ty C;T) (B.15)

/
Rip = — <4a [Eijj + Eliki] + 2 [E,/ijj + Bl — 1/’2}) con i # j # k(B.16)

a
2

1" " /2
_ a a ~ /1 ~11 a a ~ ~
N2<a+a2+E’ii_w +2<a+a2>[E,ii_w]

/!

Ry = N2

%[T/ + 25 — 20 + N[ + V%]) (B.17)

" /2
~ /1 a a
(‘Ew‘ —2 ! e

/
Eij— 2%Ejij T w,,-jm) (B.18)
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Donde ¥ = V2E — 34).

B.4. Escalar de curvatura

A partir del tensor de Ricci, el escalar de curvatura es:

R = g/“/RMV = BN2

(3a” vaF +3dF + 2aN2v21;) (B.19)

Con el escalar de curvatura y el determinante de la métrica se puede obtener la accién
de Einstein-Hilbert. En este caso el determinante de la métrica es:

g = —a?N%det(gi;) = —a®N*(1 + 2%) (B.20)

Por lo tanto la accién de Einstein-Hilbert es de la forma siguiente:

1 2 " " g
S = 16/\/—ng4$=/]\‘;\/2¢+1[% +a¥F +3a’f’+2aN2V2w} dz
Y
1 2a U It 4 22,7 )| 74
167T/N o [3@ (2F +1) +3d'F +a(7 +2N?V de (B.21)

Si se usa ([2.75)) en esta expresion se tiene:

2 n\72
[3a”(27 +1)+3dF +a <f” +2 ;V (3)R>} d*z  (B.22)

g 1 / 2a
~ 16w ) NV2F +1
Al tener en tensor y escalar de Ricci también se puede obtener el tensor de Einstein:

1

GMV - Ruy - ig,ﬂ,R
a,/2 ~ a/
Goo = 3y T2V 420 (B.23)
Goi = Gio =20, (B.24)
1 CL,Q a// _ ~
Gij = N2 { ol 2; [2E7Z~j + (1 —24)d;;
a Iz /s 7 7 = ~1 ”
+ 25 [Ez] — (' + T’)&'j] - N2(V2w51j i)+ E;— () +F )5”.}(]3,25)
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