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Introducción

La ĺınea de investigación del presente trabajo pertenece a la teoŕıa equi-

variante de homotoṕıas. La teoŕıa de homotoṕıas clásica fue generalizada en

los trabajos del matemático polaco Karol Borsuk, a partir de 1968. Borsuk

hab́ıa observado que muchos teoremas en la teoŕıa homotópica eran válidos

sólo para espacios con un buen comportamiento local, como por ejemplo las

variedades, los CW -complejos y los retractos de vecindad absolutos (ANR

por sus siglas en inglés), pero fallaban para espacios como los compactos

métricos. Para superar esta dificultad, Borsuk consideró compactos métricos

encajados en el cubo de Hilbert. A esta nueva teoŕıa se le llama Teoŕıa de

shape. Después de los trabajos iniciales de Borsuk, aparecieron varios art́ıcu-

los dedicados a esta nueva rama de la topoloǵıa, aśı como diferentes grupos

de trabajo en distintas partes de mundo. Otras contribuciones a la teoŕıa de

shape fueron hechas por Ralph H. Fox, Jack Segal, Thomas A. Chapman,

Yurii M. Smirnov, Kiiti Morita y Sibe Mardesic.

En 1970 S. Mardesic y J. Segal generalizaron la teoŕıa de shape de Borsuk,

a espacios compactos de Hausdorff utilizando sistemas inversos. Este nuevo

enfoque es más categórico y llevó rápidamente a nuevas generalizaciones.

A finales de los años 70 Edwards y Hastings introdujeron una categoŕıa

homotópica de sistemas inversos, a la que denominaron categoŕıa de strong

shape. A través de los esfuerzos de varios autores fue definida la categoŕıa de

IX
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strong shape para espacios topológicos. Para definir la categoŕıa de strong

shape para espacios arbitrarios se necesita un método para asociar con cual-

quier espacio dado, un sistema inverso de ANR’s en la categoŕıa TOP . Una

forma de hacer esto es por medio del concepto de resolución de un espacio

X. F. Cathey utilizó esta idea para definir la categoŕıa de strong shape de

espacios métricos compactos [17]. El enfoque propuesto por Cathey se basa

en la existencia de extensiones fibrantes para espacios métricos compactos.

La construcción impĺıcita de la extensión fibrante de Cathey envuelve el con-

cepto de los aśı llamados cotelescopios.

El enfoque general del concepto de un objeto fibrante es el siguiente:

para una clase dada Σ de morfismos de una categoŕıa C, un objeto Y de

C es llamado Σ-fibrante si para cada morfismo s ∈ Σ, s : A → X y cada

morfismo f : A → Y , existe un morfismo F : X → Y tal que F ◦ s = f . Un

espacio fibrante en el sentido de Cathey es un objeto Σ-fibrante, donde Σ

es la clase de SSDR-mapeos en la categoŕıa de espacios metrizables. Una

extensión fibrante para un espacio métrico compacto E, es un SSDR-mapeo

s : E → Ẽ tal que Ẽ es un espacio fibrante.

La teoŕıa equivariante tiene sus fundamentos en los trabajos clásicos del

matematico noruego Sophus Lie. En su trabajo, apareció por primera vez

el importante concepto matemático de grupo topológico. Un G-espacio en

donde G es un grupo topológico fijo es, simplemente un espacio topológico E

considerado con una acción del grupo G en E. En la topoloǵıa equivariante

se estudian propiedades topológicas que son invariantes bajo la acción dada

del grupo G.

Actualmente la teoŕıa equivariante de homotoṕıas está bien desarrollada

gracias a las aportaciones de autores tales como R. Palais, I.M. James, G.

Segal, J. Jaworowski, R. Lashof, Yu. M. Smirnov y S. Antonyan; y continúa
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desarrollándose de forma activa. Basta mencionar algunos resultados como

por ejemplo, S. Antonyan demostró el siguiente:

Teorema 0.0.1. [4, Theorem 1.1] Si E es un espacio ANR equivariante,

entonces el espacio orbital E/G es un ANR, cuando G es un grupo compacto.

En [15] se construye la categoŕıa equivariante de strong shape para G-

espacios metrizables compactos, usando una versión equivariante de los con-

ceptos del cotelescopio y de extensiones fibrantes. También en [8] se demues-

tra que el espacio cociente G/H es G-fibrante, dado que H es un subgrupo

cerrado de un grupo metrizable compacto G. La prueba de esta afirmación

se basa en el hecho de que cualquier grupo compacto de Hausdorff es un gru-

po pro-Lie, es decir, es el ĺımite inverso de algún sistema inverso de grupos

compactos de Lie enlazados por epimorfismos continuos.

Recientemente en [9] se prueba que el funtor del producto torcido G×H−

env́ıa H-fibraciones hacia G-fibraciones, cuando G es un grupo metrizable

compacto no necesariamente de Lie y, H es su subgrupo cerrado. Este resul-

tado se aplica al estudio de las G-fibraciones fuertes. Como consecuencia de

este estudio tenemos el siguiente

Teorema 0.0.2. [9, Corollary 6.11] Si F es un espacio H-fibrante, entonces

el producto torcido G×HF es un espacio G-fibrante, cuando H es un subgrupo

grande de un grupo metrizable compacto G.

En esta tesis vamos a generalizar los Teoremas 0.0.1 y 0.0.2; para ello

analizaremos las propiedades de dos funtores:

El funtor K-orbital −/K : MG →MG/K , de la categoŕıa de G-espacios

metrizablesMG a la categoŕıa deG/K-espacios metrizablesMG/K , que

env́ıa cada G-espacio metrizable E al G/K-espacio orbital E/K.
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El funtor del producto torcido G×H− : MH →MG, de la categoŕıa de

H-espacios metrizables MH a la categoŕıa de G-espacios metrizables

MG, que env́ıa cada H-espacio metrizable S al producto torcido G×H
S.

El objetivo principal de nuestro trabajo es mostrar que los funtores ante-

riores preservan extensiones fibrantes, es decir, que:

Si s : E ↪→ Ẽ es cualquier extensiónG-fibrante de E, entonces la función

inducida s/K : E/K ↪→ Ẽ/K es una extensión G/K-fibrante de E/K.

Si j : S ↪→ S̃ es cualquier extensión H-fibrante de S, entonces la función

inducida G ×H j : G ×H S ↪→ G ×H S̃ es una extensión G-fibrante de

G×H S.

Como consecuencia de este estudio obtenemos los siguientes resultados

que pueden considerarse una generalización del Teorema 0.0.1 y del Teorema

0.0.2, respectivamente:

Si E es un espacio G-fibrante, entonces E/K es un espacio G/K-

fibrante.

Si S es un espacio H-fibrante, entonces G×HS es un espacio G-fibrante.

Una de las herramientas usadas en la demostración de los resultados prin-

cipales es, la construcción de una extensión fibrante en las categoŕıasMG de

G-espacios y G-funciones y, Map(G-M) de pares de G-funciones.

Con el propósito de mostrar estos resultados se ha estructurado el pre-

sente trabajo en tres caṕıtulos, que se describen a continuación en términos

generales.

En el primer caṕıtulo establecemos los conceptos preliminares que serán

utilizados a lo largo del trabajo. Iniciamos con una breve introducción a
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los G-espacios para después presentar otras herramientas, tales como ĺımites

inversos y diagramas pull-back. En este caṕıtulo introducimos el concepto de

cocilindro equivariante y revisamos algunas de sus principales propiedades.

En el segundo caṕıtulo describimos algunos hechos acerca deG-fibraciones

y espacios G-fibrantes; introducimos el concepto de G-resolución para G-

espacios y damos una construcción detallada de una extensión G-fibrante

para un G-espacio métrico compacto. En el Teorema 2.5.2 presentamos el

resultado principal del caṕıtulo y, como aplicación de este, deducimos el Co-

rolario 2.5.3. Adicionalmente en el Caṕıtulo 3 presentamos el Teorema 3.6.5,

que es una generalización del Corolario 2.5.3. En el contexto general la afir-

mación del Teorema 0.0.1 sigue siendo un problema abierto para el caso de

espacios G-fibrantes, sin embargo, el Teorema 3.6.5 da una respuesta positiva

para el caso de G-espacios compactos con un solo tipo de G-órbitas.

En el tercer caṕıtulo trasladamos varios de los conceptos previamente es-

tudiados a las categoŕıas Map(G-TOP ) y Map(G-M), como por ejemplo

las ideas de G-fibración, cocilindros y resoluciones equivariantes. De igual

manera describimos como se construye una extensión G-fibrante en estas ca-

tegoŕıas. En el Corolario 3.5.2 presentamos el resultado principal del caṕıtulo

el cual es, una consecuencia casi directa del Teorema 3.5.1.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo damos algunas definiciones y resultados básicos, los cua-

les serán utilizados para comprender los resultados principales de esta te-

sis. Comenzamos con un desarrollo breve de la teoŕıa de G-espacios y G-

funciones. La mayoŕıa de los resultados sobre G-espacios pueden consultarse

en [6] y [18].

1.1. G-espacios y G-funciones

A lo largo de esta tesis el śımboloG siempre denotará un grupo topológico,

por tal razón comenzamos nuestro estudio describiendo tal concepto. En la

mayoŕıa de las ocasiones G será compacto y metrizable.

Definición 1.1.1. Sea G un espacio con estructura de grupo, decimos que

G es un grupo topológico si la división δ : G×G→ G,

δ(h, g) = gh−1

es una función continua.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Al elemento neutro (o identidad) del grupo G lo denotamos con la letra

e.

Como ejemplos importantes de grupos topológicos tenemos los grupos de

Lie, que también usaremos en este trabajo.

Definición 1.1.2. Sea G un grupo topológico. Se dice que G es un grupo de

Lie si posee una estructura de n-variedad diferencial, tal que las operaciones

del grupo son funciones anaĺıticas.

Observemos que todo grupo de Lie además de ser localmente compacto

es metrizable y separable.

Definición 1.1.3. Sea G un grupo topológico. Un G-espacio es un par

(X, ∗), donde X es un espacio topológico y, ∗ : G ×X → X, (g, x) 7→ g ∗ x

es una acción continua, esto es, una función continua que satisface:

1. e ∗ x = x para cada x ∈ X,

2. g ∗ (h ∗ x) = (gh) ∗ x para cada g, h ∈ G y x ∈ X.

En la práctica, se dice simplemente que X es un G-espacio sin especificar

la acción y, se escribe gx en lugar de g ∗ x.

Cualquier acción de un grupo G en un espacio X determina una acción

de cada subgrupo H de G en X. Formalmente, si (X, ∗) es un G-espacio

entonces (X, ∗′) es un H-espacio, donde la acción ∗′ : H ×X → X está dada

por h ∗′ x = h ∗ x.

Definición 1.1.4. Una función continua f : X → Y entre los G-espacios X

y Y es una G-función (o función equivariante) si

f(gx) = gf(x), para todo g ∈ G y x ∈ X.
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Si f : X → Y es una G-función y además es un homeomorfismo de

los espacios topológicos X y Y , entonces es evidente que la función inversa

f−1 : Y → X es también una G-función; en este caso diremos que f es un G-

homeomorfismo. Se dice que los G-espacios X y Y son G-homeomorfos

(o G-equivalentes) si existe un G-homeomorfismo entre ellos, en este caso

escribiremos X ≈ Y .

Es fácil ver que: (a) para cada G-espacio X, la función identidad idX :

X → X es una G-función, (b) si f : X → Y y g : Y → Z son G-funciones,

entonces g ◦ f es una G-función también. De ello concluimos que los G-

espacios y las G-funciones forman una categoŕıa que denotaremos como G-

TOP . Trabajaremos también en la categoŕıa G-M de G-espacios metrizables

y G-funciones.

Sea X un G-espacio, para cada H ⊆ G y cada A ⊆ X se usa la siguiente

notación

H(A) = {ha | h ∈ H, a ∈ A}.

Definición 1.1.5. Sea X un G-espacio. Un subconjunto A de X se llama

invariante (o G-invariante) si G(A) = A. En este caso, si además A es

cerrado en X, decimos que (X,A) es un G-par.

Si A es un subconjunto invariante de un G-espacio X, entonces podemos

considerar a A como un G-espacio, dotado de la acción (g, a) 7→ ga, que es

una restricción en A de la acción de G en X. Por lo tanto se dice también

que A es un G-subconjunto de X. En este caso, el encaje A ↪→ X es una G-

función. En general, por un G-encaje entendemos una G-función i : A→ X,

tal que la correspondencia a 7→ i(a) realiza un G-homeomorfismo entre A y

i(A).

Un G-subconjunto A de un G-espacio X, se llama G-retracto si existe

una G-función r : X → A, llamada G-retracción, tal que r(a) = a para
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todo a ∈ A. En general se dice que una G-función r : X → Y es una G-

retracción, si existe una G-función i : Y → X tal que r ◦ i = idY . En este

caso, i es un G-encaje (cerrado cuando X es de Hausdorff) y A = i(Y ) es un

G-retracto de X.

Definición 1.1.6. Sean X un G-espacio y x ∈ X.

(a) Gx = {g ∈ G | gx = x} se llama grupo de isotroṕıa de x, y es un

subgrupo de G.

(b) G(x) = {gx | g ∈ G} se llama G-órbita de x o simplemente órbita

de x en X.

A partir de la Definición 1.1.6(b), observamos que la órbita de cual-

quier punto x es un G-subconjunto de X. Otro ejemplo importante de G-

subconjunto de X es el siguiente: sea N un subgrupo normal y cerrado de G.

El conjunto de puntos N-fijos de X denotado como XN , se define como

XN = {x ∈ X | N ⊆ Gx}.

Sea X un G-espacio. Diremos que la acción de G en X es:

trivial si Gx = G para todo x ∈ X, es decir gx = x para todo x ∈ X

y cada g ∈ G

libre si Gx = {e} para todo x ∈ X, en este caso se dice también que

X es un G-espacio libre.

Denotamos por (H) a la clase conjugada del subgrupo H de G, esto es,

(H) = {gHg−1 | g ∈ G}.

Sea X un G-espacio de Hausdorff, G(x) la órbita de x ∈ X y H = Gx. Como

los grupos de isotroṕıa de puntos en la misma órbita son conjugados, es decir,
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Ggx = gGxg
−1, para cada g ∈ G y x ∈ X, entonces (H) = {Gy | y ∈ G(x)}.

Además G(x) es G-equivalente a G/Gy para cada y ∈ G(x). En particular,

G(x) ≈ G/H.

Por este motivo decimos que (H) es un tipo de órbita.

Un G-espacio X tiene un solo tipo de órbita (H), si los grupos de

isotroṕıa de todos sus puntos están en la clase (H), es decir, si (Gx) = (H)

para cada punto x ∈ X. En este caso, cada órbita es G-equivalente a G/H.

Para un G-espacio de Hausdorff X, toda accion libre tiene un solo tipo

de orbita ({e}). En este caso, cada orbita es G-equivalente a G.

Proposición 1.1.7. Sea f : X → Y una G-función, entonces para cada

x ∈ X se cumple Gx ⊆ Gf(x).

En particular, si Y es un G-espacio libre entonces X también lo es.

Dado un G-espacio X, el conjunto de sus G-órbitas se denota por X/G.

Sea πX : X → X/G la función natural que asocia a cada x su G-órbita G(x).

Entonces X/G dotado con la topoloǵıa cociente se conoce como el espacio

G-orbital (o simplemente como el espacio orbital) de X. A πX se le llama

proyección G-orbital (o simplemente proyección orbital).

Sean X y Y dos G-espacios con proyecciones orbitales πX y πY respec-

tivamente, y sea f : X → Y una G-función. Entonces f induce una única

función continua f/G : X/G → Y/G tal que se cumple f/G ◦ πX = πY ◦ f .

Por supuesto, f/G está definida por (f/G)(G(x)) = G(f(x)).

En realidad, es de nuestro interés el siguiente caso más general: Sea N

un subgrupo normal de G, si X es un G-espacio, entonces el grupo cociente

G/N actúa en el espacio N -orbital X/N por medio de la acción · dada por:

gN ·N(x) = N(gx),
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es decir, (X/N, ·) es un G/N -espacio. Por otro lado, podemos considerar

X/N también como un G-espacio con la acción ? definida por g ? N(x) =

gN · N(x) = N(gx). Notemos que en el caso particular cuando N = G, la

acción ? de G en X/G es trivial.

Dado un G-espacio X podemos decir que la proyección N -orbital, πX :

X → X/N es una G-función ya que πX(gx) = N(gx) = g ?N(x) = g ?πX(x)

para todo x ∈ X y g ∈ G.

Proposición 1.1.8. Sea N un subgrupo normal de un grupo topológico G.

Si f : X → Y es una G-función, entonces f induce una única G/N-función

f/N : X/N → Y/N que hace al siguiente diagrama conmutativo :

X Y

X/N Y/N

//f

��

πX

��

πY

//
f/N

(1.1.1)

donde πX y πY son las proyecciones N-orbitales. Claramente f/N está defi-

nida por (f/N)(N(x)) = N(f(x)).

Evidentemente, podemos tratar f/N también como una G-función ya que

(f/N)(g ? N(x)) = (f/N)(N(gx)) = N(f(gx)) = N(gf(x)) =

g ? N(f(x)) = g ? (f/N)(N(x)).

Por lo tanto podemos considerar el diagrama (1.1.1) como un diagrama de

G-funciones.
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1.2. Ĺımites inversos y diagramas pull-back

en G-TOP

Las ideas principales acerca de ĺımites inversos y diagramas pull-back

en la categoŕıa TOP pueden consultarse en [19]. A lo largo de esta tesis

utilizaremos sucesiones inversas y diagramas pull-back en G-TOP .

Definición 1.2.1. Sea N = {0, 1, 2, 3, . . .}. Una sucesión inversa E =

{Ei, qji ,N} de G-espacios (denotada también como {Ei, qji }) consta de

(1) una familia {Ei}i∈N de G-espacios,

(2) una familia de G-funciones {qji : Ej → Ei}j≥i que satisface

qji ◦ qkj = qki , para cada terna i, j, k ∈ N tal que i ≤ j ≤ k;

qii = idEi para cada i ∈ N.

Definición 1.2.2. Sea E = {Ei, qji ,N} una sucesión inversa. Un cono so-

bre E con vértice E, es una familia de G-funciones q = {qi : E → Ei}i∈N
(denotada también como q : E → E) tal que qji ◦ qj = qi, si j ≥ i.

Un G-espacio E junto con un cono q = {qi} : E → E sobre E, se llama

ĺımite inverso de E y se denota como

(E, {qi}) = lim←−E = lim←−{Ei, q
j
i },

o simplemente E = lim←−E, si el cono q satisface la siguiente propiedad uni-

versal: si {fi : Y → Ei}i∈N es un cono sobre E, entonces existe una única

G-función f : Y → E tal que qi ◦ f = fi, para cada i ∈ N.

En este caso las G-funciones qi se llaman proyecciones (naturales) del

ĺımite inverso lim←−E.
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De su propiedad universal podemos concluir que el ĺımite es único salvo

G-homeomorfismo.

En la categoŕıa G-TOP el ĺımite inverso existe para cada sucesión inversa,

debido a la siguiente descripción expĺıcita: Sea E = {Ei, qji } una sucesión

inversa, entonces el espacio

E = {(xi) ∈
∏
i∈N

Ei | qi+1
i (xi+1) = xi para todo i ∈ N}

con la acción diagonal ∗ de G dada por g∗(xi) = (gxi), es el ĺımite inverso

de E con las proyecciones qi : E → Ei dadas por qi((xk)) = xi.

En este caso, observamos que E tiene la topoloǵıa de subespacio del

producto cartesiano
∏

i∈NEi, es decir, los conjuntos de la forma q−1
i (U),

donde U es abierto en Ei, forman una subbase de E. De hecho la familia

{q−1
i (U) | U es abierto en Ei, i ∈ N} forma una base de la topoloǵıa de E

([19, Proposition 2.5.5.]).

Proposición 1.2.3. [10, Lemma 4.10] Sea N un subgrupo normal y cerrado

de un grupo compacto G y sea E = {Ei, qji } una sucesión inversa de G-

espacios de Hausdorff. Si E = lim←−E con proyecciones qi : E → Ei entonces,

E/N = lim←−{Ei/N, q
j
i /N}

con proyecciones qi/N : E/N → Ei/N .

De nuestro especial interés es el siguiente concepto dado para un grupo

G compacto y metrizable.

Definición 1.2.4. Una sucesión pro-Lie de subgrupos de un grupo dado

G compacto y metrizable, es una sucesión decreciente {Ni}i∈N de subgrupos

normales cerrados de G, tales que G/Ni es un grupo de Lie para cada i y⋂
i∈N

Ni = {e} (y por lo tanto

G = ĺım
←−
{G/Ni, π

i+1
i }i∈N,
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donde πji : G/Nj → G/Ni, j ≥ i, son las proyecciones naturales).

Es bien sabido que para todo grupo compacto metrizable G existe una

sucesión pro-Lie (ver [23]).

La siguiente proposición afirma que si G es compacto y metrizable, en-

tonces cualquier G-espacio es el ĺımite inverso de cierta sucesión inversa.

Proposición 1.2.5. [7, Proposición 5.4] Sea {Ni}i∈N una sucesión pro-Lie

de subgrupos de un grupo compacto metrizable G. Si E es un G-espacio,

entonces

E = lim←−{E/Ni, p
j
i}i∈N,

donde pji : E/Nj → E/Ni, j ≥ i son las proyecciones naturales.

Definición 1.2.6. Un cuadrado conmutativo de G-funciones

E ′ E

B′ B

//f ′

��

p′

��

p

//
f

(1.2.1)

se llama diagrama pull-back (o cuadrado universal), si satisface la siguien-

te propiedad universal: Si X es un G-espacio y α : X → B′ y β : X → E son

G-funciones tales que f ◦ α = p ◦ β, entonces existe una única G-función

h : X → E ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

X

E ′ E

B′ B

��

h

��

α

''

β

//
f ′

��

p′

��

p

//
f

(1.2.2)
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Al G-espacio E ′ (junto con f ′ y p′ llamadas proyecciones) se le conoce

también como pull-back (o producto fibrado) de la triada B′
f−→ B

p←− E.

El pull-back existe para cada triada y, debido a la propiedad universal, es

único salvo G-homeomorfismo. Para una triada B′
f−→ B

p←− E dada, el

pull-back E ′ puede ser definido de manera expĺıcita como

E ′ = {(b′, x) ∈ B′ × E | f(b′) = p(x)},

con la acción diagonal de G. Las proyecciones f ′ : E ′ → E y p′ : E ′ → B′ se

definen por f ′(b′, x) = x y p′(b′, x) = b′.

Proposición 1.2.7. Sea X un G-espacio y sea πX : X → X/N la proyección

N-orbital, donde N es un subgrupo normal cerrado de G. Supongamos que

f : B → X/N es una G/N-función y sea E, junto con las proyecciones

f ′ : E → X y π′ : E → B, el pull-back de la triada B
f−→ X/N

πX←− X.

Entonces el G/N-espacio B es G/N-homeomorfo al espacio orbital E/N .

Más precisamente, se tiene el diagrama conmutativo

E X

E/N B X/N
��

πE

//f ′

��

π′

��

πX

//
h

//
f

donde h es un G/N-homeomorfismo. Por lo tanto, podemos identificar B con

E/N , π′ con πE y f con f ′/N .

Demostración. La función h : E/N → B se define por h(N(y)) = π′(y).

Obviamente h está bien definida: si N(y) = N(y′) entonces y′ = ny para

algún n ∈ N y π′(y′) = π′(ny) = n ? π′(y) = π′(y). Por la definición de h

tenemos h ◦ πE = π′ y, por consiguiente h es continua (debido a la definición
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de la topoloǵıa cociente en E/N). Además,

h(gN ·N(y)) = h(N(gy)) = π′(gy) = g ? π′(y) = (gN) · π′(y)

= (gN) · h(N(y))

es decir, h es una G/N -función (y con ello una G-función). Como πX es una

función sobreyectiva y abierta, π′ también lo es, luego es fáci ver que h es

abierta y sobreyectiva. Para probar que h es un homeomorfismo hace falta

ver que h es inyectiva.

Supongamos que h(N(y)) = h(N(y′)). Entonces π′(y) = π′(y′) y con

ello (en virtud de la conmutatividad del diagrama pull-back) πX(f(y)) =

πX(f(y′)), es decir, f(y) y f(y′) están en la misma N -órbita de X. Por lo

tanto, existe n ∈ N tal que f(y′) = nf(y). Afirmamos que y′ = ny. Para

verlo basta notar que f(y′) = f(ny) y π′(y′) = π′(y) = nπ′(y) = π′(ny).

Aśı N(y′) = N(ny) = N(y). �.

1.3. G-fibraciones y G-deformaciones

Por una G-fibración entendemos una versión natural equivariante del con-

cepto de fibración de Hurewicz.

Definición 1.3.1. Sean X y Y G-espacios. Una función continua F : X ×

I → Y donde I = [0, 1], es llamada una G-homotoṕıa si, F (gx, t) =

gF (x, t) para todo g ∈ G, x ∈ X y t ∈ I, es decir, F es una G-función

considerando a X × I como un G-espacio con la acción g · (x, t) = (gx, t).

Si además, para un subconjunto invariante A de X, una G-homotoṕıa

F : X× I → Y es tal que F (a, t) = F (a, 0) para toda a ∈ A y t ∈ I, entonces

se dice que F es una G-homotoṕıa relativa a A.
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Note que para cada t ∈ I la función Ft : X → Y , x 7→ F (x, t) es una

G-función. Si para las G-funciones f0, f1 : X → Y existe una G-homotoṕıa

F : X × I → Y tal que f0 = F0 y f1 = F1, se dice que f0 y f1 son G-

homotópicas y se escribe f0 ' f1 o F : f0 ' f1. Si además F es relativa a

A, escribimos f0 ' f1 rel.A.

Definición 1.3.2. Sea (X,A) un G-par. Una G-deformación fuerte de

X en A, es una G-homotoṕıa D : X × I → X que satisface

(a) D(x, 0) = x para todo x ∈ X,

(b) D(x, 1) ∈ A para todo x ∈ X,

(c) D(a, t) = a para todo a ∈ A y t ∈ I.

En este caso, se dice que A es un retracto por G-deformación fuerte

de X (notemos que la G-función r : X → A definida por r(x) = D(x, 1) es

una G-retracción). Un G-encaje cerrado s : A ↪→ X se llama G-SDR-mapeo

si, existe una G-deformación fuerte de X en s(A).

Definición 1.3.3. Una G-función p : E → B se llama G-fibración si, para

cada G-espacio X y cualquier diagrama conmutativo de G-funciones

x X E

(x, 0) X × I B

_

��

//f

� _

��

∂X0

��

p

//
F

(1.3.1)

existe un relleno F̃ : X × I → E, es decir, una G-homotoṕıa F̃ : X × I → E

tal que pF̃ = F y F̃ ∂X0 = f .

Si además, se puede escoger un relleno F̃ : X × I → E el cual es una G-

homotoṕıa relativa a un subconjunto invariante A ⊆ X, siempre y cuando F
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sea una G-homotoṕıa relativa a A, vamos a decir que p es una G-fibración

regular.

En realidad, en la mayor parte de la tesis trabajaremos con G-fibraciones

regulares debido al siguiente hecho:

Proposición 1.3.4. [9, Proposition 2.1] Sea p : E → B una G-fibración. Si

B es un G-espacio metrizable, entonces p es una G-fibración regular.

La siguiente proposición destaca una propiedad importante de las G-

fibraciones regulares.

Proposición 1.3.5. Sea p : E → B una G-fibración regular. Supongamos

que D : B × I → B es una G-deformación fuerte de B en A ⊆ B. Entonces

existe una G-deformación fuerte D̃ : E × I → E de E en F = p−1(A), tal

que p ◦ D̃ = D ◦ p × idE, donde p × idE : E × I → B × I se define por

(p× idE)(x, t) = (p(x), t).

En particular, si A ↪→ B es un G-SDR-mapeo, el encaje F ↪→ E también

lo es.

Demostración. Por definición D : B × I → B satisface las condiciones:

(a) D(b, 0) = b, para todo b ∈ B,

(b) D(b, 1) ∈ A, para todo todo b ∈ B,

(c) D(a, t) = a, para todo a ∈ A y t ∈ I.

Usando la propiedad (a) tenemos el siguiente diagrama conmutativo de G-

funciones
E E

E × I B × I B

//idE

��

∂E0

��

p

//p×idI //D

(1.3.2)
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Para cada y ∈ F , se tiene que D ◦ (p × idI)(y, t) = p(y) para todo t ∈ I.

En efecto, en este caso p(y) = a para algún a ∈ A, y por tanto en virtud de

(c), D(p(y), t) = D(a, t) = a = p(y). Esto significa que D ◦ (p × idI) es una

G-homotoṕıa relativa respecto a Y .

Ya que p es una G-fibración regular, existe una G-homotoṕıa relativa

D̃ : E × I → E respecto a F , que preserva la conmutatividad del diagrama

(1.3.2), en otras palabras, tal que D̃(x, 0) = x, D̃(y, t) = y y p ◦ D̃(x, t) =

D(p(x), t) para todo x ∈ E, y ∈ F y t ∈ I. En virtud de la propiedad (b)

de D, la última igualdad implica que D̃(x, 1) ∈ p−1(D(p(x), 1)) ⊆ p−1(A), es

decir, D̃(x, 1) ∈ F para todo x ∈ E. Claramente D̃ es una G-deformación

fuerte de E en F , la cual deseabamos encontrar. �

Sean G y K dos grupos topológicos, y supongamos que α : G→ Aut(K),

g 7→ αg es un homomorfismo, donde Aut(K) es el grupo de automorfismos

de K, tal que la correspondiente acción

G×K → K

(g, k) 7→ αg(k),

de G sobre K es continua, es decir, G actúa en K por medio de automorfis-

mos. Bajo las condiciones de arriba diremos queG yK están relacionados

por α.

La siguiente proposición nos permite detectar cuando una proyección or-

bital es una G-fibración.

Proposición 1.3.6. [9, Proposition 5.2] Sean G y K dos grupos compactos

de Lie relacionados por el homomorfismo α : G → Aut(K). Sea E un G-

espacio izquierdo metrizable dotado también de una acción derecha libre del

grupo K, tal que se tiene la relación

g ? (y · k) = (g ? y) · αg(k), g ∈ G, k ∈ K, y ∈ E



1.4. ESPACIOS G-ANR Y G-SSDR-MAPEOS 15

(aqúı ? y · denotan las acciones G y K respectivamente). Entonces la proyec-

ción K-orbital p : E → E/K es una G-fibración, donde el espacio K-orbital

E/K está considerado como un G-espacio dotado de la acción g ∗ yK =

(g ? y)K.

1.4. Espacios G-ANR y G-SSDR-mapeos

En 1930 Borsuk en su tesis doctoral, introdujo y estudió la noción de

retracto absoluto (abreviado como AR). Dos años más tarde, definió la noción

de retracto absoluto de vecindad (abreviado como ANR). Los espacios ANR

forman el entorno natural para la teoŕıa de homotoṕıas. Un estudio detallado

de los espacios ANR y ANE puede encontrarse en [20].

En esta sección introducimos la versión equivariante de los espacios ANR

y ANE, aśı como su relación. Un estudio detallado de la teoŕıa equivariante

de retractos puede consultarse en [1], [2] y [22].

Definición 1.4.1. Sea X un G-espacio metrizable. Decimos que X es un

G-retracto absoluto de vecindades, abreviado G-ANR, si para cada G-

espacio metrizable Y y todo G-encaje cerrado i : X ↪→ Y , existe una vecindad

invariante U de i(X) en Y , tal que i(X) es un G-retracto de U .

Si además se puede tomar U = Y , decimos que X es un G-retracto abso-

luto, abreviado G-AR.

Definición 1.4.2. Un G-espacio Y se llama G-extensor absoluto de ve-

cindades, abreviado G-ANE, si para cada G-par metrizable (X,A) y cual-

quier G-función f : A → Y , existe una vecindad invariante U de A en X y

una G-función f̄ : U → Y , tal que f̄ |A= f .

Si además se puede tomar U = X, decimos que Y es un G-extensor abso-

luto, abreviado G-AE.
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A partir de la definición previa es claro que, si X es un G-AE entonces

X es G-ANE. Por otro lado, en [21, Proposición 6.3] y [1, Theorem 14], res-

pectivamente, se dan las pruebas de las siguientes propiedades importantes:

1. Todo subconjunto abierto invariante de un G-ANE es también G-

ANE.

2. Si G es un grupo compacto de Hausdorff y Y es un G-espacio metriza-

ble, entonces Y es un G-A(N)R si y sólo si Y es un G-A(N)E.

Cabe mencionar los siguientes dos resultados fundamentales.

Teorema 1.4.3. [4, Theorem 1.1] Sean G un grupo compacto de Hausdorff y

N un subgrupo normal cerrado en G. Si X es un G-A(N)R-espacio, entonces

X/N es un G/N-A(N)R-espacio. En particular, X/G es un A(N)R-espacio.

Proposición 1.4.4. [3, Proposition 5] Si G es un grupo compacto de Lie

y H es un subgrupo cerrado en G, entonces G/H es un G-ANR-espacio (o,

equivalentemente, un G−ANE-espacio).

Definición 1.4.5. Sea (X,A) un G-par. A se llama un retracto por G-

deformación fuerte shape de X si, existe un G-encaje cerrado α : X ↪→

M de X en un G-AR-espacio M , que satisface la siguiente condición: Para

cualesquiera vecindades invariantes U y V de α(X) y α(A), respectivamente

en M , existe una G-homotoṕıa H : X × I → U, tal que H(x, 0) = α(x) y

H(x, 1) ∈ V , para toda x ∈ X. Además H(a, t) = α(a) para cada (a, t) ∈

A× I.

Un G-encaje cerrado de espacios metrizables s : A ↪→ X se llama G-

SSDR-mapeo si, s(A) es un retracto por G-deformación fuerte shape de

X.
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Teorema 1.4.6. [8, Theorem 3.1] Sea s : A ↪→ X un G-encaje cerrado.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) s es un G-SSDR-mapeo.

(b) Para toda G-función f : A −→ Y donde Y es un G-ANR, existe una

G-extensión f̄ : X −→ Y , tal que f̄ ◦ s = f y, si f̄1, f̄2 : X −→ Y son

dos G-extensiones de f , entonces f̄1 ' f̄2 rel. s(A).

(c) Para cualquier G-fibración p : E → B donde E y B son G-ANR-

espacios, y cada diagrama conmutativo de G-funciones

A E

X B

//f

� _

��

s

��

p

//
F

(1.4.1)

existe un relleno F̃ : X → E, es decir, una G-función tal que F̃ ◦s = f

y p ◦ F̃ = F .

Corolario 1.4.7. Sea (X,A) un G-par, entonces

1. X × 0 ∪ A× I ↪→ X × I es un G-SSDR-mapeo.

2. [11, Proposition A.3] Si el encaje A ↪→ X es un G-SSDR-mapeo, en-

tonces lo es el encaje X × {0, 1} ∪ A× I ↪→ X × I.

Definición 1.4.8. Una G-función p : E → B de G-espacios metrizables se

llama G-fibración fuerte si para cada diagrama (1.4.1), donde s : A ↪→ X

es un G-SSDR-mapeo, existe una G-función F̃ : X → E como relleno del

diagrama.

Claramente de las definiciones tenemos que:

1. Las G-fibraciones fuertes son G-fibraciones.

2. Cada G-fibración de G-ANR’s es una G-fibración fuerte.
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1.5. Cocilindros en G-TOP

Para un G-espacio dado B, denotemos por BI el espacio de todas las

trayectorias continuas ω : I → B (con la topoloǵıa compacto-abierta). Cla-

ramente BI es un G-espacio con la acción · dada por (g ·ω)(t) = gω(t), t ∈ I.

Note que las funciones π0
B : BI → B, π1

B : BI → B y πB : BI → B × B

definidas por π0
B(ω) = ω(0), π1

B(ω) = ω(1) y πB(ω) = (ω(0), ω(1)), respecti-

vamente, son G-funciones. De hecho en [24, Corolario 1.8.12] se prueba que

π0
B, π1

B y πB son G-fibraciones para cualquier G-espacio B.

Definición 1.5.1. Sea f : B′ → B una G-función. El cocilindro de f ,

denotado por coCyl(f), es el pull-back de la triada B′
f−→ B

π0
B←− BI . Es

decir tenemos el diagrama pull-back

coCyl(f) BI

B′ B

//f̂

��

π̂0
B

��

π0
B

//
f

(1.5.1)

Expĺıcitamente, coCyl(f) = {(b′, ωB) ∈ B′ × BI |f(b′) = ωB(0)} con las

proyecciones π̂0
B : coCyl(f) → B′, (b′, ωB) 7→ b′ y f̂ : coCyl(f) → BI ,

(b′, ωB) 7→ ωB.

Proposición 1.5.2. [12, Proposition 2.1] Dada una G-función f : B′ → B,

consideramos la G-función p : coCyl(f)→ B definida por

p((b′, ω)) = ω(1), (b′, ω) ∈ coCyl(f).

Entonces la función p̃ : coCyl(f) → B × B′ definida por p̃(b′, ω) = (ω(1), b′)
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en el diagrama conmutativo

coCyl(f)

B ×B′

B B′

��
p̃

��

p

��

π̂0
B

ww
prB

''
prB′

es una G-fibración. Además, si B′ y B son G-fibrantes, entonces p̃ es una

G-fibración fuerte y, por lo tanto coCyl(f) es un espacio G-fibrante.

Proposición 1.5.3. [15, Proposition 3.1(1)] Si f : B′ → B es una G-función

de G-ANE-espacios, entonces coCyl(f) es un G-ANE-espacio.

Además, de la Proposición 1.5.2 tenemos que π̂0
B y p son G-fibraciones ya

que son composiciones de G-fibraciones.

Recordemos que para una función dada f : X → Y en TOP , una sección de

f es una función s : Y → X tal que f ◦ s = idY . La G-fibración π0
B : BI → B

tiene la sección sB : B → BI , b 7→ cb, donde cb : I → B es la trayectoria

constante en b, esto es, cb(t) = b para todo t ∈ I. Más aún, sB(B) es un

retracto por G-deformación fuerte de BI .

Como el diagrama (1.5.1) es pull-back, tenemos un hecho similar para π̂0
B:

la G-función sB′ : B′ → coCyl(f), b′ 7→ (b′, cf(b′)), es una sección para π̂0
B

mientras que sB′(B
′) es un retracto por G-deformación fuerte de coCyl(f),

en particular sB′ es un G-SDR-mapeo.

Teorema 1.5.4. [15, p. 2031] Toda G-función f : B′ → B admite la siguiente

factorización

coCyl(f)

B B′
zz

p
dd sB′

oo f



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

donde:

(a) p es una G-fibración, definida por

p(b′, ω) = ω(1), (b′, ω) ∈ coCyl(f)

(b) sB′ es un G-SDR-mapeo, definido por

sB′(b
′) = (b′, cf(b′)), b′ ∈ B′.

1.6. Productos torcidos y rebanadas

El concepto de rebanada es una de las principales herramientas utilizadas

en el estudio de los G-espacios. Esta idea permite estudiar las propiedades

de la acción de G, por medio de las propiedades de la acción de un subgrupo

compacto H de G donde la situación, por lo general, es más sencilla. El

ejemplo más notable de rebanada se encuentra en el producto torcido, que

definimos a continuación.

Definición 1.6.1. Sea S un H-espacio donde H es un subrgrupo cerrado

de G. El producto torcido G ×H S es el espacio H-orbital del producto

G×S, cuando G×S se considera como un H-espacio con respecto a la acción

h · (g, s) = (gh−1, hs). Los elementos de G×H S se denotan por [g, s].

Observamos lo siguiente:

1. [g, s] = [g′, s′] ⇐⇒ existe un h ∈ H tal que g′ = gh−1 y s′ = hs.

2. Podemos considerar G×H S como G-espacio con la acción g′ · [g, s] =

[g′g, s]; además para cualquier H-función f : X → Y , tenemos una G-

función inducida

G×H f : G×H X → G×H Y, [g, x] 7→ [g, f(x)].
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Por lo tanto, tenemos un funtor denominado funtor del producto torcido

G×H − : H-TOP → G-TOP .

3. Para encontrar el grupo de isotroṕıa en un punto del producto torcido

es suficiente utilizar puntos de la forma [e, s]. En este caso afirmamos

que G[e,s] = Hs, en efecto ya que g ∈ G[e,s] ⇐⇒ [e, s] = g[e, s] = [g, s],

lo que significa que para algún h ∈ H, (h−1, h(s)) = (g, s), esto es

g ∈ Hs.

Proposición 1.6.2. [6, Ch. II, Proposition 3.2] Sea H un subgrupo cerrado

de un grupo compacto G y sea X un G-espacio, supongamos que f : X →

G/H es una G-función. Sea A = f−1(eH), entonces A es invariante bajo H y

la función ϕ : G×HA→ X definida por ϕ[g, a] = ga es un G-homeomorfismo.

Definición 1.6.3. Sea X un G-espacio con G compacto, H un subgrupo

cerrado de G y sea P ⊂ X una órbita de tipo G/H. Un tubo alrededor de

P es un G-encaje

ϕ : G×H A→ X

sobre una vecindad abierta de P en X, donde A es un H-espacio.

Definición 1.6.4. Sea X un G-espacio. Sea x ∈ S ⊂ X tal que Gx(S) = S.

Se dice que S es una rebanada en x, si la función

G×Gx S → X,

que env́ıa [g, s] 7→ gs, es un tubo alrededor de G(x).

Teorema 1.6.5. [6, Ch. II, Theorem 4.2] Sea X un G-espacio, sea x ∈ S ⊂

X, y hagamos H = Gx. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. Existe un tubo ϕ : G×H A→ X alrededor de G(x) tal que ϕ[e, A] = S.
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2. S es una rebanada en x.

3. G(S) es una vecindad abierta de G(x) y existe una G-retracción

f : G(S)→ G(x) tal que f−1(x) = S.

El siguiente teorema conocido como “Teorema de rebanada ”, asegura

la existencia de rebanadas para cada punto de un G-espacio completamente

regular, cuando G es un grupo compacto de Lie. Su prueba se debe a Palais.

Teorema 1.6.6. [6, Ch. II, Theorem 5.4] Existe un tubo alrededor de cual-

quier órbita de un G-espacio completamente regular, en donde G es un grupo

compacto de Lie.

La siguiente proposición es una caracterización para los G-espacios con

un solo tipo de órbitas (H), por medio de productos torcidos.

Proposición 1.6.7. [21, Proposición 5.12] Sea G un grupo compacto y X

un G-espacio con un solo tipo de órbitas (H). Entonces la G-función

η : G×N(H) X
H → X

dada por η([g, x]) = gx, es un G-homeomorfismo, donde N(H) es el norma-

lizador de H en G.

Proposición 1.6.8. [21, Proposición 5.13] Sea G un grupo compacto y H

un subgrupo cerrado de G. Entonces para cualquier conjunto H-invariante S

se tiene el G-homeomorfismo

(G×H S)/G ≈ S/H.



Caṕıtulo 2

Extensiones G-fibrantes

Con el objeto de presentar uno de los resultados principales de la tesis,

el Teorema 2.5.2, en este caṕıtulo describimos inicialmente los conceptos

de espacio y extensión G-fibrante. Revisaremos algunas de sus propiedades

básicas. En particular destacamos la existencia de extensiones fibrantes, para

un grupo G y un G-espacio ambos compactos y metrizables, descrita en el

Teorema 2.4.1.

2.1. Espacios y extensiones G-fibrantes

La noción de un espacio G-fibrante puede considerarse como una genera-

lización del concepto de G-ANR. Los espacios y las extensiones G-fibrantes

representan la base de nuestro estudio. Un estudio detallado sobre espacios

G-fibrantes aśı como algunas propiedades y ejemplos, pueden consultarse en

[8] y [14]. En esta sección trabajaremos en la categoŕıa MG.

Definición 2.1.1. Un G-espacio E se llama espacio G-fibrante si, para

cada G-SSDR-mapeo s : A ↪→ X y cada G-función f : A → E, existe una

G-función F : X → E tal que F ◦ s = f .

23
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Notemos que cada espacio G-ANR es un espacio G-fibrante debido al

Teorema 1.4.6(b).

Definición 2.1.2. Si un G-SSDR-mapeo s : E ↪→ Ẽ es tal que Ẽ es un

espacio G-fibrante, entonces se dice que s es una extensión G-fibrante de

E.

Definición 2.1.3. Sea (X,A) un G-par. Una G-deformación infinita

fuerte de X en A es una G-función D : X × [0,∞)→ X que satisface:

(a) D(x, 0) = x para todo x ∈ X,

(b) D(a, t) = a para todo a ∈ A y t ∈ [0,∞),

(c) para cada vecindad invariante U de A en X existe un λ ∈ [0,∞) tal

que D(X × [λ,∞)) ⊆ U.

Un G-encaje cerrado s : A ↪→ X se llama un G-ISDR-mapeo si, existe

una G-deformación infinita fuerte de X en s(A).

Proposición 2.1.4. Si s : E ↪→ Ẽ es una extensión G-fibrante de un G-

espacio compacto metrizable E, entonces s es un G-ISDR-mapeo.

Demostración. Debemos construir una G-función D̃ : Ẽ × [0,∞) → Ẽ .

Podemos considerar una extensión G-fibrante i : E ↪→ Ê de E para la cual

exista una G-deformación infinita D de Ê sobre E (ver por ejemplo [15,

Theorem 3.6]). Como Ê y Ẽ son G-fibrantes y s e i son G-SSDR-mapeos

entonces, existen G-funciones ϕ : Ẽ → Ê y ψ : Ê → Ẽ tales que ϕ ◦ s = i y

ψ ◦ i = s, respectivamente.

Como s : E ↪→ Ẽ es un G-SSDR-mapeo, el encaje ŝ : Ẽ × {0, 1} ∪ E ×

I ↪→ Ẽ × I es también un G-SSDR-mapeo por el Corolario 1.4.7(2). Ahora

definimos la G-función h : Ẽ×{0, 1}∪E×I → Ẽ por h(x̃, 0) = idẼ, h(x̃, 1) =
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ψ ◦ ϕ(x̃) y h(x, t) = s(x) para cada x̃ ∈ Ẽ, x ∈ E y t ∈ I, entonces tenemos

el diagrama

Ẽ × {0, 1} ∪ E × I Ẽ

Ẽ × I

//h

� _

��

ŝ

Como ŝ es G-SSDR-mapeo y Ẽ es G-fibrante, existe una G-homotoṕıa

H : Ẽ × I → Ẽ tal que H ◦ ŝ = h. Por lo tanto, tenemos

H : idẼ ' ψ ◦ ϕ rel. s(E). (2.1.1)

Ahora definimos D̃ : Ẽ × [0,∞) → Ẽ como D̃(x̃, t) = H(x̃, t) para t ∈ [0, 1]

y D̃(x̃, t) = ψ ◦D(ϕ(x̃), t− 1) para t ∈ [1,∞).

Claramente D̃ está bien definida:

D̃(x̃, 1) = H(x̃, 1) = ψ ◦ ϕ(x̃) y D̃(x̃, 1) = ψ ◦D(ϕ(x̃), 0) = ψ ◦ ϕ(x̃).

Finalmente, verifiquemos que se satisfacen las condiciones de la Definición

2.1.3:

1. D̃(x̃, 0) = H(x̃, 0) = idẼ(x̃) = x̃, para todo x̃ ∈ Ẽ.

2. Sea V una vecindad de E en Ẽ, entonces ψ−1(V ) es una vecindad de

E en Ê, como i : E → Ê es un G-ISDR-mapeo entonces existe t0 ≥ 0

tal que D(Ê × [0,∞)) ⊂ ψ−1(V ).

Sea t1 = t0 + 1, entonces para todo x̃ ∈ Ẽ y t ≥ t1

D̃(x̃, t) = ψ ◦D(ϕ(x̃), t− 1) ⊆ ψ(ψ−1(V )) = V.

3. Si a ∈ E y t ∈ [0, 1], entonces D̃(a, t) = H(a, t) = a y si a ∈ E y

t ∈ [1,∞), entonces

D̃(a, t) = ψ ◦D(ϕ(a), t− 1) = ψ ◦D(ϕ(s(a)), t− 1)

= ψ ◦D(i(a), t− 1) = ψ ◦ i(a) = s(a) = a.
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�

Recordemos que dos espacios X y Y son G-homotópicamente equivalen-

tes, si existen G-funciones f : X → Y y g : Y → X tales que g ◦ f ' idX y

f ◦ g ' idY . Aśı, en vista de la expresión (2.1.1) tenemos la siguiente

Observación 2.1.5. Cualesquiera dos extensiones G-fibrantes de un G-espa-

cio E son G-homotópicamente equivalentes.

2.2. Propiedades de G-fibraciones y G-fibrantes

En virtud del Teorema 1.4.6(c) toda G-fibración de espacios G-ANR es

una G-fibración fuerte.

De hecho tenemos una afirmación más general probada en [11] (ver tam-

bién [17, Example (2.2)] para el caso no equivariante).

Proposición 2.2.1. ([11, Proposition A.2]) Sean E y B espacios G-fibrantes.

Cada G-fibración p : E → B es una G-fibración fuerte.

Proposición 2.2.2. Si p : E → B es una G-fibración fuerte tal que B es

G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostración. Sea s : A ↪→ X un G-SSDR-mapeo y sea f : A → E

una función G-equivariante. Deseamos encontrar una G-función F : X → E

tal que F ◦ s = f . Como B es un G-fibrante existe F ′ : X → B tal que

F ′ ◦ s = p ◦ f . Ahora, como p es una G-fibración fuerte, existe una función

G-equivariante F : X → E tal que p ◦ F = F ′ y F ◦ s = f . �

La siguiente proposición afirma que el ĺımite inverso de una sucesión in-

versa de espacios G-ANR enlazados por G-fibraciones (fuertes), es un G-

fibrante. Al mismo tiempo, las proyecciones del ĺımite son G-fibraciones.
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Proposición 2.2.3. Sea E = {Ei, qji } una sucesión inversa de G-espacios

y G-funciones y sea E su ĺımite inverso con las proyecciones qi : E → Ei.

Si para cada i ∈ N, qi+1
i : Ei+1 → Ei es una G-fibración (fuerte) de espacios

G-ANR, entonces E es un espacio G-fibrante y todas las proyecciones qi son

G-fibraciones (fuertes).

Demostración. Ya que cada G-fibración entre espacios G-ANR es una G-

fibración fuerte (y por otra parte cada G-fibración fuerte es una G-fibración)

consideremos sólo el caso de G-fibraciones fuertes.

Dado i ∈ N, tenemos que probar que para todo diagrama conmutativo de

G-funciones

A E

X Ei

//f

� _

��

s

��

qi

//
Fi

donde s es un G-SSDR-mapeo, existe una G-función F : X → E que pre-

serva la conmutatividad. Vamos a construir por inducción, las G-funciones

Fj : X → Ej para j > i como sigue:

si Fj ya está encontrada, definamos Fj+1 de tal manera que el diagrama

siguiente es conmutativo

A Ej+1

X Ej

//
qj+1◦f

��

s

��

qj+1
j

//
Fj

??

Fj+1

Fj+1 existe ya que qj+1
j es una G-fibración fuerte. La familia {Fj}j≥i deter-

mina uńıvocamente una G-función F : X → E tal que qj ◦F = Fj para cada

j ≥ i, en particular, qi◦F = Fi. Por otro lado, como qj◦f = Fj◦s = qj◦(F ◦s)

para cada j ≥ i tenemos f = F ◦ s. Aśı qi es una G-fibración fuerte.
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Por último, ya que E0 es un G-ANR y por tanto es G-fibrante, entonces

E es G-fibrante en virtud de la Proposición 2.2.2. �

Proposición 2.2.4. ([16, Proposition 2.4]) Sea

E ′ E

B′ B

//f ′

��

p′

��

p

//
f

un diagrama pull-back de G-funciones tal que p es una G-fibración (fuerte).

Entonces p′ también es una G-fibracion (fuerte). Además

(a) Si E, B y B′ son G-fibrantes entonces E ′ también lo es.

(b) Si E, B y B′ son G-ANEs entonces E ′ también lo es.

Para un subgrupo normal cerrado N de un grupo G, cada G/N -espacio

X puede considerarse como un G-espacio; si ∗ es la acción de G/N en X,

entonces la acción · de G en X se define por g · x = gN ∗ x. En consecuencia

cada G/N -función entre G/N -espacios siempre puede considerarse como una

G-función. Por lo tanto tenemos un funtor (G/N)-M→ G-M. Este funtor

es adjunto derecho del funtor N -orbital −/N : G-M→ (G/N)-M.

Proposición 2.2.5. Sea N un subgrupo cerrado de un grupo compacto G.

Entonces:

(a) Si E es un G/N-ANR, entonces E es un G-ANR.

(b) Si p : E → B es una G/N-fibración, entonces p es también una G-

fibración.

(c) Si s : A→ X es un G-SSDR-mapeo, entonces el mapeo inducido

s/N : A/N → X/N

es un G/N-SSDR-mapeo.
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(d) Si E es un espacio G/N-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostración. Sea p : E → B una G/N -función y sea s : A ↪→ X un

G-encaje cerrado. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de G-

funciones
A E

A/N

X/N

X B

//f

��

s

''
qA

��

p

��
s/N

77

f/N

''

F/N

//F

77
qX

(a). Como N actúa trivialmente en E, entonces E = E/N y por lo tanto

f/N es la función inducida por f , de modo que s/N y f/N son G/N -

funciones. Además consideraremos cada G-ANR-espacio como un G-

ANE-espacio. Como E es un G/N -ANE-espacio, entonces para alguna

vecindad G/N -invariante U de A/N en X/N , existe una G/N -función

f̄ : U → E tal que f̄ |A/N= f/N .

Sea V = q−1
X (U), afirmamos que V es una vecindad G-invariante de A

en X. En efecto, si a ∈ A entonces qX(a) = qA(a) = N(a) ∈ A/N ⊂ U ,

de modo que a ∈ q−1
X (U) = V y tenemos que A ⊂ V . Además para

g ∈ G y v ∈ V

qX(gv) = gqX(v) = gu, para algún u ∈ U

= gN ∗ u ∈ U

esto último se debe a que U es G/N -invariante. Por lo tanto gv ∈

q−1
X (U) = V .
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Por otro lado (f̄ ◦ qX |V ) : V → E es una G-extensión de f , debido a

que para cada a ∈ A

(f̄ ◦ qX |V )(a) = f̄(qX |V (a)) = f̄(N(a))

= f/N(N(a)) = N(f(a)) = f(a).

Esto significa que E es un G-ANE.

(b). Sea X = A × I y s(a) = (a, 0). Obviamente, (A × I)/N puede identi-

ficarse con (A/N) × I. Si p es una G/N -fibración, entonces existe un

relleno F̄ : (A/N)× I → E, este es una G/N -función que puede consi-

derarse como G-función. En consecuencia, la G-función F̃ : A× I → E,

dada por F̃ = F̄ ◦ qX , es también un relleno del diagrama. Esto prueba

que p es una G-fibración.

(c). De acuerdo al Teorema 1.4.6, para probar que s/N es un G/N -SSDR-

mapeo, debemos probar que existe un relleno F̄ : X/N → E, bajo la

hipótesis de que p es una G/N -fibración de G/N -ANR’s espacios.

Por (a) y (b) p es también una G-fibración de G-ANR’s y, como s es

un G-SSDR-mapeo, existe un relleno F̃ : X → E tal que F̃ ◦ s = f

y p ◦ F̃ = F . Esta G-función induce una función F̄ : X/N → E/N tal

que F̃ = F̄ ◦ qX . De modo que F̄ es el relleno deseado, pues

F̄ ◦ s/N ◦ qA = F̄ ◦ qX ◦ s = F̃ ◦ s = f = f/N ◦ qA

y

p ◦ F̄ ◦ qX = p ◦ F̃ = F = F/N ◦ qX ,

por lo tanto F̄ ◦ s/N = f/N y p ◦ F̄ = F/N .

(d). Para probar que E es un espacio G-fibrante, supongamos que s : ↪→

X es un G-SSDR-mapeo, entonces por (c) s/N es un G/N -SSDR-
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mapeo. Ahora como E es un G/N -fibrante entonces existe una G/N -

función F̄ : X/N → E tal que F̄ ◦s/N = f/N . Evidentemente F̄ puede

considerarse como una G-función, con lo cual definimos la G-función

F̃ : X → E como F̃ = F̄ ◦ qX , y tenemos que

F̃ ◦ s = F̄ ◦ qX ◦ s = F̄ ◦ s/N ◦ qA = f/N ◦ qA = f

por lo tanto E es un espacio G-fibrante. �

Proposición 2.2.6. [7, Proposición 4.1] Sea H un subgrupo cerrado de un

grupo compacto G. Entonces:

(a) Si E es G-ANR y G/H es metrizable, entonces E es H-ANR.

(b) Si p : E → B es una G-fibración, entonces p es una H-fibración.

(c) Si s : A ↪→ X es un H-SSDR-mapeo y G/H es metrizable, entonces la

G-función inducida

G×H S : G×H A→ G×H X

es un G-SSDR-mapeo.

(d) Si E es un espacio G-fibrante y G/H es metrizable, entonces E es

H-fibrante.

La condición “G/H es metrizable ”se ha adicionado en las afirmaciones

(a), (c) y (d) con el propósito de que el G-espacio G ×H X sea metrizable,

cuando el H-espacio X es metrizable (ver [3, Proposition 3]). De este modo

podemos tener un funtor bien definido G ×H − : MH → MG. Observemos

que esta restricción no es necesaria para (b).

Proposición 2.2.7. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo G y

sea p : E → B una G-fibración. Entonces la función inducida p/K : E/K →
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B/K es una G/K-fibración si la proyección K-orbital πB : B → B/K es una

G-fibración.

Demostración. Dado el diagrama conmutativo de G/K-funciones

X E/K

X × I B/K

//f

� _

��

∂0

��

p/K

//
F

(2.2.1)

debemos probar que existe una G/K-homotoṕıa F̂ : X × I → E/K, tal que

F̂ ◦ ∂0 = f y p/K ◦ F̂ = F .

Consideremos el siguiente diagrama de G-funciones

E X̃

B X̃ × I

E/K X

B/K X × I

��

πE

��

p

��

π
X̃

oO

��

∂̃0

oo f ′

��

πB

��

π
X̃
×idI

oo F ′

��

p/K oO

��

∂0

oo
f

oo
F

(2.2.2)

donde:

(a) X̃ junto con las proyecciones f ′ : X̃ → E y πX̃ : X̃ → X es el pull-back

de la triada X
f−→ E/K

πE←− E,

(b) las funciones ∂0 : X̃ ↪→ X̃×I y (πX̃×idI) : X̃×I → X×I están definidas

por ∂̃0(x̃) = (x̃, 0) y πX̃ × idI(x̃, t) = (πX̃(x̃), t), respectivamente,

(c) πE y πB son claramente las proyecciones K-orbitales,
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(d) la G-homotoṕıa F ′ : X̃×I → B es un relleno del diagrama conmutativo

X̃ B

X̃ × I B/G

//p◦f ′

� _

��
∂̃0

��

πB

//
F◦(π

X̃
×idI)

(2.2.3)

Este relleno existe ya que πB es una G-fibración.

Es fácil ver, usando (a)-(c), que el diagrama (2.2.3) es conmutativo ya que

πB ◦ p◦ f ′ = p/K ◦πE ◦ f ′ = p/K ◦ f ◦πX̃ = F ◦∂0 ◦πX̃ = F ◦ (πX̃ × idI)◦ ∂̃0.

Como F ′ es un relleno del diagrama (2.2.3), tenemos F ′ ◦ ∂̃0 = p ◦ f ′ y

πB◦F ′ = F ◦(πX̃×idI), lo que implica la conmutatividad del diagrama (2.2.2).

Notemos que en este diagrama la proyección πX̃ es, en efecto, una proyección

K-orbital en virtud de la Proposición 1.2.7 (ya que está inducida por la

proyección K-orbital πE en el diagrama pull-back). Por lo tanto, la función

πX̃×idI es también una proyección K-orbital. Aśı, todas las flechas verticales

en el diagrama conmutativo (2.2.2) representan proyecciones K-orbitales y,

por consiguiente, podemos decir que el cuadrado inferior de dicho diagrama

está obtenido del cuadrado superior al aplicar el funtor de proyección K-

orbital; en particular, f = f ′/K, F = F ′/K y ∂0 = ∂̃0/K.

Como p es una G-fibración, existe una G-homotoṕıa F̃ : X̃ × I → E tal

que p ◦ F̃ = F ′ y F̃ ◦ ∂̃0 = f ′. De ello, concluimos que p/K ◦ F̃ /K = F ′/K

y F̃ /K ◦ ∂̃0/K = f ′/K, o bien, p/K ◦ F̃ /K = F y F̃ /K ◦ ∂0 = f . En otras

palabras, la G/K-función F̂ = F̃ /K : X × I → E/K es el relleno deseado

del diagrama (2.2.1). �
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2.3. G-ANR-resoluciones

De especial importancia para nuestro trabajo, es el concepto de G-ANR-

resolución de un G-espacio compacto. Este concepto es la base de la prueba

de la existencia de extensiones G-fibrantes.

Definición 2.3.1. Sea E un G-espacio compacto y sea E = {Ei, qji } una

sucesión inversa de G-espacios y G-funciones. Un cono q = {qi} : E → E

(es decir, una familia {qi : E → Ei} tal que qji ◦ qj = qi, para j ≥ i) se llama

G-resolución de E si:

(i) (E, {qi}) = ĺım
←−

E,

(ii) la familia de proyecciones {qi : E → Ei} satisface la siguiente condi-

ción: para cada i y cualquier vecindad abierta invariante U de qi(E) en

Ei, existe j ≥ i tal que qji (Ej) ⊆ U .

Cuando todos los G-espacios Ei son G-ANR’s, se dirá que q : E → E es

una G-ANR-resolución de E.

Veremos que las G-ANR-resoluciones existen para G-espacios compactos

metrizables; para ello probaremos la siguiente proposición.

Proposición 2.3.2. Sea E un subconjunto compacto invariante de un G-

espacio metrizable M , donde G es un grupo compacto de Hausdorff. Entonces

E tiene una base numerable de vecindades {Wi}i∈N abiertas e invariantes en

M tales que Wi+1 ⊆ Wi, para cada i.

En otras palabras, el cono {ui} : E → {Wi, u
j
i} es una G-resolución,

donde ui : E ↪→ Wi y uji : Wj ↪→ Wi, para j ≥ i, son inclusiones.

Demostración. Sea d una métrica invariante en el G-espacio M compatible

con su topoloǵıa; tal métrica existe ya que G es un grupo compacto de Haus-

dorff (ver [21, Teorema 5.22]). Recordemos que d satisface, por definición, la
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siguiente condición: d(gx, gy) = d(x, y) para cada par de puntos x, y ∈ M y

todo g ∈ G.

Para cada n ∈ N definimos Wn = {x ∈ M | d(x,E) < 1/n}, en donde

d(x,E) = inf{d(x, y) | y ∈ E}. Es claro que {Wi}i∈N forma una familia

numerable de vecindades abiertas de E en M tales que Wi+1 ⊆ Wi. Como la

métrica en M es invariante, Wi es G-invariante para cada i. En efecto, para

g ∈ G y x ∈ Wi, tenemos

d(gx,E) = infy∈Ed(gx, y) = infy∈Ed(x, g−1y) = d(x,E) < 1/n

por lo tanto gx ∈ Wi para cada i.

Resta probar que para cada vecindad abierta U de E en M , existe n ∈ N

tal que Wn ⊂ U . Como E es compacto métrico, para la cubierta abierta

U = {U} de E existe ε > 0 (el número de Lebesgue de U) tal que B(x, ε) =

{y ∈ M | d(y, x) < ε} ⊂ U , para todo punto x ∈ E. Sea n ∈ N tal que

1/n < ε. Ahora, si y ∈ Wn, tenemos d(y, z) < 1/n para algún punto z ∈ E.

Por consiguiente, y ∈ B(z, 1/n) ⊂ B(z, ε) ⊂ U y concluimos que Wn ⊂ U .

Claramente,
⋂
i∈NWi = E (si x /∈ E, entonces Wi ⊂ M \ {x} para

algún i). Por otro lado, podemos considerar
⋂
i∈NWi como el ĺımite inverso

de {Wi, u
j
i} de modo que el cono {ui : E ↪→ Wi}i∈N satisface obviamente

la propiedad universal del ĺımite inverso. Aśı, ĺım
←−
{Wi, u

j
i} = (E, {ui}). La

condición (ii) de la Definición 2.3.1 se cumple por la misma definición de una

base de vecindades. �

Si en la Proposición 2.3.2, M es un G-ANR, entonces todos los G-

subconjuntos Wi son también ANR’s ya que son abiertos. Se sabe que cada

G-espacio compacto metrizable puede considerarse como un G-subconjunto

cerrado de un G-AR-espacio; con ello hemos probado el siguiente resultado

(ver también [5, Theorem 1]).



36 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES G-FIBRANTES

Teorema 2.3.3. Sea G un grupo compacto de Hausdorff, entonces cada G-

espacio compacto metrizable admite una G-ANR-resolución.

En realidad, en nuestro trabajo estamos interesados en la descripción de

resoluciones especiales de G-espacios libres. En la demostración del Teorema

2.3.5, el resultado principal de esta sección, usaremos el siguiente lema simple.

Lema 2.3.4. Si G es un grupo compacto de Lie, entonces cualquier G-espacio

metrizable libre X, puede considerarse como un subconjunto cerrado invarian-

te de algún G-ANR-espacio libre.

Demostración. El G-espacio X, por ser metrizable, puede considerarse co-

mo un subespacio cerrado e invariante de algún G-AR-espacio M (ver [1,

Theorem 13]). Como G es un grupo compacto de Lie, por el Teorema 1.6.6

existe un tubo alrededor de cada órbita del G-espacio M . En particular, para

cada x ∈ X, la órbita G(x) es un G-retracto de alguna vecindad abierta e

invariante Ux de G(x) en M , y por lo tanto el G-espacio Ux es libre ya que

G(x) lo es.

Sea U =
⋃
x∈X Ux. Entonces U es una vecindad invariante de X en M y

la acción de G en U es libre, más aún, ya que U es un subconjunto abierto

de un G-AR, entonces es un G-ANR-espacio. Con esto se prueba el lema. �

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo compacto metrizable y sea {Ni}i∈N cual-

quier sucesión pro-Lie de subgrupos de G. Si un G-espacio compacto metri-

zable E es libre, entonces E admite una G-ANR-resolución {qi} : E → E,

tal que en E = {Ei, qji } cada Ei es un G/Ni-espacio libre.

Demostración. De acuerdo con la Proposición 1.2.5 podemos representar

al espacio E como

(E, {pi}) = lim←−{E/Ni, p
j
i}
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donde Ni es un subgrupo normal cerrado de G y G/Ni es un grupo compacto

de Lie para cada i. Además, como el G-espacio E es libre, cada E/Ni es

un G/Ni-espacio libre. Por el Lema 2.3.4, E/Ni puede considerarse como

un subconjunto invariante y cerrado de algún G/Ni-ANR-espacio libre Ui el

cual, por la Proposición 2.2.5, es claramente un G-ANR-espacio.

Para cada i encontramos una vecindad invariante y abierta Vi de E/Ni en

Ui por inducción como sigue: Sea V0 = U0 y supongamos que Vi está dada.

Como Vi es abierto en el G-ANR-espacio Ui, es también un G-ANR (y por

lo tanto un G-ANE), de modo que para la G-función

E/Ni+1

pi+1
i−→ E/Ni ↪→ Vi

existe unaG-extensión f i+1
i : U → Vi en una vecindad invariante U de E/Ni+1

en Ui+1. En este caso hacemos Vi+1 = U . De este modo obtenemos la sucesión

inversa {Vi, f ji } con f ji = f i+1
i ◦ f i+2

i+1 ◦ ... ◦ f
j
j−1 para j > i y f ii = idVi .

Usando la Proposición 2.3.2, obtenemos una colección {W (j)
i }i,j∈N de G-

espacios tales que para cada i, la subfamilia {W (j)
i }j∈N es una base de vecin-

dades abiertas e invariantes de E/Ni en Vi, y además W
(j+1)
i ⊆ W

(j)
i para

todo j.

Ahora elegimos una nueva colección de G-espacios {Y (j)
i }i,j∈N por in-

ducción como sigue: Sea Y
(j)

0 = W
(j)
0 para todo j, es decir, {Y (j)

0 }j∈N =

{W (j)
0 }j∈N. Ahora supongamos que para i ∈ N, la familia {Y (j)

i }j∈N ya está da-

da. Entonces definimos la familia {Y (j)
i+1}j∈N haciendo

Y
(j)
i+1 = (f i+1

i )−1(Y
(j)
i ) ∩W (j)

i+1

para cada j ∈ N. Aśı obtenemos la familia {Y (j)
i }i,j∈N de G-espacios que

satisface las siguientes condiciones:

(1) para cada i ∈ N, {Y (j)
i }i,j∈N es una base vecindades de E/Ni en Vi tal

que Y
(j+1)
i ⊆ Y

(j)
i ,
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(2) f i+1
i (Y

(j)
i+1) ⊆ Y

(j)
i para todos i, j ∈ N.

Además, cada Y
(j)
i como G/Ni-espacio es libre ya que es un subconjunto

invariante del G/Ni-espacio libre Vi. Notemos también que de la condición

(2) tenemos fki (Y
(j)
k ) = fk−1

i (fkk−1(Y
(j)
k )) ⊆ fk−1

i (Y
(j)
k−1), para k > i. Por

consiguiente,

fki (Y
(j)
k ) ⊆ fk−1

i (Y
(j)
k−1) ⊆ fk−2

i (Y
(j)
k−2) ⊆ .... ⊆ f ii (Y

(j)
i ) = Y

(j)
i ,

y en particular,

f ji (Y
(j)
j ) ⊆ Y

(j)
i ⊆ Y

(i)
i , (2.3.1)

para j ≥ i.

Ahora podemos construir una nueva sucesión inversa E = {Ei, qji } de G-

espacios y G-funciones. Para ello, hacemos Ei = Y
(i)
i , para cada i, y definimos

qji : Ej → Ei por qji (z) = f ji (z), para j ≥ i y z ∈ Ei, tomando en cuenta que

f ji (Ej) ⊆ Ei en virtud de (2.3.1). Sea (Z, {qi}) = lim←−{Ei, q
j
i } y veamos que

de hecho Z = E.

Consideremos el diagrama

E0 E1
... Ei Ei+1 ...

E/N0 E/N1
... E/Ni E/Ni+1

...

oo
q10 oo oo oo

qi+1
i oo

?�

OO
v0

?�

OO
v1

oo
p10 oo oo

?�

OO
vi

?�

OO
vi+1

oo
pi+1
i oo

(2.3.2)

donde vi : E/Ni ↪→ Ei son inclusiones. Este diagrama es conmutativo según

la definición de f i+1
i y, por consiguiente, de qi+1

i . La familia {vi ◦ pi}i∈N es un

cono sobre {Ei, qji } y, por la propiedad universal del ĺımite inverso, induce

una G-función única v : E → Z tal que qi ◦ v = vi ◦ pi para todo i ∈ N.

Como todas las funciones vi son inyectivas, la función v es inyectiva tam-

bién. En efecto, si v(y) = v(y′), para y, y′ ∈ E, entonces

pi(y) = vi(pi(y)) = qi(v(y)) = qi(v(y′)) = vi(pi(y
′)) = pi(y

′)
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para cada i, lo que es posible sólo en el caso y = y′.

Veamos ahora que la función v es sobreyectiva. Sea z ∈ Z y supongamos

que existe i ∈ N tal que zi = qi(z) /∈ vi(E/Ni) = E/Ni. Recordemos que

{Y (j)
i }i,j∈N es una base vecindades de E/Ni en Vi de modo que zi /∈ Y (j)

i para

algún j > i. Pero por otro lado, zi = qji (qj(z)) ∈ qji (Ej) = f ji (Y
(j)
j ) ⊆ Y

(j)
i ,

según (2.3.1); lo cual es una contradicción. Resulta que para cada i, zi =

qi(z) ∈ E/Ni. Claramente,

pji (zj) = vi(p
j
i (zj)) = qji (vj(zj)) = qji (zj) = qi(zi) = zi

es decir, pji (zj) = zi cuando j ≥ i. Por lo tanto, la sucesión {zi}i∈N determina

un único punto y ∈ E tal que pi(y) = zi para todo i. Por consiguiente,

qi(v(y)) = vi(pi(y)) = vi(zi) = zi = qi(z) para todo i, lo que implica que

v(y) = z. Con ello concluimos que la G-función v : E → Z es sobreyectiva

y, por lo anterior, es biyectiva. De hecho, v es un homeomorfismo y, por

tanto, un G-homeomorfismo ya que E es compacto. Por medio de este G-

homeomorfismo podemos identificar E con Z (es decir, asumir que y ≡ v(y)

para todo y ∈ E) y escribir E = Z.

Finalmente veremos que {qi} : E → E es unaG-ANR-resolución de E. Ya

hemos probado que (E, {qi}) = ĺım
←−

E. Ahora supongamos que están dados i

y una vecindad abierta e invariante U de qi(E) en Ei. Se cumple que qi(E) =

E/Ni de modo que qi(E) = qi(v(E)) = vi(pi(E)) = vi(E/Ni) = E/Ni. Ya

que U es de hecho una vecindad abierta de E/Ni en Vi, existe j ≥ i tal que

Y
(j)
i ⊆ U . De la expresión (2.3.1) tenemos qji (Ej) = f ji (Y

(j)
j ) ⊆ Y

(j)
i ⊆ U ,

con lo cual {qi} satisface la condición (ii) de la Definición 2.3.1.

Por último para cada i, Ei es un G-ANR y libre como un G/Ni-espacio

por ser un subconjunto invariante y abierto de Vi. �
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2.4. Existencia de extensiones G-fibrantes

Sea E = {Ei, qji } una sucesión inversa de G-espacios. En vista del Teore-

ma 1.5.4, podemos construir inductivamente un diagrama conmutativo de la

siguiente manera: En primer lugar hacemos Ẽ0 = E0 y s0 = idE0 , enseguida

factorizamos q1
0 con lo que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

coCyl(q1
0)

E0 E1

zz

q̃10
dd sE1

oo
q10

(2.4.1)

donde q̃1
0 es un G-fibración y sE1 es un G-SDR-mapeo. Ahora hacemos

Ẽ1 = coCyl(q1
0) y s1 = sE1 , y observamos que debido al diagrama (2.4.1)

el siguiente diagrama

Ẽ0 Ẽ1

E0 E1

oo
q̃10

OO

s0=idE0

OO

s1

oo
q10

es conmutativo. Ahora consideramos la G-función s1 ◦ q2
1 : E2 → Ẽ1 y nueva-

mente la factorizamos para obtener el siguiente diagrama conmutativo

coCyl(s1 ◦ q2
1)

Ẽ1 E2

zz

q̃21
dd

sE2

oo
s1◦q21

(2.4.2)

donde q̃2
1 es una G-fibración y sE2 es un G-SDR-mapeo. Entonces al renom-

brar como Ẽ2 = coCyl(s1 ◦ q2
1) y s2 = sE2 , por el diagrama (2.4.2) tenemos

nuevamente un diagrama conmutativo

Ẽ1 Ẽ2

E1 E2

oo
q̃21

OO

s1

OO

s2

oo
q21
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En general, supongamos que están dados Ẽi y si : Ei → Ẽi, entonces tomamos

la G-función si◦qi+1
i : Ei+1 → Ẽi y la factorizamos como si◦qi+1

i = q̃i+1
i ◦sEi+1

,

donde sEi+1
: Ei+1 → coCyl(si ◦ qi+1

i ) es un G-SDR-mapeo y

q̃i+1
i : coCyl(si ◦ qi+1

i )→ Ẽi

es una G-fibración.

Si hacemos Ẽi+1 = coCyl(si ◦ qi+1
i ) y si+1 = sEi+1

entonces tenemos que

si ◦ qi+1
i = q̃i+1

i ◦ si+1. Aśı, hemos construido el diagrama conmutativo de

G-funciones

Ẽ0 Ẽ1 Ẽ2
... Ẽi Ẽi+1

...

E0 E1 E2
... Ei Ei+1 ...

oo
q̃10 oo

q̃21 oo oo oõ
qi+1
i oo

?�

OO
s0=idE0

?�

OO
s1

oo
q10

?�

OO
s2

oo
q21 oo oo

?�

OO
si

?�

OO
si+1

oo
qi+1
i oo

donde q̃i+1
i es una G-fibración y si es un G-SDR-mapeo para cada i.

Denotemos por el śımbolo F(E) el ĺımite inverso de la sucesión inversa

{Ẽi, q̃ji }, y sea {q̃i : F(E)→ Ẽi} la familia de proyecciones correspondientes,

es decir,

(F(E), {q̃i}) = lim←−{Ẽi, q̃
j
i }.

Ahora, sea (E, q) = lim←−E donde q = {qi : E → Ei}. Notemos que la familia

{si ◦ qi : E → Ẽi} es un cono sobre {Ẽi, q̃ji } y, por la propiedad universal del

ĺımite inverso, existe una única G-función sq : E ↪→ F(E), tal que

q̃i ◦ sq = si ◦ qi, (2.4.3)

para cada i ∈ N.

Teorema 2.4.1. Sea G un grupo compacto metrizable y E un G-espacio

compacto y metrizable. Supongamos que {qi} : E → E, E = {Ei, qji }, es una

G-ANR-resolución de E. Entonces:
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(1) F(E) es un espacio G-fibrante,

(2) el G-encaje inducido sq : E ↪→ F(E) es un G-ISDR-mapeo.

Por lo tanto, sq es una extensión G-fibrante de E.

Demostración.

A partir de ahora denotemos a F(E) como Ẽ y sq como s, es decir,

Ẽ = F(E) y s = sq.

Probemos el inciso (1). Por la Proposición 1.5.3 el G-espacio Ẽi es un G-

ANR para cada i, y como cada q̃i+1
i es una G-fibración, por la Proposición

2.2.3 Ẽ es un espacio G-fibrante.

Para probar el inciso (2), consideremos los G-subconjuntos Xi = q̃−1
i (si(Ei))

de Ẽ. Notemos que la familia {Xi}i∈N tiene las siguientes propiedades:

(i) Ẽ = X0 ⊇ X1 ⊇ ... ⊇ Xi ⊇ Xi+1 ⊇ ... ⊇ s(E),

(ii) para cada vecindad invariante U de s(E) en Ẽ existe un j tal que

Xj ⊆ U .

Probemos cada una de estas propiedades:

(i) Ya que s0 = idE0 se cumple que s0(E0) = Ẽ0, de modo que X0 =

q̃−1
0 (s0(E0)) = q̃−1

0 (Ẽ0) = Ẽ. Por (2.4.3) para cada i, q̃i(s(E)) = si(qi(E)) y

por tanto s(E) ⊆ q̃−1
i (si(qi(E))) ⊆ q̃−1

i (si(Ei)) = Xi.

Dado i, verifiquemos que Xi+1 ⊆ Xi: x̃ ∈ q̃−1
i+1(si+1(Ei+1)) ⇒

⇒ q̃i+1(x̃) ∈ si+1(Ei+1)⇒ q̃i+1
i (q̃i+1(x̃)) ∈ q̃i+1

i (si+1(Ei+1))⇒

⇒ q̃i(x̃) ∈ si(qi+1
i (Ei+1)) ⊂ si(Ei) ⇒ x̃ ∈ q̃−1

i (si(Ei)), por lo tanto tenemos

la inclusión deseada.

(ii) Usando la compacidad de s(E), encontraremos un ı́ndice i y una vecindad

invariante V de q̃i(s(E)) en Ẽi, tal que q̃−1
i (V ) ⊆ U .



2.4. EXISTENCIA DE EXTENSIONES G-FIBRANTES 43

Para cada x̃ ∈ s(E) existe un ix̃ y un conjunto abierto Wix̃ en Ẽix̃ , tal que

x̃ ∈ q̃−1
ix̃

(Wix̃) ⊆ U , pues los conjuntos de la forma q̃−1
i (W ), donde W es un

abierto en Ẽi, forman una base de la topoloǵıa de Ẽ.

La familia {q̃−1
ix̃

(Wix̃)}x̃∈s(E) es una cubierta abierta de s(E) y, como s(E) es

compacto, existe una subcubierta abierta finita {q̃−1
ik

(Wik)}mk=1 que cubre a

s(E). Sea i = max{ik : k = 1, . . . ,m} y W =
⋃m
k=1(q̃iik)

−1(Wik), es claro que

W es abierto en Ẽi. Ahora escribimos

q̃−1
i (W ) = q̃−1

i

(
m⋃
k=1

(q̃iik)
−1(Wik)

)
=

m⋃
k=1

q̃−1
i ◦ (q̃iik)

−1(Wik)

=
m⋃
k=1

(q̃iik ◦ q̃i)
−1(Wik) =

m⋃
k=1

(q̃ik)
−1(Wik)

por lo tanto s(E) ⊆ q̃−1
i (W ) ⊆ U , de modo que W es una vecindad abierta de

q̃i(s(E)). Por otra parte, ya que G es compacto entonces por [21, Proposición

5.3], q̃i(s(E)) tiene una vecindad invariante V en Ẽi tal que V ⊆ W , lo que

implica q̃−1
i (V ) ⊆ q̃−1

i (W ) ⊆ U . Por (2.4.3), si(qi(E)) = q̃i(s(E)) ⊆ V y con

ello s−1
i (V ) es una vecindad invariante de qi(E) en Ei.

Ahora, como {qi} : E → {Ei, qji } es una G-ANR-resolución de E, existe un

j ≥ i tal que qji (Ej) ⊆ s−1
i (V ), por lo tanto escribimos

Xj = q̃−1
j (sj(Ej)) ⊆ q̃−1

i (q̃ji (sj(Ej))) = q̃−1
i (si(q

j
i (Ej))

⊆ q̃−1
i (si(s

−1
i (V ))) = q̃−1

i (V ) ⊆ U,

con esto probamos la segunda propiedad.

Ahora sea i ∈ N. Por las Proposiciones 2.2.3 y 1.3.4, q̃i : Ẽ → Ẽi es

una G-fibración regular. Como si(Ei) ↪→ Ẽi es un G-SDR-mapeo y Xi =

q̃−1
i (si(Ei)), el encaje Xi ↪→ Ẽ es también un G-SDR-mapeo en virtud de la

Proposición 1.3.5. En otras palabras, existe una G-deformación fuerte Di :

Ẽ × I → Ẽ de Ẽ en Xi que satisface, según la definición, las siguientes

condiciones:
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(a) Di(x̃, 0) = x̃, para todo x̃ ∈ Ẽ,

(b) Di(x̃, 1) ∈ Xi, para todo x̃ ∈ Ẽ,

(c) Di(x̃, t) = x̃, para todo x̃ ∈ Xi y t ∈ I.

Usaremos la familia de G-deformaciones {Di : Ẽ×I → Ẽ}i∈N para definir

una función D̃ : Ẽ × [0,∞)→ Ẽ como sigue:

D̃(x̃, t) = Di(Di+1(x̃, t− i), 1) cuando t ∈ [i, i+ 1].

Veamos que D̃ está bien definida. Supongamos que

(x̃, t) ∈ (Ẽ × [i− 1, i]) ∩ (Ẽ × [i, i+ 1]),

en particular, t = i. Considerando t ∈ [i − 1, i], según la definición de D̃

tenemos

D̃(x̃, t) = Di−1(Di(x̃, t− (i− 1)), 1) = Di−1(Di(x̃, 1), 1) = Di(x̃, 1),

ya que Di(x̃, 1) ∈ Xi ⊂ Xi−1.

Por otro lado, si consideramos que t ∈ [i, i+ 1] entonces

D̃(x̃, t) = Di(Di+1(x̃, 0), 1) = Di(x̃, 1),

y aśı D̃ está bien definida. Esto implica que D̃ es continua. En efecto, las

restricciones D̃|Ẽ×[i,i+1] son obviamente continuas y además la familia

{Ẽ×[i, i+1]}i∈N es una cubierta cerrada de Ẽ×[0,∞); con ello D̃ es continua

en virtud de [19, Proposition 2.1.13]. De hecho D̃ es una G-función pues todas

las funciones Di son G-funciones.

Finalmente veamos que D̃ es una G-deformación infinita fuerte de Ẽ

sobre s(E). En primer lugar D̃(x̃, 0) = D1(D2(x̃, 0), 1) = D1(x̃, 1) = x̃, para

todo x̃ ∈ Ẽ. Como s(E) ⊂ Xi para cada i, tenemos Di(x̃, t) = x̃ para todo
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x̃ ∈ s(E) y t ∈ I. Por consiguiente, si x̃ ∈ s(E) y t ∈ [i, i + i], entonces

D̃(x̃, t) = Di(Di+1(x̃, t− i), 1) = Di(x̃, 1) = x̃, es decir, para todo t ∈ [0,∞),

D̃(x̃, t) = x̃.

Por último, supongamos que U es una vecindad invariante de s(E) en Ẽ.

Por la propiedad (ii) podemos encontrar un j tal que Xj ⊆ U . Sea (x̃, t) ∈

Ẽ× [j,∞). Entonces t ∈ [i, i+ 1] para algún i ≥ j. Ya que Di(Ẽ×{1}) = Xi

(por las condiciones (b) y (c) para Di), tenemos

D̃(x̃, t) = Di(Di+1(x̃, t− i), 1) ∈ Xi ⊆ Xj

y de ello Ẽ × [j,∞) ⊆ Xj ⊆ U .

En consecuencia D̃ es una G-deformación infinita fuerte de Ẽ sobre s(E).

En particular, s : E → Ẽ es un G-ISDR-mapeo. �

Como cada G-espacio compacto metrizable, en virtud del Teorema 2.3.3,

admite una G-ANR-resolución, entonces aplicando el Teorema 2.4.1 tenemos

el siguiente resultado:

Corolario 2.4.2. Cada G-espacio compacto metrizable E, admite una ex-

tensión G-fibrante.

2.5. Extensiones G-fibrantes libres

Lema 2.5.1. Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G

tal que el grupo cociente G/N es un grupo de Lie. Supongamos que E es un

G/N-espacio libre. Si consideramos E también como un G-espacio (bajo la

acción de G v́ıa G→ G/N), entonces para cada subgrupo normal cerrado K

de G, la proyección K-orbital E → E/K es una G-fibración.

Demostración. Supongamos primero que N = {e}, es decir, que E es un G-

espacio libre y G es un grupo compacto de Lie. Para probar que q : E → E/K
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es una G-fibración vamos a usar la Proposición 1.3.6. Para cada g ∈ G sea

αg : K → K el automorfismo k 7→ gkg−1. Definamos la acción derecha · de

K en E por y · k = k−1y, donde k ∈ K y y ∈ E. Claro que esta acción es

libre. Como

g(y · k) = gk−1y = (gkg−1)−1gy = (gy) · (gkg−1) = (gy) · αg(k)

podemos afirmar que E → E/K es una G-fibración en virtud de la Proposi-

ción 1.3.6. Notemos que E/K es tanto el espacio K-orbital de E respecto a la

acción izquierda dada, como el espacio K-orbital respecto a la acción derecha

·, mientras que la acción de G en E/K se define por g(K(y)) = K(gy).

Volvemos al caso general. Recordemos que la acción · de G en E v́ıa

π : G → G/N , g 7→ gN , está dada por g · y = π(g)y. Por lo tanto, las

π(K)-órbitas de E coinciden con las K-órbitas de E cuando consideramos a

E como un G-espacio:

K · y = {k · y | k ∈ K} = {π(k) · y | k ∈ K} = π(K)(y)

para todo y ∈ E. Notemos que π(K) = KN/N es un subgrupo normal

cerrado de G/N . Aśı, la proyección K-orbital E → E/K (considerando E

como un G-espacio) es la proyección KN/N -orbital E → E/(KN/N) que es

una G/N -fibración según la primera parte de la demostración. Por lo tanto,

concluimos que E → E/K es una G-fibración de acuerdo con la Proposición

2.2.5(b). �

Teorema 2.5.2. Sea G un grupo compacto metrizable y sea E un G-espacio

compacto metrizable y libre. Si s : E ↪→ Ẽ es cualquier extensión G-fibrante

de E, entonces Ẽ es un G-espacio libre y, para cada subgrupo normal cerrado

K de G, la función inducida s/K : E/K ↪→ Ẽ/K es una extensión G/K-

fibrante de E/K.
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Demostración. Primero, probaremos la afirmación de nuestro teorema para

la extensión G-fibrante s : E ↪→ Ẽ dada por el Teorema 2.4.1. En este caso,

{qi} : E → E = {Ei, qji } es una G-ANR-resolución que satisface el Teorema

2.3.5. En particular, Ei es un G/Ni-espacio libre para todo i mientras que

{Ni}i∈N es cualquier sucesión pro-Lie de subgrupos de G.

Recordemos que (Ẽ, {q̃i}) = lim←−{Ẽi, q̃
j
i } y el encaje s : E ↪→ Ẽ está in-

ducido por los G-SDR-mapeos si : Ei ↪→ Ẽi tales que si ◦ qi+1
i = q̃i+1

i ◦ si+1

para todo i.

Como cada si es un G-SDR-mapeo, existen G-funciones ri : Ẽi →: Ei

tales que ri ◦ si = idEi y, según la Proposición 1.1.7, para cada i, Ẽi es un

G/Ni-espacio libre tanto como Ei. Si consideramos a Ẽi como un G-espacio,

los grupos de isotroṕıa de todos sus puntos son iguales a Ni. Sea z ∈ Ẽ,

entonces (de nuevo por la Proposición 1.1.7) se cumple Gz ⊆ Gq̃i(z) = Ni

para cada i, donde q̃i : Ẽ → Ẽi es la proyección natural. Pero
⋂
i∈N

Ni = {e}

y, por lo tanto, Gz = {e} para cada punto z ∈ Ẽ. Aśı, concluimos que el

G-espacio Ẽ es libre.

Ahora, para probar que el G/K-espacio Ẽ/K es G/K-fibrante, notemos

que, según la Proposición 1.2.3,

Ẽ/K = lim←−{Ẽi/K, q̃
j
i /K}.

En virtud del Lema 2.5.1 la proyección K-orbital πẼi : Ẽi → Ẽi/K es una

G-fibración para cada i, y como cada q̃i+1
i es una G-fibración, concluimos,

utilizando la Proposición 2.2.7, que q̃i+1
i /K es una G/K-fibración para cada

i. Adicionalmente, cada Ẽi/K es un G/K-ANR-espacio ya que cada Ẽi es

un G-ANR-espacio (ver [1, Theorem 1]). Por la Proposición 2.2.3, Ẽ/K es

un espacio G/K-fibrante.

Por último, s/K es un G/K-SSDR-mapeo en virtud de la Proposición

2.2.5(c) ya que s es, por hipótesis, un G-SSDR-mapeo. Con esto probamos



48 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES G-FIBRANTES

que s/K es una extensión G/K-fibrante de E/K.

En segunda instancia, probaremos nuestro teorema, usando s : E ↪→ Ẽ,

para una extensión G-fibrante de E arbitraria, digamos s′ : E ↪→ E ′. Por

la Observación 2.1.5 existe una G-equivalencia homotópica α : E ′ → Ẽ. Sea

β : Ẽ → E ′ un inverso homotópico de α y sea D : E ′ × I → E ′ una G-

homotoṕıa tal que D0 = β ◦α y D1 = idE′ . Notemos que, por la Proposición

1.1.7, E ′ es un G-espacio libre igual que Ẽ debido a la existencia de la G-

función α : E ′ → Ẽ.

Consideramos el siguiente diagrama

A E ′/K Ẽ/K

X

//f

� _

��

σ

//
α/K

(2.5.1)

de G/K-funciones en donde σ es un G/K-SSDR-mapeo arbitrario. A fin de

mostrar que E ′/K es G/K-fibrante, debemos encontrar una G/K-función

ϕ : X → E ′/K tal que ϕ ◦ σ = f .

Notemos que, como Ẽ/K esG/K-fibrante, existe unaG/K-función h : X →

Ẽ/K tal que h ◦ σ = (α/K) ◦ f , en el diagrama (2.5.1). Sean

X̃ Ẽ Ã E ′

X Ẽ/K A E ′/K

//h̃

��

π
X̃

��

π
Ẽ

//f̃

��

π
Ã

��

πE′

//h //f

(2.5.2)

los diagramas pull-back de las triadas X
h−→ Ẽ/K

π
Ẽ←− Ẽ y A

f−→ E ′/K
πE′←−

E ′, respectivamente, donde πẼ y πE′ son las proyecciones G/K-orbitales.

Recordemos que, por la Proposición 1.2.7 podemos identificar A y X con

Ã/K y X̃/K respectivamente y, considerar las proyecciones πX̃ y πÃ como
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proyecciones G/K-orbitales. Como

h ◦ (σ ◦ πÃ) = α/K ◦ f ◦ πÃ = α/K ◦ πE′ ◦ f̃ = πẼ ◦ (α ◦ f̃)

las G-funciones α◦ f̃ : Ã→ Ẽ y σ ◦πÃ : Ã→ X inducen una única G-función

σ̃ : Ã→ X̃ tal que h̃◦ σ̃ = α ◦ f̃ y πX̃ ◦ σ̃ = σ ◦πÃ, por la propiedad universal

del pull-back aplicado al diagrama izquierdo (2.5.2).

Por lo anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ã E ′

X̃ Ẽ

A E ′/K

X Ẽ/K

��

π
Ã

��

σ̃

//f̃

��

πE′

��

α

��

π
X̃

//h̃

��

π
Ẽ

��

σ

//f

��
α/K

//h

En este diagrama las flechas verticales son proyecciones K-orbitales y, por

consiguiente, podemos escribir f = f̃/K, h = h̃/K y σ = σ̃/K. Es fácil ver

que σ̃ es un G-encaje cerrado al igual que σ. Claramente, podemos asumir,

sin pérdida de generalidad que, A y Ã son subconjuntos cerrados invariantes

de X y X̃ respectivamente.

Definimos una G-función F : X̃ × 0 ∪ Ã× I → E ′ como sigue: F (x̃, 0) =

(β ◦ h̃)(x̃) para (x̃, 0) ∈ X̃ × 0 y F (ã, t) = D(f̃(ã), t) para (ã, t) ∈ Ã× I. La

G-función F está bien definida debido a que para todo ã ∈ Ã se cumple

(β ◦ h̃)(ã) = (β ◦ h̃)(σ̃(ã)) = (β ◦ α ◦ f̃)(ã) = D(f̃(ã), 0).

Por el Corolario 1.4.7 la inclusión X̃×0∪Ã×I ↪→ X̃×I es unG-SSDR-mapeo

y, ya que por hipótesis E ′ es G-fibrante, entonces existe una G-homotoṕıa

F̂ : X̃ × I → E ′ tal que F̂ |X̃×0∪Ã×I= F .
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Sea ϕ̃ : X̃ → E ′ una G-función dada por ϕ̃ = F̂ (x̃, 1).

Afirmamos que la G/K-función ϕ = ϕ̃/K : X → E ′/K inducida por ϕ̃ es

una función que hace conmutativo al diagrama (2.5.1). De verdad, para cada

ã ∈ Ã, se cumple

ϕ̃ ◦ σ̃(ã) = F̂ (σ̃(ã), 1) = F (ã, 1) = D(f̃(ã), 1) = f̃(ã),

es decir, ϕ̃ ◦ σ̃ = f̃ y, por lo tanto, ϕ ◦ σ = ϕ̃/K ◦ σ̃/K = f̃/K = f .

Finalmente, por la Proposición 2.2.5(c), s′/K : E/K → E ′/K es un G/K-

SSDR-mapeo y por lo tanto s′/K es una extensión G/K-fibrante. �

Corolario 2.5.3. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto

metrizable G. Sea E un G-espacio compacto metrizable y libre. Si E es G-

fibrante, entonces E/K es un espacio G/K-fibrante.

Demostración. Como la G-función identidad idE : E → E es trivialmen-

te un G-SSDR-mapeo, podemos considerar a idE como una extensión G-

fibrante de E. Aśı, aplicando el Teorema 2.5.2, concluimos que idE/K : E/K →

E/K es una extensión G/K-fibrante y, en particular, E/K es un espacio

G/K-fibrante. �



Caṕıtulo 3

Extensiones fibrantes en

Map(G-TOP )

En este caṕıtulo tratamos con la categoŕıa Map(G-TOP ) cuyos objetos

son G-funciones y cuyos morfismos p′ → p son pares (f ′, f) de G-funciones

tales que el diagrama

E ′ E

B′ B

//f ′

��

p′

��

p

//f

(3.0.1)

conmuta. Diremos en este caso que (f, f ′) es un G-morfismo. La categoŕıa

Map(G-M) se define de manera similar, pero sus objetos son G-funciones de

G-espacios metrizables.

En estas categoŕıas podemos introducir en un modo natural conceptos

análogos a las nociones de G-homotoṕıa, G-retracto, G-fibración, cocilindros

equivariantes, entre otros.

51
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3.1. Fibraciones y deformaciones en Map(G-

TOP )

En esta sección comenzamos definiendo el concepto de G-fibración en la

categoŕıa Map(G-TOP ) y damos una caracterización de dicho concepto. En

particular, destacamos la existencia de extensiones fibrantes en la categoŕıa

Map(G-M), dada en el Teorema 3.3.3. Este se utilizará para probar los re-

sultados principales de la tesis, los Teoremas 3.5.1 y 3.6.5.

Sea α = (f ′, f) : p′ → p un morfismo representado por el diagrama

(3.0.1). Si A ⊂ B y F ⊂ E son G-subconjuntos tales que p(F ) ⊂ A, entonces

se puede considerar la restricción q : F → A de p; en este caso escribimos

q ⊂ p. Notemos que p′(f ′−1(F )) ⊆ f−1(A). En efecto ya que si x ∈ p′(f ′−1(F ))

entonces

f(x) ∈ f(p′(f ′−1(F ))) = p(f ′(f ′−1(F ))) = p(F )

⇒ x ∈ f−1(p(F )) ⊆ f−1(A).

De modo que podemos considerar la restricción f ′−1(F ) → f−1(A) de p′,

la cual denotamos por α−1(q), y escribimos α−1(q) ⊂ p′. Similarmente, si

q′ ⊂ p′, q′ : F ′ → A′, entonces α(q′) es la restricción f ′(F ′)→ f(A′) de p.

Si un G-morfismo σ = (s′, s) : q → p es tal que s y s′ son G-encajes,

usaremos la notación σ : q ↪→ p.

Definición 3.1.1. Sea q ⊂ p. Por una G-deformación fuerte de p sobre

q entendemos un par de G-deformaciones fuertes usuales D′ : E × I → E y

D : B × I → B de E y B sobre F y A, respectivamente, las cuales forman

un morfismo p× idI → p en Map(G-TOP ), esto es, están relacionadas por

la igualdad p ◦D′ = D ◦ (p× idI) (donde p× idI : E× I → B× I env́ıa (x, t)
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a (p(x), t)).

Sea σ = (s′, s) : q ↪→ p un morfismo tal que s y s′ son G-encajes. Si existe

una G-deformación fuerte de p sobre σ(q), diremos que σ : q ↪→ p es un

G-SDR-morfismo.

Definición 3.1.2. Un G-morfismo α : p′ → p se llama G-fibrado si, para

cualquier G-función h : X → Y , α tiene la propiedad de levantamiento

derecho con respecto al morfismo δh0 = (∂X0 , ∂
Y
0 ) : h ↪→ h × idI , es decir si

está dado el diagrama conmutativo

h p′

h× idI p

//
� _

��

δh0

��

α

//

entonces existe un morfismo h× idI → p′ como relleno.

Definición 3.1.3. Un G-morfismo α : p′ → p (en Map(G-M)) se llama G-

fibrado fuertemente cuando tiene la propiedad de levantamiento derecho

con respecto a todos los morfismos σ = (s′, s) : h′ → h tales que ambos s y s′

son G-SSDR-mapeos, es decir para cada diagrama

h′ p′

h p

//
� _

��

σ

��
α

//

existe un morfismo h→ p′ como relleno.

Note que para cualquierG-morfismo dado por el diagrama (3.0.1), siempre
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podemos considerar el diagrama conmutativo

E ′

P E

B′ B

''

f ′

��

p′

��

q

//
f̂

��

p̂

��

p

//f

(3.1.1)

donde el cuadrado interno es pull-back, esto es, P (junto con f̂ y p̂) es

el pull-back de la triada B′
f−→ B

p←− E. Por supuesto, la G-función q

está determinada de manera única por el diagrama (3.0.1).

Utilizando el diagrama (3.1.1) damos una caracterización, en la siguiente

proposición, de los morfismos G-fibrados y G-fibrados fuertemente.

Proposición 3.1.4. Sea α : p′ → p un G-morfismo dado por el diagrama

(3.0.1). Entonces α es un morfismo G-fibrado (fuertemente) si y sólo si las

G-funciones f , f ′ y q en el diagrama (3.1.1) son G-fibraciones (fuertes).

Demostración. Probaremos sólo el caso en que f , f ′ y q son G-fibraciones

(el caso de G-fibraciones fuertes se prueba análogamente).

(⇐) Según la Definición 3.1.2, dado el siguiente diagrama conmutativo

en Map(G-TOP )

v p′

v × idI p

//
(u′,u)

� _

��

(∂X0 ,∂
Y
0 )

��

α=(f ′,f)

//
(w′,w)

(3.1.2)

debemos encontrar un relleno (g, h) : v × idI → p′.

Encontraremos un par de G-funciones g : X × I → E ′ y h : Y × I → B′ de

la siguiente forma. En primer lugar, volvemos a escribir el diagrama (3.1.2)
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en forma extendida como

X E ′

Y B′

X × I E

Y × I B

� _

��
∂X0

zz

v

//u′

��

f ′
zz

p′

� _

��

∂Y0

//u

��

f

zz v×idI

//
w′

zz p

//
w

Además, para el morfismo α = (f ′, f) consideramos el diagrama asociado

(3.1.1). Por hipótesis f , f ′ y q son G-fibraciones, en particular, para el dia-

grama conmutativo

Y B′

Y × I B

//u

� _

��

∂Y0

��

f

//
w

existe una G-función h : Y × I → B′ tal que f ◦ h = w y h ◦ ∂Y0 = u.

Para las G-funciones h◦ (v× idI) : X× I → B′ y w′ : X× I → E el diagrama

X × I

P E

B′ B

''

w′

��

h◦(v×idI)
//

f̂

��

p̂

��

p

//f

es conmutativo ya que f ◦h◦(v×idI) = w◦(v×idI) = p◦w′. Entonces por la

propiedad universal del pull-back, existe una G-función única h̃ : X × I → P

tal que p̂◦ h̃ = h◦(v× idI) y f̂ ◦ h̃ = w′. Utilizando h̃ construimos el siguiente
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diagrama de G-funciones

X E ′

X × I P

//u′

� _

��

∂X0

��

q

//
h̃

(3.1.3)

que es conmutativo debido a f̂ ◦ (h̃ ◦ ∂X0 ) = w′ ◦ ∂X0 = f ′ ◦ u′ = f̂ ◦ (q ◦ u′) y

p̂ ◦ (h̃ ◦ ∂X0 ) = h ◦ (v× idI) ◦ ∂X0 = h ◦ ∂Y0 ◦ v = u ◦ v = p′ ◦u′ = p̂ ◦ (q ◦u′) con

lo cual h̃ ◦ ∂X0 = q ◦ u′ (otra vez por la propiedad universal del pull-back).

Como q es una G-fibración, existe una G-función g : X × I → E ′ tal que

g ◦ ∂X0 = u′ y q ◦ g = h̃.

El par α̃ = (g, h) de G-funciones construidas hasta el momento, forman un

morfismo en Map(G-TOP ) de v × idI a p′, ya que h ◦ (v × idI) = p̂ ◦ h̃ =

p̂ ◦ q ◦ g = p′ ◦ g.

Finalmente, como g ◦ ∂X0 = u′, h ◦ ∂Y0 = u, f ◦ h = w y f ′ ◦ g = f̂ ◦ q ◦ g =

f̂ ◦ h̃ = w′, el morfismo α̃ es el relleno del diagrama (3.1.2). Esto prueba que

α es un morfismo G-fibrado.

(⇒) Para probar que la G-función q : E ′ → P en el diagrama (3.1.1) es

una G-fibración supongamos que está dado el diagrama conmutativo (3.1.3)

de G-funciones. Debemos encontrar un relleno Φ : X × I → E ′ para este

diagrama. Construimos el siguiente diagrama
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X E ′

X × I B′

X × I E

X × I × I B

� _

��

∂X0

lL

zz

∂X0

//u′

��

f ′
zz

p′

� _

��

∂X×I0

//p̂◦h̃

��

f

lL

zz

∂X×I0

//
f̂◦h̃

zz
p

//
w

(3.1.4)

donde w : X×I×I → B es tal que w(x, t, τ) = p◦ f̂ ◦ h̃(x, t). Es fácil ver que

el diagrama (3.1.4) es conmutativo y, como (f ′, f) : p′ → p es un morfismo

fibrado, existe un morfismo (Φ,Ψ) : ∂X×I0 → p′ tal que (Φ,Ψ) ◦ (∂X0 , ∂
X×I
0 ) =

(u′, p̂ ◦ h̃) y (f ′, f) ◦ (Φ,Ψ) = (f̂ ◦ h̃, w). En particular, Φ ◦ ∂X0 = u′. Además,

p̂ ◦ (q ◦ Φ) = p′ ◦ Φ = Ψ ◦ ∂X×I0 = p̂ ◦ h̃ y f̂ ◦ (q ◦ Φ) = f ′ ◦ Φ = f̂ ◦ h̃ lo

que implica q ◦ Φ = h̃ por la propiedad universal del pull-back. Aśı Φ es un

relleno del diagrama (3.1.3).

Ahora vamos a probar que la G-función f : B′ → B es una G-fibración.

Sea

X B′

X × I B

//u

� _

��

∂X0

��

f

//
w

(3.1.5)

un diagrama conmutativo. Claramente, podemos extender este diagrama co-
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mo sigue:

∅ E ′

X B′

∅ × I E

X × I B

� _

��

∂∅0

lL

zz

c′

� � //u′

��

f ′
zz

p′

� _

��

∂X0

//u

��

f

lL

zz

c

� � //
w′

zz p

//
w

(3.1.6)

donde ∅ es el conjunto vaćıo (por supuesto, ∅ × I = ∅). De nuevo, como

(f ′, f) : p′ → p es un morfismo fibrado, existe un morfismo (en Map(G-

TOP )) (w̃′, w̃) : c→ p′ tal que (w̃′, w̃)◦ (∂∅0 , ∂
X
0 ) = (u′, u) y (f ′, f)◦ (w̃′, w̃) =

(w′, w). En particular, w̃ ◦ ∂X0 = u y f ◦ w̃ = w, es decir w̃ : X × I → B′ es

un relleno del diagrama (3.1.5). Aśı, f es una G-fibración.

Por último, la G-función f̂ : P → E en el diagrama (3.1.1) es una G-

fibración tanto como f , ya que el cuadrado interno es pull-back. Por consi-

guiente, f ′ es también una G-fibración como composición de las G-fibraciones

q y f̂ . �

Corolario 3.1.5. Sea id∗ la función identidad de un conjunto puntual {∗}

sobre si mismo (con la acción trivial del grupo G). Entonces para cualquier

G-función p tenemos:

(a) p→ id∗ es un morfismo G-fibrado ⇔ p es una G-fibración.

(b) p→ id∗ es un morfismo G-fibrado fuertemente⇔ p es una G-fibración

fuerte de espacios G-fibrantes⇔ p es una G-fibración de espacios G-fibrantes.

Demostración. Sea α = (cE∗ , c
B
∗ ) : p→ id∗ un morfismo dado por el cuadra-

do conmutativo
E ∗

B ∗

//
cE∗

��

p

��

id∗

//
cB∗
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Para el morfismo α el diagrama conmutativo asociado (3.1.1) tiene la

forma
E

B ∗

B ∗

��

q

��

p
''

cE∗

//
cB∗

��
idB

��

id∗

//
cB∗

(desde luego el cuadrado interno es pull-back).

Por la Proposición 3.1.4, α = (cE∗ , c
B
∗ ) es un morfismo G-fibrado si y sólo

si q y cB∗ son G-fibraciones. Como q = p y, además, cB∗ y cE∗ son a priori

G-fibraciones, esto prueba (a).

La demostración de (b) es similar, pero adicionalmente hay que observar

que las funciones constantes cB∗ y cE∗ son G-fibraciones fuertes si y sólo B y

E son espacios G-fibrantes.

Finalmente, por [11, Proposition A.2], si E y B son espacios G-fibrantes,

entonces cada G-fibración E → B es una G-fibración fuerte. �

Diremos también que un morfismo α : p′ → p dado por el diagrama

(3.0.1) es G-fibrado regular si las G-funciones q y f (y por lo tanto f ′) en

el diagrama (3.1.1) son G-fibraciones regulares. Por ejemplo, el morfismo G-

fibrado α representado por el diagrama (3.0.1) es regular si los G-espacios E,

B y B′ son metrizables.

Proposición 3.1.6. Sea α = (f ′, f) : p′ → p un morfismo G-fibrado regular.

Supongamos que para alguna restricción q ⊂ p existe una G-deformación

fuerte de p sobre q. Entonces existe una G-deformación fuerte de p′ sobre

q′ = α−1(q).

Omitimos la prueba de la Proposición 3.1.6 ya que es, en efecto, idéntica

a la demostración de su análogo en G-TOP , la Proposición 1.3.5.
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Proposición 3.1.7. Supongamos que p = {pi, βji } es una sucesión inversa

en Map(G-TOP ) y sea p su ĺımite inverso con las proyecciones βi : p→ pi,

esto es, (p, {βi}) = ĺım
←−

p.

(i) Si p0 es una G-fibración y βi+1
i es un morfismo G-fibrado para cada i,

entonces p es una G-fibración y cada βi es un morfismo G-fibrado.

(ii) Si p0 es una G-fibración fuerte y βi+1
i es un morfismo G-fibrado fuer-

temente para cada i, entonces p es una G-fibración fuerte y cada βi es

un morfismo G-fibrado fuertemente.

Demostración.

Probaremos sólo la afirmación (i); la prueba de (ii) es análoga.

Supongamos que está dado el diagrama conmutativo de G-morfismos

h p

h× idI pi

//ξ

� _

��

δ0

��

βi

//
ϕi

(3.1.7)

Para probar que βi es un morfismo G-fibrado, debemos encontrar un relleno

ϕ : h× idI → p.

Sea ϕk = βik ◦ϕi para cada k ≤ i. Ahora definiremos por inducción los G-

morfismos ϕk : h×idI → pk, para cada k > i, tales que ϕk◦δ0 = βk◦ξ y βk+1
k ◦

ϕk+1 = ϕk como sigue. Supongamos que ϕk, k ≥ j ya está dada. Entonces

definamos ϕk+1 : h× idI → pk+1 como relleno del diagrama conmutativo

h pk+1

h× idI pk

//
βk+1◦ξ

� _

��

δ0

��

βk+1
k

//
ϕk
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Como βk+1
k es un morfismo G-fibrado tal relleno existe. De este modo ob-

tenemos la familia f = {ϕk}k∈N requerida. Claramente f es un cono sobre

p = {pi, βji } y por la propiedad universal del ĺımite inverso induce un G-

morfismo único ϕ : h×idI → p tal que βk◦ϕ = ϕk para todo k; en particular,

βi ◦ ϕ = ϕi. Además, βk ◦ (ϕ ◦ δ0) = (βk ◦ ϕ) ◦ δ0 = ϕk ◦ δ0 = βk ◦ ξ, para

todo k, lo que implica la igualdad ϕ ◦ δ0 = ξ. Con ello ϕ es un relleno del

diagrama (3.1.7).

Para demostrar que p es una G-fibración hay que verificar, en virtud del

Corolario 3.1.5, que p → id∗ es un morfismo G-fibrado, es decir, probar que

cada diagrama de G-funciones

h p

h× idI id∗

//ξ

� _

��

δ0

��
//

(3.1.8)

admite un relleno ξ̃ : h× idI → p.

Como p0 es una G-fibración, es decir p0 → id∗ es un morfismo G-fibrado,

existe un G-morfismo ξ0 : h× idI → p0 que hace conmutativo el diagrama

h p p0

h× idI id∗

//ξ

� _

��
δ0

//β0

��

77

ξ0

//

(3.1.9)

El G-morfismo β0 : p→ p0 es un morfismo G-fibrado según la primera parte

de la demostración. Por lo tanto, para el diagrama 3.1.9, existe un relleno

ξ̃ : h× idI → p. Obviamente ξ̃ es también un relleno del diagrama (3.1.8). �
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3.2. Cocilindros en Map(G-TOP )

La noción de cocilindro para un morfismo dado α = (f ′, f) : p′ → p

se define en Map(G-TOP ) a través de la idea de cocilindro, dada en la

Definición 1.5.1, para las G-funciones f ′ y f . Si denotamos por coCyl(α) el

cocilindro del morfismo α, entonces este se define como la G-función

coCyl(α) : coCyl(f ′)→ coCyl(f), (e′, ω′) 7→ (p′(e′), p ◦ ω′). (3.2.1)

Observación 3.2.1. Para el morfismo α = (f ′, f) : p′ → p, tenemos que

coCyl(α) es el pull-back de la triada p′ p pI//α oo
π0
p

, es decir, el

siguiente diagrama conmutativo es pull-back en Map(G-TOP ):

coCyl(α) pI

p′ p

//
α̂=(f̂ ′,f̂)

��

(π̂0
E ,π̂

0
B)=π̂0

p

��

π0
p=(π0

E ,π
0
B)

//
α=(f ′,f)

(3.2.2)

donde pI : EI → BI está dado por pI(ω′) = p◦ω′, α̂ = (f̂ ′, f̂), π̂0
p = (π̂0

E, π̂
0
B).

Demostración. Como primera parte, debemos verificar que el diagrama

(3.2.2) es conmutativo, para ello lo escribimos en forma extendida

coCyl(f ′) EI

coCyl(f) BI

E ′ E

B′ B

��

π̂0
Ezz

coCyl(α)

//f̂ ′

��

π0
E

zz

pI

��

π̂0
B

//f̂

��

π0
B

zz

p′

//
f ′

zz
p

//
f

(3.2.3)
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Ya que por hipótesis se cumplen las igualdades f ◦p′ = p◦f ′, f ◦ π̂0
B = π0

B ◦ f̂

y f ′ ◦ π̂0
E = π0

E ◦ f̂ ′, entonces sólo debemos verificar las igualdades

1. f̂ ◦ coCyl(α) = pI ◦ f̂ ′,

2. π̂0
B ◦ coCyl(α) = p′ ◦ π̂0

E,

3. π0
B ◦ pI = p ◦ π0

E.

En efecto, si (x′, ω′) ∈ coCyl(f ′) y ω ∈ EI entonces:

1. f̂ ◦ coCyl(α)(x′, w′) = f̂(p′(x′), p ◦ w′) = p ◦ w′ y

pI ◦ f̂ ′(x′, w′) = pI(w′) = p ◦ w′.

2. π̂0
B ◦ coCyl(α)(x′, w′) = π̂0

B(p′(x′, p ◦ w′) = p′(x′) y

p′ ◦ π̂0
E(x′, w′) = p′(x′).

3. π0
B ◦ pI(w) = π0

B(p ◦ w) = p ◦ w(0) y

p ◦ π0
E(w) = p ◦ w(0).

Ahora verificaremos que coCyl(α) tiene la propiedad universal del pull-back.

Dado el diagrama conmutativo (3.2.2), sea Z : S → T una G-función ar-

bitraria y h = (h′, h̃) : Z → p′ y g = (g′, g̃) : Z → pI dos morfismos en

Map(G-TOP ) tales que

α ◦ h = π0
p ◦ g. (3.2.4)

Debemos probar que existe un único morfismo u = (u′, ũ) : Z → coCyl(α)

tal que π̂0
p ◦ u = h y α̂ ◦ u = g.

Usando el diagrama (3.2.3) y la hipótesis dada por la ecuación (3.2.4) obser-

vamos que

f ′ ◦ h′ = π0
E ◦ g′ y f ◦ h̃ = π0

B ◦ g̃,
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por lo tanto, por la propiedad universal del pull-back en la categoŕıa G-TOP ,

existe un par de G-funciones únicas u′ : S → coCyl(f ′) y ũ : T → coCyl(f)

tales que los siguientes diagramas conmutan

S T

coCyl(f ′) EI coCyl(f) BI

E ′ E B′ B
��

h′

��

u′

''

g′

��

h̃

��

ũ

''

g̃

��

π̂0
E

//
f̂ ′

��

π0
E

��

π̂0
B

//
f̂

��

π0
B

//
f ′

//
f

(3.2.5)

Verifiquemos que las G-funciones u′ y ũ forman un morfismo de Z hacia

coCyl(α) en Map(G-TOP ). De verdad ya que

f̂ ◦ ũ ◦ Z = g̃ ◦ Z = pI ◦ g′ = pI ◦ f̂ ′ ◦ u′ = f̂ ◦ coCyl(α) ◦ u′, y

π̂0
B ◦ ũ ◦ Z = h̃ ◦ Z = p′ ◦ h′ = p′ ◦ π̂0

E ◦ u′ = π̂0
B ◦ coCyl(α) ◦ u′.

Por lo tanto ũ ◦Z = coCyl(α) ◦u′. Ahora podemos escribir u = (u′, ũ) : Z →

coCyl(α) y sólo resta probar que π̂0
p ◦u = h y α̂◦u = g; pero esto es evidente

a partir de los diagramas (3.2.5). �

Los cocilindros en Map(G-TOP ) tienen propiedades que son análogas

a las propiedades correspondientes en las categoŕıas TOP y G-TOP . Con-

sideraremos algunas de ellas. Recordemos que en la Sección 1.5 definimos

dos G-funciones πE : EI → E × E y πB : BI → B × B, dadas por ωE 7→

(ωE(0), ωE(1)) y ωB 7→ (ωB(0), ωB(1)), respectivamente.

Lema 3.2.2. Sea p : E → B una G-fibración. Entonces el morfismo πp =

(πE, πB) : pI → p × p es G-fibrado. Si, más aún, E y B son espacios G-

fibrantes, entonces (πE, πB) es un morfismo G-fibrado fuertemente.



3.2. COCILINDROS EN MAP (G-TOP ) 65

Demostración. Probaremos en primer lugar que πp es un morfismo G-

fibrado utilizando la Proposición 3.1.4, para ello consideremos el diagrama

conmutativo de G-funciones

EI

W BI

E × E B ×B
��

πE

$$

p

**

pI

//

�� ��

πB

//
p×p

donde el cuadrado interno es pull-back, aśı que

W = {(y1, y2, ωB) ∈ E × E ×BI | ωB(0) = p(y1), ωB(1) = p(y2)}

y la G-función p : EI → W se define por p(ω) = (ω(0), ω(1), p ◦ ω).

Sea A un G-subconjunto cerrado de un G-espacio X y supongamos que

están dados los diagramas conmutativos de G-funciones

X × {0, 1} ∪ A× I E A EI

X × I B X W

� _

��

ī

//h

��

p

� _

��

i

//h̃

��

p

//
H

//
H̃

(3.2.6)

mutuamente relacionados por las ecuaciones: h̃(a)(t) = h(a, t) y

H̃(x) = (h(x, 0), h(x, 1), H∗(x)),

donde H∗(x)(t) = H(x, t), para x ∈ X, a ∈ A, t ∈ I. Observe que la

existencia de un relleno F : X × I → E en el diagrama izquierdo (3.2.6) es

equivalente a la existencia de un relleno F ∗ : X → EI en el diagrama derecho

(3.2.6) (F y F ∗ están relacionadas por F ∗(x)(t) = F (x, t)).
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Ahora sea Z un G-espacio arbitrario. Haciendo A = Z×{0} y X = Z×I

en los diagramas (3.2.6), observamos que un relleno F : (Z × I) × I → E,

para el diagrama izquierdo, existe porque p es una G-fibración y la inclusión

ī : Z×(I×{0, 1}∪{0}×I) ↪→ Z×I×I puede considerarse como la inclusión

(Z × I)× {0} ↪→ (Z × I)× I debido al homeomorfismo

(I × I, I × {0, 1} ∪ {0} × I) ≈ (I × I, I × {0}).

Para probar la segunda parte, cuando se supone que E y B son espacios

G-fibrantes, notemos primero que p es una G-fibración fuerte. De modo que

existe un relleno F : X × I → E en el diagrama izquierdo (3.2.6) para cada

G-SSDR-mapeo i : A ↪→ X (porque ī es un G-SSDR-mapeo debido al

Corolario 1.4.7). Esto implica la existencia de un relleno F ∗ : X → EI en el

diagrama derecho (3.2.6), esto muestra que p es una G-fibración fuerte. �

El siguiente teorema es el analógo del Teorema 1.5.4 para la categoŕıa

Map(G-TOP ).

Teorema 3.2.3. Cada morfismo α = (f ′, f) : p′ → p en Map(G-TOP )

puede factorizarse en una composición p′
σα−→ coCyl(α)

α̃−→ p, representada

por el diagrama conmutativo

coCyl(f ′)

E ′ E

coCyl(f)

B′ B

$$

pE

��
coCyl(α)

::sE′

//f ′

��

p′

��

p

$$

pB
::sB′

//f

(3.2.7)

donde σ = (sE′ , sB′) es un G-SDR-morfismo y α̃ = (pE, pB). Más aún,

(i) si p y p′ son G-fibraciones, entonces el morfismo α̃ es G-fibrado, y por

lo tanto la G-función coCyl(α) es una G-fibración;
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(ii) si p y p′ son G-fibraciones de espacios G-fibrantes, entonces el morfismo

α̃ es G-fibrado fuertemente, y por consiguiente la G-función coCyl(α)

es una G-fibración de espacios G-fibrantes.

Demostración. Supongamos que α está dado por el diagrama (3.0.1), en-

tonces aplicando el Teorema 1.5.4 a las G-funciones f y f ′ obtenemos los

siguientes diagramas conmutativos

coCyl(f ′) coCyl(f)

E ′ E B′ B
$$

pE

$$

pB

//
f ′

::sE′

//
f

::sB′ (3.2.8)

donde pE(x′, ωE) = ωE(1), sE′(x
′) = (x′, cf ′(x′)) para (x′, ωE) ∈ coCyl(f ′) y

pB(b′, ωB) = ωB(1), sB′(b
′) = (b′, cf(b′)) para (b′, ωB) ∈ coCyl(f). Además sE′

y sB′ son G-SDR-mapeos.

Utilizando (3.2.8) y laG-función coCyl(α), definida en la ecuación (3.2.1), ob-

tenemos el diagrama (3.2.7). Debemos verificar que los pares de G-funciones

σ = (sE′ , sB′) y α̃ = (pE, pB) forman un morfismo en Map(G-TOP ), de p′

hacia coCyl(α) y de coCyl(α) hacia p, respectivamente.

En otras palabras, debemos verficar que las siguientes igualdades se satisfacen

coCyl(α) ◦ sE′ = sB′ ◦ p′ y p ◦ pE = pB ◦ coCyl(α).

La verificación es directa:

coCyl(α) ◦ sE′(x′) = coCyl(α)(x′, cf ′(x′)) = (p′(x′), p ◦ cf ′(x′))

= (p′(x′), p ◦ f ′(x′)) y

sB′ ◦ p′(x′) = (p′(x′), cf(p′(x′))) = (p′(x′), cp(f ′(x′)))

= (p′(x′), p ◦ f ′(x′)),
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además

p ◦ pE(x′, ωE) = p ◦ ωE(1) y

pB ◦ coCyl(α)(x′, ωE) = pB(p′(x′), p ◦ ωE) = p ◦ ωE(1).

La conmutatividad del diagrama (3.2.7) se sigue de la conmutatividad de

(3.2.8). Considerando el morfismo α̂ = (f̂ ′, f̂), obtenido a partir del diagrama

(3.2.2), y el morfismo π1
p = (π1

E, π
1
B) es fácil mostrar que α̃ = π1

p ◦ α̂.

Ahora probaremos el inciso (i) utilizando la Definición 3.1.2. Entonces

dado el siguiente diagrama conmutativo

h coCyl(α)

h× idI p

//β

� _

��

ι=(∂0X ,∂
0
Y )

��

α̃

//
γ

(3.2.9)

debemos encontrar un relleno γ̃ : h× idI → coCyl(α). A partir de los diagra-

mas (3.2.2) y (3.2.9) tenemos que

1. π0
p ◦ α̂ ◦ β = α ◦ π̂0

p ◦ β,

2. γ ◦ ι = α̃ ◦ β = π1
p ◦ α̂ ◦ β.

por lo tanto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

h pI

p′ p

h× idI p

//α̂◦β

��
π̂0
p◦β

��

ι

��

π1
p

��
π0
p

//α

//γ

??

β′

(3.2.10)

La existencia del morfismo β′ se debe a que, por hipótesis, p′ es una G-

fibración, de modo que por el Corolario 3.1.5, sabemos que p′ → id∗ es un
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morfismo G-fibrado. Aśı pues, si consideramos el siguiente diagrama conmu-

tativo

ι = (∂x0 , ∂
y
0 )

h p′

h× idI id∗

//
π̂0
p◦β

�� ��
//

entonces existe β′ : h× idI → p′ tal que β′ ◦ ι = π̂0
p ◦ β.

Ahora por el Lema 3.2.2, podemos encontrar un morfismo β̃ : h × idI → pI

tal que el diagrama

h pI

h× idI p× p

//α̂◦β
� _

��

ι

��

πp=(π0
p,π

1
p)=(πE ,πB)

??

β̃

//
(α◦β′,γ)

(3.2.11)

conmuta. Para verificar dicha conmutatividad escribimos los morfismos πp y

((α ◦ β′)× γ) como productos cartesianos, aśı

πp ◦ α̂ ◦ β = (π0
p × π1

p) ◦ α̂ ◦ β = π0
p ◦ α̂ ◦ β × π1

p ◦ α̂ ◦ β

= α ◦ π̂0
p ◦ β × γ ◦ ι

= α ◦ β′ ◦ ι× γ ◦ ι

= ((α ◦ β′)× γ) ◦ ι

Por la conmutatividad de este diagrama tenemos π0
p ◦ β̃ = α ◦ β′, y por lo

tanto β̃ y β′ definen un morfismo único γ̃ : h × idI → coCyl(α) tal que

α̂◦ γ̃ = β̃ y π̂0
p ◦ γ̃ = β′ (ver el diagrama (3.2.2)). Puede verificarse fácilmente

que γ̃ es el relleno del diagrama (3.2.9). De verdad, π̂0
p ◦ γ̃ ◦ ι = β′ ◦ ι = π̂0

p ◦β

y α̂◦ γ̃ ◦ ι = β̃ ◦ ι = α̂◦β, aśı que γ̃ ◦ ι = β. Por otro lado, α̃◦ γ̃ = π1
p ◦ α̂◦ γ̃ =

π1
p ◦ β̃ = γ.

La prueba de la afirmación (ii) es bastante similar. Sólo hay que repetir
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el mismo argumento reemplazando el morfismo ι : h ↪→ h× idI en los diagra-

mas (3.2.9), (3.2.10) y (3.2.11) por un par de G-SSDR-mapeos (s, s′). Note

también que para la existencia de un morfismo β′ en el diagrama (3.2.10), se

usa la condición “p′ es una G-fibración fuerte de espacios G-fibrantes ”. �

3.3. Construcción de una extensión fibrante

en Map(G-TOP )

Definición 3.3.1. Se dice que un G-morfismo (s′, s) : p ↪→ p̃ es una exten-

sión fibrante en Map(G-TOP ) si s y s′ son extensiones fibrantes, es decir

en el diagrama conmutativo

E Ẽ

B B̃

� � //s′

��

p

��
p̃

� � //s

(a) s y s′ son G-SSDR-mapeos y (b) Ẽ y B̃ son espacios G-fibrantes.

Claramente cada G-función p : E → B de G-espacios compactos metri-

zables admite una extensión fibrante en Map(G-TOP ): si s′ : E ↪→ Ẽ y

s : B ↪→ B̃ son extensiones G-fibrantes de E y B respectivamente (las cuales

existen por el Corolario 2.4.2), entonces existe una G-función p̃ : Ẽ → B̃

tal que p̃ ◦ s′ = s ◦ p según la definición de un espacio G-fibrante (ya que B̃

es G-fibrante y s′ es un G-SSDR-mapeo). Sin embargo, de nuestro interés

es una situación cuando p̃ es además una G-fibración (y por lo tanto una

G-fibración fuerte en virtud de la Proposición 2.2.1). El Teorema 3.3.3 nos

dará unas condiciones para tal situación.

De manera clara, la definición de G-ANR-resolución puede extenderse a
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la categoŕıa Map(G-TOP ), o más precisamente, en Map(G-M).

Definición 3.3.2. Sea p : E → B una G-función de G-espacios compactos.

Sea p = {pi, βji } una sucesión inversa de G-funciones y G-morfismos, donde

βji = (qji , r
j
i ) se representa por el diagrama conmutativo de G-funciones

Ei Ej

Bi Bj

��

pi

oo
qji

��

pj

oo
rji

Un cono {βi} = {(qi, ri)} : p → p (esto es, una familia de G-morfismos

{βi = (qi, ri) : p → pi} tales que βji ◦ βj = βi para todo i ≤ j) se llama una

G-resolución de p si los conos {qi} : E → {Ei, qji } y {ri} : E → {Bi, r
j
i }

son G-resoluciones de E y B, respectivamente.

Sea p = {pi, βji } una sucesión inversa de G-funciones y G-morfismos. En

vista del Teorema 3.2.3, podemos construir inductivamente un diagrama con-

mutativo de G-morfismos de la siguiente manera: En primer lugar hacemos

p̃0 = p0 y σ0 = idp0 , enseguida factorizamos β1
0 con lo que obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo

coCyl(β1
0)

p0 p1

zz

β̃1
0

dd
σ1

oo
β1
0

(3.3.1)

donde σ1 = (sq10 , sr10) : p1 → coCyl(β1
0) es un G-SDR-morfismo y β̃1

0 =

(q̃1
0, r̃

1
0) : coCyl(β1

0) → p0. Si hacemos p̃1 = coCyl(β1
0) entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

p̃0 p̃1

p0 p1

oo
β̃1
0

?�

OO

σ0

?�

OO

σ1

oo
β1
0

(3.3.2)
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Ahora factorizamos el morfismo σ1 ◦ β2
1 con lo que obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo

coCyl(σ1 ◦ β2
1)

p̃1 p2

zz

β̃2
1

dd
σ2

oo
σ1◦β2

1

(3.3.3)

donde σ2 : p2 → coCyl(σ1 ◦ β2
1) es un G-SDR-morfismo y β̃2

1 : coCyl(σ1 ◦

β2
1)→ p̃1. Si hacemos p̃2 = coCyl(σ1 ◦ β2

1) entonces tenemos nuevamente un

diagrama conmutativo

p̃1 p̃2

p1 p2

oo
β̃2
1

?�

OO

σ1

?�

OO

σ2

oo
β2
1

(3.3.4)

siguiendo este mismo procedimiento obtenemos el diagrama conmutativo

p̃0 p̃1 p̃2
... p̃n p̃n+1

...

p0 p1 p2 ... pn pn+1 ...

oo
β̃1
0 oo

β̃2
1 oo oo oõβ

n+1
n oo

?�

OO

σ0=id

?�

OO
σ1

oo
β1
0 ?�

OO
σ2

oo
β2
1 oo oo

?�

OO
σn

?�

OO
σn+1

ooβ
n+1
n oo

(3.3.5)

donde cada G-morfismo σn ◦ βn+1
n : pn+1 → p̃n se factoriza en la composición

pn+1
σn+1−→ p̃n+1

β̃n+1
n−→ p̃n

y ademas σn+1 es un G-SDR-morfismo tal que p̃n+1 = coCyl(σn ◦ βn+1
n ).

Por lo tanto p produce la sucesión inversa p̃ = {p̃i, β̃ji }. Denotaremos su

ĺımite inverso por F(p), esto es, (F(p), {β̃i}) = ĺım
←−

p̃. Ahora supongamos

que (p, {βi}) = ĺım
←−

p. Entonces las inclusiones {σi} inducen una inclusión

única σ : p ↪→ F(p) tal que β̃i ◦ σ = σi ◦ βi para todo i.

El siguiente teorema, dado en la categoŕıa Map(G-M), es análogo al

Teorema 2.4.1.
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Teorema 3.3.3. Sea G un grupo compacto metrizable y sea p : E → B

una G-función de espacios compactos metrizables. Supongamos que p→ p =

{pi, βji } es una G-resolución de p tal que cada pi es una G-fibración de G-

espacios metrizables. Entonces la inclusión inducida σ : p ↪→ F(p) satisface

las siguientes condiciones:

(1) F(p) es una G-fibración,

(2) existe una G-deformación infinita fuerte de F(p) sobre σ(p).

Si, más aún, cada pi es una G-fibración de espacios G-fibrantes (en particu-

lar, de G-ANR’s), entonces F(p) es una G-fibración de espacios G-fibrantes.

Demostración. Como todas las G-funciones pi son G-fibraciones, todas las

G-funciones p̃i en el diagrama (3.3.5) son G-fibraciones también y los enlaces

β̃i+1
i son G-fibrados por el Teorema 3.2.3(i). Esto implica que F(p) es una

G-fibración y cada proyección β̃i : F(p)→ p̃i es G-fibrado por la Proposición

3.1.7. Similarmente, si todas las pi son G-fibraciones de espacios G-fibrantes

entonces, usando el Teorema 3.2.3(ii) y la Proposición 3.1.7, concluimos que

F(p) es también una G-fibración de espacios G-fibrantes.

Para probar la afirmación (2) usamos la notación tomada en la Definición

3.3.2, en particular, los morfismos βji están representados por el diagrama

(3.3.1). Supongamos también que las funciones y los morfismos en el diagrama

(3.3.5) están dados por p̃i : Ẽi → B̃i, β̃
j
i = (q̃ji , r̃

j
i ), σi = (si, ui). Sea p̃ =

F(p) : Ẽ → B̃ y sean β̃i = (q̃i, r̃i) : p̃ → p̃i las proyecciones. La inclusión

σ = (s, u) : p ↪→ p̃ consiste de los siguientes encajes s : E ↪→ Ẽ y u : B ↪→ B̃.

Por la construcción del diagrama (3.3.5), para cada i, σi es un G-SDR-

morfismo, esto es, existe una G-deformación fuerte de p̃i sobre σi(pi) la cual

por la Proposición 3.1.6, puede levantarse hacia alguna G-deformación fuerte
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(Di, Fi):

Ẽ × I Ẽ

B̃ × I B̃

//Di

��

p̃×idI

��

p̃

//Fi

(3.3.6)

de p̃ sobre β̃−1
i (σi(pi)) porque βi es un morfismo G-fibrado regular (recorde-

mos que todos los G-espacios se suponen metrizables).

En particular, Di es una G-deformación fuerte de Ẽ sobre Xi = q̃i
−1(si(Ei))

para todo i. En la demostración del Teorema 2.4.1 ya hemos probado que la

familia {Di}i∈N de lasG-deformaciones determina unaG-deformación infinita

D̃ : Ẽ × [0,∞)→ Ẽ de Ẽ en s(E) dada por

D̃(x, t) = Di(Di+1(x, t− i), 1), cuando t ∈ [i, i+ 1].

Similarmente, definimos una G-deformación fuerte infinita

F̃ : B̃ × [0,∞)→ B̃

de B̃ sobre u(B) por

F̃ (x, t) = Fi(Fi+1(x, t− i), 1), cuando t ∈ [i, i+ 1].

Es fácil ver que p̃ ◦ D̃ = F̃ ◦ (p̃ × id[0,∞)) usando la conmutatividad del

diagrama (3.3.6) para cada i. En efecto, supongamos que x ∈ Ẽ y t ∈ [0,∞);

si t ∈ [i, i+ 1] entonces

p̃ ◦ D̃(x, t) = p̃ ◦Di(Di+1(x, t− i), 1) = Fi ◦ (p̃× idI)(Di(x, t− i), 1)

= Fi ◦ (p̃(Di(x, t− i))× idI(1)) = Fi(p̃(Di(x, t− i)), 1)

= Fi(Fi+1 ◦ (p̃× idI)(x, t− i), 1) = Fi(Fi+1(p̃(x), t− i), 1)

y por otro lado

F̃ ◦ (p̃× id[0,∞))(x, t) = F̃ (p̃(x), t) = Fi(Fi+1(p̃(x), t− i), 1).
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En consecuencia (D̃, F̃ ) es una G-deformación infinita fuerte de p̃ sobre σ(p).

�

3.4. Extensiones fibrantes sobre G/H

El siguiente lema afirma que los funtores del producto torcido y del ĺımite

inverso conmutan.

Lema 3.4.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Hausdorff

G y sea X = {Xi, q
i+1
i }i∈N una sucesión inversa de H-espacios. Si X =

lim←−{Xi, q
j
i } con proyecciones qi : X → Xi entonces {G×H Xi, G×H qi+1

i }i∈N
es una sucesión inversa de G-espacios y G-funciones que satisface

G×H X = lim←−{G×H Xi, G×H qi+1
i }

con proyecciones G×H qi : G×H X → G×H qi+1
i .

Demostración. Trabajamos en la categoŕıa G-TOPG/H de G- espacios sobre

G/H, cuyos objetos son G-funciones p : X → G/H y cuyos morfismos de

p : X → G/H a q : Y → G/H son G-funciones f : X → Y tales que q ◦f = p.

Se sabe que si G es compacto de Hausdorff y H es un subgrupo cerrado

de G, entonces las categoŕıas H-TOP y G-TOPG/H son equivalentes (ver

[18, Ch. I, p. 33]), por lo tanto el funtor S : H-TOP → G-TOPG/H , X 7→

p : G ×H X → G/H, donde p([g, x]) = gH, es adjunto por izquierda y por

derecha del funtor T : G-TOPG/H → H-TOP , q : Y → G/H 7→ q−1(eH).

Además para cada par de objetos X ∈ H-TOP y q ∈ G-TOPG/H existe una

biyección entre los conjuntos H-TOP (T (q), X) y G-TOPG/H(q, S(X)) de H-

funciones y G-funciones, respectivamente. En particular, existe una biyección

que asocia a cada G-función de la forma Y → G×H X una H-función de la

forma q−1(eH)→ X.
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Esta biyección será utilizada para dar la prueba del teorema. Adicio-

nalmente utilizamos el funtor F : G-TOPG/H → G-TOP , que asocia cada

G-función de la forma q : Y → G/H con el G-espacio Y , y cada G-función

f : X → Y entre objetos p y q a ella misma.

Aplicamos el funtor S a los elementos de la sucesión inversa X, con lo

que obtenemos la siguiente sucesión inversa en G-TOPG/H

G×H X1 G×H X2 · · · G×H Xi · · ·

G/H
,,t1

oo
G×Hq21

))
t2

oo oo

uu
ti

oo

(3.4.1)

Deseamos probar que p : G×HX → G/H junto con {G×H qi : G×HX →

G ×H Xi} es el ĺımite inverso de la sucesión inversa (3.4.1) en G-TOPG/H .

Para ello, sea p̃ : Z → G/H una G-función en donde Z es un G-espacio

arbitrario y, sea {pi : Z → G ×H Xi} un cono sobre el diagrama (3.4.1) es

decir, que satisface G ×H qji ◦ pj = pi, para cada i ≤ j. Además se cumple

que ti ◦ pi = p̃ para cada i.

Por otro lado, como G es compacto y H su subgrupo cerrado, entonces

Z = G×HA donde A = p̃−1(eH). Por la biyección dada, para cada G-función

pi se tiene una H-función p̃i : A → Xi, que forma un cono para la sucesión

inversa X. Entonces por la propiedad universal del ĺımite inverso, existe una

H-función única p̂ : A → X tal que qi ◦ p̂ = p̃i para cada i. Nuevamente

utilizando la biyección dada, para la H-función p̂ se tiene una G-función

G×H p̂ : G×H A→ G×H X que satisface p ◦G×H p̂ = p̃, además para cada

i se cumple

G×H qi ◦G×H p̂ = S(qi ◦ p̂) = S(p̃i) = pi.

Puede verficarse fácilmente que la G-función G ×H p̂ es única. Al aplicar el

funtor F observamos que existe una G-función única G×H p̂ : Z → G×H X
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que cumple G×H qi ◦G×H p̂ = pi para cada i, por lo tanto

G×H X = lim←−{G×H Xi, G×H qi+1
i }i∈N

con proyecciones G×H qi. �

Proposición 3.4.2. Sea p : E → G/H una G-función, donde G es un

grupo compacto metrizable y H es su subgrupo cerrado. Si E es un G-espacio

compacto metrizable, entonces para cualquier sucesión pro-Lie {Ni}i∈N de

subgrupos de G, existe una G-ANR-resolución p → p = {pi, αji} de p que

consiste de las G-fibraciones pi : Ei → G/HNi.

Si hacemos S = p−1(eH), entonces E puede identificarse con el producto

torcido G ×H S por medio del G-homeomorfismo canónico G ×H S → E,

dado por [g, s] 7→ gs.

Además podemos considerar el H-espacio S como un subconjunto invariante

cerrado de algún H-AR-espacio M (ver por ejemplo, [1]).

Demostración. (De la Proposición 3.4.2) Utilizando la Proposición 2.3.2 ya

tenemos el H-espacio S, aśı como su base de vecindades {Wi} en M . Para

una sucesión pro-Lie dada {Ni}i∈N de subgrupos de G sea Vi = G ×H Wi y

definamos Ei como el espacio Ni-orbital de Vi, esto es, Ei = Vi/Ni para cada

i. Note que debido a la elección de {Wi} tenemos una sucesión decreciente de

G-espacios abiertos {Vi} en G×HM los cuales forman una base de vecindades

de G ×H S en G ×H M . En efecto, como Wi es abierto en M para cada i,

entonces G ×Wi es abierto en G ×M para cada i. Además como cualquier

proyección orbital es abierta entonces G×H Wi es abierto en G×H M para

cada i. Sólo resta probar que {Vi} es una base de vecindades de G×HS. Sea U

una G-vecindad abierta de G×H S en G×HM y sea π : G×HM → G/H una

G-función dada por [g, x] 7→ gH, entonces M = π−1(eH). Sea Û = U ∩M ,
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entonces Û es claramente una H-vecindad abierta de S en M , además se

tiene que GÛ = U . De verdad, ya que si tomamos u ∈ U tal que π(u) = gH

entonces tenemos

π(g−1u) = eH ⇒ g−1u ∈M ⇒ g−1u ∈ U ∩M = Û

⇒ u ∈ gÛ ⊂ GÛ

Por lo tanto U ⊆ GÛ , además la otra inclusión es inmediata. Ahora, como

{Wi} es un sistema de vecindades de S en M , existe un n ∈ N tal que

Wn ⊂ Û , pero esto implica que

Vn = G×H Wn ⊂ G×H Û = GÛ → Vn ⊂ U

Por la Proposición 2.3.2 tenemos que S = lim←−{Wi, ι
j
i}, donde ιji son las inclu-

siones naturales, además por el Lema 3.4.1 se cumple G×H S = lim←−{Vi, G×H
ιji}.

Por otro lado definimos para j ≥ i, la G-función qji : Ej → Ei por medio

de qji (Nj(vj)) = Ni(vj), aśı obtenemos la sucesión inversa E = {Ei, qji }.

Afirmación:

E = G×H S = ĺım
←−

E (3.4.2)

con las proyecciones naturales qi : E → Ei dadas por qi([g, s]) = Ni([g, s]).

En este punto, hacemos un paréntesis para dar una prueba detallada de la

última afirmación.

Sea Y un G-espacio y {fi : Y → Ei}i∈N una familia de G-funciones que

satisface qji ◦ fj = fi para j ≥ i. Sea y ∈ Y y sea para cada i, fi(y) = xi. Sea

πi : Vi → Ei la proyección Ni-orbital, entonces como G es compacto y Ni es

un subgrupo cerrado de G, πi es perfecta para cada i.

Como πi es perfecta y sobreyectiva entonces π−1
i (xi) es compacta y no

vaćıa para cada i, además como π−1
i (xi) ⊇ π−1

j (xj) para i ≤ j, concluimos
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que ⋂
i∈N

π−1
i (xi) 6= ∅

Más precisamente,
⋂
i∈N π

−1
i (xi) ⊂ E consta de un solo punto. Sea x ∈⋂

i∈N π
−1
i (xi) entonces x ∈ π−1

i (xi) para cada i es decir πi(x) = xi para

cada i, por lo tanto ⋂
i∈N

π−1
i (xi) =

⋂
i∈N

π−1
i (πi(x))

Por otro lado observemos que π−1
i (πi(x)) = Ni(x) para cada i, además cada

órbita Ni(x) es compacta y como Ni(x) ⊇ Nj(x) para i ≤ j, se sigue que⋂
i∈NNi(x) es no vaćıa, más aún, ya que

⋂
i∈NNi = {e} entonces

⋂
i∈NNi(x) =

{x}.

En conclusión escribimos⋂
i∈N

π−1
i (xi) =

⋂
i∈N

π−1
i (πi(x)) =

⋂
i∈N

Ni(x) = {x}

Luego podemos definir f : Y → E como f(y) = x.

Veamos ahora que f es continua. Sea A un subconjunto cerrado de E,

entonces

f−1(A) ⊆ f−1(π−1
i (πi(A))) = f−1

i (πi(A))

para cada i ∈ N. Por otro lado, si y ∈
⋂
i∈N f

−1
i (πi(A)), entonces fi(y) ∈

πi(A), lo que significa que π−1
i (fi(y)) ∩ A 6= ∅ para cada i ∈ N. La familia

(π−1
i (fi(y))∩A)i∈N forma una sucesión decreciente de subconjuntos compac-

tos, luego (
⋂
i∈N π

−1
i (fi(y))) ∩ A 6= ∅ y como⋂
i∈N

π−1
i (fi(y)) =

⋂
i∈N

π−1
i (xi) = {x} = f(y),

concluimos que f(y) ∈ A, aśı obtenemos

f−1(A) =
⋂
i∈N

f−1
i (πi(A)).
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Por lo tanto f−1(A) es cerrado ya que, para cada i, πi es una función cerrada.

Esto prueba la continuidad de f . La unicidad de f se verifica fácilmente.

Finalmente se cumple que

qi ◦ f(y) = qi(x) = Ni(x) = πi(x) = xi = fi(y).

Por lo tanto se cumple la ecuación (3.4.2). Más aún, el mapeo {qi} : E → E

es una G-resolución. Para ver esto, observe que para un i dado, la familia

{Vj/Ni}j≥i es una base de vecindades abiertas de qi(E) = (G ×H S)/Ni en

Ei = Vi/Ni. De verdad, sea U unaG-vecindad abierta de qi(E) = (G×HS)/Ni

en Ei = Vi/Ni. Debemos probar que existe un n tal que Vn/Ni ⊂ U , para

ello consideramos la proyección Ni-orbital π : Vi → Ei. Sea Û = π−1(U),

entonces Û es una G-vecindad abierta de G ×H S en Vi. Como {Vi} es una

base de vecindades de G×H S, entonces existe n ≤ i tal que Vn ⊂ Û y por lo

tanto Vn/Ni es una vecindad abierta de qi(E) tal que Vn/Ni ⊂ U . Por otro

lado tenemos que Vj/Ni = qji (Ej) para j ≥ i, entonces esto prueba que la

condición (2) de la Definición 2.3.1 se cumple para {qi}.

Dado que existe un G-homeomorfismo natural (ver por ejemplo, [3, Pro-

position 2])

Ei = (G×H Wi)/Ni → G/Ni ×HNi/Ni Wi/(Ni ∩H), (3.4.3)

el cual env́ıa Ni([g, w]) a [gNi, (Ni ∩ H)(w)], probaremos que cada Ei es

un G-ANR. En efecto, cada Wi/(Ni ∩ H) es un H/(Ni ∩ H)-ANR por [4,

Theorem 1.1], debido a que Wi es un H-ANR como H-subconjunto abierto

del H-AR-espacio M . Por otra parte, HNi/Ni es un subgrupo grande (ver

por ejemplo [11, Definition 2.4]) de G/Ni ya que G/Ni es de Lie. Además

debido a que el grupo H/(Ni ∩H) es isomorfo al subgrupo HNi/Ni de G/Ni

(por medio de la correspondencia h(Ni ∩H) 7→ hNi), entonces Wi/(Ni ∩H)

es un HNi/Ni-ANR y, por [3, Proposition 8] el producto torcido en la parte



3.4. EXTENSIONES FIBRANTES SOBRE G/H 81

derecha de (3.4.3) es un G/Ni-ANR. En consecuencia Ei = (G ×H Wi)/Ni

es también un G/Ni-ANR y por lo tanto un G-ANR.

Ahora definimos pi : Ei → G/(HNi) por medio de pi(Ni([g, wi])) = gHNi.

En otras palabras, pi es la función de los espacios Ni-orbitales inducida por la

función natural G×HWi → G/H, [g, wi]→ gH. Obviamente pi es una G/Ni-

función (y por tanto una G-función) tal que pi ◦ qi = πi ◦ p y pi ◦ qji = πji ◦ pj
para j ≥ i, donde πi : G/H → G/(HNi) y πji : G/(HNj) → G/(HNi) son

proyecciones. De verdad, pues para [g, s] ∈ E podemos escribir

pi ◦ qi([g, s]) = pi(Ni([g, s])) = gHNi,

y

πi ◦ p([g, s]) = πi(gH) = gHNi.

Además para Nj([g, wj]) ∈ Ej escribimos

pi ◦ qji (Nj([g, wj])) = pi(Ni([g, wj])) = gHNi,

y

πji ◦ pj(Nj([g, wj])) = πji (gHNj) = gHNi.

En consecuencia tenemos los morfismos αi = (qi, πi) : p→ pi y αji = (qji , π
j
i ) :

pj → pi.

Por otro lado, para la sucesión pro-Lie dada {Ni}i∈N se cumple que

⋂
i∈N

(NiH) = H. (3.4.4)

En efecto, si x ∈
⋂

(NiH) entonces x ∈ NiH para cada i, y dado que {Ni}

es decreciente entonces existe n ∈
⋂
Ni y h ∈ H tales que x = nh, pero⋂

Ni = {e} por lo que n = {e} y x ∈ H, de modo que
⋂
i∈N(NiH) ⊆ H.

Además la otra inclusión es inmediata. Utilizando la ecuación (3.4.4) y el
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hecho de que G/H es metrizable, entonces por la Proposición 1.2.5 tenemos

que

(G/H, {πi}) = ĺım
←−
{G/(HNi), π

j
i}

y, debido a que πi es sobreyectiva para cada i entonces {πi} : G/H →

{G/(HNi), π
j
i} es una G-resolución. Como G/Ni es un grupo de Lie para

cada i, todos los espacios cocientes G/(HNi) son G-ANR’s debido a, por

ejemplo, [4, Proposition 2.2]. Por lo tanto concluimos que {αi} : p→ {pi, αji}

es una G-ANR-resolución.

Finalmente, cada pi puede considerarse como una G/Ni-función Ei →

(G/Ni)/(HNi/Ni) y, debido a que G/Ni es un grupo compacto de Lie, una

G/Ni-fibración (ver por ejemplo,[11, Proposition 3.1]). Aśı pi es también una

G-fibración por [16, Proposition 2.1(a)]. �

Teorema 3.4.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Sea p : E → G/H una G-función, donde E es un G-espacio compacto

metrizable. Entonces E admite una extensión G-fibrante i : E ↪→ Ê junto

con el diagrama conmutativo

E Ê

G/H

� � //i

��p �� p̂
(3.4.5)

donde p̂ es una G-fibración fuerte para la cual existe una G-deformación

infinita fuerte D̂ : Ê × [0,∞) → Ê de Ê en i(E) sobre G/H, esto es, que

satisface la igualdad p̂ ◦ D̂(y, t) = p̂(y) para todo (y, t) ∈ Ê × [0,∞).

Si S = p−1(eH) y Ŝ = p̂−1(eH), entonces la restricción î : S ↪→ Ŝ del

encaje i es una extensión H-fibrante de S.

Demostración. Por la Proposición 3.4.2 podemos encontrar una G-ANR-

resolución p = {pi, αji} de p tal que cada pi es una G-fibración de G-ANR’s.
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Ahora aplicando el Teorema 3.3.3 tenemos una G-extensión p̃ de p represen-

tada por el diagrama conmutativo de G-funciones

E Ẽ

G/H B̃

� � //

��

p

��

p̃

� � //

(3.4.6)

donde p̃ es una G-fibración fuerte. Más aún, existe una G-deformación infinita

fuerte (D̃,D) : p̃ × id[0,∞) → p̃ de p̃ en p. Haciendo Ê = p̃−1(G/H) y

p̂ = p̃|Ê, obtenemos el diagrama (3.4.5) como una restricción de (3.4.6). Como

D(b, t) = b para todo b ∈ G/H y t ∈ [0,∞), tenemos p̃D̃(y, t) = D(p̃(y), t) =

p̃(y) para todo y ∈ Ê y t ∈ [0,∞). Por lo tanto D̃(Ê × [0,∞)) ⊂ Ê, pues

en caso contrario deben existir y0 ∈ Ê y t0 ∈ [0,∞) tales que D̃(y0, t0) /∈ Ê,

aśı p̃ ◦ D̃(y0, t0) /∈ G/H, pero por otro lado p̃ ◦ D̃(y0, t0) = p̃(y0) ∈ G/H, por

lo que se tiene una contradicción y por lo tanto debe cumplirse

D̃(Ê × [0,∞)) ⊂ Ê,

con lo cual podemos definir la G-deformación infinita fuerte deseada D̂ como

una restricción de D̃.

Para probar la última afirmación del teorema, primero note que Ŝ es H-

fibrante debido a que la función constante Ŝ → {eH}, como una restricción

de p̂ es una H-fibración fuerte, (p̂ como G-fibración fuerte, es también una

H-fibración fuerte por [8, Proposition 4.1(d)]). Más aún, tenemos D̂(Ŝ ×

[0,∞)) ⊂ Ŝ y por lo tanto la restricción de D̂ a Ŝ × [0,∞) nos da una

H-deformación infinita fuerte de Ŝ sobre i(p−1(eH)) = i(S). De modo que

î : S ↪→ Ŝ es un H-SSDR-mapeo y por tanto una extensión H-fibrante. �

Corolario 3.4.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G compacto y me-

trizable y sea E un G-espacio compacto metrizable. Entonces una G-función
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p : E → G/H es una G-fibración fuerte si y sólo si p−1(eH) es un espacio

H-fibrante.

Demostración. La parte “sólo si” es obvia (sólo hay que repetir el argu-

mento de la prueba del Teorema 3.4.3 lo que muestra que Ŝ es H-fibrante).

Ahora supongamos que S = p−1(eH) es un espacio H-fibrante. Por el

Teorema 3.4.3 (y en sus términos), tenemos la extensión H-fibrante î : S ↪→

Ŝ. Para la función idS : S → S, como S es H-fibrante y î es un H-SSDR-

mapeo, existe unaH-función r̂ : Ŝ → S tal que r̂◦̂i = idS. Identificando, como

es usual, E y Ê con los productos torcidos G×HS y G×H Ŝ, respectivamente,

tenemos i = G ×H î (de verdad, i([g, s]) = i(gs) = ĝi(s) = [g, î(s)]). Como

i = G ×H î, entonces para la función r : Ê → E, dada por r = G ×H r̂,

tenemos

r ◦ i([g, s]) =r([g, î(s)])

=[g, r̂ ◦ î(s)]

=[g, s]

por lo tanto r ◦ i = idE y, más aún, p ◦ r = p̂ (porque p ◦ r(gŝ) = p(gr̂(ŝ)) =

gH = p̂(gŝ)), es decir, r es una G-retracción de Ê en E sobre G/H. Esto

implica que p es una G-fibración fuerte al igual que p̂. Para verificarlo, dado

el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones, donde s es un G-SSDR-

mapeo

A E

X G/H

//f

� _

��

s

��

p

//
F
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construimos el siguiente diagrama

A E Ê

X G/H

//f

� _

��

s

��

p

//ioo
r

//
F

Como Ê es un espacio G-fibrante y s es un G-SSDR-mapeo, existe una

G-función F̂ : X → Ê tal que F̂ ◦ s = i ◦ f . Definimos F̃ : X → E como

F̃ = r ◦ F̂ , entonces se cumple

F̃ ◦ s = r ◦ F̂ ◦ s = r ◦ i ◦ f = idE ◦ f = f.

Por lo tanto F̃ es la función buscada. �

3.5. Productos torcidos como G-fibrantes

Usaremos los resultados de la sección anterior en la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 3.5.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Si j : S ↪→ S̃ es una extensión H-fibrante de un H-espacio compacto

metrizable S, entonces G×Hj : G×HS ↪→ G×H S̃ es una extensión G-fibrante

de G×H S.

Demostración. Primero tomaremos una extensión H-fibrante de S para la

cual la afirmación del teorema se cumple a priori. Sea E = G×HS. Claramen-

te, podemos asumir que S es un H-subconjunto de E (por la identificación

s ≡ [e, s] ∈ E ), aśı que E = GS. Entonces para la proyección natural

p : E → G/H, gs 7→ gH, tenemos S = p−1(eH). Aplicando el Teorema 3.4.3

a p obtenemos la extensión H-fibrante deseada î : S ↪→ Ŝ, debido a que la
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G-función G×H î puede identificarse con la extensión G-fibrante i : E ↪→ Ê

dada por este teorema.

Ahora sea j : S ↪→ S̃ cualquier extensión H-fibrante. Entonces G ×H j

es un G-SSDR-mapeo por [8, Proposition 4.1(c)]. Por lo tanto necesitamos

sólo mostrar que G ×H S̃ es un espacio G-fibrante. Para esto usaremos la

existencia de las H-funciones ϕ : S̃ → Ŝ y ψ : Ŝ → S̃ tales que ψ ◦ ϕ ' idS̃.

Sea s : A ↪→ X un G-SSDR-mapeo y sea f : A→ G×H S̃ una G-función.

Por supuesto, debemos asumir A ⊂ X. Para completar la prueba debemos

encontrar una G-función f̃ : X → G ×H S̃ para la cual f̃ ◦ s = f . Como

Ê = G ×H Ŝ es G-fibrante, hay una G-función F : X → G ×H Ŝ tal que el

diagrama

A G×H S̃ G×H Ŝ

X

� _

��

s

//f //G×Hϕ

44

F

conmuta. Haciendo A′ = f−1(S̃) y X ′ = F−1(S̃) obtenemos el diagrama

conmutativo de H-funciones

A′ S̃ Ŝ

X ′

� _

��
s′

//f ′ //ϕ

77

F ′

donde f ′ y s′ son las restricciones de f y s en A′ y F ′ es la restricción de F en

X ′. Verifiquemos que s(A′) ⊆ X ′. Sea a ∈ A′ = f−1(S̃), entonces f(a) ∈ S̃,

es decir, f(a) = [e, s̃]. Entonces escribimos

F ◦ s(a) =G×H ϕ ◦ f(a) = G×H ϕ([e, s̃])

=[e, ϕ(s̃)] = [e, ŝ] = ŝ.

por lo tanto F ◦ s(a) = ŝ, es decir, s(a) ∈ F−1(ŝ) ∈ F−1(Ŝ) = X ′.
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Ahora para la H-función ψ ◦ F ′ : X ′ → Ŝ tenemos

(ψ ◦ F ′)|A′ = ψ ◦ F ′ ◦ s′ = ψ ◦ ϕ ◦ f ′ ' f ′.

Como S̃ es un espacio H-fibrante, el H-par (X ′, A′) tiene la propiedad de

extensión de homotoṕıas con respecto a S̃ y por lo tanto f ′ puede extenderse

a alguna H-función f̃ ′ : X ′ → S̃, aśı que f̃ ′ ◦ s′ = f ′. Entonces la función

f̃ = G×H f̃ ′ es la extensión deseada de f . �

Corolario 3.5.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-

trizable G. Sea S un H-espacio compacto metrizable. Si S es un espacio

H-fibrante, entonces G×H S es un espacio G-fibrante.

Demostración. Como S es un espacioH-fibrante, la función identidad idS es

trivialmente una extensión H-fibrante de S. Por el Teorema 3.5.1, G× idS =

idG×HS : G ×H S → G ×H S es una extensión G-fibrante. En particular,

G×H S es un espacio G-fibrante. �

3.6. Espacios orbitales de espacios G-fibrantes

Observación 3.6.1. La propiedad de ser G-fibrante se preserva bajo G-

retracciones.

Verifiquemos la observación anterior. Sea Y ⊆ Z tal que Z es G-fibrante

y supongamos que existe una G-retracción r : Z → Y . Para verificar que Y es

G-fibrante, debemos encontrar para cualquier G-SSDR-mapeo s : A ↪→ X

y cualquier G-función f : A → Y , una G-función f̃ : X → Y para la cual

f̃ ◦ s = f . Para ello consideremos el siguiente diagrama, donde i es una
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G-inclusión
A Y Z

X

//f

��

s

� � //i

Como Z es G-fibrante, para la G-función i◦f existe una G-función f̄ : X → Z

tal que f̄ ◦ s = i ◦ f . Ahora podemos definir f̃ = r ◦ f̄ , de modo que

f̃ ◦ s = r ◦ f̄ ◦ s = r ◦ i ◦ f = f,

ya que r ◦ i = idA. Por lo tanto Y es un espacio G-fibrante.

Lema 3.6.2. Sea G un grupo compacto metrizable. Si Y es un espacio G-

fibrante compacto metrizable y N es un subgrupo normal cerrado de G, en-

tonces el conjunto de puntos N-fijos Y N es un espacio G/N-fibrante (y por

lo tanto es un espacio G-fibrante).

Demostración. Como N es un subgrupo normal de G se sabe que Y N es un

G-espacio y que Y N/N es un G/N -espacio, (ver por ejemplo [21, Proposición

2.4(2)]). La acción de N en Y N es trivial por lo que Y N = Y N/N , de modo

que podemos considerar a Y N como G/N -espacio. Por [21, Proposición 2.8]

Y N es cerrado en Y y por lo tanto es compacto, de modo que por el Teorema

2.4.1, existe una G/N -deformación infinita fuerte de algún espacio G/N -

fibrante Z ⊃ Y N en Y N . Claramente, esta deformación puede considerarse

como una G-deformación infinita fuerte y en consecuencia el encaje s : Y N ↪→

Z es un G-SSDR-mapeo. Por la definición de un espacio G-fibrante existe

una G-función r : Z → Y tal que r |Y N= i, donde i : Y N ↪→ Y es un G-encaje

natural. En otras palabras el diagrama

Y N Y

Z

//i

��

s

??

r
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conmuta.

Notemos que si n ∈ N y z ∈ Z, entonces n · z = N ∗ z = z, en donde · es la

acción de G inducida por la acción ∗ de G/N en Z. De modo que todos los

puntos de Z son N -fijos, y por lo tanto,

r(z) = r(n · z) = n · r(z).

Aśı r(Z) ⊆ Y N y en consecuencia podemos ver a r como una composición

i ◦ r′, donde r′ : Z → Y N es una G-retracción.

Debido a que

r′(gN ∗ z) = r′(g · z) = g · r′(z) = gN ∗ r′(z),

r′ puede considerarse también como una G/N -retracción, de modo que por

la Observación 3.6.1 Y N es G/N -fibrante. �

Corolario 3.6.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto y me-

trizable G. Si X es un espacio G-fibrante compacto metrizable, entonces XH

es un espacio N(H)/H-fibrante, donde N(H) es el normalizador de H en G.

Demostración. Por hipótesis G/N(H) es metrizable, entonces por la Pro-

posición 2.2.6(d), el espacio X es N(H)-fibrante. Como H es un subgrupo

normal de N(H) y X es compacto, por el Lema 3.6.2, XH es un espacio

N(H)/H-fibrante. �

Observación 3.6.4. Sea G un grupo compacto y de Hausdorff y sea X un

G-espacio de Hausdorff con un solo tipo de órbitas (H). Entonces Gx = H

para todo x ∈ XH y además XH es un N(H)/H-espacio libre.

Verifiquemos la observación anterior. Sea x ∈ XH entonces por definición

se cumple H ⊆ Gx. Ahora, como X tiene un solo tipo de órbitas (H) entonces

Gx y H son conjugados, es decir, existe g0 ∈ G tal que

g0Gxg
−1
0 = H.
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En ([21, p. 72]) se prueba que si X es de Hausdorff, entonces las órbitas Gx

son cerradas para todo x ∈ X, además como G es compacto entonces por

([21, Proposición 3.5]), tenemos que

H = g0Gxg
−1
0 = Gx,

aśı Gx = H.

Ya hemos visto que podemos considerar a XH como un N(H)/H-espacio.

Aśı, para verificar que XH es N(H)/H-libre supongamos que para x ∈ XH ,

existe {nH} ∈ (N(H)/H)x donde n ∈ N(H), entonces escribimos

nH ∗ x = x =⇒ n · x = x =⇒ n ∈ Gx = H,

por lo tanto N(H) = H y en conclusión XH es N(H)/H-libre.

Teorema 3.6.5. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto

metrizable G. Sea E un G-espacio compacto metrizable con un solo tipo de

G-órbitas. Si E es G-fibrante, entonces E/K es un espacio G/K-fibrante.

Demostración. Cuando todas las órbitas de E tienen tipo G/H para algún

subgrupo cerrado H de G, por la Proposición 1.6.7 podemos considerar a E

como el producto torcido G×N(H) E
H .

Vamos a utilizar la siguiente notación: N = N(H) y L = N(H) ∩ K.

Notemos que L es un subgrupo normal cerrado de N . Se tiene el G/K-

homeomorfismo:

E/K ≈ G/K ×N/L EH/L (3.6.1)

Recordemos que, EH es un N -espacio que también puede considerarse como

un N/H-espacio libre con la acción · dada por nH · y = ny para nH ∈ N/H

y y ∈ EH . Si β : N → N/H es la proyección natural, podemos decir que N

actúa en EH v́ıa β (ya que ny = β(n) · y). Como L es un subgrupo normal
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cerrado de N , el subgrupo β(L) = LH/H de N/H es también normal. Para

cada y ∈ EH tenemos

L(y) = {ny |n ∈ L} = {β(n) · y |n ∈ L} = β(L) · y,

es decir las órbitas de EH respecto a las acciones de L y β(L) coinciden.Por

lo tanto, podemos escribir

X = EH/L = EH/β(L),

donde X como EH/L es un N/L-espacio con la acción ∗ dada por

nL ∗ L(y) = L(ny), nL ∈ N/L, L(y) ∈ EH/L, y ∈ EH ,

mientras como EH/β(L) es un (N/H)/β(L)-espacio con la acción ? que sa-

tisface:

(nH)β(L) ? (β(L) · y) = β(L) · (nH · y) = L(ny) = nL ∗ L(y),

donde (nH)β(L) ∈ (N/H)/β(L) y β(L) · y ∈ EH/β(L). En otras palabras,

podemos decir que N/L actúa en EH v́ıa el homomorfismo

β : N/L→ (N/H)/β(L), nL 7→ nHβ(L).

Según el Corolario 2.5.3 X = EH/β(L) es (N/H)/β(L)-fibrante ya que el

N/H-espacio EH es libre y N/H-fibrante por el Corolario 3.6.3. Por lo tanto

X = EH/L es N/L-fibrante. Ahora, aplicando el Corolario 3.5.2, concluimos

que E/K es G/K-fibrante en virtud del G/K-homeomorfismo (3.6.1). �
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A continuación enlistamos las principales contribuciones de este trabajo

de tesis.

El Teorema 2.5.2 prueba que si s : E ↪→ Ẽ es una extensión G-fibrante

de E, entonces s/K : E/K ↪→ Ẽ/K es una extensión G/K-fibrante de E/K,

cuando E es un G-espacio compacto, metrizable y libre, G un grupo compac-

to, metrizable y K es cualquier subgrupo normal cerrado de G. Este teorema

es una generalización del resultado presentado en [16, Theorem 5.1], pues en

este último, se obtiene el mismo resultado para el caso particular K = G.

De igual manera, el Teorema 3.6.5 prueba que si E es G-fibrante, enton-

ces E/K es un espacio G/K-fibrante, cuando E es un G-espacio compacto,

metrizable con un solo tipo de G-órbitas, G es un grupo compacto, metri-

zable y K es cualquier subgrupo normal cerrado de G. Este teorema es una

generalización del resultado presentado en [16, Theorem 5.4], pues en este

último, se obtiene el mismo resultado para el caso particular K = G.

Adicionalmente, en [11, Theorem 5.5] se prueba que la proyección K-

orbital π : E → E/K es una G-fibración fuerte en las condiciones del Teo-

rema 3.6.5 (aún sin la condición de compacidad para E). En esta situación,

si suponemos que E/K es un espacio G/K-fibrante entonces usando la Pro-

posición 2.2.5 (d), E/K es un espacio G-fibrante y por tanto, ya que π es
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una G-fibración fuerte, concluimos que E es G-fibrante de acuerdo con la

Proposición 2.2.2. De este modo, el Teorema 3.6.5 puede reescribirse con una

doble implicación de la siguiente manera: E es G-fibrante si y sólo si E/K

es un espacio G/K-fibrante.

En [9, Corollary 6.11] se afirma que si S es un espacio H-fibrante, entonces

el producto torcidoG×HS es un espacioG-fibrante, cuandoH es un subgrupo

grande de un grupo compacto metrizable G. El Corolario 3.5.2 prueba este

mismo resultado, sin que H sea subgrupo grande de G, pero con la hiṕotesis

adicional de que S sea compacto.

Adicionalmente, en [9, Proposition 6.8(1)] se prueba que si el producto

torcido G×H S es un espacio G-fibrante, entonces S es un espacio H-fibrante

(incluso sin la condición de compacidad para S). De este modo, el Corolario

3.5.2 puede reescribirse con una doble implicación de la siguiente manera: S

es H-fibrante si y sólo si G×H S es un espacio G-fibrante.

Como una consecuencia del Teorema 3.4.3, obtenemos una condición bajo

la cual una G-función p : E → G/H es una G-fibración fuerte, donde E es

un G-espacio compacto, metrizable y H es un subgrupo cerrado de un grupo

compacto, metrizable G.

Finalmente algunos resultados principales de la tesis ( Teorema 3.4.3,

Corolario 3.4.4, Teorema 3.5.1, Corolario 3.5.2) se publicaron en el art́ıculo

[13]: A. Bykov, J. A. Sánchez Mart́ınez, G-fibrant extensions and twisted

products, Topology and its Applications, 201(2016), 157-170.
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(2010), 249-266.

[8] A. Bykov, The homogeneous space G/H as an equivariant fibrant space,

Topology and its Appl., 157 (2010), 2604-2612.

95



96 BIBLIOGRAFÍA
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