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Introduccion

La linea de investigacion del presente trabajo pertenece a la teoria equi-
variante de homotopias. La teoria de homotopias clasica fue generalizada en
los trabajos del matemaético polaco Karol Borsuk, a partir de 1968. Borsuk
habia observado que muchos teoremas en la teoria homotopica eran validos
solo para espacios con un buen comportamiento local, como por ejemplo las
variedades, los CW-complejos y los retractos de vecindad absolutos (AN R
por sus siglas en inglés), pero fallaban para espacios como los compactos
métricos. Para superar esta dificultad, Borsuk consideré compactos métricos
encajados en el cubo de Hilbert. A esta nueva teoria se le llama Teoria de
shape. Después de los trabajos iniciales de Borsuk, aparecieron varios articu-
los dedicados a esta nueva rama de la topologia, asi como diferentes grupos
de trabajo en distintas partes de mundo. Otras contribuciones a la teoria de
shape fueron hechas por Ralph H. Fox, Jack Segal, Thomas A. Chapman,
Yurii M. Smirnov, Kiiti Morita y Sibe Mardesic.

En 1970 S. Mardesic y J. Segal generalizaron la teoria de shape de Borsuk,
a espacios compactos de Hausdorff utilizando sistemas inversos. Este nuevo
enfoque es mas categérico y llevo rapidamente a nuevas generalizaciones.

A finales de los anos 70 Edwards y Hastings introdujeron una categoria
homotoépica de sistemas inversos, a la que denominaron categoria de strong

shape. A través de los esfuerzos de varios autores fue definida la categoria de

IX
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strong shape para espacios topolégicos. Para definir la categoria de strong
shape para espacios arbitrarios se necesita un método para asociar con cual-
quier espacio dado, un sistema inverso de AN R’s en la categoria TOP. Una
forma de hacer esto es por medio del concepto de resolucién de un espacio
X. F. Cathey utiliz6 esta idea para definir la categoria de strong shape de
espacios métricos compactos [17]. El enfoque propuesto por Cathey se basa
en la existencia de extensiones fibrantes para espacios métricos compactos.
La construccién implicita de la extension fibrante de Cathey envuelve el con-

cepto de los asi llamados cotelescopios.

El enfoque general del concepto de un objeto fibrante es el siguiente:
para una clase dada > de morfismos de una categoria C, un objeto Y de
C es llamado X-fibrante si para cada morfismo s € ¥, s: A — X y cada
morfismo f: A — Y, existe un morfismo F': X — Y tal que Fos = f. Un
espacio fibrante en el sentido de Cathey es un objeto Y-fibrante, donde X
es la clase de SSDR-mapeos en la categoria de espacios metrizables. Una
extension fibrante para un espacio métrico compacto E, es un SS D R-mapeo

s: E— F tal que E es un espacio fibrante.

La teoria equivariante tiene sus fundamentos en los trabajos clasicos del
matematico noruego Sophus Lie. En su trabajo, aparecié por primera vez
el importante concepto matemaéatico de grupo topolégico. Un G-espacio en
donde G es un grupo topoldgico fijo es, simplemente un espacio topolégico E
considerado con una accién del grupo G en E. En la topologia equivariante
se estudian propiedades topoldgicas que son invariantes bajo la accién dada

del grupo G.

Actualmente la teoria equivariante de homotopias esta bien desarrollada
gracias a las aportaciones de autores tales como R. Palais, .M. James, G.

Segal, J. Jaworowski, R. Lashof, Yu. M. Smirnov y S. Antonyan; y continiia
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desarrollandose de forma activa. Basta mencionar algunos resultados como

por ejemplo, S. Antonyan demostré el siguiente:

Teorema 0.0.1. [4, Theorem 1.1] Si E es un espacio ANR equivariante,

entonces el espacio orbital E/G es un AN R, cuando G es un grupo compacto.

En [15] se construye la categoria equivariante de strong shape para G-
espacios metrizables compactos, usando una versiéon equivariante de los con-
ceptos del cotelescopio y de extensiones fibrantes. También en [8] se demues-
tra que el espacio cociente G/H es G-fibrante, dado que H es un subgrupo
cerrado de un grupo metrizable compacto G. La prueba de esta afirmacion
se basa en el hecho de que cualquier grupo compacto de Hausdorff es un gru-
po pro-Lie, es decir, es el limite inverso de algtn sistema inverso de grupos
compactos de Lie enlazados por epimorfismos continuos.

Recientemente en [9] se prueba que el funtor del producto torcido G x g —
envia H-fibraciones hacia G-fibraciones, cuando G es un grupo metrizable
compacto no necesariamente de Lie y, H es su subgrupo cerrado. Este resul-
tado se aplica al estudio de las G-fibraciones fuertes. Como consecuencia de

este estudio tenemos el siguiente

Teorema 0.0.2. [9, Corollary 6.11] Si F' es un espacio H-fibrante, entonces
el producto torcido GX g F' es un espacio G-fibrante, cuando H es un subgrupo

grande de un grupo metrizable compacto G.

En esta tesis vamos a generalizar los Teoremas 0.0.1 y 0.0.2; para ello

analizaremos las propiedades de dos funtores:

» El funtor K-orbital —/K: Mg — Mgk, de la categoria de G-espacios
metrizables Mg a la categoria de G/ K-espacios metrizables Mg i, que

envia cada G-espacio metrizable E al G /K-espacio orbital E/K.
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= El funtor del producto torcido G x g —: My — Mg, de la categoria de
H-espacios metrizables My a la categoria de G-espacios metrizables

Mg, que envia cada H-espacio metrizable S al producto torcido G X g

S.

El objetivo principal de nuestro trabajo es mostrar que los funtores ante-

riores preservan extensiones fibrantes, es decir, que:

= Sis: E < Ees cualquier extension G-fibrante de F, entonces la funcién

inducida s/K: E/K — E/K es una extensién G/K-fibrante de E/K.

m Sij: S — S es cualquier extensién H-fibrante de .S, entonces la funcién
inducida G Xy j: G xg S — G Xpg S es una extensién G-fibrante de

GXHS.

Como consecuencia de este estudio obtenemos los siguientes resultados
que pueden considerarse una generalizacion del Teorema 0.0.1 y del Teorema

0.0.2, respectivamente:

» Si £ es un espacio G-fibrante, entonces E/K es un espacio G/K-
fibrante.

= Si S esun espacio H-fibrante, entonces G X .S es un espacio G-fibrante.

Una de las herramientas usadas en la demostraciéon de los resultados prin-
cipales es, la construccién de una extension fibrante en las categorias Mg de
G-espacios y G-funciones y, Map(G-M) de pares de G-funciones.

Con el proposito de mostrar estos resultados se ha estructurado el pre-
sente trabajo en tres capitulos, que se describen a continuacién en términos
generales.

En el primer capitulo establecemos los conceptos preliminares que seran

utilizados a lo largo del trabajo. Iniciamos con una breve introduccion a



INTRODUCCION X111

los G-espacios para después presentar otras herramientas, tales como limites
inversos y diagramas pull-back. En este capitulo introducimos el concepto de
cocilindro equivariante y revisamos algunas de sus principales propiedades.

En el segundo capitulo describimos algunos hechos acerca de G-fibraciones
y espacios G-fibrantes; introducimos el concepto de G-resolucién para G-
espacios y damos una construcciéon detallada de una extension G-fibrante
para un G-espacio métrico compacto. En el Teorema 2.5.2 presentamos el
resultado principal del capitulo y, como aplicacion de este, deducimos el Co-
rolario 2.5.3. Adicionalmente en el Capitulo 3 presentamos el Teorema 3.6.5,
que es una generalizacion del Corolario 2.5.3. En el contexto general la afir-
macién del Teorema 0.0.1 sigue siendo un problema abierto para el caso de
espacios G-fibrantes, sin embargo, el Teorema 3.6.5 da una respuesta positiva
para el caso de G-espacios compactos con un solo tipo de G-érbitas.

En el tercer capitulo trasladamos varios de los conceptos previamente es-
tudiados a las categorias Map(G-TOP) y Map(G-M), como por ejemplo
las ideas de G-fibracion, cocilindros y resoluciones equivariantes. De igual
manera describimos como se construye una extension G-fibrante en estas ca-
tegorias. En el Corolario 3.5.2 presentamos el resultado principal del capitulo

el cual es, una consecuencia casi directa del Teorema 3.5.1.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos algunas definiciones y resultados bésicos, los cua-
les seran utilizados para comprender los resultados principales de esta te-
sis. Comenzamos con un desarrollo breve de la teoria de G-espacios y G-
funciones. La mayoria de los resultados sobre G-espacios pueden consultarse

en [6] y [18].

1.1. G-espacios y G-funciones

A lo largo de esta tesis el simbolo G siempre denotara un grupo topoldgico,
por tal razén comenzamos nuestro estudio describiendo tal concepto. En la

mayoria de las ocasiones G serd compacto y metrizable.

Definicién 1.1.1. Sea G un espacio con estructura de grupo, decimos que

G es un grupo topoldgico si la division 6: G x G — G,
d(h,g) = gh™"

es una funcion continua.
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Al elemento neutro (o identidad) del grupo G lo denotamos con la letra

Como ejemplos importantes de grupos topoldgicos tenemos los grupos de

Lie, que también usaremos en este trabajo.

Definicién 1.1.2. Sea G un grupo topoldgico. Se dice que G es un grupo de
Lie si posee una estructura de n-variedad diferencial, tal que las operaciones

del grupo son funciones analiticas.

Observemos que todo grupo de Lie ademas de ser localmente compacto

es metrizable y separable.

Definicién 1.1.3. Sea G un grupo topologico. Un G-espacio es un par
(X, %), donde X es un espacio topoldgico y, x: G x X — X, (g,2) — gx =z

es una accion continua, esto es, una funcion continua que satisface:
1. exx =z para cada v € X,
2. g* (h*x)=(gh)*z para cada g,h € G yx € X.

En la prdactica, se dice simplemente que X es un G-espacio sin especificar

la accion y, se escribe gr en lugar de g x x.

Cualquier accién de un grupo G en un espacio X determina una accién
de cada subgrupo H de G en X. Formalmente, si (X, *) es un G-espacio
entonces (X, *') es un H-espacio, donde la accién ' : H x X — X estd dada

por h«" x = h xx.

Definicién 1.1.4. Una funcion continua f: X — Y entre los G-espacios X

yY es una G-funcion (o funcidn equivariante) si

f(gx):gf(:p)7 para todo g € G yx € X.
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Si f: X — Y es una G-funcién y ademdas es un homeomorfismo de
los espacios topoldgicos X y Y, entonces es evidente que la funciéon inversa
f71:Y — X es también una G-funcién; en este caso diremos que f es un G-
homeomorfismo. Se dice que los G-espacios X y Y son G-homeomorfos
(o G-equivalentes) si existe un G-homeomorfismo entre ellos, en este caso
escribiremos X ~ Y.

Es facil ver que: (a) para cada G-espacio X, la funcién identidad idx :
X — X es una G-funcién, (b)si f: X — Y y g:Y — Z son G-funciones,
entonces g o f es una G-funcién también. De ello concluimos que los G-
espacios y las G-funciones forman una categoria que denotaremos como G-
TOP. Trabajaremos también en la categoria G-M de G-espacios metrizables

y G-funciones.

Sea X un G-espacio, para cada H C G y cada A C X se usa la siguiente

notacion

H(A)={ha | he€ H,ac A}.

Definicién 1.1.5. Sea X un G-espacio. Un subconjunto A de X se llama
invariante (o G-invariante) si G(A) = A. En este caso, si ademds A es

cerrado en X, decimos que (X, A) es un G-par.

Si A es un subconjunto invariante de un G-espacio X, entonces podemos
considerar a A como un G-espacio, dotado de la accién (g,a) — ga, que es
una restriccién en A de la accién de G en X. Por lo tanto se dice también
que A es un G-subconjunto de X. En este caso, el encaje A — X es una G-
funcién. En general, por un G-encaje entendemos una G-funciéon i : A — X,
tal que la correspondencia a — i(a) realiza un G-homeomorfismo entre A y
i(A).

Un G-subconjunto A de un G-espacio X, se llama G-retracto si existe

una G-funcién r : X — A, llamada G-retraccién, tal que r(a) = a para
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todo a € A. En general se dice que una G-funciéon r : X — Y es una G-
retraccion, si existe una G-funcion i : Y — X tal que r ot = idy. En este
caso, i es un G-encaje (cerrado cuando X es de Hausdorff) y A =4(Y') es un

G-retracto de X.
Definicién 1.1.6. Sean X un G-espacio y x € X.

(a) G, ={g € G | gx = x} se llama grupo de isotropia de x, y es un

subgrupo de G.

(b) G(z) = {gx | g € G} se llama G-6rbita de x o simplemente orbita
de z en X.

A vpartir de la Definicién 1.1.6(b), observamos que la érbita de cual-
quier punto x es un G-subconjunto de X. Otro ejemplo importante de G-
subconjunto de X es el siguiente: sea N un subgrupo normal y cerrado de G.
El conjunto de puntos N-fijos de X denotado como X%, se define como

XNV ={reX|NCG,}.

Sea X un G-espacio. Diremos que la acciéon de G en X es:

s trivial si G, = G para todo z € X, es decir gr = x para todo x € X

y cada g € G

» libre si G, = {e} para todo x € X, en este caso se dice también que

X esun G-espacio libre.

Denotamos por (H) a la clase conjugada del subgrupo H de G, esto es,
(H)={9Hg " | g € G}.

Sea X un G-espacio de Hausdorff, G(z) la érbitade x € X y H = G,. Como

los grupos de isotropia de puntos en la misma orbita son conjugados, es decir,
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Gge = 9gGrg™ ", para cada g € Gy x € X, entonces (H) = {G, | y € G(z)}.
Ademés G(z) es G-equivalente a /G, para cada y € G(x). En particular,
G(x) ~ G/H.

Por este motivo decimos que (H) es un tipo de drbita.

Un G-espacio X tiene un solo tipo de orbita (H), si los grupos de
isotropia de todos sus puntos estan en la clase (H), es decir, si (G,) = (H)

para cada punto z € X. En este caso, cada érbita es G-equivalente a G/ H.

Para un G-espacio de Hausdorff X, toda accion libre tiene un solo tipo

de orbita ({e}). En este caso, cada orbita es G-equivalente a G.

Proposiciéon 1.1.7. Sea f: X — Y wuna G-funcion, entonces para cada
r € X se cumple G, C Gy(y).

En particular, si Y es un G-espacio libre entonces X también lo es.

Dado un G-espacio X, el conjunto de sus G-érbitas se denota por X/G.
Sea mx: X — X/G la funcién natural que asocia a cada x su G-érbita G(z).
Entonces X/G dotado con la topologia cociente se conoce como el espacio
G-orbital (o simplemente como el espacio orbital) de X. A 7x se le llama
proyeccion G-orbital (o simplemente proyeccién orbital).

Sean X y Y dos G-espacios con proyecciones orbitales mx y 7y respec-
tivamente, y sea f: X — Y una G-funcién. Entonces f induce una tnica
funcién continua f/G: X/G — Y/G tal que se cumple /G onx = my o f.
Por supuesto, f/G esta definida por (f/G)(G(z)) = G(f(z)).

En realidad, es de nuestro interés el siguiente caso mas general: Sea N
un subgrupo normal de G, si X es un G-espacio, entonces el grupo cociente

G/N actia en el espacio N-orbital X/N por medio de la accién - dada por:

gN - N(z) = N(gz),
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es decir, (X/N,-) es un G/N-espacio. Por otro lado, podemos considerar
X/N también como un G-espacio con la accién * definida por g * N(z) =
gN - N(z) = N(gx). Notemos que en el caso particular cuando N = G, la

accién = de G en X/G es trivial.

Dado un G-espacio X podemos decir que la proyeccién N-orbital, 7wy :
X — X/N es una G-funcién ya que mx(gx) = N(gz) = gx N(x) = g*mx(x)
paratodox € X y g € G.

Proposicién 1.1.8. Sea N un subgrupo normal de un grupo topoldgico G.
Si f: X =Y es una G-funcion, entonces f induce una inica G/N -funcion

f/N: X/N — Y/N que hace al siguiente diagrama conmutativo :

X Y

mx my (1.1.1)

X/N — Y
IN g YIN

donde mx y wy son las proyecciones N-orbitales. Claramente f/N estd defi-

nida por (f /N)(N(z)) = N(f(x)).
Evidentemente, podemos tratar f/N también como una G-funcién ya que

(f/N)(g > N(z)) = (f/N)(N(gz)) = N(f(g2)) = N(gf(x)) =
g+ N(f(x)) = g (f/N)(N(z)).

Por lo tanto podemos considerar el diagrama (1.1.1) como un diagrama de

G-funciones.
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1.2. Limites inversos y diagramas pull-back

en G-TOP

Las ideas principales acerca de limites inversos y diagramas pull-back
en la categoria TOP pueden consultarse en [19]. A lo largo de esta tesis

utilizaremos sucesiones inversas y diagramas pull-back en G-TOP.

Definicién 1.2.1. Sea N = {0,1,2,3,...}. Una sucesion inversa E =

{E;,q/,N} de G-espacios (denotada también como {E;,ql}) consta de
(1) una familia {E;}ien de G-espacios,
2) una familia de G-funciones {¢’: E; — E;};~; que satisface
7 J JZ

. qf o q;? = qF, para cada terna i, j, k € N tal que i < j < k;

» ¢! = idg, para cada i € N.

Definicién 1.2.2. Sea E = {E;, ¢/, N} una sucesion inversa. Un cono so-
bre E con vértice E, es una familia de G-funciones q = {¢;: E — FE;}ien
(denotada también como q: E — E) tal que ¢l o ¢ =q, sij>1i.

Un G-espacio E junto con un cono q = {q;} : E — E sobre E, se llama

limate wnverso de E y se denota como

(E.{q:}) = lim E = lm{E,, '},

o simplemente K = @E, si el cono q satisface la siguiente propiedad uni-
versal: si {fi : Y — E;}ien es un cono sobre E, entonces existe una unica
G-funcion f:Y — E tal que q; o f = f;, para cada 1 € N.

En este caso las G-funciones q; se llaman proyecciones (naturales) del

limite tnverso @ E.
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De su propiedad universal podemos concluir que el limite es tinico salvo
G-homeomorfismo.
En la categoria G-TOP el limite inverso existe para cada sucesion inversa,
debido a la siguiente descripcion explicita: Sea E = {Ei,qf } una sucesién
inversa, entonces el espacio
E={(x;) € HEl | ¢ (241) = 7; para todo i € N}
ieN
con la accion diagonal * de G dada por gx(z;) = (gx;), es el limite inverso

de E con las proyecciones ¢; : E — E; dadas por ¢;((xy)) = ;.

En este caso, observamos que F tiene la topologia de subespacio del
producto cartesiano [, y Ei, es decir, los conjuntos de la forma g¢; L),
donde U es abierto en F;, forman una subbase de E. De hecho la familia
{g;'(U) | U es abierto en E;, i € N} forma una base de la topologia de E
([19, Proposition 2.5.5.]).

Proposicién 1.2.3. [10, Lemma 4.10] Sea N un subgrupo normal y cerrado
de un grupo compacto G y sea E = {El,qf} una sucesion inversa de G-

espacios de Hausdorff. Si E = @E con proyecciones q;: E — FE; entonces,
E/N =lm{E,;/N,q/ /N}
con proyecciones ¢;/N: E/N — E;/N.

De nuestro especial interés es el siguiente concepto dado para un grupo

G compacto y metrizable.

Definicién 1.2.4. Una sucesion pro-Lie de subgrupos de un grupo dado
G compacto y metrizable, es una sucesion decreciente {N;}ien de subgrupos

normales cerrados de G, tales que G/N; es un grupo de Lie para cada i y

N N; = {e} (y por lo tanto
ieN

G = {fEl{G/NZ, W§+1}i€N’
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donde 7} : G/N; — G/N;, j > i, son las proyecciones naturales).

Es bien sabido que para todo grupo compacto metrizable G existe una

sucesién pro-Lie (ver [23]).

La siguiente proposicion afirma que si G es compacto y metrizable, en-

tonces cualquier G-espacio es el limite inverso de cierta sucesion inversa.

Proposicién 1.2.5. [7, Proposicién 5.4] Sea {N;}ien una sucesion pro-Lie
de subgrupos de un grupo compacto metrizable G. Si E es un G-espacio,

entonces
E = $m{E/N;, pl}ien.

donde p’ - E/N; — E/N;, j > i son las proyecciones naturales.

Definicién 1.2.6. Un cuadrado conmutativo de G-funciones

E’#E

|

B’—>f B

P (1.2.1)

se llama diagrama pull-back (o cuadrado universal), si satisface la siguien-
te propiedad universal: Si X es un G-espacio ya: X — B y 5: X — E son
G-funciones tales que f oa = po 3, entonces existe una unica G-funcion

h: X — FE' tal que el siguiente diagrama conmuta

(1.2.2)
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Al G-espacio E’ (junto con f"y p/ llamadas proyecciones) se le conoce
también como pull-back (o producto fibrado) de la triada B’ LB FE
El pull-back existe para cada triada y, debido a la propiedad universal, es
finico salvo G-homeomorfismo. Para una triada B’ -5 B <~ E dada, el

pull-back E’ puede ser definido de manera explicita como
E'={(t\,z) e B'x E| f(t') =p(z)},

con la accién diagonal de G. Las proyecciones f': B — Ey p' : E' — B’ se
definen por f'(0',z) =z y p'(b/,x) =1

Proposicién 1.2.7. Sea X un G-espacio y sea tx : X — X/N la proyeccion
N-orbital, donde N es un subgrupo normal cerrado de G. Supongamos que
f B — X/N es una G/N-funcion y sea E, junto con las proyecciones
ff:E— Xuyn : E — B, el pull-back de la triada B EEAN X/N &5 X,
Entonces el G/N-espacio B es G/N-homeomorfo al espacio orbital E/N.

Mads precisamente, se tiene el diagrama conmutativo

E—1—+x
' X
E/N —— B — X/N

donde h es un G /N-homeomorfismo. Por lo tanto, podemos identificar B con

E/N, 7" conmg y f con f'/N.

Demostracién. La funcién h : E/N — B se define por h(N(y)) = 7'(y).
Obviamente h estd bien definida: si N(y) = N(y') entonces y' = ny para
algin n € N y 7'(y') = 7'(ny) = n*7'(y) = 7'(y). Por la definicién de h

tenemos homg = 7'y, por consiguiente h es continua (debido a la definicién
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de la topologia cociente en E/N). Ademas,

h(gN - N(y)) = h(N(gy)) = 7'(gy) = gx7'(y) = (gN) - 7' (y)

= (gN) - h(N(y))

es decir, h es una G/N-funcién (y con ello una G-funcién). Como mx es una
funcién sobreyectiva y abierta, 7’ también lo es, luego es faci ver que h es
abierta y sobreyectiva. Para probar que h es un homeomorfismo hace falta
ver que h es inyectiva.

Supongamos que h(N(y)) = h(N(y')). Entonces 7n'(y) = 7'(y') y con
ello (en virtud de la conmutatividad del diagrama pull-back) wx(f(y)) =
mx(f(¥')), es decir, f(y) y f(y') estdn en la misma N-6rbita de X. Por lo
tanto, existe n € N tal que f(y') = nf(y). Afirmamos que y' = ny. Para
verlo basta notar que f(y') = f(ny) y 7'(y) = 7'(y) = n7'(y) = 7' (ny).
Asi N(y') = N(ny) = N(y). 0.

1.3. G-fibraciones y G-deformaciones

Por una G-fibracién entendemos una version natural equivariante del con-

cepto de fibracion de Hurewicz.

Definicién 1.3.1. Sean X y Y G-espacios. Una funcion continua F': X X
I — Y donde I = [0,1], es llamada una G-homotopia si, F(gx,t) =
gF(x,t) para todo g € G, x € X yt € I, es decir, F es una G-funcion
considerando a X x I como un G-espacio con la accion g - (z,t) = (g, ).
Si ademds, para un subconjunto invariante A de X, una G-homotopia
F:XxI—=Y estal que F(a,t) = F(a,0) para todaa € A yt € I, entonces

se dice que F' es una G-homotopia relativa a A.
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Note que para cada t € I la funcién F;: X — Y, z — F(z,t) es una
G-funcion. Si para las G-funciones fy, fi : X — Y existe una G-homotopia
F: X x1I — Y tal que fo = Fo y f1 = Fi, se dice que fy y f1 son G-
homotopicas y se escribe fy ~ fi o F': fy >~ fi. Si ademas F' es relativa a

A, escribimos fy ~ f; rel. A.

Definicién 1.3.2. Sea (X, A) un G-par. Una G-deformacion fuerte de
X en A, es una G-homotopia D: X x I — X que satisface

(a) D(z,0) =z para todo x € X,
(b) D(z,1) € A para todo x € X,
(¢) D(a,t) =a para todoa € A ytel.

En este caso, se dice que A es un retracto por G-deformacion fuerte
de X (notemos que la G-funcién r: X — A definida por r(z) = D(z,1) es
una G-retraccién). Un G-encaje cerrado s: A — X se llama G-SDR-mapeo

si, existe una G-deformacién fuerte de X en s(A).

Definicién 1.3.3. Una G-funcion p: E — B se llama G-fibracion si, para

cada G-espacio X y cualquier diagrama conmutativo de G-funciones

T X E
o P (1.3.1)
(x,0) X x I — B

existe un relleno F: X x I — E, es decir, una G-homotopia F:XxI—>FE
tal quepﬁ:F yﬁ@x = f.
St ademdas, se puede escoger un relleno F:X xI— E el cual es una G-

homotopia relativa a un subconjunto invariante A C X, siempre y cuando F



1.3. G-FIBRACIONES Y G-DEFORMACIONES 13

sea una G-homotopia relativa a A, vamos a decir que p es una G-fibracion

regular.

En realidad, en la mayor parte de la tesis trabajaremos con G-fibraciones

regulares debido al siguiente hecho:

Proposicién 1.3.4. [9, Proposition 2.1] Sea p: E — B una G-fibracion. Si

B es un G-espacio metrizable, entonces p es una G-fibracion reqular.

La siguiente proposicién destaca una propiedad importante de las G-

fibraciones regulares.

Proposicion 1.3.5. Sea p : E — B una G-fibracion regular. Supongamos
que D : B x I — B es una G-deformacion fuerte de B en A C B. Entonces
existe una G-deformacion fuerte D:ExI—>FEdeEenF = p Y(A), tal
quep05 = Dop X idg, donde p X idg : E x I — B x I se define por
(p % idp)(z,t) = (p(x),1).

En particular, si A — B es un G-SD R-mapeo, el encaje ' — E también

lo es.
Demostracién. Por definiciéon D : B x I — B satisface las condiciones:
(a) D(b,0) = b, para todo b € B,
(b) D(b,1) € A, para todo todo b € B,
(¢) D(a,t) =a, paratodoa € Aytel.
Usando la propiedad (a) tenemos el siguiente diagrama conmutativo de G-
funciones

idg

E E

oF p (1.3.2)

pXidy D

ExI — BxI

B
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Para cada y € F, se tiene que D o (p x id;)(y,t) = p(y) para todo t € I.
En efecto, en este caso p(y) = a para algin a € A, y por tanto en virtud de
(c), D(p(y),t) = D(a,t) = a = p(y). Esto significa que D o (p X id;) es una
G-homotopia relativa respecto a Y.

Ya que p es una G-fibraciéon regular, existe una G-homotopia relativa
D:ExI—E respecto a F', que preserva la conmutatividad del diagrama
(1.3.2), en otras palabras, tal que 5(95,0) =z, 5(y,t) =yypo 5(:1;,1%) =
D(p(x),t) para todo z € E, y € F'y t € I. En virtud de la propiedad (b)
de D, la tltima igualdad implica que D(z, 1) € p~1(D(p(z),1)) € p~(A), es
decir, 15(95, 1) € F para todo x € E. Claramente D es una G-deformacién
fuerte de E en F', la cual deseabamos encontrar. [J

Sean Gy K dos grupos topoldgicos, y supongamos que « : G — Aut(K),
g — a4 es un homomorfismo, donde Aut(K) es el grupo de automorfismos

de K, tal que la correspondiente accion

GxK—=K
(g)k> = Oég(l{?),

de G sobre K es continua, es decir, G actia en K por medio de automorfis-
mos. Bajo las condiciones de arriba diremos que Gy K estdn relacionados
por .

La siguiente proposicién nos permite detectar cuando una proyeccion or-

bital es una G-fibracidn.

Proposicién 1.3.6. [9, Proposition 5.2] Sean G' y K dos grupos compactos
de Lie relacionados por el homomorfismo o : G — Aut(K). Sea E un G-
espacio izquierdo metrizable dotado también de una accion derecha libre del

grupo K, tal que se tiene la relacion

g*x(y-k)=(g9*y) -a4k), geCG, keK, yekE
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(aquix y - denotan las acciones G y K respectivamente). Entonces la proyec-
cion K-orbital p: E — E/K es una G-fibracion, donde el espacio K-orbital

E/K estd considerado como un G-espacio dotado de la accion g x yK =

(gxy)K.

1.4. Espacios G-ANR y G-SSD R-mapeos

En 1930 Borsuk en su tesis doctoral, introdujo y estudié la nocion de
retracto absoluto (abreviado como AR). Dos afios mds tarde, defini6 la nocién
de retracto absoluto de vecindad (abreviado como AN R). Los espacios AN R
forman el entorno natural para la teoria de homotopias. Un estudio detallado

de los espacios ANR y ANE puede encontrarse en [20].

En esta seccién introducimos la versién equivariante de los espacios AN R
y ANE, asi como su relaciéon. Un estudio detallado de la teoria equivariante

de retractos puede consultarse en [1], [2] y [22].

Definicién 1.4.1. Sea X un G-espacio metrizable. Decimos que X es un
G-retracto absoluto de vecindades, abreviado G-ANR, si para cada G-
espacio metrizable Y y todo G-encaje cerrado i: X — Y, existe una vecindad
invariante U de (X)) en'Y, tal que i(X) es un G-retracto de U.

St ademds se puede tomar U =Y, decimos que X es un G-retracto abso-

luto, abreviado G-AR.

Definicién 1.4.2. Un G-espacio Y se llama G-extensor absoluto de ve-
cindades, abreviado G-ANE, si para cada G-par metrizable (X, A) y cual-
quier G-funcion f: A — Y, existe una vecindad invariante U de A en X y
una G-funcion f: U =Y, tal que f |4= f.

St ademas se puede tomar U = X, decimos que Y es un G-extensor abso-

luto, abreviado G-AE.
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A partir de la definicién previa es claro que, si X es un G-AFE entonces
X es G-ANE. Por otro lado, en [21, Proposicién 6.3] y [1, Theorem 14], res-

pectivamente, se dan las pruebas de las siguientes propiedades importantes:

1. Todo subconjunto abierto invariante de un G-ANFE es también G-

ANE.

2. Si G es un grupo compacto de Hausdorff y Y es un G-espacio metriza-

ble, entonces Y es un G-A(N)R siy solo si Y es un G-A(N)E.
Cabe mencionar los siguientes dos resultados fundamentales.

Teorema 1.4.3. [4, Theorem 1.1] Sean G un grupo compacto de Hausdorff y
N un subgrupo normal cerrado en G. Si X es un G-A(N)R-espacio, entonces

X/N es un G/N-A(N)R-espacio. En particular, X/G es un A(N)R-espacio.

Proposicién 1.4.4. [3, Proposition 5] Si G es un grupo compacto de Lie
y H es un subgrupo cerrado en G, entonces G/H es un G-AN R-espacio (o,

equivalentemente, un G—ANE-espacio).

Definicién 1.4.5. Sea (X, A) un G-par. A se llama un retracto por G-
deformacion fuerte shape de X si, existe un G-encaje cerrado av: X —
M de X en un G-AR-espacio M, que satisface la siguiente condicion: Para
cualesquiera vecindades invariantes U y V' de a(X) y a(A), respectivamente
en M, existe una G-homotopia H: X x I — U, tal que H(x,0) = a(x) y
H(z,1) € V, para toda v € X. Ademds H(a,t) = a(a) para cada (a,t) €
AxI.

Un G-encaje cerrado de espacios metrizables s: A — X se llama G-

SSDR-mapeo si, s(A) es un retracto por G-deformacién fuerte shape de

X.
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Teorema 1.4.6. [8, Theorem 3.1] Sea s: A — X un G-encaje cerrado.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) s es un G-SSDR-mapeo.

(b) Para toda G-funcion f: A — Y donde Y es un G-ANR, eziste una
G-extension f: X — Y, tal que fos=f y, si fi,fo: X — Y son

dos G-extensiones de f, entonces fi ~ fo rel. s(A).

(¢) Para cualquier G-fibracion p : E — B donde E y B son G-AN R-

espacios, y cada diagrama conmutativo de G-funciones

A1 p

s{ ‘p (1.4.1)
X —F> B
existe un relleno F : X — E, es decir, una G-funcion tal que Fos= f

ypo F=F.
Corolario 1.4.7. Sea (X, A) un G-par, entonces

1. X xOUAX I — X x1I es un G-SSDR-mapeo.

2. [11, Proposition A.3] Si el encaje A — X es un G-SSDR-mapeo, en-
tonces lo es el encaje X x {0, 1} UA XTI — X x [.

Definicién 1.4.8. Una G-funcion p : E — B de G-espacios metrizables se
llama G-fibracion fuerte si para cada diagrama (1.4.1), donde s : A — X
es un G-SSDR-mapeo, existe una G-funcion F: X — E como relleno del

diagrama.
Claramente de las definiciones tenemos que:

1. Las G-fibraciones fuertes son G-fibraciones.

2. Cada G-fibracién de G-AN R’s es una G-fibracion fuerte.
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1.5. Cocilindros en G-TOP

Para un G-espacio dado B, denotemos por B’ el espacio de todas las
trayectorias continuas w : I — B (con la topologia compacto-abierta). Cla-
ramente B! es un G-espacio con la accién - dada por (g-w)(t) = gw(t), t € I.
Note que las funciones 7% : B! — B, 75 : Bl - By ng: Bl - Bx B
definidas por 7% (w) = w(0), 7(w) = w(1) y ma(w) = (w(0),w(1)), respecti-
vamente, son G-funciones. De hecho en [24, Corolario 1.8.12] se prueba que
7%, wh y mp son G-fibraciones para cualquier G-espacio B.

Definicién 1.5.1. Sea f : B" — B una G-funcién. El cocilindro de f,
denotado por coCyl(f), es el pull-back de la triada B’ I B & B'. Es

decir tenemos el diagrama pull-back

coCyl(f) —L~ pr

0, 0, (1.5.1)

B’ 7 B

Explicitamente, coCyl(f) = {(b',wp) € B' x BI|f(t/) = wp(0)} con las
proyecciones 7% : coCyl(f) — B, (/,wp) — U v [ : coCyl(f) — B,

(b/, wB) = Wpg.

Proposicién 1.5.2. [12, Proposition 2.1] Dada una G-funcion f: B — B,
consideramos la G-funcion p: coCyl(f) — B definida por

p((V,w)) =w(1), (', w) € coCyl(f).

Entonces la funcion p: coCyl(f) — B x B' definida por p(V/,w) = (w(1),V)
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en el diagrama conmutativo

coCyl(f)
d
p %
B x B
pr \
B B’

es una G-fibracion. Ademds, si B’ y B son G-fibrantes, entonces p es una

G-fibracion fuerte y, por lo tanto coCyl(f) es un espacio G-fibrante.

Proposicién 1.5.3. [15, Proposition 3.1(1)] Si f: B' — B es una G-funcién
de G-AN E-espacios, entonces coCyl(f) es un G-AN E-espacio.

Ademds, de la Proposicién 1.5.2 tenemos que 7% y p son G-fibraciones ya
que son composiciones de G-fibraciones.
Recordemos que para una funcion dada f: X — Y en TOP, una seccién de
f es una funcién s: Y — X tal que fos = idy. La G-fibracién 7% : B! — B
tiene la seccién sp : B — B!, b+~ ¢, donde ¢, : I — B es la trayectoria
constante en b, esto es, ¢,(t) = b para todo t € I. Més aun, sg(B) es un
retracto por G-deformacion fuerte de B'.

Como el diagrama (1.5.1) es pull-back, tenemos un hecho similar para 7%:

la G-funcién sp = B" — coCyl(f), V' — (V',cpu), es una seccién para 7
mientras que sp/(B’) es un retracto por G-deformacién fuerte de coCyl(f),

en particular sp es un G-SDR-mapeo.

Teorema 1.5.4. [15, p. 2031] Toda G-funcion f: B' — B admite la siguiente

factorizacion

coCyl(f)

o, ™

B B’
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donde:
(a) p es una G-fibracion, definida por
p(b,w) =w(l), (,w)e coCyl(f)
(b) sp es un G-SDR-mapeo, definido por

SB/(b,) = (b,,Cf(b/)), b e B

1.6. Productos torcidos y rebanadas

El concepto de rebanada es una de las principales herramientas utilizadas
en el estudio de los G-espacios. Esta idea permite estudiar las propiedades
de la accién de GG, por medio de las propiedades de la accién de un subgrupo
compacto H de G donde la situacién, por lo general, es mas sencilla. El
ejemplo mas notable de rebanada se encuentra en el producto torcido, que

definimos a continuacion.

Definicién 1.6.1. Sea S un H-espacio donde H es un subrgrupo cerrado
de G. El producto torcido G xg S es el espacio H-orbital del producto
G xS, cuando G xS se considera como un H-espacio con respecto a la accion

h-(g,s) = (gh™ ' hs). Los elementos de G xg S se denotan por [g, s].
Observamos lo siguiente:
1. [g,s] =¢,s'] < existeun h € H tal que ¢ = gh™' y s’ = hs.

2. Podemos considerar G Xy S como G-espacio con la accién ¢ - [g, s] =
[d'g, s]; ademés para cualquier H-funcién f: X — Y, tenemos una G-

funcion inducida

GXHfIGXHX—)GXHY, [g,fﬂ]'—)[gaf(l’)]
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Por lo tanto, tenemos un funtor denominado funtor del producto torcido

G xy—:HTOP — G-TOP.

3. Para encontrar el grupo de isotropia en un punto del producto torcido
es suficiente utilizar puntos de la forma [e, s]. En este caso afirmamos
que Geq = H,, en efecto ya que g € Gy <= [e, 5] = gle, s] = [g, 5],
lo que significa que para algin h € H, (h™',h(s)) = (g,s), esto es
g€ H,.

Proposicién 1.6.2. [6, Ch. II, Proposition 3.2] Sea H un subgrupo cerrado
de un grupo compacto G y sea X un G-espacio, supongamos que f: X —
G/H es una G-funcién. Sea A = f~(eH), entonces A es invariante bajo H y

la funcion p: Gxy A — X definida por ¢|g,al = ga es un G-homeomorfismo.

Definicién 1.6.3. Sea X un G-espacio con G compacto, H un subgrupo
cerrado de G y sea P C X una drbita de tipo G/H. Un tubo alrededor de
P es un G-encaje

@ G Xy A— X
sobre una vecindad abierta de P en X, donde A es un H-espacio.

Definicién 1.6.4. Sea X un G-espacio. Sea x € S C X tal que G,(S) = S.

Se dice que S es una rebanada en x, si la funcion
G X Gy S — X,
que envia [g, s] — gs, es un tubo alrededor de G(x).

Teorema 1.6.5. [6, Ch. II, Theorem 4.2] Sea X un G-espacio, sea x € S C
X, y hagamos H = G,. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. Eziste un tubo ¢: G xg A — X alrededor de G(x) tal que ple, A] = S.
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2. S es una rebanada en x.

3. G(S) es una vecindad abierta de G(x) y existe una G-retraccion

f: G(S) = G(z) tal que f~'(z) = S.

El siguiente teorema conocido como “Teorema de rebanada ”, asegura
la existencia de rebanadas para cada punto de un G-espacio completamente

regular, cuando G es un grupo compacto de Lie. Su prueba se debe a Palais.

Teorema 1.6.6. [6, Ch. II, Theorem 5.4] Eziste un tubo alrededor de cual-
quier orbita de un G-espacio completamente reqular, en donde G es un grupo

compacto de Lie.

La siguiente proposicién es una caracterizacion para los G-espacios con

un solo tipo de 6rbitas (H), por medio de productos torcidos.

Proposicién 1.6.7. [21, Proposicién 5.12] Sea G un grupo compacto y X

un G-espacio con un solo tipo de orbitas (H). Entonces la G-funcion
. H
n: G X N(H) X+ = X

dada por n([g, z]) = gz, es un G-homeomorfismo, donde N(H) es el norma-

lizador de H en G.

Proposicién 1.6.8. [21, Proposicién 5.13] Sea G un grupo compacto y H
un subgrupo cerrado de G. Entonces para cualquier conjunto H-invariante S

se tiene el G-homeomorfismo

(G xyS)/G=~ S/H.



Capitulo 2

Extensiones (G-fibrantes

Con el objeto de presentar uno de los resultados principales de la tesis,
el Teorema 2.5.2, en este capitulo describimos inicialmente los conceptos
de espacio y extensién G-fibrante. Revisaremos algunas de sus propiedades
basicas. En particular destacamos la existencia de extensiones fibrantes, para
un grupo GG y un G-espacio ambos compactos y metrizables, descrita en el

Teorema 2.4.1.

2.1. Espacios y extensiones G-fibrantes

La nocién de un espacio G-fibrante puede considerarse como una genera-
lizacion del concepto de G-AN R. Los espacios y las extensiones G-fibrantes
representan la base de nuestro estudio. Un estudio detallado sobre espacios
G-fibrantes asi como algunas propiedades y ejemplos, pueden consultarse en

[8] v [14]. En esta seccién trabajaremos en la categoria M.

Definicién 2.1.1. Un G-espacio E se llama espacio G-fibrante si, para
cada G-SSDR-mapeo s : A — X y cada G-funcion f : A — E, existe una
G-funcion F : X — FE tal que Fos = f.

23
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Notemos que cada espacio G-ANR es un espacio G-fibrante debido al
Teorema 1.4.6(b).

Definicién 2.1.2. Si un G-SSDR-mapeo s : E — E es tal que E es un
espacio G-fibrante, entonces se dice que s es una extension G-fibrante de

E.

Definicién 2.1.3. Sea (X, A) un G-par. Una G-deformacion infinita

fuerte de X en A es una G-funcion D : X x [0,00) — X que satisface:
(a) D(x,0) =z para todo x € X,
(b) D(a,t) =a para todo a € A yt € [0,00),

(¢) para cada vecindad invariante U de A en X eziste un A € [0,00) tal

que D(X X [A\,00)) CU.

Un G-encaje cerrado s : A — X se llama un G-15D R-mapeo si, existe

una G-deformacion infinita fuerte de X en s(A).

Proposicién 2.1.4. Si s : £ — E es una extension G-fibrante de un G-

espacio compacto metrizable E, entonces s es un G-15D R-mapeo.

Demostracién. Debemos construir una G-funcién D: E x [0,00) — E .
Podemos considerar una extensién G-fibrante i: E — E de E para la cual
exista una G-deformacién infinita D de E sobre E (ver por ejemplo [15,
Theorem 3.6]). Como E y E son G-fibrantes y s e i son G-5S5DR-mapeos
entonces, existen G-funciones ¢: E—FE y E — F tales que pos =1y
1 o1 = s, respectivamente.

Como s: E < E es un G-SSDR-mapeo, el encaje 5: E x {0,1} U E x
I < E x I es también un G-SSDR-mapeo por el Corolario 1.4.7(2). Ahora
definimos la G-funcién h: E x {0,1}UEx I — E por h(Z,0) = idg, h(z,1) =
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Vo (F)y h(z,t) = s(z) para cada T € E, x € E y t € I, entonces tenemos

el diagrama

Ex{O,l}UExI—h>E

g[

ExI
Como 5§ es G-SSDR-mapeo y E es G-fibrante, existe una G-homotopia
H:ExI—F tal que H o5 = h. Por lo tanto, tenemos

H:idgz ~1op rel s(E). (2.1.1)
Ahora definimos D: E x [0,00) — E como D(Z,t) = H(%,t) para t € [0, 1]
y D(Z,t) = ¢ o D(p(Z),t — 1) para t € [1,00).
Claramente D est4 bien definida:
D(#,1) = H(#,1) = ¢ 0 p(@) y D(7,1) = ¥ 0 D(p(7),0) = ¥ 0 (7).
Finalmente, verifiquemos que se satisfacen las condiciones de la Definicion

2.1.3:
1. D(%,0) = H(Z,0) = idz(%) = Z, para todo T € E.

2. Sea V una vecindad de E en E, entonces ¥~ 1(V) es una vecindad de
E en E, como i: E — E es un G-15D R-mapeo entonces existe t5 > 0
tal que D(E x [0,00)) C =1 (V).

Sea t; =ty + 1, entonces para todo = € E yt>t

D(@,t) =¥ o D(p(@),t—1) C v (V) =V.

3.Siae€ Eytel01], entonces D(a,t) = H(a,t) =aysia € Ey
t € [1,00), entonces
Bla,t) = ¢ 0 Dlp(a), £ — 1) = 0 D(p(s(@) £ ~ 1)
— o D(ia),t 1) = boia) = s(a) = a.
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Recordemos que dos espacios X y Y son G-homotdépicamente equivalen-
tes, si existen G-funciones f: X - Y y g: Y — X tales que go f ~idx y

fog=~idy. Asi, en vista de la expresion (2.1.1) tenemos la siguiente

Observacién 2.1.5. Cualesquiera dos extensiones G-fibrantes de un G-espa-

cio B son G-homotopicamente equivalentes.

2.2. Propiedades de G-fibraciones y G-fibrantes

En virtud del Teorema 1.4.6(c) toda G-fibracién de espacios G-ANR es
una G-fibracién fuerte.
De hecho tenemos una afirmaciéon més general probada en [11] (ver tam-

bién [17, Example (2.2)] para el caso no equivariante).

Proposicién 2.2.1. ([11, Proposition A.2]|) Sean E y B espacios G-fibrantes.
Cada G-fibracion p: E — B es una G-fibracion fuerte.

Proposicién 2.2.2. Sip: E — B es una G-fibracion fuerte tal que B es

G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostracién. Sea s : A — X un G-SSDR-mapeo y sea f : A - FE
una funcién G-equivariante. Deseamos encontrar una G-funciéon F': X — F
tal que F'os = f. Como B es un G-fibrante existe F’ : X — B tal que
F"os =po f. Ahora, como p es una G-fibracién fuerte, existe una funcién
G-equivariante F': X — Etalque po F=F'y Fos= f. [

La siguiente proposicién afirma que el limite inverso de una sucesién in-
versa de espacios G-ANR enlazados por G-fibraciones (fuertes), es un G-

fibrante. Al mismo tiempo, las proyecciones del limite son G-fibraciones.
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Proposicion 2.2.3. Sea F = {Ez,qf} una sucesion inversa de G-espacios
y G-funciones y sea E su limite inverso con las proyecciones q;: £ — E;.
Si para cada i € N, ¢""': Eiy1 — E; es una G-fibracion (fuerte) de espacios
G-ANR, entonces E es un espacio G-fibrante y todas las proyecciones q; son

G-fibraciones (fuertes).

Demostracion. Ya que cada G-fibracion entre espacios G-AN R es una G-
fibracién fuerte (y por otra parte cada G-fibracién fuerte es una G-fibracién)
consideremos solo el caso de G-fibraciones fuertes.

Dado i € N, tenemos que probar que para todo diagrama conmutativo de

G-funciones

.

)

o

_

F,
donde s es un G-55D R-mapeo, existe una G-funcién F' : X — E que pre-
serva la conmutatividad. Vamos a construir por induccion, las G-funciones
F; : X — FE; para j > 1 como sigue:
si F; ya estd encontrada, definamos Fj;; de tal manera que el diagrama

siguiente es conmutativo

gj+10f
— &+l
T Fia
X E;

j
Fj1 existe ya que qﬁ“ es una G-fibracién fuerte. La familia {F}},>; deter-
mina univocamente una G-funcién F': X — F tal que g; o F' = F} para cada
J > 1, en particular, ¢;o ' = Fj. Por otro lado, como g;o f = Fjos = gjo(Fos)

para cada j > 1 tenemos f = F' os. Asi ¢; es una G-fibracion fuerte.
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Por 1ltimo, ya que Ey es un G-AN R y por tanto es G-fibrante, entonces
E es G-fibrante en virtud de la Proposicién 2.2.2. [J

Proposicién 2.2.4. ([16, Proposition 2.4]) Sea

gl F

p/\ \p
/
B 5 B

un diagrama pull-back de G-funciones tal que p es una G-fibracion (fuerte).

Entonces p' también es una G-fibracion (fuerte). Ademds

(a) Si E, B y B' son G-fibrantes entonces E' también lo es.

(b) Si E, By B son G-ANEs entonces E' también lo es.

Para un subgrupo normal cerrado N de un grupo G, cada G/N-espacio
X puede considerarse como un G-espacio; si * es la acciéon de G/N en X,
entonces la accién - de G en X se define por g -z = gN *x. En consecuencia
cada G /N-funcion entre G /N-espacios siempre puede considerarse como una
G-funcién. Por lo tanto tenemos un funtor (G/N)-M — G-M. Este funtor
es adjunto derecho del funtor N-orbital —/N: G-M — (G/N)-M.

Proposiciéon 2.2.5. Sea N un subgrupo cerrado de un grupo compacto G.

Entonces:

(a) Si E es un G/N-ANR, entonces E es un G-ANR.

(b) Si p: E — B es una G/N-fibracidn, entonces p es también una G-

fibracion.
(c) Sis: A— X es un G-SSDR-mapeo, entonces el mapeo inducido
s/N: A/N — X/N

es un G/N-SSDR-mapeo.
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(d) Si E es un espacio G/N-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostracién. Sea p: F — B una G/N-funcién y sea s: A — X un

G-encaje cerrado. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de G-

/
\ %

A/N

funciones

A E

s s/N\ p

X/N
X r B

(a). Como N actua trivialmente en F, entonces F = E/N y por lo tanto

f/N es la funcién inducida por f, de modo que s/N y f/N son G/N-

funciones. Ademas consideraremos cada G-AN R-espacio como un G-
AN E-espacio. Como E es un GG/N-AN E-espacio, entonces para alguna
vecindad G/N-invariante U de A/N en X /N, existe una G /N-funcién
f:U — Etal que f |4n= f/N.

Sea V = ¢ (U), afirmamos que V es una vecindad G-invariante de A
en X. En efecto, si a € A entonces gx(a) = ga(a) = N(a) € A/N C U,
de modo que a € ¢x'(U) = V y tenemos que A C V. Ademéds para
geGyveV

qx(gv) = gqx(v) = gu, para algin u € U
=gNxuelU

esto tltimo se debe a que U es G/N-invariante. Por lo tanto gv €

gx (U)=V.
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Por otro lado (f o gx |v): V — E es una G-extensién de f, debido a

que para cada a € A

(foax Iv)(a) = flax |v (a)) = f(N(a))
= [/N(N(a)) = N(f(a)) = f(a).

Esto significa que E es un G-ANFE.

. Sea X = Ax Iy s(a) = (a,0). Obviamente, (A x I)/N puede identi-

ficarse con (A/N) x I. Si p es una G/N-fibracién, entonces existe un
relleno F': (A/N) x I — E, este es una G/N-funcién que puede consi-
derarse como G-funcién. En consecuencia, la G-funcion F:AxI—FE ,
dada por F=Fo qx, es también un relleno del diagrama. Esto prueba

que p es una G-fibracién.

. De acuerdo al Teorema 1.4.6, para probar que s/N es un G/N-SSDR-

mapeo, debemos probar que existe un relleno F': X/N — E, bajo la
hipétesis de que p es una G /N-fibracién de G/N-AN R’s espacios.

Por (a) y (b) p es también una G-fibracién de G-ANR’s y, como s es
un G-SSDR-mapeo, existe un relleno F: X — E tal que Fos= f
y po F' = F. Esta G-funcién induce una funcién F: X/N — E/N tal

que F=Fo gx. De modo que F es el relleno deseado, pues

Fos/Nogi=Foqyos=Fos=f=f/Nogqu

POFOC]XZPOﬁ:F:F/NOQ)o

por lo tanto Fos/N = f/N y poF = F/N.

. Para probar que E es un espacio G-fibrante, supongamos que s: <

X es un G-SSDR-mapeo, entonces por (c¢) s/N es un G/N-SSDR-
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mapeo. Ahora como E es un G/N-fibrante entonces existe una G/N-
funcién F': X/N — E tal que Fos/N = f/N. Evidentemente F' puede
considerarse como una G-funcién, con lo cual definimos la G-funcion

F: X — E como F = F o qx, y tenemos que
ﬁos:F’quos:F’os/NoqA:f/NoqA:f
por lo tanto E es un espacio G-fibrante. [

Proposicién 2.2.6. [7, Proposicién 4.1] Sea H un subgrupo cerrado de un

grupo compacto G. Entonces:

(a) Si E es G-ANR y G/H es metrizable, entonces E es H-ANR.
(b) Sip: E— B es una G-fibracion, entonces p es una H-fibracion.

(c) Sis: A— X esun H-SSDR-mapeo y G/H es metrizable, entonces la

G-funcion inducida
GXHSIGXHA—)GXHX
es un G-SSD R-mapeo.

(d) Si E es un espacio G-fibrante y G/H es metrizable, entonces E es
H-fibrante.

La condicién “G/H es metrizable "se ha adicionado en las afirmaciones
(a), (¢) y (d) con el propésito de que el G-espacio G Xy X sea metrizable,
cuando el H-espacio X es metrizable (ver [3, Proposition 3]). De este modo
podemos tener un funtor bien definido G xg — : My — M. Observemos

que esta restriccién no es necesaria para (b).

Proposiciéon 2.2.7. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo G vy

sea p: E — B una G-fibracion. Entonces la funcion inducida p/K: E/K —



32 CAPITULO 2. EXTENSIONES G-FIBRANTES

B/K es una G/K-fibracion si la proyeccion K -orbital mg: B — B/K es una
G-fibracion.

Demostracién. Dado el diagrama conmutativo de G /K-funciones

D% f

E/K
% p/K (2.2.1)
X x I —— B/K

debemos probar que existe una G/K-homotopia F:XxI—E /K, tal que
Fody=fyp/KoF=F.
Consideremos el siguiente diagrama de G-funciones

I ~

E X
/ ’
B d X x1 X
TE
iy (2.2.2)

5 E/K X

p/K /

/ >
B/K X xI

donde:

(a) X junto con las proyecciones f': X — E 'y T X — X es el pull-back
de la triada X -1+ E/K <& B,

(b) las funciones 8y : X < Xx1Iy (mgxidp): X xI — X x1 estan definidas

por 8y(%) = (7,0) y Ty X idy(z,t) = (75(Z),t), respectivamente,

(c) mg y mp son claramente las proyecciones K-orbitales,
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(d) la G-homotopia F’ : X xI — B es un relleno del diagrama conmutativo

~ pof B
55'A ‘”B (2.2.3)
- Fo(mgxidr)
XxI = B/G

Este relleno existe ya que mp es una G-fibracion.

Es fécil ver, usando (a)-(c), que el diagrama (2.2.3) es conmutativo ya que
mpopof =p/Komgof =p/Kofong=Fodyong =Fo(ng xidl)oévg.

Como F’ es un relleno del diagrama (2.2.3), tenemos F” o D = pofly
ok’ = Fo(mgxidr), lo que implica la conmutatividad del diagrama (2.2.2).
Notemos que en este diagrama la proyeccion 7 es, en efecto, una proyeccion
K-orbital en virtud de la Proposicién 1.2.7 (ya que estd inducida por la
proyecciéon K-orbital 7 en el diagrama pull-back). Por lo tanto, la funcién
7 X idy es también una proyeccion K-orbital. Asi, todas las flechas verticales
en el diagrama conmutativo (2.2.2) representan proyecciones K-orbitales y,
por consiguiente, podemos decir que el cuadrado inferior de dicho diagrama
estd obtenido del cuadrado superior al aplicar el funtor de proyeccién K-
orbital; en particular, f = f//K, F =F'/K y 0y = évo/K.

Como p es una G-fibracién, existe una G-homotopia F: X x1— E tal
que po F = F' y Fody= f'. De ello, concluimos que p/K o ﬁ/K =F/K
y F/K 08y/K = f'/K, o bien, p/K o F/K = F y F/K 08, = f. En otras
palabras, la G/K-funcién F = F/K : X x I — E/K es ¢l relleno deseado
del diagrama (2.2.1). O
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2.3. G-AN R-resoluciones

De especial importancia para nuestro trabajo, es el concepto de G-AN R-
resolucién de un G-espacio compacto. Este concepto es la base de la prueba

de la existencia de extensiones G-fibrantes.

Definicién 2.3.1. Sea E un G-espacio compacto y sea E = {El,qf} una
sucesion inversa de G-espacios y G-funciones. Un cono ¢ = {¢;} : E — E
(es decir, una familia {q; : E — E;} tal que qg oq’ =q', para j > i) se llama

G-resolucion de E si:
(i) (E,{g:}) =lim E,
—

(i) la familia de proyecciones {q;: E — E;} satisface la siguiente condi-
cion: para cada i y cualquier vecindad abierta invariante U de q;(E) en

E;, existe j > i tal que ¢ (E;) C U.

Cuando todos los G-espacios E; son G-ANR’s, se dird que q: E — FE es
una G-AN R-resolucion de F.

Veremos que las G-AN R-resoluciones existen para G-espacios compactos

metrizables; para ello probaremos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.3.2. Sea E un subconjunto compacto invariante de un G-
espacio metrizable M, donde G es un grupo compacto de Hausdorff. Entonces
E tiene una base numerable de vecindades {W;}ien abiertas e invariantes en
M tales que Wiy C W;, para cada i.

En otras palabras, el cono {u;} : E — {Wi,u!} es una G-resolucion,

donde w; : E — W; yul : W; — W,, para j > i, son inclusiones.

Demostracion. Sea d una métrica invariante en el G-espacio M compatible
con su topologia; tal métrica existe ya que G es un grupo compacto de Haus-

dorff (ver [21, Teorema 5.22]). Recordemos que d satisface, por definicion, la
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siguiente condicién: d(gx, gy) = d(x,y) para cada par de puntos z,y € M y
todo g € G.

Para cada n € N definimos W,, = {z € M | d(z, E) < 1/n}, en donde
d(z,E) = inf{d(z,y) | y € E}. Es claro que {W,};eny forma una familia
numerable de vecindades abiertas de E' en M tales que W;,; C W;. Como la
métrica en M es invariante, W; es G-invariante para cada i. En efecto, para

g € GyxeW,, tenemos
d(g[[', E) = anyGEd<gx7y) = infyGEd(x7g_ly) = d(l‘7 E) < ]_/TL

por lo tanto gx € W, para cada .

Resta probar que para cada vecindad abierta U de E en M, existe n € N
tal que W,, C U. Como F es compacto métrico, para la cubierta abierta
U ={U} de E existe € > 0 (el nimero de Lebesgue de U) tal que B(z,¢) =
{y € M | d(y,x) < €} C U, para todo punto x € E. Sea n € N tal que
1/n < e. Ahora, si y € W,,, tenemos d(y, z) < 1/n para algin punto z € E.

Por consiguiente, y € B(z,1/n) C B(z,e) C U y concluimos que W,, C U.

Claramente, (,cxWi = E (si + ¢ E, entonces W; C M \ {z} para
algtin 7). Por otro lado, podemos considerar (7),.y Wi como el limite inverso
de {Wl,uf } de modo que el cono {u; : E < W, }en satisface obviamente
la propiedad universal del limite inverso. Asi, {gn{Wl,uf = (E,{u;}). La
condicién (ii) de la Definicién 2.3.1 se cumple por la misma definicién de una

base de vecindades. J

Si en la Proposicion 2.3.2, M es un G-ANR, entonces todos los G-
subconjuntos W; son también AN R’s ya que son abiertos. Se sabe que cada
G-espacio compacto metrizable puede considerarse como un G-subconjunto
cerrado de un G-AR-espacio; con ello hemos probado el siguiente resultado

(ver también [5, Theorem 1]).
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Teorema 2.3.3. Sea G un grupo compacto de Hausdorff, entonces cada G-

espacio compacto metrizable admite una G-AN R-resolucion.

En realidad, en nuestro trabajo estamos interesados en la descripcién de
resoluciones especiales de G-espacios libres. En la demostracién del Teorema

2.3.5, el resultado principal de esta seccion, usaremos el siguiente lema simple.

Lema 2.3.4. 5i G es un grupo compacto de Lie, entonces cualquier G-espacio
metrizable libre X , puede considerarse como un subconjunto cerrado invarian-

te de algin G-AN R-espacio libre.

Demostracion. El G-espacio X, por ser metrizable, puede considerarse co-
mo un subespacio cerrado e invariante de algin G-AR-espacio M (ver [,
Theorem 13]). Como G es un grupo compacto de Lie, por el Teorema 1.6.6
existe un tubo alrededor de cada orbita del G-espacio M. En particular, para
cada z € X, la érbita G(z) es un G-retracto de alguna vecindad abierta e
invariante U, de G(z) en M, y por lo tanto el G-espacio U, es libre ya que
G(z) lo es.

Sea U = |J,cx Us. Entonces U es una vecindad invariante de X en M y
la accion de G en U es libre, méas aun, ya que U es un subconjunto abierto

de un G-AR, entonces es un G-AN R-espacio. Con esto se prueba el lema. [

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo compacto metrizable y sea {N;}ien cual-
quier sucesion pro-Lie de subgrupos de G. St un G-espacio compacto metri-
zable E es libre, entonces E admite una G-AN R-resolucion {¢;} : E — E,
tal que en E = {FE;, qi} cada E; es un G/N;-espacio libre.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicién 1.2.5 podemos representar

al espacio £ como

(E.{pi}) = m{E/N., ]}
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donde N; es un subgrupo normal cerrado de G y G/N; es un grupo compacto
de Lie para cada i. Ademds, como el G-espacio E es libre, cada E/N; es
un G/N;-espacio libre. Por el Lema 2.3.4, E//N; puede considerarse como
un subconjunto invariante y cerrado de algin G/N;-AN R-espacio libre Uj; el
cual, por la Proposicién 2.2.5, es claramente un G-AN R-espacio.

Para cada i encontramos una vecindad invariante y abierta V; de E'/N; en
U; por induccién como sigue: Sea Vy = Uy y supongamos que V; esta dada.
Como V; es abierto en el G-AN R-espacio U;, es también un G-ANR (y por

lo tanto un G-ANFE), de modo que para la G-funcién
i+1

E/Niy1 2 E/N; >V,

existe una G-extension fi™': U — Vj; en una vecindad invariante U de E /N

FR
en U; ;1. En este caso hacemos V;; = U. De este modo obtenemos la sucesion
inversa {V;, f/} con f/ = fi™ o fiflo.. o fj_l para j > iy fi =idy.

Usando la Proposicién 2.3.2, obtenemos una coleccion {I/Vi(j )}i,jeN de G-
espacios tales que para cada ¢, la subfamilia {Wi(j )}jeN es una base de vecin-
dades abiertas e invariantes de E/N; en V;, y ademas Wi(jﬂ) C VVi(j) para
todo j.

Ahora elegimos una nueva coleccién de G-espacios {Yi(j )}meN por in-
duccién como sigue: Sea Yo(j) = Wo(j) para todo 7, es decir, {Yo(j)}jeN =

{Wo(j) }jen. Ahora supongamos que para i € N, la familia {Y;(j)}jeN ya estd da-

da. Entonces definimos la familia {Yiﬂ}jGN haciendo

Vi = (e nwl

(2

para cada j € N. As{ obtenemos la familia {Yi(j)}i,jeN de G-espacios que
satisface las siguientes condiciones:
(1) para cada i € N, {Yi(j)}i,jeN es una base vecindades de E//N; en V; tal

que Y(j+1) C Y(j)
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(2) f;“(ngﬁ) C Y,”) para todos i,j € N.

Ademas, cada Y;(j ) como G /Nj-espacio es libre ya que es un subconjunto
invariante del G/N;-espacio libre V;. Notemos también que de la condicién
(2) tenemos fE(V,7) = fEU(fE () € YY), para k> i Por

consiguiente,

fryD) c i) c ) e C ) = Y,

2

y en particular,

fij(Yj(j)) C Yi(j) C Yi(i)7 (2.3.1)

para j > 1.

Ahora podemos construir una nueva sucesién inversa E = {F;, ¢/} de G-
espacios y G-funciones. Para ello, hacemos F; = Y;(i), para cada 7, y definimos
qf : E; — E; por qf(z) = ff(z), para j > iy z € E;, tomando en cuenta que
f/(E;) C E; en virtud de (2.3.1). Sea (Z, {¢;}) = @{El,qf} y veamos que
de hecho Z = E.

Consideremos el diagrama

Eq Ey E; B <— -
J\vo Jm L]\Ui JUH—I (232)
1 i+l
E/N, <— E/N, E/N; “— E/N;yy ~—— -

donde v; : E/N; — E; son inclusiones. Este diagrama es conmutativo segin

la definicién de f/™ y, por consiguiente, de ¢!t

7. La familia {v; op; }ien €s un

cono sobre {E;, qf } v, por la propiedad universal del limite inverso, induce
una G-funcién tnica v : £ — Z tal que ¢; o v = v; o p; para todo i € N.
Como todas las funciones v; son inyectivas, la funcién v es inyectiva tam-

bién. En efecto, si v(y) = v(y'), para y,y’ € E, entonces

pi(y) = vi(pi(y)) = ai(v(y)) = ai(v(y)) = vi(pi(y)) = pi(y')
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para cada i, lo que es posible s6lo en el caso y = v/'.

Veamos ahora que la funcion v es sobreyectiva. Sea z € Z y supongamos
que existe i € N tal que z; = ¢;(2) ¢ v;(E/N;) = E/N;. Recordemos que
{Y;(j)},-JGN es una base vecindades de E/N; en V; de modo que z; ¢ Y;(j) para
algtin j > i. Pero por otro lado, z; = ¢l(q;(2)) € ¢ (E;) = fij(Yj(j)) - Y;(j),
segin (2.3.1); lo cual es una contradiccién. Resulta que para cada i, z; =

¢;(2) € E/N;. Claramente,
pg(zj‘) = Ui(pg(zj)) = Qf(vj(zj)) = qf(zj) = qi(z) = z

es decir, p/ (zj) = z; cuando j > 1. Por lo tanto, la sucesién {z; };en determina
un unico punto y € E tal que p;(y) = z; para todo i. Por consiguiente,
¢i(v(y)) = vi(pi(y)) = vi(z:) = 2 = ¢;(2) para todo i, lo que implica que
v(y) = z. Con ello concluimos que la G-funcién v : E — Z es sobreyectiva
y, por lo anterior, es biyectiva. De hecho, v es un homeomorfismo y, por
tanto, un G-homeomorfismo ya que E es compacto. Por medio de este G-
homeomorfismo podemos identificar F con Z (es decir, asumir que y = v(y)

para todo y € E) y escribir F = Z.

Finalmente veremos que {¢;} : £ — FE es una G-AN R-resolucién de E. Ya
hemos probado que (F,{q¢}) = 1{1111 E. Ahora supongamos que estan dados i
y una vecindad abierta e invariante U de ¢;(E) en E;. Se cumple que ¢;(E) =
E/N; de modo que ;(E) = ¢;(v(E)) = vi(pi(E)) = vi(E/N;) = E/N;. Ya
que U es de hecho una vecindad abierta de E//N; en V;, existe j > ¢ tal que
Yi(j) C U. De la expresién (2.3.1) tenemos ¢! (E;) = fij(Yj(j)) C Y;(j) cUu,
con lo cual {¢;} satisface la condicién (ii) de la Definicién 2.3.1.

Por dltimo para cada i, F; es un G-ANR y libre como un G/N;-espacio

por ser un subconjunto invariante y abierto de V;. [J
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2.4. Existencia de extensiones G-fibrantes

Sea E = {F};, ¢!} una sucesion inversa de G-espacios. En vista del Teore-
ma 1.5.4, podemos construir inductivamente un diagrama conmutativo de la
siguiente manera: En primer lugar hacemos Ey = Fy y sg = idg,, enseguida

factorizamos ¢§ con lo que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

coCyl(qp)

~1

%/ \El (2.4.1)

E,

Ey -
6)

donde @} es un G-fibracién y s, es un G-SDR-mapeo. Ahora hacemos

E; = coCyl(q}) y s1 = sg,, y observamos que debido al diagrama (2.4.1)

el siguiente diagrama
~1
dp

E0<—E1

sozidEO ’ ’51

E()(TE1

q0

es conmutativo. Ahora consideramos la G-funcién s; 0 ¢3: E; — Fy y nueva-

mente la factorizamos para obtener el siguiente diagrama conmutativo

coCyl(s1 o qi)

~2

a % (2.4.2)

El E2

8104%
donde ¢? es una G-fibracién y sg, es un G-SDR-mapeo. Entonces al renom-
brar como Ey = coCyl(s1 0 ¢2) y s3 = sg,, por el diagrama (2.4.2) tenemos

nuevamente un diagrama conmutativo

£

E1'<—E

E1<TE2

ai
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En general, supongamos que estan dados F; y s;: E; — E;, entonces tomamos

la G-funcién s;oq ™' : E; 11 — E; y la factorizamos como s;oq ™! = Zﬁ+IOSEi+1,

donde sp,,,: Eix1 — coCyl(s; o g/™") es un G-SDR-mapeo y

G coCyl(s; o git") — E;

es una G-fibracién.

Si hacemos E;11 = coCyl(si o ¢.™') v siy1 = sp,,, entonces tenemos que
s;0q ™ = @™ os;1. Asi, hemos construido el diagrama conmutativo de

G-funciones

Ey E1 E2 Ei—f—l =

~i+1
~ 4
‘s’o:idEOJA JA s1 J 52 J s JA Sit1
i+1
s q? i at
1

E, E, < E, i <

donde ¢! es una G-fibracién y s; es un G-SDR-mapeo para cada i.
Denotemos por el simbolo F(E) el limite inverso de la sucesién inversa
{E;, @}, y sea {G; : F(E) — E;} la familia de proyecciones correspondientes,
es decir,
(F(E),{G}) = im{E;, @}
Ahora, sea (F, q) = lim E donde q = {¢; : E — E;}. Notemos que la familia
{sioq;: E — Ez} es un cono sobre {EZ, &?} y, por la propiedad universal del

limite inverso, existe una tnica G-funcién s,: £ — F(E), tal que
¢i©5q=5;0¢, (2.4.3)
para cada ¢ € N.

Teorema 2.4.1. Sea G un grupo compacto metrizable y E un G-espacio
compacto y metrizable. Supongamos que {¢;} : E — E, E={E;, qg}, es una
G-AN R-resolucion de E. Entonces:
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(1) F(E) es un espacio G-fibrante,
(2) el G-encaje inducido sq: E — F(E) es un G-15DR-mapeo.

Por lo tanto, sq es una extension G-fibrante de E.

Demostracién.

A partir de ahora denotemos a F(E) como E y 8q como s, es decir,

E=F(E)ys=s,

Probemos el inciso (1). Por la Proposicién 1.5.3 el G-espacio E; es un G-
ANR para cada i, y como cada g."' es una G-fibracién, por la Proposicién
2.2.3 E es un espacio G-fibrante.

Para probar el inciso (2), consideremos los G-subconjuntos X; = q; ' (s;(E;))

de E. Notemos que la familia {X;};cn tiene las siguientes propiedades:

(i) para cada vecindad invariante U de s(E) en E existe un j tal que

X; CU.

Probemos cada una de estas propiedades:

(i) Ya que sy = idg, se cumple que so(Ey) = Ep, de modo que X, =
@ (s0(Eo)) = @5 "(Ey) = E. Por (2.4.3) para cada i, §;(s(E)) = si(q:(E)) v
por tanto s(E) C 3 (s:(a:(E))) € & (s:( 1)) = X

Dado i, verifiquemos que X;;1 C X;: T € (71111(81'+1(Ei+1)) =

= Gi+1(2) € siv1(Eivn) = 47 (@n (@) € G (5001(Binr)) =

= G(7) € si(¢7"(Ei1)) C si(E) = T € ¢ *(si(FE;)), por lo tanto tenemos

la inclusion deseada.

(ii) Usando la compacidad de s(E), encontraremos un indice i y una vecindad

invariante V de g;(s(E)) en E;, tal que ¢ (V)CU.
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Para cada T € s(F) existe un iz y un conjunto abierto W;_ en E’ii, tal que
T € q:;l(W,E) C U, pues los conjuntos de la forma g; (W), donde W es un
abierto en EZ-, forman una base de la topologia de E.

La familia {g;_' (Wi, ) }zes(p) €s una cubierta abierta de s(E) y, como s(E) es
compacto, existe una subcubierta abierta finita {g; '(W;, )}, que cubre a
s(E). Sea i =max{iy: k=1,...,m} y W =, (q, )" (W;,), es claro que
W es abierto en El Ahora escribimos

G W)=g" (U@k)_l(Wzk)> =Ua" o (@) wy)

k=1 k=1
m

U q% Oql 1 Zk) - U(Z]vlk)il(wlk)

k=1
por lo tanto s(E) C ¢, (W) C U, de modo que W es una vecindad abierta de
Gi(s(E)). Por otra parte, ya que G es compacto entonces por [21, Proposicién
5.3, @i(s(E)) tiene una vecindad invariante V en E; tal que V C W, lo que
implica g, '(V) C g *(W) C U. Por (2.4.3), 5;(¢;(E)) = G(s(F)) CV y con
ello 5,1 (V) es una vecindad invariante de ¢;(E) en E;.
Ahora, como {¢;} : E — {E;,q/} es una G-AN R-resolucién de F, existe un
4 > tal que ¢ (E;) C s;1(V), por lo tanto escribimos

X;=q;"(s;(Ep) €@ (@ (s5(E)) = G (sa(ql (Ey))
Cq '(sils (V) =q (V) C U,

con esto probamos la segunda propiedad.

Ahora sea ¢ € N. Por las Proposiciones 2.2.3 y 1.3.4, ¢; : E — E; es
una G-fibracién regular. Como s;(E;) — E; es un G-SDR-mapeo y X; =
@ '(si(E;)), el encaje X; < E es también un G-SDR-mapeo en virtud de la
Proposicién 1.3.5. En otras palabras, existe una G-deformacion fuerte D; :

ExI — EdeE en X, que satisface, segin la definicién, las siguientes

condiciones:
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(a) D;(%,0) = 7, para todo T € E,
(b) Di(7,1) € X;, para todo T € E,
(¢) Di(z,t) =2, paratodoz € X; yt € 1.

Usaremos la familia de G-deformaciones {D; : ExI— E }ien para definir

una funcién D: E x [0, 00) — E como sigue:

D(z,t) = Dy(Diy1(Z,t —i),1) cuando t € [i,i+ 1].
Veamos que D est4 bien definida. Supongamos que
(F,t) € (Ex[i—1,i)) N (E x [i,i+1]),

en particular, ¢ = 4. Considerando ¢ € [i — 1,i], segin la definicién de D

tenemos

jj(:fa t) = Difl(Di(:fat_ (2 - 1))7 1) = Difl<Di(:fa 1)7 1) = Dz('i./? 1)7
ya que D;(z,1) € X; C X;_;.

Por otro lado, si consideramos que t € [i,7 4 1] entonces
ﬁ(%a t) = Di<Di+1(ff7 0)7 1) = DZ<EE7 1)7
y asi D estd bien definida. Esto implica que D es continua. En efecto, las

restricciones D) Bx| son obviamente continuas y ademas la familia

i,i+1]
{Ex[i,i41]}icn es una cubierta cerrada de E x [0, 00); con ello D es continua
en virtud de [19, Proposition 2.1.13]. De hecho D es una G-funcién pues todas
las funciones D; son G-funciones.

Finalmente veamos que D es una G-deformacién infinita fuerte de E

sobre s(E). En primer lugar D(7,0) = Dy(Ds(%,0),1) = Dy(7,1) = Z, para

todo 7 € E. Como s(E) C X; para cada i, tenemos D;(%,t) = T para todo
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T € s(F) yt e I. Por consiguiente, si ¥ € s(E) y t € [i,i + 1], entonces
D(%,t) = D;j(Di1(Z,t —1),1) = D;(%,1) = 7, es decir, para todo ¢ € [0, 00),
D t) =%

Por tltimo, supongamos que U es una vecindad invariante de s(E) en E.
Por la propiedad (ii) podemos encontrar un j tal que X; C U. Sea (7,t) €
E x [7,00). Entonces t € [i,74 1] para algin ¢ > j. Ya que DZ(E x{1}) = X;
(por las condiciones (b) y (c) para D;), tenemos

D(g, t) - Dz(Dz—l—l(%;t - Z), ].) S Xz Q Xj

y de ello E x [f, 00) CX,CU.

En consecuencia D es una G-deformacion infinita fuerte de E sobre s(E).
En particular, s: £ — E es un G-15D R-mapeo. [J

Como cada G-espacio compacto metrizable, en virtud del Teorema 2.3.3,
admite una G- AN R-resolucién, entonces aplicando el Teorema 2.4.1 tenemos

el siguiente resultado:

Corolario 2.4.2. Cada G-espacio compacto metrizable E, admite una ez-

tension G-fibrante.

2.5. Extensiones (GG-fibrantes libres

Lema 2.5.1. Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G
tal que el grupo cociente G/N es un grupo de Lie. Supongamos que E es un
G/N-espacio libre. Si consideramos E también como un G-espacio (bajo la
accion de G via G — G /N ), entonces para cada subgrupo normal cerrado K

de G, la proyeccion K-orbital E — FE/K es una G-fibracion.

Demostracién. Supongamos primero que N = {e}, es decir, que E es un G-

espacio libre y G es un grupo compacto de Lie. Para probar que g : £ — E/K
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es una G-fibracién vamos a usar la Proposicion 1.3.6. Para cada g € G sea
a, : K — K el automorfismo k + gkg~!. Definamos la accién derecha - de
K en E pory-k =k 'y, donde k € K y y € E. Claro que esta accién es

libre. Como

g(y- k) = gk™'y = (gkg™") gy = (9y) - (gkg™") = (9y) - (k)

podemos afirmar que £ — E/K es una G-fibracién en virtud de la Proposi-
ci6n 1.3.6. Notemos que E/K es tanto el espacio K-orbital de E respecto a la
accion izquierda dada, como el espacio K-orbital respecto a la accion derecha
-, mientras que la accién de G en E/K se define por g(K(y)) = K(gy).
Volvemos al caso general. Recordemos que la acciéon - de G en E via
m: G — G/N, g — gN, estda dada por g -y = w(g)y. Por lo tanto, las
7(K)-6rbitas de E coinciden con las K-6rbitas de £ cuando consideramos a

E como un G-espacio:
K-y={k-y|lkeK}={n(k) y|keK}=mn(K)y)

para todo y € E. Notemos que 7(K) = KN/N es un subgrupo normal
cerrado de G/N. Asi, la proyeccién K-orbital £ — E/K (considerando F
como un G-espacio) es la proyeccién K N/N-orbital E — E/(KN/N) que es
una G /N-fibracién seguin la primera parte de la demostracion. Por lo tanto,
concluimos que £ — E/K es una G-fibracién de acuerdo con la Proposicién

2.2.5(b). O

Teorema 2.5.2. Sea G un grupo compacto metrizable y sea E un G-espacio
compacto metrizable y libre. Si s: E — E es cualquier extension G-fibrante
de E, entonces E esun G-espacio libre y, para cada subgrupo normal cerrado
K de G, la funcién inducida s/K: E/K — E/K es una extensién G/K-
fibrante de E/K.
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Demostracion. Primero, probaremos la afirmacién de nuestro teorema para
la extensién G-fibrante s: E < E dada por el Teorema 2.4.1. En este caso,
{¢;} : E = E={E;, ¢/} es una G-AN R-resolucién que satisface el Teorema
2.3.5. En particular, E; es un G/N;-espacio libre para todo i mientras que
{N, }ien es cualquier sucesién pro-Lie de subgrupos de G.

Recordemos que (E, {}) = I&H{EZ,(]?} y el encaje s: E < E estéd in-
ducido por los G-SDR-mapeos s; : F; < E; tales que s; o ¢ =g osip
para todo i.

Como cada s; es un G-SDR-mapeo, existen G-funciones r; : EZ —: E;
tales que r; o s; = idp, y, segun la Proposicién 1.1.7, para cada 1, EZ es un
G /N;-espacio libre tanto como E;. Si consideramos a El como un G-espacio,
los grupos de isotropia de todos sus puntos son iguales a N;. Sea z € E,
entonces (de nuevo por la Proposicién 1.1.7) se cumple G, C Gz ;) = N;
para cada i, donde ¢; : E — E;es la proyeccién natural. Pero (| N; = {e}

iEN
y, por lo tanto, G, = {e} para cada punto z € E. Asi, conclu?mos que el
G-espacio E es libre.

Ahora, para probar que el G/K-espacio E /K es G/K-fibrante, notemos

que, segun la Proposicion 1.2.3,
B/K = \im{B/K, 3/ K},

En virtud del Lema 2.5.1 la proyecciéon K-orbital 7z : E; — E; /K es una
G-fibracién para cada i, y como cada /"' es una G-fibracién, concluimos,
utilizando la Proposicién 2.2.7, que @?H/K es una G/ K-fibracién para cada
7. Adicionalmente, cada EZ /K es un G/K-AN R-espacio ya que cada EZ es
un G-AN R-espacio (ver [1, Theorem 1]). Por la Proposicién 2.2.3, E/K es
un espacio G/ K-fibrante.

Por dltimo, s/K es un G/K-SSDR-mapeo en virtud de la Proposicién
2.2.5(c) ya que s es, por hipétesis, un G-SSD R-mapeo. Con esto probamos
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que s/K es una extension G/K-fibrante de £/ K.

En segunda instancia, probaremos nuestro teorema, usando s: E < E,
para una extensién G-fibrante de E arbitraria, digamos s': F — FE’. Por
la Observacién 2.1.5 existe una G-equivalencia homotdépica a: E' — E. Sea
B E — E' un inverso homotépico de o y sea D: E' x I — E’ una G-
homotopia tal que Dy = foa y Dy = idg. Notemos que, por la Proposicion
1.1.7, E' es un G-espacio libre igual que E debido a la existencia de la G-
funcién a: E' — E.

Consideramos el siguiente diagrama

a/K ~
A K = Bk

o (2.5.1)

X

de G/ K-funciones en donde ¢ es un G/K-SSD R-mapeo arbitrario. A fin de
mostrar que F'/K es G/K-fibrante, debemos encontrar una G/K-funcién
v: X = E'/K tal que poo = f.

Notemos que, como E/K es G/ K-fibrante, existe una G/ K-funcién h: X —
E/K tal que hoo = (/K)o f, en el diagrama (2.5.1). Sean

E A E'

<

~ s
Ly E/

(2.5.2)

~ !
X —~ BE/K A——~ E/K
los diagramas pull-back de las triadas X N E/K LR y A SN E'JK &
E’, respectivamente, donde 75 y mp son las proyecciones G/K-orbitales.
Recordemos que, por la Proposicién 1.2.7 podemos identificar A y X con

ﬁ/ Ky X /K respectivamente y, considerar las proyecciones m y 73 como
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proyecciones G/ K-orbitales. Como

ho(oomy) :OZ/KOfOﬂ'g:Oé/KOTrE/Of:WEO(aOfN)
las G-funciones a0 f: A= E yoom;: A — X inducen una tnica G-funcién
5: A— X tal que hod = ao fy T 00 = ooy, por la propiedad universal
del pull-back aplicado al diagrama izquierdo (2.5.2).

Por lo anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

~ f ,
A E
/rg /
~ h ~
X E 7TE/
T
f /
/ AK
h ~
X E/K

En este diagrama las flechas verticales son proyecciones K-orbitales y, por
consiguiente, podemos escribir f = f/ K, h= ﬁ/ K yo=0c/K. Es facil ver
que ¢ es un G-encaje cerrado al igual que o. Claramente, podemos asumir,
sin pérdida de generalidad que, A y A son subconjuntos cerrados invariantes
de X'y X respectivamente.

Definimos una G-funcién F: X x 0U A x I — E' como sigue: F(%,0) =
(8o h)(Z) para (%,0) € X x 0y F(a,t) = D(f(a),t) para (a,t) € A x I. La

G-funcion F esta bien definida debido a que para todo a € A se cumple

(B0 h)(@) = (Boh)(&(@) = (Boao f)(@) = D(f(@),0).
Por el Corolario 1.4.7 la inclusién X xOUAx I < X x I es un G-5S5D R-mapeo

y, va que por hipétesis E' es G-fibrante, entonces existe una G-homotopia

F: X xI— FE tal que F | %xouixr=F-
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Sea @ : X — E' una G-funcién dada por ¢ = F(,1).
Afirmamos que la G/K-funcién ¢ = ¢/K: X — E'/K inducida por ¢ es
una funcién que hace conmutativo al diagrama (2.5.1). De verdad, para cada

a € E, se cumple
poo(a)=F(o(a),1) = F(a,1) = D(f(a),1) = f(a),
es decir, 5o = f y, por lo tanto, p oo = p/Koo/K = fv/K = f.
Finalmente, por la Proposicién 2.2.5(c), §'/K: E/K — E'/K esun G/K-
SSDR-mapeo y por lo tanto s'/K es una extensién G/K-fibrante. O

Corolario 2.5.3. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto
metrizable G. Sea E un G-espacio compacto metrizable y libre. Si E es G-

fibrante, entonces E/K es un espacio G| K -fibrante.

Demostracion. Como la G-funcién identidad idgp: E — E es trivialmen-
te un G-SSD R-mapeo, podemos considerar a idg como una extensiéon G-
fibrante de E. Asi, aplicando el Teorema 2.5.2, concluimos que idg i : E/K —
E/K es una extensiéon G/K-fibrante y, en particular, F/K es un espacio

G/ K-fibrante. OJ



Capitulo 3

Extensiones fibrantes en

Map(G-TOP)

En este capitulo tratamos con la categoria Map(G-TOP) cuyos objetos
son G-funciones y cuyos morfismos p’ — p son pares (f’, f) de G-funciones

tales que el diagrama

E’#E

p’\
f

B — B

P (3.0.1)

conmuta. Diremos en este caso que (f, f') es un G-morfismo. La categoria
Map(G-M) se define de manera similar, pero sus objetos son G-funciones de

G-espacios metrizables.

En estas categorias podemos introducir en un modo natural conceptos
analogos a las nociones de G-homotopia, G-retracto, G-fibraciéon, cocilindros

equivariantes, entre otros.

o1
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3.1. Fibraciones y deformaciones en Map(G-

TOP)

En esta seccién comenzamos definiendo el concepto de G-fibracion en la
categoria Map(G-TOP) y damos una caracterizacién de dicho concepto. En
particular, destacamos la existencia de extensiones fibrantes en la categoria
Map(G-M), dada en el Teorema 3.3.3. Este se utilizard para probar los re-

sultados principales de la tesis, los Teoremas 3.5.1 y 3.6.5.

Sea a« = (f',f) : P — p un morfismo representado por el diagrama
(3.0.1). Si A C By F C E son G-subconjuntos tales que p(F') C A, entonces
se puede considerar la restriccion ¢q : F' — A de p; en este caso escribimos
q C p. Notemos que p/(f'~1(F)) C f~(A). En efecto ya quesiz € p'(f~1(F))

entonces

F(x) € F@ (A F)) = p(f (7 (F)) = p(F)
S e S p(F) € A,

De modo que podemos considerar la restriccion f~1(F) — f71(A) de p/,
la cual denotamos por a~!(q), y escribimos a~t(q) C p'. Similarmente, si
¢ Cp,q: F' — A entonces a(q') es la restriccion f'(F') — f(A) de p.

Si un G-morfismo o = (s',s) : ¢ — p es tal que s y ¢ son G-encajes,

usaremos la notacién o : ¢ — p.

Definicién 3.1.1. Sea g C p. Por una G-deformacion fuerte de p sobre
q entendemos un par de G-deformaciones fuertes usuales D' : E x I — E y
D:Bx1I— BdeFE yB sobre F' y A, respectivamente, las cuales forman
un morfismo p X id; — p en Map(G-TOP), esto es, estin relacionadas por

la igualdad po D" = Do (p xidy) (donde p xidy: Ex I — B X I envia (z,t)
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a (p(x),t)).

Sea o = (5, s) : ¢ = p un morfismo tal que sy s’ son G-encajes. Si existe
una G-deformacién fuerte de p sobre o(q), diremos que o : ¢ < p es un

G-SDR-morfismo.

Definicién 3.1.2. Un G-morfismo « : p' — p se llama G-fibrado si, para
cualquier G-funcion h : X — Y, « tiene la propiedad de levantamiento
derecho con respecto al morfismo 6} = (95,0Y) : h — h x idy, es decir si

esta dado el diagrama conmutativo
By
hxidy —— P

entonces existe un morfismo h X id; — p’ como relleno.
Definicién 3.1.3. Un G-morfismo a: p' — p (en Map(G-M)) se llama G-
fibrado fuertemente cuando tiene la propiedad de levantamiento derecho

con respecto a todos los morfismos o = (s',s) : k' — h tales que ambos s y s

son G-SSDR-mapeos, es decir para cada diagrama

p/
p

h

existe un morfismo h — p' como relleno.

B

_

Note que para cualquier G-morfismo dado por el diagrama (3.0.1), siempre
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podemos considerar el diagrama conmutativo

(3.1.1)

donde el cuadrado interno es pull-back, esto es, P (junto con J? y p) es
el pull-back de la triada B’ L B & F Por supuesto, la G-funcién q
estd determinada de manera tnica por el diagrama (3.0.1).

Utilizando el diagrama (3.1.1) damos una caracterizacion, en la siguiente

proposicién, de los morfismos G-fibrados y G-fibrados fuertemente.

Proposicién 3.1.4. Sea o : p' — p un G-morfismo dado por el diagrama
(3.0.1). Entonces a es un morfismo G-fibrado (fuertemente) si y sélo si las

G-funciones f, f" y q en el diagrama (3.1.1) son G-fibraciones (fuertes).

Demostracién. Probaremos sélo el caso en que f, f’ v ¢ son G-fibraciones

(el caso de G-fibraciones fuertes se prueba analogamente).

(<) Segtn la Definicién 3.1.2, dado el siguiente diagrama conmutativo

en Map(G-TOP)

(u'su)
v —

~

S

0% ,0Y) a=(f".1) (3.1.2)

vXidf —— P
T )
debemos encontrar un relleno (g, h) : v X id; — p'.
Encontraremos un par de G-funciones g : X x [ = E' y h:Y x I — B’ de

la siguiente forma. En primer lugar, volvemos a escribir el diagrama (3.1.2)



3.1. FIBRACIONES Y DEFORMACIONES EN M AP(G-TOP) %)

en forma extendida como

~

X E
7
Y - B’ £
agfl
f
oy X x1I - FE
/Xid} /
Y x1I B

Ademas, para el morfismo o = (f’, f) consideramos el diagrama asociado
(3.1.1). Por hipétesis f, f' y q son G-fibraciones, en particular, para el dia-

grama conmutativo

Y

B/
24 f
Y xI — B

existe una G-funcién h: Y x I — B’ tal que foh=w y hod} = u.

Para las G-funciones ho (v xid;): X XxI — B'y w': X x I — F el diagrama

s

ho(ind[) P

X x1I

p

|

es conmutativo ya que foho (v xid;) = wo (v xid;) = pow’. Entonces por la

f
B’ .

propiedad universal del pull-back, existe una G-funcién tunica h: XxI—P

tal que ﬁOE =ho(vxid)y ]?o% — w'. Utilizando h construimos el siguiente
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diagrama de G-funciones

o2 g (3.1.3)

que es conmutativo debido a fo (hod¥) =w 0¥ = flouw' = fo(gou!)y
po(hodX) =ho(vxid))od¥ =hod ov=uov=pou =po(gou) con
lo cual h o 95 = qou' (otra vez por la propiedad universal del pull-back).
Como ¢ es una G-fibracién, existe una G-funcién g: X x I — E’ tal que
go(‘)é(:u’yqog:ﬁ

El par @ = (g, h) de G-funciones construidas hasta el momento, forman un
morfismo en Map(G-TOP) de v x id; a p/, ya que ho (v X id;) = po h =
pogog=poy.

Finalmente, como go dF =/, hod) =u, foh=wy flog= fogog=
fo% = w’, el morfismo & es el relleno del diagrama (3.1.2). Esto prueba que

o« es un morfismo G-fibrado.

(=) Para probar que la G-funcién ¢ : E' — P en el diagrama (3.1.1) es
una G-fibracién supongamos que estd dado el diagrama conmutativo (3.1.3)
de G-funciones. Debemos encontrar un relleno ® : X x I — E’ para este

diagrama. Construimos el siguiente diagrama
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X o
& o
9
ﬁoﬁ
X x1I B’ f!
f (3.1.4)
ot g1 X x1I P FE
/ /
X xIx] B

donde w : X x I x I — B es tal que w(x,t,7) = po ]/C\O%(:L’,t). Es facil ver que
el diagrama (3.1.4) es conmutativo y, como (f’, f) : p’ — p es un morfismo
fibrado, existe un morfismo (®, ¥) : 95! — p’ tal que (®, ¥) o (3,05 ') =
(W, poh)y (f',f)o(®,W¥) = (foh,w). En particular, ® 0 9% = u’. Ademas,
Po(qo®) =pod =Vod ! =pohy folgo®) = fod=fohlo
que implica go & = h por la propiedad universal del pull-back. Asi ® es un
relleno del diagrama (3.1.3).

Ahora vamos a probar que la G-funcién f : B* — B es una G-fibracion.

Sea

X

B/

o f (3.1.5)

un diagrama conmutativo. Claramente, podemos extender este diagrama co-
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mo sigue:
0 cd E
4 P
a6 /
X ~— B r
j ‘f (3.1.6)
a5 0 x1I¢ - E
e s
X x1 B

w

donde () es el conjunto vacio (por supuesto, ) x I = ). De nuevo, como
(f',f) : ¥ — p es un morfismo fibrado, existe un morfismo (en Map(G-
TOP)) (w', @) : ¢ — p' tal que (w',@)o (80, 0F) = (u/,u) y (f, f)o(w', @) =
(w',w). En particular, o 9 =uy fow = w, es decir w : X x I — B’ es
un relleno del diagrama (3.1.5). Asi, f es una G-fibracion.

Por tltimo, la G-funcién f : P — E en el diagrama (3.1.1) es una G-
fibracion tanto como f, ya que el cuadrado interno es pull-back. Por consi-

guiente, f’ es también una G-fibracién como composicién de las G-fibraciones

gy [. O

Corolario 3.1.5. Sea id, la funcidn identidad de un conjunto puntual {*}
sobre si mismo (con la accion trivial del grupo G). Entonces para cualquier
G-funcion p tenemos:

(a) p — id, es un morfismo G-fibrado < p es una G-fibracion.

(b) p — id, es un morfismo G-fibrado fuertemente < p es una G-fibracion

fuerte de espacios G-fibrantes < p es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

E ¢B): p — id, un morfismo dado por el cuadra-

*
*

Demostracién. Sea a = (¢
do conmutativo 5

E —
|
B

PR

_

o
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Para el morfismo « el diagrama conmutativo asociado (3.1.1) tiene la

forma

B —=
B ——=
(desde luego el cuadrado interno es pull—b;z:k).
Por la Proposicién 3.1.4, a = (cF, cP) es un morfismo G-fibrado si y sélo

si ¢ y ¢ son G-fibraciones. Como ¢ = p y, ademds, c¢? y cf son a priori
G-fibraciones, esto prueba (a).

La demostracién de (b) es similar, pero adicionalmente hay que observar
que las funciones constantes cZ y ¢ son G-fibraciones fuertes si y sélo B y
E son espacios G-fibrantes.

Finalmente, por [11, Proposition A.2], si E'y B son espacios G-fibrantes,

entonces cada G-fibraciéon £ — B es una G-fibracion fuerte. O

Diremos también que un morfismo « : p’ — p dado por el diagrama
(3.0.1) es G-fibrado regular si las G-funciones ¢ y f (y por lo tanto f’) en
el diagrama (3.1.1) son G-fibraciones regulares. Por ejemplo, el morfismo G-
fibrado « representado por el diagrama (3.0.1) es regular si los G-espacios E,

By B’ son metrizables.

Proposicién 3.1.6. Sea oo = (f’, f) : p' — p un morfismo G-fibrado regular.
Supongamos que para alguna restriccion q C p existe una G-deformacion
fuerte de p sobre q. Entonces existe una G-deformacion fuerte de p' sobre
¢ =a '(q)

Omitimos la prueba de la Proposicién 3.1.6 ya que es, en efecto, idéntica

a la demostracion de su andlogo en G-T'OP, la Proposiciéon 1.3.5.
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Proposicién 3.1.7. Supongamos que p = {p;, 5]} es una sucesidn inversa

en Map(G-TOP) y sea p su limite inverso con las proyecciones B; : p — p;,

esto es, (p, {5:}) = lim p.

(i) Sipo es una G-fibracion y B es un morfismo G-fibrado para cada i,

entonces p es una G-fibracion y cada 5; es un morfismo G-fibrado.

(ii) Si po es una G-fibracion fuerte y B es un morfismo G-fibrado fuer-
temente para cada i, entonces p es una G-fibracion fuerte y cada 3; es

un morfismo G-fibrado fuertemente.

Demostracién.
Probaremos sélo la afirmacién (i); la prueba de (ii) es andloga.
Supongamos que esta dado el diagrama conmutativo de G-morfismos

3

h ———7Pp

80 Bi (3.1.7)
h X id; — 2
Para probar que f3; es un morfismo G-fibrado, debemos encontrar un relleno
@ :hxid —p.
Sea ¢, = i o; para cada k < i. Ahora definiremos por induccién los G-
morfismos ¢y, : hxid; — pg, para cada k > 1, tales que prody = frofy ﬁf“o

Pr+1 = P como sigue. Supongamos que @i, k > 7 ya estd dada. Entonces

definamos @11 : h X id; — pr1 como relleno del diagrama conmutativo

Br+19§
h i Pk+1

oo BZ+1

hXid[T)pk
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Como B,’j*l es un morfismo G-fibrado tal relleno existe. De este modo ob-
tenemos la familia f = {¢}}ren requerida. Claramente f es un cono sobre
p = {pi, Bg } v por la propiedad universal del limite inverso induce un G-
morfismo tnico ¢ : h xid; — p tal que Brop = ¢y para todo k; en particular,
Biop = pi. Ademds, By o (¢ o0 do) = (Brop)ody = ¢y odo = Py o0&, para
todo k, lo que implica la igualdad ¢ o §g = £. Con ello ¢ es un relleno del
diagrama (3.1.7).

Para demostrar que p es una G-fibracion hay que verificar, en virtud del
Corolario 3.1.5, que p — id, es un morfismo G-fibrado, es decir, probar que

cada diagrama de G-funciones

|

o (318)

h xid; —— id,

admite un relleno E: h x id; — p.

Como pg es una G-fibracion, es decir py — td, es un morfismo G-fibrado,

existe un G-morfismo &, : h X i1d; — po que hace conmutativo el diagrama

h ¢ PBO Po

60[ EO J (3.1.9)

hx id; id.

El G-morfismo [y : p — pg es un morfismo G-fibrado segin la primera parte
de la demostracion. Por lo tanto, para el diagrama 3.1.9, existe un relleno

E . h xid; — p. Obviamente E es también un relleno del diagrama (3.1.8). [
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3.2. Cocilindros en Map(G-TOP)

La nocién de cocilindro para un morfismo dado o = (f',f) : p/ — p
se define en Map(G-TOP) a través de la idea de cocilindro, dada en la
Definicién 1.5.1, para las G-funciones f’ y f. Si denotamos por coCyl(«) el

cocilindro del morfismo «, entonces este se define como la G-funcién
coCyl(a) : coCyl(f") — coCyl(f), (' ) — (P'('),pou). (3.2.1)

Observacién 3.2.1. Para el morfismo o = (f', f) : ' — p, tenemos que
0

coCyl(a) es el pull-back de la triada p ——= p <—— p! , es decir, el

siguiente diagrama conmutativo es pull-back en Map(G-TOP):

coCyl(a) u

'
(79 7%)=AY | —(x0,70,) (3.2.2)
p

a= (f’

donde p! : BT — B! estd dado por p'(w') = pow’, & = (?’,f), T = (T, 7).

Demostracion. Como primera parte, debemos verificar que el diagrama

(3.2.2) es conmutativo, para ello lo escribimos en forma extendida

coCyl(f") E!

Cocly /

71_0
E o~
coCyl(f) ! B! sz
o (3.2.3)
79 E' Iz E
p/
/ /
B’ B
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Ya que por hipdtesis se cumplen las igualdades fop' = po f’, fon} = 750 _]?

y flomh = 7% o f entonces sélo debemos verificar las igualdades

1. focoCyl(a)=plof,

2. %0 coCyl(a) = p' oY,

0 onl — 0
3. mpop' =pomp.

En efecto, si (2/,w') € coCyl(f') y w € E' entonces:

~

1. fo coCyl(a)(z',w') = f(p/(a'),pow) =pow” 'y
plo fi(a',w') = pl(w') = pou'.

2. % 0 coCyl(a)(z',w'") = 7%/ (2/,pow) =p'(z)) vy

p/ o %\%(37/7 w/) _ p/<$/).

3. 7% o pl(w) = Th(pow) =pow(0) ¥
pom(w) = pow(0).

Ahora verificaremos que coC'yl(«) tiene la propiedad universal del pull-back.
Dado el diagrama conmutativo (3.2.2), sea Z: S — T una G-funcién ar-
bitraria y h = (h’,}z): Z =9 vg=1(4,9):Z — p' dos morfismos en
Map(G-TOP) tales que

aoh= 7T2 °g. (3.2.4)

Debemos probar que existe un tnico morfismo v = (v, u): Z — coCyl(a)

tal que 7™’ ou=hy dou=g.

p
Usando el diagrama (3.2.3) y la hipdtesis dada por la ecuacion (3.2.4) obser-

vamos que

flol =xn%0g y foh=n%oy,
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por lo tanto, por la propiedad universal del pull-back en la categoria G-TOP,
existe un par de G-funciones unicas u': S — coCyl(f') y u: T — coCyl(f)

tales que los siguientes diagramas conmutan

(3.2.5)

Verifiquemos que las G-funciones v’ y u forman un morfismo de Z hacia

coCyl(a) en Map(G-TOP). De verdad ya que

fouoZ=GgoZ=pog =p'ofou =focoCylla)or, vy

TholioZ=hoZ=poh =p orhou =7%ocoCyl(a)o.

Por lo tanto w0 Z = coCyl(a) ou'. Ahora podemos escribir u = (v/,w): Z —

coCyl(a) y sélo resta probar que 70 ou = h'y @&ou = g; pero esto es evidente

p
a partir de los diagramas (3.2.5). [J

Los cocilindros en Map(G-TOP) tienen propiedades que son andlogas
a las propiedades correspondientes en las categorias TOP y G-TOP. Con-
sideraremos algunas de ellas. Recordemos que en la Seccion 1.5 definimos

dos G-funciones 7p: B! — E x E y mg: B! — B x B, dadas por wg

(wr(0),wr(1)) v wp +— (wp(0),ws(1)), respectivamente.
Lema 3.2.2. Sea p : E — B una G-fibracién. Entonces el morfismo m, =
(mg,mB) : p' — p X p es G-fibrado. Si, mds ain, E y B son espacios G-

fibrantes, entonces (wg,mg) es un morfismo G-fibrado fuertemente.
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Demostracién. Probaremos en primer lugar que m, es un morfismo G-
fibrado utilizando la Proposicién 3.1.4, para ello consideremos el diagrama

conmutativo de G-funciones

BI

‘WB

ExFE — BxB
pPXp

donde el cuadrado interno es pull-back, asi que

W = {(y1,y2,wp) € E x E x B" | wg(0) = p(y1),ws(1) = p(ya)}

y la G-funcién p : Ef — W se define por p(w) = (w(0),w(1),pow).
Sea A un G-subconjunto cerrado de un G-espacio X y supongamos que

estdan dados los diagramas conmutativos de G-funciones

Xx{0,1}JUAxI L+ E A E!
3 p i D
X x1 B X . W
H
(3.2.6)

mutuamente relacionados por las ecuaciones: h(a)(t) = h(a,t) y

H(l‘) = (h(x> 0)7 h(:L‘, 1)7 H*(l‘)),

donde H*(z)(t) = H(x,t), para x € X, a € A, t € I. Observe que la
existencia de un relleno F' : X x [ — F en el diagrama izquierdo (3.2.6) es

equivalente a la existencia de un relleno F* : X — E! en el diagrama derecho

(3.2.6) (F'y F* estan relacionadas por F*(z)(t) = F(x,t)).
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Ahora sea Z un G-espacio arbitrario. Haciendo A = Zx {0} y X = Z x [
en los diagramas (3.2.6), observamos que un relleno F' : (Z x I) x I — E,
para el diagrama izquierdo, existe porque p es una G-fibraciéon y la inclusion
1: Zx(Ix{0,1}U{0} xI) < Z x I x I puede considerarse como la inclusién

(Z x I) x {0} — (Z x I) x I debido al homeomorfismo
(I xI,Ix{0,1}U{0} x1I)=~(IxI,Ix{0}).

Para probar la segunda parte, cuando se supone que E y B son espacios
G-fibrantes, notemos primero que p es una G-fibracion fuerte. De modo que
existe un relleno F' : X x [ — E en el diagrama izquierdo (3.2.6) para cada
G-SSDR-mapeo i : A — X (porque ¢ es un G-SSDR-mapeo debido al
Corolario 1.4.7). Esto implica la existencia de un relleno F* : X — E en el
diagrama derecho (3.2.6), esto muestra que p es una G-fibracién fuerte. [J

El siguiente teorema es el analégo del Teorema 1.5.4 para la categoria

Map(G-TOP).

Teorema 3.2.3. Cada morfismo o = (f',f) : p — p en Map(G-TOP)
puede factorizarse en una composicion p' = coCyl(c) SN p, representada

por el diagrama conmutativo

coCyl(f")
SIS
E' E
jcoC’yl(a) (327>
v coCyl(f) P

Sp! pB
B// f \B

donde 0 = (sg/, sp) es un G-SDR-morfismo y & = (pg,pg). Mds ain,

(i) sip yp son G-fibraciones, entonces el morfismo & es G-fibrado, y por

lo tanto la G-funcion coCyl(a) es una G-fibracion,
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(11) sipyp' son G-fibraciones de espacios G-fibrantes, entonces el morfismo
a es G-fibrado fuertemente, y por consiguiente la G-funcion coCyl(«)

es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracién. Supongamos que « esta dado por el diagrama (3.0.1), en-
tonces aplicando el Teorema 1.5.4 a las G-funciones f y f’ obtenemos los

siguientes diagramas conmutativos

coCyl(f coCyl( )

‘“V E B/" B (3.2.8)

E Iz E B’ 7 B

donde pp(2',wg) = we(l), sp(2') = (', cp@y) para (2',wg) € coCyYl(f') y
pe(b,wp) =wp(1), sp (V') = (U, cru)) para (V,wp) € coCyl(f). Ademas sp/
y spr son G-SD R-mapeos.

Utilizando (3.2.8) y la G-funcién coC'yl(«), definida en la ecuacion (3.2.1), ob-
tenemos el diagrama (3.2.7). Debemos verificar que los pares de G-funciones
o= (S$g,Sp)y @ = (pg,pp) forman un morfismo en Map(G-TOP), de p’
hacia coCyl(a) y de coCyl(a) hacia p, respectivamente.

En otras palabras, debemos verficar que las siguientes igualdades se satisfacen

coCyl(a)ospr =spop 'y popg=psocoCylla).

La verificacién es directa:

coCyl(a) o s (z') = coCyl(a) (2, cpary) = (P'(2), p o cpran)

= (@), po f(z) ¥
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ademés
po pE(f, WE) =po WE(l) y
PB© COC@/l(O‘)(II; WE) = PB(p/(I/)vp © WE) =po WE(l)-

La conmutatividad del diagrama (3.2.7) se sigue de la conmutatividad de
(3.2.8). Considerando el morfismo & = (]?’, f), obtenido a partir del diagrama
(3.2.2), y el morfismo 7, = (7, 7p) es fécil mostrar que & = 7, o a.

Ahora probaremos el inciso (i) utilizando la Definicién 3.1.2. Entonces

dado el siguiente diagrama conmutativo

h . coCyl(a)
1=(8%,09) a (3.2.9)
h x Zd[ f‘ p

debemos encontrar un relleno 5: h x id; — coCyl(«). A partir de los diagra-

mas (3.2.2) y (3.2.9) tenemos que
1. mModof=aoT)olf,
2. yor=aof=modaof.

por lo tanto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

i (3.2.10)

h x id I p
La existencia del morfismo 3’ se debe a que, por hipdtesis, p’ es una G-

fibracién, de modo que por el Corolario 3.1.5, sabemos que p’ — id, es un
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morfismo G-fibrado. Asi pues, si consideramos el siguiente diagrama conmu-

tativo 2908

L:( (3)6783)

h xid; —— 1id,
entonces existe 5': h x id; — p’ tal que /o1 =T7) o f3.
Ahora por el Lema 3.2.2, podemos encontrar un morfismo E ch xaid;y — p!

tal que el diagrama

aof
h ———— pf
L mp=(n0,m)=(r,75) (3.2.11)

h % id I =P Xp
(aof’ )
conmuta. Para verificar dicha conmutatividad escribimos los morfismos 7, y

((wo ') x v) como productos cartesianos, asi

Wpoaoﬁz(7?2XW;)OaOﬁ:WSOaOﬁX’/T;OaOB
520
=aom,0f X you
=aof orxyou

= ((aef) x 7)o

Por la conmutatividad de este diagrama tenemos 7r2 o 5 = aof, y por lo
tanto 3 v (3 definen un morfismo tGnico 5 : h x id; — coCyl(a) tal que
Goy=8y 7;2 oy = ' (ver el diagrama (3.2.2)). Puede verificarse facilmente
que 7 es el relleno del diagrama (3.2.9). De verdad, 7;;? oyor=foL= 7;;9 of3
vy @oyor=BoL=aof, asi que Jo. = B. Por otro lado, G o7 = myoa 0y =
T, 0 B= .

La prueba de la afirmacién (ii) es bastante similar. S6lo hay que repetir
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el mismo argumento reemplazando el morfismo ¢ : h < h X id; en los diagra-
mas (3.2.9), (3.2.10) y (3.2.11) por un par de G-SSD R-mapeos (s, s’). Note
también que para la existencia de un morfismo ' en el diagrama (3.2.10), se

usa la condicién “p’ es una G-fibracion fuerte de espacios G-fibrantes ”. [

3.3. Construccion de una extension fibrante

en Map(G-TOP)

Definicién 3.3.1. Se dice que un G-morfismo (s',s) : p < p es una exten-
sion fibrante en Map(G-TOP) si s y s son extensiones fibrantes, es decir

en el diagrama conmutativo

E——
p‘ ]ﬁ
B—— B
(a) s y s son G-SSDR-mapeos y (b) E y B son espacios G-fibrantes.

Claramente cada G-funcién p : E — B de G-espacios compactos metri-
zables admite una extensién fibrante en Map(G-TOP): si s : E < E y
s: B < B son extensiones G-fibrantes de E y B respectivamente (las cuales
existen por el Corolario 2.4.2), entonces existe una G-funcién p : E - B
tal que po s’ = sop segin la definicién de un espacio G-fibrante (ya que B
es G-fibrante y s’ es un G-SSDR-mapeo). Sin embargo, de nuestro interés
es una situacién cuando p es ademés una G-fibracién (y por lo tanto una
G-fibracién fuerte en virtud de la Proposicién 2.2.1). El Teorema 3.3.3 nos

dard unas condiciones para tal situacion.

De manera clara, la definicién de G-AN R-resolucion puede extenderse a
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la categoria Map(G-TOP), o mas precisamente, en Map(G-M).

Definicién 3.3.2. Sea p: E — B una G-funcion de G-espacios compactos.
Sea p = {pi, ﬁf} una sucesion inversa de G-funciones y G-morfismos, donde

B = (ql,r]) se representa por el diagrama conmutativo de G-funciones

J
q.
E, <—— E;

(3

Un cono {B;} = {(qi,7:)} : p — p (esto es, una familia de G-morfismos
{Bi = (qi,75) 1 p — ps} tales que ] o B = Bi para todo i < j) se llama una
G-resolucién de p si los conos {¢;} : E — {E;, ¢/} y {r;} : B — {B;,r]

son G-resoluciones de E y B, respectivamente.

Sea p = {p;, ﬁf } una sucesién inversa de G-funciones y G-morfismos. En
vista del Teorema 3.2.3, podemos construir inductivamente un diagrama con-
mutativo de G-morfismos de la siguiente manera: En primer lugar hacemos
Po = po y 0o = idp,, enseguida factorizamos [; con lo que obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo

_ coCyl(By)

55/ NG (3.3.1)

Po b1
B8}

donde oy = (sq,8,1): p1 — coCyl(f5) es un G-SDR-morfismo y 5& =
(@, 78): coCyl(BY) — po. Si hacemos p; = coCyl(B}) entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

O'OJ JO’l (332)
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Ahora factorizamos el morfismo a; o 32 con lo que obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo

coCyl(o o By)

& y (3.3.3)

D1 P2

o10p3

donde a5: ps — coCyl(ol o B2) es un G-SDR-morfismo y 32: coCyl(oy o
(%) — p1. Si hacemos py = coCyl(oy o 2) entonces tenemos nuevamente un

diagrama conmutativo -
~ B ~
P1 ~ P2

mj Jm (3.3.4)

P1 <—— D2
B3

siguiendo este mismo procedimiento obtenemos el diagrama conmutativo

_ B B At
Po P P2 Pn 2 Py <~ o
UO:idJ \JUI v|A02 Jan Jﬂn-u (335)
/371 /82 Z+l
Po <—— P1 < D2 DPn L Pl <— -

donde cada G-morfismo o, o 37+ : p, ;1 — P, se factoriza en la composicién

Ontl ~ gttt
Pn+1 — Pn+1 — Pn

y ademas 0,41 es un G-SDR-morfismo tal que p,,1 = coCyl(c, o f71).

Por lo tanto p produce la sucesién inversa p = {p;, EZ }. Denotaremos su
limite inverso por F(p), esto es, (F(p), {51}) = {Elﬁ Ahora supongamos
que (p,{B:}) = h;mp. Entonces las inclusiones {o;} inducen una inclusién
unica o : p — F(p) tal que Z?; oo = 0; 0 f3; para todo i.

El siguiente teorema, dado en la categoria Map(G-M), es andlogo al

Teorema 2.4.1.
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Teorema 3.3.3. Sea G un grupo compacto metrizable y sea p : £ — B
una G-funcion de espacios compactos metrizables. Supongamos que p — p =
{pi,ﬁf} es una G-resolucion de p tal que cada p; es una G-fibracion de G-
espacios metrizables. Entonces la inclusion inducida o : p — F(p) satisface

las siguientes condiciones:
(1) F(p) es una G-fibracion,
(2) eziste una G-deformacidn infinita fuerte de F(p) sobre o(p).

Si, mds ain, cada p; es una G-fibracion de espacios G-fibrantes (en particu-

lar, de G-ANR’s), entonces F(p) es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracion. Como todas las G-funciones p; son G-fibraciones, todas las
G-funciones p; en el diagrama (3.3.5) son G-fibraciones también y los enlaces
B+ son G-fibrados por el Teorema 3.2.3(i). Esto implica que F(p) es una
G-fibracién y cada proyeccién Ez : F(p) — p; es G-fibrado por la Proposicién
3.1.7. Similarmente, si todas las p; son G-fibraciones de espacios G-fibrantes
entonces, usando el Teorema 3.2.3(ii) y la Proposicién 3.1.7, concluimos que

F(p) es también una G-fibracién de espacios G-fibrantes.

Para probar la afirmacién (2) usamos la notacién tomada en la Definicién
3.3.2, en particular, los morfismos Bf estan representados por el diagrama
(3.3.1). Supongamos también que las funciones y los morfismos en el diagrama
(3.3.5) estan dados por p; : E; — Ei, B;J = (@?,?Z), o; = (84, u;). Sea p =
F(p) : E — By sean EZ = (g, ;) : p — p; las proyecciones. La inclusién
o = (s,u) : p— p consiste de los siguientes encajes s : F < E yu:B — B.

Por la construccién del diagrama (3.3.5), para cada i, o; es un G-SDR-

morfismo, esto es, existe una G-deformacién fuerte de p; sobre o;(p;) la cual

por la Proposicion 3.1.6, puede levantarse hacia alguna G-deformacion fuerte
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(D17E>
~ D; ~
ExI —

17><Z'd1 l
F,

Exl—i>§

P (3.3.6)

de p sobre E;l(ai (p;)) porque B; es un morfismo G-fibrado regular (recorde-
mos que todos los G-espacios se suponen metrizables).

En particular, D; es una G-deformacién fuerte de E sobre X; = G (s:(E;))
para todo i. En la demostracion del Teorema 2.4.1 ya hemos probado que la
familia { D, };en de las G-deformaciones determina una G-deformacion infinita
D:Ex[0,00) = E de E en s(E) dada por

D(z,t) = Dy(D;11(x,t —1i),1), cuandot € [i,7 + 1].

Similarmente, definimos una G-deformacion fuerte infinita

F:Bx[0,00) = B

de B sobre u(B) por

F(x,t) = Fi(Fiz1(z,t —1i),1), cuando t € [i,i+ 1].

Es fécil ver que p o D=Fo (p x idj,ey) usando la conmutatividad del
diagrama (3.3.6) para cada i. En efecto, supongamos que = € E y t € [0, 00);
sit € [i,i+ 1] entonces
po E(x,t) =po Di(Disi(z,t —i),1) = Fyo(p x idr)(Di(z,t — i), 1)
= Fro (F(Di(a.t — ) x ids (1) = F(F(Di(a.t — ). 1)
= Fy(Fiy1 0 (p xidp)(z,t —i),1) = Fy(Fiq(p(z),t —i),1)

y por otro lado

F o (5 x idig o)), t) = F(p(a), 1) = F(Fua (), t — ), 1).
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En consecuencia (D, F) es una G-deformacién infinita fuerte de p sobre o(p).

U

3.4. Extensiones fibrantes sobre G/H

El siguiente lema afirma que los funtores del producto torcido y del limite

inverso conmutan.

Lema 3.4.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Hausdorff
G y sea X = {Xi, ¢ }ien una sucesion inversa de H-espacios. Si X =
I'Ln{Xi, ¢/} con proyecciones q;: X — X; entonces {G x g X;, G x5 ¢ ien

es una sucesion inversa de G-espacios y G-funciones que satisface

G xy X =lm{G xp X;, G xp ¢}

con proyecciones G Xpg q;: G xg X — G Xy C]Z-.Jrl

3 .

Demostracion. Trabajamos en la categoria G-T'O Pg, de G- espacios sobre
G/H, cuyos objetos son G-funciones p: X — G/H y cuyos morfismos de
p: X - G/Haq:Y — G/H son G-funciones f: X — Y tales que go f = p.

Se sabe que si G' es compacto de Hausdorff y H es un subgrupo cerrado
de G, entonces las categorias H-TOP y G-TOPg i son equivalentes (ver
(18, Ch. I, p. 33]), por lo tanto el funtor S: H-TOP — G-TOPg/y, X
p: G xyg X — G/H, donde p([g,z]) = gH, es adjunto por izquierda y por
derecha del funtor T: G-TOPg/yy — H-TOP, q: Y — G/H — ¢ '(eH).
Ademds para cada par de objetos X € H-TOP y q € G-TOPg/p existe una
biyeccién entre los conjuntos H-TOP(T(q), X) y G-TOPgu(q, S(X)) de H-
funciones y G-funciones, respectivamente. En particular, existe una biyeccion
que asocia a cada G-funcién de la forma Y — G x5 X una H-funcién de la

forma ¢ '(eH) — X.
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Esta biyeccion sera utilizada para dar la prueba del teorema. Adicio-
nalmente utilizamos el funtor F': G-TOFPg/g — G-TOP, que asocia cada
G-funcién de la forma ¢: Y — G/H con el G-espacio Y, y cada G-funcién
f: X — Y entre objetos p y ¢ a ella misma.

Aplicamos el funtor S a los elementos de la sucesién inversa X, con lo

que obtenemos la siguiente sucesion inversa en G-T'OPg/u
GXHq%
GXHX1<—GXHX2 GXHXZ<—

N) At/ (3.4.1)
G/H

Deseamos probar que p: G xy X — G/H junto con {G Xy q: GxyX —
G xpg X;} es el limite inverso de la sucesién inversa (3.4.1) en G-TOPg g
Para ello, sea p: Z — G/H una G-funcién en donde Z es un G-espacio
arbitrario y, sea {p;: Z — G Xy X;} un cono sobre el diagrama (3.4.1) es
decir, que satisface G X g qg op; = pi, para cada ¢ < j. Ademéds se cumple
que t; o p; = p para cada 1.

Por otro lado, como G es compacto y H su subgrupo cerrado, entonces
7Z = GxygAdonde A =p~t(eH). Por la biyeccién dada, para cada G-funcién
p; se tiene una H-funcién p;: A — X;, que forma un cono para la sucesién
inversa X. Entonces por la propiedad universal del limite inverso, existe una
H-funcién unica p: A — X tal que ¢; o p = p; para cada i. Nuevamente
utilizando la biyeccién dada, para la H-funcién p se tiene una G-funcion
Gxgp: GxgA— G xgX que satisface po G x g p = p, ademés para cada

1 se cumple

Puede verficarse facilmente que la G-funcién G X g p es unica. Al aplicar el

funtor F' observamos que existe una G-funcion tnica G xgp: Z — G xg X
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que cumple G X g q; o G Xy p = p; para cada 7, por lo tanto
GxgX= I&H{G Xg Xi, G Xg QE+1}ieN

con proyecciones G' X g ¢;. [

Proposicién 3.4.2. Sea p : E — G/H una G-funcion, donde G es un
grupo compacto metrizable y H es su subgrupo cerrado. Si E es un G-espacio
compacto metrizable, entonces para cualquier sucesion pro-Lie {N,;}ien de
subgrupos de G, existe una G-AN R-resolucion p — p = {pi,af} de p que
consiste de las G-fibraciones p; : E; — G/HN;.

Si hacemos S = p~!(eH), entonces E puede identificarse con el producto
torcido G x g S por medio del G-homeomorfismo canénico G xg S — F,
dado por [g, s] — gs.

Ademas podemos considerar el H-espacio S como un subconjunto invariante
cerrado de algin H-AR-espacio M (ver por ejemplo, [1]).

Demostracién. (De la Proposicién 3.4.2) Utilizando la Proposicién 2.3.2 ya
tenemos el H-espacio S, asi como su base de vecindades {WW;} en M. Para
una sucesién pro-Lie dada {N;};en de subgrupos de G sea V; = G xyg Wi y
definamos FE; como el espacio N;-orbital de V;, esto es, E; = V;/N; para cada
i. Note que debido a la eleccién de {W;} tenemos una sucesién decreciente de
G-espacios abiertos {V;} en G x g M los cuales forman una base de vecindades
de G xg S en G xyg M. En efecto, como W; es abierto en M para cada 1,
entonces G X W; es abierto en G x M para cada i. Ademas como cualquier
proyeccion orbital es abierta entonces G x gy W; es abierto en G xy M para
cada i. S6lo resta probar que {V;} es una base de vecindades de G x g S. Sea U
una G-vecindad abiertade GxgSen GxgM ysean: GxyM — G/H una
G-funcién dada por [g,z] — gH, entonces M = 7~ 1(eH). Sea U=Un M,
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entonces U es claramente una H-vecindad abierta de S en M , ademds se
tiene que GU = U. De verdad, ya que si tomamos u € U tal que w(u) = gH

entonces tenemos

W(g_lu):eH:>g_1u€M:>g_1u€UﬂM:(7

=ueqUcCGU

Por lo tanto U C GU , ademas la otra inclusion es inmediata. Ahora, como
{W;} es un sistema de vecindades de S en M, existe un n € N tal que

W, C U , pero esto implica que
Vi=GxygW,CGxyU=GU—=V,cU

Por la Proposicion 2.3.2 tenemos que S = I&H{Wl, 1/}, donde ¢/ son las inclu-

siones naturales, ademas por el Lema 3.4.1 se cumple G xS = 1'&1{\/1-, GXxpy
Por otro lado definimos para 5 > ¢, la G-funcién qf : E; — E; por medio

de ¢! (N;(v;)) = Ni(v;), asi obtenemos la sucesién inversa E = {E;, ¢/ }.
Afirmacién:

E=GxyS=1mE (3.4.2)
H

con las proyecciones naturales ¢; : E — E; dadas por ¢([g, s]) = Ni([g, s]).
En este punto, hacemos un paréntesis para dar una prueba detallada de la
ultima afirmacién.

Sea Y un G-espacio y {f;: Y — E,;},eny una familia de G-funciones que
satisface qf of; = fiparaj >1i.Seay €Y y sea para cada i, fi(y) = x;. Sea
m; . V; = E; la proyeccion Nj-orbital, entonces como G es compacto y N; es
un subgrupo cerrado de G, m; es perfecta para cada i.

Como T; es perfecta y sobreyectiva entonces m; '(z;) es compacta y no

vacia para cada i, ademés como 7; '(z;) 2 m; ' (x;) para i < j, concluimos
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que
.ﬂ m (i) # 0

Més precisamente, (),cym; ' (2;) C E consta de un solo punto. Sea z €

Nien Wi_l(xi) entonces © € ﬂ[l(xi) para cada i es decir m;(x) = z; para
cada 7, por lo tanto

(Vi ') = ()7 (milw)

ieN ieN
Por otro lado observemos que 7; *(7;(x)) = N;(z) para cada i, ademds cada
érbita N;(z) es compacta y como N;(z) 2 N,(z) para i < j, se sigue que
Mien Ni() es no vacia, mas atin, ya que [,y Vi = {e} entonces [,y Ni(z) =
En conclusién escribimos
(V7 (@) = () Hmil) = [ Nilz) = {=}
ieN ieN i€N
Luego podemos definir f: Y — E como f(y) = z.
Veamos ahora que f es continua. Sea A un subconjunto cerrado de FE,

entonces

FHA) € fH(m H (mi(A)) = fi (mi((A))
para cada i € N. Por otro lado, si y € ;g fi '(m:(A)), entonces fi(y) €
m;(A), lo que significa que 7; '(fi(y)) N A # () para cada i € N. La familia
(771 (fi(y)) N A)en forma una sucesion decreciente de subconjuntos compac-

tos, luego (N;ey i ' (fi(y))) N A # 0 y como

(7 (i) = (7 (@) = {x} = f(v),
ieN ieN
concluimos que f(y) € A, asi obtenemos

FHA) = () 7 (m(A).

i€N
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Por lo tanto f~*(A) es cerrado ya que, para cada i, 7; es una funcién cerrada.
Esto prueba la continuidad de f. La unicidad de f se verifica facilmente.

Finalmente se cumple que

gio f(y) = qi(x) = Ni(x) = mi(x) = z; = fi(y).

Por lo tanto se cumple la ecuacién (3.4.2). Mas ain, el mapeo {¢;} : £ — E
es una G-resolucién. Para ver esto, observe que para un ¢ dado, la familia
{V;/N;}j>i es una base de vecindades abiertas de ¢;(E) = (G xg S)/N; en
E; = V;/N;. De verdad, sea U una G-vecindad abierta de ¢;(E) = (GxyS)/N;
en E; = V;/N;. Debemos probar que existe un n tal que V,,/N; C U, para
ello consideramos la proyecciéon N;-orbital 7: V; — FE;. Sea U = T (U),
entonces U es una G-vecindad abierta de G x5 S en Vi. Como {V;} es una
base de vecindades de G' x g S, entonces existe n < i tal que V,, C U y por lo
tanto V,,/N; es una vecindad abierta de ¢;(F) tal que V,,/N; C U. Por otro
lado tenemos que V;/N; = qf(Ej) para j > 1, entonces esto prueba que la
condicién (2) de la Definicién 2.3.1 se cumple para {g;}.

Dado que existe un G-homeomorfismo natural (ver por ejemplo, [3, Pro-

position 2])

el cual envia N;([g,w]) a [gN;, (V; N H)(w)], probaremos que cada E; es
un G-ANR. En efecto, cada W;/(N; N H) es un H/(N; N H)-ANR por [4,
Theorem 1.1], debido a que W; es un H-ANR como H-subconjunto abierto
del H-AR-espacio M. Por otra parte, HN;/N; es un subgrupo grande (ver
por ejemplo [11, Definition 2.4]) de G/N; ya que G/N; es de Lie. Ademads
debido a que el grupo H/(N; N H) es isomorfo al subgrupo HN;/N; de G/N;
(por medio de la correspondencia h(N; N H) — hN;), entonces W;/(N; N H)
esun HN;/N;-ANR y, por [3, Proposition 8| el producto torcido en la parte
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derecha de (3.4.3) es un G/N;~ANR. En consecuencia E; = (G xg W;)/N;
es también un G/N;-ANR y por lo tanto un G-ANR.

Ahora definimos p; : E; — G/(HN;) por medio de p;(N;([g, w;])) = gHN;.
En otras palabras, p; es la funcion de los espacios NV;-orbitales inducida por la
funcién natural Gx gy W; — G/H, [g, w;] — gH. Obviamente p; es una G /N;-
funcién (y por tanto una G-funcién) tal que p;oq; =T 0py pioql =7 op;
para j >4, donde 7, : G/H — G/(HN;) y 7@ : G/(HN;) — G/(HN;) son

proyecciones. De verdad, pues para [g, s] € E podemos escribir

pi© 4illg, s]) = pi(Ni(lg s])) = gHN;,

miop(lg, s]) =mi(gH) = gHN;.

Ademas para N;([g,w;]) € E; escribimos

pi o @l (N;([g,w;))) = pi(Ni(lg, wy])) = gHN;,

7 o p;(N;([g, wy))) = T (gHN;) = gHN;.

En consecuencia tenemos los morfismos oy = (¢;, ;) : p = piy o = (¢!, 7)) :
Dj = i
Por otro lado, para la sucesion pro-Lie dada {N;};en se cumple que

((V:H) = H. (3.4.4)
ieN

En efecto, si z € ((N;H) entonces © € N;H para cada i, y dado que {N;}

es decreciente entonces existe n € (|N; y h € H tales que © = nh, pero

(\N; = {e} por lo que n = {e} y z € H, de modo que (),.y(N;H) C H.

Ademés la otra inclusién es inmediata. Utilizando la ecuacién (3.4.4) y el
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hecho de que G/H es metrizable, entonces por la Proposicién 1.2.5 tenemos
que

(G/H {m:}) = 1im{G/(HN;), 7]}
y, debido a que T; es sobreyectiva para cada ¢ entonces {7;} : G/H —
{G/(HN;), 7} es una G-resolucién. Como G//N; es un grupo de Lie para
cada i, todos los espacios cocientes G/(HN;) son G-ANR’s debido a, por
ejemplo, [4, Proposition 2.2]. Por lo tanto concluimos que {«;} : p — {p;, af}
es una G-AN R-resolucion.

Finalmente, cada p; puede considerarse como una G/N;-funcién E; —
(G/N;)/(HN;/N;) y, debido a que G/N; es un grupo compacto de Lie, una
G /N;-fibracién (ver por ejemplo,[11, Proposition 3.1]). Asi p; es también una
G-fibracién por [16, Proposition 2.1(a)]. O

Teorema 3.4.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-
ble G. Sea p: E — G/H una G-funcion, donde E es un G-espacio compacto
metrizable. Entonces E admite una extension G-fibrante i : E — E Junto

con el diagrama conmutativo

x /3 (3.4.5)
G/H

donde p es una G-fibracion fuerte para la cual existe una G-deformacion
infinita fuerte D: E x [0,00) — E de E en i(E) sobre G/H, esto es, que
satisface la igualdad po D(y,t) = ply) para todo (y,t) € E x [0, 00).

S1 S =pleH)y S = p(eH), entonces la restriccion i : S < S del

encaje i es una extension H-fibrante de S.

Demostracién. Por la Proposicién 3.4.2 podemos encontrar una G-AN R-

resolucién p = {p;, af } de p tal que cada p; es una G-fibraciéon de G-AN R’s.
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Ahora aplicando el Teorema 3.3.3 tenemos una G-extension p de p represen-

tada por el diagrama conmutativo de G-funciones

E—— [

p

P (3.4.6)

G/H—— B
donde p es una G-fibracion fuerte. Mas atin, existe una G-deformacion infinita
fuerte (IN),D) : p X idjey — p de p en p. Haciendo E = p Y G/H) y
P = |z, obtenemos el diagrama (3.4.5) como una restriccién de (3.4.6). Como
D(b,t) = b para todo b € G/H y t € [0,00), tenemos pD(y,t) = D(p(y),t) =
Py) para todo y € E y t € [0,00). Por lo tanto D(E x [0,00)) C E, pues
en caso contrario deben existir yo € E y to € [0, 00) tales que D(yo,to) ¢ E,
asi po 5(yo,to) ¢ G/H, pero por otro lado po ﬁ(yo, to) = p(yo) € G/H, por

lo que se tiene una contradiccién y por lo tanto debe cumplirse
D(E x [0,00)) C E,

con lo cual podemos definir la G-deformacién infinita fuerte deseada D como
una restriccién de D.

Para probar la tltima afirmacién del teorema, primero note que S es H-
fibrante debido a que la funcién constante S — {eH}, como una restriccién
de p es una H-fibracién fuerte, (p como G-fibracién fuerte, es también una
H-fibracién fuerte por [8, Proposition 4.1(d)]). Mas atin, tenemos lA?(S\ X
[0,00)) C Sy por lo tanto la restriccién de D a S x [0,00) nos da una
H-deformacién infinita fuerte de S sobre i(p~*(eH)) = i(S). De modo que
718 < S esun H-SSDR-mapeo y por tanto una extension H-fibrante. [J

Corolario 3.4.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G compacto y me-

trizable y sea E un G-espacio compacto metrizable. Entonces una G-funcion
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p: E — G/H es una G-fibracion fuerte si y solo si p~*(eH) es un espacio
H-fibrante.

Demostracién. La parte “sélo si” es obvia (s6lo hay que repetir el argu-

mento de la prueba del Teorema 3.4.3 lo que muestra que Ses H -fibrante).

Ahora supongamos que S = p~'(eH) es un espacio H-fibrante. Por el
Teorema 3.4.3 (y en sus términos), tenemos la extensién H-fibrante P8
S. Para la funcién tdg : S — S, como S es H-fibrante y i es un H-SSDR-
mapeo, existe una H-funcién 7 : S — Stal que 7oi = idg. Identificando, como
esusual, F'y E con los productos torcidos G x g Sy G X H§ , respectivamente,
tenemos i = G Xy 1 (de verdad, i([g, s]) = i(gs) = gi(s) = [g,7(s)]). Como
1 =G XH/’L'\, entonces para la funcién r : E — E, dada por r = G Xy T,

tenemos

por lo tanto r o4 = idg y, mds atin, por = p (porque por(gs) = p(gr(s)) =
gH = p(gs)), es decir, r es una G-retraccién de E en E sobre G /H. Esto
implica que p es una G-fibracién fuerte al igual que p. Para verificarlo, dado
el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones, donde s es un G-SSDR-

mapeo

b~
b}
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construimos el siguiente diagrama

f i

N%t&
S

— - G/H

F

Como E es un espacio G-fibrante y s es un G-SSDR-mapeo, existe una
G-funcién F: X — E tal que Fos=io f. Definimos F: X — E como

F :roﬁ, entonces se cumple
ﬁOSZTOﬁos:roiof:idEof:f,

Por lo tanto F es la funcién buscada. O

3.5. Productos torcidos como G-fibrantes

Usaremos los resultados de la seccién anterior en la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 3.5.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-
ble G. Sij:5 < S es una extension H-fibrante de un H-espacio compacto
metrizable S, entonces GXpgj : GXgS — G><H§ es una extension G-fibrante

de G xyg S.

Demostracién. Primero tomaremos una extension H-fibrante de S para la
cual la afirmacién del teorema se cumple a priori. Sea £ = G x g S. Claramen-
te, podemos asumir que S es un H-subconjunto de E (por la identificacién
s = [e,s] € E ), asi que E = GS. Entonces para la proyeccién natural
p: E— G/H, gs— gH, tenemos S = p~(eH). Aplicando el Teorema 3.4.3

a p obtenemos la extension H-fibrante deseada PSS , debido a que la
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G-funcién G xpg i puede identificarse con la extension G-fibrante i : E < E
dada por este teorema.

Ahora sea j : S — S cualquier extension H-fibrante. Entonces G x g j
es un G-SSDR-mapeo por [8, Proposition 4.1(c)]. Por lo tanto necesitamos
solo mostrar que G Xy S es un espacio G-fibrante. Para esto usaremos la
existencia de las H-funciones ¢ : S— S y: S — S tales que ¥ o p ~idg.

Seas: A— X un G-SSDR-mapeoysea f: A— G X 11,9 una G-funcion.
Por supuesto, debemos asumir A C X. Para completar la prueba debemos
encontrar una G-funcién ]7: X 5> GxyS para la cual fo s = f. Como
E=aG X1 S es G-fibrante, hay una G-funcién F' : X — G xpg S tal que el

diagrama

~ GXH(P ~
A GxyS —=Gxy8

f

¥

conmuta. Haciendo A’ = f=1(S) y X’ = F~1(S) obtenemos el diagrama
conmutativo de H-funciones

f ~ ]

A S

X/

donde f’ vy s’ son las restricciones de fy s en A"y F” es la restricciéon de F' en
X'. Verifiquemos que s(A’) C X’. Sea a € A’ = f~1(S), entonces f(a) € S,
es decir, f(a) = [e,s]. Entonces escribimos

Fos(a) =G xypo fla) =G xpg (e, 3])

=le,; p(8)] = [e,5] = 5.

por lo tanto F o s(a) = 3, es decir, s(a) € F~1(5) € F7(3) = X'.
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Ahora para la H-funcién ¢ o F' : X' — S tenemos
(Yo F)ly=voF os =gogof = f.

Como S es un espacio H-fibrante, el H-par (X', A’) tiene la propiedad de
extension de homotopias con respecto a S y por lo tanto f’ puede extenderse
a alguna H-funcion f’ X' = S, asf que f’ os" = f'. Entonces la funcién

]7: G Xy ]7’ es la extensién deseada de f. [J

Corolario 3.5.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-
trizable G. Sea S un H-espacio compacto metrizable. Si S es un espacio

H-fibrante, entonces G x g S es un espacio G-fibrante.

Demostraciéon. Como S es un espacio H-fibrante, la funcién identidad idg es
trivialmente una extension H-fibrante de S. Por el Teorema 3.5.1, G X idg =
tdaxys © G Xg S — G xg S es una extension G-fibrante. En particular,

G x g S es un espacio G-fibrante. [J

3.6. Espacios orbitales de espacios G-fibrantes

Observacion 3.6.1. La propiedad de ser G-fibrante se preserva bajo G-

retracciones.

Verifiquemos la observacién anterior. Sea Y C Z tal que Z es G-fibrante
y supongamos que existe una G-retracciéon r: Z — Y. Para verificar que Y es
G-fibrante, debemos encontrar para cualquier G-SSDR-mapeo s: A — X
y cualquier G-funcién f: A — Y, una G-funcién f: X — Y para la cual

fos = f. Para ello consideremos el siguiente diagrama, donde 7 es una
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G-inclusion

Como Z es G-fibrante, para la G-funcién io f existe una G-funcién f: X — Z

tal que f os =io f. Ahora podemos definir f: ro f, de modo que

fOSZTOfos:Toiof:f’
ya que r o1 = id4. Por lo tanto Y es un espacio G-fibrante.

Lema 3.6.2. Sea G un grupo compacto metrizable. Si 'Y es un espacio G-
fibrante compacto metrizable y N es un subgrupo normal cerrado de G, en-
tonces el conjunto de puntos N-fijos YN es un espacio G /N-fibrante (y por

lo tanto es un espacio G-fibrante).

Demostracién. Como N es un subgrupo normal de G se sabe que YV es un
G-espacio y que YV /N es un G/ N-espacio, (ver por ejemplo [21, Proposicién
2.4(2)]). La accién de N en YV es trivial por lo que YV = YV /N, de modo
que podemos considerar a Y como G/N-espacio. Por [21, Proposicién 2.8]
YN es cerrado en Y y por lo tanto es compacto, de modo que por el Teorema
2.4.1, existe una G/N-deformacién infinita fuerte de algin espacio G/N-
fibrante Z O Y en Y. Claramente, esta deformacién puede considerarse
como una G-deformacién infinita fuerte y en consecuencia el encaje s: YV <
Z es un G-SSDR-mapeo. Por la definicién de un espacio G-fibrante existe
una G-funcién r: Z — Y tal que 7 |yn= 14, donde i: YV — Y es un G-encaje

natural. En otras palabras el diagrama

.'.4
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conmuta.
Notemos que sin € Ny z € Z, entonces n-z = N %z = z, en donde - es la
acciéon de G inducida por la accién * de G/N en Z. De modo que todos los

puntos de Z son N-fijos, y por lo tanto,
r(z)=r(n-z)=n-r(z).

Asi r(Z) C Y y en consecuencia podemos ver a r como una composicién
ior’ donde r': Z — YV es una G-retraccion.

Debido a que
r'(gN *z) =1'(g-2) = g-1'(2) = gN % 1'(2),

r’ puede considerarse también como una G/N-retraccién, de modo que por

la Observacién 3.6.1 YV es G /N-fibrante. [J

Corolario 3.6.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto y me-

trizable G. Si X es un espacio G-fibrante compacto metrizable, entonces X

es un espacio N(H)/H-fibrante, donde N(H) es el normalizador de H en G.

Demostracién. Por hipétesis G/N(H) es metrizable, entonces por la Pro-
posicion 2.2.6(d), el espacio X es N(H)-fibrante. Como H es un subgrupo
normal de N(H) y X es compacto, por el Lema 3.6.2, X es un espacio

N(H)/H-fibrante. OJ

Observaciéon 3.6.4. Sea G un grupo compacto y de Hausdorff y sea X un
G-espacio de Hausdorff con un solo tipo de drbitas (H). Entonces G, = H
para todo x € X y ademds X es un N(H)/H-espacio libre.

Verifiquemos la observacién anterior. Sea x € X entonces por definicién
se cumple H C G,. Ahora, como X tiene un solo tipo de érbitas (H) entonces

G, y H son conjugados, es decir, existe gy € G tal que

90Ga290" = H.
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En ([21, p. 72]) se prueba que si X es de Hausdorff, entonces las érbitas G,
son cerradas para todo x € X, ademés como G es compacto entonces por

([21, Proposicién 3.5]), tenemos que
H = QOngal = Ga:;

asi G, = H.

Ya hemos visto que podemos considerar a X como un N(H)/H-espacio.
Asi, para verificar que X es N(H)/H-libre supongamos que para r € X,
existe {nH} € (N(H)/H), donde n € N(H), entonces escribimos

nHxr=ox =— n-x=x =— nelG,=H,
por lo tanto N(H) = H y en conclusién X es N(H)/H-libre.

Teorema 3.6.5. Sea K un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto
metrizable G. Sea EE un G-espacio compacto metrizable con un solo tipo de

G-orbitas. Si E es G-fibrante, entonces E/K es un espacio G/ K -fibrante.

Demostracién. Cuando todas las érbitas de E tienen tipo G/H para algin
subgrupo cerrado H de (G, por la Proposicion 1.6.7 podemos considerar a E
como el producto torcido G X () EH.

Vamos a utilizar la siguiente notacién: N = N(H) y L = N(H) N K.
Notemos que L es un subgrupo normal cerrado de N. Se tiene el G/K-
homeomorfismo:

E/K ~G/K xy; B /L (3.6.1)

Recordemos que, £ es un N-espacio que también puede considerarse como
un N/H-espacio libre con la accién - dada por nH -y = ny para nH € N/H
vy € E.. Si8: N — N/H es la proyeccién natural, podemos decir que N

actia en B via 8 (va que ny = B(n) - y). Como L es un subgrupo normal
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cerrado de N, el subgrupo 5(L) = LH/H de N/H es también normal. Para

cada y € E¥ tenemos

Ly) ={ny Ine L} ={pf(n) -y [n € L} = (L) -y,

es decir las érbitas de E¥ respecto a las acciones de L y 8(L) coinciden.Por

lo tanto, podemos escribir
X =B"/L=E"/B(L),
donde X como E¥ /L es un N/L-espacio con la accién * dada por
nL * L(y) = L(ny), nL € N/L, L(y)€ E¥/L, yec E¥,

mientras como E/B(L) es un (N/H)/B(L)-espacio con la accién * que sa-

tisface:

(nH)B(L) * (B(L) -y) = B(L) - (nH -y) = L(ny) = nL* L(y),
donde (nH)B(L) € (N/H)/B(L) v B(L) -y € E¥/B(L). En otras palabras,
podemos decir que N/L actia en B via el homomorfismo

B:N/L— (N/H)/B(L), nL + nHB(L).

Segtin el Corolario 2.5.3 X = E¥/3(L) es (N/H)/B(L)-fibrante ya que el
N/H-espacio Ef es libre y N/H-fibrante por el Corolario 3.6.3. Por lo tanto
X = E" /L es N/ L-fibrante. Ahora, aplicando el Corolario 3.5.2, concluimos
que E/K es G/K-fibrante en virtud del G/K-homeomorfismo (3.6.1). O
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Conclusiones

A continuacion enlistamos las principales contribuciones de este trabajo

de tesis.

El Teorema 2.5.2 prueba que si s: E — E es una extensiéon G-fibrante
de E, entonces s/K: E/K < E/K es una extensién G/K-fibrante de E/K,
cuando E es un G-espacio compacto, metrizable y libre, G un grupo compac-
to, metrizable y K es cualquier subgrupo normal cerrado de G. Este teorema
es una generalizacién del resultado presentado en [16, Theorem 5.1], pues en

este ultimo, se obtiene el mismo resultado para el caso particular K = G.

De igual manera, el Teorema 3.6.5 prueba que si E es G-fibrante, enton-
ces E/K es un espacio GG/ K-fibrante, cuando E es un G-espacio compacto,
metrizable con un solo tipo de G-érbitas, G es un grupo compacto, metri-
zable y K es cualquier subgrupo normal cerrado de GG. Este teorema es una
generalizacién del resultado presentado en [16, Theorem 5.4], pues en este

ultimo, se obtiene el mismo resultado para el caso particular K = G.

Adicionalmente, en [11, Theorem 5.5] se prueba que la proyeccién K-
orbital 7: E — E/K es una G-fibracién fuerte en las condiciones del Teo-
rema 3.6.5 (atn sin la condicién de compacidad para F). En esta situacion,
si suponemos que F/K es un espacio GG/ K-fibrante entonces usando la Pro-

posicién 2.2.5 (d), E/K es un espacio G-fibrante y por tanto, ya que 7 es

93
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una G-fibracién fuerte, concluimos que E es G-fibrante de acuerdo con la
Proposicién 2.2.2. De este modo, el Teorema 3.6.5 puede reescribirse con una
doble implicacién de la siguiente manera: F es G-fibrante si y sélo si E/K

es un espacio G| K-fibrante.

En [9, Corollary 6.11] se afirma que si S es un espacio H-fibrante, entonces
el producto torcido Gx .S es un espacio G-fibrante, cuando H es un subgrupo
grande de un grupo compacto metrizable G. El Corolario 3.5.2 prueba este
mismo resultado, sin que H sea subgrupo grande de GG, pero con la hipotesis

adicional de que S sea compacto.

Adicionalmente, en [9, Proposition 6.8(1)] se prueba que si el producto
torcido G' X 7 S es un espacio G-fibrante, entonces S es un espacio H-fibrante
(incluso sin la condicién de compacidad para S). De este modo, el Corolario
3.5.2 puede reescribirse con una doble implicacion de la siguiente manera: S

es H-fibrante si y solo si G xg S es un espacio G-fibrante.

Como una consecuencia del Teorema 3.4.3, obtenemos una condiciéon bajo
la cual una G-funcién p: E — G/H es una G-fibracién fuerte, donde E es
un G-espacio compacto, metrizable y H es un subgrupo cerrado de un grupo

compacto, metrizable G.

Finalmente algunos resultados principales de la tesis ( Teorema 3.4.3,
Corolario 3.4.4, Teorema 3.5.1, Corolario 3.5.2) se publicaron en el articulo
[13]: A. Bykov, J. A. Sanchez Martinez, G-fibrant extensions and twisted
products, Topology and its Applications, 201(2016), 157-170.
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