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Introduccion

0.1. Justificacion

Actualmente los robots méviles se usan para tener acceso a zonas inhdspitas,
peligrosas o inaccesibles para el ser humano. La propuesta de produccién de robots
moviles automaticos no holonémicos revelé una tarea dificil. Por ello el problema se
ha descompuesto en dos partes. El primero consiste en calcular un movimiento libre
de colisiones utilizando un mapa del medio ambiente, el segundo consiste en ejecutar
el movimiento. Como consecuencia la investigacion sobre sistemas no holonémicos se
ha centrado en dos aspectos: la planificacién de ruta [21] y el control de movimiento
[23]. No muchos estudios se han ocupado de los dos aspectos en conjunto. En esta tesis

tratamos sobre la planificacién y control de movimiento de un robot mévil.

0.2. Estado del arte y objetivos

El Control ()ptimo es un campo en rapida expansién, que analiza el comporta-
miento 6ptimo de un proceso que evoluciona en el tiempo, de acuerdo a leyes estable-
cidas. Sus aplicaciones abarcan una variedad de nuevas disciplinas como la biologia,
la economia, etc. La caracteristica principal de la Teoria de Control Optimo Clasica
(TCO) es que la técnica matemaética, especialmente disenada para el anélisis y sintesis
de un control éptimo de modelos dinamicos, se basa en la suposicion de que un di-
senador (o un analista) posee informacién completa sobre un modelo considerado, asi

como de un entorno donde este modelo controlado tiene que evolucionar. Existen dos
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enfoques principales para la solucion de problemas de control éptimo en presencia de

una informaciéon completa de los modelos dindmicos considerados:

e El primero, es el Principio del Méximo (PM) de L. Pontryagin. El PM es un
instrumento bésico para obtener un conjunto de condiciones necesarias que de-
ben ser satisfechas por cualquier solucién 6ptima. El Principio del Maximo es

realmente un hito de la teoria moderna de control 6ptimo.

e Y el segundo, es el Método de Programaciéon Dindmica (MPD) de R. Bellman
(Bellman 1957). Proporciona condiciones suficientes para probar cuando un con-

trol es éptimo o no.

Con el descubrimiento del Principio del Maximo y el Método de la Programacion
Dindmica, actualmente, la Teoria de Control Optimo se considera como uno de los ele-
mentos de los métodos de optimizacion. La cantidad enorme de resultados que se han
obtenido a partir de entonces y el desarrollo incesante de esta teoria, han permitido
que se convierta en una de las ramas de mayor importancia dentro de las matematicas

aplicadas.

Agrachev A.y Yu. L. Sachkov estudiaron el problema llamado el carro de Dubins
como un ejemplo concreto de Control Optimo aplicando el PM. En tal problema,
se considera un carro que se puede mover hacia adelante con velocidad lineal fija y
simultaneamente rotar con una velocidad angular acotada. Se considera que la posicién
inicial y final son fijas asi como también la orientacion inicial y final. El problema es
llevar el carro de la configuracion inicial a la final en un tiempo minimo. Los resultados

que obtuvieron son:
1. Las trayectorias éptimas son de dos tipos:

a) Concatenacién de un arco de circunferencia con una linea recta y otro arco

de circunferencia (CRC), donde los arcos de circunferencia pueden no existir.

b) Concatenacién de tres arcos de circunferencia (CCC).
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2. Si la posicién final del carro esté lo suficientemente lejos de la posicion inicial,
entonces sélo se puede llegar por trayectorias que son la concatenacién de una

linea recta y un arco de circunferencia (RC o CR).

Héctor J. Sussmann y Guoqing estudiaron el mismo problema y lo resolvieron
haciendo una combinacion de las técnicas clasicas de Teoria de Control y, métodos
geométricos basados en el algebra de Lie. Ellos obtuvieron que la estructura de las
trayectorias es la concatenacion de un arco de circunferencia una linea recta y otro arco
de circunferencia, o bien, la concatenacion de tres arcos de circunferencia. No obtienen
nada cuando los puntos inicial y final estan lejos, pero demuestran que, cuando la
trayectoria es la concatenacién de tres arcos de circunferencia, el tiempo ¢ para recorrer
cada arco de circunferencia es el mismo y ¢ € [, 2m).

En este trabajo de tesis, se considera un robot movil que consta de tres ruedas, dos
activas y una pasiva. El robot puede moverse hacia adelante y simultaneamente rotar

con una velocidad angular acotada. El objetivo es resolver los siguientes problemas:

1. Determinar la trayectoria 6ptima, respecto al tiempo, que debe seguir el robot,
suponiendo que parte de una posicion y orientacion fija y se desea que llegue a

una posicion final fija con cualquier orientacion.
2. Estabilizar el robot para que siga la trayectoria obtenida en el primer punto.

3. Obtener un control de tipo Min-Max que garantice la calidad de la estabilizacién

del robot mévil.

Notese que en este trabajo la orientacion final no es fija a diferencia del problema
de Dubins.

Los problemas planteados anteriormente se resolveran usando la teoria de control
optimo. El Principio del Maximo se utilizara para determinar la trayectoria que seguira
el robot mévil y la Programaciéon Dinamica de R. Bellman se usara para la estabilizacién
del robot. Para resolver el tercer problema; el problema de maximizacion se reduce a

un problema de programacién no lineal y el problema de minimizacién se resuelve
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usando el Tent Method de Boltyanski . En lo que sigue se describe el contenido de cada

capitulo.

0.3. Presentacion del trabajo

En el Capitulo 1 se muestran los resultados conocidos, que se aplican en el desa-
rrollo de este trabajo, destacando el método de la programaciéon dinamica de Bellman,
el Principio del Maximo de Pontryagin y el método geométrico de Boltyanski.

En el Capitulo 2 se construyen 4 diferentes modelos matematicos que describen el
movimiento del robot moévil con dos ruedas activas. El primer modelo que se construye
es el mas simple, en el cual no se consideran las fuerzas reactivas que actian sobre el
robot movil. A tal modelo se le llama cinematico. Para la construccién del segundo
modelo ya se consideran las fuerzas reactivas que intervienen en el robot y se usa el
método de Lagrange, considerando la condicion de rodadura pura como restriccion no
holénoma. A este modelo se le llama dinamico. Para la construccion del tercer modelo se
anexa al modelo dindmico el modelo de los motores de corriente directa, obteniendo un
sistema de 7 ecuaciones diferenciales no lineales de orden uno. Por ultimo se hace una
aproximacién del tercer modelo usando el teorema de Tikhonov. Este tltimo modelo
se usa en el capitulo tres para hacer el analisis de estabilizacion.

En el Capitulo 3 se construyen las trayectorias que se desea que el robot siga, que
llamaremos trayectorias extremales. Para tal fin en el modelo cinemético se aplican el
PM y el teorema de Kelly. EI PM da las condiciones necesarias de optimalidad y el
teorema de Kelly determina la concatenacién de las trayectorias regulares y singulares
(especiales).

También en este capitulo, considerando la linea recta como trayectoria deseada,
se determinan las ecuaciones lineales en desviaciones. Se analiza la controlabilidad, la
observabilidad y la estabilizabilidad. Se determina el control 6ptimo para la estabiliza-
cién del movimiento por la linea recta, usando la programacién dinamica de Bellman

como herramienta de sintesis.
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En el Capitulo 4 se da el resultado principal la tesis. Este resultado es el teorema
que da las condiciones necesarias del algoritmo de estabilizacion de Min-Max. Para
obtener las condiciones necesarias del algoritmo de estabilizacién de Min-Max se aplica
el Tent- Method de Boltyanski. Finalmente en el capitulo 5 se dan las conclusiones de

este trabajo.



Capitulo 1

Definiciones y Principios Basicos

En este capitulo se dan los principales conceptos, definiciones y principios que se

usan en este trabajo de tesis.

1.1. Ecuaciones de Lagrange Partiendo del Princi-

pio de D’Alembert

Un método muy elegante y sofisticado para encontrar las ecuaciones de movimien-
to para todos los sistemas dindmicos fue desarrollado por el matematico francés Joseph
Louis Lagrange. En esta seccién se presentan las ecuaciones de Lagrange partiendo del
Principio de D’Alembert. Antes de ello, se dan algunas definiciones y principios funda-

mentales de Mecdanica tedrica .

Definicién 1.1. Se llama configuracién de un sistema de N particulas a la

posicién de cada una de las particulas en un instante dado.

1.1.1. Ligaduras y grados de libertad

Existe un tipo de interacciones entre cuerpos, las interacciones de contacto, cuyo
efecto es imponer restricciones en el movimiento. Por ejemplo, las cuentas de un collar

estan obligadas a moverse a lo largo del hilo, un tren a lo largo de las vias y un buque
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debe permanecer en la superficie del mar. Tales restricciones se llaman condiciones de

vinculo (ligaduras) y el movimiento bajo las mismas, movimiento vinculado.

Definicién 1.2. Se denominan ligaduras a las restricciones sobre las coordenadas de
un sistema siendo independientes de las fuerzas actuantes, es decir, son condiciones que

restringen el movimiento de una particula o sistemas de particulas.

Definicién 1.3. Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cuales-
quiera de magnitudes {¢;,i = 1,...,n} que definen la configuracién de un sistema de
particulas dado. Sus derivadas respecto del tiempo se llaman velocidades generali-

zadas.

El estado de un sistema viene determinado por el conocimiento de las coordena-
das generalizadas y de sus velocidades generalizadas. Conociendo éstas y mediante las
ecuaciones de movimiento, junto con las ligaduras, se describe la evolucion temporal
del sistema.

Las fuerzas reactivas (o fuerzas de ligadura) son aquellas que actiian como
respuesta a un movimiento determinado que intentan impedir y sélo se dan cuando
existe la tendencia a este movimiento. Actian tanto si el sistema esta en reposo o si
estd en movimiento. En general, las fuerzas de ligadura son desconocidas a priori a
diferencia de las llamadas fuerzas aplicadas que son aquellas que actiian sobre el
sistema que provienen de agentes externos, es decir, son fuerzas impuestas (o fuerzas

externas).

Definicién 1.4. Las grados de libertad es el nimero de coordenadas independientes
(sin incluir el tiempo) que se requieren para describir completamente la posicién de
todas y cada una de las particulas o partes componentes del sistema. El término “parte
componente”se refiere a cualquier parte del sistema, tal como una palanca, un disco,
una plataforma, etc., que deben ser tratados como un cuerpo rigido y no como una

particula.

Definicién 1.5. Las ligaduras holénomas no dependen de las velocidades y se
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pueden escribir como una relacion funcional entre las coordenadas,

a(r,t)=0, i=1,..,N, 1=1,., K. (1.1)

Es posible emplear este tipo de ligaduras para eliminar coordenadas dependientes

y asi reducer el nimero de grados de libertad del sistema.

Definicién 1.6. Las ligaduras no holénomas so aquellas que dependen de las
velocidades. Para que una restricciéon sea no holénoma se exige ademas que no sea
integrable, es decir, que no se deduzca por derivacién total respecto al tiempo de una
holénoma.

a(r;, T, t) =0, i=1,..,N, [I=1,.K. (1.2)

Es imposible emplear este tipo de ligaduras para eliminar las coordenadas depen-

dientes, ya que dichas ecuaciones no son relaciones algebraicas entre las coordenadas.

1.1.2. Principio de D’Alembert

Definicién 1.7. Se da el nombre de desplazamiento real a todo aquel que puede
realizar una particula (o un conjunto de ellas) en un determinado tiempo ¢ y, por ende,

realizado a una velocidad finita v;,.

Definicién 1.8. Se da el nombre de desplazamiento virtual a un desplazamiento
infinitesimal de la posicion de una particula realizado instantdaneamente, es decir, que
es realizado a velocidad infinita, sin que transcurra el tiempo durante el desplazamiento

(de aqui la condicién de virtual ya que no es posible realizarlo efectivamente).

Un desplazamiento virtual ademés de ser instantaneo, es arbitrario no esta re-
lacionado con el movimiento real de la particula en el instante considerado. Un des-
plazamiento virtual infinitesimal se representara por la diferencial dr en coordenadas
cartesianas o por dq en coordenadas generalizadas.

Los desplazamientos virtuales mas ttiles son los denominados compatibles con las

ligaduras (no sacan la particula del riel que la gufa, no deforman los cuerpos rigidos,
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no estiran los hilos, etc.); es decir, que después de realizado un desplazamiento virtual,

se preservan las relaciones de ligadura del sistema, es decir,

ai(gi,t) =0y gi(q; + dg;, t) = 0.

Es posible formular la mecanica de manera que desaparezcan las fuerzas de liga-
dura y de esa manera evitar muchas de las complicaciones que traen aparejadas. Se
dice que un sistema estd en equilibrio (estatico), si las fuerzas sobre cada una de las
particulas que lo componen se anulan F; = 0. Si cada particula sufre un desplazamiento
infinitesimal dr; compatible con las ligaduras, entonces el trabajo realizado por éste es

nulo, F; e ér; = 0, este trabajo se llama trabajo virtual.

Definicién 1.9. A la ligadura cuya fuerza de ligadura correspondiente no realiza tra-

bajo en los desplazamientos virtuales se le da el nombre de ligadura ideal.

Luego,
N

N
oW = ZFz °dr; = Z(Ff +F}%) o o7 = 0, (13)

i=1 i=1
donde F{ es la fuerza aplicada y Fi-ig es la fuerzas de ligadura.

En un gran nimero de sistemas las fuerzas de ligadura son normales a los despla-
zamientos virtuales y no realizan trabajo. Por ejemplo, si una particula esta forzada a
moverse sobre una curva, la fuerza centrifuga es normal a la curva y, por lo tanto, nor-
mal al desplazamiento virtual. Los sistemas con fuerzas de deslizamiento son ejemplos
donde lo anterior no se cumple: las fuerzas de contacto tienen una componente paralela
al desplazamiento virtual y produciran trabajo virtual. Si nos restringimos a sistemas
libres de deslizamiento, las fuerzas de ligadura desaparecen de la ecuacién (1.3), y éstas

pueden escribirse como:
N N
SW=> Fieor;=) Fjebr,=0. (1.4)
i=1 i=1

La ecuacién (1.4) resume en una forma elegante los principios de la estatica de
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particulas vinculadas. Su importancia es tan grande que se conoce como el siguiente
principio:

Principio de los trabajos virtuales. Un sistema mecdnico sometido a li-
gaduras ideales permanece en equilibrio, si y solo si, se anula el trabajo del conjunto
de fuerzas aplicadas sobre dicho sistema, para cualquier conjunto de desplazamientos
virtuales compatibles con las ligaduras.

El principio de D’Alembert es la extensién del principio de los trabajos virtuales
(que se refiere a sistemas estaticos) a sistemas dindmicos.

La segunda ley de Newton establece que
de donde se tiene que

¢i=F;—p,=0. (1.6)

Si cada 1—ésima particula estuviera sometida a una fuerza neta dada por ¢; el sistema
estaria en equilibrio estatico instantaneamente. Desde este punto de vista, la dinamica

se reduce a la estatica. La fuerza ¢; debe satisfacer el principio de los trabajos virtuales.

N N
> gieori=> (F;—p,)edr;=0. (1.7)
=1 =1

De (1.3) se tiene F; = F{ + Féig , entonces

N N N
D (Fi—p)edri=) (Fi —p,)edr;+ > F7esr;=0.
i=1 i=1 i=1

Si se consideran sistemas en los que el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura

es nulo se obtiene

N

N N
> (F{—p,)edr;=) Fledr;— Y p,edr;=0 (1.8)
=1 =1

=1
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que suele llamarse el Principio de D’Alembert, donde p, = m;1; son las fuerzas

inerciales y las masas m; no varfan.

1.1.3. Ecuaciones de Lagrange

Escribiendo los desplazamientos virtuales dr en términos de las coordenadas ge-

neralizadas
5 SO 19N
r, = qj, t=1,2,...,
8qj J

Jj=1

y sustituyendo en (1.7) se tiene

Z (F; — p;) ®or; = Z (F ° grz(S > _ Z (mlrl ° Z gz 5qj) =0. (1.9

i=1 i=1 i=1 J=1

Desarrollando los términos de la ecuacion (1.9)

(2[5 -4 (£} £ )2

Jj= Jj=1

donde T; es la energia cinética de cada una de las particulas del sistema y T' = Zf\il T
es la energia cinética total del sistema.
Sustituyendo el primer y el segundo término de (1.9) obtenidos anteriormente en

el Principio de D’Alembert (1.8)
P oese — S Oga SO [E(OTY 0T
Z(i_pi). r; = g@; 4 — JZ @t \og;) " ag )=

= i[ (aq]) g—;—Qj]cqu:O. (1.10)

Las fuerzas generalizas (); se pueden descomponer como la suma de las fuerzas gene-

ralizadas provenientes de de una funcién de energia potencial

d (oU oU
U . ', —_— — —_— _—
Qj <QZ7q17t) dt (aCI]> aqj
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y las no provenientes de una funcién de energia potencial

N

Jr;

NU _ FNU ¢

Q; —E i ‘—9%
=1

Sustituyendo en (1.10)

" Td (or\ 0T ., nu)
> i () @ @] = 0

So[4(87Y 0T _ (Y Wy
, dt q; dq; dq; aq] . K

‘?7 [i (i(T—U))—a%J(T U) — Q;YU— 5 = 0

[d (0oL OL ]
Z[E (a—%)—a—%—ijU og; = 0, (1.11)

donde, L =T — U es el Lagrangiano o funcién Lagrangiana.

Si se considera que todas las coordenadas generalizadas g; son linealmente in-
dependientes, entonces todos los desplazamientos virtuales dg; también lo son. Para
que esto se cumpla se requiere que cada coeficiente de los dg; sea cero por separado,

resultando las ecuaciones de movimiento de Lagrange sin ligaduras

d (0L oL NU .
- e - 1,2,..., . 112
t (8%) dq; =~ / ! (1.12)

Para sistemas que tengan ligaduras no holénomas, las fuerzas reactivas correspondientes
. 1z .
a estas ligaduras szg se suman al lado derecho de las ecuaciones (1.12). Por lo que, las

ecuaciones de Lagrange quedan como sigue

d (0L oL i .
% (a_qj) aqj - ng Qé‘VU7 J= 1727 /) (113)

donde,

k
Q=D _NAy
=1
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y los términos A;; estan relacionados con las [ ligaduras no holénomas

> Aygi+B=0, 1=12,.k

J=1

1.2. Ecuaciones en Desviaciones y el Problema de
Sintesis Lineal

Suponiendo que estdn preescritos algin movimiento deseado y?(t), t € [to,t1),

to < t; < 0o, y algiin control deseado de salida u(t) que satisfacen las ecuaciones

yd - f(yd(t)7 ud(t>>7 te [t(]?tl)v

(1.14)
u’(-) e W,

aqui W es un conjunto funcional que abarca las restricciones del control (es comuin
considerar a W como el conjunto de funciones continuas a trozos). A la triada y%(-),
ul(-), [to,t1) se le llama proceso (programa) deseado de control. El proceso de con-
trol deseado se puede plantear como un problema de control de retroalimentacion.
La retroalimentacién requiere de informacién sobre las desviaciones del estado ac-
tual y(t) con respecto al deseado y?(t). Suponiendo que se tienen m sensores que
entregan datos sobre el movimiento actual. Después de procesar dichos datos se pue-
den estimar las desviaciones actuales z(t) = y(t) — y%(t) y se puede formar el con-
trol actuador. Las ecuaciones diferenciales que gobiernan las desviaciones actuales

x(t) = y(t) — yi(t) para u(t) = ui(t), t € [to,t;) pueden escribirse como:
x=y-y'=fly,u) = fly",u)) = fly —y' +y"u!) = fy',u’) = f(x.1), (1.15)

donde f(0,t) = 0 para t € [to,t)) v x(tg) # 0. Las ecuaciones (1.15) admiten una
solucién trivial, correspondiente al movimiento deseado y¢ del sistema. Una fundamen-

tacion tedrica para el andlisis del comportamiento de las desviaciones la proporciona
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la teoria de estabilidad, desarrollada por A. M. Lyapunov en el siglo XIX.
Restringiendose al importante caso especial de movimientos estacionarios desea-
dos yi(t) = y°yt; = co. Se define primeramente una coordenada ciclica y;,i = 1,..., k;

0 < k < n, de tal forma que

of(y,u) dfi(y,u)
o 0, s 0. (1.16)

Un movimiento y(t) se denomina estacionario y se denota por y¢(t), si 4, =
constante, ¢ = 1,2,....k, y5 =0, j = k+ 1,...,n, donde yi, ...,y son las coordenadas
ciclicas. Para k = 0 el sistema no tiene coordenadas ciclicas. De acuerdo con (1.14), el
movimiento deseado es factible si se cumplen las siguientes k ecuaciones diferenciales

y las n — k identidades:
U5 = filWigrs ), =1,k (1.17)

[iWairs s Uy tia, ) =0, j=k+1,...,n (1.18)

Suponiendo que las n — k ecuaciones (1.18) con s incégnitas ug, ..., us admiten
al menos una solucién uf, ..., uS. Entonces el proceso estacionario deseado de control
{y*(t),u [tg,0)} estd definido por la triada {y?(t),u? [to, 1)}, donde yi(t) = y*(t),

u?(t) = u® es una solucién de (1.18) y t; = oo.

Observacién 1.1. Para un proceso de control estacionario el miembro derecho de (1.15)

no depende explicitamente de t y las ecuaciones en desviaciones toman la forma

x = f(x), (1.19)

donde f(0) =0y x(ty) # 0.

De manera que el andlisis de las desviaciones de la solucion estacionaria conduce

al andlisis de la estabilidad de la solucién trivial del sistema no lineal (1.19) .

Definicién 1.10. La solucién trivial x = 0 de (1.19) se denomina estable en el sentido
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de Lyapunov, si para cualquier € positivo existe un § = d(e) > 0, tal que la desigualdad

| x(to) |< 0 da lugar a | x(t) |< € para cualquier ¢t > t.

Definicién 1.11. La solucién trivial se denomina asintéticamente estable si es estable
en el sentido de Lyapunov (definicién 1) y, ademads, existe una vecindad abierta de cero
Xo C R™ tal que

lim x(t) =0, para todo x(y) € Xp.

t—o0
En el andlisis de estabilidad son de importancia fundamental las ecuaciones li-

neales de desviaciones

o _0f(0)  Of(y°,u)
& =Ax, donde A,u,= . 3y (1.20)

es una matriz constante. Denotemos con A; las raices del polinomio caracteristico

det(AE, — A) = 0 de la matriz A. Los siguientes resultados se pueden encontrar en [5].

Teorema 1.1. (Sobre la estabilidad a primera aproximacion.)
Si todos los eigenvalores \; de la matriz A estdn en el semiplano izquierdo del
plano complejo, es decir, ReX; < 0, 1 =1,2,...,n, entonces la solucion trivial de (1.19)

es asintdticamente estable.

Teorema 1.2. (Sobre la inestabilidad a primera aprozimacion.) Si existe por lo menos

un eigenvalor de A con parte real positiva, entonces la solucion trivial es inestable.

Definicién 1.12. La solucién trivial se denomina exponencialmente estable, si existen

a'y [ positivas, tales que para cualquier z(ty) € Xy, t € [to, t1) se cumple la desigualdad
| x(t) |< B | x(to) | e, (1.21)

Si la vecindad X es igual a R™ se dice que la estabilidad es global y exponencialmente

estable.

Ahora se dara la formulacion formal del problema de la sintesis con retroalimen-

tacion lineal, para el caso cuando el conjunto funcional W es el conjunto de funciones
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continuas por tramos, cuyos valores estan en un conjunto cerrado €2 en el espacio de
control R*:

W={u(-) e KC|u(t) e QCR® teltt)}

Suponiendo que u(t) € int{) para t € [to,t;). El significado fisico de esto tltimo es
que los actuadores tienen algunos recursos adicionales que les permiten reducir las

desviaciones presentes. Considerando que se da la estrategia de control
u=ul(t) +u(z, 1), (1.22)

donde u es algtn control adicional. Se introducen las ecuaciones lineales de desviaciones

x = A(t)x + B(t)u, (1.23)
donde ] . ] ]
A(t) = of(y (;;,u ) B(t) = of(y (atzl,u (1))
y, el modelo lineal de medicion
z=H(t)x+7(t), (1.24)
donde ]
() = 220 5 a0

y z es el vector que contiene los datos de medicién. Lo que se requiere es hallar un
operador homogéneo 1 = P[z(t)], tal que las desviaciones actuales satisfagan (1.21)
mientras que v = 0. El problema que se plantea en (1.21) tal que las perturbaciones
actuales cumplen con (1.21), (1.23), (1.24) se denomina problema de estabilizacion del
movimiento deseado. FEste es uno de los problemas bésicos de la sintesis lineal con
retroalimentacion.

En el caso de movimientos estacionarios y©, t € [ty, 00), y funciones ¢(y) lineales
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en coordenadas ciclicas, las matrices A, B y H son invariantes en el tiempo, y la
complejidad del problema se reduce significativamente.

El problema de sintesis lineal (1.22), (1.23) y (1.24) se conoce como problema
de sequimiento. El planteamiento anterior de sintesis, al ser los mas simples posibles,
permiten una comprension rapida de los problemas dinamicos de control tipicos. Esto
se justifica por el hecho de que la estrategia de control lineal (1.22) es semejante a la
representacién de un movimiento como una suma de movimiento transitorio y relativo,

que se usa con frecuencia en mecanica tedrica.

1.3. Controlabilidad, Observabilidad y Estabiliza-
bilidad

Considerando las ecuaciones en desviaciones para procesos estacionarios (1.23),
bajo un control adicional de entrada u. Por brevedad, cuando no haya lugar a confusion,
se usaran las designaciones previas (1 — u) de un control u perteneciente a un conjunto
funcional W

u(-) e W ={u(-) e KC | u(t) € Q c R*},

donde KC' es el conjunto de funciones vectoriales continuas a trozos, {0 C R® es un
conjunto convexo cerrado de valores posibles de control de retroalimentacién, R® es el

espacio euclidiano s-dimensional de control.

1.3.1. Controlabilidad

Se considera un sistema invariante en el tiempo con inclusiones funcionales
x = Ax + Bu, (1.25)

u(-) e W. (1.26)
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Es evidente que si B = 0, el sistema (1.25) no puede controlarse. Cuando B # 0 el
sistema se denomina controlable. Suponiendo que al momento inicial ¢y = 0, x(0) = 0,
y denotando por D al conjunto de accesibilidad en el espacio de estados, que es el
conjunto de todas las x € R™ a las que se puede acceder con un control u(-) € W en
un tiempo dado t;, 0 < t; < oo. Introduciendo la matriz de bloques U denominada

matriz de controlabilidad

U= (B,AB,.., A" 'B),
se tiene el siguiente lema.

Lema 1.1. Si el rango de U es igual a n, el conjunto D es una region convexa en R™

de dimension n.

Definicién 1.13. El sistema (1.25) es completamente controlable si le puede llevar de
cualquier estado inicial a uno final cualquiera por medio de un control u(-) € W en un

tiempo finito.

Podemos dar otra definicién equivalente de controlabilidad total para el siste-
ma (1.25). En virtud de la linealidad de (1.25) el origen puede tomarse como punto
inicial. Entonces la nocién de controlabilidad completa corresponde al caso en que la

region accesible D coincide con el espacio de perturbaciones R™.

Definicién 1.14. El sistema (1.25) es completamente controlable si la region accesible

D coincide con el espacio R".

El calculo del rango de la matriz U proporciona un criterio constructivo de la

controlabilidad total.

Teorema 1.3. El sistema (1.25) es completamente controlable, si y sélo si, el rango

de (B,AB, ..., A" 'B) esn.

Corolario 1.1. Para s =1 el criterio de controlabilidad total puede escribirse como

det(b, Ab, ..., A" 1b) # 0. (1.27)
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En el caso anterior se dice que el sistema (1.25) es de entrada tnica y puede
escribirse como

x = Ax + buy (1.28)

Teorema 1.4. El sistema multidimensional de entrada inica (1.28) puede presentarse

en la forma de una sola ecuacion unidimensional, si y solo si, rangU =n o, bien si det

U 0.

Ahora si se considera las ecuaciones en desviaciones (1.25) dependientes del tiem-
po, esto significa que al menos una de las matrices A o B no es constante. Entonces el

concepto de controlabilidad estd dado como sigue:

Definicién 1.15. Al sistema (1.25) se le denomina completamente controlable al mo-
mento ty si existe un momento ¢ y un control finito u(T), to < 7 <t que transforma el

sistema desde cualquier estado de partida x(tg) = £ a cualquier estado finito x(t) = 7.

Un criterio de controlabilidad completa se establece como sigue: Sea W (t,ty) una

matriz simétrica denominada grammiano de controlabilidad

Wt ty) = / "B(t. 1) B(r) BT ()87 (1. 7)dr. (1.29)

to

Aqui ®(t,ty) es la matriz de transferencia de (1.25) que obedece la ecuacién diferencial

matricial

B(t,t)) = AD)D(L,ty), D(to, o) = E.

Noétese que con la matriz de transferencia la solucién de (1.25) se puede escribir como

t
x = O(t,19)x(to) +/ O(t,to)B(T)u(r)dr,
to
con W(t, ty) > 0.
Teorema 1.5. El sistema dependiente del tiempo (1.25) es completamente controlable

en ty si y sélo si detW (t,ty) # 0, o, equivalentemente, W (t,ty) > 0 para algin t > t.
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El teorema anterior es fuerte en la teoria, en la practica estd limitado ya que el
calculo de la matriz grammiana de controlabilidad require el conocimiento explicito de
la matriz de transferencia, pero la matriz de transferencia para sistemas variantes en el

tiempo es generalmente desconocida y puede ser dificil de aproximar en algunos casos.

1.3.2. Estabilizabilidad

Considerando un sistema mecénico gobernado por las ecuaciones (1.25), provisto
con sensores que proporcionan informacion sobre las desviaciones actuales de x. En-
tonces es posible describir el control como u = Kx y buscar los elementos de la matriz

K que aseguren la estabilidad.

Definicién 1.16. El sistema (1.25) se denomina estabilizable si existe una matriz K

tal que para u = Kx la solucién trivial de (1.25) es asintéticamente estable

La nocién de estabilizabilidad esta directamente relacionada con la de controla-

bilidad.

Teorema 1.6. Un sistema totalmente controlable (1.25) es estabilizable.

1.3.3. Observabilidad

Si el control u es una funcién conocida, la posibilidad de conocer x(t) a partir de

los datos de medicién z(t) es la misma que para el sistema

x = Ax, z= Hx. (1.30)

Definicién 1.17. El sistema (1.30) se denomina completamente observable al
momento ¢ si existe un momento finito to, tal que el estado x(¢) puede calcularse a

partir de los datos de la medicién z(t) en el intervalo de tiempo [to, t].

En la mayoria de las aplicaciones m < n, de modo que el sistema

H(t)x(t) = z(t) (1.31)
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de m ecuaciones con n incognitas es indeterminado. La mediciéon de z en un instante
fijo t no es suficiente para construir el estado x. Por lo que la soluciéon del problema
anterior requiere de la informacién disponible sobre z(7) en el intervalo de tiempo [tg, t].

Al momento 7 € [ty,t] el vector z puede escribirse como
z(1) = H(7)®(7,t)x(1), (1.32)

donde ®(t,ty) es la matriz de transferencia del sistema. Introduciendo la matriz gram-

miana de observabilidad

N(t,ty) = /t o1 (r,t)HT (1)H(7)®(7,t)dr, N = NT >0,

to

se tiene el siguiente

Teorema 1.7. El sistema (1.30) es completamente observable, si y sdlo si, existe un

to < t, tal que la matriz N(t,tg) es definida positiva, es decir, detN # 0.

Considerando el caso especial A = cte. H = cte. para un sistema invariante en el

tiempo. De manera semejante al criterio de controlabilidad, puede darse el criterio de

observabilidad.

Teorema 1.8. La pareja invariante en el tiempo (A, H) es observable, si y solamente

st, el rango de la matriz de observabilidad

H

HA
N:

, (1.33)
HAL

es 1qual a la dimension de x: rangoN =dimx=n.
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1.4. Principio del Maximo

Considerando que la ley de movimiento de un objeto puede escribirse en la forma

de un sistema de ecuaciones diferenciales

dy

% = f(y17y27 "'7yn7u) = f(yvu)7 para f(yuu) de clase Cl) (134>

donde f(y,u) es el vector con coordenadas fi(y,u), fo(y,u), ..., fu(y,u), y estan de-
finidas para y € Y, u € U. Ahora, suponiendo que es dada una funciéon adicional

oY1, Y2, -y Yn,u) = fo(y,u), la cual es definida y continua junto con sus derivadas

dfo
Dy’

parciales 1 =1,2,....,nen Y x U. Entonces se formula el siguiente problema 6pti-
mo:

En el espacio de fase Y, dos puntos y° e y' son dados. De entre todos los controles
admisibles u = u(t) que transfieren el punto de fase de la posicion y° a la posicién y*

(si existen), hallar uno, tal que la funcional

o= /  Foly(t), u(t))dt (1.35)

toma el minimo valor posible.

Observaciéon 1.2. Un caso de especial importancia del anterior problema, es cuando
fo(y,u) = 1. En este caso, la funcional (1.35) toma la forma ¢ = t; —ty, y la optimalidad
del control u(t) significa minimalidad del tiempo de transicién de 3° a y'. El
problema de hallar los controles 6ptimos (y las trayectorias),en este caso se llamara

problema de tiempo optimo.

Agregando una nueva coordenada 1, a las coordenadas de fase yi, s, ..., Yn, que

varia de acuerdo a la ley
dyo

o _ e Y 1), 1.36
dt fO(ylayQa Y U) ( )

donde fj es la funcién que aparece en la definicién de ¢, (ver (1.35)).
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Counsiderando el sistema de ecuaciones diferenciales

dz = [i(Y1, Y2y ooy Yn, U1, Uy ..y ) = fr(y,u), i=0,1,2,...,n, (1.37)

cuyas partes derechas no dependen de .
Introduciendo el vector y = (yo,v1, ---, Yn) = (Yo,y) en el espacio vectorial Y de

dimensién n + 1, de manera que (1.37) se pueda reescribir en forma vectorial

dy
¢ 1.

se puede observar que, f(y,u) no depende de la coordenada y, del vector y.

Ahora, sea u(t) un control admisible que lleva el punto de fase de y° a y' y sea
y(t) la correspondiente solucién de la ecuacién (1.34) con condicién inicial y(tg) = y°.
Denotando el punto (0,4°) por y%; i.e., y° es el punto de Y cuyas coordenadas son
(0,92,99,...,4%), donde (y,49,...,4%) son las coordenadas de y° en Y. Entonces, cla-
ramente, la solucién de la ecuacién (1.38) con condicién inicial y(to) = y°, correspon-

diente al control u(t), estd definida sobre el intervalo ¢ty <t < ¢;, y tiene la forma:
t
= [ Blot).ale )i, (1.39)
to
y = y(1).

En particular, cuando t = t;

Yo = /  Foly(t), u(t))dt, (1.40)

y=yv,

i.e., la solucién y(t) de la ecuacién (1.38) con condicién inicial y(ty) = y° pasa por
el punto y = (¢, y'). En otras palabras, si £ es la linea en Y que pasa por el punto

y = (0,9') y es paralela al eje yo (esta linea estd formada por todos los puntos (&, y!)
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donde ¢ es arbitrario), podemos decir que y(t) pasa por un punto de ¢, con coordenada
Yo = , en el tiempo ¢t = t;. Reciprocamente, suponga que u(t) es un control admisible
tal que la correspondiente solucién y(t) de la ecuacién (1.38) con condicién inicial
y(to) = y° = (0,9°%), en algtin tiempo ¢; pasa por el punto y' € ¢, con coordenada
Yo = . Entonces, el control u(t) transfiere (en Y') el punto de fase de 3° a 3!, y la
funcional (1.35) toma el valor ¢.

Asi, se puede formular el problema éptimo anterior, en la forma equivalente si-
guiente:

En el espacio fase Y de dimension (n + 1), el punto y° = (0,4°) y la linea ¢
son dados. Se asume que la linea £ pasa por el punto (0,y*) y es paralela al eje yy. De
entre todos los controles admisibles u = u(t), con la propiedad de que la correspondiente
solucién y(t) de (1.38), con condicidn inicial y(to) = y° intersecta a £, hallar uno, tal
que el punto de interseccion con { tenga la coordenada yy mds pequena.

Para formular las condiciones necesarias que solucionen el problema anterior, se

debe considerar, ademas del sistema fundamental de ecuaciones

dy;
dt

fily,u), i=10,1,2,....n, (1.41)

otro sistema de ecuaciones en las variables auxiliares g, 11, ..., ¥y:

di _ z”: Ofa(y, w)

o 0=0,1,2,...,n, 1.42
dt g Ve ! n (1.42)

a=0

el cual se llama sistema conjugado.
Ahora, si se elige un control admisible u(t), sobre el intervalo tg < ¢t < t1, y se
tiene la correspondiente trayectoria de fase y(t) del sistema (1.41) con condicién inicial

y(to) = y°, el sistema (1.42) toma la forma

i — Ofaly(t), u(t)) :
Sy yayi“ Yo, i=0,1,2,...n. (1.43)
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Este sistema es lineal y homogéneo. Por lo tanto, para cualquier condicion inicial, ad-
mite una tnica solucién ¢ = (¢, ¥1, ..., ¥,) para las 1; (estas funciones estan definidas
sobre el intervalo tg < t < ¢, en tal intervalo, u(t) y y(¢) también estén definidas).
Asi como la solucién y(t) del sistema (1.41), la solucién del sistema (1.43) consiste de
funciones continuas 1;(t) que tienen, excepto en un nimero finito de puntos (en las
discontinuidades de w(t)), derivadas continuas respecto a t. Cada solucién del siste-
ma (1.43) (para cualquier condicidn inicial) serd llamada la solucién del sistema (1.42)

correspondiente al control elegido u(t) y la trayectoria de fase y(t).

Ahora consideremos la siguiente funcion H de las variables y1, ¥a, ..., Yn, Yo, V1, W2, ..., Y, U1, Us, ...

HW,y,u) = (0, £y, 1) =D tafaly,w). (1.44)

Se puede verificar inmediatamente que los sistemas anteriores (1.41) y (1.42) pueden

ser reescritos con ayuda de la funciéon H en la forma del siguiente sistema Hamiltoniano:

= — =0,1,... 1.4
dt 8w7{7 /L O’ ) 7”7 ( 5)
dy; OH
@ - "oy 1=0,1,...,n. (1.46)

Para valores fijos (constantes) de 1 e y, la funcién H se hace una funcién del
parametro u € U. Denotando a la minima cota superior de los valores de esta funcién

por

M(,y) = sup H(Y, y, u). (1.47)

uel

Si la funcién continua H alcanza su minima cota superior sobre U, entonces
M(1),y) es el minimo de los valores de H, para ¢ e y fijos.

El siguiente teorema (una condicién necesaria para la optimalidad) cuyo principal

contenido esta en la ecuacién (1.48) serd llamado el Principio del Mdximo [30):

Teorema 1.9. Sea u(t), to < t < t1, un control admisible tal que la trayectoria co-

rrespondiente y(t) empieza en el punto y°, en el tiempo to, y pasa por un punto de

Uyt
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la linea 0 en el tiempo t1. Para que u(t) e y(t) sean éptimas es necesario que exista
una funcion vectorial continua no idénticamente cero Y(t) = (Yo(t), Y1(t), ..., Yn(t))

correspondiendo a u(t) e y(t), tal que:

1. Para todo t € [to,t1], la funcion H(w(t),y(t),u) de la variable uw € U alcanza su

mdximo en el punto u = u°(t)
H(Y(t), y(1), u’(t)) = M(¥(t), y(t)). (1.48)
2. En el tiempo t1, las relaciones

Yo(t1) <0, M(Y(t1,y(t1))) =0, (1.49)

se satisfacen.

Ademdas, resulta que si (t), y(t) y u(t) satisfacen los sistemas (1.41), (1.42), y la
condicion 1, las funciones del tiempo 1o(t) y M()(t),y(t)) son constantes. Ast, (1.49)
|, y no sdlo en t,.

se cumple en cualquier tiempo t € [ty,

Ahora, se formula el problema éptimo para el caso de puntos extremos variables.
Sean Sy y 57 variedades suaves en Y de dimension arbitraria ro < n, r; < n, respecti-
vamente. Hallar un control admisible u(t), el cual transfiere el punto de fase de alguna
(no dada previamente) posicién y° € Sy a alguna posicion y* € Sy, y que imparte un
minimo valor a la funcional (1.35) .

Es claro que, si los puntos 4 v y! se conocieran, se tendrfa un problema con
extremos fijos. Por lo tanto, el control wu(t), 6ptimo en el sentido del problema con
puntos extremos variables, es también éptimo; i.e., el Principio del Maximo (Teorema
1.5.1) permanece valido para el problema con puntos extremos variables.

Sin embargo, en este caso, es necesario tener relaciones adicionales de tal forma
que se pueda determinar las posiciones de y° € Sy y y! € S;. Dichas relaciones, que

se formularan mas adelante, se conocen como las condiciones de transversalidad. Estas
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condiciones permiten escribir rg 4+ 71 relaciones involucrando las coordenadas de los
puntos extremos 4" y y'. Por otra parte, dado el niimero de parametros desconocidos
(en comparacién con el problema con puntos extremos fijos) es incrementado por ro+r;
(la posicién de y° € Sy estd caracterizada por 7y parametros y la posicién de y! € S
por ry pardmetros), el Principio del Maximo junto con las condiciones de transversali-
dad, forman un sistema “suficiente”de relaciones para resolver el problema 6ptimo con
puntos extremos variables.

Formulacién de las condiciones de transversalidad. sean y° € Sy, y' € S; ciertos
puntos, y sean Ty, T los planos tangentes de Sy y 57, respectivamente, que pasan por
esos puntos. Los planos Ty y 17 estan en Y, tienen dimensién ry y rq, respectivamente.
Ademas, sean u(t), y(t), to <t < t1, la solucién del problema ptimo con puntos extre-
mos fijos y° y y'. Finalmente, sea 1(t) el vector cuya existencia esta garantizada por
el Teorema 1.5.1. Se dice que el vector (t) satisface las condiciones de transversalidad
en el punto extremo derecho de la trayectoria y(t) (i.e., en el punto y (1)), si el vector
Y(ty) = (¥1(t1),¥2(t1), ..., Yn(t1)) es ortogonal a T7. En otras palabras, la condicién
de transversaldad significa que (¢ (t1),6) = 0, para todo vector 0 = (0, 6,, ..., 0,) per-
teneciendo (o paralelo) a T7. La condicién de transversalidad tiene un sentido similar
en el punto extremo izquierdo de la trayectoria y(t) (reemplazar t; y T por to y Ty
respectivamente).

Es claro que la condicién de transversalidad en el punto extremo derecho de
la trayectoria y(t) tiene r; relaciones independientes, ya que es suficiente sustituir
ry vectores 0,02 ...,0™ linealmente independientes (localizados en T) en la relacién
(¥(t1),0) = 0. La condicién de transversalidad en el punto extremo izquierdo tiene ry
relaciones independientes.

Una forma equivalente de la condicion de transversalidad, que hace evidente la
presencia de la funcional que se desea minimizar es como sigue: El vector i (t) satisface

las condiciones de transversalidd en el punto extremo derecho de la trayectoria y(t) i.e.,
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en el punto y(t1) si existe un escalar Ao > 0 tal que el vector

<1/)(t1) + /\0%}?1))) 1 Sl en y(tl),

para yo = ¢(y(t1)).
La solucion del problema éptimo con puntos extremos variables se enuncia en el

siguiente

Teorema 1.10. Sea u(t), to < t < t1, un control admisible que transfiere al punto
de fase de alguna posicion y° € Sy a la posicién y' € Sy, y sea y(t) la trayectoria
correspondiente (que inicia en el punto y° = (0,9°)). Para que u(t) e y(t), den la
solucion del problema dptimo con puntos extremos variables es necesario que exista
un escalar g > 0 y una funcion vectorial continua no idénticamente cero (t), que
satisfaga las condiciones del Teorema 1.5.1 junto con las condiciones de transversalidad

en ambos puntos extremos de la trayectoria y(t).

Para el caso de tiempo éptimo, se reemplaza y(t), por y(t) en el Teorema 1.5.2.

1.5. Programacién Dinamica de Bellman

Uno de los principales métodos de sintesis optima es la programacién dinamica,
que fue introducida por primera vez por R. Bellman. El término sintesis 6ptima signifi-
cara: determinar el control como una funcién de las variables de fase, tal que minimice
algtin funcional especificado.

El enfoque de la programacion dindamica esta destinado para sistemas dinamicos
de tipo Markov, el futuro es determinado completamente por el presente y no por el
pasado. Un caso especial de sistemas de Markov son los sistemas dinamicos controlables,
cuyo movimiento estd determinado por algunas ecuaciones diferenciales o en diferencias
sin demora en el tiempo (sin retraso).

La programacion dinamica estd basada en el siguiente principio de optimalidad:

Independientemente del estado y el control inicial, el control posterior tiene que ser
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optimo en relacion con el estado alcanzado por el control anterior. En otras palabras,
el control 6ptimo no depende de la historia, ademas esta totalmente determinado por
el estado del sistema en el momento actual y el costo de control, especificado por algiun
funcional adicional.

A diferencia del Principio del Méximo, la programacion dinamica fue desarrollada
primero para sistemas discretos. Este método permite determinar el minimo global para
un conjunto de control dado.

Para problemas de control 6ptimo, de sistemas dindmicos controlables, el principio
de optimalidad afirma que: para cualquier instante de tiempo ¢ € [t, 1), dividiendo la

trayectoria éptima en dos partes, la segunda parte determina una trayectoria 6ptima.

1.5.1. Procedimiento de Sintesis

Dada la dinamica de un proceso controlable, descrita por la ecuacién de estado

no lineal

&= fz(t), ut), t). (1.50)

Hallar una ley de control de retroalimentacién de estado u(x(t),t), tal que el criterio

de desempeno del comportamiento general del sistema (1.50)

J:Mﬂm¢g+l{maﬂw@mm@ (1.51)

sea minimo. Usando el principio de encajamiento para incluir este problema en una

clase mas grande de problemas, pero considerando el criterio de desempeno

J(z(t),u(t),t) = h(x(ty), t1) + /t 1 folz(T),u(r), T)dr, t<t, (1.52)

donde z(t), es cualquier estado admisible. Ahora, el problema es determinar todos los
controles que minimicen (1.52), para todas las x(t) admisibles y pata todo t < t;.

Asumiendo que existe una funcién de costo minimo w(x(t),t), llamada funcién
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de Bellman, donde

w(z(t),t) = IB(I? {/t 1 folz(7),u(T), 7)dT + h(x(tl),tl)} , <t (1.53)

Partiendo en dos el intervalo de tiempo se tiene

t+A¢ t
w(z(t),t) = ml"n {/ fodT + fodr + h(w(tl),tl)} , <t

u(-) t+At

Usando el principio de optimalidad se tiene

t+A¢
w(xz(t),t) = mi) {/ fodm +w(x(t + At), t + At)} , t<t+At,
¢

donde w(z(t + At),t + At) es el costo minimo del proceso para el intervalo de tiempo
t + At < 7 <t con estado inicial z(t + At).

Asumiendo que las derivadas parciales de w existen y son acotadas, Bellman de-
mostré que w(z, t) debe satisfacer la ecuacién en derivadas parciales (llamada ecuacién

de Bellman en derivadas parciales)

_aw(:ggt),t) _ %ﬂ {fo(l‘yu,t) T (%) f(g:7u,t)}, (1.54)

para hallar las condiciones de frontera de esta ecuacién diferencial en derivadas parcia-

les, se toma ¢t = ¢ en la ecuacién (1.53), obteniendo

U)(tl, IIJ(t1>> = h(l’(tl), tl)

El procedimiento de sintesis éptima se resume como sigue:
1. Formular la ecuacién de Bellman (1.54) para el problema dado.

2. Determinar un control u°, que minimice la parte derecha de la ecuacién de Bell-
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man (1.54), y escribirlo en la forma

u =’ (x,g—:) .

3. Sustituir u° en la ecuacién de Bellman (1.54) para obtener, la ecuacién diferencial
no lineal de primer orden, en derivadas parciales en términos de w(t,x), de la

forma

—wy(x(t),t) = fo (z,u° (z,w,)) + (w.)" f (z,u” (z,wy)) (1.55)
con las condiciones de frontera w(ty, x(t1)) = h(x(t1),t1).
4. Determinar la solucién w(t, z) de (1.55).

5. Terminar el procedimiento de sintesis éptima sustituyendo la solucién w(t, z) en

la expresién del control éptimo u®.

La mayor dificultad en la aplicacién del procedimiento anterior surge al resolver

problema con valor en la frontera (1.55).

1.5.2. Problema de Control Lineal Cuadratico

En el caso especial del problema lineal cuadratico el control éptimo puede ser
sintetizado. Sea el sistema dindamico controlable invariante en el tiempo, gobernado

por la ecuacién

& = Az + bu, (1.56)

donde A es una matriz cuadrada, b es un vector columna, u es un control escalar de
entrada. El estado inicial 2(0) = xy y el intervalo de tempo [0, ;] son fijos, el estado

terminal x(¢;) es sin restricciones. La funcional de costo es especificada como

J == (z(t)" Qu(ty) + % /Ot1 [T Nz + r*u®]dt, (1.57)

1
2
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donde (), N son matrices constantes simétricas no negativas, r es un escalar. El proble-

ma es sintetizar una ley de control 6ptima. La ecuacion de Bellman puede ser escrita

como
w1 4 1,, 7 Ow 70w
5 —muln{Qx Nx+27‘ u” + (Ax) e + (bu) o [ (1.58)
1
w(t) = 5 (2(t1))" Qx(t).

De acuerdo al procedimiento anterior, primero se encuentra un control u° que minimice

el lado derecho de la ecuacién (1.58). Esta ecuacién puede ser transformada a la forma

ow 1 5| o 2 p0w 1 ([ 0w\’
E+m&n{§x Na:—l—2r u” + 21)% +7“_4 b%
) (1.59)
1 ow ow
o bT— A T el _
27’2< &E) + (4s) 8:B}
El término entre corchetes es minimizado por
1 0w
o_ 1,po0w
TR 8
Sustituyendo u?, se puede reescribir la ecuacién de Bellman como
ow 1 ; ow 1 ow\’
—+-x'N Ap)'— — — (T =— ) = 1.
ot N 2" 7+ (As) or  2r? ( 8x> 0 (1.60)
1 T

Buscando una solucién de (1.60) como una forma cuadrética

w(t,x) = %xTﬁ(t):c,
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donde L(t) es alguna matriz simétrica ain desconocida. Se puede escribir

ow 1 . ow o Ll
5 — % L(t)z, e = L(t)x, u = r2b L(t)z. (1.62)

Sustituyendo(1.61) y (1.62) en(1.60) se obtiene el siguiente problema con valor inicial
en L(t)

]_ . ]_ T ]. 2
§xT£(t)x + §xTN:c + (Azx)" L(t)x — 53 (b"L(t)z)” =0,

0, equivalentemente,

%xT (E + N+ LA+ AL — %EbbTﬁ) z = 0.

Lo anterior es verdadero, si la matriz £(t) satisface la ecuacién
; 1
L+N+LA+ATL - ﬁﬁbbTL:O, (1.63)

La ecuacion (1.63) se conoce como la ecuaciéon matricial de Riccati. En dimensio-

nes mayores usualmente esta ecuacion se resuelve numéricamente.

1.6. Teorema de Tikhonov

La modelacién matemaética de los sistemas mecénicos consta de dos etapas prin-
cipalmente: la primera es la construccion de un modelo mateméatico representado
con ecuaciones apropiadas, la segunda etapa es examinar estas ecuaciones analitica
o numéricamente. Por lo general, se consideran modelos més sencillos y se simplifican
(o aproximan) las ecuaciones para su andlisis.

Hay varios métodos de analisis aproximado para las ecuaciones diferenciales. Uno
de ellos es la teoria de perturbaciones, que es una coleccién de métodos para obtener

soluciones analiticas aproximadas de ecuaciones diferenciales en las que se involucra
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un pardmetro pequeno. Otro método mas amplio es el andlisis fraccional [24] ya que
introduce el pardmetro pequenio y aplica herramientas matematicas. Este método hace
posible la obtencién de ecuaciones aproximadas que describen los componentes rapido y
lento del movimiento por separado. En un mismo problema existen dos tipos de tiempo:
el tiempo adimensional lento y el tiempo adimensional rapido que son denotados por
t = le yT = Tll, respectivamente. Con 7 = ﬁ, W= % < 1, donde i es un pardmetro
pequeno.

Los siguientes sistemas dependen del parametro pequeno e

1 = fi

jfg = €f27 ek 1 (164)

6jjl = f17 €<<1

iy = fo (1.65)

En ambos sistemas z; es la variable rapida y x5 es la variable lenta.

La normalizacién (procedimiento para transformar ecuaciones con variables di-
mensionales a ecuaciones con variables adimensionales) de las ecuaciones y la introduc-
cion de los parametros pequenos forman parte de la primera etapa de analisis fraccional.
En la segunda etapa, la pequenez de los parametros se usa para construir una solucién
aproximada.

Considerando los parametro pequenos iguales a cero. Las ecuaciones iniciales que
tienen los parametros pequenos se llaman ecuaciones perturbadas respecto a los pardme-
tros pequenos relativas a las no perturbadas que se obtienen cuando los parametros
pequenos son iguales a cero (e = 0). Para las ecuaciones (1.64) y (1.65) sus correspon-

dientes sistemas no perturbados son
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ry = f1($1,902, 7t)

o = 0 (1.66)
0 = fl

:l":Q = fQ(xlaxQV“at)' (167)

Es natural esperar que las ecuaciones no perturbadas son, en primer lugar, mas
simples que las perturbadas, y en segundo lugar, que determinan una solucién que esta
cerca de la solucién de las ecuaciones iniciales. La diferencia entre las soluciones del

sistema perturbado y el no perturbado se estima por la norma Euclidiana:

A=) it ) — zi(t, 0)), (1.68)

=1

Donde n es el orden del sistema, z;(t,€) v z;(t,0) son las componentes de la solucién
del sistema perturbado y no perturbado, respectivamente.
Para esta estimacién es necesario establecer explicitamente el tamano del intervalo

de tiempo ¢ € I en el cual es valida. Se consideran 3 casos:
1. Intervalo de tiempo finito 0 < ¢ < ¢ < o0
2. Intervalo de tiempo asintéticamente grande 0 <t <t'/e, € — 0
3. Intervalo de tiempo infinito 0 <t < oo

Para la estimacion existen dos casos.

1. Cuando € — 0 la aproximacién de las soluciones se da en todo el intervalo ¢t € I:

sup A — 0 cuando € — 0. (1.69)
I
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Entonces el sistema con un parametro pequeno se llama reqularmente perturbado.
El problema de este tipo estd determinado por las ecuaciones (1.64) y (1.66) si

la estimacién se cumple en el intervalo de tiempo finito.

2. Si la condicién (1.69) no se satisface, entonces el sistema con un pardmetro pe-

queno se llama singularmente perturbado

Ahora considere un sistema singularmente perturbado de forma general

W = Y(yzte); y0) =y (1.70)
E% = Z(y,Z,t,E); Z(O>:ZO7 6<<1’

donde y y z son vectores n, m—dimensional, respectivamente.
De las ecuaciones (1.70) se obtiene un sistema degenerado haciendo ¢ = 0 y

excluyendo zj:

4 =Y _7 _7t70 ) y(0) =
i (4,2,t,0); 4(0) =yo (w71
£,0).

0 = Z(y,zt0)
A continuacién se formulan las siguientes definiciones para posteriormente enunciar el

teorema de Tikhonov.

Definicién 1.18. La raiz z = ¢(y, t) de un sistema de ecuaciones
Z(y,2,t,0) =0 (1.72)

se llama aislada en algin rango restringido de las variables y, t, si las otras raices del
sistema (1.72) no existen para cada valor fijo y, ¢ en ninguna vecindad pequena de la

raiz.

Se introduce un sistema de ecuaciones con aproximaciéon de orden cero para mo-
vimientos rapidos. Este sistema es conocido como “adjunto”, o sistema de capa limite.
Para obtenerlo, (se hace la transicién al tiempo répido) en las ecuaciones (1.70) se hace
T =t/ey la condicién € = 0:

dz

— =7 t,0). 1.73
= Z(y,2,1,0) (1.73)
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Aqui, y y t (lentos) son considerados como pardmetros. La transiciéon a 7 en el lado
derecho no es implementada porque para cualquier t finito cuando € — 0 se tiene que
T — 00,y €T =1.

La raiz z = ¢(y,t) de la ecuacién (1.72) define el punto estacionario, esto es, la

posicién de equilibrio del sistema (1.73).

Definicién 1.19. El dominio de influencia del punto estacionario z = ¢(y,t) es co-
nocido como el conjunto de puntos z* tal que las soluciones del sistema adjunto, con

puntos iniciales 21, tiende a ¢(y,t) cuando ¢ — oo.
Teorema 1.11. (Tikhonov). Considere las siguientes condiciones:

1. Las funciones Y (y,z,t,€) y Z(y, z,t,€) son analiticas respecto a: vy, z, t, € en

algun dominio del espacio de variables.

2. La ecuacion (1.72) tiene una raiz z = p(y,t) en algin dominio limitado D de las

variables y, t, ademas esta raiz es aislada.
3. La funcion Y (y,¢(y,t),t,0) es analitica respecto a y, t.

4. Los puntos estacionarios z = p(y,t) del sistema (1.73) son asintéticamente esta-
bles de acuerdo a Lyapunov para todo y, t, tales que la raiz de la ecuacion (1.72)

esta definida.

5. Las condiciones iniciales zy estdan en el dominio de influencia de la raiz z = p(y, t)

del sistema (1.73).

Entonces existe €y > 0 tal que la tunica solucién del sistema (1.70) existe para

0 < e < ¢, y se satisfacen los siguientes limites:

limy(t,e) =gy(t) para 0<t <t
0 (1.74)
lim z(t,e) = z(t) para 0<t<t.

e—0

Aqui 0 < ¢t < t’ es un intervalo de tiempo finito que se encuentra dentro del

dominio D, donde la tnica solucién del sistema (1.70) existe.
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1.7. Lema de Lyapunov

Lema 1.2. [13]

1. La ecuacion matricial de Lyapunov
AP+ PAT = —Q, A,P,Q=QT e R™" (1.75)
tiene una tnica solucion simétrica P = PT, si y sélo si,
i + X =2Re); <0 (1.76)

para todos los eigenvalores \; de la matriz A, lo cual implica que A no tiene

eigenvalores nulos (ReX; # 0).

2. Si 1.75 es vdlida para alguna matriz definida positiva
Q=Q" y P=P">0,

entonces A es estable.

3. La ecuacion 1.75 tiene una solucion definida positiva

pP=PT= / eMQedt > 0, (1.77)
t

—0
si y solo si, la matriz A es estable (Hurwitziana) y

(a) o bien
Q=Q">0 (sQ=Q">0, entonces P=PT >0)

(b) o bien Q tiene la estructura

Q = BBT
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tal que el par (A, B) es controlable, es decir,

Rango de [B AB A*B ... A"_IB] =n.

1.8. Descripcion del Tent Method de Boltyanski

El Tent Method es una herramienta matematica general para resolver problemas
extremales, justificada por el Principio de Separacién. En primer lugar, se desarrolld
en los espacios de dimension finita y posteriormente en espacios de Banach. La version
del Tent Method en espacios de dimension finita permite establecer el Principio del
Maximo y una generalizacion del teorema de Kuhn-Tucker en espacios Euclidianos
[13].

La primera version del Tent Method fue hecha por Boltyanski en 1975, esta version
aborda problemas de optimizacién de dimension finita. Mas tarde trabajé con la version
en espacios de Banach. En 1999 Boltyanski publicé una monografia donde el Tent
Method fue la principal herramienta geométrica para dar la teoria de optimizacién
para plantas controladas linealmente, bajo la suposicién de que todas esas plantas
son dadas por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en un espacio de dimension finita.
También en esta monografia hizo varias generalizaciones del teorema de Kuhn-Tucker
y consider6 algunos problemas extremales de tipo Min-Max en espacios Fuclidianos

(que corresponden a problemas de Programacién no Lineal).

1.8.1. El problema clasico de Lagrange y su generalizacién

Considere el problema de Lagrange con extremos condicionados

Problema 1. Encontrar el minimo (o el mdximo) de una funcion real dada en un

espacio de dimension finita con restricciones de tipo igualdad, esto es,

f(z) — min (1.78)

reR”™
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bajo las restricciones

gi(z) =0,i=1,2,...,s, (1.79)

donde g; : R" — R es diferenciable en
Q :={xeR": gi(x)=0}.

Este problema se puede reformular en la forma siguiente: encontrar el minimo (o

el méaximo) de la funcién f(x) sobre el conjunto
QNN (1.80)

Si las funciones g1 (), ..., gs(z) son independientes (es decir, la correspondiente funcional

0
—g‘(w))
(axi ! i=1,...,n; j=1,...,s

.....

matricial

tiene rango maximo s sobre 2 N - - N €Qy), entonces la interseccién

QN---N

es una variedad (n — s)-dimensional en R". En este caso el problema se reduce a la
minimizacion de una funcién dada en esta variedad.
Ademas si suponemos que algunos de estos conjuntos 21, ..., ), estan definidos

por las igualdades

y otros estan definidos por las desigualdades

gi(z) <0 (i=s14+1,...,8) (1.81)

(se asume que cada g; : R" — R es diferenciable en R™), entonces se obtiene el problema

de programacion matemadtica que se reduce geométricamente a la minimizacion de una
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funcién definida sobre un politopo “curvilineo” en R" de dimensién(n — s). El teorema
clasico de Lagrange se ocupa para resolver problemas con restricciones de tipo igualdad,
mientras que el teorema de Kuhn-Tucker para resolver problemas de tipo desigualdad.
Si se considera la optimizacion en un espacio de Banach, un problema de optimizacién

con restricciones corresponde a un problema de control 6ptimo.

1.8.2. Problemas de intersecciéon y de extremal abstracto

La generalizacion del problema de Lagrange es:

Problema 2. (Problema de extremal abstracto). Hay conjuntos 0, ...,Qs en R™ y

una funcion real f cuyo dominio contiene el conjunto

Y= NN

Encontrar el minimo (y el minimizador) de la funcion f sobre 3.

Teorema 1.12. (Criterio de optimalidad) Sea Qy = {x: f(x) < f(x1)} U {z1}. El
punto x1 € X es un minimizador de la funcion f sobre ¥ si y solo si la interseccion

Qo N X tiene solo el punto xq:

QomZ:QoleﬂﬂQsz{l’l}

El teorema anterior reduce el problema extremal abstracto al siguiente problema

abstracto de interseccién.

Problema 3. Sean los conjuntos g, 2y, ..., Qs en R™ con un punto comun x;. Encon-

trar una condicion bajo la cual la interseccion

QN N---NQ

consiste solo del punto xy.
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Este problema es més conveniente en el sentido de que se extiende a una amplia

gama de problemas extremales.

1.8.3. Interpretaciéon del problema de Mayer

Considere una planta controlada

T =g(z,u)

con x € R" u € U, donde U C R" es un conjunto de recursos compacto.
Cada funcién continua a trozos u(t), 0 < ¢ < ¢, con valores en U, es un control
admisible. Sean xy € R™ un punto inicial, 1 una variedad terminal suave, y sea f(x)

una funcion de penalizacion dada. El problema de optimizacion de Mayer es el siguiente.

Problema 4. (El problema de optimizacion de Mayer). Encontrar un control admisible
que transfiera xo a un punto xy € Qy (ver Figura 1.1) tal que proporcione el valor
minimo f(x1) de la funcidn de penalizacion en el punto terminal x1, no se dan de

antemano condiciones en el tiempo t;.

Xo

Figura 1.1: Problema de optimizacién de Mayer.

Denote por €y la region de controlabilidad, es decir, el conjunto de todos los
puntos que se pueden obtener, iniciando de xg por medio de un adecuado control
admisible. Entonces el problema consiste en encontrar el minimo de la funcién f(x)

sobre el conjunto €2y N €2y, y de nuevo se llega al problema de interseccién abstracto
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(con s = 2, en este caso):

QO N Ql N QQ == {xl}

1.8.4. Ideas basicas del Tent Method

El Tent Method es una herramienta para resolver el problema de interseccion
abstracto (Problema 3). La idea es reemplazar cada uno de los conjuntos g, 21, ...,

por su “Aproximacién lineal” para pasar de la igualdad
QoﬂﬁlﬂﬂQs:{xl}

a una condicién mas simple en términos de la aproximacion lineal.

Cono tent y cono de soporte

Definicién 1.20. Sea 2 C R" con z; en 2 y sea K un cono convexo cerrado con
vértice en x;. El cono K es un tent de 2 en el punto x; (ver Figura 1.2) si existe una

funcion continua ¢ : V' — R™ donde V es una vecindad del punto x; tal que

(i) ¢(z) =2+ o(z — x1), donde o(x) cumple con:

o)
00)=0 y lim———=0
==0 ||z

(il) o(KNV) C Q.

Por ejemplo, si {2 C R” es una variedad suave y x; € €2, entonces el plano tangente

a  en x; es un tent de €.

Definicién 1.21. Sea 2 C R™ un conjunto convexo y o € 2. El cono de soporte
de ) en z( es la cerradura de la unién de todos los rayos que nacen de xg y cada uno

de ellos tiene al menos un punto de €2 distintos de zy. Es decir,

K =Cl [U (xo FAQ - xo))]
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Figura 1.2: El cono convexo K es un tent de €.

es el cono de soporte de ) en zg.

Si €2 C R™ es un conjunto convexo con un punto frontera x;, entonces el cono de

soporte de €2 en el punto x; (Figura 1.3 ) es el tent de  en z;.

X1

Figura 1.3: El cono de soporte K es tent del conjunto convexo €2 en z7.

Conos convexos separables

Definicién 1.22. Un sistema de conos convexos cerrados Kg, K1, --- , K, con vértice
comun r; € R" es separable, si existe un hiperplano I' con x; € I', que separa uno de

los conos de la interseccién de los otros (Figura 1.4).

Definicién 1.23. Sea K un cono convexo tent de un conjunto €2 en el punto 0 € R".

Al cono convexo cerrado K* con vértice en el punto 0 € R™ descrito por

K*={beR": b2 <0,Vr € K}
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Figura 1.4: Separabilidad de los conos.

se le llamard cono dual de K y a los vectores b € K* vectores duales.

Teorema 1.13. (El criterio de separabilidad).

El sistema de conos converos Ko, K1, -+, Ky con vértice comiun x; € R" es separable,
si y sélo si existen vectores duales b; € Kf (K} es el cono dual de K;), i = 0,1,...;s
que cumplan

b'(x — 1) <0

para todo v € K;, que al menos uno de ellos sea distinto de cero y tales que

bo+by+---+b;,=0.

Definicién 1.24. Sea K C R" un conjunto convexo. El plano de dimensién minima

que contiene a K se llama affine hull de K y se denota por affK.

Teorema 1.14. (Una condicion necesaria de separabiidad). Sean g, 2, ..., Qs con-
jJuntos en R™ con punto comun xy, y sean Ky, K1, , K, sus respectivos conos tents
en el punto xo. Asuma que al menos uno de los tents es distinto de su affine hull. Si

los conos Ko, K1, ..., Ks no son separables, entonces existe un punto

SL’IEQolem"'ﬂQS
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distinto de xo. En otras palabras, la separabilidad es una condicion necesaria para

QoﬂQlﬂﬂQS:{fL‘l}

El Tent Method es muy parecido al método de Dubovitski-Milyutin, que, sin
embargo, requiere que todos los conos, excepto tal vez uno, tengan interior no vacio.
El Tent Method, debido al uso de la teoria de separacién de los conos, es libre de esa

restriceion.



Capitulo 2

Modelo Dinamico de un Robot

Controlable

2.1. Planteamiento del Problema

En este capitulo se dan las ecuaciones dinamicas del movimiento controlable de

un robot mévil.

1. Dadas la posicion inicial y final del robot; de entre todas las curvas en el plano,
que pasen por la posicion inicial y final, encontrar aquella que lleve al robot en

el menor tiempo.

2. Hallar un control 6ptimo para la estabilizacion de trayectorias del robot movil,

usando

a) la programacién dindmica como herramienta de sintesis.

b) el método de min-max.

47
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2.2. Ecuaciones Dinamicas del Movimiento Contro-
lable de un Robot Mdvil Cuando el Centro de
Masas no es Igual al Centro Geométrico.

En esta seccion se establecen las ecuaciones Dindmicas que describen el movi-
miento de un robot movil.

Para iniciar el anélisis se considera un robot como el que se muestra en la Figura
2.1, el cual consta de un eje con dos ruedas activas, cada una con un motor de corriente
directa y con giro independiente. Ademds tiene una tercera rueda omnidireccional que
asegura que la plataforma del robot se encuentre paralela al plano XY. En dicha figura
se definen:

¢ — punto medio del eje que une las dos ruedas traseras del robot.

y

o} X

Figura 2.1: Robot moviéndose en el plano XY.

s — centro de masa de la plataforma del robot.

a — longitud de c al centro de cualquiera de las dos ruedas activas; izquierda y derecha.
b — longitud de c al centro de masa de la plataforma del robot.

V' — magnitud del vector velocidad del punto ¢, respecto al sistema fijo.

a — orientacién del robot (dngulo formado por el eje X y el vector velocidad del punto

c).
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v; v v, — velocidades del centro de masa de las ruedas izquierda y derecha respectiva-
mente.

R — radio de las ruedas activas.

©r, p; — parametros que miden la rotacion de las rueda derecha e izquierda respectiva-
mente.

Los supuestos fundamentales del modelo son:

1. El robot se compone de partes rigidas (cada punto del robot tiene una posicién

y orientacion fija con respecto al sistema relativo al robot).
2. No hay deslizamiento en la direcciéon perpendicular a la rodadura.
3. No hay deslizamiento traslacional entre la rueda y el suelo.
4. FEl centro de masas del robot no coincide con el centro geométrico de éste.
5. El espacio donde se mueve el robot es perfectamente plano y sin inclinaciones.

Se considera que el movimiento se lleva a cabo en el plano XY, que se considera
como un sistena fijo, y al sistema formado por el eje de las ruedas activas y el eje
principal del robot es considerado como el sistema en movimiento.

La posicién del robot es la posicién de la proyeccién del centro de masas s y, su

velocidad es
ds

—V+QOxb
a TR

(s, 9s) =

donde € es la velocidad angular. Asi se tiene un primer modelo, el modelo cinematico

(2.1)

Ts =V cosa — b{)sin o
s = Vsina + b§2 cos a (2.1)
a = Q.
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2.2.1. Restricciones no Holénomas

Para obtener el modelo matematico con restricciones no holénomas, primeramen-
te se determinan éstas para el sistema en movimiento. Las cuales son las condiciones
de rodadura de las ruedas activas del robot.

Como no hay deslizamiento traslacional ni perpendicular, existen condiciones que
relacionan la velocidad con la que se traslada el centro de masas c¢m de cada una de

las ruedas y, la velocidad angular de rotacién de cada rueda

Vem = R.

Por lo que las velocidades v, y v; del em de la rueda derecha e izquierda respec-

tivamente estan conectadas con la razén angular

v, = Ry,

v = Ry,

donde ¢, y ¢; son las velocidades de rotacién de la rueda derecha e izquierda respec-
tivamnte. Las componentes de las velocidades v, y v; con respecto al sistema fijo se

escriben como
T, = R, cos
- = Ry, sin «
= (2.2)
T = Ryjcosa
Y = R¢psina,
donde « es el angulo formado entre el eje X y el vector velocidad del cm de cada rueda
activa (ver Figura 2.2).

Por otro lado, las coordenadas en el plano fijo XY de la proyeccion del em de

la ruedas derecha e izquierda (x,.,y,) y (z,y) respectivamente (ver Figura 2.2) estan
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dadas por
T, = .+ asina

= Yo — @A COS
= (2.3)

T =T, — asinw

Y =Y.t acosa.

Figura 2.2: Proyeccién en el plano XY'.

Derivando con respecto al tiempo se tiene

T, = X, + ac cos o
Yr = Yo + acvsin

(2.4)
T; = T, — A0 COS

U = Yo — acxsin a.

Se puede observar en la Figura 2.2 que las coordenadas del centro de masas del

robot, con respecto al sistema fijo, estan dadas por

Ty = T+ bcosa
(2.5)
Ys = Yo + bsina.
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Derivando estas expresiones se tiene

T, = Ts+ basin o

(2.6)
Ye = s — bv cos a.
Sustituyendo (2.6) en (2.4) se tiene
T, = T + basin a + ac cos
Ur = s — barcos a 4+ acvsin « 2.7)

T; = T + basin v — acv cos a

U = Y5 — bacos a — acvsin a.

Comparando (2.7) con (2.2) se obtienen las siguientes 4 restricciones bilaterales (te

tipo igualdad)

+ (bsina + acosa)ae — Rcosap, =0

— (bcosa —asina)a — Rsinay, =0

Ts+ ( )
gs = ( )
Ts+ (bsina — acosa)d — Rcos apy; = 0
Us — (bcosa + asina)a — Rsinag; = 0.

La matriz de coeficientes de éstas restricciones esta dada por

1 0 bsina+acosae —Rcosa 0

0 1 —bcosa-+asina —Rsina 0
M =

1 0 bsina—acosa 0 —Rcosa

0 1 —bcosa—asino 0 —Rsina

Se puede verificar que el determinante de cada submatriz de M de tamano 4 x 4 es
nulo, luego el rango de ésta matriz no es 4, por lo tanto las cuatro restricciones son

linealmente dependientes. El determinante de la submatriz N de M de tamano 3 x 3
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es R*bcosa, donde R*b # 0y cosa # 0 para a # (2n+1)3, n € Z,

bsina +acosae —Rcosa 0
N =\ —bcosa+asina —Rsina 0
bsin o — acos « 0 —Rcosa

Por lo que para o # (2n + 1)5, n € Z el rango de M es 3. Para determinar las 3
restricciones independientes se lleva a M a la forma diagonal quedando el tltimo renglon
nulo y los 3 renglones restantes vienen siendo los coeficientes de las tres restricciones

independientes. Asi las tres restricciones linealmente independientes son:

Ts + (bsina + acosa)d — Rcos ap, = 0
ys — (bcosa — asina)d — Rsinap, =0 (2.9)

2a cos acx — Rcos ap, + Rcosap; = 0.

Para obtener las ecuaciones dindmicas que describen el movimiento del robot se usa el
método de Lagrange. Las fuerzas externas que actiian sobre el robot son conservativas,

entonces existe una funcién energia potencial tal que las fuerzas generalizadas M;

v

o0 Luego la funcién Lagrangiana es
J

derivan de la funcién energia potencial M; =

L =T —V (energia cinética menos energia potencial). Asi las ecuaciones de Lagrange

d (0L oL
— =)= =0 2.1
dt (3%’) dq; ! (2.10)

estan dadas por:

Para sistemas no conservativos las ecuaciones de Lagrange tienen sélo la presencia de

la energia cinética T', por lo que éstas quedan de la siguiente manera

d (0T oT
=) - == — M. i=1.....n. 2.11
dt(8%> dq; A 211)

Para sistemas con restricciones, se suma en el lado derecho de las ecuaciones de

Lagrange, las fuerzas generalizadas de ligadura (fuerzas de reaccion) Zle N A,
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j=1--,n.
d aT> oT -
— (= )|-==M.+ NAG, j=1,---n, 2.12
dt (5’% og; 7 ,2; ’ (212

donde los términos A;; estdn relacionados con las restricciones no holénomas de la

siguiente manera

k
ZAqu'mLBl =0, j=1,..,n. (2.13)

=1
El robot mévil se considera un sitema no conservativo, por lo que las ecuaciones de
Lagrange a considerar son de la forma (2.12).

Asi, las ecuaciones de Lagrange que describen el movimiento del robot movil son

d (9T\ OT i
=) - == — M. E MNA; =1, --- 2.14
dt (8%’) Jq; i =1 SR 7 > ( )

donde:

1 = ¢y, 2 = Ye, 43 = O, G4 = ©r, (5 = LI,

q‘lzjjm q2:yca q3:da q4:¢T7 Q5:Sbl
son las coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente, las fuerzas genera-
lizadas M, son los torques de los motores de las ruedas activas. Como el torque del

motor de cada rueda activa solo tiene influencia directa con la velocidad de giro de

cada una de estas ruedas, se tiene
Mj:0,j=1,2,3 M4:MTyM5:Ml.

siendo M, y M, los torques del motor de la rueda derecha e izquierda respectivamente.

T es la energia cinética dada por

T = % [ms (22 + 92) + Joé® 4+ T2 + J&7] (2.15)

donde m, es la masa de la plataforma del robot, J es el tensor de inercia del centro
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de masa de la plataforma; J es el tensor de inercia de las ruedas activas. El segundo
término del lado derecho de (2.14) son las fuerzas reactivas del sistema, donde A, Ay y
A3 son los multiplicadores de Lagrange. De (2.14) y (2.15) se tiene el sistema siguiente
de segundo orden

msis = MAn + Aadar + AzAz

Msfs = A1 A1z + ApAgg + A3 Az

Jott = A1 A1z + Mg Aoz + A3 Asz3 (2.16)

J@r = MAw + A Aos + A3Azy + M,

JPr = AMAs + AoAos + A3A35 + M.

Se puede observar que las restricciones (2.9) estén en la forma

5
a(a.4) = Augi+B =0, 1=1,23 (B =0,1=123);

i—1

esto es:
Ands + Arys + Aisa + Ao + Aispr =0
Ao s + Aogays + Agzde + Aggpr + Agspy =0 (2.17)
Az T + Asgoys + Asgce + Azapr + Asspp = 0.

Comparando las restricciones (2.9) y (2.17) se tiene

A3 =1 Ap=0 Aiz=bsina+acosa Ay =—Rcosa Ais=0
A21 =0 A22 =1 A23 = —bcosa + a sin o A24 = —Rsina A25 =0 (218>
A1 =0 A3 =0 A3z3 =2acosa A3y = —Rcosa Ass = Rcosa.

Sustituyendo (2.18) en (2.16) se obtiene el siguiente modelo matematico

MLy = /\1
msys = )\2
Js&t = M (bsina + acosa) + Aa(—bcos a + asina) + A32a cos « (2.19)

Jo, = =AM Rcosa — AyRsina — A3Rcosa + M,
Jo = A3Rcosa + M.
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ts+ (bsina + acosa)d — Rcos ap, =0

ys — (bcosa — asina)d — Rsinag, =0 (2.20)

2a cos ace — Rcos ap, + Rcosap; = 0.
donde (2.20) son las restricciones no-holénomas del sistema. Este modelo matemético
es un sistema de cinco ecuaciones de segundo orden con tres restricciones bilaterales.
Como es sabido, el sistema de segundo orden (2.19) se puede llevar a un sistema de

primer orden con 10 ecuaciones en la forma

1"8 = U1

o o— AL

V1 = e

Ys = Vo

Uy = 22

o'z:vg

(2.21)
b3 = 2 (bsina + acosa) + 22(—bcosa + asina) + 232a cos o
Js Js Js

Sbr = U4

Vg = —A—chosa — )‘—JQRsina — ’\—j’Rcosoa + %

D1 = Us

Vs = ’\73Rcosoz+ %

Se puede observar en el sistema (2.21) que las coordenadas vy, v, v3, V4 ¥ Us
tienen dependencia con las coordenadas s, ys, @, @, y ¢; respectivamente. Por lo que
el modelo (2.19) sujeto a las restricciones (2.20) tiene 5 coordenadas generalizadas, por
ende 5 grados de libertad y 3 multiplicadores de Lagrange.

El modelo matematico (2.19), (2.20) es un sistema de 5 + 3 ecuaciones con 5+ 3
incégnitas {zs, Ys, @, ©r, 01}, {A1, A2, Az}

Para obtener un sistema de 5 ecuaciones con 5 incégnitas en la siguiente seccion
se eliminaran los 3 multiplicadores A1, Ay, A3. Con ello, las coordenadas ¢,., ¢; cambian

por las coordenadas V' y €.
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2.2.2. Cambio de Coordenadas y el Modelo Matematico sin

Multiplicadores de Lagrange

Si la velocidad del origen del sistema en movimiento no es constante, esto es, si la
velocidad V' del punto ¢ varia con el tiempo, se puede derivar (2.1) respecto al tiempo

para obtener el sistema siguiente de segundo orden

iy = (V = Q%) cosar — (VQ + bQ) sin o
s = (VQ 4 bQ2) cos a + (V — bQ?) sin (2.22)
a = Q.

Por otra parte, sustituyendo las coordenadas de la velocidad del punto ¢, . = V cos a,

Yo =Vsinay a=Q en (2.4) se tiene

&, = (V 4+ aQ) cos
» = (V +afd)sina
b = ) (2.23)
= (V —af) cos
9= (V—aQ)sina,
comparando estas ecuaciones con (2.2) se obtiene
or =g+ 7O
(2.24)
b1 =5~ 5%
Asi,
br=q R
(2.25)
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Sustituyendo (2.22) y (2.25) en (2.19) se tiene

m[(V — b92) cosa — (VQ + bQ) sin a
m[(VQ 4 bQ) cos o + (V — b2 sina] =
J.O = a(Ajcosa + Agsina) + b(A; sina — Ag cos ) + A32a cos « (2.26)
é(V +af)) = —R(M\ cosa + \ysina) — AsRcosa + M,

%(V — aQ) = A3Rcosa + M;.

A1
2

Multiplicando por cosa en la primera ecuacién, por sina en la segunda ecuacién
de (2.26) y sumando se tiene la primera expresién de (2.27). Luego, multiplicando
por sin « en la primera ecuacion, por cos «a en la segunda ecuacién de (2.26) y restando

se tiene la segunda expresién de (2.27)

A cosa + Agsina = my(V — bQ?)

_ (2.27)
Arsina — Ay cosa = —mg(VQ + bQ2).
Sustituyendo (2.27) en la tercera y cuarta ecuacién de (2.26) se tiene
- o :
N = JsQ — amg(V — Q) + bms(VQ + bQ). (2.28)
2a cos

L(V +aQ) = —Rm,(V — bQ?) — \3Rcosa + M, (2.29)

}%(V—QQ) = A\gRcosa + M. '

De (2.27) y (2.28) se tiene que los tres multiplicadores de Lagrange estan dados por:

A = my[(V — bQ2) cos o — (VQ + b92) sin o

Ao = m[(VQ+ Q) cosa + (V — bQ22) sin o (2.30)

Na — JsQ—ams(V—bQ2)+bms (VQ+bQ)
3 — 2a cos o :
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Sumando y restando (2.29) se tiene

2V = —Rm,(V — bQ?) + (M, + M;)

R
(2.31)
o) = —Rm,(V — bQ2) — 2\3Rcos o + (M, — M,).
Sustituyendo A3 en (2.31) se tiene
(2] + Rmy)V = RmybQ2 + (M, + M))
(2.32)

(2T + EJ, 4+ Ep2m,)Q = “EmbVQ + (M, — M,).

Multiplicando por 1/R a la primera ecuacién de (2.32) y por a/R a la segunda se tiene

finalmente el siguiente modelo matematico sin multiplicadores de Lagrange

Ty = Vcosa — bQ)sin o
Us = Vsina + b2 cos a
a =
. (2.33)
MoV = mbQ* + (M, + M)

JQ = —mbVQ+ &(M, — M),
con
M(] = (%J -+ ms)
J= (%7 + Js + b*my).

Se puede observar que este modelo es un sistema de cinco ecuaciones de primer

orden.
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2.3. Modelo Matematico del Motor y sus Simplifi-
caciones

Por la ley de Kirchhoff la corriente I satisface la ecuacién
LI=U-Eg—ZI, (2.34)

(ver Figura 2.3), donde Z es la resistencia, L la inductancia, U el voltaje aplicado al
motor y Eg la fuerza contraelectromotriz que es proporcional a la velocidad de rotacion,

Ep = K,,. Asi, se tienen Is ecuaciones

LI, = U, — K,np, — Z1,

_ (2.35)
LI =U — Ko — 21,

donde I, I; son la corriente del motor de la rueda derecha e izquierda respectivamente;
U,, U; son el voltaje del motor de la rueda derecha e izquierda respectivamente y ¢,,
¢ son la velocidad de rotacién del rotor del motor de la rueda derecha e izquierda

respectivamente, las cuales coinciden con la velocidad e giro de las ruedas derecha e

izquierda.
R L
MV L |
-+ J; Ea
u(t) Es(t)

Figura 2.3: Modelo electromecanico de los motores.

Los torques de los motores de CD son proporcionales a la corriente

M, = Kyl,
M, = Kol,.

(2.36)
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Luego,
M, + M, = Ko(I, + 1))
M, — M, = Ky(I, — 1))

(2.37)

De (2.35) y sustituyendo (2.37) en el sistema (2.33) se obtiene el siguiente sistema

de 7 ecuaciones de primer orden

T, =V cosa — b)sin«

s = Vsina + b2 cos a

=0

MoV = mgbQ2 + o(1, + 1) (2.38)
JQ = —mbVQ+ Lo (], — L)

LI, =U, — B2(V +aQ) — ZI,

LI =U; — B2(V - aQ) — Z1I,

2.4. Reduccion del Modelo

Con ayuda del teorema de Tikhonov se reduce el modelo (2.38) de orden siete a

uno de orden cinco.

2.4.1. Modelo matematico del sistema controlable no lineal

Aplicando a (2.38) las transformaciones

T="T,; Q=Quw; V=V,
Ur,' = U*UT; Ul = U*ul; [r = [*ir; ]l = ]*ll
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Se tiene el sistema singularmente perturbado
z =T V.vcosa — T,,bwsin
y =T, Vivsina + T,Q,bw cos a
a =T, Qw
0= Db 2 4 LLE(j, 4 ) (2.39)
. msbT. Ve T.L.aK,
W= e Tyt (e i)
TL]U iy = Uy — %(V*v + aQw) — %Iz
éé* i = — %(Vw —afdw) — %I* i,
_ LI, 4 =
donde € = 775~ es el pardmetro pequerto.
Haciendo € = 0, el sistema degenaro asociado a (2.39) es
= 0170 cos o — O9biw sin o
y = 0, Usin a + d,bw cos a
a = 0o (2.40)
= 63b0? + 04 (i, + 17)
= —(55bvw + 56( - El>
y su sistema adjunto es
0 = U, — 670 — dgo — Oy
o (2.41)
0 = u; — 670 + dgw — doiy
donde
— _ _ T.Q%ms _ TDLEK _ TVims _ Tk
O =TVe 0y = T80, 05 = Ty, 04 = yiggs O = =555 06 = Tg s
57 = KmV*’ 58 Kmafd. 59 = ZI* j = 2a2J + J + my b? MO ‘g + m.

UsR 7

Se puede verificar que el sistema degenerado y el sistema adjunto satisfacen el

teorema de Tikhonov. Luego, despejando i, y i; de (2.41) y sustituyendo en (2.40) se

obtiene finalmente el siguiente modelo matematico no lineal de cinco ecuaciones con

dos controles; @y = (u, + ;) /2 y tg = (U, — ;) /2
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T = 010 cos a — b)Y sin «v

7 = 0,0sin a + 9,682 cos a
a = 0,0 (2.42)
b = 03bQ07 — 2805 + 2840,

Q= —bd50Q) — 228520 4 2%,



Capitulo 3

Trayectorias Cinematicas
Extremales y el Algoritmo Optimo
de Estabilizacién de Estas

En este capitulo se presentan las trayectorias extremales respecto al tiempo que
se pretende que el robot siga. Se analiza la controlabilidad, la estabilizabilidad y la ob-
servabilidad considerando dichas trayectorias extremales como proceso deseado. Con-
siderando una trayectoria deseada se obtienen las ecuaciones lineales en desviaciones y
se determina el control 6ptimo para la estabilizacion de la trayectoria usando la progra-
macion dindmica como herramienta se sintesis. Por iltimo se presentan los resultados

de una simulacién hecha en MATLAB de la estabilizacion.

3.1. Planteamiento Cinematico y Sintesis de las Tra-
yectorias Extremales Respecto al Tiempo

En esta seccion se considera el caso cuando la proyeccion del centro de masas
de la plataforma del robot coincide con la proyeccion del centro geométrico de la vara
que une a las dos reudas activas. En este caso, (zs,ys) = (Z¢,y.) vy b = 0. También se
considera que la velocidad lineal del robot es constante, V =V, Vi # 0 y su velocidad
angular es acotada |Q] < v.

Bajo los supuestos anteriores el problema a resolver es el siguente. Dadas la

posicién inicial y final del robot; de entre todas las curvas en el plano, que pasen por

64
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la posicién inicial y final, encontrar aquella que lleve al robot en el menor tiempo.

Sin pérdida de generalidad, supéngase que el robot parte del origen del sistema
fijo XY con orientacién cero y se desea que llegue al punto final p = (ag, bg) con
orientacién no fija ap. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones cinemadticas (2.1) que

describen el movimiento del robot quedan de la siguiente manera

te=Vocosa  x(0)=0  z(t;) =ao
J. = Vpsina y(0) =0 y(t1) = by (3.1)
a = a(0) =0 a(ty) = ay,

donde el tiempo inicial es ty = 0, el tiempo final es t;, a cambia en el tiempo, ag y by
son fijas, pero ag no lo es.

Recordemos de (2.24) que la velocidad angular de cada una de las ruedas activas
esta relacionada con la velocidad lineal del robot V' y la velocidad angular €2 de la

siguiente manera

E—f—}%Q:S@TSM
(3.2)
F—E0=p<up
V‘l
o1 Ru
|
| l
< — ‘I' L Q
L TR

Figura 3.1: Regiones de Control

Por tal razén se pueden considerar como controles a ¢, v ¢; o bien, a V' y €. La
velocidad angular de las ruedas es finita, ya que estéa relacionada con el voltaje aplicado

a cada uno de los motores. Sea p la velocidad angular méxima de cada rueda, entonces
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de la transformacién (3.2) se tiene
0<V<Ru y ——-<Q<—

La Figura 3.1 muestra en (a) la regién de control considerando a ¢, y ¢; como controles
y en (b) muestra la regién de control transformada, es decir, considerando a V' y € como
controles. Note que cuando el robot se mueve a una velocidad angular maxima, entonces
su velocidad lineal % es constante;
V=W-= % (ver Figura 3.1 (b)) y | Q) |< %. Entonces se puede considerar

solamente un control, la velocidad angular 2. Bajo estas suposiciones el planteamiento

matematico cinematico del problema es

t1
Q= / dt =t; — min (3.3)
0

2(6)| < 52
sujeta a las restricciones (3.1). Para resolver este problema se aplica el Principio del
Maximo.

Sea () un control admisible para el siguiente problema

p=1 p(0)=0  @(t) =t
.= Vpcosa z(0)=0 x(t1) = ao (3.4)
¥ = Vosina y(0) =0 y(t1) = bo
a = a(0)=0 a(ty) = ap

La funcién de Pontryagin H y el sistema conjugado estan dados por

H =g + 1y, Vo cos a + 1, Vo sin o + 1,2

&a = 1, Vosina — 1, Vj cos o

respectivamente.
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Considerando
Y, = cosa*
Yy, =sina®, donde o* es fija.
Luego,
Vo = Vo sin(a(t) — ™)
H =1y + Vhcos(a — a®) + 1,8
La condicién de transversalidad establece que
(\I!(tl) + A0(1,o,0,0)T) 1Sy = (71,0,0, 7).
Es decir,
(¢0(t1) + /\0>71 +a(ti)ya =0
como 7; y ¥4 no son nulas, entonces
Yo(t1) ==X <0 vy  Yu(t1) =0.
Sea
H(U(t),y(), Q") = sup H= mix H. (3.5)

R
<he oS

De la condicion de estacionalidad del Principio del Maximo se tiene

H = o + U, Vocosa + b, Vosina + 1,0° = 0, Vt € [0,4].

Supongamos que 12+ ngc = 0. Asi,

H - ¢0(t1) + @Ua(tl)QO(tl) - —)\0.

Lo cual implica que Ay es cero contradiciendo al Principio del Maximo. Por lo tanto

2

Tc

+ 1y = cte diferente de cero.

Definamos Hy = ¢y + Vy cos(a — a*) y Hy = 1),. Asi la funcién de Pontryagin es

H = Hy + H,Q).
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La condicién de maximalidad (3.5) implica que

Ry
O = H—-L.
[5971 1] 2%

Luego los controles regulares son

B si Hy(t) > 0
QO _ 2a’

—fe s Hy(t) < 0.
Si H; = 0, la condicién de maximalidad (3.5) no determina el control extremal de
manera unica, pues el maximo de H se alcanza para mas de un valor del control €. En
tal caso, mds adelante, se analiza la existencia de trayectorias singulares (especiales)

usando del Teorema de Kelly.

Ahora si H;(t) > 0, entonces Q0 = Z& v o = ¢ Asf se tiene

T, = Vgycos <@t>
2a

Y. = Vpsin (@Q
2a

2aVy . (Ru)
T, = sin | —1¢

con solucién

Ru 2a
2aV Rut . 2aVy
e = — cos | — :
4 Ru 2a Ru
De aqui se obtiene la ecuaciéon de la circunferencia con centro en (O, 2;‘50) y radio
_ 2aV
T = R—#O

(2 + (yc - 2;;‘;) - (ng’) (5.6)

Esto significa que el robot se mueve sobre dicha circunferencia en sentido positivo (en
sentido contrario de las manecillas del reloj).

Si H,(t) < 0, entonces Q° = _};—5, o= —?—515 y
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2
T, = aVo sin <—@t>

B Ru 2a
2aVy Ru 2aVy
Yo = cos | ———t | — .
Ry 2a Ru
De aqui se obtiene la ecuacién de la circunferencia con centro en (O, —%) y
radio r = %.

(we)? + (y + 2;‘3)2 — (2;?)2. (3.7)

Esto significa que el robot se mueve sobre dicha circunferencia en sentido negativo (a
favor del reloj).

Para determinar la existencia de trayectorias especiales se usan las condiciones
necesarias del Teorema de Kelly.

Supdngase que existe un intervalo de tiempo (f, g), to <t < i < 9 tal que
Hi(t) =0en (f,g)

Sea Q°(t), tal que |[Q0(t)] < %, vVt € (f, 7?) un control extremal especial. Se
demostrara que existe ¢ € N tal que

0 d*

a_—
Vo0 ap =0

Por hipétesis se tiene

Lo cual implica que

d . | o
aletba:VOsm(a(t)—oz)—O, vt € (t,t).

Dado que Vy > 0, entonces a(t) = nw + o*, n € Z. Asi
at)=0"=0, Vte (E, z?) . (3.8)

Luego,
d2
@HI = VoQcos (a(t) —a*) =0
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o &
0% dr?

como a(t) — a* = nm, n € Z, entonces cos(nm) # 0. Para a(t) — a* = 2nw, n € Z se

Hy = Vycos (a(t) — a¥)

tiene cos(a(t) —a*) > 0, Vt € (t~, t:) Asi para ¢ = 1 se tiene

Por lo tanto en el intervalo (f, t> existe una trayectoria especial. De (3.8) en este
intervalo la velocidad angular es nula, entonces la orientacion es constante por lo que
el robot presenta un movimiento rectilineo uniforme y la trayectoria correspondiente
en este intervalo es una linea recta. El orden de la trayectoria extremal especial no es
un nimero par, es (¢ = 1). Entonces en virtud del teorema de Kelly- Koop-Moyer la
parte de la trayectoria extremal especial se puede unir con la parte de la trayectoria
extremal regular en £ y #. Por lo tanto el control extremal es

];—(l;, si Hl(t) >0

0= ¢ B g [(t) <0

2a

0, si Hi(t) = 0.

\

Los resultados de sintesis que se obtuvieron son los siguientes:

1. Para todo punto de llegada p = (ag, by) sobre el eje positivo de las abscisas, la
orientaciéon  del  robot no  cambia, « = 0 para todo
t € [0,t;] y el control 6ptimo (la velocidad angular) es Q°(t) = 0 para todo
t € [0,¢1]. En este caso la correspondiente trayectoria extremal es el segmento de

recta que une el origen con p (ver Figura 3.2).

2. Si el punto de llegada p = (ag, by) esta por arriba del eje de las abscisas, entonces

la trayectoria extremal para llegar a p tiene tres variantes:
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ii)

iii)

4
Y
3

Figura 3.2: Trayectoria extremal con orientacién constante cero.

Si p esta fuera del circulo

2aV 2 2aV 2
2 0 0
C < 9 3-

entonces la trayectoria extremal es la concatenacion de un arco de circun-

ferencia con centro (O, 2;‘?) y radio % y una linea recta (Fig. 3.3 (a) ).
Es decir, existe un tiempo ¢ € (0,;) en el que se une el arco de circunfe-
rencia con la linea recta. En el intervalo de tiempo [0,%) el control optimo
es Q0 = & (velocidad angular méxima) y en el intervalo de tiempo [£,#] el
control optimo es Q° = 0 y por ende la orientacién « en este mismo intervalo

es constante a = o*.

Si p esta dentro del circulo (3.9), la trayectoria extremal es la concatenacién

Ru Rpu
00 = — L v yna linea recta con control Q° = 0 (Fig. 3.3 (b)).

de un arco de circunferencia con centro <0, —2“V0> y radio 22% con control

Si p estd en la frontera del circulo (3.9), la trayectoria extremal es un arco de
la  circunferencia ~ (3.9)  con  control  Q° = B

2a
ver Fig 3.3 (c).

3. Si el punto de llegada p = (ag, by) esta por abajo del eje de las abscisas, entonces

la estructura de la trayectoria extremal para llegar a p es la reflexion, respecto al

eje de las abscisas, de las trayectorias del caso anterior.

4. Si el punto de llegada estéd sobre el eje negativo de las abscisas, entonces hay dos

trayectorias extremales, que son la concatenacion de un arco de circunferencia y
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lz\ yc —:kyc yC T

3.2.

a) b) c)

Figura 3.3: Estructura de las trayectorias extremales.

una linea recta (ver Figura 3.4).

nyc
00 =0~ 00 = Be
\ 2a
P N
£ Xc
|
Q=0 !
0_ _Ru
Q" = 2a

Figura 3.4: Dos trayectorias extremales.

Modelo Lineal con Informacién Completa y Exac-
ta. (Controlabilidad, Observabilidad y Estabi-
lizabilidad).

Se desea que el robot mdvil siga las trayectorias extremales presentadas en la

seccion anterior. En la practica es muy complejo que el robot siga tales trayectorias pues

siempre habra desviaciones. Suponiendo que los sensores (los encoder) proporcionan
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informacion completa y exacta sobre el movimiento actual del robot mévil. Entonces
mediante el uso de los datos proporcionados por los sensores, en esta seccion, se pretende
construir un control v que garantice la disminucién de las desviaciones.

Considerando el modelo matematico (2.42) que se obtuvo al final del Capitulo 2

T = 0,0 cos a — 09bQ sin «v

y = 0,0 sin a + 0,02 cos a

a = 0, (3.10)
b = 63002 — 22405 + 2047,

Q= —b6500 — Q%Q + Zg—gag

y haciendo

T 917 cos av — 65b) sin v

y ~ 510 sin a + 620 cos a
(75} B

y = «Q ) u = B ) f(% u) - 529 )

U2 _

v 03 — 22015 4 2847

Q —bo50Q) — 2250 4 2%4,

el sistema (3.10) queda como

y = fy,u).
El proceso deseado de control es {y?, u?,[0,t,)}, donde el estado deseado 3¢ es alguna
de la trayectorias descritas en la seccién anterior, el control deseado u¢ es Q° y el estado

actual es y.

Asumiendo que los actuadores tienen algunos recursos adicionales. Supéngase que

se da la estrategia de control lineal
u=ut+ Au,

donde Awu es un control adicional que puede emplearse para la disminucion de las

desviaciones con ayuda de la retroalimentacién. Suponiendo que las perturbaciones
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son pequenas, entonces las ecuaciones en desviaciones x(t) pueden escribirse como

P LU I (U IN

11
dy du (3.11)

con condiciones iniciales

x(to) = wo. (3.12)

3.2.1. Controlabilidad

Considerando como trayectoria deseada la linea recta, entonces la orientacion «
es constante (o = a*) en el intervalo de tiempo [t,#;], 0 < # < ¢; el control deseado (la

velocidad angular Q° = 0) es ull. = 0 y del sistema (3.1) se obtiene

aop + (t — t1)Vp cos o
bo + (t — t1)Vpsin o
y' =i = ar
Vo
0

Luego, las ecuaciones en desviaciones para la linea recta toman la forma
x(t) = Apx(t) + BirAu(t), (3.13)

donde a(t) = y(t) — yiL(t), Au(t) = u(t) — uf.(t) = u(),

0 0 —6Vpsena™ dicosa™ —dgbsena™
0 0 6;Vocosa™ O;sena* dobcosa™
Apy,=100 0 0 o : (3.14)
00 0 — 200 0
0 0 0 0 — (85 + 2%
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Notemos que las matrices Ay, By, del sistema lineal (3.13) son constantes y la dimensién

de la matriz de controlabilidad U = (By,., Ay, By, A2 By, A3 By, A} By,) es 5 x 10, donde

A By, =

0 0
0 0 A
0 Uy
By = —“f (yi,ufh) = 00 y Au= . (3.15)
ou Ay
2% 0
0 2%

2—5(1534 cos o —’22‘3256 sin a*
20104 gipy o * 260296 (55 y*
5o 59
Aerlr = 0 25256
45267
_ % 0
_ 236 J6ds
0 5 (bVpds + 252

I g 2 (Vobs509b® + 2060sb — Vod1d9) 2258 sin o*

5%
_461652357 sinoa® —2 (%5559()2 + 26605b — %5159) 6 cos o
9
AL By = 0 —2 (Vods0gb + 20605) 22 5256
5362 0
5
0 2% (Vod509b 4 20405)°
86152363 cos o 26256 (25658 + {/05559 ) ({/05559[)2 + 25658b o ‘/05159> sin o*
851;?‘53 sin o 25256 (26605 + Vodsdob) (Vodsdob? + 2060sb — Vid1dg) cos a*
0 25256 (20605 + Vodsdeb)?
- 16:%6? 0

0 — 8 (2060 + Vod509b)°
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—4—*16515355’ cos a* 2(252_466(25658 + Vod509b)* (Vods09b® + 20605b — Vod1dy) sin a*
9

0
%ﬁ sin o %25—6(25658 + Vd509b)% (Vod509b% + 20608 — Vd109) cos a*
Al By, = 0 =% (20405 + Vodsdob)”
32%’5;1 0
0 5 (20605 + Vods09b)*

Se verificd que el rango de la matriz de controlabilidad U es 5, en virtud de Teorema
1.4.1 el sistema lineal (3.13) es completamente controlable y por el Teorema 1.4.6
también es estabilizable.

Para el caso particular en el que la trayectoria deseada es el segmento de recta
Op, entonces la orientacién deseada es cero, la velocidad angular (el control deseado)

es cero y y.(t) = 0, pata todo t € [0,,]. Por lo que y{. esta dada por

Vot
0
Yl = 0 . te[0,tq].
Vo
0

Luego las ecuaciones en desviaciones (3.13) quedan como sigue

Az, = 6 AV
Ays = 61 VoA + bo, AQ
Aa = 5,AQ (3.16)

AV = =28 AV + 25 Auy
A = — (b5Vp + 258 ) AQ + 28 Auy
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En este caso

00 0 &1 0
00 &V 0 bds
Aul
Ap=100 0 0 8 . Au= .
U2
046
00 0 =21 0
00 0 0 —(aspv0 20k

By, es la misma (3.15). También se verificé que el sistema (3.16) es completamente

controlable y por tanto estabilizable.

3.2.2. Estabilizabilidad

Regresando al caso donde la trayectoria deseada es el segmento recta horizontal
Op cuyas ecuaciones en desviaciones estdan dadas por (3.16). Para hacer el andlisis de
estabilizacion notemos que aparentemente la desviaciéon mas significativa es la relativa
a la coordenada ys. De las ecuaciones (3.16) se tiene que el cambio de las desviaciones
en la coordenada y, estd relacionado con las desviaciones de la orientacion « y las des-
viaciones de la velocidad angular €2, por lo que podemos descomponer el sistema (3.16)

en los siguientes dos subsistemas:

Az, = §,AV

. (3.17)
AV = —2%AV + 2g—3Au1

Ays = 01 VoA + bis AL
A = §5,AQ (3.18)
O = = (b5Vp + 255 ) AQ + 28 Auy,
Como el sistema (3.18) es estabilizable podemos considerar el control Auy como
Auy = k1Ay, y buscar los valores del parametro k; que asegure la disminucién de las

desviaciones, es decir, que garantice la estabilidad asintética de la solucién trivial del
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sistema cerrado siguiente

Ay, = 01 VoAa + bo,AQ
Ao = §,AQ (3.19)
A = = (b5Vo + 2585 ) AQ + 288k Ay,

cuyo polinomio caracteristico esta dado por

5658) 2 _ o 020cbhy

p(A) = N + (b65vo+2_ /\—ZM

dg dg

k.
8o !

Por el criterio de Hurwitz la solucién trivial del sistema (3.19) es asintéticamente

estable, si y solo si, se cumplen las siguientes 4 desigualdades:

—_

b5V 4285 > 0 = b> 2 fokn
—Q%bkl >0 <= bk <0

<= (b>0/\k1<0>v(b<0/\k1>0>.

3. —2615%%]{1 >0 <= k; <0. De aqui se tiene que b debe ser positivo.

Vi VOZ(2a2J+R2 JS)
2a2KoKm :

W

- -2t b5V + 28588 ) fy > —20BkNE, s >

De las cuatro desigualdades se obtuvo que el sistema (3.19) es asintéticamente estable,

si y soélo si,
ViVoZ

ky < 0 h> 02
! Y 22K K,

(2a*J + R*J;) .
Ahora supongamos que los sensores del robot moévil proporcionan informacion

completa y exacta sobre las desviaciones de ., es decir z; = Ay,, y se determina la

observabilidad para el sistema (3.18) cuya matriz de estado asociada es

0 &Vo bdy
A=|0 o 5y . (3.20)
0 0 —bVpds; — 2%
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Cuando z; = Ay,, entonces H = [1 0 0] y la matriz de observabilidad estd dada como

H 1 0 0
N=| HA |=]0 4V 8ob ,
HA? 0 0 62(01Vo — bdip)

donde ;9 = bo5Vj + 2% cuyo determinante es Det(N) = 0105V5(01Vy — bdyp). Luego

Det(N)£0 <= 6:6,Vo(61Vo — bdio) # 0
= (0162Vo £ 0) A ((01V5 — bio) #0)
— (51V0 — bélo) # 0, pues 0105V # 0
= 0Vo # (V¥6Vo + Q%b), sustituyento ;9
= b# gaei—(2a°J + R*J,), sustituyento 1, J5,
dg, 0g ¥ Og.

Por lo tanto, el sistema (3.18) es observable, si y sdlo si,

ViVoZ

m (2(12J + R2J5) .
0N m

b+

Ahora si el control Auy es Auy = k1Ay, + koA, entonces el sistema cerrado

correspondiente a (3.18) es

A‘ys = (51%AO[ + b52AQ
Ao = 5, AQ (3.21)
AQ — (b55% + 2%) AQ+ 2% (ky Ay, + kxAa),

cuyo polinomio caracteristico es

p(A\) = \* + (2% + v0b55) N — 2% (kg + bk1) X — 2V,
9 9

010206
Og

ky.

Por el criterio de Hurwitz la solucién trivial del sistema (3.21) es asintéticamente

estable, si y solo si, se cumplen las siguientes 4 desigualdades:

55 —2a? Ko Km
1 2%% 4 Vibds > 0 <= b> 2o fukn



3.2 Modelo Lineal con Informacién Completa y Exacta. (Controlabilidad,
Observabilidad y Estabilizabilidad). 80

2. —2%% (ky 4 bky) >0 <= ky < —bky.
3. —2%%1{1 >0 < k <0.

4. — (2% + vobag,) 29305 (ky + bhy) > —2Vp 218k
— — (2%“‘%[)(55) (ko +bky) > —Vyoik;. De la condicién tres
ki < 0, luego —Vodik1 > 0, asi — (2%%+%b55) (ks + k1) > 0. De la con-
diciéon uno la expresion que estd en los primeros paréntesis de la desigualdad
anterior es positiva, lo cual implica que —(ky + bky) > 0, es decir, ky < —bky y
resulta ser la misma condicién dos.

Vo199
20608

Si b = 0, de la condicion cuatro se tiene que ky < k1. Donde el coeficiente

de k; es positivo.

Por lo tanto, existen dos posibles regiones de estabilizacién correspondientes a los 3

posibles valores de b. Tales regiones se muestran en la Figura 3.5.

nkz k2 A
k,=-bk,
/ K, N X,
% k=Pl /
= 7
b>0 b=<0

Figura 3.5: Regiones de estabilizacién.

Si los sensores del robot mévil proporcionan informacién completa y exacta sobre

las desviaciones de y. y de «, es decir

Ay, 1 00
z = y H= ,
Ao 010
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entonces la matriz de observabilida correspondiente al el sistema (3.18) esta dada por

10 0
0 1 0
H
~ O 51% (52[)
N=| HA | =
) 0 0 5
HA? o
0 0 818;Vp— by (Vobds + 2% )
0 0 —35 ((Vobd + 25 )

Se puede verificar que el rango de esta matriz es 3, por lo que para este caso el siste-
ma (3.18) es observable.
Ahora si Aus = kiAys + k3ASQ, entonces el sistema cerrado correspondiente

a (3.18) es

Ayc = 51‘/0AOJ + b(SQAQ
Ao = 6,A0 (3.22)
AQ = — <b55V0 + 2%) AQ + 2% (k1 Ay, + ksAQ)

cuyo polinomio caracteristico es

9206 010206
5 ky.

p(A) =N+ (2% (08 — ks) + 1/05517) N — 2= 2pk N — 2V,
59 59 9

Por el criterio de Hurwitz la solucién trivial del sistema (3.22) es asintéticamente

estable, si y solo si, se cumplen las siguientes 4 condiciones:
1. 2% (65 — ks) + Vodsh > 0 <= ky < Wis%p + 4

2.
—202%pk; >0 < bk <0
)

> (b>0/\k1 <0> \Y% (b<0/\k1 >0>.
3. —2%%1{:1 >0 <= ki <0. Asi que b tiene que ser positiva.

4, — (22—2 (58 — ]{33) —+ %55b> Q%bkl > _2‘/0512256 kl
A - (22_2 (05 — k3) + V05sb> bky > —Vydik;. De la condiciéon tres
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ki < 0, luego —Vodiky > 0, asi — (2§—g(58 — k) +V055b> bk, > 0. De la con-

dicion dos y tres bk; < 0 lo cual implica que la expresién que estd en los primeros

paréntesis de la desigualdad anterior es positiva. Resulta ser la misma condiciéon
W

uno. Haciendo M = ;Ts,:gb + dg > 0, la regién de estabilizacion se muestra en la

Figura 3.6.

Figura 3.6: Region de estabilizacién.

Si los sensores del robot mévil proporcionan informacién completa y exacta sobre

las desviaciones de y. y de €2, es decir

Ay, 100
z = y H:
AQ 0 01

la matriz de observabilidad estd dada por

1 0 0
0 0 1
H
N ai |- 0 &V d2b
- 0 0 —d10
HA?
0 0 52 (%51 — b(;lg)
0 0 82,

Nuevamente el rango de la matriz de observabilidad es 3, por lo que también para este

caso el sistema (3.18) es observable.
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Ahora considerando el sistema

Aa = 0,AQ
. (3.23)
A0 = — (b5Vp + 2585 ) AQ + 28 Auy,
Si Aug = koAa, el sistema cerrado correspondiente a (3.23) es
Ao = 6,40
(3.24)

AQ = (b551/0 n 2%) AQ + 25k Aa,

cuyo polinomio caracteristico es

560 )
p(\) = A2 + <2% + 55VOb> A— 2%/{2.
9 9

Por el criterio de Hurwitz la solucién trivial del sistema (3.24) es asintéticamente

estable, si y solo si, se cumplen las siguientes 2 condiciones:

—2a2KoKm

1 2%% 4 55Vob > 0 <= b > A5t

2. — (2% + 55%b> 28% k) >0 <= ky <0.

. —92a2 ., o .,
Ahora haciendo M = —V2$o Zﬁgfi”; , la region de estabilizacién se muestra en la figura 3.7.
* S

Figura 3.7: Region de estabilizacién.

Lo que se ha hecho hasta el momento es determinar conjuntos donde viven los
pardmetros kq, ko y ks para el subsistema (3.18) en diferentes variantes, pero es mas

interesante por un lado, conocer de manera concreta estos parametros y por otro hacer
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el andlisis de estabilizacion para todo el sistema (3.16). En la siguiente seccién se hace
este andlisis, en el cual no solo se considera como trayectoria deseada la recta horizontal
sino cualquier linea recta de las presentadas en la seccion anterior. Y en el Capitulo 4
se hace la estabilizacion de tipo minimax y de esa manera se determinan los valores de
los parametros k; del control, considerando las peores desviaciones iniciales dentro de

una bola de radio 1.

3.3. Planteamiento Matematico de Estabilizacion
Optima del Movimiento Respecto a la Trayec-
toria Deseada

Considerando las ecuaciones en desviaciones relativas a la linea recta

Az, = —01 Vo sen a*Aa + 91 cos a* AV — dybsen a* A2

Ays = 0, Vo cos a*Aa + 01 sen a* AV + d9b cos a* A

Ao = 5,AQ (3.25)
AV = 28NV + 28 Auy

AQ = — (b65V0 4 2%) AQ + 25 Aug

con condiciones iniciales x(0) = xy. Un criterio que expresa qué tan répido el estado
inicial z(0) = o es llevado al estado deseado z(t;) = 0 es el criterio de la integral

cuadratica:

ES /tl (27 (1) Mz(t) + Au” (t) NAu(t)] dt, (3.26)

to

donde M es una matriz simétrica definida no negativa y N es una matriz simétrica
definida positiva. Matematicamente éste problema es el siguiente

mi ¢; W ={Au(-) € PC|Au(t) € U C R?}, (3.27)
Au(-)EW

donde PC' es el conjunto de funciones vectoriales continuas a trozos, U es un conjunto
convexo cerrado de posibles valores del control de retroalimentacién y R? es el espacio

de control de dimension 2.
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Un método que permite la minimizacion del criterio de desempeno ¢ es la pro-
gramacion dindmica desarrollada por R. F. Bellman, la cual se usara en la siguiente

seccién.

3.4. Estabilizacion ()ptima

Para resolver el problema de estabilizacién éptimo (3.25), (3.26) se usan las con-
diciones suficientes de optimalidad en la forma de las ecuaciones de Bellman, que de

acuerdo a la seccién 1.6, se pueden escribir como

aS(x(t), t) + mind 2T Mz + AuTNAu + a—S(AerE + BAU) =0 (328)
ot Au() Oz

S(t) =0, (3.29)

donde A, B, y Au estan dadas en (3.14) y (3.15). La condicién de frontera (3.29)
es de ésa forma porque se requiere que el sistema en lazo cerrado sea asintoticamente
estable. El control 6ptimo se encuentra minimizando (3.28) en Au y estd dado como
(ver secci6n 1.6.2)

08

Ay’ = —N"'BT== 3.30
Y ox ( )

Sustituyendo Au® en (3.28) y buscando una solucién en la forma

S = %xTE(t)x, (3.31)

donde L(t) es una matriz simétrica definida positiva, se obtiene la ecuacién diferencial

matricial de Riccati

L(t)=—L()A, — ALL() + L) BNT'BTL(t) — M (3.32)

r

con condiciones finales

L(t)) = 0. (3.33)

De (3.30) y (3.31) se obtiene el control éptimo en términos de z, como

Au’ = —N"'BTL(t)x. (3.34)
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Considerando el sistema lineal (3.25) y la entrada de control éptimo (3.34), se puede

verificar el comportamiento de éste ultimo analizando la ecuacion en lazo cerrado
i = [A, — BN"'BTL(t)]z(t). (3.35)

Para encontrar la solucién de estabilizacion, primero es necesario transformar la ecua-
cién diferencial matricial de tipo Riccati de condiciones finales a una ecuaciéon de con-
diciones iniciales, esto con la finalidad de poder resolverla con métodos convencionales.

Para ello, se realiza un cambio de variable en el tiempo;
T=1t —1t, dr = —dt.

Haciendo la sustitucién en (3.32) se tiene la ecuacion diferencial con condiciones

iniciales

L(1) = —L(T)Ay — ALL(T) + L(r)BNT'BTL(T) — M (3.36)
L(ty) = 0.

La solucién de la ecuacion diferencial de Riccati es un sistema de 25 elementos,
por la simetria de £(t), entonces s6lo es necesario resolver un sistema de 15 ecuaciones
diferenciales. Este sistema de 15 ecuaciones se puede resolver con ayuda de MATLAB
(ode4b), obteniendo como resultado 15 conjuntos de puntos en el plano por donde pasan
las curvas integrales. Uniendo los puntos se tiene una aproximacion de las graficas de
las soluciones. Una vez que se obtiene el conjunto de gréaficas éstas se pueden aproximar,
por ejemplo, mediante polinomios de grado 8. Como dichas soluciones estan en tiempo
inverso se invierte el tiempo para buscar la solucion a condiciones finales. La Figura 3

ilustra la idea de la solucién de este problema.

Figura 3.8: Proceso para obtener la solucién de Riccati a condiciones finales.

Con la aproximacién de la solucién L(t) de (3.32) es posible encontrar el control
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6ptimo (3.34). Finalmente aplicando este control a (3.25) se obtiene la ecuacién el lazo
cerrado (3.35) con la cual se puede verificar el comportamiento del sistema bajo la senal
de control, mediante la solucién de este sistema empleando también la herramienta
de MATLAB (ode45), se obtienen gréficas que muestran el comportamiento de cada
variable del sistema (3.25).

Un buen desempenio del control éptimo disenado depende significativamente de
la eleccion de las matrices de peso M y N. Por cuestiones de complejidad es comun
elegir estas matrices como las matrices identidad.

Considerando los parametros fisicos del robot que se muestran en la tabla siguien-
te se hizo una simulacién numérica para observar el comportamiento de las variables

de estado del sistema lineal en lazo cerrado (3.35).
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Parametro | Valor | Descripciéon

Vo 1.57 | m/s. (velocidad lineal constante)

Q 0 | rad/s. (velocidad angular)

a 24.24 | cm.

b 20.52 | cm.

ms 7 | kg. masa de la plataforma

R 10.16 | cm. radio de cada rueda

o 7 | radianes

K, 0.0654 | constante de proporcionalidad de la FEM
K 0.053 | constante de proporcionalidad del torque de

los motores

J 0.0018 | tensor de inercia del cm de las ruedas

Js 0.02 | tensor de inercia del cm de la plataforma
U, 24 | voltaje maximo aplicable

Vi 1.57 | m/s (velocidad méxima lineal)

Q. 15.51 | velocidad méaxima angular

T, 3600 | segundos

I, 0.430 | Amperes

Z, 1.89 | Ohms

Como se puede observar en las figuras 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 y 3.13. se logra una

estabilizacion en cero en menos de 4 centésimas de segundo.
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1500
N
1000}/ |
Az | “‘
* 500| \.‘
0 L T S S |
-500 ' ' i t
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tiempo (seg.)

Figura 3.9: Comportamiento de la variable de estado Az, del sistema lineal en lazo
cerrado.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (seg.)

Figura 3.10: Comportamiento de la variable de estado Ay, del sistema lineal en lazo
cerrado.
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40

20 . B R . it e 4

=20

-40

0 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (seg.)

Figura 3.11: Comportamiento de la variable de estado A« del sistema lineal en lazo
cerrado.

!

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (seg.)

Figura 3.12: Comportamiento de la variable de estado AV del sistema lineal en lazo
cerrado.
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05
0 \,'
AQ
05
1 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tiempo (seg.)

Figura 3.13: Comportamiento de la variable de estado A2 del sistema lineal en lazo
cerrado.



Capitulo 4

Estabilizacion Min Max del

Movimiento por la Linea Recta

En este capitulo se determina un control de tipo Min-Max. Para ello el problema
de maximizacion se reduce a un problema de programacién no lineal y el problema
de minimizacién se resuelve usando el Tent Method. De esta manera se obtienen los

valores de los parametros del control k; y las peores desviaciones iniciales.

4.1. Ecuaciones en Desviaciones y Planteamiento

de Estabilizacion de Min-Max

Considere el sistema dindmico controlable
T = Az + e uq, (4.1)

donde A es una matriz real invariante en el tiempo de tamano n X n,
up = KTz, el = (0,0,...,0,1) y el criterio para la calidad de la estabilizacién tiene

la forma

(0D}
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wo(k) = mé>_< ( OOOZ x?(t)dt) — min, (4.2)

i=1 k€Qo
para las peores perturbaciones iniciales. Considerando que las peores perturbaciones
iniciales estan en la bola de radio uno, 1 < m <n.

Asuma que: KT = (ky, ..., ki, 0,...,0), 1 < m < n; el conjunto @y es un subcon-

junto cerrado acotado y convexo de (), donde
Q = {k € R"|Re\;(k) < —ap, 9 > 0,det (AL, — A.(k)) =0, =1,2,...,n}, (4.3)

R™ es un espacio Euclidiano, «aq es el factor de estabilidad, I,, es la matriz identidad

de tamano n x n y A. es la matriz del sistema de lazo cerrado
i=(A+eK )z, A =A+e,K" (4.4)

La existencia de pardmetros nulos k; = 0, (i = m + 1,...,n) es posible, una razén
es porque se puede dar el caso en el cual es suficiente conocer la informacion de las
primeras “m” coordenadas del sistema (4.1) para que la matriz A, sea una matriz de
tipo Hurwitz.

El objetivo es encontrar las condiciones necesarias para el minimo de la funcién

©o-

4.2. Reduccion del Problema Extremal a un Pro-
blema de Programacién no Lineal

En este apartado se reduce el problema extremal 4.2 a un problema de progra-

macién no lineal. Para esto considere la siguiente ecuacion diferencial matricial:

7 =AV(K)Z 4+ ZA(k), Z(0) = G, (4.5)
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1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Gm - )
0 0 1 0
0 0 0 0O --- 0

donde m es el nimero de unos que aparecen en la diagonal principal de la matriz
G, € R™*7,

La soluciéon de la ecuacion 4.5 es
Z(t) = el WG, Akt (4.6)

Para cada k € Qo C @ C R™ la matriz A.(k) es una matriz de tipo Hurwitz, por lo

que la siguiente integral existe:

H= / o (4.7)

Integrando la ecuacién diferencial matricial (4.5) se obtiene la siguiente ecuacién alge-

braica lineal de Lyapunov
—G = AY(K)H + HA(K). (4.8)

En virtud del lema de Lyapunov (seccién 1.8), para cada k € @)y la ecuacién (4.8) tiene
la tnica solucion H = H” > 0 cuando m =ny, H > 0 cuando 1 < m < n. Si A4 es
una matriz de Frobenius, entonces para toda m <n, H = HT > 0.

Es sabido que

méx z! (0)Hz(0) = max =z (0)Hz(0),
|z(0)|<1 ( (©) lz(0)|=1 (0)H2(0)
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lo cual implica que se tiene un problema de extremos condicionados:

1;61165}\2( p1(), (4.9)

donde py(z) = 2THx y M = {z € R" | 272 = f1(z) = 1}. Para este problema, la

funcién de Lagrange tiene la forma

L(z) = ¢i(2) = phi(2), (4.10)

donde 41 es el multiplicador de Lagrange. Si y es un eigenvalor de la matriz H = HT > 0,

entonces todos los vectores ¥ tales que dLCEfO) = 0 son los correspondientes eigenvectores
a los eigenvalores de la matriz H. Denotemos los eigenvalores de H por u;, j = 1,--- ,n.
Entonces,

pu; >0, Vjie{l,2,---,n}.
Sea

= mAax
Hmaz = 1<j<n Hi-

Con ayuda del operador ortogonal I tenemos la forma canénica de H. Si x = I¢,

entonces
o He =" TTHIE =) 158 < pma | € = pimx (4.11)
j=1
Luego como la solucién del sistema cerrado (4.4) es z(t) = e4®tz(0), se tiene lo
siguiente
k) = i TG (t)dt 4.12
oolk) mlx/ Oﬁgl/ox() st (112)
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Si el siguiente problema de programacién no lineal se puede resolver

wolk) = méx u;(k) — min, (4.13)

entonces las peores perturbaciones x(0), que corresponden a oy(k°), se pueden calcular.

4.3. Aplicacion del Tent Method de Boltyanski

En esta seccion se aplica el Tent Method de Boltyanski para obtener las condi-
ciones necesarias para un minimo de la funcién g (k).
La funcién ¢g(k) es continua sobre el conjunto g, entonces por el teorema de

Weierstrass existe k0 € Qg tal que

(k%) < po(k), Yk € Qo. (4.14)

Definamos el concepto de conjunto de indices activos J(k°).

J(R) = {j € {1} £ 1 (K) = pinan (K) }

Ahora definamos los conjuntos €2y,...,€2, de los parametros ki,...,k,, en el espacio

R™ como:

Q; = {k € R"|u;(k) < o(k°), k € Qo} U {K°}.

Sii ¢ J(kY), entonces el punto k° es un punto interior del conjunto €;.
En virtud del Teorema 1.9.1 el punto &° € (Qy es un minimizador de la funcién

wo(k) sobre Qy, si y sélo si,
QoNun---NQy = {k}. (4.15)

Para formular las condiciones necesarias para que se cumpla la igualdad (4.15),

de acuerdo con el criterio y la condicién necesaria de separabilidad (ver los teoremas
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1.9.2 y 1.9.3), se requiere construir los conos convexos Ky, K, ..., {,, con vértice en el
punto k° que sean tents a los conjuntos Qq, 1, ..., 2, respectivamente, ademés construir
conos duales Kj, K7, ..., K alos conos tents Ky, K1, ..., K,, respectivamente. Como Q)
es convexo, entonces su respectivo cono tent K es el cono de soporte en el punto k°
[13]. Si kY es un punto interno de Qq, entonces el cono convexo tent Ky coincide con
todo el espacio R™. Si kY es un punto frontera del conjunto Qg y cumple la condicién
de suavidad (que po(k) tenga derivada continua en k°), entonces el cono tent Ky es
un semiespacio de R™. Si el punto k° estd en la frontera de @y y es una esquina (ver
Figura 4.1), entonces se debe construir el cono Kj usando la definicién de cono de

soporte (Definicién 22).

Figura 4.1: El cono de soporte K, para un conjunto convexo Qg en k°.

Para el conjunto €);, cunado i ¢ J(k°) todo el espacio R™ es su tent. Si j € J(k°)

: O (k°) . .
y asumiendo que —5— # 0, entonces el tent es un semiespacio:

Opuj (KO
K (k) = {k €Q; CR™ | %(k — k%) < 0} .
(El caso cuando a‘%—(kko) = 0 serd discutido mds adelante). El conjunto de indices ac-

tivos J(k") es no vacio (la existencia de al menos un indice j se debe a que finae =

MAX{ 41, 12y vy fhn })-
El cono dual K} esta dado por

Kg={beR™|b"(k—k") <0, k€ Ko(k°)}
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y es un cono convexo cerrado. Si k = 0, entonces la relacién entre Ky y K¢ se puede

ver en la Figura 4.2.

Figura 4.2: K es el cono dual de K.

El cono dual K7, j € J(k°) es un rayo \; “”(k , Aj > 0. Para i ¢ J(k°) el cono
dual se degenera a un punto “0” y éste no participa en la formulacion de las condiciones
necesarias (pues no satisface el criterio de separabilidad ver el Teorema 1.9.2). Asi, una

condicién necesaria para la optimalidad de la estabilizacién (4.2) es como sigue

Teorema 4.1. Si k° es un minimizador de la funcién o(k) en el conjunto Qq, entonces

hay valores no negativos A\; > 0, j € J(k°), y vectores b € K, tales que:

i)
> N+l #£0 (4.16)

JEJ(k0)

DY (a’” ))T+b:0. (4.17)

jeJ(KO)

El vector de la peor perturbacién inicial x(0) es el eigenvector de la matriz H (k°).
Comentario. Si j € J(k°) y el vector 8; ) — 0 entonces ponga A\; =1, \; =0,
i€ J(K®), i+ j, b= 0y se cumplen las condiciones (4.16) y (4.17), que corresponden

al teorema de Fermat para el caso cuando k° es un punto interior de Q.
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4.4. Solucién del problema de programacién no li-
neal paran =3y m =1y reduccién del proble-
ma de programacién no lineal a un problema
de interseccion de conjuntos

En la secciond 3.2.2 del Capitulo 3 separamos las ecuaciones en desviaciones (3.16),
cuando el proceso deseado es la linea recta horizontal, en dos subsistemas y se analizé

la estabilizabilidad y la observabilidad para el siguiente sistema

Ays = 61 VoA + bo, AQ
Aa = 5,AQ (4.18)
N = — (b8:Vp + 2% ) AQ + 28 Auy.

Pasando la primera ecuacion del sistema anterior al final, entonces el sistema (4.18)

queda como

Aa = 5,AQ
AQ = — <b55vo + 2%) AQ + 22 Auy (4.19)
Ay, = 6 VoA + bS, AQ.

En 3.2.2 se demostré que si Auy = kjAy; el sistema (4.19) es observable, luego el

funcional (4.2) se reduce al siguiente

©o(#(0), k1) = méx ( / OoAyf(t)dt) — min, (4.20)

|£(0)|<1 0 k1€Qo

donde 7 = (A, AQ, Ay,)T y m = 1 (pues los sensores sélo proporcionan infor-
macién de las desviaciones de la coordenada y,). Para determinar el conjunto cerrado,

acotado y convexo )y se procede de la siguiente manera:
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Sustituyendo Aus = k1 Ay, en (4.19), se tiene el sistema en lazo cerrado

Aa = 5,A0N
AQ = — <b55V0 + 2%) AQ + 28k Ay, (4.21)

Ays = (51‘/0A0é + b52AQ

Cuya matriz asociada es

0 5, 0
A= 0o - (b65V0 + 2%) 20k, | (4.22)
Ve b, 0

y el polinomio caracteristico asociado a la matriz A, es

L 010206V

0695 | \2 _ 902060k k1. (4.23)
8 8

9

En la seccién 3.2.2 se demostrd con ayuda del criterio de Hurwitz, que el siste-
ma (4.19) es estable asintéticamente si k1 < 0y b > 55502 (2¢*J + R*J,). Por lo
tanto el conjunto de pardmetros (Q(k;) para el control Aus estd dado por el intervalo

abierto (—o0,0) y para cada k; < 0 la ecuacién algebraica de Lyapunov
AT (k) H (ky) + H (k1) Ac(ky) = —Gy, (4.24)

tiene una tnica solucién simétrica definida positiva H(k;), donde (de acuerdo al criterio

de desempefio (4.20))
1 00

Gi=| 000
000
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Resolviendo la ecuacion algebraica de Lyapunov se obtiene la matriz

Bs B3 _ OB _ 1
20251 23 Bk1 283 Bk1 261
= 9283 —03
H(kl) _25?»521 Bsﬂil 0 ’
_ 1 0 0282
261 2818

con By = &6, Vo, o = b0s Vo +2%%, 3 = 2% 5, = bdy y f = Paffs — P12

La ecuacién caracteristica det(uls — H (k1)) = 0 correspondiente a la matriz H es

ar (k) + by (k1) p® + ca(k)p + di(ka) = 0, (4.25)

= 1,

(1)
(k1) = %(%_%_%>’
(1)

(1)

1 6B2 0383 1 823 4 53 B35  Ba
4 | B1B3B%k1 B232k2 B? 818 B3pBk1 B3pBk1 6251 y

_ 6% 52B§ + 1 BaPe
T 4B1B3Bk \ BBk 2 2618

Por ser la matriz H(k;) simétrica, entonces los 3 valores propios p(ky), pa(ki)
y u3(ky) son reales y por ser H(k;) definida positiva éstos son positivos. Entonces se

deben cumplir las condiciones siguientes:

iﬂ](lﬁ) = —b1<k1) >0= b1<k1) <0

,Ull(kl),ul(k&),u?)(kl) = —dl(k?1> >0= dl(kl) <0 (427)
> ! atky) o c1(ky) > 0.

— k)~ dik)

J

En virtud de las formulas de Cardano las 3 raices de la ecuacion caracteristi-
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a (4.25) son reales si el discriminante D(k;) = ¢* + p? es negativo, donde

bi’ bl C1 d1

q(k1) = 2_7_T+5 y plk)=— -+

Nétese que p(ki) tiene que ser negativa para que D(k;) sea negativa. Sea

r = (sign q(k1)) n/—p(k1), entonces

pa(ky) = —2r cos(%) — %1’
po(ky) = 2rcos(3 — g) _ %1’ (4.28)
ps(ky) = 2rcos(§ + %) — b

donde cos(¢(ky)) = q(ky1)/r3(k;). Dependiendo de los recursos del control usy(k;), el
conjunto )y se puede elegir como un conjunto cerrado, acotado y convexo de nime-
ros reales negativos k; tales que cumplan con las condiciones (4.27), ademds que el
discriminante D(k1) sea negativo y que —1 < q(ky)/r3(ky) < 1.

Considerando los valores de los pardametros fisicos dados en la tabla de la seccién
3.4. se determiné con ayuda de MATLAB el conjunto
Qo = [-150000,-68593.1426]. Para toda k; € [-150000,-68953.1426], ¢(k;) < 0, por

lo tanto 7 es negativo, luego los valores propios (4.28) quedan como

pi(ky) = 2r cos(%) — %1,
pa(ky) = —2rcos(Z—2)—14, (4.29)
ps(ky) = —2rcos(Z+ %) -1

Se puede verificar que para toda k; € [-150000,-68593.1426] se tiene:

si(=6n+5)r < p(ky) < (=bn+7)m,n €Z = pmax(k1) = p1,
si(6n—3)T<ok) < (bn—1)m,n€Z = pmax(k1) = 2, (4.30)
si (6n —5)1 < @(ky) < (6n—3)m,n€Z = pmax(k1) = ps(ky).

Para toda k; € [-150000,-68953.1426] se tiene 0.9975< cos¢(k;) < 1, lo cual
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implica que ¢(k1) € [—m/48,-0.01]U[0.01,7/48]. Como este conjunto esta contenido en

el intervalo (—m, m) entonces el maximo de los valores propios es p (k). Asi

tima (k1) = 20/ —p(k1) cos (é arc cos ((-5&%)) - %bl(zﬁ).

Graficando 4, en Qg se puede apreciar que es estrictamente creciente por lo que el

minimo lo alcanza en k9 = —150000.

1.4

1.2f
Hmsx (kl ) !
0.8¢
0.67

0.47

0.2¢

4 85 3 25 2 -15 -

5
k]_ x 10

Figura 4.3: Grafica del valor propio fimqz-

Para toda ky € Q) se tiene que gy (k1) > pa(k1) y pa(k1) > us(k1), entonces el con-
junto de indices activos consta de un solo elemento

J(KY) = {1} y los conjuntos €2;, i = 1,2,3 son
0, = {kl € [~150000, —68953] : ju1 (k1) < m(kl)} U {kg’} - {k?}

0y = {kl € [~150000, —68953] : s (k1) < ul(kl)} U {k‘f} = Qy
0, — {lﬁ € [~150000, —68953] : (k1) < Ml(/ﬁ)} U {k?} — Q.

Por lo tanto, la funcién pms(k1) alcanza su minimo en el punto k) sobre
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Qo = [-150000,-68593], si y sélo si, se cumple la siguiente interseccién

QoN NQNQ = {k}.

4.5. Aplicacién del Tent Method paral <m <ny
Soluciéon para m =n = 2

En esta seccion se establece un problema de optimizacion minimax de estabiliza-
cion robusta, cuando las perturbaciones iniciales estan en una bola. Para resolver este

problema se aplica el Tent Method de Boltyanski.

4.5.1. Planteamiento del problema

Considere el sistema dindamico controlable

T = Az + equy; (4.31)
donde
01 0
A = s 62 =
00 1

y el control es

Uy = /ifl.fﬁl + leCQ.

El sistema en lazo cerrado es

T = Ac<]€1, ]CQ).ZC, (432)

Donde

T 01 T
Ac(/{fl, k’g) = (A + €2k‘ ) = s k’ = (k’l, k’g)
ki1 ko
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El criterio para la calidad de la estabilizacién esta dado por

ki, ks) = max 22(t)dt | — min . 4.33
polky k) = (/0 1) ) (k1.k2)eQo (4:33)

para las peores perturbaciones iniciales.

4.5.2. Reduccién del problema extremal a un problema de

programacion no lineal

En esta seccién se reduce el problema extremal (4.33) a un problema de progra-
macién no lineal.

La matriz Aq tiene la ecuacion caracteristica

P(N) = A2 — kod — ky = 0,

ko [ k2
Ao = — 4/ — + k.
1,2 5 1 + K

Por el criterio de Hurwitz el sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable si k; < 0

lo cual implica que

y ko < 0. Ahora si se considera el factor de estabilidad como -0.1, entonces ReA; o <
-0.1.

Si el discriminante D = %g + ki1 es negativo, entonces Rel;o <-0.1
& <k1 < —%5/\14;2 < —1—20>

Si el discriminanate D = % + k1 no es negativo, entonces ReA o < —0,1 &

[ = =5 Ak > (108 - )]

Por lo tanto, el conjunto de los pardmetros del control u; estdan dados por:

1 2 1
= S (ki ky) €R [ 10k — — | S ks < —— k1 < —— .
Q= {hk e (10k - 1) <o~ 2 b < 11

Para cada k; < —ﬁ fijo se tiene un conjunto de los pardametros cerrado, acotado y

convexo Qg C Q. (La eleccién de k; depende de los recursos disponibles del control).
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Considerando k; = —2 se obtiene el conjunto

1 1 2
= (ki k R —2<k; < —— [10k; — — | <kyg < —— 3.
QO {(17 2)6 | = hl = »(01 10>_2_ 10}

100

(4.34)

Tal conjunto es acotado, convexo y cerrado. Geométricamente el conjunto )y es un

triangulo con vértices en los puntos (-0.01,-0.2), (-2,-0.2), (-2,-20.1) (ver la Figura 4.4).

Resolviendo la ecuacién lineal algebraica de Lyapunov
Ag(kl, kg)H + HAc(kl, kg) - —GS,

donde

se obtiene
1 /f% — k1 =k

H pr—
T k1

La ecuacién caracteristica correspondiente a H es

, 1 k3 — ki +1 1 0
=3 ik B ey —

cuyos eigenvalores son

jna(k) = <k2 Bt (B — b+ 1)2 4 4k1) .

1
4krky

Para todo punto (ki, k2) € Qo p1 > pe, Por lo tanto pime. = 1.

1

k. k
pa (R, bz) = 4k ko

Ahora se tiene el siguiente problema de programacion no lineal

p1(ky, ko) —  min
(k1,k2)€Qo0

<k2 Bt 1/ (k - k1+)+4k1>.

(4.35)
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Para resolverlo se aplic6 el Teorema (4.1).

4.5.3. Aplicaciéon del Tent Method de Boltyanski

Si kY € Q es tal que py (k%) < py(k) para cada k € Qg y como pu; > ps para cada

(k1,k2) € Qo, entonces el conjunto de indices activos es

J() = {7 € {1,2} | 15 (K°) = pimae (k") } = {1}.
Asi,

D= 1{keQo|mk) <mE)}uU{k’} ={k}

Qy = {k € Qo | pa(k) <m(k)} = Qo

El punto &Y es un punto en el cual la funcién p;(k) alcanza su minimo sobre Qy, si y
solo si,

Qo N NQy = {kY. (4.36)
El teorema(4.1) se reduce en el siguiente teorema

Teorema 4.2. Si kY es un punto donde de la funcién py(ki,ks) alcanza su minimo
sobre el conjunto @y, entonces existen un numero no negativo \y > 0 y un vector

be K, tales que:

i)

M+ b]#0 (4.37)
i)
Opa (k) opa(k)\" |,
Al( o Ok +b=0. (4.38)

Ahora se aplicara el teorema anterior para encontrar los puntos estacionarios
sobre el conjunto @)y. Para ello dividimos el conjunto )y en 7 partes como se muestra

en la Figura 4.4 .
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kg

kq

®

e - 4

Do )

—cb
/’- "
- (-2,-20.1)

Figura 4.4: Conjunto de los pardmetros de control (g y 7 posiciones para la construccién
del cono dual.

1. Supéngase que el punto minimizador k° se encuentra en el segmento horizontal
definido por ky =-0.2 vy —2 < k; < —0,01. Para todo punto &° en este segmento un
cono tent a @y en el punto £ es el semi espacio
K° = {(k1,ky) € R? : ky < —0,2} , el cono dual a K° en k° es un rayo K* =
{(0,b2) : by > 0}. Asi, la primer condicién necesaria del Teorema (4.2) se cumple

y la segunda condicién necesaria (4.38) se cumple si g—’]ﬁ(ko) = 0, donde

om _ 1 (o U341’ k(1)
Ok kiky \° V2 =k + 124k, )

Haciendo operaciones algebraicas se tiene que g—’]g(k) =0, si y solo si, ks = 0. Lo
anterior no se cumple para algiin punto del segmento, por lo tanto no hay puntos

estacionarios en dicho segmento.

2. Para cualquier punto £ en el interior del conjunto )y la condicién necesaria

a,ul(k) —0 aﬂl(k)

ks T

tampoco se cumple. Por lo que en el interior de ()g no hay puntos estacionarios.

3. Para ver si hay puntos estacionarios sobre la linea inclinada
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ky = 10k, -0.1, —2 < k; <-0.01, se tiene que para todo punto £° en esta linea el
cono tent a Qg en el punto k° es el semi espacio K° = {(k1, ko) € R? : ky > 10k; — 0,1}
y, el cono dual a K° en k° es un rayo con pendiente —1/10, esto es, K* =
{(bl, by) ER?: by > 0Aby = —%bl}. Claramente la primer condicién necesaria

del teorema se cumple. La segunda condicion del teorema se cumple, si y sélo si,

8M1<k0) by
= —— A .
ks N < 0, 1 >0

Haciendo operaciones se tiene que %(k()) < 0 si y s6lo si
(9)? = —(k9)?, ky # 0, por tricotomia esto es imposible. Por lo tanto no hay

puntos estacionarios sobre la linea recta inclinada.

4. Para probar si el punto (—0,01,—0,2) es estacionario se tiene
que el cono tent a (g en este punto es el conjunto
K% = {(ky, ko) € R?: 10k; — 0,1 < ky < —0,2} y, el cono dual a K° en el punto
(—0,01,—0,2) es K* = {(by,cb;) € R? : by > 0A —0,1 < ¢ < oo}. Asf, si la condi-

cién (4.37) es verdadera, la condicién necesaria (4.38) tiene la forma

A k24 1)2 —ky(k3 —1
_ 21 k:%+1+(2+) 1(k3 — 1) Yb =0
Aktks V(K3 —ky +1)2 + 4k

A ky — (k1 +1)°
k3 + ki — 1+ +cby = 0.
Ak k3 ( S/ e B

Suponiendo que A; > 0 y sustituyendo k& = —0,01, ky = —0,2 en la primera
igualdad nos lleva a que by = —0,0000104)\; < 0. Si A\; = 0 entonces ambas
condiciones del teorema 4.5.1 no se cumplen. Por lo tanto las condiciones nece-
sarias del teorema no se cumplen en este punto. Luego el punto (-0.01,-0.2) no es

estacionario.

5. E1 cono tent a @y en el punto (-2-0.2) es el conjunto
K = {(ki,ks) € R? : ky > —2 A ky < —0,2} y, el cono dual a K es el conjunto de

vectores K* = {(—by,cb;) € R?: by > 0 A ¢ > 0}. De la condicién necesaria (4.38)
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se tiene que
O
Ok
- o
B

(—2,—0,2) se obtiene ¢ = —134,0849. Esto significa que la

(k)
(k)

CcC =

sustituyendo &°

condicién (4.38) no se satisface. Por lo que el punto (—2, —0,2) no es estacionario.

. El cono tent a @y en cualquier punto k° de la linea vertical k&, = —2 para
—20,1 < ky < —0,2 es el conjunto K° = {(ky, ke) € R? : ky > —2 AN ko < —0,2} y,
el cono dual a K° es K* = {(b,0) € R? : b; < 0}. La condicién necesaria (4.38)

es verdadera en ky = —1/1 +2/+/3. Por lo que el punto (—2, —\/1+ 2/\/3) es

estacionario.

. El Qo el (-2,-20.1) el

K% = {(k1,ky) € R? : ky > —2 AN ko > 10k; — 0,1} y, el cono dual a K es el con-

cono tent a en punto es conjunto

junto de vectores
K = {(bl,cbl) : (61 S0Ace (—oo,—0,1]> v <b1 <O0Ace (—oo,0]>}. De la

condicién necesaria (4.38) se tiene que

sustituyendo k° (—2,—20,1) se obtiene ¢ = —0,0985. Esto significa que la

condicién (4.38) se satisface. Por lo que el punto (—2,—20,1) es estacionario.

Por lo tanto los tinicos puntos estacionarios son

KO = (—2,—\/1+2/\/§> ~ (=2, —1,47),

K = (—2,-20,1)

los cuales se muestran en la Figura 4.5. Los valores de p; en los puntos estacionarios

son

(i1 (—2, —\/1+ 2/\/5) = 0,80

59 v pi(—2,—20,1) = 5,062.
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-2 -0.01

|
- SN W

(2-1470 Qo

Figura 4.5: Punto estacionarios

Luego,
-2

—\/1+2/V/3

es el vector de parametros para el control u;. Los eigenvectores de la matriz

K =

. 0,7076 0,25
H(k") =
0,25 0,1703
asociados al valor propio p (k") son
. [ 0366 . [ —0,9306
xl = y :L’Z =
—0,9306 —0,366

los cuales determinan las peores perturbaciones iniciales.

4.6. Cambio del criterio de desempeno

Veamos otro ejemplo donde se aplica el Tent Method. Consideremos el mismo

sistema dindmico (4.31) y el mismo control u; = kjx1 + koxo, pero ahora consideramos



|(0)]<1 (k1,k2)€Qo0

4.7 Reducccion del problema a uno de programacién no lineal 112
el criterio para la calidad de la estabilizacion como
wo(k1, k2) = méx (/ oG, (ky, kg)xdt) — min (4.39)
0

para las peores perturbaciones iniciales, donde

14+ k2 kik
Go(ky, ko) = LR a=6T G>o.
k1 ko l—i-k%

4.7. Reducccion del problema a uno de programa-

cion no lineal

El conjunto @)y es el mismo y la ecuacion algebraica lineal de Lyapunov es

AL (ky, ko) H + HAg(ky, ko) = —G.

Resolviendo esta ecuacion se tiene

ko _ ki-k141 1
1 k1 ko kl + k1

TR (o) s (nd)

La ecuacién caracteristica correspondiente a H es
1> — (har + hoo)pt + harhas — hi, = 0.

Los valores propios correspondientes a H son

hi1 + hoo n \/(hn — hgo)?

5 1 + hi,.

N(kh k2) -

(4.40)
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Claramente py > o, para toda k € (g, entonces fimsx = H1-

(1 — k) (k2 + k2 -k +1)

,ul(k?h k?2) = Ay o

+q (4.41)

donde

(k)2 (R - K Ry — 1)2 . (ki + )2
" 16K2K3 YR

Ahora se tiene el siguiente problema de programacion no lineal

ki,koy) — min
,Ul( ! 2) (k1,k2)€Qo0

Para resolver este problema se aplica el teorema (4.2).

4.8. Aplicacion del Tent Method de Boltyanski

Igual que antes analicemos los 7 posibles casos donde se puede encontrar el punto

kY donde p; alcanza el minimo.

1. En este ejemplo iniciamos suponiendo que el punto k° se encuentra en el interior
del conjunto @y, luego un cono tent a )y en cualquier punto interior de @)y es
todo R? y, el cono dual a R? consta solamente del vector b = (0, 0). Luego, de la
primera condicién del teorema (4.2) A; > 0. Como estamos suponiendo que kY

esta en el interior de @)y, entonces

O 0y 0y _
le(k)_o y a]{:2(15)—0.

Calculando primero la derivada parcial de p; respecto a ks se tiene

k3 —k3+ ki —1
Ak k2

O o
8_162(k1’ ky) =

V(k?h k?g), (442)
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donde

2012 | 1.2 _
vk, ko) = (1—/€1+ (L+ ky)*(k5 + ki — k1 + 1) ) |

VO +k)2(k2 — k3 + ky — 1)2 + 4k2(k? + 1)2

W k) =0 = (BEERL ) v (b= 0).

Como el sistema en lazo cerrado (4.32) es estable asintéticamente entonces, por
Hurwitz k1 < 0y ky < 0. Se puede ver facilmente que para todo punto k£ en el

tercer cuadrante v(k) es positiva. Asi

k3 —ki+hki—1

0
A2 ’
lo cual implica que
OL (1. k) = 0 sobre la hipérbola k2 — K2 + ky — 1 — 4.4
8_k;2<1’ 2) = 0 sobre la hipérbola k5 — k7 + k; — 1 = 0. (4.43)

Note que la rama inferior izquierda de esta hipérbola corta en dos partes al
tercer cuadrante. Para cualquier punto k£ por abajo de esta rama se tiene que
g—‘,;;(k:l,krg) < 0 y para cualquier punto por arriba g—‘,:;(k;l,k:g) > 0. Esto es, la
curva ky = —\/k? — k1 + 1 es la curva de los valores minimos de 1 (k1, ko) en Qo

para cualquier ky fijo.

Ahora calculando la derivada parcial de puq(k1, k1) respecto a ki asumiendo que

ky = —\/k? — k1 + 1 el resultado es

8,u1 k1‘|—1
— |k, —\/K? — K 1| =
Ok, ( b T ) 2k2

La expresion entre corchetes es siempre positiva en la regién k; < 0, por lo que
%k&i (kl, — k2 — k1 + 1) = 0 en esta region en el inico punto k; = —1. Como en

la regién k; > —1 la derivada es positiva y en k; < —1 la derivada es negativa,

2k? — 3ky + 2

k41
0Kk +1

entonces k; = —1 es el punto minimo en el subconjunto de puntos interiores del
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conjunto (Jg. Asi que se tiene como resultado que el Uinico punto interior extremo

para i (ky, ko) es

ki=—1 'y ko= —/k —k+1=—V3.

2. Ahora supéngase que el punto minimizador k° se encuentra en el segmento ho-
rizontal definido por ky =-0.2 y —2 < k; < —0,01. Para todo punto k° en este seg-
mento un cono tent a @y en el punto k° es el semiespacio
K% = {(k1,ko) €R?: ky < 02} y, el cono dual a K° en k° es un rayo
K* = {(0,by) : by > 0}. Asi, la primer condicién necesaria del Teorema (4.2) se
cumple y la segunda condicién necesaria (4.38) se cumple si g’—é;(lﬂo) = _)\—112 <0,
by > 0. Pero %k%(ko) < 0, sélo si, k? esté por abajo de la rama inferior izquierda
de la hipérbola (4.43). Como todos puntos de la recta horizontal estédn por arriba

de esta rama, entonces no hay puntos estacionarios sobre la recta considerada.

3. El cono tent a @y en cualquier punto k° de la linea
vertical kK = —2 para -20.1< ko < -0.2 es el conjunto
K = {(ki,ky) €R?: k> -2Aky <02} vy, el cono dual a K° es
K* = {(b,0) € R? : b; < 0}. Asf la condicién necesaria (4.38) es verdadera si

g—‘,ﬁ(k‘o) > 0y 29(k9% = 0. Del punto 1 se tiene que g—g;(ko) = 0 si

ks
ky = —\/k? —ki+1y g—‘é;(kl,—\/k% — k1 +1) > 0si ky > —1. En esta recta
k1 = —2, entonces no hay puntos estacionarios sobre tal recta.

4. Para ver si hay puntos estacionarios sobre la  linea  recta
ky = 10k, -0.1, —2 < k; <-0.01, se tiene que el vector dual para cualquier k° en es-
ta linea recta es un rayo con pendiente —1/10, esto es,
K* = {(bl, by) ER2: by > 0Aby = —%Obl}. Claramente la primer condicién ne-
cesaria del teorema se cumple. La segunda condicion del teorema se cumple, si y
solo si,

o (k%) by Oy (K°) by

__a _ AL >0,
Ok, N ok Ton T
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Asi

O 10 Op 10
— (k") = =10—(k").
o, (K1) = ~105- (k)

Si g—’,:;(k;o) > 0, entonces ‘g—i;(k;o) debe ser negativa. La derivada parcial de p;
respecto a ko es positiva cuando kY estd por arriba de la rama inferior izquierda
de la hipérbola y k9 = 10k9— 0.1. EI punto de interseccién de la recta inclinada
y la rama inferior izquierda de la hipérbola es (-0.095,-1.0508), entonces -0.095
< kY < -0.01. Pero resulta que cuando se sustituye kY = 10k?— 0.1 en g—gi(ko),
ésta es negativa para kY < -1.78. Por lo tanto no hay puntos estacionarios sobre

la recta inclinada.

5. Para probar si el punto (—0,01,—0,2) es estacionario se tiene
que el cono tent a () en este punto es el conjunto
K = {(ky, ko) € R? : 10k; — 0,1 < ky < —0,2} y, el cono dual a K° en el punto
(—0,01,—0,2) es K* = {(by,cby) € R? : b > 0A —0,1 < ¢ < oo}. Asf, si la condi-

cién (4.37) es verdadera, de la condicién necesaria (4.38) se tiene que

op
o (KY)

o (k)

Suponiendo que \; > 0 y sustituyendo k; = —0,01, ky = —0,2 en el cociente de las
parciales, con ayuda de MaTlab, se llega a que

¢ = -0.0466. Luego el punto (-0.01,-0.2) es estacionario.

6. E cono tent a (o en el punto (-2-0.2) es el conjunto
K = {(ki, ko) € R? : ky > —2 A ky < —0,2} y, el cono dual a K° es el conjunto de
vectores K* = {(—by,cb;) € R?: by > 0 A ¢ > 0}. De la condicién necesaria (4.38)

se tiene que

21
(k)

sustituyendo & = (-2, —0,2) se obtiene ¢ = -8.2691. Esto significa que la condi-

cién (4.38) no se satisface. Por lo que el punto (—2,—0,2) no es estacionario.
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7. El cono tent a )y en

el punto (-2,-20.1)

conjunto

K% = {(k1,ky) € R? : ky > —2 AN ko > 10k; — 0,1} y, el cono dual a K° es el con-

junto de vectores

K* = {(bl,cbl) : (61 S0AcE (—oo,—0,1]> v (b1 <0Ace (—oo,0]>}. De la

condicién necesaria (4.38) se tiene que

sustituyendo £° = (=2, —20,1) se obtiene ¢ = 8,2691. Esto significa que la condi-

cién (4.38) no se satisface. Por lo que el punto (—2,—20,1) no es estacionario.

Por lo tanto los tinicos puntos estacionarios son

K= (-001,-02) y k' =(-1,-V3).

Los valores de p; en los puntos estacionarios son

p1(—0,01 —0,2) = 262,6231 y py(—1,—V3) =3+ 1~ 27321

Luego k° = (—1, —v/3) es el vector de parametros para el control u;. Los eigenvectores

de la matriz

H(K’) =
asociados al valor propio p (k") son

—0,7071
0,7071

— O

1,7321 1
1 1,7321
0 0,7071
y Ty =
0,7071

los cuales determinan las peores perturbaciones iniciales.



Capitulo 5

Conclusiones

Se presentan los resultados mas importantes de esta tesis, en el orden segtn los

capitulos.

1. Se construyeron los modelos matematicos de un robot mévil con dos ruedas ac-

tivas, considerando a dicho robot como un sistema controlable no holénomo. Los

modelos construidos son:

i)

i)

iii)

iv)

Modelo cinemaético (2.1). Para la construccién de este modelo no se consi-

deraron las fuerzas reactivas que intervienen en el robot maévil.

Modelo dindmico (2.33) que es un sistema de 5 ecuaciones no lineales de pri-
mer orden. Para la construccién de este modelo se usé el método de Lagrange

considerando la condicién de rodadura como restricciéon no holénoma.

Modelo no lineal (2.38) que es un sistema de 7 ecuaciones no lineales de
primer orden. Para la construccién de este modelo se le anexé al modelo
dinamico el modelo electromecénico de los motores de corriente directa. Ca-
be mencionar que la inclusion del modelo electromecanico no se encuentra en
la bibliografia; es uno de los aportes de esta tesis ya que es muy importante

para la practica.

Modelo dindmico simplificado (2.42) es un sistema de 5 ecuaciones de primer

orden con dos controles u; y us. Este modelo es una aproximacién del modelo
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anterior, para la aproximacion se usé el teorema de Tikhonov relativo a los

sistemas que tienen un parametro pequeno en la parte izquierda.

2. Se resolvié el problema de la construccion de las trayectorias extremales usando
el Principio del Maximo y de las condiciones necesarias del Kelly para el modelo

cinematico (2.1).
3. Se considerd a la linea recta como la trayectoria deseada, con esta consideracion:

i) Se determinaron las ecuaciones lineales en desviaciones.
ii) Se analizé la controlabilidad, la observabilidad y la estabilizabilidad.

iii) Se determiné el control 6ptimo para la estabilizacién del movimiento por la
linea recta, usando la programacion dindmica de Bellman como herramienta

de sintesis. Se uso a

w= /t1 [ (t)Mx(t) + Au” ()N Au(t)] dt (5.1)

to

como la calidad de la estabilizacién, donde M es una matriz simétrica defi-

nida no negartiva y N es una matriz simétrica definida positiva

iv) Se hizo una simulacién en Matlab del proceso de la estabilizacién

4. Se aplico el Tent-Method geométrico de Boltianski para obtener las condiciones
necesarias del algoritmo de estabilizacion de minimax, cuando las matrices M y

N en la calidad de la estabilizacién (5.1) no son definidas positivas.

Se pueden usar estas condiciones necesarias cuando hay diferentes restricciones,
por lo que se puede afirmar que tales condiciones necesarias es una ampliacién
del teorema de Fermat del anio 1543 sobre las condiciones necesarias para buscar

el punto minimo en un problema extremal sin restricciones.

Lo anterior es el principal aporte de esta tesis.
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