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Resumen

En este trabajo discutimos la propagacién de las ondas electromagnéticas a través de un
arreglo peridédico unidimensional de bicapas con inclusiones metdlicas. Sobre la base del for-
malismo de la ecuacién cinética de Boltzmann para la funcién de distribucién de los electrones
de conduccidn, se estudia tedricamente la estructura de bandas foténica de la estructura bina-
ria dieléctrico-metal.

Utilizando la relaciéon no-local constitutiva entre la densidad de corriente eléctrica y el cam-
po eléctrico dentro de la capa metélica, la ecuacién de dispersién para los eigenmodos foténicos
en el arreglo periddico, se expresa analiticamente en términos de las impedancias superficiales
en las interfases de las capas del metal y del dieléctrico. En el caso en el que las capas metali-
cas son muy delgadas, el espectro 6ptico de la red exhibe bandas de paso muy delgadas como
resultado del contraste fuerte entre las impedancias del dieléctrico y del metal. Estas bandas
de paso estrechas se atribuyen a las resonancias de Fabry-Perot en la capa relativamente gruesa
del dieléctrico. La no-localidad metdlica esta muy pronunciada en el infrarrojo y, por lo tanto,
el efecto no-local sobre el espectro de bandas foténicas de la red puede ser fuerte cuando las
resonancias de Fabry-Perot estdn en ese rango de frecuencias. Nuestros resultados han sido
comparados con aquellos que se obtienen con el modelo local de Drude-Lorentz. Se encuen-
tran diferencias notables no sélo en la magnitud, sino también en el signo de la parte real del
numero de onda de Bloch en la resonancia de Fabry-Perot.

También, mostramos que la no-localidad de la conductividad en el metal conduce al surgi-
miento del amortiguamiento fundamental de Landau sin colisiones. Este no debe ser despre-
ciado, no sélo cuando prevalece sobre el amortiguamiento de colisiones ordinario, sino también
cuando estas dos clases de amortiguamiento electromagnético son del mismo orden. El amor-
tiguamiento de Landau existe siempre y altera considerablemente la transmisién foténica del
arreglo dentro del rango de frecuencias de THz e infrarrojo cercano.
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Capitulo 1

Estructura Periddica de Bicapas
Dieléctricas. Teoria General

1.1. Matriz de Transferencia General

Utilizamos un modelo que describe la propagacion perpendicular de una onda electro-
magnética de frecuencia w a través de un arreglo de dos capas dieléctricas alternantes a y b
(ver Fig. ,

(a1b1),...,(auby),..., (anby). (1.1)

Figura 1.1: Arreglo periddico de dos capas dieléctricas, a y b, alternantes.
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El numero entero n =1,2,3,...,N corresponde a la n-ésima celda unitaria (a,b). Se asume
que todas las celdas son idénticas y su numero total es N. Cada capa, a o b, estd especificada,
respectivamente, por la funciéon dieléctrica o permitividad ¢,, su permeabilidad magnética
Map, sSu correspondiente indice de refraccién n,;, impedancia Z, ;, y namero de onda k, ;,

Ny =€y, Zy=pa/ng, k, =n,k =wn,/c; (1.2a)
ny = \/Ebyb, Zb = yb/nb, kb = nbk = wnb/c. (1.2b)

Note que, en general, las permitividades ¢, y/o permeabilidades y, ;, pueden ser de valores
complejos. En este caso los demds parametros 6pticos también son complejos. Cada capa
alternante, a o b, tiene un espesor constante, d, o dj, respectivamente. Asi, el tamano d de
cualquier celda unitaria (a,b), también es constante

d=d,+d,. (1.3)

En otras palabras, el arreglo de bicapas es regular y peridédico, con periodo d.

Debido a la incidencia normal de la onda entrante, la polarizacién de ésta puede escogerse
como se muestra en la Fig.

E(x,t) = {0, E(x), 0} exp(—iwt), (1.4a)

H(x,t) = {0,0, H(x)}exp(~iwt). (1.4b)

Dentro de cada capa a o b, la componente del campo eléctrico E(x)exp(—iwt) obedece a la
ecuacion 1D de Helmholtz. La relacién de la componente del campo magnético H(x)exp(—iwt)
con la derivada de la componente del campo eléctrico estd descrita por las ecuaciones de Max-
well. También, se agregan dos condiciones de frontera en las interfases entre capas vecinas (vea
el Apéndice @) Entonces, el sistema cerrado de ecuaciones se lee asi:

d? )
(W"'ka,b)Ea,b(x):O; (1.5a)
dE,
Hap) = ik 2, (1.5b)
E,(x;) = Ep(x;), H,(x;) = Hy(x;). (1.5¢)

Aqui, el eje x esta dirigido a lo largo del arreglo de bicapas, perpendicular a la estratificacién,
con x = x; denotando la coordenada de la interfase entre el material a y el material b.
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La solucién general de las Ecs. (1.5a),(1.5b)), dentro de la n-ésima celda unitaria (a,b) se
presenta como una superposiciéon de ondas planas que viajan hacia la izquierda y hacia la
derecha,

E, (x)= A} exp [ika(x - xan)] + A, exp [—ika(x - xan)] , (1.6a)

H, (x)=2Z;" {AZ exp [ika(x — xan)] — A, exp [—ika(x — xun)]}, (1.6b)
dentro de la capa a,, donde x, <x<x; ;

Ey (x) = B exp [ikb(x—xbn )] + B, exp [—ikb(x—xbn )], (1.6¢)

Hy, (x) = Z;l {BZ exp [ikb(x — xbn)] — B, exp [—ikb(x - xbn)]}, (1.6d)
dentro de la capa b,, donde x;, <x<x, .

Aqui, A} y B; son las amplitudes complejas de las ondas viajeras derecha (+) e izquierda (-).
Las coordenadas x, y x; hacen referencia a las orillas izquierdas de capas sucesivas a, y b,,
respectivamente, que pertenecen a la n-ésima celda unitaria (a,b). Note que

Xy, —Xg, =dg, Xa,. —Xp, = dp, (1.7)

son los espesores de cada una de las capas dieléctricas que componen a la celda unitaria.

La solucidn (1.6 da relaciones utiles, por una parte, entre los valores de los campos eléctri-
co y magnético, y por otra parte, entre las amplitudes introducidas A y B;, en las fronteras
opuestas de las capas a, 0 b,,

Eq, (xp,) = Ay exp(i@,) + Ay exp(—igp,), (1.8a)
Ebn(xbn) :BZ+B;, (1.8b)
H,, (x3,) = 2 [A exp(i@s) — Ay, exp(~igy)], (1.8¢)
H,, (x3,) = Z," (B} —B,), (1.8d)
Ey, (x4,,,) = By exp(ipy) + B, exp(=igy), (1.8e)
Eq,. (Xa,,) = Ajpr + A (1.8f)
Hy, (xa,,,) = Z; ' [B} exp(iqy) — B; exp(=igpy)], (1.8g)
Hg,,, (%a,,,) = Z (A —Ar). (1.8h)



Aqui, los corrimientos de fase correspondientes, ¢, 0 ¢, de la onda que pasa por lacapaaob,
se definen como

®q =kod, = wngd,/c, (1.9a)

Py = kbdb = wnbdb/c. (19b)

Aplicamos las condiciones de frontera (1.5¢) en las interfases x; = x;, y x; = x, , entre capas
vecinas a y b, esto es,

E, (xp,) = Ep, (x3,), (1.10a)
H, (xp,) = Hyp, (xp,), (1.10b)
Ey,(xa,,,) = Ea,,, (Xa,,,) (1.10¢)
Hy (x4,,,)=H,,  (x4,.,)- (1.10d)

Combinando las ecuaciones (1.8) con las condiciones de frontera (1.10)), es posible, de acuer-
do con la Ref. [1]], reescribir el modelo en forma de dos matrices de transferencia,

(a) (a)
B* AT Qlal Q1612 AT
)= g@f An = n, (1.11a)
B, Ay @ A |\ An
Q1 Qp
(b) (b)
A+ B Qll Q12 B*
( w1 ):Q<b>( ; ): ( ; ) (1.11b)
A B, o |\ B
el Q)

La matriz Q' determina la transferencia de la onda desde la frontera izquierda x, de la capa
a, hasta la frontera izquierda x; de la capa b,. Sus elementos matriciales estan dados por las



expresiones

Ql=>3 1+% exp(ipy), (1.12a)
Q(fz)=% 1—% exp(—ig,), (1.12b)
Q(Zal):% 1—% exp(iQ,), (1.12¢)
Q(zaz):% 1+§—Z exp(~ip,). (1.12d)

Andlogamente, la matriz de transferencia Q) describe la transferencia de la onda desde la
frontera izquierda x;, de la capa b, hasta la frontera izquierda x,, , de la capa a,,;. Sus ele-
mentos matriciales son

Q(lbl):% 1+§—Z exp(ipp), (1.13a)
Q@Z% 1—% exp(=igy), (1.13b)
Q(zbl):% 1—;—; exp(igy), (1.13¢)
Q(zbz):% 1+§—: exp(~igy)- (1.13d)

Note que las matrices de transferencia Q@ y Q) pueden obtenerse una de la otra por
reemplazo mutuo (o reciproco) de los indices de capa a <> b. No dependen del indice n de la
celda debido a la estructura periddica y regular del arreglo. Sus determinantes son

detOW=2,/z,, detQ®W=2/z2,. (1.14)

Las ecuaciones matriciales (1.11)) nos dan la relacién de transferencia para las amplitudes
Aty A* | dela dos celdas unitarias (a,b) adyacentes,

n+1
AP [ A Qi1 Qr2 At
L )=o( )= ) (1.15)

" Q21 Q2 "

n+1



De (1.11) es simple ver que la matriz de transferencia Q es igual al producto
Q=0"Qw (1.16)

de las matrices de transferencia en las capas constituyentes de la celda.

La ecuacidn (1.15) describe la transferencia de la onda a través de la n-ésima celda unitaria
(a,b) completa, especificamente, desde la frontera izquierda x, de la capa a, hasta la frontera
izquierda x,  de la capa a,,;. La matriz de transferencia (1.15)-(1.16) de la celda unitaria

tiene los elementos

Q11 = (cos @y +ia, singy)exp(ip,), (1.17a)
Q1p =ia_sinpyexp(—i@,), (1.17b)
Qa1 = —ia_sin @, exp(i@,), (1.17¢)
Q77 = (cospy —ia, sin@y)exp(—ig,). (1.17d)

Aqui, hemos introducido los parametros

1 Za Zb 2 2
L= (222 —a?=1. 1.18
%2 2(2,, zu) @ (1.18)

Como la matriz Q es el producto de dos matrices con determinantes (1.14), ésta resulta ser
unimodular, es decir, su determinante detQ = detQ”)detQ@, es igual a uno,

detQ =Q;1Q2 - Q12Qy = 1. (1.19)

Debemos enfatizar que para un arreglo periddico regular de bicapas, la matriz de transfe-
rencia Q (1.17) es independiente del indice n de la celda, porque las impedancias Z,; y los
corrimientos de fase ¢, ; de cada capa constituyente, a y b, permanecen constantes de celda a
celda.

La relacién matricial de transferencia (1.15) manifiesta que, en general, después de pasar
cualquier celda unitaria (4, b), las ondas viajeras iniciales, izquierda y derecha, se mezclan den-
tro de las capas a y b debido a las multiples reflexiones en las interfases.

1.2. Transmitancia. Resultados Generales

La transmision de la onda a través de la estructura peridédica 1D de bicapas se describe por
las expresiones (1.6 para el campo electromagnético, en el cual las constantes de integracién
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A3y B; estdn relacionadas unas con otras por las ecuaciones matriciales de transferencia (1.11)
o (1.15). Para obtener una solucion explicita univaluada del problema, debe uno formular con-
diciones de frontera en los extremos del sistema x = x,, y x = x4, -

La relaciéon matricial de transferencia para el arreglo de N celdas unitarias involucra el pro-
ducto de las matrices de transferencia Q(n) para cada celda unitaria con indicesn =1,2,3,...,N,

At A A A A7
( N+1 ):Q(N>Q<N—1>...Q<1)( l)- (1.20)
AN+1 A1

Como todas las celdas unitarias son idénticas, sus matrices de transferencia son iguales e in-
dependientes del indice n de la celda. En este caso, la ecuaciéon general (1.20) toma una forma

mas simple,
N

(Alth-l ): Qi1 Q2 (AT ) )
Ax AT ) )
N+l Qa1 Q» !

donde la N-ésima potencia de la matriz de transferencia Q de la celda unitaria esta dada por
las ecuaciones:

N
sN _ [ Qu Quz ) :( QuiJn —IN-1 Qi2JN ) 1.22
Q (Q21 Q2 Q21JN Qunn-Ina ) 1:222)
con Jy= —Si;(:l\;y), (1.22b)

(vea el Apéndice|C).

Asumimos que la onda electromagnética de amplitud unitaria incide sobre el lado izquier-
do de la estructura. En el lado izquierdo del arreglo, el campo electromagnético es la suma de
ondas incidentes y reflejadas, mientras que en el lado derecho de ésta, representa sélo la onda
transmitida. En vista de la geometria escogida y de acuerdo a la presentacién de ondas en-
trantes y salientes , las cantidades Af =1y A] = ry deben considerarse, respectivamente,
como las amplitudes de incidencia y de reflexion en el extremo izquierdo x = x,, del arreglo. Al
mismo tiempo, la constante de integracién A}, =ty es la amplitud de transmisiény Ay, =0
en el extremo izquierdo x = x,, , de las N celdas unitarias. En conjunto con la Ec. (1.21)), las
amplitudes de transmision ¢y y de reflexion ry estan especificadas por la relacién

t w1
( (Z)V ):QN( " ) (1.23)

Esta relaciéon de transferencia da lugar a las igualdades que asocian a ty y a ry con los corres-



pondientes elementos de la matriz de transferencia para N celdas unitarias idénticas,

AN
tN:; rN:—(Q )21 (124:)

(QV)2 (Q¥)22
Al derivar la primera expresion en la Ec. (1.24)), aplicamos la condicién

det(QN) =1, (1.25)

(vea el Apéndice[C).

La transmitancia Ty y la reflectancia Ry, de acuerdo a sus definiciones dadas en la Ref. [1]],
Ty = |tn]?> v Ry = |ry/?, estdn expresadas en términos de la matriz de transferencia total oN

como
2

__ 1 _|(QY)a

TN - A ’ N — A
(QN )22 (QN)22
Estos resultados presentan una forma cerrada cuando se complementan con las ecuaciones

para QN y la ecuacién para la fase de Bloch y,

(1.26)

2cosy:Q11+Q22:TrQ, (1.27)

(vea el Apéndice

Debemos hacer notar que las Ecs. - son generales y aplicables para cualquier
estructura unidimensional compuesta de elementos idénticos, aun con parametros complejos
(L.2). Es notable que la suma de la transmitancia y la reflectancia no es igual, en general, a uno,
debido a las pérdidas y/o ganancias que surgen en la estructura. En tal caso, la cantidad

ANzl—TN—RN (128)

define la absorcién, Ay > 0, o amplificacion Ay < 0, en el sistema considerado.

Ahora, consideremos un caso particular importante cuando los elementos de la matriz de
transferencia Q de la celda unitaria satisfacen las condiciones

Qll = szr le = Q§1 (1-29)

Aqui, el asterisco “*”denota conjugaciéon compleja. En este caso, la ecuacién de dispersion

(1.27) se convierte en
cosy =ReQy; =ReQy;. (1.30)

Dependiendo del valor de Re Q,;, la fase de Bloch y puede ser puramente real ([Re Q| < 1)
o puramente imaginaria (|[Re Q,,| > 1). Entonces, de acuerdo con la definicién (1.22), la matriz



de transferencia total QN obedece la misma condicién de conjugacién compleja (1.29) que Q,

A

(QV)11 = (QN)5,, (QV)12 = (ON)3,. (1.31)
Como consecuencia, la condicién de unimodularidad , se transforma en
det(QN) = [(QV) 2o — 1(QN) 1o = 1. (1.32)

Utilizando esta igualdad y la definicién (1.22), puede uno reducir la expresion general (1.26))
para la transmitancia Ty a la forma particular dada por la ecuacién (1.29), que es la més apro-

piada para el analisis,
1

 1+]Qi2Psin®(Ny)/sin?y
Es importante enfatizar que debido a la Ec. (1.32)), la ley de la conservacién del flujo prevalece
en el caso particular considerado (1.29),

Ty (1.33)

TN+RN:1' (134)

1.3. Arreglo Periédico con Parametros Opticos Reales

En esta seccién estudiamos la transmisién a través de una estructura periddica construida
de N celdas unitarias idénticas de bicapa. El modelo fue formulado en la Sec. Aqui, adicio-
nalmente asumimos que las caracteristicas épticas de las capas basicas, a y b, tienen valores
reales. Si este es el caso, la matriz de transferencia Q de la celda unitaria estd determinada
por la Ec. y cuenta con las condiciones de conjugacién compleja. Por lo tanto, la
Ec. es valida y da la siguiente expresién explicita para la transmitancia:

1

I = .
N7 1+ a2sin? @y sin*(Ny)/sin’y

(1.35)

A la vez, tanto la ecuacion general (1.27)) como la ecuacién (1.30) cambian por la ecuacién de
dispersién convencional,

(2, Z,

cosy:cos¢acos¢b—§(z—b+Z—g)sin(pasin(pb. (1.36)

Esta relacién de dispersion se deriva tradicionalmente a partir del teorema de Floquet, o lo
mismo, la condicion de Bloch,
E(x+d)=exp(ixd)E(x), (1.37)
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la cual se formula para el arreglo infinito correspondiente de bicapas con periodo d y donde el
numero de onda de Bloch « se define como

Kk =y/d. (1.38)

En esta relacion, vale la pena notar que mientras la Ec. (1.35) determina la transmitancia para
un sistema de tamano finito, la fase de Bloch y que entra en esta expresion, esta definida por
su correspondiente contraparte infinita.

La ecuacion de dispersion define la estructura de bandas por medio de la dependen-
cia de la fase de Bloch y de la frecuencia w de la onda incidente. Dentro de las bandas espectrales
permitidas,

|cosy|<1, (1.39)

la solucién y(w) de la Ec. es real, y la onda electromagnética se propaga a través de la es-
tructura de bicapas. De otra manera, cuando |cosy| > 1, la fase de Bloch y se vuelve imaginaria
pura dentro de los asi llamados gaps espectrales, donde la onda representa estados evanescentes
de Bloch atenuados en la escala del orden de |y|™!. Para una estructura suficientemente gran-
de, (N|y| > 1), esto resulta en una transmisién exponencialmente pequeiia (vea la Ec. (1.35)).
Debido a la paridad y periodicidad de la Ec. con respecto a y, puede uno considerar s6lo
sus valores reales confinados al intervalo

0<y<m. (1.40)

Es importante enfatizar que una las propiedades especificas de la transmitancia (1.35) es
que es muy sensible a las caracteristicas particulares de la estructura de bandas, es decir, a los
pardmetros del sistema periédico.

Hacemos notar que las Ecs. (1.35)-(1.36) describen la transmisién de la onda a través del
arreglo de N capas b puestas en el medio a.

La Ec. (1.35) muestra que hay tres razones para el surgimiento de una transmisién perfecta
para todo el arreglo de N celdas unitarias idénticas (a,b), es decir, tres razones para tener
TN = 1
1.3.1. Adaptacion de las Capas Basicas

En este caso, las impedancias coinciden,

Z,=27p. (1.41)

Como las impedancias son iguales, el factor a_ que entra en la Ec. (1.35]) es cero, ver la Ec. (1.18).
Asi, la transmitancia Tyy = 1 y la transparencia perfecta emerge. Debido a que las capas estan
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perfectamente adaptadas, no hay ondas reflejadas en las interfases entre capas. De acuerdo con
la Ec. (1.36)), la estructura de bicapas es equivalente al medio homogéneo con espectro lineal e
indice de refracciéon promedio 7,

Tlada + nbdb

KE)//d:(UV_l/C, ﬁ:W (142)

Note que en este caso, no hay gaps en el espectro.

1.3.2. Resonancias de Fabry-Perot

La segunda razén son las resonancias de Fabry-Perot asociadas con la longitud total Nd de
una estructura de bicapas. Estas resonancias surgen bajo la condicién de que sin(Ny)/siny =0,
que da lugar a

y =mmn/N, m=1,2,3,..., N-1. (1.43)

A los valores resonantes (1.43), el arreglo de N celdas unitarias se vuelve perfectamente trans-
parente, resultando asi en N — 1 oscilaciones en la dependencia de Ty sobre y. Debido a que
la la fase de Bloch y es una funcién de w, que obedece la relacién de dispersion (1.36), estas
N —1 oscilaciones contribuyen al perfil del espectro de transmisién Ty(w) en cada banda de
frecuencia. Por lo tanto, la intensidad de estas resonancias estd determinada por el nimero N
de celdas unitarias: entre mds grande es N, mds pronunciadas son las resonancias en la banda
espectral.

1.3.3. Resonancias del Tipo b

Otro tipo de resonancias de Fabry-Perot ocurre sdlo en las capas b. Sucede cuando sin g}, = 0,
es decir, cuando
kbdb:jbn jb: 1,2,3,... (144)

La naturaleza de estas resonancias es sustancialmente diferente a las primeras, y nos referimos
a ellas como resonancias del tipo b. Se originan de la condicién, bajo la cual, el corrimiento de
fase de una onda que pasa por cualquiera de las capas b, es multiplo de 7. Por lo tanto, es-
tas capas b son “invisibles”para la onda y la transmisién es tal como si las capas b estuvieran
ausentes. Claramente, en este caso, el arreglo es efectivamente homogéneo y, por lo tanto, su
transmision es perfecta. La propiedad distintiva de estas resonancias es que estan distribuidas
sobre todo el espectro Ty (w) y no estan determinadas por la estructura de bandas del espectro
de frecuencias. Realmente, la condicién depende del espesor dj, y no del periodo d que
determina la estructura de bandas del espectro. Por lo tanto, cualquier banda de frecuencias
especifica puede o puede no contener tal resonancia de Fabry-Perot, dependiendo de los valo-
res especificos de los pardmetros del sistema. Tenemos que subrayar que las resonancias del
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tipo b se tornan anchas, porque son a causa de una funcién trigonométrica que se desvanece
suavemente. Como consecuencia, la transmitancia puede ser efectivamente grande dentro de
una regién ancha de banda espectral en la cual ocurra tal resonancia.

1.4. Diagrama de Bandas, Transmitancia y Reflectancia en un
Arreglo Periddico con Parametros Reales

En esta seccién, mostramos los espectros de transmision y reflexion (1.35), corres-
pondientes a un arreglo finito especifico de N bicapas compuestas de dieléctrico-dieléctrico.
Los acompaniamos con el diagrama espectral de bandas foténicas derivado de la ecuaciéon de
dispersién correspondiente a la contraparte infinita de este arreglo. Aqui, damos énfasis
a la explicacion de las resonancias de Fabry-Perot y de las resonancias del tipo b, encontradas

en las subsecciones y respectivamente.

De acuerdo con la definicién (1.2)) y debido a que consideramos materiales no-magnéticos
(a = pp = 1), la ecuacién de dispersion (1.36) se reescribe en la forma

d 1 1
% = arccos lcos PacOSPp =7 (Z—Z + Z—Z)sin @, Sin gobl , (1.45)

donde los corrimientos de fase ¢, ; se expresan a través de las férmulas normalizadas

- v
Py = nnb(%)(%). (1.46b)

De las ecuaciones (1.26)), (1.35) y (C.1)-(C.2) podemos ver que la transmitancia Ty y la
reflectancia Ry para un arreglo finito de N bicapas dieléctricas, dependen de la frecuencia w
de la onda incidente y estan dadas por las expresiones

1
1+a2sin® @2’

Ty = Ty (kd/m) = (1.47a)

a?sin? (Pb]i]

1 +a?sin? (pb]i] '

Ry = Ry(kd/nt) = (1.47b)

Noétese que prevalece la ecuacion (1.34).

En las Figs. presentamos el diagrama espectral de bandas foténicas, o que es lo
mismo, la ecuaciéon de dispersion (1.45)-(1.46), a través de la parte real Re(xd/m) y la parte
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n = 1.5, da =0.1d
n, = 1.0, db e 0.?d

Re(xd/m)
Im(xd/m)

e~ 051

0.0 - .
1.0 . —

o 0.5}

0.0

kd/m

Figura 1.2: a) Diagrama espectral de bandas foténicas, Re(xd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.1d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.9d). b) Espectros de transmisién (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

imaginaria Im(xd/m) del namero de onda de Bloch x. Como ya se ha dicho, esta ecuacién
es valida para una estructura periddica infinita. En particular, ponemos como primer medio
al vidrio, con un indice de refraccién n, = 1.5 y como segundo medio al vacio, con indice
de refraccién n, = 1.0, con distintos espesores de las capas dieléctricas que constituyen a la
celda unitaria. Junto con la ecuacién de dispersién, graficamos la transmitancia y la
reflectancia para la contraparte finita de esta estructura, con N = 10 celdas unitarias.

Cada una de estas figuras ilustra las resonancias de Fabry-Perot, asi como el efecto fisico
que tienen las resonancias del tipo b sobre el espectro. Estas tltimas, tienen una ubicacién
bien determinada por la férmula (1.44), la cual se reescribe como

kd  jp (dy)\ .
b (5 =1,2,3,... 1.4
- nb(d) , Jbh=123, (1.48)
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n =15,d =03d
n,=10,d,=0.7d

kd/m

Figura 1.3: a) Diagrama espectral de bandas foténicas, Re(xd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.3d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.7d). b) Espectros de transmision (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

Para N =10 celdas unitarias, tenemos un total de N — 1 = 9 resonancias de Fabry-Perot. De
tal modo, el efecto fisico de las resonancias del tipo b es amortiguamiento de las resonancias
de Fabry-Perot, forzando a que Tyy =1 y Ry = 0 en la vecindad de éstas.

Como se muestra en las figuras, cuando una resonancia del tipo b se encuentra cercana a
un gap, hace que Im(xd/m) ~ 0. Con esto, el gap se reduce en anchuray Ty # 0y Ry # 1. Por
ejemplo, en la Fig. (para j, = 3) y en la Fig. (para j, = 1) se ilustra este hecho. Aqui, se
puede ver que la transmitancia es levantada por el efecto de la resonancia a un valor distinto
de cero, por lo cual, podemos considerar que en esta regién tenemos una banda prohibida cuyo
efecto sobre el espectro es mas débil que el efecto de una banda prohibida ordinaria.

Notamos que cuando se aumenta el espesor del medio més denso, las resonancias del tipo
b se van recorriendo hacia la derecha del espectro y se encuentran mas espaciadas entre si, a lo
largo de todo el eje kd/m.
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n =15,d =0.5d
n =1.0,d =0.5d

kd/m

Figura 1.4: a) Diagrama espectral de bandas foténicas, Re(xd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.5d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.5d). b) Espectros de transmision (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

En la Fig.|1.4{(para j, = 2) se muestra que cuando una resonancia b coincide con la ubicacién
de un gap, éste desaparece, es decir, no tenemos banda prohibida, debido a que Im(xd/m) = 0,
y en su lugar, una sola banda con un ancho igual al doble del ancho de una banda regualar y
con el doble de resonancias de Fabry-Perot.

Presentamos dos efectos de las resonancias b comparando las Figs.[1.2]y[L.6] En la Fig.
la resonancia j, = 3 estd justamente en medio de la cuarta banda foténica y sélo atenua las
resonancias de Fabry-Perot que estdn sobre el ancho de esa banda, en cambio, en la Fig. la
resonancia j, = 1 también estd a la mitad de la banda y su efecto no sélo es sobre las resonancias
de Fabry-Perot, sino también sobre las dos bandas prohibidas adyacentes. Esto significa que en-
tre mas lejos estén las resonancias del origen kd/m = 0, mayor sera su efecto sobre los gaps. Por
otra parte, en la Fig. ninguna de las resonancias del tipo b actian amortiguando las reso-
nancias de Fabry-Perot presentes en la primera banda fotonica, mientras que en la Fig.[I.6]s6lo
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n =15,d =0.6d

n =10,d =044

kd/m

Figura 1.5: a) Diagrama espectral de bandas fotonicas, Re(kd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.6d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.4d). b) Espectros de transmision (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

la primera resonancia j, = 1, amortigua las resonancias de Fabry-Perot de la primera banda,
forzando a Ty = 1.

Por altimo, en la Fig.[1.7|presentamos el caso particular de la asi llamada estructura de cuarto
de onda (quarter stack wave). Tal estructura, de acuerdo con la Ref. [1]], cumple con la propiedad

i’lada = nbdb, (149)

o dicho de otra manera,
Py = Pyp- (1~50)
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n =15d =0.7d i Re(xd/n)
‘ Im(xd/n)

kd/m

Figura 1.6: a) Diagrama espectral de bandas fotonicas, Re(kd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.7d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.3d). b) Espectros de transmision (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

Sustituyendo (1.50)) en la ecuacién de dispersiéon general (1.36), obtenemos

cosy =1- sin“ @, . (1.51)

Esta es la ecuacién de dispersiéon correspondiente a la estructura de cuarto de onda con la
condicién (1.49).
En la Fig. se aprecia que el efecto de las resonancias del tipo b sobre una estructura de

cuarto de onda es el de hacer desaparecer los gaps pares y juntar dos bandas de transmisiéon
adyacentes en una sola banda continua.

Asi, podemos resumir los efectos de las resonancias del tipo b sobre el espectro de la si-
guiente manera:

17



m=15mﬂ=04d
n,= 1.0, db =0.6d

kd/m

Figura 1.7: a) Diagrama espectral de bandas foténicas, Re(xd/m) (negro) e Im(xd/m) (cyan) para
una estructura periddica infinita compuesta de vidrio (n, = 1.5, d, = 0.4d) y vacio (n, = 1.0,
dp = 0.6d). b) Espectros de transmision (azul) y de reflexién (rojo) para la contraparte finita del
mismo arreglo, con N = 10 celdas unitarias.

= La presencia de una resonancia del tipo b sobre una banda de transmisién forza a una
transparencia, es decir, obliga al amortiguamiento o desaparicién de las resonancias na-
turales de Fabry-Perot en la vecindad de ésta.

= La presencia de una resonancia del tipo b en la vecindad de un gap forza a que la parte
imaginaria Im(xd/m) ~ 0, dando como resultado que la transmisién no sea exactamente
igual a cero en la regiéon que ocupa el gap reducido en su ancho de banda.

» Conforme se aumenta el espesor del medio més denso (en este caso, el vidrio), las reso-
nancias del tipo b se recorren hacia la derecha, espacidndose mas y mas sobre todo el eje

kd/T.

= La presencia de una resonancia del tipo b justamente en un gap hace que éste desaparez-
ca, juntando dos bandas de transmisién y creando una nueva banda de transmisién que
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tiene el doble de ancho que una banda ordinaria.

Entre mas lejos se encuentre la primera resonancia del tipo b del origen kd/m = 0, mayor
serd el efecto que tengan ésta y las demads resonancias sobre los dos gaps adyacentes entre
los que se encuentran.

Entre més lejos se encuentre la primera resonancia del tipo b del origen kd/m = 0, mayor
serd el efecto de amortiguamiento que ésta ejerza sobre las resonancias de Fabry-Perot
que se encuentran en la primera banda foténica.

Si se trata de una estructura de cuarto de onda con la condicién n,d, = n,d,, el efecto de
las resonancias del tipo b es hacer desaparecer todos los gaps pares.
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Capitulo 2

Modelo Clasico vs Modelo Cinético

2.1. Modelo Clasico de Drude-Lorentz

En esta seccién estudiamos el transporte en el arreglo dieléctrico-metal. La celda unitaria
consiste, como antes, de dos estratos ay b, ver Ec. . El estrato a estd hecho de dieléctrico con
los pardmetros dpticos positivos. El estrato b es de metal y ésta es la tnica diferencia con
el arreglo analizado en la seccién anterior. La electrodindmica de las capas metélicas se trata
con el modelo de Drude-Lorentz. Debe mencionarse que la permitividad ¢, de los metales
aceptada en el modelo de Drude-Lorentz es una consecuencia directa de la teoria electrénica
de los metales dentro del modelo isotrépico del liquido de Fermi, en la ausencia de efectos de
dispersién espacial. Asi, la permitividad de las capas metalicas b se lee

2 2
w w
p p .V)
> =1l-—=1- 1- ’ 2.1
€L w(w+1iv) a)2+v2( o (21)

donde la frecuencia de plasma w), y la frecuencia v de relajacién de los electrones deben satis-
facer la desigualdad

0<V < w,. (2.2)
Denotamos
w/w, = ko, (2.3)
donde
o= c/a)p (2.4)

es la profundidad de piel.
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De tal modo, podemos reescribir la permitividad metdlica (??) en la forma

w [ w v\ oV (v V]
S Y AR [ Y
wp\wp @, w/|\wp wp
y el intervalo (2.2)) como
0< L «1. (2.6)
@p
La peculiaridad esencial de la permitividad metdlica ¢;, es que es de valor complejo y de-

pendiente de la frecuencia. De (2.1) o (2.5) es simple ver que la parte real y la parte imaginaria
de ¢, estan dadas por las relaciones

w2 w \2 o \2 -1
RegDLzl_ﬁzl_[(_) +(_) ] , (2.7a)
w?+v wp Wy
Vw2 2 27\ !
Imep, = ———+—— =212 2) (X . (2.7b)
w(w?+v?) @, |w, [\w, wp

Por otra parte, de (2.7a)), se puede ver que la parte real de la permitividad puede ser positiva
o negativa, dependiendo del valor de la frecuencia w,

-2 2
—(l) +1<Reepp <0 para 0<2§ 1—(1) , (2.8a)
@Wp @Wp Wp
vV ow
0<Reepy <1 para 1—(—) < — < o0; (2.8b)
Wp @p

en tanto que la Ec. (2.7b)) muestra que el signo de la parte imaginaria de la permitividad esta de-
finido por v. Debido a que la frecuencia de relajacién de los electrones no es negativa, v > 0, la
parte imaginaria de ¢p; es no negativa también,

w
Im DL > O, V—. (29)
@p
Asi, el medio metdlico b es disipativo. Debemos recordar que la parte imaginaria de la permiti-
vidad estd ausente para medios sin pérdidas ni ganancias. Cuando la frecuencia de relajacién
v = 0, la parte imaginaria de ep; desaparece. En este caso particular del modelo de Drude-
Lorentz, las capas b representan el medio sin pérdidas ni ganancias.
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Las ecuaciones de Maxwell en los metales incluyen la densidad de corriente eléctrica j de
los electrones de conduccién,

H(x, t)
Tﬁ E(x, t)
k

0 y

d

m

Figura 2.1: Placa metélica.



Suponemos que la densidad de corriente j, tal como el campo eléctrico E, contiene sélo
componente y, que en la aproximacién lineal con respecto a E también es monocromatica,

j(x,t) ={0,j(x),0}exp(—iwt). (2.12)

De las ecuaciones de Maxwell (2.10) encontramos que los campos eléctrico y magnético, en
el metal, obedecen a las siguientes ecuaciones diferenciales:

d;i(zx) +Kk%E(x) + ik’ i(x)=0, (2.13a)
H(x) = —ik-lw, (2.13b)

dx

donde k = w/c es el numero de onda en el espacio vacio. La ecuacién se resuelve encon-
trando la densidad de corriente j(x) en el intervalo de la placa metalica (0, d,,). Para encontrarla,
es conveniente utilizar la ecuacién cinética de Boltzmann, la cual se escribe con respecto a la
funcién de distribucién electrénica f(r, p, t) de no-equilibrio en el espacio fase (r, p). El cambio
total de f(r,p,t) en el tiempo estd dado por la derivada total

df _of [ of dr of dp

it~ Jt  or dt ap ar U (2.14)

donde I{f} es la llamada integral de colisién, la cual depende de los procesos de dispersion
electrénica. El modelo fenomenolégico mds simple para la integral de colisién es de la forma

f{f}:—f_fF. (2.15)

T

La ecuacién toma en cuenta las propiedades generales de la integral de colisién. En
particular, los procesos de dispersién electrénica se describen por un solo pardmetro feno-
menolégico T = v~! > 0, que actda como el tiempo de relajacién para el establecimiento del
equilibrio.

La integral de colisién (2.15) se caracteriza por la desviacién de la funcién de distribu-
cién electrénica f(r,p,t) de su cantidad de equilibrio fr(e), llamada funcién de distribuciéon
de Fermi-Dirac. Esta depende explicitamente sélo de la energia electrénica E y tiene como
pardmetros la energia de Fermi Er y la temperatura T,

fe(E) = [1 +eXp(E_TEF )]_1. (2.16)

Por lo anterior, la integral de colisiéon (2.15]) es evidentemente cero cuando el sistema estd en
equilibrio, es decir, para f(r,p,t) = fp. También, (2.15) se conoce como 7-aproximacién de la
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integral de colision.

La velocidad de los electrones y la fuerza que acttia sobre ellos en el campo eléctrico E(r, t)
se escriben, respectivamente como

dr 0E p?
V—E—%, dado que E—%, (217&)
dp .
— = —¢E(r, 1) con e>0 la carga del electrén. (2.17b)

dt

Sustituyendo (2.15) y (2.17) en (2.14), la ecuacién cinética toma la siguiente forma en la
T-aproximacion:
of . 9f

§+v g—eE(r,t)

of _ _f-Jr

.%_ —

(2.18)
En [2] la corriente eléctrica se expresa en términos de la funcién de distribucién f(r,p,t)
por medio de la siguiente férmula:

2e
(27th)3

j(r,t)=— jd3pvf(r,p,t). (2.19)

Se busca la funcién de distribucion en la forma

d
f(x,v,t) = fp(E) + a—];:)((x,v) exp(—iwt). (2.20)
Aqui, el segundo término del lado derecho es la pequefia adicién lineal de no-equilibrio a
la funcién de distribuciéon de Fermi fr(E) (|x(x,v)| < Eg). Como el campo eléctrico depende
s6lo de la coordenada x y es monocromaético con dependencia del tiempo ¢ como exp(—iwt), es
evidente que la correccién de no-equilibrio también depende sélo de x y debe ser proporcional

al factor exp(—iwt).

Para encontrar componente y de la corriente eléctrica, sustituimos (2.20) en (2.19),

J
j(x,t) = _(272;)3 ljd3pva(E)+jd3pva—]g (x,v)exp(—iwt)| =
d
_ —(2i;)3fd3pva—]g (x,v)exp(—iwt). (2.21)

Es evidente que la primera integral es igual a cero porque en estado de equilibrio, no existe
ninguna corriente eléctrica.

Comparando (2.21) con (2.12)), tenemos la expresién general para la componente y de la
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densidad de corriente j,

i) = -2 Id3pvy% (x,v). (2.22)

El célculo de j(x) usando la férmula (2.22)) se desarrolla con todo detalle en [27]. Aqui,
escribimos tnicamente la expresién final:

j(x) = J:OO dx'o(x—x")E(x'). (2.23)

o0

Aqui, el kernel integral del operador conductividad, se define como

1
o(x) = 301 J; dn, n—tzexp(— i ), o(x)=o0(—x). (2.24)

41, My lony
En el cilculo se introducen las notaciones

, (2.25)

= t— x

Pr Vg Pr Pr

X

|px|:M:m|vx|, n _&:(1_’12)1/2

que resultan del cambio a coordenadas cilindricas {p,, p;, ¢} en el espacio del momentum,

Px=Px Py =MmMvy=p;COSQ,  p,=mv,=p;sing, (2.26)

También, se toman en cuenta las expresiones para la conductividad clasica de Drude-Lorentz
opr, Y el paso promedio efectivo [,

32 2
pre B Wy %3

_ - R 2.27
3r2dm(v—iw)  4n(v-iw) ( )

ODL —
V—iw

Es sobresaliente que la ecuacién (2.23) nos da una relacién no-local entre la densidad de

corriente j(x) y el campo eléctrico E(x) en la placa metalica, a diferencia de la relacién clasica
local (??) de Drude-Lorentz.
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Capitulo 3

Cristal Fotonico Metalodieléctrico

3.1. Campo Electromagnético en la Celda Unitaria del Cristal
Fotonico Metalodieléctrico

En algunos trabajos dedicados al estudio de la propagacién de ondas electromagnéticas a
través de sistemas Opticos con inclusiones metdlicas, la densidad de corriente electrénica en
un punto dado del metal esta especificada por el campo eléctrico en el mismo punto,

w2

j(x)=opLE(x), opL= Wiiw)' (3.1)

Con el uso de las ecuaciones de Maxwell, se puede demostrar que el medio descrito por la ley
de Ohm (3.1)) tiene la permitividad dependiente de la frecuencia

2

p
m. (3.2)

@
ep = ¢epr(w)=1-

Es la llamada permitividad de Drude-Lorentz. En el capitulo anterior, el metal se describe en
términos de esta permitividad, vea la ecuacién (2.1).

Hablando en términos estrictos, este modelo puede ser adecuado para muestras de bulto.
Sin embargo, es conocido que los efectos de dispersién espacial (o efectos no locales), los cua-
les son causados por la inhomogeneidad del campo electromagnético y se manifiestan en el
efecto piel anémalo, deben tomarse en cuenta aun en estas muestras, bajo ciertas condiciones.
Ademais, es necesario tomar en cuenta el efecto del tamafo en micro- y nano-estructuras, en el
cual, el ancho de la inclusion metalica es comparable con la profundidad de penetracién de la
onda electromagnética en esta inclusion.

En el enfoque de la ecuacién cinética de Boltzmann, la relacién entre la densidad de co-
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rriente electrénica y el campo eléctrico en el metal es integral, en contraste con el modelo de
Drude-Lorentz. Como consecuencia, la ecuaciéon de Maxwell (vea [30]) que describe el campo
eléctrico en la placa metalica se convierte en una ecuacién integro-diferencial definida en un
intervalo finito. La solucién de esta ecuacién se simplifica por la continuaciéon analitica del
campo eléctrico a todo el eje x, con el uso de las condiciones de paridad y continuidad. Sin dar
mas detalles del calculo, presentamos la férmula integral para la densidad de corriente,

j(x) = de’o(x—x’)E(x’), (3.3a)
ooy | 2 (I
_ 30 1-ng _lx
o(x)= 1 Jdnx s exp( anx), (3.3b)
0
. (3.3¢)
V—iw

donde v es la velocidad de Fermi, v es la frecuencia de relajacién electrénica, [, implica la
trayectoria media libre efectiva de los electrones debida tanto a sus colisiones con dispersores
como al cambio de fase del campo electromagnético.

En el limite de dispersidn espacial débil |/ ,| < |9], donde 6 es la profundidad de penetracién,
el kernel o(x — x”) se vuelve una funcion casi delta. Es facil checar que en este caso la relacion
(3.3a) entre j(x) y E(x) toma una forma local y estd exactamente dada por la ecuacién (3.1),

j(x) = E(x) J o(x")dx’, donde J o(x")dx" = opr. (3.4)

Las ecuaciones que describen el campo electromagnético en la capa dieléctrica, son las mis-
mas que las ecuaciones y (1.5b). Por lo tanto, la distribucién del campo electromagnético
E, y H, dentro de la capa dieléctrica estd dada por las ecuaciones y (1.6b). La expre-
sion para el campo eléctrico dentro de la capa b metalica puede ser obtenida basdndose en los
resultados de [30]. En dicho trabajo se asume que el metal es no magnético, sin embargo, los
resultados obtenidos ahi pueden generalizarse facilmente al caso en el que p;, = 1. De tal modo,
la distribucién del campo electromagnético dentro de la n-ésima celda unitaria (a,b) estd dado

por

E,, (x) = Afexpliky(x - x, )| + Ay exp[—iky(x = x,)], (3.5a)
H, (x)=2Z;" {A;; exp [ika(x — xun)] — A, exp [—iku(x -~ xan)]}, (3.5b)

dentro de la capa a,, donde x, <x<x; ;
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E, (x) = .97 i Ijlbn(xanﬂ)COS[ks(Xang —x)]—an(xb,,)COS[ks(x—xbn)]’ (3.62)
" dp L= ks —k2e(ks)py

Hy (x) = i ks y Hy, (xq,,,)sin[ks(x,, _x)]+an(xb”)Sin[ks(x_xbn)]’ (3.6b)
" L= dy k3 — k2e (k) py

dentro de la capa b,, donde x;, <x<x, ..

Aqui, k = w/c es el numero de onda en el espacio vacio. La expresiéon (3.6a) representa una
serie de Fourier de los modos electromagnéticos normales con numero de onda discreto

ks = mts/d,,. (3.7)

La interaccion del s-ésimo modo con los electrones de conduccién de las capas metdlicas
estd especificado por su propia permitividad ¢(k;), la cual no es una permitividad asociada
con el campo electromagnético total. La permitividad modal ¢(k;) depende del nimero de on-
da discreto k; a través del factor de no-localidad KC(kl,,):

2

ko) =1 P Kk 3.8
e(ks) = —m (ksly,), (3.8a)

3 (Y a-n2)dn, 3([ 1 1 1
] y== S X)TX = l)————¢. .
ko) 2f0 T Rlom? 2[Rl T Rty | Pretantsle) = Gy (3.8b)

Dependiendo del nimero de onda k;, el factor K(k,l,) define completamente el efecto de
dispersion espacial en la permitividad efectiva e(kg). Debido a esto, vale la pena escribir sus
asintotas,

stw) ™ 5 ’ para ( sl wl) <L ( ,9a)
]C(k l )- 0 para |k l | > 1 (3 9b)
stw 1”5|le stw : :

Las ecuaciones(3.9) muestran que el efecto no-local puede despreciarse sélo cuando se encuen-
tra la condicion para todos los modos que contribuyen a (3.6a). Como en este caso ¢(k;) es
la misma para todos los modos y coincide con el modelo de Drude-Lorentz, este dltimo puede
ser aplicado para la descripciéon electrodindmica de la placa metalica.

Las formulas (3.6) hacen referencia al asi llamado régimen no-local donde la dispersion
espacial es relevante. En el régimen no-local, el metal no puede ser descrito en términos de
una conductividad y una permitividad tnicas.
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En el enfoque local, con la permitividad de Drude-Lorentz (3.2 como la permitividad efec-
tiva del metal, el campo eléctrico dentro de la capa metalica b,, es

ik k — ky(x —
ik, Hy (x, cos| .b(xanﬂ X Hy (xs, COS[‘b(x Xp,)] '
sin(k,dp) sin(k,dp)

Ep (x) = —— (3.10)
n kb

Aqui, el nimero de onda k;, se define como k;, = k+/epr (w)puy, (Rek, > 0, Imk;, > 0). La expresiéon

(3.10) no es més que la expresion para E;, (x) a partir de las ecuacién (1.6c) en la representacion

de ondas estacionarias.

Tomamos las expresiones y para el campo electromagnético en la n-ésima cel-
da unitaria de la estructura dieléctrico-metal y las evaluamos en las fronteras opuestas de la
capa metdlica b,. Como resultado, obtenemos las expresiones que relacionan al campo electro-
magnético en las dos superficies x = x;, y x = x, , de la placa metélica con las amplitudes de
las ondas viajeras incidentes y reflejadas dentro de las capas dieléctricas a,, y a,,,1,

E,,(xp,) = A} exp(ip,) + A, exp(-ig,), (3.11a)
Ey (xp,) = Hyp, (x3,)Co — Hy, (x4,,,)Ca> (3.11b)
H,, (xy,) = Z; ' [Aj exp(ia) - A exp(=i,)], (3.11c)
Eq,., (Xa,.,) = Ajy + ALy, (3.11d)
Eyp, (x4,,,) = —Hp, (x4,,,)Co + Hy, (xp,)Cas (3.11e)
Hg, o (%a,0) = Z3 (Al = Apyy)- (3.11f)

Aqui, se definen las impedancias adimensionales superficiales Cy y C; de las fronteras izquierda
y derecha, respectivamente, como:

ik}lb — 1
Co=—Pb N - 3.12a
’ dp S:Z_o’o ke — k2e(ks)uy ( )
ikpy, cos(ksdy)
-7 A A 3.12b
= LR (3120

Estas tienen el sentido fisico de un cociente del campo eléctrico entre el campo magnético. La
suma infinita en se debe a la cuantizacion del campo electromagnético (3.6) dentro de la
placa metélica.

Es facil ver de (3.8) K(ksl,,) = 1, e(k;) = epr, y las sumas infinitas en (3.12) se pueden calcular
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explicitamente, dando como resultado,

(DL) .., cos(kydy)

CO — le Sln(kbdb)’ (3133.)
(DL) _ . 1

Cd - lzbsin(kbdb); (313b)

que son las impedancias correspondientes al modelo local de Drude-Lorentz.

3.2. Matriz de Transferencia, Ecuacion de Dispersiéon y Trans-
mitancia

Las condiciones de frontera para los campos eléctrico y magnético son las mismas que las
utilizadas en la Seccién a saber, estdn dadas por las ecuaciones (1.10). Combinando las ex-
presiones (3.11) con las condiciones de frontera (1.10), llegamos a las siguientes dos relaciones:

( Hy, (%,.,) )_[ Qf Qf ( As ) (3.14a)
H () || o o |\ 4 ) |

( A;+l )_[ Q(lbl) Q(lbz) ( an(xanH) ) (3 14b)
Aun 1\ o) o )\ i) ) |

La matriz Q'® nos da la posibilidad de expresar los campos magnéticos en las fronteras opues-
tas de la capa metdlica b, in en términos de las amplitudes A} de la capa dieléctrica a,, dentro
de la vecindad de la capa b,. Se encuentra que los elementos de la matriz Q'*) son

a) CO - Za

( .
Qll = Zqu exp(l(Pa): (315&)
(a) CO+Za .
_ _ 1
Q12 7.0 exp(~i,), (3.15b)
a exp(ip,
Q(Zf = —pz((p), (3.15¢)
exp(—-igp,
Q} = ——p(z Po) (3.15d)

La matriz Q") relaciona las amplitudes AZ

magnéticos en las fronteras de la capa metalica b,,. Los elementos de la matriz Q) estdn dados

dentro de la capa dieléctrica a,,; y los campos
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por

QY = (z.-t)2 (3.16a)
Q(lbz) = Ci/2, (3.16b)
Q) = ~(Za+To)2, (3.16¢)
Q(zbz) = C4/2. (3.16d)

Los determinantes de las matrices Q@ y O son

detQ® =2/7,0,,  detQ®) = Z,0,/2. (3.17)

Las ecuaciones (3.14) dan como resultado la siguiente relacién importante que conecta las
amplitudes A}, y Af de las capas dieléctricas vecinas a, y 4,1,

At )_ Qi1 Q2 (A; )
)= " . (3.18)
( A [ Qy Qxn J\ Au

n+1

La matriz de transferencia O = QW Q@ tiene los elementos

(CO - Za)2 - C;

Qu = - 7.0, exp(ip,), (3.19a)
Zi-Co+lq

Q2 = —WGXP(—Z(PQ), (3.19Db)
z2-2+02

Qo = Tucdexp(lqﬂa), (3.19¢)

(CO + Zu)2 - Cﬁ

Qp = 7.0, exp(—ig,)- (3.19d)

Claramente, la sustituciéon de las impedancias de Drude-Lorentz (4.2) en las ecuaciones (3.19)
da como resultado las ecuaciones ((1.17).

De la representaciéon de producto de la matriz de transferencia Q = Q®WQW, y de las
ecuaciones (3.17), vemos que la matriz de transferencia es unimodular,

detQ =det QW det Q) = 1. (3.20)

De acuerdo con la ecuacién (1.27)), la fase de Bloch y = «d, la cual esta definida por la traza

32



de la matriz de transferencia Q, satisface la siguiente relacién de dispersioén:

Z2 + CZ _ CZ
cosy = C—ZCOS(pa—iazZ—OCddsin(pa. (3.21)
a

Podemos asegurarnos de que al sustituir las impedancias de Drude-Lorentz (3.13) en la rela-
cion de dispersion (3.21)), esta relacién de dispersion se transforma en la ecuacion ((1.36).

No es posible derivar una expresion simple para la transmitancia y la reflectancia, debido
a que, como es facil apreciar, las condiciones no se encuentran para la matriz de trans-
ferencia (3.19). Evaluando los cuadrados de los valores absolutos de (ON),, y (ON),,, dados
por las ecuaciones (C.1)-(C.2), con el uso de la ecuacion (1.26), presentamos explicitamente la

transmitancia y la reflectancia como

1
1Qa NP+ N1 12— 2Re(Qaa)N T3 y)

B Qa1 /NI
|Q22INI? + Tn-11> — 2Re(Qaa)NTN_1)

(3.22a)

TN

Ry = (3.22b)

Debido a que el metal es un medio disipativo de energia, tenemos que la absorbancia se
puede escribir en términos de la transmitancia y la reflectancia,

AN = ]. - TN _RN' (323)

Estos resultados tedricos para la relacién de dispersion, la transmitancia, la reflectancia y
la absorcién serdn aplicados en el siguiente capitulo de resultados.
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Capitulo 4

Analisis de Resultados

4.1. Analisis de las Impedancias

En la Sec. definimos las impedancias adimensionales en las dos superficies de la capa
metalica de la superred metalodieléctrica. En particular, en esta seccién nos concierne el anali-
sis de la dependencia de estas cantidades sobre la frecuencia normalizada w/w, de la onda
incidente, cuando metales no-magnéticos forman parte de la celda unitaria del cristal, es decir,
con y, =1, de modo que las impedancias quedan expresadas por

ik « 1
_ ik , 4.1
Co dbS:Z’ K2~ k2(k.) (4.12)
ik v cos(ksdy)
_ ik N~ cos(ksdy) 4.1b
Ca dbS;OkZ-kze(ks) (4.16)

Estas expresiones surgen de la evaluacion de las condiciones de frontera para el campo eléctrico
(3.6) en el metal y de la cuantizacién del mismo a través de la representacién de Fourier y del
numero de onda discreto k; = 7ts/d,,.

Cuando la dispersién espacial es débil, el argumento del factor de no-localidad es pequerio,
lkslo| < 1, y K(ksl,) puede reemplazarse con K(0) = 1 (ver Ec. (3.8b)) para todos los modos
discretos que contribuyen al campo electromagnético total. La permitividad efectiva es,
de tal modo, independiente de s y se convierte en la permitividad local descrita con el
modelo local de Drude-Lorentz epy: €(k;) — €(0) = epp = €. Asi, las sumas infinitas en se
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Figura 4.1: (Color) Gréfica de la parte real de la impedancia superficial Cy en funcién de la
frecuencia para una placa de aluminio (vp = 2.03 x 10°m/s, wp = 3.82 % 10'5s7!) y para una

placa de plata (vp = 1.39 x 10°m/s, wp, = 0.96 x 10155‘1), para dos valores de la frecuencia de
relajacién vy = 2.5 x 10‘3a)p (curvas superiores) y v, = 0.1v; (curvas inferiores), ambas con un
espesor dj = 46 = 4c/w,,.

pueden calcular explicitamente dando como resultado las impedancias superficiales locales

(OL) _ ., cos(kydp)

= iz, 2%"%) 42
o T G hedy) (4.22)
(DL) . 1

=iz — 4.2b
o =1l (4.20)

con los pardmetros 6pticos de Drude-Lorentz

ep=¢€(0)=epL=1- w;/w((u +1v), (4.3a)
ny = \/6_, Zb = 1/1’11,, kb = lek = wnb/c, (43b)
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dados por la ecuacién general (1.2).

Para derivar las expresiones (4.2) hemos utilizado las férmulas

X v 1
cot(mx) = p Z 2o
1 x v (-1F
sin(nx)  w Z x2 - k2’

las cuales se pueden encontrar en la Ref. [10].

(4.4a)

(4.4b)

7- : ‘ = 1 " 1 i 1 : 1 |
s\
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| b, N\ :
3 A |
1 :’I ) ' i
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Figura 4.2: (Color) Parte real de la impedancia superficial ¢ en funcién de la frecuencia para
una placa de aluminio para distintos espesores, con un valor de la frecuencia de relajacién
v=25x 10‘4a)p. Comparacién con el modelo local de Drude-Lorentz.

En la Figura que es andloga a la presentada en la Ref. [30] para la absorcién en una
placa metdlica, presentamos la dependencia de la parte real de la impedancia (g en las placas
de aluminio (Al) (vp = 2.03x10°m/s, w, = 3.82x10'°s7!) y plata (Ag) (vp = 1.39x10°m/s, w,, =
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Figura 4.3: (Color) Parte real de la impedancia superficial C; en funcién de la frecuencia para
una placa de aluminio para distintos espesores, con un valor de la frecuencia de relajacién
v=25x 10_4a)p. Comparacién con el modelo local de Drude-Lorentz.

0.96x1013s71), para dos valores de la razén de relajacién v/w, con espesor normalizado d;,/6 =
4 fijo. Consideremos primero las tres curvas superiores graficadas para un valor v; = 2.5 x
10_3wp. De esas tres curvas superiores, la curva inferior (cyan) no toma en cuenta los efectos
de dispersion espacial, es decir, corresponde al modelo local de Drude-Lorentz. Notemos
que la dependencia Re C(()DL)(a)/a)p) es universal para todos los materiales (a valores dados de
dy/6'y v/w,). La parte real Re(o(w/w)) en las otras dos curvas (verde y violeta) incrementa
rapido en el rango de frecuencias no-local y después el incremento se vuelve casi invisible
en la escala comun. En contraste con la curva inferior, las curvas superiores estan graficadas
de acuerdo con el enfoque cinético . Estas difieren cualitativamente de la curva inferior,
debido a que en el rango de frecuencias de nuestro interés, las curvas graficadas con el modelo
cinético presentan un comportamiento no mondtono y un maximo pronunciado. Un caso mas
interesante y no-trivial aparece a valores menores del cociente de relajacidn para las tres curvas
inferiores (con v, = 0.1v; = 2.5 x 10‘4a)p). Aqui, debido al decremento de la razén v/w,, se
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pueden ver oscilaciones en lugar de un solo maximo. Las oscilaciones ocurren en el rango de
frecuencias no-local.
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Figura 4.4: (Color) Diferencia AC; =Im(; —Im C;DL) de la parte imaginaria impedancia super-

ficial C; en el modelo cinético menos la parte imaginaria de la impedancia superficial C;DL) en
el modelo local de Drude-Lorentz, para distintos valores del espesor d;, de la placa metalica.

Las oscilaciones se muestran con mas detalle en las Figuras[4.2]y[4.3] donde se presentan las
partes reales Re (o(w/wp) y Rey(w/w,), respectivamente, para diferentes espesores de la placa
metdlica. Por ejemplo, en la Figura conforme aumentamos el espesor de la placa metdlica,
aumenta el nimero de oscilaciones. En ella, mostramos que para el rango de frecuencias no-
local, la diferencia de las partes reales de la impedancia entre los modelos local y cinético, es
evidente, en tanto que después de la frecuencia w = nvpa)p/c ambos formalismos convergen.

Cabe resaltar que las impedancias de Drude-Lorentz dependen de tres parametros adi-
mensionales: la frecuencia del campo electromagnético w/w), y la razén de relajacion electréni-
ca v/a)p, ambas normalizadas a la frecuencia de plasma Wp, asi como la razén d;,/0 del grosor
dy de la placa metdlica entre la profundidad de piel 6 = c/w), en el bulto metdlico, la cual es
alcanzada en el rango de frecuencias v < w < w,,, donde ¢}, = ¢(0) ~ —wﬁ/a)z. Es de vital impor-
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tancia notar que las impedancias cinéticas dependen de un cuarto pardmetro de control
nvp/c < 1, asociado con la velocidad de Fermi de los electrones en el metal. Este parametro
entra en el argumento del factor de no-localidad K(k,l,,) y es responsable del efecto de dis-
persion espacial, el cual se manifiesta perfectamente en el infrarrojo si v < w < (vg/c)w, (ver
Refs. [30, 31]).
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Figura 4.5: (Color) Diferencia AC; =Im(;—Im C;DL) de la parte imaginaria impedancia super-

ficial C; en el modelo cinético menos la parte imaginaria de la impedancia superficial C;DL) en
el modelo local de Drude-Lorentz, para distintos valores del espesor d;, de la placa metélica.

Definimos también, las diferencias de las partes imaginarias de las impedancias en el mo-
delo cinético menos las partes imaginarias en el modelo local de Drude-Lorentz, denotadas,
respectivamente, por Ay y AC; mediante las férmulas

ACyp=ImCy—Im C(()DL), (4.5a)
ACy=TmCy-Tmc". (4.5b)
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En las Figuras [4.4]y [4.5] respectivamente, mostramos la dependencia de la frecuencia nor-
malizada w/ wp de estas diferencias . Estas, son cantidades oscilantes con un maximo y un
minimo absoluto y como se puede ver, las diferencias de Cy y C; de aquellas predichas por el
modelo local de Drude-Lorentz son del orden de 1074, es decir, del orden de las partes reales
de las impedancias mismas.

4.2. Diagrama de Bandas

Basandonos en la teoria presentada en los capitulos anteriores y en las Figuras en
esta seccién presentamos el diagrama espectral de bandas del cristal foténico metalodieléctri-
co, en la regién de no-localidad.

Suponemos ahora que el metal es componente de la celda unitaria de un cristal foténico de
capas alternantes dieléctrico-metal. En particular, vacio-alumnio, que es el material metalico
estudiado en la seccién anterior. En la placa metalica, el espesor sigue siendo d;,/6 = 4, sin em-
bargo, buscamos el espesor del dieléctrico correspondiente a tener un maximo o un minimo en
las partes reales de las impedancias o en sus diferencias. Esto es, debido a que los maximos o
minimos absolutos de estas cantidades se encuentran en la regiéon de no-localidad, que es don-
de se muestra la diferencia mayor entre los moelos local y cinético. En la Fig. |4.6| presentamos
el cdlculo numérico de las frecuencias en las cuales, las partes reales de las impedancias Cy,
C4 y las diferencias tienen sus maximos y minimos absolutos, respectivamente. Estas fre-
cuencias para los maximos absolutos son a)/a)p =3.22x1073,6.66x1073,1.101x1073,7.5x107%
para ReCy,Re Cy, ACy, ACy, respectivamente y a)/a)p =212x1073,9.7x107%4.7x1073 para los
minimo absolutos de Re (4, ACy, AC,, respectivamente.

Ademas las resonancias del tipo b, aparecen las resonancias del tipo 4, donde se cumple
que
Qs =k,d, =j,m, j.=1,23,... (4.6)

La ecuacién (4.6) se puede reescribir, de manera muy simple como

/6 = jom(ngw/wy)™,  ja=1,2,3,... (4.7)

De es facil ver que teniendo el conocimiento de la frecuencia normalizada a)/a)p, es
posible obtener el espesor normalizado d,/06 del dieléctrico a. Con esta informacion, es posible
construir la solucién numérica de la ecuacion de dispersion (3.21)). Esta solucién se construye
de modo que Imy > 0, Yw/w,,.

En el lado izquierdo de la Fig.[4.7] presentamos el diagrama de bandas completo correspon-
diente a una estructura periddica infinita de vacio-aluminio (n, = 1, p, = 1), con espesor de
la placa metélica d,/6 = 4 y espesor del dieléctrico d,/0 ~ 3237.08, calculado numéricamente
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Figura 4.6: (Color) Cédlculo numérico de la frecuencia a la cual las cantidades Re Cy, ReCy, AC
y AT, presentan su maximo y su minimo absoluto. Se calcula para aluminio (vg = 2.03x10°m/s,
wp = 3.82x 1019s71) con un valor de la frecuencia de relajaciéon v = 2.5 x 10_4a)p y un espesor
de la placa metélica fijo, d;,/6 = 4.

en la Fig. El espesor d, se selecciona de tal manera que la frecuencia w = mc/d, para la
primera resonancia de Fabry-Perot en la capa a coincide con la frecuencia w = 9.7 x 10‘4wp,
donde se encuentra el minimo absoluto de la diferencia ACy = Im(y—Im C(()DL) (curva azul en
la Fig. [4.6). En la Fig. las lineas en azul y cyan corresponden al diagrama de bandas que
predice el modelo cinético, mientras que las lineas en rojo y negro corresponden al diagrama
de bandas que predice el modelo local de Drude-Lorentz. Del lado derecho, en a), b) y c), re-
portamos de las primeras tres bandas fotdnicas, las cuales no se notan claramente en el lado
izquierdo. En ella, se pueden observar varios efectos de dispersion espacial en la estructura de
bandas. Primero, que las bandas de paso cinéticas se distinguen claramente de las bandas de
paso locales. Segundo, tanto la magnitud como el signo de la parte real Rex del vector Bloch
cambian en comparacién con el modelo local. Tercero, los saltos de Re «, los cuales ocurren por-
que Rex estd confinada a la primera zona de Brillouin, son diferentes en uno y otro modelo.
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Figura 4.7: (Color) Parte real y parte imaginaria del nimero de onda de Bloch de un cristal
foténico vacio-aluminio. Comparacién de los modelos cinético (azul y cyan) y clasico (rojo y
negro). Se muestran las primeras tres bandas de paso. Este diagrama de bandas se reporta en
la Ref.[31]].

Finalmente, el valor minimo de la parte imaginaria Im x en las bandas de resonancia préctica-
mente no varia de banda a banda dentro del formalismo no-local. Este resultado se reporta en
las Refs. [28} [31]].

4.3. Influencia del Amortiguamiento de Landau sobre los Es-
pectros Opticos

El amortiguamiento de Landau sin colisiones es un fenémeno que se manifiesta natu-

ralmente bajo condiciones de dispersién espacial. Descubierto inicialmente en plasma, este

fenémeno es el responsable de la absorcién de radiacién electromagnética en s6lidos conduc-
tores. Es causado por la absorcién directa de energia electromagnética por electrones de con-
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duccién con trayectoria media libre grande, cuya velocidad v coincide con la velocidad de fase
de la onda con frecuencia w y vector de onda k,,, dentro del medio electrénico,

k,, v=ow. (4.8)
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Figura 4.8: (Color) Comparacién entre el modelo cinético y el modelo clasico de la prime-
ra banda foténica (lado izquierdo) para una estructura vacio-aluminio. En el lado derecho se
presenta a) la transmitancia, b) la reflectancia y c) la absorbancia, para un arreglo de N = 10
bicapas.

Actualmente, se ha puesto atencién a micro y nanoestructuras con inclusiones metalicas
delgadas cuyo espesor es comparable con la profundidad de piel alcanzada por el campo elec-
tromagnético. La electrodindmica de placas metalicas en esos sistemas se describe comunmen-
te con el modelo de Drude-Lorentz, que asume una relacion local entre la densidad de corrien-
te electrénica y el campo eléctrico, y por lo tanto, ignora por completo el amortiguamiento de
Landau. Sin embargo, a causa de la gran movilidad de los electrones de conduccién y la in-
homogeneidad del campo electromagnético, la ecuacién material constitutiva debe tener una
forma integral (i.e, no-local o de dispersién espacial). Como resultado, el mecanismo de ab-
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sorcién sin colisiones puede dominar sobre el mecanismo ordinario de colisiones. Para tomar
en cuenta este amortiguamiento, aqui hemos utilizado el formalismo de la ecuacién cinética
de Boltzmann que automaticamente toma en cuenta los efectos de dispersién espacial y que
incluye al modelo cldsico de Drude-Lorentz como un caso especial.
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Figura 4.9: (Color) Comparacién entre el modelo cinético y el modelo clasico de la prime-
ra banda foténica (lado izquierdo) para una estructura vacio-aluminio. En el lado derecho se
presenta a) la transmitancia, b) la reflectancia y c) la absorbancia, para un arreglo de N = 10

bicapas. Aqui, v = 0.

Suponga que v — 0, es decir, eliminamos mecanismo cldsico de absorcién correspondiente
al modelo de Drude-Lorentz. En estas condiciones, las permitividades efectivas en los forma-

lismos clasico y cinético, respectivamente, quedan expresadas por

w2
epp=1-—F"—
w(w+1iv)
wp
e(ks) =1~ mK(kSZw)

a)l%
rd EpL ~ —E, (493)
w;
N (k) ~ ——EK(kl,) (4.9b)
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Esto es, debido a que consideramos el intervalo de frecuencias v < w < w,,.

Bajo esta suposicién, podemos ver que ¢py, es una cantidad real, que no depende del amor-
tiguamiento v. Sin embargo, ¢(k) es una cantidad compleja, que sigue conteniendo al factor
de no-localidad K(k,l,,), el cual es el responsable de la dispersién espacial, y por lo tanto, del

mecanismo de absorcién de Landau.

Buscamos ahora dar una explicacién de las Figs. y En ellas, graficamos el diagra-
ma de bandas correspondiente a la ecuacién de dispersion de una estructura infinita
vacio-aluminio (lado izquierdo) y a) la transmitancia (3.22a)), b) la reflectancia (3.22b), c) la
absorbancia (3.23), correspondientes a un arreglo finito compuesto de N = 10 celdas unita-
rias (lado derecho). La diferencia entre estas dos figuras es el amortiguamiento, la primera
estd construida con v/w, = 2.5 x 1074, mientras que la segunda con v/w, =2.5x 1077 ~ 0. Cada
cantidad 6ptica se muestra en cada uno de los dos modelos.

En ausencia de colisiones, uno debiera esperar que en las cantidades 6pticas como la trans-
mitancia, refectancia y absorbancia, aparezcan las resonancias de Fabry-Perot. Sin embargo, de
las figuras, podemos notar que estas resonancias aparecen s6lo en el modelo local (Fig. [4.9).
Esto indica que el amortiguamiento de Landau esta presente atin en la ausencia de colisiones.
En el caso en el que v = 0 (Fig. las resonancias de Fabry-Perot obviamente desaparecen
y la diferencia entre un modelo y otro es de varios 6rdenes de magnitud en la transmitancia,
cantidad 6ptica importante desde el punto de vista experimental. Resultados semejantes a los
presentados en esta seccion se reportan en las Refs. [29,[32]
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos discutido la propagaciéon de las ondas electromagnéticas a través
de un cristal foténico 1D con inclusién metdlica, donde hemos considerado el andlisis de no-
localidad proveniente de la relacién entre el campo eléctrico y la densidad de corriente eléctri-
ca, usando el formalismo de la ecuacién cinética de Boltzmann para la funcién de distribucién
de los electrones de conduccion. La relacién de dispersion del cristal fotdnico, se ha expresado
en términos de las impedancias de las interfases entre las capas del metal y el dieléctrico [30].

En este trabajo hemos encontrado que para fracciones de llenado pequeiias (en relacién al
metal) el diagrama de bandas presenta bandas de paso con poca dispersiéon como consecuencia
del contraste fuerte entre las impedancias del dieléctrico y del metal. Estas bandas de paso
estrechas se atribuyen a las resonancias de Fabry-Perot en la capa gruesa del dieléctrico.

Esta no-localidad cinética en el metal se presenta en el infrarrojo y, por lo tanto, el espectro
de bandas foténicas del cristal puede ser fuertemente modificado cuando las resonancias de
Fabry-Perot estdn en ese rango de frecuencias.

Nuestros resultados han sido comparados con aquellos que se obtienen con el modelo local
de Drude-Lorentz. Se encuentran diferencias notables no sélo en la magnitud, sino también en
el signo de la parte real del numero de onda de Bloch en la resonancia de Fabry-Perot [31].

También, mostramos que la no-localidad de la conductividad en el metal conduce al sur-
gimiento del amortiguamiento fundamental de Landau sin colisiones, adicional al amortigua-
miento de colisiones clasico de Drude-Lorentz. Concluimos que el amortiguamiento de Landau
debe tomarse en cuenta no sélo cuando estas dos clases de amortiguamiento electromagnético
son del mismo orden, sino aun cuando el amortiguamiento de colisiones ordinario es nulo. El
amortiguamiento de Landau existe siempre y altera considerablemente la transmisién foténica
del arreglo dentro del rango de frecuencias de THz o infrarrojo cercano [32].

47



48



Apéndice A

Ecuaciones de Maxwell para Dieléctricos

A.1. General

Las ecuaciones de Maxwell en un medio no-conductor se leen

1 JB 1 JD
E:——— = — —
V x C o VxH T

V-B=0, V-D=0. (A.1b)

(A.1a)

Las relaciones entre el campo eléctrico E y el desplazamiento D, asi como entre la intensidad
magnética y la induccién, estdn dadas por

D:(E‘E, BZI/IH (AZ)

Las condiciones de frontera son la continuidad de las componentes tangenciales de E y H
E; = const, H; = const. (A.3)

Estas ecuaciones se obtienen a partir de la forma integral de las ecuaciones de Maxwell y son
validas en ausencia de densidad de carga y corriente superficiales, las cuales son condiciones
que suponemos en este trabajo.
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A.2. OndaTE

La polarizacién de la onda electromagnética estd dada por
E(x,t) ={0, E(x),0}exp(—iwt), (A.4a)
H(x,t) ={0,0, H(x)}exp(—iwt). (A.4b)

Aqui una onda electromagnética monocromatica de frecuencia w se propaga en direccién x,
perpendicular a la estratificacion (a lo largo del arreglo de bicapas).

De acuerdo con las ecuaciones de Maxwell (A.la)) y la polarizacién (A.4), para cualquier
capa a o b se tiene que

VxE,p={0,0,E,,(x)|exp(-iwt), (A.5a)
VxH,, = —{O,H;’b(x),O}exp(—ia)t), (A.5b)
JB

a;’b = —iwpap (0,0, Hyp(x)}exp(-iwt), (A.5¢)
JD

8:’}] = —iweg {0, Eqp(x), 0fexp(—iwt). (A.5d)

Sustituyendo los resultados (A.5)) en las ecuaciones de Maxwell (A.1), éstas se reducen a

dE,,(x) . wpy,,
;i =1 ’zabHa,b(x), (A.6a)

dH,
o) _; @eabp (o, (A.6b)
dx c '

Con la eliminacién de los campos eléctrico o magnético, de las Ecs. (A.6), puede uno obtener
la ecuacién de Helmholtz, respectivamente, para E(x) o H(x) con las correspondientes condi-
ciones de frontera, las cuales resultan directamente de la Ec. (A.3). Para el campo eléctrico se
tiene

d2
(ﬁw;b)gm(x) =0, (A.7a)
Eo(x;)=Ep(x;), g En(x;) = p, Ep(x;). (A.7b)
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O bien, para el campo magnético,

d2
(W + kib)Ha,b(x) =0, (A.8a)
Ha(x;) = Hy(x;),  py Hy(x;) =, Hy(x;). (A.8b)

Compare con la ecuacién de Helmholtz (1.5a) y las condiciones de frontera (|1.5¢).
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Apéndice B
Eigenvectores y Eigenvalores

Para desarrollar un tratamiento adecuado de un modelo regular y periédico, uno debe remi-
tirse al problema de eigenvalores y eigenvectores de la matriz de transferencia Q. El problema
de eigenvectores e* y eigenvalores A, para cualquier matriz Q de 2 x 2 se formula como

Qn Qn €f):/\(l 0)(e1—') .
(Q21 sz)(% N1 oo\ e ) (B.1)
o bien,

Qu-4A: Qn et ):O -
( Qa1 Qun—As )( e5 ’ (B.2a)

Qll_/\+ Q12
) =0. B.2b
' Q21 Qp— Ay ( )

Debido a que la matriz Q es unimodular (detQ = 1), la ecuacién caracteristica resultante de
(B.2b) para los eigenvalores A, se lee explicitamente

A2-TrQA,+1=0, TrQ=Qq; +Qu0. (B.3)

Sus soluciones se pueden presentarse en una forma muy util,

A A\ 2
T T
Ay = rQ + ( 1”Q) -1 =exp(xiy). (B.4)
2 2
las cuales poseen propiedades interesantes
2cosy:TrQ:A++A_, A A_=1. (B.5)
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Note que la fase de Bloch y es real, si la traza TrQ es real y cumple con la condicién ITr Q| > 2.
De otro modo, cuando [TrQ| < 2, la fase de Bloch y es de valor complejo. Asi, si la matriz Q es
una matriz de transferencia, la traza real TrQ junto con el requisito |[TrQ| > 2 representa una
condicién suficiente para la propagaciéon de ondas.
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Apéndice C
Teorema de Chebyshev

La identidad de Chebyshev (vea [6]]) establece que la N-ésima potencia de cualquier matriz
Q de 2 x 2 que satisface la condicién de unimodularidad (1.19), se expresa como

N
sN _ [ Qui Q2 ) :( QuiJn—In=1 Q12JN C.1
Q (Q21 Q2 Q21N Q22JN —IN-1 (1)
donde (N
= s1n.( 7/), (C.2)
siny

con la fase de Bloch y definida por las ecuaciones (B.4)), (B.5).

Larelacion puede demostrarse por induccion matematica. Primero, note que las Ecs. (C.1),
se verifican para N = 1, ya que Jo = 0 y J; = 1, haciendo que Q! = Q. En seguida, asumi-
mos que la identidad (C.1)es valida para cualquier potencia N > 1. Entonces, debemos mostrar
que también es valida para la potencia N + 1. Asi, tenemos que demostrar que

QN+1

( Qi1 Q12 )( QuiJn —JIn-1 Qu2JN
Q21 Q2 Q21N Q22JN —IN-1

) ZO>

(C.3)

QN
_ ( 1na1—In o Qi2dN+ )
Q21/N+1 QuJni1-IN |

Para calcular los elementos de la matriz QNV*!, hacemos uso de la relacién de recurrencia

JN+1 + N1 = 2cos YN, (C.4)

la cual también se puede demostrar por induccién matematica.

Asi, utilizando la relacién de recurrencia (C.4) y el producto (C.3), calculamos los elementos
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de Q‘N+l)

QY = Qf N -QiiJn-1+Q12Qu )N =
= Quil(Qi1+ Q)N —In-1]-(Q11Q22 = Q12Q21)/N =
= Qq(2cosyJn —In-1)—JIn = Qiin+1 = INs (C.5a)

(ON* 1, = QuQua)N +Q12Q2 N — QiaJn-1 =
= Qi2JN(Q11+Q22)— Qr2/n-1 = Qi2(2cos Y N —In-1) =
= Quln+1s (C.5b)

QN1 = Qu1Quin - QaiJn-1 +Q22Qo )N =
= QuJN(Q11+Q22)—Qa1/n-1 = Q21(2cosy N —In-1) =
= QaJN+1s (C.5¢)

QN1 = Q12Qu )N+ Q3 N — Quoln 1+ =
= Q[(Qi1+ Q)N —In-1]—(Q11Q22 = Q12Q21)IN =
= Qp(2cosyn —In-1)—In = Q22In+1 —IN- (C.5d)

Asi, hemos demostrado que la identidad de Chebyshev (C.1)-(C.2) es vdlida para cualquier
entero N.

Debido a la condicién de unimodularidad , para la matriz Q, su N-ésima potencia
, la matriz QN, también es unimodular. Esta propiedad resulta del hecho de que el deter-
minante de un producto de matrices cuadradas es igual al producto de sus determinantes, es
decir, det(QN) = detV Q, o bien, directamente del cédlculo,

det(QY) = (QuiJn —In-1)(Qa2Jn —In-1)— Q12Qa1Jf =

= J&—Tn-1(2cosy —In_1) =5 = In-1)N+1 =

sin(Ny) sin[(N = 1)y]sin[(N +1)y]

sin’y sin’y
1—-cos(2Ny) cos(2y)—cos(2Ny)
- 2sin2y - 2Sin2)/ B
_ 1—cos(2y) _1 (C.6)
2sin’y
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