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Resumen

En esta tesis se presenta la aplicacion de la teoria conocida como el formalismo Auto-
consistente de la Ecuacion Generalizada de Langevin (SCGLE, por sus siglas en inglés),
la cual permite describir las propiedades dinamicas, de sistemas compuestos por varias
especies, hacia el estado de equilibrio termodinamico o hacia un estado no ergédico carac-
terizado por la transicion vitrea o arresto dindmico. Especificamente, para caracterizar la
dindmica de una suspension coloidal es necesario proporcionar las propiedades estaticas
de equilibrio; por lo tanto, como una primera contribucién al trabajo de tesis se calcul6 de
manera analitica el factor de estructura estatico dentro de la cerradura de la Aproxima-
cién Esférica Media (MSA) usando N términos tipo Yukawa. Utilizando estos resultados,
se corrigié el modelo de esfera dura monodisperso, y posteriormente este mejoramiento
se utiliz6 para encontrar los diagramas de arresto dinamico de suspensiones coloidales
modeladas con uno y dos términos tipo Yukawa con interacciones atractivas y repulsivas.
En esta direccién, se realizé el analisis dinamico que permite caracterizar un estado de
vitrificacion como un wvidrio repulsivo y un vidrio atractivo. Para el caso de una mezcla
binaria, modeladas por interacciones de esferas duras, se realiz6 el andlisis dinamico, no-
tando que existe una variedad de comportamientos que van desde vidrios repulsivos a
vidrios atractivos, debido a la naturaleza depletante en estos sistemas. Por tdltimo, para
una mezcla binaria se utiliz6 un modelo de potencial cargado (tipo Yukawa) y no cargado
para obtener los diagramas de la vitrificacion, los cuales se comparan cuantitativamente
bien con los datos experimentales de mezclas de polimeros tipo estrella.
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INTRODUCCION

... El caos es un orden por descifrar (LIBRO DE LOS CONTRARIOS [Ensa-
yo sobre la Sequeraf) . ..
José Saramago

... La teoria (dialéctica) que muestra cdmo los contrarios pueden y suelen ser
(cdmo devienen) idénticos; en qué condiciones son idénticos, al transformarse
unos en otros, por qué el espiritu humano no debe entender estos contrarios
como muertos, rigidos, sino como vivos, condicionales, moviles, que se trans-
forman unos en otros . ..

V. I. Lenin

Los vidrios estan presentes en nuestra vida cotidiana, tanto en aplicaciones basicas como
en sofisticadas tecnologias. Hay muchos ejemplos de sistemas vitreos con un notable interés
tecnologico, tanto procedentes de la naturaleza como desarrollados por el hombre. Entre
ellos, podemos citar los vidrios inorganicos de borosilicatos que se usan para fabricar
botellas o vidrios para las ventanas; los vidrios de calcogenuros que se usan para guias
de ondas o para memorias de ordenador; los vidrios metalicos con excelentes propiedades
mecanicas; y los polimeros tan habituales en nuestro entorno. Todos estos materiales se
caracterizan por la ausencia de un orden cristalino (sus 4tomos no estan colocados segin
la red ordenada que caracteriza los cristales) y por tener una temperatura de transicion,
llamada transicion vitrea (7,), que separa el liquido subenfriado (a temperaturas por
encima de T,) y el material rigido (a temperaturas por debajo de T,). Una caracteristica
importante de la transicion vitrea es el tiempo de relajaciéon asociado a la posicién de
las particulas. A una temperatura cercana a Tj estos tiempos de relajacién son grandes
comparados con el tiempo asociado a la relajacién estructural, en consecuencia el sistema
pierde la propiedad de ergodicidad, y queda en una estado “arrestado” que no es de
equilibrio termodindmico puesto que no corresponde al minimo de su energia libre [1]. La
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comprension de este proceso de vitrificacién es uno de los problemas todavia pendientes en
la fisico-quimica de la materia condensada blanda, y por ello es objeto de una investigacién
intensa dentro de la comunidad cientifica.

El reconocimiento de transiciones de fase en sistemas coloidales, y la descripciéon de los
diagramas de fase con herramientas propias de la mecanica estadistica de fluidos simples,
ha sido un avance significativo en la fisica coloidal. Los sistemas coloidales, en algunos
aspectos, presentan una fenomenologia similar a la de los fluidos atémicos, y a la vez,
otras caracteristicas propias sin semejanzas con otros sistemas. La caracteristica comin
entre un sistema coloidal y un fluido molecular es la existencia de una transicion vitrea
(“glass” en inglés) a altas densidades, la cual es dirigida por el impedimento estérico,
esto es, por la repulsion entre los ntucleos de las particulas. Ademaés de esta transiciéon no
ergodica, existe otra que se presenta cuando se varia las condiciones del medio en el que
se encuentran las particulas coloidales, causando la modificacién de las interacciones entre
pares de particulas, dando lugar a interacciones atractivas o fuerzas de deplecion; cuando
esta interaccion es suficientemente intensa el sistema pasa a una fase llamada gel, en esta
transicién el mecanismo es debido a los fuertes enlaces que le impiden a las particulas
moverse libremente y explorar todo el espacio fase.

Entre los primeros intentos tedricos para describir la transicion vitrea, desde un punto
de vista molecular, destaca la Teoria de Acoplamiento de Modos (MCT, por sus siglas en
inglés) [1]; dicha teoria, primeramente obtenida para liquidos moleculares [1], y posterior-
mente generalizada para suspensiones coloidales [2], ha sido capaz de hacer predicciones
cuantitativas y especificas sobre la propiedades de algunos materiales que presentan esta-
dos dindmicamente arrestados. La MCT es una de las primeras teorias autoconsistentes
que permitié describir los diagramas de fase de estados arrestados con herramientas pro-
pias de la mecanica estadistica de liquidos; asi, el reconocimiento de la transiciones de fase
en sistemas coloidales supuso un avance significativo en la fisica coloidal. Sin embargo,
debido a la complejidad formal de sus fundamentos y algunas dificultades practicas en su
aplicacion especifica, la predicciones de la MCT han sido proporcionadas, principalmen-
te, para modelos coloidales monodispersos. Uno de lo mayores éxitos de dicha teoria es
la prediccion de una transicién “reentrante” hacia los estados de vidrio-liquido-vidrio en
suspensiones coloidales monocomponentes con interacciones atractivas de corto alcance,
la cual ha sido confirmada de manera experimental en un sistema binario de coloides y
polimeros no absorbentes [3, 4]. No obstante a pesar de este éxito, la MCT no puede
explicar ciertas caracteristicas experimentales como es la correcta localizaciéon de la curva
de transicion a los estados de arresto [3]|, ademés de que la versién multicomponente no
predice estados de reentrada de arresto dindmico [5]. Los estados de reentrada pueden
ocurrir cuando surgen fuerzas de vaciamiento o de deplecion entre los coloides la cual es
provocada por efectos solvof6bicos (tales como la concentracion de sal) o debido a que se
agrega una segunda componente (adicién de polimeros).

Recientemente, dentro de la gran diversidad de enfoques y modelos tedricos [6], ha
emergido una nueva propuesta cinética basada en la ecuacién generalizada de Langevin,
tal propuesta ha sido desarrollada por el equipo de trabajo de M. Medina Noyola. La
teoria a la que hacemos referencia es conocida como la SCGLE (self-consistent generalized
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Langevin equation, por sus siglas en inglés) para la dindmica coloidal del arresto dindmico;
esta teoria es muy semejante a la MCT pero ha sido complementada con algunas ideas
fisicamente intuitivas. La versiéon para una sola especie ha sido desarrolla en los siguientes
trabajos [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]; en tanto que, la extensién a mezclas coloidales se han
reportado en las siguientes referencias [14, 15]. Las ideas principales del esquema de la
SCGLE descansan en la extension de las bases tedricas dadas por Einstein, Smoluchowki
y Paul Langevin [16], asi como también en la ideas fundamentales de la termodindmica
irreversible de Onsager [17, 18].

La descripcién de las propiedades dinamicas de los sistemas coloidales en equilibrio ter-
modinamico, y en ausencia de campos externos, se basa en el conocimiento de la funcién
de dispersién intermedia, F'(k,t) [19]. Esta funcion es en esencia la trasformada espacial
de Fourier de la funcién de van Hove G(r,t), que mide el promedio de las correlaciones
espacio-temporales de las fluctuaciones térmicas en la concentracién local n(r, t) alrededor
de su valor de equilibrio n. Asi, sin considerar las interacciones hidrodindmicas, los re-
sultados fundamentales de la SCGLE consisten en proporcionar expresiones exactas para
F(k,t) y la funcién de dispersién intermedia incoherente (de una particula), F©)(k,t), y
para la funcién de friccion dependiente del tiempo, A((t); esta tltima funcién mide los
efectos de memoria sobre la particula de estudio (“trazadora”) debido a las interacciones
con el resto de las demas particulas en la dispersion coloidal. Estos resultados exactos
fueron complementados con dos aproximaciones que proporciona una solucién consistente
para las tres cantidades antes referidas. Tales aproximaciones estan basadas en expectati-
vas fisicamente intuitivas, la primera de ellas consiste en relacionar la dindmica colectiva
dada por F(k,t) con la dindmica de una particula, representada por F*)(k,t), la cual esta
relacionada con las propiedades de autodifusién de la trazadora. La segunda aproximacion
consiste en expresar a F'®)(k,t) en términos de la funcién de friccién A((t), a través de
una cerradura. En principio, tales expresiones fueron disenadas para describir la evolucién
temporal de la relajacién estructural de las particulas coloidales hacia su estado de equi-
librio, en el régimen de tiempos cortos e intermedios, sin embargo fue posible extender
su aplicacion a tiempos largos debido al caracter autoconsistente, el cual introduce una
retroalimentacion dinamica no lineal; de hecho, eliminado la contribucién a tiempos cor-
tos y haciendo el limite asintotico exacto a tiempos largos para la funcién de friccién fue
posible encontrar una expresién candnica que permite predecir cuando un sistema esta en
un estado ergddico o en un estado de vitrificacién ideal [10, 11, 12, 13, 15]; tal expresion
candnica es semejante a la que proporciona la teoria de acoplamiento de modos. El en-
foque de la SCGLE no solamente ha permitido estudiar algunas propiedades dindmicas
de interés para los sistemas coloidales, como por ejemplo la difusion, el desplazamiento
cuadratico medio, y las funciones de correlacién, por mencionar algunas de ellas, sino que
también ha permitido encontrar los diagramas de fases de arresto dinamico para algunos
sistemas de interés modelados por interacciones atractivas [12, 11, 13], mezclas binarias
de esferas duras [15, 20] , e interacciones de coulomb en el modelo primitivo [21].

El principal objetivo de esta tesis es la aplicacién de la teoria de la SCGLE para encon-
trar los diagramas de arresto dinamico usando otros modelos de interaccién, entre estos
modelos, se propone uno que permite mejorar la contribuciéon a la parte de repulsiva de
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contacto entre un par de particulas coloidales, y contrastarlo con los resultados publicados
en [13, 22, 23]; asi mismo, se obtienen los diagramas de arresto para un modelo equivalente
a un potencial DLVO. Para mezclas binarias se propuso un modelo de esferas duras carga-
das y descargadas. Ademas de los diagramas, se analiz6 la dinamica cerca de la transicién
vitrea para encontrar las causas que dirigen el mecanismo de arresto dindmico. De esta
forma, la estructura de la tesis se expone como sigue: en el segundo capitulo se desarrolla
los conceptos fundamentales en que se basa el esquema teédrico de la SCGLE; en el capitulo
siguiente se reporta los insumos estaticos necesarios para encontrar los resultados en el
contexto de la teoria de la SCGLE, este capitulo contiene la primera contribuciéon original
al trabajo de tesis, el cual consiste en el calculo analitico de los factores de estructura es-
tatica usando la aproximacién esférica media (MSA, por sus siglas en inglés). En el cuarto
capitulo se presenta los resultados de los diagramas de fases de arresto dinamico para
los sistemas ya antes mencionados, asi como su analisis dindmico; en ese mismo capitulo
también se profundiza atin mas sobre los conceptos de “vidrios repulsivos y atractivos”
en mezclas binarias, por medio del analisis dinamico a tiempos largos; en este sentido, el
capitulo también representa otra de las contribuciones importantes de esta tesis. En el
capitulo perteneciente a las conclusiones se resumen los alcances obtenidos en este trabajo
de tesis, asi como las expectativas de trabajos futuros dentro de este esquema tedrico.
Finalmente, en el apéndice se presentan algunos algoritmos usados para el calculo de las
propiedades estaticas y dinamicas.



CAPITULO 1

MARCO TEORICO

El objetivo de este capitulo es presentar, de forma general, el contexto en el que se
desarrolla este trabajo. Por consiguiente, primeramente se definiran el concepto de disper-
sion coloidal y las escalas de tiempo inherente a los procesos evolutivos espacio-temporal
de estos sistemas [24, 25]. Continuando, se expondran los conceptos necesarios para des-
cribir las propiedades estructurales estaticas y dinamicas de una suspensiéon coloidal, para
finalmente presentar la teorfa Autoconsistente de la ecuaciéon de Langevin Generalizada
(SCGLE, por sus siglas en inglés) y una serie de aproximaciones que describe el fenémeno
de arresto dindmico de estos sistemas.

En la descripcion de los liquidos coloidales existe tres conceptos centrales, el primero
de estos es el potencial efectivo de interaccién entre pares de particulas, a partir del cual
se puede obtener todas las propiedades fisicas de equilibrio. Ubicandonos en el contexto
de la mecéanica estadistica clasica de equilibrio o estadistica de Boltzman se definiran las
propiedades estructurales estaticas de un fluido, en especial, se desarrolla el concepto de
funcion de distribucion radial como una aproximacion efectiva para describir la configu-
racién espacial promedio de las particulas de un liquido [19, 26]. También se revisara el
formalismo de las ecuaciones integrales de Ornstein-Zernike como un método para calcular
la funcién de distribucién radial [19].

Otro concepto central en el estudio de las suspensiones coloidales es la funcién de
correlacion espacio-temporal que caracterizan los procesos de relajacion de las fluctuaciones
dentro o fuera del equilibrio termodindmico; para este enfoque es preciso introducirnos
al analisis del movimiento Browniano y al formalismo de las ecuaciones hidrodindmicas
lineales, toda vez que se consideran desviaciones pequenas respecto a las propiedades del
equilibrio térmico o de los estados estacionarios [19, 27].

Por 1ltimo, para la descripcion de las suspensiones coloidales se precisara del concepto
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de funcién de memoria, que toma en cuenta el efecto de acoplamiento entre la dinamica de
las particulas del solvente y las del soluto (particulas coloidales) y que se manifiesta como
un fenémeno de disipacion y fluctuante de los constituyentes granulares del solvente con las
particulas coloidales. Las funciones de memoria aunadas a las ecuaciones hidrodinamicas
constituyen lo que a veces se conoce como la hidrodindmica generalizada [19, 27]. En
esta direccion se introduciran los conceptos de “estacionaridad” y de la contraccién de
la descripcion; conceptos fundamentales en la construccion de la Ecuacién de Langevin
Generalizada (o ELG) para sistemas coloidales [28], para posteriormente llegar a la teoria
Autoconsistente de la ecuacién de Langevin Generalizada, y sus aproximaciones, las cuales
describen los fenémenos de arresto dindmico en suspensiones coloidales [7, 9, 14, 29].

§1.1

Dispersiones coloidales

Normalmente llamamos al gas, liquido y sélido como los tres estados fundamentales de
la materia, y de estos, las fases gaseosa y sélida son de los que més conocimiento y com-
prensién tenemos pues poseemos una descripcion casi completa de sus propiedades fisicas
y quimicas. En contraposicion, el entendimiento de las propiedades de los liquidos repre-
senta un reto actual en la investigacién cientifica. Aunado a estos tres estados, también
existen otros materiales que poseen propiedades fisicas y quimicas distintas o intermedias
a aquellos tres estados; cominmente estos materiales forman parte de una clasificacion de
la materia a la que se les denomina materiales blandos [24].

Existen multitud de ejemplos de materiales blandos en nuestra vida cotidiana, que
van desde las suspensiones coloidales (como la leche o la sangre) a soluciones poliméricas
(pinturas y recubrimientos), polimeros fundidos (plasticos), cristales liquidos (pantallas
de dispositivos electrénicos), sistemas anfifilicos (detergentes), micro-emulsiones (medica-
mentos, productos cosméticos), fluidos multifdsicos (bebidas carbonicas), vidrios, geles,
entre otros. Como vemos, la materia blanda forma parte de procesos bioldgicos, quimicos
y fisicos, y en consecuencia es de interés en numerosas aplicaciones tanto industriales como
tecnologicas.

En general, el estudio de la materia blanda es compleja debido a que poseen propiedades
reolégicas intermedias entre las de un sélido cristalino y las de un liquido molecular. Sus
interacciones entre particulas no son del tipo covalente, esto es, presentan interacciones
de Coulomb, o de Yukawa o de enlaces de hidrogeno. Normalmente los materiales blandos
son flexibles ya que pueden sufrir grandes deformaciones sin fracturase, esto es debido a
que las susceptibilidades de estos materiales son grandes, es decir, responden facilmente
ante esfuerzos generalizados de poca magnitud. La estructura promedio de un material
blando puede ser manipulada y a veces controlada por medios quimicos, electroquimicos,
mecanicos, etc. También algunos materiales blandos de origen orgéanico tienen la cualidad
de auto-organizarse. En general, en el contexto de la termodinamica, se puede decir que
la entropia es un factor preponderante en las propiedades de los materiales blandos.
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Figura 1.1: llustracién de una suspen-
sién coloidal con particulas coloidales es-
féricas de diferentes tamaios. El solvente
se ilustra como un fondo rugoso en color
azul. Los simbolos “+" y “-" representan
a los iones libres, estos iones provienen de
la disolucién de una sal en el solvente y
de los radicales que se disocian de los co-
loides.

En cuanto a la materia blanda, nosotros estamos interesados en el estudio de los fluidos
complejos, en especial de las dispersiones coloidales [25], que a escala mesoscdpica pueden
presentar la coexistencia de dos o mas estados de la materia. La descripciéon hidrodinamica
de estos sistemas no esta dada simplemente por las ecuaciones constitutivas de Newton
y Fourier; esto es porque a escala mesoscopica las fluctuaciones térmicas son importantes
y son las responsables ultimas de los procesos difusivos; particularmente, en el dominio
coloidal se manifiesta la coexistencia de las fluctuaciones térmicas con las constricciones
impuestas por las interacciones, estas ultimas son semejantes a las existentes en el estado
solido.

Una suspension coloidal es un fluido cuyas “particulas” se constituyen de grupos enor-
mes de moléculas ligadas llamadas particulas coloidales, y son las que componen el soluto en
una suspension coloidal. Estas particulas se encuentran inmersas en un liquido molecular
y/o en un “mar” de iones llamado solvente. Los grupos moleculares son lo suficientemente
grandes tal que forman una fase distinta al del solvente, pero a su vez son lo suficiente-
mente pequenos para que sus fluctuaciones térmicas sean relevantes en su descripciéon. Las
dimensiones lineales de una particula coloidal van desde los nanémetros hasta los micréme-
tros, y las dimensiones de los constituyentes moleculares o atémicos son del orden de unos
cuantos Angstroms. En muchas situaciones précticas, el sistema bajo consideracién puede
contener también particulas con tamanos intermedios, como polimeros no adsorbentes, o
pequenas particulas coloidales o micelas, con tamanos caracteristicos de diferentes nané-
metros (por ejemplo, el radio de giro de colas de polimeros). En la Figura 1.1 se ilustra
una “caricatura” de una suspension coloidal.

Por escala mesoscopica (del griego mesos -medio-) designamos un rango comprendido
entre lo molecular y lo macroscopico, aunque esta definiciéon es ciertamente vaga: como
ya se ha evocado, el tamano de dichas estructuras puede variar mucho de un sistema a
otro, incluso para un mismo fluido coloidal podemos tener varias escalas mesoscopicas.
Ademas, asociada a cada escala de longitud existe una escala temporal caracteristica. En
las siguientes secciones ahondaremos mas acerca de la escala espacio-temporal asociado a
los sistemas coloidales.
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§1.2

Sistema y modelo de potencial

Imaginemos una suspension coloidal; entonces, designaremos a las posiciones y mo-
mentos de las particulas coloidales como los grados de libertad mesoscopicos, mientras que
a las posiciones y momentos de las moléculas del solvente las denominaremos como grados
de libertad microscopicos. Como ya se ha mencionado antes, en una dispersion coloidal
son importantes las fluctuaciones térmicas, que no son mas que un desequilibrio de las
fuerzas que experimentan tanto las moléculas del solvente como las particulas coloidales,
provocando que las particulas del soluto y del solvente adquieran una velocidad distinta a
la velocidad promedio en equilibrio térmico. El tiempo que le toma a una particula coloi-
dal relajar su velocidad o alcanzar la velocidad de equilibrio es, al menos, tres ordenes de
magnitud mayor que el tiempo que le toma a una molécula [25, 30]. Debido a lo diacrénico
de estos tiempos de relajacién es muy comin que a los grados de libertad microscépicos
se les llame también, grados de libertad rapidos, y a los grados de libertad mesoscépicos
se les denomina como grados de libertad lentos.

Experimentalmente es mas facil rastrear la dinamica de las particulas coloidales, debido
a que la relajacion de la velocidad de una de ellas es mas lenta que la de una molécula.
Por lo tanto, podemos construir descripciones de la dinamica de la suspensiéon coloidal en
las que intervengan solamente los grados de libertad mesoscépicos [25, 30]. En general, el
estudio de la dindmica del soluto o la dindmica lenta se le llama dinamica disipativa. En
lo sucesivo, la frase dindamica coloidal indicara a la dindmica lenta o mesoscépica.

En la mecénica clasica aprendemos que la energia potencial de interaccion entre pares
de particulas, junto con las condiciones iniciales y de frontera, son suficientes para elaborar
una descripcion completa de las propiedades fisicas de un sistema. En general, la descrip-
cién de un sistema clasico se obtiene a partir de la solucién a la ecuacién de Liouville.
Ciertamente para un sistema de muchas particulas y con alto grado de asimetria, como es
el caso de una suspension coloidal, seria una tarea casi imposible; ademas, seria necesario
contar con un esquema adecuado que describa de manera correcta las diferentes escalas
espacio-temporal claramente delineadas que estan presentes en una suspension coloidal.

Un acercamiento al estudio de la fisica coloidal conlleva a considerar que los potenciales
de interaccién entre pares de particulas coloidales, sean, en esencia, potenciales efectivos.
Los potenciales efectivos contienen solamente informacién promedio-configuracional de las
macroparticulas, de su constitucion y de su distribucion espacial, en tanto que la infor-
macién concerniente al solvente queda reducida a algunos parametros independientes del
tiempo. La obtencién de un potencial efectivo formalmente se logra integrando (contra-
yendo) los grados de libertad de las pequenas particulas y/o de un subconjunto de las
macroparticulas en una suspensién coloidal polidispersa [30, 31]. El resultado de esta con-
traccién en el espacio fase (de Liouville) debe ser un espacio de fase reducido, lo que es
equivalente a sustituir las interacciones directas entre las particulas coloidales observadas
por una interaccién efectiva. Estas interacciones efectivas, por lo general, involucran una
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energia libre de las particulas pequenas y en consecuencia tienen un componente entropico.
En muchas situaciones este componente domina, y las fuerzas efectivas son conocidas co-
mo fuerzas entropicas. La contraccion también puede dar lugar a fuerzas de vaciamiento o
deplecion entre particulas coloidales inmersas en una solucién de particulas sin interaccién
(o con interaccion débil). Por ejemplo, en particulas coloidales inmersas en una solucién
de polimeros no adsorbentes, se encuentra que estas particulas se atraen cuando la dis-
tancia de acercamiento entre ellas es menor que el tamano caracteristico de las particulas
pequenias (polimeros).

En este trabajo de tesis nuestro sistema de estudio es una suspension coloidal polidis-
persa, y vamos a considerar que tanto la estructura estatica como la dindmica ocurren en
la escala mesoscopica. Asumiremos que el potencial a pares entre las particulas coloidales
es un potencial efectivo y que la informacién debida al solvente y/o a los iones libres es-
ta representada por los parametros del potencial efectivo. Por otro lado, el acoplamiento
fluctuante y de disipacion del solvente con las particulas coloidales se describird a través
de las funciones de memoria. En las secciones siguientes ahondaremos mas acerca de las
dindmica y de las funciones de memoria.

Principalmente, el modelo de potencial a pares que vamos a usar es tipo Yukawa y
consideraremos que las particulas coloidales son esferas duras. El potencial de Yukawa
entre una particula de la especie « y otra de la especie [ es

g, O (2l = o)

. , (L.1)

Uap (T
donde r es la distancia de separacion entre estas dos particulas coloidales, 0,5 = (04+03)/2
es el promedio aritmético de sus diametros; A, representa la amplitud de interaccion de
las particulas de la especie a y z es el inverso del alcance del potencial.

En los sistemas coloidales y, en general, en los fluidos complejos, existen dos clases de
fuerzas que siempre estan presentes: las fuerzas de atraccion de van der Waals y las fuerzas
de repulsion debidas al principio de exclusién de Pauli o llamadas de “esfera dura”. Existen
métodos, como la estabilizacién estérica, que permiten inhibir las interacciones de van der
Waals [24]. Como ya se ha mencionado, en la Figura 1.1, las macroparticulas dispersas
en agua invariablemente pueden adquirir una carga eléctrica liberando aniones o cationes
a través de la ionizacién o disociacion de grupos polares. La liberacion de iones en una
solucién son llamados contraiones (referido como un polielectrélito), dado que éstos llevan
una carga eléctrica de signo opuesto al de la macroparticula, en consecuencia existe una
interaccion repulsiva de origen Coulombico entre las particulas coloidales. Esos contraiones
son electrostaticamente atraidos por la carga de la macroparticula, no obstante, en orden
de incrementar su entropia, los contraiones también tenderan a moverse térmicamente
lejos de las macroparticulas, hacia el bulto de la soluciéon acuosa. La fuerza que tiende a
equilibrar esos dos efectos opuestos conlleva a la formacion de una doble capa eléctrica,
esto es, la distribucion o “nube” de carga de los contraiones “apantalla” la interaccién
electrostatica entre las particulas coloidales. Ciertamente, el solvente acuoso generalmente
contiene aniones y cationes de electrolitos disueltos (por ejemplo sal de cocina). Los iones
que llevan una carga opuesta a los polielectrolitos son llamados coiones y, obviamente, estos
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Figura 1.2: Forma general de un po-
Longitud de Debye tencial DLVO entre dos particulas carga-
I das del mismo didmetro como funcién de
la distancia de separacién r. En esta fi-
gura se describe la contribucién tanto de
la parte atractiva (interaccién de van der
Waals) como de la parte repulsiva (inter-
: 7 accién “suave” de Esfera Dura), y estas
0 i o~ partes estan ilustradas por el primer y el
o segundo minimo. En la parte de arriba del
potencial se muestra una caricatura de la
interaccidén entre particulas coloidales in-
dicando la distancia de Debye.

son repelidos por las macroparticulas; y los iones de carga opuesta a las macroparticulas son
también contraiones, y tanto coiones como contraiones del solvente también contribuyen
al efecto de la doble capa eléctrica.

El efecto de la doble capa eléctrica esta plasmado en la teoria de Derjaguin-Landau-
Verwey-Overbeek o DLVO [24, 25, 30|, aquel efecto esta modelado por un potencial a
pares que considera tanto la parte de la fuerza electrostatica repulsiva como la parte de la
fuerza atractiva entre particulas coloidales. La Figura 1.2 muestra la forma general de un
potencial DLVO. Basicamente, la parte repulsiva es de la misma forma que el potencial
de Yukawa (ecuacién (1.1)), pero la informacion del solvente y de los iones libres esta
resumida en los parametros del potencial [30]:

Qa
Ay = 1.2
“ Ve(l+ koo/2) (12)
G -~
K2 — EkBTZniqf, (1.3)

donde € es la constante dieléctrica del solvente (en el Sistema Internacional de unidades € =
Aege, ), kp es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta del batio térmico,
n; es la densidad de iones de especie i y ¢; es la carga electréonica de uno de sus iones.
Ademis, @, es la carga que adquiere una particula coloidal de especie o y k=1 = 27! recibe
el nombre de la longitud de apantallamiento de Debye-Hickel. El potencial de Yukawa es
una aproximacion excelente cuando 0,5 < k71 < d, es decir, a una dilucién infinita, donde
d es la distancia promedio entre dos macroparticulas cualesquiera. La Figura 1.3 muestra
el modelo de potencial de Yukawa repulsivo para coloides del mismo diametro, o.

En este trabajo de tesis modelaremos las interacciones entre dos particulas coloidales
a través del potencial tipo Yukawa repulsivo o/y atractivo. Con la interaccién atractiva
entre dos macroparticulas intentamos modelar las fuerzas de vaciamiento y asumiremos
que estas fuerzas estan presentes para distancias grandes comparadas con las dimensiones
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u(r) Figura 1.3: Modelo de potencial tipo
A Yukawa repulsivo como funcién de la dis-
1 tancia de separacién r. El potencial de

Yukawa modela la parte repulsiva de las
interacciones electrostaticas de la teoria
DLVO a dilucién infinita, o cuando las par-
ticulas coloidales adquieren una carga de
magnitud grande. La linea discontinua en
color azul representa la interaccién de vo-
lumen excluido.

longitudinales de dichas particulas. Los pardmetros dados en las relaciones (1.2) y (1.3)
no son unicos, y la forma funcional respecto a la informacion del solvente y los iones libres
no se conoce con exactitud; nosotros emplearemos esta parametrizacion.

Una forma mas general de modelo de potencial puede ser representada por la suma
de M términos tipo Yukawa; tal potencial junto con la fuerza de repulsién a distancias
cercanas al didmetro de las particulas coloidales (interaccién de esfera dura o de volumen
excluido) se escribe como

Uos(7) _ { 00, ST < 048,

— - 1.4
kT | S,k z z SR T = 0el) (14)

r

Aqui los subindices representan a las diferentes especies y K™ es la amplitud de interaccién
para cada término tipo Yukawa; una magnitud negativa describe una interaccion atractiva
entre pares de particulas coloidales. Ademéas, Z{" es una cantidad adimensional y puede
representar a la valencia de un coloide de especie a.

La ventaja de usar este modelo de interaccion radica en que podemos representar di-
versos potenciales como sumas de exponenciales; por ejemplo, se puede representar un po-
tencial similar al de Lennard-Jones con dos términos tipo Yukawa, o un potencial analogo
al DLVO con dos o tres términos tipo Yukawa. En la Figura 1.4 se muestra una represen-
tacion del potencial DLVO formada con tres términos tipo Yukawa. Otro punto a favor
de usar M términos de Yukawa es que puede servir para mejorar la estructura estatica
del sistema de referencia de esfera dura. En este trabajo nosotros también usaremos el
potencial dado en (1.4) dentro de la Aproximacién Esférica Media (o MSA por sus siglas
en inglés) para obtener la estructura estética de un sistema coloidal, no obstante debido
a la complejidad matematica que emana del uso de este potencial nosotros reducimos la
aplicacion al caso en que todas las particulas coloidales son de la misma especie. También
se usara la forma matematica de dicho potencial para mejorar la estructura estatica de un
sistema modelado por el potencial de esfera dura (o HS, por sus siglas en inglés).
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Figura 1.4: Potencial similar a un DL-

Bu(n VO obtenido por tres términos tipo Yuka-
A wa (ecuacién (1.4) para particulas coloi-
dales de la misma especie). Los pardme-

tros usados para generar esta figura son:

70 =72 = 70 =1, oK® = 5.0,

ok® = —5.75, oK®) = 1.75, 2 /0 =

14.0, z2/0 =7.0y z3/0 = 3.5. Lalinea a

e — E—— trozos en color azul sefiala el potencial de

Q
9 \/ esfera dura, y = 1/kpT.

§1.3

Escalas de tiempo

Como ya se ha mencionado en las anteriores secciones, en una dispersién coloidal
existe una separacion espacio-temporal de escalas; en particular, el tiempo de relajacion
asociado a las particulas de una suspension, es un concepto que nos permite distinguir entre
diferentes escalas, que se asocian con el tiempo que tarda una particula dada en desplazarse
una fraccion de su tamano. Experimentalmente se conoce que el tiempo de relajacion
relacionado con la dindmica microscépica o del solvente es del orden de Toppente ~ 10714
segundos, mientras que el tiempo de relajacién de las macroparticulas es del orden de
75 ~ 1072 a 1077 segundos [30]. Por lo tanto, existe una separacién de varios ordenes de
magnitud entre la escala de tiempo asociada a la dindmica propia del solvente (dindmica
rapida) y la dindmica de las particulas coloidales (dindmica lenta).

Esta separacion de escalas permite elaborar una descripciéon en términos de las posi-
ciones y momentos de las macroparticulas de la suspension, e incluir el efecto del solvente,
primero, a través de una fuerza fluctuante, que manifiesta el efecto de las multiples coli-
siones de las moléculas del solvente sobre las macroparticulas, y segundo, a través de una
fuerza de friccion, que muestra el efecto de la fuerzas sistematicas y disipativas del solvente
sobre las particulas coloidales. Usualmente, la escala de tiempo que permite construir esta
descripcion se le llama escala de tiempo de Fokker-Planck y se denota como Tpp, y en
consecuencia el estudio de su dindmica se le conoce como dindmica de Fokker-Planck [25].

Formalmente el estudio de la dinamica coloidal constituye la esencia de la ecuaciéon de
Langevin, que aunada a una serie de hipdtesis inherentes a las propiedades estadisticas de
la fuerza fluctuante, permite obtener ecuaciones validas a escalas de tiempo mayores a la
escala de tiempo relacionada con la dindmica del solvente. En este enfoque, la dinamica
coloidal es la manifestacion natural del movimiento browniano. Mas adelante haremos
referencia a este concepto, a su formulacion mateméatica y a su generalizacion. Por el
momento, basta decir que si M es la masa de una macroparticula y (%) es el coeficiente de
friccién entre ésta y el solvente, entonces, se puede mostrar que para tiempos mayores a
75 = M /() los momentos de las macroparticulas alcanzan sus valores de equilibrio, de tal
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suerte que la descripcion dinamica de las particulas coloidales que incluya a los momentos
(velocidades) es innecesaria; es decir, para tiempos 7g >> 7p es suficiente con proporcionar
las posiciones de las particulas coloidales. A este régimen de tiempo, 7s, se le conoce
como el régimen difusivo, de Smoluchowski o sobreamortiguado [25, 30]. En el estudio
experimental de una suspension coloidal con dispersién de luz, los tiempos sondeados son
mayores que el tiempo 75, por consiguiente, el régimen difusivo es importante porque nos
permite comprender mejor la dindmica real de una suspension coloidal.

Generalmente para las suspensiones coloidales concentradas, se puede definir dos es-
calas de tiempo adicionales a la escala de tiempo 7p. La primera de ellas es la escala
relacionada con las interacciones directas entre las macroparticulas, denotada como 77, y
las interacciones hidrodindmicas, detonada como 7y, las cuales se propagan a través del
solvente como respuesta al movimiento del resto de las particulas coloidales en la suspen-
sion.

La definicién del tiempo de interaccién 7; no es simple, depende de los parametros
propios del potencial efectivo entre las particulas coloidales; sin embargo, puede estimarse
como el tiempo que le toma a una macroparticula difundirse una distancia comparable
con la distancia media entre ellas, d ~ n~'? (con n la densidad de ntimero), o salir
de la “caja” de sus vecinos més cercanos, es decir 7; ~ d?/D©® con D© el coeficiente de
difusién libre de una macroparticula [32]. A esta escala de tiempo se de denomina la escala
de relajacion estructural. Ademas, se tiene que 7; > 7 , es decir, el tiempo caracteristico
relacionado con las fluctuaciones en la velocidad, debido a las interacciones directas entre
coloides, es mayor que las fluctuaciones en la velocidad asociada a las interacciones de
las macroparticulas con las moléculas del solvente. También, la escala 7; es el intervalo de
tiempo en el que las particulas coloidales presentan un movimiento difusivo en su “paisaje”
de energia [25].

Las interacciones hidrodinamicas estan determinadas tanto por las velocidades como
por las posiciones de las macroparticulas, y se originan cuando una particula coloidal,
en su movimiento, induce un flujo en el solvente que se propaga a través de este, hasta
encontrar a otras macroparticulas, y en consecuencia, estas macroparticulas son afectadas
en su movimiento. La escala de tiempo de las interacciones hidrodinamicas se puede es-
timar como: 7 = nd?/n®) (donde n(®) es la viscosidad de corte del solvente); esto es, el
tiempo que le lleva a una onda hidrodinamica propagarse a una distancia d [32]. La escala
de tiempo 7y es del orden del correspondiente régimen difusivo. Si se pretende describir
completamente la dindmica coloidal, deberan incluirse, de alguna manera, las interacciones
hidrodinamicas. Ciertamente, el acoplamiento entre los movimientos de todas las particu-
las coloidales debido a las interacciones hidrodinamicas hace que la dindmica coloidal sea
un problema dificil de abordar de manera robusta. Solamente en el caso de soluciones infi-
nitamente diluidas se pueden despreciar estas interaciones, o en algunos sistemas cargados
esas interacciones son opacadas por las interacciones electrostaticas. En este trabajo de
tesis, nosotros asumimos que las interacciones hidrostaticas, de alguna manera, no estan
presentes, es decir, seran omitidas por completo.
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§1.4
Propiedades estructurales estaticas

En los sistemas formados por muchos cuerpos, como las dispersiones coloidales, existen
efectos colectivos que no se pueden explicar simplemente en términos del tipo de interaccién
entre sus particulas. El concepto asociado a dichos efectos se denomina correlacion espacial.
En el caso de una dilucién infinita, es decir, cuando el sistema esta formado tan solo por
unas cuantas particulas, la correlacién entre éstas es el potencial de interaccion. Una
primera aproximacion al concepto de correlaciéon entre las particulas puede entenderse
como la respuesta a la accion o perturbacion a la que es sometida una de ellas debida
a la presencia de las particulas restantes que se encuentran dispersadas o suspendidas
en el medio. El conocimiento completo de las correlaciones nos permite determinar las
propiedades estructurales estaticas y en consecuencia las propiedades termoestaticas de la
suspension.

Las funciones de distribucién representan la configuracion espacial promedio de las par-
ticulas en un liquido; a esta configuracién se le conoce como la estructura de un liquido.
Para una dispersion coloidal, en la que las particulas coloidales tienen un tamano que va
desde los nanémetros hasta las micras; diremos que la distribucion espacial promedio de
las particulas coloidales define la mesoestructura de esa dispersion coloidal; por otro lado,
el solvente define la microestructura. En adelante, al menos que se especifique lo contrario,
se usara el término de estructura de un liquido coloidal como la configuracion espacial refe-
rente a la mesoestructura. En la teoria de liquidos, uno estd interesado especialmente en la
funcién de distribucion de dos puntos, debido a que si uno supone que la energia potencial
entre particulas coloidales es aditivo a pares, entonces, las cantidades termoestaticas de
mayor interés quedan expresadas en términos de la funcién de distribucién de dos puntos
[19, 26].

En este trabajo de tesis haremos referencia tinicamente a sistemas homogéneos e is6-
tropos; es decir, las funciones de distribucién no dependen de un origen preferencial, ni
tampoco las observaciones que se realizan con respecto a una particula coloidal dependen
de una direccién privilegiada. En consecuencia, las funciones de distribuciéon espacial de
dos puntos dependen unicamente del radio-vector que une al origen de coordenadas de
una particula coloidal con el punto de observacién. Bajo las condiciones mencionadas con
anterioridad, en la literatura, es comun llamar a la funcién de distribuciéon de dos puntos
como la funcion de distribucion radial [19, 26].

Primeramente vamos a considerar una dispersion coloidal compuesta por N macropar-
ticulas esféricas, cada una de ellas con una masa M y didmetro o. Estas macroparticulas
se encuentran inmersas en un liquido molecular (el solvente) y el tamafio de cada una de
aquellas es més grande que el tamano de las moléculas que forman al solvente, a este tlti-
mo se le considerard como un medio continuo sin estructura. Si la dispersion coloidal tiene
un volumen V' y estd en equilibrio térmico a la temperatura 7', entonces, definiremos a la
funcién de distribuciéon radial de un liquido coloidal como el grado de correlacién espacial
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que existe entre un par de particulas separadas a la distancia r, y mateméaticamente se
expresa como [19, 26]

g(?“) = TL2ZN V T / / —BUN(r1s m2, s ) d37“3 d3r4 s dBT'N, (15)

donde 5 = 1/kgT, y kg la constante de Boltzmann; n = N/V es el promedio en la densidad
de ntimero del sistema coloidal, Zx(V,T) es la integral de configuracién de la funcién de
particién, que en este caso es una constante de normalizacion, y Uy (ry, 79, ..., Tn) es la
energia potencial total a pares del sistema. Finalmente r = |ry — ra| es la separacion entre
un par de particulas y d®r; = dx;dy;dz; es el diferencial de volumen donde se localiza la
1-ésima particula coloidal.

Observe que la definicion de la funcién de distribucion radial es una manera de medir
la influencia promedio que existe entre un par de particulas coloidales independientes de
las posiciones de las restantes; basicamente, n?g(r) mide la probabilidad de encontrar una
particula coloidal a una distancia r de otra particula de referencia localizada en el origen de
coordenadas, siendo esta probabilidad determinada por todas las correlaciones existentes
en el sistema. En este sentido la funcién de distribucion radial describe el grado de orden,
que en un promedio temporal, cada macroparticula “observa” en los demas que lo rodean,
de esta manera cuando la probabilidad es muy pequena se dice que las particulas coloidales
no estan correlacionadas espacialmente o que la interacciéon entre un par de ellas se ha
perdido y, en este caso, se tiene que g(r) &~ 1, la cual es similar a la descripcién de un gas
ideal (distribucion aleatoria).

Otra forma equivalente de definir a la funciéon de distribucion radial es a través de la
densidad numérica local de dos particulas coloidales. Sea {ri(t)}iN:1 el conjunto de vectores
de posicion de las N particulas, si de este conjunto de particulas eligiéramos a dos de ellas,
entonces, estas estarian situadas en algunos de los N sitios del espacio, por consiguiente
la densidad numérica local de estas dos particulas se define como el objeto matemético
siguiente [19, 26]:

N
n® (r1,r0,t) = > 0(r1 —1:(1) 0 (r2 —15(t)) - (1.6)
i=1, j#i
Aqui 6(r) es la distribucién delta de Dirac. Si (---) denota un promedio estadistico en
un ensamble, entonces la cantidad <n(2) (ry,ro, t)> mide la probabilidad de encontrar un
par de particulas coloidales en la vecindad de dr; y drs. Por consiguiente, el promedio
de la densidad numérica local de este par de particulas coloidales esta relacionado con la
funcién de distribucion de dos puntos. Para un sistema coloidal homogéneo, isétropo y
estacionario, es facil mostrar que el promedio de la ecuacién (1.6) esta dado por

<n(2) (r, t)> =n?g(r < > o+t z(75))> (1.7)
i=1, j#i

Una manera de medir el nimero o la densidad promedio de particulas coloidales entre

ry r + dr alrededor de una de ellas, elegida arbitrariamente, es la funcién ng(r). Pa-

ra un sistema coloidal, la interaccién entre pares de macroparticulas tiene dos aspectos
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4 L L A B R B Figura 1.5: Funcién de distribucién ra-
L 4 dial para una interaccién tipo esfera dura.
Se ha usado la escala o del didametro de
las particulas. Esta funcién nos dice que
cada particula coloidal tiene una alta pro-
babilidad de “ver” a otra a una distancia
alrededor de 20. Por otro lado, cuando
cada macroparticula ve a distancias muy
grandes solamente observa una distribu-
cién homogénea de particulas, indicando
con esto que la correlacién espacial se va
00 I 1 I é I :I; I !1 I 5 perdiendo.

importantes: las particulas coloidales se repelen cuando ellas estan muy préximos, pero ex-
perimentan atracciones y repulsiones a distancias intermedias. En la Figura 1.5 se muestra
un ejemplo de funciéon de distribucién radial para un sistema coloidal modelado con una
interacciéon tipo esfera dura, los puntos maximos representan el grado de orden indicando
una alta presencia de particulas. Por otra parte, los minimos en esa misma figura son
debidas al caracter repulsivo del volumen excluido.

Otra cantidad fisica importante que también mide el grado de correlacion espacial entre
particulas es el factor de estructura estdtico, S(k), y al igual que la funcién de distribucién
radial, aquella puede obtenerse de experimentos de dispersion de luz para una longitud de
onda dada, A = 27/|k|, donde |k| es la magnitud del niimero de onda. Debido a que tanto
el factor de estructura estatico como la funciéon de distribucién radial miden la influencia
promedio entre particulas, existe una relacién estrecha entre ambas; semejante relacién
estd dada por la transformada de Fourier, a saber, S(k) = Fng(r) + d(r)], donde F
denota la transformada espacial de Fourier. Usualmente, el factor de estructura estético
se escribe como [19, 26]

S(k)=1+n / %t [g(r) — 1] d&®r + (27)*nd(k), (1.8)

con i = y/—1 la unidad imaginaria y ademas a la funcién

h(r) = g(r) -1 (1.9)

se le conoce como la funcion de correlacion total, la cual tiende a cero a medida que la
influencia entre un par de particulas se va perdiendo.

El término 6(k) de la expresion (1.8) proviene de una dispersién en la direccion |k| = 0,
y en la practica esta contribucién no se observa; por consiguiente, para k # 0 se obtiene
una buena aproximacién para el factor de estructura estatico dado como

~

S(k) =1+nF[g(r) — 1] = 1+ nh(k). (1.10)
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Usando las expresiones (1.7) y (1.8) obtenemos que el factor de estructura estético se
escribe también como

N

i=1, j=1

La forma algebraica inscrita en el ensamble de la ecuacién anterior permite definir el factor
de estructura estatico como una funcion de autocorrelacion o funcion de correlacion a
tiempos iguales de las componentes de Fourier de la densidad local de particulas [19, 26]:

S(k) = <;][n(k, ) n(—k,t)]>, (1.12)

N

nW(r,t) =36 (x - ri(t)) . (1.13)

=1

Una manera de relacionar el factor de estructura estatico evaluado en |k| — 0 con una can-
tidad termodinamica, es considerar una fluctuacion en la de la densidad local de particulas
alrededor de la densidad promedio, esto es, 6n™M(r, t) = n()(r, t) — n. Con esta nueva
consideracion el factor de estructura estatico nuevamente se define como una funcién de
autocorrelaciéon de las componentes de Fourier de las fluctuaciones en la densidad [19]:

S(k) = <]1V5n(k, £)on(—k, t)>. (1.14)

La definicién anterior nos dice que el factor de estructura estatico es una medida de las
fluctuaciones presentes en la densidad local alrededor de su valor promedio causado por el
movimiento térmico de las particulas coloidales; en este sentido se puede considerar que el
factor de estructura es una funcién de respuesta, que describe cémo el fluido responde a
un potencial externo (por ejemplo, causado por un haz de fotones). En el limite termodi-
namico, es decir cuando |k| — 0, se tiene que el factor de estructura estatico se relaciona
con la compresibilidad isotérmica, k7, a través del teorema de fluctuacion [19]:

Resta decir que las ecuaciones dadas en (1.12) y (1.14) son dos formas equivalentes
de definir el factor de estructura estatico, debido a que los argumentos temporales en las
funciones correlacionadas son idénticos y ademas se estda considerando un sistema esta-
cionario descrito por un equilibrio termodindmico. Sin embargo, la diferencia entre ambas
ecuaciones es que la ecuacién (1.14) permite definir también la funcién de distribucion
radial como una correlacion entre las fluctuaciones locales en la densidad; en la secciéon 1.7
usamos esta expresion para definir las propiedades de estructura pero ahora considerando
la evolucion en el tiempo.
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§1.5
Propiedades estructurales estaticas en mezclas

Gran parte de las definiciones anteriores pueden ser generalizadas al caso de un sistema
coloidal multicomponente. Consideremos un sistema compuesto de N particulas coloidales,
de las cuales N, son de la especie «; si en el sistema hay p especies distintas, entonces
N =3P _| N,. Ademds, si el sistema ocupa un volumen V' y estd a la temperatura T,
entonces, definiremos la funcién de distribucion radial de p especies como [26]

Na(Ng — dap) / / —BUN (7O, 72, 7)) g3 ]

) _ Oy 72, F BV Br@ o B 1.16
Gop(r) = nansZy(V,T) S S
donde n, = N,/V es la densidad de nimero de la especie o, con 7@ = r ga)’ T§Q)> ce 7"1(\?2
y d3F@) — d3 o) 3, re +1 ‘ .d3r§\?2 son las posiciones y las diferenciales de volumen de las

N, especies de particulas coloidales, respectivamente. Y al igual que su homologo para
una sola especie, nanpgas(r) es la probabilidad de encontrar una particula coloidal de la
especie a a una distancia r de otra particula coloidal de especie [.

Los factores de estructura estéaticos parciales estan dados como [19, 26|

Sas(K) = 0up + nanghas(K) (1.17)

con b4 es la Delta de Kronecker y has(k) = [ dr hos(r)e’™™ es la transformada de Fourier
de la funcién de correlacién total, hap(r) = gap(r) — 1. Alternativamente, el factor de
estructura estatico parcial puede definirse como la correlacion de las componentes de
Fourier de la densidad numérica local de particulas, a saber [19, 26]

Sus(k) = < nalk, 0 nﬁ<—k,t>J>, (1.18)

NoNjs

donde la densidad numérica local de particulas para la especie a esta dada como

= ia(r—rl@@). (1.19)

Para el caso de mezclas, la relacion entre los factores de estructura parciales y la
compresibilidad isotérmica del sistema esta dada como [19]

p

(ksTrr)™ = > nanﬁS;ﬁl(O), (1.20)

017521

donde, en general, S;é(k) son los elementos de la matriz inversa del factor de estructura
estatico S(k) de rango p x p.
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Las propiedades estructurales de las particulas coloidales g,s(7) y Sas(k) pueden obte-
nerse experimentalmente mediante técnicas de videomicroscopia o dispersion dinamica de
luz [30]. Asi mismo, conociendo el potencial de las fuerzas de interaccién entre las particu-
las coloidales, la funcién de distribucién radial puede obtenerse por métodos de simulacién
numérica [19], o también puede ser calculada a través de esquemas tedricos desarrollados
en la termodinamica estadistica de los liquidos, como por ejemplo, los métodos de las
ecuaciones integrales.

§1.6

Ecuaciones integrales

En un sistema homogéneo e isétropo de N particulas esféricas, cualesquiera dos de ellas
estan correlacionadas en forma directa, asi como indirectamente a través de las demas. Sea
entonces ¢(r) la funcion que “mide” la magnitud de la correlacién directa entre ese par
de particulas coloidales, y sea h(r) la suma de las correlaciones directa e indirecta. La
ecuacion paramétrica que relaciona ambas funciones de correlacion es la llamada ecuacion

de Ornstein-Zernike (OZ) [33]
h(r) = e(r) +n/c(|r'y)h(\r_r'|) &P, (1.21)

La ecuacion de OZ describe la situacion de separar la correlacion total entre un par de
particulas en una parte directa representada por la funcién de correlacion directa ¢(r) y
otra parte indirecta a través de las demas particulas representada por la convolucion de la
expresion (1.21). A bajas densidades el rango de la funcién h(r) es ligeramente mas grande
que las interacciones por pares, y entonces, es de esperar que en este caso la correlacion
directa entre particulas sea el potencial de interaccién; por consiguiente la ecuacion de OZ
puede interpretarse como la definicion de la funcién ¢(r).

Usando la relacién (1.10), la ecuacién de OZ en el espacio de Fourier para un sistema
homogéneo e isétropo de una sola componente se escribe como

S(k) = [1—ne(k)] ™", (1.22)

donde é(k) es la transformada de Fourier de ¢(r). Para una mezcla de p componentes la
ecuacion de OZ en el espacio de Fourier estd dada como

S(k) =1+ va h(k)vn = [I- va e(k)va] . (1.23)

En esta ultima expresion se ha ocupado la notacion matricial, donde I = (]ag)pxp es la

matriz identidad; ademés, se ha definido la matriz diagonal de densidad y/n con elementos

(5a5. /na) o También se tiene que h(k) y ¢(k) son las matrices en el espacio de Fourier
pXp

de la funcién de correlacion total y directa, respectivamente.
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La ecuacién de OZ ha servido para obtener informacion acerca de la microestructura
de gases densos y fluidos; y es una ecuacién integral con dos incognitas, h(r) y ¢(r), por lo
que es necesaria una relaciéon adicional o de cerradura para resolverla. Es claro que dicha
relacién debe contener informacién del potencial de interaccién a pares u(r); con ello se
asegura completar la informacion del sistema que se esta considerando. Esta ecuacién de
cerradura, para el caso de mezclas, estd dada por [19]

as() = €XP |~ 1o () + Y (1) + Bap(r)| — Yas(r) — 1, (1.24)

kT

donde B(r) es la funcién matricial puente y ademés se ha definido a la matriz vy(r) =
h(r) — ¢(r). La forma funcional correcta de la funcién puente es practicamente descono-
cida. Existen diversos métodos para calcularla, por ejemplo realizando expansiones dia-
graméticas [19], pero la convergencia de esta expansién es extremadamente lenta por lo
que no es aplicable a sistemas densos. Lo que se hace para que (1.21) y (1.24) formen
un sistema cerrado es proponer modelos matematicos para la funciéon puente, entre estas
aproximaciones, las cerraduras mas utilizadas son [19]: La Aprozimacion Esférica Media
o MSA (por sus siglas en inglés) que en el caso de mezclas se escribe como [34]

hop(r) = =1, 1 <04 = (00 +03) /2,
Unp(T) (1.25)

Cap(r) = — T T > Oag,

con o, es el didmetro efectivo de la particula coloidal de especie o cuando se le considera
como una esfera dura. La siguiente cerradura o aproximacién es la de Percus-Yevick o PY
que para sistemas multicomponentes se define como [35]

() = e [~ ttas()] + (ras(r) +1) = aslr) = 1. (1.26)

kgT
La dltima aproximaciéon que més se emplea es la llamada Aproximacion de la cadena
hipertejida o HNC que se escribe como [306]

Ca(r) = €D [ ttas () + Tas(r)] = asr) = 1, (1.27)

kgT

Las cerraduras anteriores no tienen parametros libres porque son aproximaciones vy,
debido a esto, su uso en el calculo de propiedades termodindmicas lleva, en general, a re-
sultados diferentes cuando dichas propiedades son obtenidas por diferentes rutas; lo mismo
ocurre cuando se calcula el valor de una misma cantidad termodinamica por diferentes ce-
rraduras. Con el objetivo de proporcionar resultados mas cercanos a los experimentos
reales, o realizados por medio de dinamica molecular, Monte Carlo o dindmica browniana,
en la literatura existen otras cerraduras; alguna de ellas son combinacion de las cerraduras
ya antes mencionadas. Las cerraduras que permiten corregir la termodinamica calcula-
da por diferentes rutas son llamadas cerraduras de consistencia termodinamica parcial,
por ejemplo, la cerradura de Rogers-Young o RY, basada en PY y HNC, considera un
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parametro libre que obliga la igualdad en el valor de la compresibilidad isotérmica, kr,
calculada por dos rutas diferentes [37], a saber, via la ecuaciéon para la compresibilidad
(vea la ecuacion (1.15)) y a través de la ecuacion virial:

(nkpTrr) ™" = (aﬁf%,

donde P es la presion del sistema calculada via la ecuacién virial [19].
La cerradura de RY para mezclas esta definida como sigue

s (1) fap(r)

1 — Yap(r) — 1 (1.28)

donde fup(r) =1 —e " (con 0 < fus(r) < 1) es la funcién de mezcla que determina
la consistencia termodinamica a través del pardmetro de ajuste A,s. Cuando r — 0,
entonces, f,3(0) — 0, recuperando de esta manera la aproximacion de PY; por otro lado,
si r — o0, entonces, f,3(00) — 1, recuperando la aproximacién HNC.

Otras cerraduras basadas en la MSA con consistencia termodindmica es la conoci-
da como la Aproximacién Autoconsistente de la ecuacién de OZ o SCOZA [38, 39] y la
Generalizacion de la MSA o GMSA [40, 41]; la primera de estas cerraduras propone un
parametro que multiplica al potencial de interaccién y la consistencia es obtenida al re-
solver este parametro a través de una ecuacién diferencial parcial; en cambio, la GMSA
consiste en tomar una serie de términos tipo Yukawa cuyos parametros sirven para ajustar
las cantidades termodinamicas calculadas por diferentes vias.

En este trabajo nosotros vamos a usar la MSA para obtener la estructura estatica
de sistemas que se modelan a través de potenciales tipo Yukawa, y debido a su caréacter
semianalitico de la MSA, resulta relativamente simple su implementacion para obtener
resultados de los fenémenos de arresto dindmico en el contexto de la teoria de la SCGLE.

§1.7
Estructura dindmica de las suspensiones coloidales

En la fisica de suspensiones coloidales con frecuencia se centra el interés en las propie-
dades de difusion y autodifusion de las particulas coloidales; estas propiedades basicamente
describen la evolucion temporal de su estructura, comtinmente llamada estructura dina-
mica. Ya mencionamos que en este trabajo vamos a referirnos a la dinamica coloidal de
una suspensién como dinamica asociada a las particulas coloidales (vea la seccién 1.3).

Nuevamente vamos a considerar una suspension coloidal contenida en un volumen V' y
a la temperatura 71" con un total de IV particulas coloidales, de las cuales N, pertenecen a
la especie q; si en el sistema hay p especies entonces N = 32, Na. Ademés, denotamos
la concentraciéon numérica de las particulas de especie o como n, = N,/V, y sea r;, la
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posicion al tiempo ¢ del i-ésima particula coloidal de la especie .. Entonces se define la
concentracion local de particulas de especie a como [19, 27]

nD(et) =35 (r — 1, (1). (1.29)

Para el andlisis de las propiedades dindmicas es més interesante analizar las fluctua-
ciones alrededor de un valor promedio, de esta forma una funcién andloga a la funciéon de
distribucion radial (vea la Ec. (1.7)), pero dependiente del tiempo y en ausencia de cam-
pos externos, es la llamada funcidn de van Hove, G,5(r,t). Esta funcién se define como la
funcién de correlacion espacio-temporal de las fluctuaciones de la densidad local, n{!(r,t)
alrededor de su valor medio en el bulto, n,, a saber [19, 27]

Gap(r — 1’|, 1) =

Y (0ng(r,to)dng(x! to + 1)), (1.30)

donde dn,(r,t) = nlD(r,t) — n, es la fluctuacion y los corchetes indican un promedio en
un ensamble estadistico.

En esencia, la funciéon de van Hove mide la probabilidad de encontrar una particula
coloidal de la especie (3 situada en r’ en el instante tg + t dado que en el instante inicial
to habia una particula de la especie « localizada en la posicion r. Asi mismo, la definicién
proporcionada para la funcién de van Hove también describe la relajacion estructural de
las particulas coloidales a su estado de equilibrio termodindmico, a partir del instante
inicial ¢ = 0, es decir a

Glas(r,0) = 5ap(r) + gas(r), (1.31)

con d(r) es la correlacién de la particula coloidal consigo misma.

La funciéon de van Hove, en el espacio de Fourier, es esencialmente la funcion de dis-
persion intermedia parcial, Fog(k,t). Y al igual que aquella, la funcién de dispersién inter-
media puede ser escrita como una funcién de correlacion en el tiempo de las componentes
de Fourier de las fluctuaciones en la densidad local, esto es [19, 27|

1
\/NaN3

Las definiciones anteriores también son validas para el caso de tener solamente una
especie de particulas coloidales, de ahi que la funcién de van Hove y la funcién de dis-
persién intermedia sean escalares denotados como: G(r,t) y F(k,t); sin embargo, esas
mismas funciones para p especies definen matrices de dimensién p X p, denotadas como
G(r,t) y F(k,t), donde sus componentes estan definidas en las ecuaciones (1.30) y (1.32),
respectivamente.

Mencionemos también que en las definiciones anteriores se ha considerado un sistema
homogéneo e isdtropo en el espacio, por lo que r = |r—r’|. De la misma manera se ha tenido
en cuenta que el sistema es homogéneo en el tiempo; es decir, un sistema donde sus variables
de estado son estacionarias, y matematicamente se dice que el sistema es invariante ante

Fosk,t) = (0na(k, to)ong(—k,to + 1)) . (1.32)
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traslaciones en el tiempo: t — t+1%y. En la seccién 1.9 ahondaremos sobre la estacionaridad,
solamente mencionaremos que cualquier estado en equilibrio termodindmico es de por si
homogéneo en el espacio.

En los experimentos dispersion de dinamica de luz o de videomicroscopia normalmente
se estudia la autodifusién de una particula llamada la trazadora, por lo tanto, la informa-
cién concerniente a esta trazadora se obtiene de la funciéon de van Hove o similarmente de
la funcién de dispersion intermedia. Sea entonces F\*) la funcion de dispersion interme-

dia incoherente de una trazadora de la especie «, la cual describe las correlaciones de la
particula coloidal consigo misma, y ésta se define como

FO (K, 1) = <€ik~(ria(t+to)—ria (to))> 7 (1.33)

donde la particula coloidal trazadora de especie « se localiza en la posicion r;,. La im-
portancia de la funciéon de dispersion intermedia incoherente radica en que a partir de
esta se pueden obtener otras propiedades que caracterizan el movimiento browniano de la
trazadora.

En las secciones restantes abordaremos el procedimiento formal que se sigue para obte-
ner la funcion de van Hove, o equivalentemente, la funcién de dispersion intermedia parcial
y de su parte incoherente, a partir de propiedades mesoscopicas. Notemos que a diferencia
de la funciones de correlacién independiente del tiempo, las cuales pueden ser obtenidas
a través del formalismo de la estadistica de Maxwell-Boltzmann, la funcién de van Hove
necesita de una ecuacion que gobierne su evolucion en el tiempo. La ecuacién a la que nos
referimos, es la ecuacion general de Langevin, que es una ecuacion no determinista debido
a su caracter estocastico.

§1.8

Movimiento browniano y la ecuacién de Langevin

El fenémeno del movimiento browniano es parte fundamental de la dindmica coloidal
porque en el régimen difusivo permite obtener expresiones generales para la funcion de
dispersion intermedia. El movimiento browniano es la manifestacion de la granularidad de
la materia y es el resultado del golpeteo incesante de las moléculas del solvente donde estan
inmersas las particulas coloidales o particulas brownianas. Puede decirse que el movimiento
browniano es uno de los fenémenos fisicos mas antiguos que se han identificado como un
proceso estocastico. En una suspension coloidal, la particula browniana sufre alrededor
de ~ 108 colisiones por segundo debido al golpeteo de las particulas microscopicas que
forman el solvente, y es claro que la dindmica de la particula browniana no puede tratarse
con una ecuacion determinista como lo es la ecuacion de Newton. La trayectoria “erratica”
seguida por la particula coloidal debe abordarse a través de un formalismo estocastico, en
consecuencia la velocidad y la posicion de la particula browniana se convierten también
en variables estocasticas en cuanto a su dependencia temporal.



20 CAPITULO 1. MARCO TEORICO

La ecuacién estocastica que permite describir el movimiento browniano es conocida
como la ecuacion de Langevin. Tal ecuacion puede ser obtenida a partir de la dindmica
de Liouvelle en el régimen de la dindmica de Fokker-Plank contrayendo la dindmica lenta
a través de operadores de proyeccién (remitase a la seccion 1.3) [16]. La ecuacion de
Langevin ordinaria para una particula browniana fue originalmente ideada para describir
el movimiento de una particula coloidal con un tamano de alrededor de micrémetros; esta
ecuacién ordinaria ofrece un nivel intermedio de descripcién semi-empirica con algunos
ingredientes microscopicos.

Vamos primeramente a describir la ecuacion de Langevin ordinaria. Sea entonces M la
masa y V(t) la velocidad instantdnea de una particula browniana. En ausencia de fuerza
externas la solucion para la velocidad de esta particula esta dada por la siguiente ecuacién
estocastica [31]

v _ —COV(t) + 6(1). (1.34)
dt
Aqui ¢ es el coeficiente de friccién del solvente que actiia sobre la particula coloidal, don-
de el término de arrastre, —('V, es la contribucion “sistematica” a la fuerza que actia sobre
la particula browniana, y es la fuerza promedio que ejerce el solvente sobre la particula
coloidal cuando esta se desplaza. El término 6(t) representa el caracter estocastico de la
ecuacion de Langevin, y en ausencia de ésta se reduce a una ecuacion determinista. Por lo
tanto, @(t) materializa las fluctuaciones térmicas de la fuerza neta aleatoria e instantanea
que las moléculas del solvente ejercen sobre el coloide, de ahi que la suposicion esencial en
la ecuacion ordinaria de Langevin es la escala de tiempo tipica en la que esas colisiones
tienen lugar, la cual es pequena comparada con la escala de tiempo para la evolucion de
la velocidad del soluto; por consiguiente, 6(t) tiene significado fisico justificable en esca-
las de tiempo mayores al tiempo de la duracién de una colision, 7. (7. 2 Trp); es decir,
alrededor de 75 = M/( (0), tal que T > T. > Tsoente- N una escala de esta magnitud,
la velocidad de las particulas brownianas empiezan a relajarse debido al amortiguamiento
proporcionado por la friccién del solvente (remitase a la seccién 1.3).

Matematicamente la ecuacién de Langevin tiene sentido cuando se aclaran las propie-
dades estadisticas de la fuerza estocéstica, 0(t), y entonces las cantidades fisicas de interés
son calculadas a través de promedios. Esas propiedades estadisticas estan dadas a través
de lo que se conoce como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck [42], es decir, un proceso
estocastico markoffiano, estacionario y con probabilidad gaussiana (ruido blanco). Enton-
ces, el término aleatorio, €(t), cumple con las siguiente propiedades en notacién matricial
[31, 42]:

6(t)) =0 (1.35)
(B()V(0)) =0 (1.36)
@(1)0(t")) = 200d(t — )1, (1.37)

donde Oy es la amplitud de la fluctuacion de la fuerza aleatoria.
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Nuevamente, los corchetes en las relaciones anteriores denotan un promedio en el en-
samble estadistico de equilibrio. La ecuacién (1.35) expresa simplemente que el efecto
promedio del solvente ha sido tomado en cuenta en la contribucion “sistematica”, y que
no hay una direccion privilegiada de la fuerza aleatoria. La expresién (1.36) indica que la
fuerza estocastica esta descorrelacionada con el valor inicial de la velocidad. Mientras que
la dltima ecuacién muestra que la covarianza o el propagador (también llamada funcion
de correlacion de dos puntos) de la fuerza estocastica a diferentes tiempos se modela como
variables aleatorias, es decir, descorrelacionada.

Una vez conocida las leyes para la fuerza aleatoria, la ecuacion de Langevin puede
interpretarse como una ecuaciéon para la evolucién de las funciones de distribucién de la
velocidad y la posicion. De esta manera, la solucion general para la ecuacion ordinaria de
Langevin se escribe como [31]

1t /
V() = V(O 4 [aretm o), (1.38)
0

donde t = 0 en la integral significa un tiempo inicial que por supuesto es del orden de
7. Como las cantidades de interés son promedios, a tiempos largos (t — o0) el sistema
debe alcanzar el equilibrio termodindmico y el promedio de V() es cero. En cambio, el
promedio de la velocidad al cuadrado es

(V) = (V00) 0 b [t =B o) 0y, 1

Para tiempos suficientemente grandes se puede mostrar que la ecuacién anterior se expresa
como:
30,

~ MO
De la estadistica de equilibrio y del teorema de la equiparticion de la energia, se sabe que

la energfa cinética promedio estd dada como M (VZ(t)) /2 = 3kgT/2, y por consiguiente
uno puede obtener que

lim (V())

t—o00

(1.40)

0y = kpT¢. (1.41)

La expresion anterior sustituida en (1.37) recibe el nombre de teorema de fluctuacion-
disipacion entre la amplitud ©g de la fluctuacion de la fuerza aleatoria y disipacion de la
fuerza de friccién viscosa (). Este teorema no es més que el enunciado de la conservacion
de la energia, y nos dice que la energia que la particula coloidal disipa al moverse bajo
el arrastre del solvente, se transmite al solvente y se manifiesta como la fuerza fluctuante
que el mismo solvente ejerce sobre la macroparticula en lo que constituye un tipo de
proceso de retroalimentacion. Esta importante relacion ejemplifica la conexién entre una
propiedad que ocurre en una escala microscopica (fuerza aleatoria) y otra correspondiente a
la escala mesoscépica o macroscopica (fuerza de arrastre). Finalmente note que la relacién
de fluctuacién-disipacion es una consecuencia de la regla impuesta en (1.37) a través del
proceso de Uhlenbeck-Ornstein.

Otra propiedad que caracteriza el movimiento difusivo de la trazadora o particula
browniana es el desplazamiento cuadratico medio, (AR?(¢,)) = <[R(t) —R(t )]2>, donde
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R (%) es la posiciéon de la particula browniana. Entonces, el promedio del desplazamiento
cuadratico estd dado como [31]
6kgT ,
2 n\ _ B+ o =t/

(AR?(t, 1)) = 0 (lt=#] =751 - »]) . (1.42)
De esta ecuacion se puede determinar el coeficiente de difusion dependiente del tiempo,
D(t) = (AR?(t)) /(6t), donde se ha considerado ¢’ = 0. En la dindmica browniana existe
una relacion entre los promedios de la velocidad y el desplazamiento cuadratico medio, a
saber

D) = [ Lt (1 1t (VA(U)/3), (1.43)

y para tiempos largos se reduce a la formula de Green-Kubo [31]
Dy = / at (VA(t)/3). (1.44)
0

Para el caso de la ecuacién ordinaria de Langevin, se cumple que Dy = D© = kT /¢,

La ecuacién de Langevin ordinaria (vea la Ec. 1.34) solo es vélida para una particula
“trazadora” que corresponde a una suspension altamente diluida. En general, la ecuacion
de Langevin de N particulas coloidales, en ausencia de interacciones hidrodindmicas y
promediada en los grados de libertad del solvente, estd dada como [16]

Mi——2 = —COv,;(t) + £i(t) + D Fy(t), (1.45)
dt i

donde v;() es la velocidad del centro de masa de una i-ésima particula coloidal, M; es su
masa, y nuevamente () es el coeficiente de friccién debido al solvente que acttia sobre la
particula i. La fuerza estocastica, fj, se modelada como un proceso de Uhlenbeck-Ornstein;
en especial, la covarianza de esta fuerza esta dada por (fif;) = kpT(©d,;6 (t — ') I, con

i,j =1,2,...,N. El término Fj;(t) representa las interacciones directas entre las particulas
coloidales, y por lo general no corresponde a un proceso markoffiano. Tal fuerza puede
representarse a través del gradiente de un potencial de la forma: F;; = —V,u (|r; —r;|).

Por ejemplo, si consideramos particulas de la misma especie, entonces la ecuacion de
Langevin dada en (1.45) se escribe como [32, 2]

dVT(t)
dt

donde el subindice T hace referencia a la particula “trazadora”, n*(r,t) es la concentraciéon
local de las otras particulas coloidales al tiempo ¢ en la posicién r respecto a la posicién
de la particula trazadora; aqui C;O) es el coeficiente de friccion del solvente que actiia sobre
la particula trazadora, y fr es la fuerza estocastica.

En las siguientes secciones se proporcionara una sinopsis del esquema seguido para
obtener una ecuacion general de Langevin de una particula “trazadora”, y la conexién
entre esta y las funciones de dispersion intermedia usando un teorema matematico conocido
como el teorema de estacionaridad [28].

M

— —Ovr(t) + E(t) + / dr [Vu(r)] n*(r,t), (1.46)
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§1.9

Proceso de Uhlenbeck-Ornstein y el teorema de estacio-
naridad

En las secciones anteriores hemos estando hablando de estados estacionarios; un estado
estacionario se define como aquel en el que las variables de estado del sistema no dependen
del tiempo. Esto no implica necesariamente que estemos ante una situacién de equilibrio
termodinamico; un ejemplo de un “sistema en estado estacionario” es una barra metélica
en la que se mantiene un gradiente de temperatura constante. Aparte de los estados
de equilibrio termodindmico, son también estacionarios los estados metaestables o los
estados de “arresto dinamico”. Otra de las caracteristicas de los estados estacionarios es
que son estables ante a perturbaciones externas, y la produccién de entropia es un minimo
compatible con ciertas condiciones externas.

En términos de las funciones de autocorrelacion se establece que la condicion de esta-
ctonaridad es equivalente a

(a(t)a(t)) = (a(to)a(to + 1)), (1.47)

donde a es una variable dinamica cualquiera; por simplicidad, en la expresién anterior
hemos omitido la dependencia espacial de la variable dinamica, y tg es un tiempo inicial
arbitrario, que por lo regular se toma ¢ty = 0. La condicién anterior es equivalente a la
homogeneidad o invariancia ante traslaciones temporales, y en principio, es independiente
de las ecuaciones dinamicas que se usen para describir las propiedades dindmicas del siste-
ma. Un concepto aunado a la condicion de estacionaridad es la simetria o invariancia bajo
inversiones en el tiempo de las ecuaciones dindmicas. Sin embargo, la invariancia frente a
reflexiones temporales no debe entenderse tacitamente pues solo demuestra que las fun-
ciones de autocorrelacion son funciones reales, pares y definidas positivas, que describen
la relajacién de un estado a su condiciéon de equilibrio [30]. En general, las ecuaciones
dinamicas en el régimen microscopico son reversibles o invariantes frente a reflexiones
temporales; en cambio, las ecuaciones que describen a los sistemas mesoscopicos o a los
sistemas de muchas particulas son irreversibles en el tiempo. Debido a eso, la condicién de
inversion en el tiempo para las diferentes dinamicas es algo delicado, pues como se sabe de
la estadistica de procesos irreversibles, las funciones de autocorrelacién han sido creadas
para describir el decaimiento de las fluctuaciones desde una condicién inicial arbitraria,
y en esta directriz, la tinica ecuacion que podria decirse que no es invariante frente a la
transformacién ¢ — —t y es consistente con las leyes de la dindmica microscopica es la
ecuacion maestra. La ecuacion maestra comparte caracteristicas matematicas andlogas a
la descripcién del movimiento browniano, esto es, cumple con la condicion general de un
proceso markoffiano, y obedece a estados estacionarios, pero la ecuacién maestra gobier-
na la evolucion de la densidad de probabilidad del espacio de configuraciones para las
particulas coloidales.
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La condicién de estacionaridad dada por la expresién (1.47) estd intimamente ligada al
proceso de Uhlenbeck-Ornstein. En efecto, dicho proceso define las reglas para una varia-
ble estocéstica; y recordando que los estados de un sistema son cantidades promediadas,
resulta ser que el teorema de fluctuacion-disipacion, dado en la ecuacién (1.41), define
un estado estacionario para la ecuacién de Langevin ordinaria y en este caso se puede
decir que el proceso de Uhlenbeck-Ornstein es la version macroscopica de la dinamica de
Smoluchowski, y en efecto esto es asi debido a que la ecuacién (1.41) se obtiene a tiem-
pos grandes permitiendo al sistema alcanzar el equilibrio termodinamico, manifestando la
hipétesis fundamental de la estadistica de equilibrio conocida como la hipdtesis ergodica.
De hecho, el proceso estocastico mas general de Uhlenbeck-Ornstein para la dindmica co-
loidal esté presente en la teoria de la termodinamica irreversible lineal proporcionada por
Onsager-Machlup [17, 18]

Sea un sistema cerrado cuyo estado mesoscopico esta descrito por un conjunto de
variables a;(t), con i = 1,2,...,C, las cuales agrupamos en el vector de estado mesoscépico
a(t). De acuerdo al postulado fundamental de la termodindmica de procesos irreversibles
fuera del equilibrio [43], si se consideran pequenas fluctuaciones de a(t) alrededor de su
valor de equilibrio, at®® | entonces la evolucién temporal de ese estado estd determinado por
una ecuacion lineal no determinista o estocéstica tipo “Langevin”. En estas condiciones es
claro que la evolucién temporal de la fluctuacion, da(t) = a(t)—al®?, es igual a la evolucién
del estado a(t) que se pretende describir. Asi que la ecuacién de evolucién estocastica lineal
estd dada como [43]

doa(t)
dt

donde el punto, -, denota el producto matricial. Las componentes de la matriz H {a(eq)]
de dimensién C' x C' estan definidas como

[aten)] —
Hij [a q} _< Fa. ) R (1.49)

La dependencia funcional tanto el vector R como de la matriz ‘H sobre a es, en general, no
lineal y no local, y también incluye términos conservativos y disipativos [43]. La solucién
al estado de equilibrio al®? est4 dada por la ecuacién

da(eQ)
dt

la cual es una ecuacién determinista. En la ecuacién (1.48), O(t) es un vector estocéastico
estacionario que cumple con la definciéon de un proceso de Uhlenbeck-Ornstein, es decir,
con probabilidad gaussiana, con media cero, (6(t)) = 0, descorrelacionado con el valor
inicial <9(t)5aT(O)> = 0, y puramente aleatorio, <0(t)0T(t’)> = 2046(t — t'), donde la
daga indica la matriz conjugada y 8y es una matriz de dimension C' x C, que se puede
obtener a través de la condicion de estacionaridad. A saber, la evolucion de la covarianza,
o(t) = <6a(t)5a*(t)>, permite obtener el siguiente resultado [43]

=H [al?] - sa(t) + 0(t), (1.48)

=R [a] =0, (1.50)

20 = —H - — gl .} (1.51)
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donde 0“9 es el valor final en equilibrio de la matriz de covarianza. Nuevamente a este
ultimo resultado se le llama teorema de fluctuacion-disipacion, el cual constituye una
condicién necesaria y suficiente para que el proceso se considere estacionario. Ademas,
fija las condiciones de caracter matematico sobre la estructura algebraica de la matriz de
relajacion H

H=—L o (1.52)
donde se define la matriz £ = w + 0y, con w = —w', y wi = (ET — E) /2. En la teorfa de
Onsager-Machlup, a la matriz £ se le conoce como los coeficientes cinéticos de Onsager
[17, 18].

Para obtener las propiedades del estado tanto de a como de o, en el equilibrio termo-
dindmico, se sigue otro de los postulados de la teoria de Onsager, la cual indica que la
distribucion de probabilidad para dichos estados esta dada por la distribucién de equilibrio
de Maxwell-Boltzmann, W) = exp (S [a]/kp — S[alcD]/ kB>, donde Sla] es la entropia
del sistema cerrado, tal que, en el “paisaje de entropia”, el estado al®® corresponde exac-
tamente a un maximo de dicha entropia. La forma para obtener dichos estados se puede
consultar en diversas referencias bibliograficas y aqui no es tema de discusion, solamente
insistiremos en que si se conoce el paisaje completo, mediante la relacién S = S[a], asi co-
mo la dependencia de la matriz de coeficientes cinéticos de Onsager, L, con los estados del
sistema, entonces, se obtiene la solucién completa en el modelo de Onsager-Machlup para
la relajacién irreversible de un sistema cerrado, desde la condicién de estado inicial, a(0)
hacia su estado de equilibrio, a(¢? [42, 17, 18, 43]. Sin embargo, esas dos piezas importan-
tes del modelo de Onsager deben ser proporcionadas a través de otras teorias externas y
su determinacion constituye un problema fundamental por si mismo. La importancia de la
teoria de Onsager es que pone los cimientos fisicos para la construccién de una teoria mas
general que describa apropiadamente los fenémenos de relajacién de sistemas coloidales.

Una de las restricciones que tienen la teoria fenomenolégica de Onsager es que no todos
los procesos fisicos pueden ser descritos como procesos Markoffianos, y que por lo regular
exhiben cierta “memoria”. En efecto, en la fisica del movimiento browniano los procesos
estocdsticos con memoria se manifiestan debido a que en la escala de tiempo 7rp, la dina-
mica rapida debida al solvente no esta completamente desacoplada de la dindmica coloidal.
También los efectos de memoria se presentan debido a las interacciones hidrodinamicas, las
cuales, como ya hemos mencionado, no seran consideradas en este trabajo. Y mas frecuen-
temente la exhibiciéon de los procesos con memoria se deben a las interacciones directas
entre las particulas brownianas o por la inclusiéon de campos externos. En este sentido, la
ecuaciéon (1.48) ya no puede describir la relajacion de las fluctuaciones cuando el proceso
no es Markoffiano. Para describir ahora este tipo de procesos necesitamos una “extension”
al proceso de Uhlenbeck-Ornstein, tal extension fue desarrollada por Medina-Noyola et al.
[28]

Primeramente vamos a considerar que las fluctuaciones al estado a(t) se extienden al-
rededor de un estado estacionario general denotado como a(®®, asumiendo que tal estado
estacionario coincida con el valor medido macroscépicamente. Como ya se ha dicho, los
estados estacionarios pueden ser estados fuera de equilibrio como sucede en los sistemas
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abiertos donde se requiere la entrada y salida continua de un flujo ya sea de energia,
materia, etc., También son estacionarios los estados metaestables y los estados de arresto
dindmico, que pueden ser ocasionados por las restricciones impuestas debido a las inter-
acciones con campos externos o reservorios, asi como también a las interacciones entre las
mismas particulas del sistema cerrado. Precisamente, nosotros vamos a considerar estas
ultimas como los causantes de los estados arrestados, y estos estados por su naturaleza
dindmica no pueden ser descritos por la termodinamica estadistica de Maxwell-Boltzmann.

La ecuacién estocastica para las fluctuaciones, da(t) = a(t) — a®®, de un sistema
cerrado pero para un proceso con memoria estd dado como

0 ) sty 10 w5

donde f(t) es un proceso estocéstico, gaussiano, estacionario con media cero, pero no ne-
cesariamente descorrelacionado o Markoffiano. Medina-Noyola et al. encuentran las reglas
matematicas generales que describen la evolucion o relajacién del vector de estado de un
proceso con memoria; esas reglas por supuesto estan basadas en la condicion de estaciona-
ridad y en el proceso general de Uhlenbeck-Ornstein pero usando el teorema de fluctuacion
disipacion a nivel de funciones de memoria, el cual debe preservar su estructura matema-
tica bajo contracciones de la descripcion. Estas ideas estan enumeradas en el siguiente
teorema de estacionaridad [28]:

= La ecuacion diferencial estocdstica mas general que describe un proceso estocastico
estacionario para las fluctuaciones da(t) = a(t) — a(*® debe tener la forma
doa(t)
dt

=—w- o 'at) — /Ot dt' L(t—t) o5 a(t’) +£(t). (1.54)

» El vector estocdstico estacionario f(¢) tiene media cero, (f(¢)) = 0, descorrelacionado

con el vector de estado inicial, <f (t)(SaT(O)> = 0, y con la siguiente forma general del
teorema fluctuacion disipacién

L(t) = (O (t)) = £ (). (1.55)

» La matriz w = —w', y la covarianza para las fluctuaciones iniciales son o =

(sa(0)da’(0)).

De manera similar a las relaciones de Onsager, el teorema de estacionaridad define
las “reglas de suma” impuestas por las propiedades de simetria de las matrices w y L,
las cuales permiten, en principio, describir algunos de los fenémenos dindmicos como los
estados arrestados, asi como también la relajacién de las variables de estado a su valor
de equilibrio. La ecuacién dada en (1.54) recibe el nombre de ecuacidn generalizada de
Langevin (GLE por sus siglas en inglés), y esta misma ecuacién puede también obtenerse
de manera formal a partir de operadores de proyeccion dentro de la dinamica de Liouville
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para un sistema de N particulas; tales operadores contienen las reglas de evolucion concer-
nientes a la dindmica microscopica, mesoscépica y el acoplamiento entre ambas. Tanto el
enfoque de operadores de proyeccion como el enfoque del teorema de estacionaridad esta-
blecen las condiciones matematicas que permiten describir cualquier variable estocastica;
sin embargo, la GLE dada por el teorema de estacionaridad no esta derivada a partir de
la informacién microscépica, sino a partir de la condicién de estacionaridad y de la estruc-
tura canodnica de las ecuaciones que emanan de la contraccion de la descripcion debido al
teorema de fluctuacion disipaciéon dado en (1.55) [28]. Asi, cualquier variable de estado
puede describirse por la ecuacion estocastica de la GLE, entre estas variables de estado se
encuentra la ecuacién general de Langevin de N particulas brownianas o la ecuacién para
una particula “trazadora” dada en (1.46), asi como también para las fluctuaciones en la
densidad local, on, que determina la funciéon de van Hove o equivalentemente a la funcién
de dispersion intermedia parcial. En especial, en la dinamica coloidal se desea conocer la
estructura matematica de la funciéon de van Hove en el regimen difusivo, la cual contiene
la informacion relevante de una suspension coloidal.

§1.10

Regimen difusivo de la funcion de dispersion intermedia

El teorema de estacionaridad visto en la secciéon anterior permite construir la funcién
de dispersion intermedia a través de la funcién de memoria £, la cual puede contener una
descripcion detallada concerniente a la informacion microscopica; en esta direccion, para
cada nivel jerarquico de descripcion, las condiciones de simetria dadas en el teorema de
estacionaridad permiten identificar los elementos de la matriz de frecuencia, w, y algunos
elementos de la matriz de memoria, £. El resultado de esos procedimientos proporciona
una serie de ecuaciones acopladas cuya solucion es equivalentes a la contraccion de la
descripcion. En el esquema tedrico antes mencionado, la funcion de dispersion intermedia
para un sistema coloidal monodisperso fue obtenido por Yeomans-Reyna y Medina-Noyola
[7, 9], v la extension a mezclas fue desarrollada por Chavez-Rojo y Medina-Noyola [14, 29],
por lo tanto, en esta seccién solo vamos a resumir los resultados ya obtenidos.

Una primera estrategia para derivar una expresion de la funcién de dispersion inter-
media, es escoger como primer nivel jerarquico para la descripcién de un proceso esto-
castico y estacionario a las fluctuaciones en la densidad local en el espacio de Fourier,
a(k,t) = on(k,t); entonces, a partir de las condiciones dadas por el teorema de estacio-
naridad se tiene que w = 0, y como a t = 0 el sistema se encuentra en el equilibrio
termodinamico, entonces, la covarianza para las fluctuaciones iniciales es el factor de es-
tructura o= = S(k) = (dn(k,0)dn(—k,0)). Por consiguiente, la GLE dada en (1.54) se

escribe como 8(5 k
n(k, ) /dt Llk, t — £)S™ (R)on(k) + [ (k. 1), (1.56)

donde f(t)y L = < f(k ( ,t) f(—F, )> es la transformada de Fourier de la fuerza estocéstica
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y la funcién de memoria, respectivamente. Si se multiplica la ecuaciéon anterior por el
conjugado de las fluctuaciones en la densidad, dn(—k,0), y se toma el promedio estadistico
en un ensamble, se llega a la ecuacién de relajacion para F'(k,t) que en el espacio de Laplace
se puede escribir como

S(k)
z+ L(k,2)S~Y(k)

En este nivel de descripcion la GLE solo nos da la informacién del cumulante o momento
de orden cero en la expansion en serie del tiempo de la funcién de dispersion intermedia
[25], v la informacién microscopica o mesoscopica restante se encuentra condensada en la
funcién de memoria L, que en este caso es desconocida, la cual puede obtenerse a través de
una cerradura. En su trabajo Yeomans-Reyna obtuvo una descripcién mas detallada para
la funcién de memoria L de primer orden aumentando el nimero de variables en el vector
a, donde cada nuevo elemento incluido debe darnos mas informacioén acerca del elemento
de primer orden; en otras palabras, la funcién de memoria de orden superior con un polo
produce una funcién de memoria de primer orden con un mayor ntimero de polos; esta
ideas podria decirse que son una analogia del estudio de liquidos simples dado por Kim y
Nelkim [44].

El segundo nivel de descripcion estéa dado por a(k,t) = {(571(/{, t), (5}'H(k, t)}, donde 53H

es la transformada de Fourier de la densidad de corriente de particulas, j(k, t), en la direc-
cién paralela al vector de onda k. En este caso, la ley de evolucién para las fluctuaciones
en la densidad y la corriente estd dada, respectivamente, como [7, 9]

F(k,z) = (1.57)

a‘sna(f’t) = ikéj(k, 1),
967 (k,t) kT Mt (1.58)
) . B -1 i / AR / n
S = ik S (k)an(k, ) kBT/O dt' Lg(k,t — )55 (k,t)) + fy (k. 1),

donde Los es la inica componente distinta de cero de la matriz de memoria en el segundo
nivel jerarquico de descripcion. Resolviendo esas ecuaciones acopladas y obteniendo nue-
vamente la funcién de dispersion intermedia, F'(k, z), se llega a una expresién igual a la
mostrada en (1.57), pero la funcién de memoria de primer orden contiene mas informacién
y estd escrita en términos de la funcion de memoria Loo:

k*kgT

Lk 2) = 3+ Laa(k, 2) M2/ (kpT) (1.59)

Como puede observarse de estos dos niveles de descripcién no hay ninguna informacion
concerniente a la escala de tiempo de las particulas brownianas, 75 = M/¢®, que debe
estar contenida en la funciéon de memoria desconocida Lgs. Es claro que la informacién
concerniente a la dindmica browniana, de alguna manera, deberia obtenerse de la ecuacién
de Langevin para N particulas dada en (1.45). Esa informacién puede ser deducida a
través del trabajo realizado por Alarcén-Waess y Medina-Noyola [45], quienes introducen
un nuevo elemento que proviene de la ecuacion de balance de la densidad de corriente,
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J(r,t)|, que se obtiene a partir de la definicién de la densidad de corriente y por supuesto
de la ecuacion (1.45), siendo asi su evoluciéon temporal

fH(k?t)
M

asjy(k,t) (O .
Tor kD

+ ikop(k,t) + ikod’ (k,t), (1.60)

donde fH(kz, t) es la transformada de Fourier en direccién paralela, al vector de onda k, de
la fuerza estocastica dada en (1.45), mientras que las fluctuacién de la presién osmotica
local estan denotadas por 6p(k, t), y las fluctuaciones de la componente diagonal del tensor
de esfuerzos son §6”(k,t) = 66**(k,t) — op(k,t).

En su trabajo Yeomans-Reyna identifica el primer miembro del lado derecho de la
igualdad de la ecuacién (1.60) con el tercer cumulante de la expansion en serie de la
funcién de dispersion intermedia, lo que conduce a separar a la funcion de memoria Loy

krT O
como: Loo(k,t) = %

con la friccién del solvente sobre cada particula coloidal, mientras que el segundo término
se relaciona con la funcion de memoria que involucra a las interacciones entre las particulas
coloidales, sus velocidades, y el acoplamiento entre las interacciones y las velocidades. Con
este reconocimiento ya es posible obtener la evolucién temporal de las variables de estado
el régimen difusivo en el que se esta interesado. De esta forma, el primer término de
la funciéon de memoria esta relacionado con la difusion de una particula browniana como
puede identificarse de la ecuacién ordinaria de Langevin (vea la Ec. 1.34); por consiguiente,
se requiere que la memoria A Loy se pueda identificar con los siguientes dos tltimos términos
de la ecuacién de balance (1.60). El trabajo requerido para esto fue una de las principales
contribuciones de Yeomans-Reyna y Medina-Noyola, y siguiendo la propuesta de Hess
y Klein [2], ellos dividen el término del tensor cinético en una parte que involucra los
momentos de las particulas coloidales, y en otra parte que incluye solo las contribuciones
a las interacciones espaciales entre las particulas coloidales. Esta nueva propuesta es llevada
a los dos siguientes niveles de descripcién, esto es, a = {5n, 5}'”, 00K, 56U}, donde §6k (k,t)

+ ALg(k, z). El primer término de dicha memoria se identifica

y 66y (k,t) representan, respectivamente, las contribuciones a la parte cinética y a la parte
de las configuraciones espaciales debido a las interacciones.

El resultado dado por Yeomans-Reyna en el régimen difusivo o sobreamortiguado para
la funcién de dispersién intermedia se expresa como [7, 9]

S(k)
Fb2) = epog i ey
T C, )
2 2DOxyu (k) M?/(kpT)?
M k=D xuu(k)M*/(kgT
C k,Z = —AL k,Z = _ ) 1.62
(k. 2) kT (k. 2) z+ Lyu(k, )xgy (k) (162)

donde se ha definido el coeficiente de difusion libre de las particulas brownianas en el
solvente como D = kpT/¢(®). La ecuacién (1.61) ha sido obtenida haciendo el limite
cuando ¢t > 7p o similarmente en el espacio de Laplace zz = ¢® /M > 2. Dicho limite
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asume que los términos de memoria para la parte cinética, Ly (k, z), y la parte acoplada
de la velocidad con las interacciones, Ly (k,t), son despreciables en el régimen sobre-
amortiguado, debido a que relajan mas rapidamente que la parte de la memoria asociada
a las interacciones, Lyy(k, z). Este comportamiento es equivalente a decir que los momen-
tos de las particulas coloidales decaen mas rapidamente al equilibrio que la parte de las
configuraciones, lo cual es cierto para la dindmica de Smoluchowski; por consiguiente las
ecuaciones anteriormente enumeradas, junto con el conocimiento funcional de Ly, repro-
ducen exactamente los primeros tres momentos de la expansion en serie de la funciéon de
dispersién intermedia (vea la subseccién 1.11.1), que fueron calculados previamente por
Ackerson a partir de operadores de evolucién en la dindmica de Smoluchowski [46, 47] o
dindmica sobreamortiguada.

Tanto la funcién xyy (k) como el término de memoria Ly (k, t) provienen de la solucién
de la variable 06 (k, t); pero la expresién para xpy (k) muestra que es funcién tinicamente
de las propiedades estaticas, mientras que la funcién de memoria, Ly (k, t), es desconocida,
y podria ser obtenida anadiendo nuevas variables en una siguiente descripciéon jerarquica.
Pero, como subrayan Yeomans-Reyna y Medina-Noyola, el objetivo principal de su enfoque
no es reproducir exactamente los momentos o cumulantes a tiempos cortos en el régimen
difusivo de F'(k, z), sino proveer la forma funcional de la funcién de memoria realizando en
ella aproximaciones lo menos drasticas posible. La idea de realizar aproximaciones sobre
la funcién de memoria en vez de hacer una descripcion mas detalla es que esta iltima
resulta algebraicamente muy complicada, es por eso que Yeomans-Reyna y Medina-Noyola
denominan a la funciéon C'(k, z) como funcion de memoria irreducible [7, 9.

Para el caso de la funciéon de dispersién intermedia incoherente, alguna veces renom-
brada también con el acréonimo de “self”, Yeomans-Reyna obtiene el siguiente resultado
en el regimen difusivo [7, 9]

FO (k1) = o (1.63)
T OOk, 2)
con
CO(k, 2) = B X (k)M (kT ) (164)

Z+ L(U (k, t)XUU (k)

dichas expresiones también pueden ser obtenidas a partir de F(k,s) en el régimen de
numero de onda grande, k — oo.

Haciendo la misma analogia que para el caso de un sistema monodisperso, Chavez-Rojo
y Medina-Noyola encontraron que la funciéon de dispersion intermedia para mezclas en el
limite difusivo estd dado como (en notacién matricial) [14, 29]

F(k,2) = {21+ [1+ C(k,2)] ' K’DOS™(k)}  S(k), (1.65)

donde la matriz diagonal D© tiene componentes Daﬁ = DO )5a5, con DO = kgT/¢ y

«
¢ estd relacionado con la friccién del solvente sobre un particula coloidal de especie a.
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Ademas, la funcién matricial de memoria C(k, z) tiene la siguiente forma

]{?2
(kT)?

-1

DOM (21 + Lyy(k, 2)xp5 (k) Xuu(k)M, (1.66)

C(k,z) =

con M la matriz diagonal de la masa de las especies coloidales M,g = M,045. Aqui
nuevamente la matriz, x (k) solo depende de las propiedades de estructura estatica,
mientras Lyy(k, 2) es la matriz de memoria desconocida.

La matriz de la funcién de dispersiéon incoherente o “self” tiene la siguiente forma
[14, 29]

_ —1
W%h@:{d+ﬁ+c@w¢ﬂlﬁD@}, (1.67)
con
— —1
C¥(k,2) = DOM (21+ L (k. )X (k) xh (M. (1.68)
(ksT)?

En la siguiente seccién se dard una manera aproximada para obtener las funciones de
memoria desconocidas, Lyy v Lyy, y como se relacionan, respectivamente, con la parte
incoh L) y Li); es cl dicha inf ion tendrf ir de la dindmi
incoherente, Ly, v Liy; es claro que dicha informacion tendria que venir de la dindmica
de una particula trazadora.

§1.11

Teoria autoconsistente de la ecuacion general de Langevin

En esta seccién se discutiran las bases teodricas y fisicas que los autores Yeomans-Reyna
y Medina-Noyola usaron para la construcciéon de una teoria aproximada pero autoconsis-
tente. Es decir, a pesar de que la teoria construida por estos autores es exacta, al menos
en la reproduccion de los cumulantes hasta segundo orden, es inconsistente en el senti-
do de que las ecuaciones no quedan cerradas. Uno de los principales objetivos que ellos
alcanzaron fue la construcciéon de una teoria autoconsistente tal que las funciones de dis-
persiéon intermedia quedaran en términos solo de las propiedades estaticas o propiedades
de equilibrio termodinamico.

En los siguientes parrafos se describen los principales argumentos en que esta basada
la teorfa autoconsistente realizada por Yeomans-Reyna y Medina-Noyola: [9]

» La derivacién de expresiones exactas para la funcién de dispersién intermedia, F'(k, ),
y para su parte incoherente, F()(k, t), en términos de funciones de memoria, obteni-
dos a partir del formalismo de la GLE y el teorema de estacionaridad. En este caso,
tal derivacion fue resumida en la seccién anterior.

= La suposicion de una relacion particular entre la dinamica colectiva y la incoherente,
expresada mediante una aproximacion tipo Vineyard para las funciones de memoria.
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= Una relacién tipo gaussiana entre la funcién de memoria, C®)(k,t) y la funcién de
friccion de una particula “trazadora”, A((k,t)

s El cédlculo de la funcién de friccion, A(k,t), a partir de la ecuacién de Langevin de
una particula coloidal “trazadora”.

En la seccion anterior se describié la manera en como se obtienen las funciones de
dispersién intermedia, tanto en el régimen balistico (75 < t < 7g) como en el régimen
difusivo (75 < t), en especial se escribieron la forma algebraica de estas funciones en el
régimen difusivo, de manera que estas concuerdan exactamente con los momentos a se-
gundo orden. Estos momentos o cumulantes obtenidos representan la expansion a tiempos
cortos de la funcién de dispersion intermedia, es decir a tiempos tales que 7¢ < t < 77 con
77 definido como el menor de los tiempos caracteristicos en los que una particula recorre
una distancia del orden de la distancia media entre dos cualesquiera de ellas (remitése a
la seccién 1.3).

§1.11.1

Aproximacion de memoria SEXP y Vineyard

Como ya se ha puntualizado, la informacién contenida en la funcién de memoria,
Ly o Lgf()], deberia permitir calcular los siguientes momentos; una manera de obtener el
momento de tercer orden es hacer una expansion en series de dicha funcién de memoria
respecto a la variable ¢, posteriormente sustituirla en la expresion para F'(k,t) o en F(k, 2)
y empatar con la expresiéon del momento a tercer orden obtenida por Arauz-Lara et al.
[48]. Siguiendo este procedimiento se encuentra que la funcién de memoria, Ly, se puede
extrapolar en una parte “markoffiana” y en otra parte “no markoffiana”, a saber:

LUU(]C,Z) = Lo(k’) —f'AL(k’,Z), (169)

donde Ly(k) estd asociado al tercer momento y este depende de la estructura en equi-
librio de tres cuerpos [7, 14, 29, 8]. En cambio, AL(k,z) se interpreta como la parte
no markoviana o de memoria. Este mismo procedimiento se hace también para la par-
te incoherente, resultado una forma similar a la dada en la ecuacién (1.69); esto es,
Lgb(k,z) = L(()S)(k) + AL®(k,2). La importancia de estos resultados es que permite
elaborar ciertas aproximaciones, pero ahora para funciéon AL o para la parte incoherente
AL®. En efecto, si uno supone que AL(k.z) = 0 = AL®)(k, z), entonces uno puede ver
que las funciones de dispersion, ya sea para una especie o varias, dadas en (1.61 - 1.68) son
cantidades cerradas y exactas. De hecho, esas relaciones exactas concuerdan con la aproxi-
macidn exponencial simple o SEXP (por sus sigla en inglés), que relaciona a la funcién de
memoria “markoffiana” con una forma algebraica funcional tipo exponencial [14, 29, 48].
Tal aproximacién es valida solo para tiempos cortos o intermedios en la dinamica difusiva.
Es importante recalcar que la etimologia en la palabra “markoffiana” se refiere a que la
funciéon de memoria, Ly, obedece a un proceso de Uhlenbeck-Ornstein al nivel jerarquico
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establecido por el tensor de esfuerzos Gy (k, z), v esto es una consecuencia del teorema
de estacionaridad visto en la secciénl.9. Pero es claro que al nivel de memoria de primer
orden obedece a un proceso extendido de Uhlenbeck-Ornstein, es decir, no markoffiano,
debido al proceso de contraccion a la descripcion.

Es obvio que el interés principal en el esquema autoconsistente es extender los resul-
tados de la aproximacion SEXP; sin embargo, tal resultado es el punto de partida para
generar aproximaciones con un enfoque fisico sobre la funcién de memoria, AL(k,t). Ante-
riormente Arauz-Lara y Medina-Noyola ya habian relacionado la dinamica colectiva dada
por la funciéon F(k,t) con la dindmica de una trazadora dada por F'®)(k,t) a través de la
aprozimacion de Vineyard [27, 48], la cual algebraicamente dice que la dispersién colecti-
va es proporcional a la dispersién incoherente: F'(k,t) = S(k)F®)(k,t), donde el factor de
estructura estatico juega el papel de un factor de fase entre la dinamica de una trazadora
y la dindmica colectiva del resto de las particulas. La relacion de Vineyard usada por
Arauz-Lara y Medina-Noyola resulta ser muy sencilla; no obstante, es la mas pobre en
cuanto a la descripcion de la dindmica coloidal se refiere [14, 29, 8]. La innovacién en el
esquema autoconsistente consiste en que la aproximacion de Vineyard sea usada a nivel de
la funcién de memoria, en especial se han propuesto tres diferentes relaciones (en notaciéon
matricial)

Lo (k)AL(k, 2) = LY (k)AL (k, 2), (1.70)
C(k,2) — C¥)(k, 2) = Cspxp(k,z) — Cipxp(k, 2), (1.71)
Csbxp(k, 2)C(k, 2) = Cilyp(k, 2)C®) (K, 2). (1.72)

La primera de estas aproximaciones tipo Vineyard, relaciona a la funcion de memoria
colectiva con su parte incoherente; la segunda aproximacion se le conoce como la aproxi-
macion tipo Vineyard aditiva, y la Gltima es la aprorimacion tipo Vineyard multiplicativa
[14, 29, 8]. A través de simulaciones computacionales de dindmica browniana, Yeomans-
Reyna e independientemente Chavez-Rojo mostraron que la ecuaciéon (1.70) da los mejores
resultados; sin embargo, la aproximacion dada por la ecuacién (1.72) es casi equivalen-
te a la expresion (1.70) y esto se debe a que ambas preservan el limite del cumulante a
tercer orden, pero esta ultima es menos costosa en términos del calculo por computado-
ra; mientras que la ecuacién (1.71) solo da buenos resultados a tiempos largos. Tanto la
expresion llamada “aditiva” como la “multiplicativa” relacionan a la funcién de memoria
colectiva irreducible, C(k, z), con su parte incoherente, C*)(k, z), a través de la funcién
de memoria en el limite “markoffiano”, es decir, a través de la aproximaciéon SEXP, donde
Cexp(k,2)y Cg};xp(k, z) estdn dadas por las ecuaciones (1.66) y (1.68), respectivamen-
te, con AL(k,z) =0 = AL®(k, 2). Observe que la ventaja que tienen las aproximaciones
dadas en (1.70) y (1.72) es que son independientes de la forma que adquieran las funciones
de memoria AL(k, z) y AL®)(k, z) o analogamente C(k, z) y C¥(k, z).

En cualquier caso de aproximacion tipo Vineyard, esas ecuaciones solo requieren la
determinacion de alguna de las funciones correspondiente a la dinamica colectiva o a la
dindmica de una trazadora; esta ultima es la mas viable de obtener pues se han hecho
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muchos estudios alrededor de esta funcién, que como ya hemos mencionado, se puede
obtener a través de experimentos de dispersién de luz.

§1.11.2

Relaciones de cerradura para la dinamica de Langevin

La aproximacién tipo Vineyard permite establecer la relacién entre la dindmica colec-
tiva y la dinamica de una trazadora, en especial, se ha comprobado que la aproximacion
de Vineyard a nivel de las funciones de memoria irreducible es menos “costosa” en relacién
con los calculos por computadora. En esta direccién se puede establecer una ecuaciéon fun-
cional para la dinamica incoherente que permita establecer una cerradura; tal cerradura
debe tener algunas propiedades que caracterizan a la dindmica coloidal de una “trazadora’.
A través de los estudios realizados por Arauz-Lara et al. se establecié que, en el limite de
tiempos cortos y longitudes de onda pequefia, la funcién de memoria C® es equivalente
con la aproximacion SEXP [48], esto es

Jim GGk, 1) = Cipxp (), (1.73)
mientras tanto, en el limite opuesto, es decir, a longitudes de onda y tiempos grandes, la
funcién de memoria irreducible para la dinamica de una trazadora debe estar relacionada
con alguna cantidad o propiedad que caracterice tal régimen. Yeomans-Reyna y Medina-
Noyola establecieron que esa propiedad deberia ser la funcion de friccion para una particula
trazadora, AC(t); entonces, en ese limite [7, 9]

lim C® (k,t) = AC* (), (1.74)
k—0

donde A(™(t) es una matriz diagonal formado por los elementos A 5(t) = [W] da s
(0%

con A(,(t) la friccién que experimenta la particula trazadora a debida a la presencia del
solvente y al resto de las demas particulas coloidales en interaccién con ella [49, 50, 15].
La funcién de fricciéon para una trazadora permite definir el coeficiente de difusion, y este
coeficiente es una de las propiedades importantes dentro de la dindmica difusiva de las
suspensiones coloidales, como se explicara méas adelante.

A falta de una funcién que determine las propiedades més precisas para la funcion
de memoria incoherente, Yeomans-Reyna y Medina-Noyola propusieron una ecuacion de
interpolacion entre ambos limites, tal expresion la definieron como [7, 9]

CO(k, 1) = Cxp(k,1) + [AC" (1) = Cixp(k. 1) Ah), (1.75)

donde A(k) es la funcién fenomenoldgica que interpola ambos limites, tal que cuando
k — 0 entonces A(k) — 1, recuperando la ecuaciéon (1.74); y cuando k — oo entonces
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A(k) — 0, recuperando la expresién (1.73). De manera que las componentes de la funcién
matricial diagonal de interpolacién estan dadas como [7, 9, 29]

Aas(k) = 0us (1 + [k/kgcwr)_l , (1.76)

donde Chavéz-Rojo y colaboradores [29], establecieron que para el caso de mezclas, kéo‘) es
la posicién cercana al primer minimo después del maximo principal de la funciéon parcial
de estructura, S(k), para la especie a.

El dltimo componente para cerrar las ecuaciones en el esquema tedrico de la dinamica
de Lagevin para suspensiones coloidales, es tener una forma exacta o aproximada para la
funcién de friccion de la particula “trazadora” En la seccién 1.8 se present6 una expresion
de la ecuacion de Langevin de una particula coloidal llamada la “trazadora” en presencia
de las interacciones del resto de la particulas coloidales; tal ecuacion describe la forma
exacta del movimiento Browniano de la particula trazadora acoplada con las fluctuaciones
de la concentracion local n*(r,t) del resto de las particulas coloidales. La solucién formal
de dicha ecuacién (vea la ecuacion 1.46) se obtiene nuevamente a través del teorema de
estacionaridad, y tal solucion fue obtenida por Medina-Noyola, donde él encuentra que la
evolucion para las fluctuaciones en la velocidad de una particula trazadora esférica esta
dada como [49]

déVT (t)

MT =~V ovr(t) + fr(t) — /Ot dt" AC(t —t)L-dvr(t') + Fr(t), (1.77)

donde la funcion de friccion juega el papel de una funcién de memoria para las fluctuaciones
de la velocidad de la particula trazadora; la fuerza fluctuante, Fr(t), es debida a las
interacciones del resto de las particulas coloidales con la “trazadora”, y esta fuerza se
manifiesta por medio de la funcién de friccion a través del teorema de fluctuacion disipacién
dado por el teorema de estacionaridad, (Fr(t)Fr(0)) = MkgTA((t).

Una forma algebraica simple de la funcién de friccién para la particula trazadora se
puede obtener a través de la aproximacion que se conoce como de “fluido homogéneo” y
de la aproximacién de desacoplamiento [49]. Una revisién mas extensa de estas aproxima-
ciones puede consultarse en la referencia [10]. Entonces, la funcién de fricciéon para una
trazadora con simetria esférica se escribe como

DOCO ok [S(k) 1]\ (s)

AC(t) = 3(2W>3n/d k ( 0 ) Fk, ) FO) (k, 1). (1.78)
donde se identifica al coeficiente de friccion del solvente sobre la particula trazadora como
Cz(?) = (. Como se puede notar, la ecuacién 1.78 estd escrita en términos de la funcién de
dispersién intermedia, la cual contiene la informacién del resto de las particulas coloidales
correlacionadas con la trazadora.

Para el caso de una mezcla coloidal, la ecuaciéon para la funcién matricial de friccién fue
obtenida por Herndndez-Contreras [50], la cual tiene la siguiente forma para la componente
a [50, 15]

D(0)

Al (t) = D / d*k K*FG) (k. 1) [e(k)v/n F(k, )8~ (k)v/n h(k)] (1.79)
T 3(2m)? aal™ ’ '
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con (1/n)aa los elementos diagonales de la matriz densidad, y é(k) es la transformada de
Fourier de la funcién de correlacion directa, que se definieron en la secciéon 1.5.

Aclaremos un poco mas acerca del uso de la funcién de friccién como una funcién de
memoria, C'®)(k, t), en el limite dado por la ecuacién (1.74). En la descripcién dindmica de
una particula browniana en limite diluido, la funcién de dispersion intermedia incoherente
esta relacionada con el desplazamiento cuadratico medio a través de una funcién gaussia-
na; esto es, F(*)(k,t) = exp [-k% (AR2(t)/6)], y como ya se ha visto en la seccién 1.8, el
promedio del desplazamiento al cuadrado determina el coeficiente de difusion. Tal coefi-
ciente puede también ser determinado a través del promedio de la velocidad al cuadrado,
de acuerdo a la relacién de Green-Kubo (vea la ecuacién 1.44). Para el caso no diluido
podemos obtener la funcién de autocorrelacién en las velocidades a partir de la relacién
(1.77), que en el limite sobreamortiguado (¢ > 75) y en el espacio de Laplace conduce a
la siguiente expresion para el coeficiente de autodifusion [7, 10]

kgT
Dy(z) = (v(2)/3) = C(O)JrBAC(z)' (1.80)
De esta expresion vemos que la funciéon de friccion para una particula trazadora esta
relacionada con la difusion, Dy(z), a tiempos largos. De hecho se puede decir que el
inverso de la funcién de friccion determina “la movilidad” de la particula trazadora, de
ahi que relacionar la funcién de memoria irreducible con la funcién de friccién a tiempos
largos es intuitivamente razonable. Una expresién similar a la dada por la ecuacion (1.80)
se puede obtener para el caso de un sistema de varias especies de particulas trazadoras.
Para un coloide multicomponente, la solucion de las ecuaciones acopladas dadas por
las expresiones (1.65), (1.67), (1.71) o (1.72), (1.75), y (1.79) representan lo que se conoce
en la literatura como la Teoria Autoconsistente de la Ecuacion Generalizada de Langevin
o SCGLE por sus siglas en Inglés, es decir, Self-Consistent Generalized Langevin Equa-
tion [7, 9]. El esquema tedrico de la SCGLE proporciona las expresiones exactas para la
funcion de dispersion intermedia colectiva e incoherente, y una serie de aproximaciones
fisicas e intuitivas para su solucién consistentemente; como puede observarse, la solucién
de dichas ecuaciones solo esta en funcion de las propiedades estaticas de equilibrio, que
obtendremos en el siguiente capitulo. En el capitulo 3 haremos uso del factor de estructura
obtenido en el capitulo 2 y del esquema de la teoria SCGLE para caracterizar la dinamica
hacia la relajacion de equilibrio para sistemas coloidales monodispersos o polidispersos
de particulas esféricas. Dentro de esos estados de equilibrio representaremos los estados
no-ergodicos como los estados de arresto dinamico y, en esta direccién, obtendremos los
diagramas de arresto dindmico para sistemas de una sola componente y sistemas binarios
de una suspension coloidal modelados por potenciales esféricos apantallados.



CAPITULO 2

FACTOR DE ESTRUCTURA ESTATICO:
APROXIMACION MSA

Como ya se mencioné al final del capitulo anterior, el conocimiento del factor de es-
tructura estatico, dado un potencial de interaccion, es uno de los ingredientes necesarios
para determinar los diagramas de arresto dinamico en el esquema tedrico Autoconsisten-
te de la Ecuacion de Langevin Generalizada (SCGLE). En este capitulo determinaremos
las funciones parciales de la estructura estatica usando la cerradura de la Aproximacién
Esférica Media (MSA) para un sistema compuesto por varias especies de particulas esféri-
cas, y modeladas por un potencial de esferas duras mas una serie lineal de términos tipo
Yukawa (vea la seccion 1.5). La ventaja de usar esta cerradura y un modelo de potencial
tipo Yukawa es que la solucién a la ecuacién de Orstein-Zernike (OZ) es casi analitica.
Esto ha permitido usar la cerradura para modelar diferentes sistemas fisicos interesantes
como: electrolitos, sales fundidas, metales liquidos, agua, plasma, gases densos, proteinas
y dispersiones coloidales [51, 52, 53, 54]. Por supuesto, esta cerradura también ha sido
utilizada en el estudio de la transicion vitrea de sistemas coloidales tanto en el esquema
de la SCGLE como en el esquema de la Teorfa de Acoplamiento de Modos (MCT por
sus siglas en inglés) utilizando un potencial de Coulomb [21, 55], y también un potencial
de pegado [13, 56], y finalmente un potencial de interaccién tipo Yukawa para sistemas
monodispersos [13, 57, 58].

La solucién a la ecuacién de Orstein-Zernike (OZ) en el contexto de la cerradura de
la MSA fue primeramente obtenida por Waisman [59] usando un modelo de potencial de
cargas apantalladas (tipo Yukawa); el objetivo principal de Waisman era mejorar la solu-
cién a la aproximacion de Percus-Yevick (PY) para un modelo de interaccion de esferas
duras o de volumen excluido, ajustando los parametros del potencial de Yukawa para ase-
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gurar que la compresibilidad isotérmica y la presion virial dieran los mismo valores que
las ecuaciones dadas por Carnahan y Starling [60]. Generalmente, en la literatura, al uso
de la MSA junto con un potencial de Yukawa se le conoce como la cerradura de Yukawa,
si esta cerradura sirve para conseguir consistencia termodindmica se le conoce como la
Generalizacion de la MSA (o GMSA). Tomando como base el método de factorizacion de
Baxter-Wiener-Hopf [61], Blum generalizé la solucién dada por Waisman para sistemas
multicomponentes, usando una cerradura compuesta por una serie lineal de términos tipo
Yukawa [62]. Cuando se considera que la cerradura de Yukawa tiene amplitudes factori-
zables, la solucién dada por Blum se simplifica considerablemente, y en ese caso Ginoza
mostré que para sistemas de una sola componente, la solucién depende de un parametro de
escalamiento, I', [63]. Posteriormente Blum encontré que dicho pardmetro también puede
ser utilizado en el caso de sistemas de muchas especies [64].

Tomando como punto de partida los trabajos de Ginoza y Blum [63, 64] varios autores
han encontrado soluciones explicitas tanto para las propiedades de estructura como para
las propiedades termodinamicas; en esta direccién se ha obtenido el calculo de los factores
de estructura para la cerradura general de Yukawa usando el formalismo de transformadas
de Laplace [65, 66] y también utilizando el formalismo de transformadas de Fourier [67].
Cuando se utiliza el formalismo de Fourier se observa que las ecuaciones para las funciones
parciales del factor de estructura son mas simples. Nosotros vamos a seguir el método de
transformadas de Fourier para obtener las funciones parciales del factor de estructura para
la cerradura general de Yukawa, y una vez obtenida la expresion general para las matrices
parciales de factor de estructura vamos a reducirla para algunos casos particulares que
posteriormente nos seran tutiles. En especial, para el caso monodisperso, las ecuaciones
obtenidas se usardn para mejorar la solucién proporcionada por la aproximacion de PY
del modelo de potencial de esferas duras; por lo tanto, este capitulo contiene la primera
parte de las contribuciones originales de esta tesis.

Antes de continuar, es pertinente aclarar que cuando se haga referencia a un “sistema de
esferas duras” o “modelo de esferas duras” significa que el sistema se modela por particulas
esféricas y que las interacciones entre un par de ellas son debidas al volumen excluido o
potencial de esfera dura (HS por sus siglas en inglés). De la misma manera, cuando se
haga referencia a un “liquido de Yukawa” o “modelo de Yukawa” significa lo mismo al
caso que se aludio, pero las particulas obedecen ademaés a la interaccién tipo Yukawa.

§2.1

La cerradura de Yukawa

Para un sistema multicomponente formado por p especies de particulas coloidales es-
féricas, con diametro o, para la especie «, se considera la cerradura general formada por
la suma de M términos tipo Yukawa o cerradura de Yukawa dada como (vea la ecuacién
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(1.25)) [64]
M
cap(r) =>_ K(”)(sgn)@gn)e*z”(r’”aﬁ)/r, "> 048, (2.1)

n=1
donde c,p(r) son las componentes de la matriz de correlacion directa; ademads, se necesita
la condicion que representa al volumen excluido de las particulas coloidales:

hap(r) = Gap(r) —1=—1, 1 < 0ag, (2.2)

donde 7 es la magnitud de separacién entre la posicién de dos particulas, 0,5 = (04 + 05) /2
es el promedio arimético de los didmetros, z, es el parametro de apantallamiento o el inver-
so del alcance de las interacciones dadas por la cerradura de Yukawa, y K (™5™ 5;") =K ;’Q
son las amplitudes de las interacciones entre las diferentes especies o componentes del siste-
ma dadas por la cerradura, las cuales son independientes entre si. El resto de las cantidades
involucradas en las relaciones anteriores ya han sido definidos en la seccién 1.5.

Usando el método de factorizacién de Baxter [61], Blum obtiene la solucién de la ecua-
cién de OZ para la cerradura de Yukawa (vea la ecuacién (1.23)), que convenientemente
se escribe en el espacio de Fourier y en notacién matricial como [64]

S(k) = - v &(k)v/n = QUR)Q" (—h), (2.3)

donde Q(k) es la matriz de Baxter en el espacio de Fourier y Q7 (—Fk) es el complejo
conjugado de la matriz transpuesta de Q(k). La matriz de Baxter se define como [61]

Q) =T [ e™va Qr)va dr, (2.4)

Aag

con A\og = (04 — 03) /2. Blum et al. encuentran que la matriz de Baxter en el espacio real
estda dada por los siguientes elementos: [64]

M
Qap(r) = Qgﬁ(r) + Z D((X%)G_Z”T, para  A.p < T, (2.5)
n=1

donde Q9 4(r) = 0 para r > 043 y

o) :;Aﬁ (r—0ap) (r — Aag) + B (1 — 0ap)

M (2.6)
+ Z CC({;) (e’z’” — e’Z”"“B) , para Agg <1 < 0gp.
n=1
Los coeficientes de la ecuacién anterior estan dados como sigue:
HS | T f: (n) ,(n) HS f: (n) o (n)
A=A+ — ) P"al, B,=DB;"4+) A"a,",
A n=1 n=1 (27)

« «

) = (3~ Bpeoejs) e, DY = —iafPenos,
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donde B es el pardmetro que permite definir a la energia interna dentro de la cerradura
de Yukawa y esta dado por [64]

B&") = 27Tanéén)ez"Uﬁ/ dr rgas(r)e "
p " (2.8)

T 5. P™.

=TI — (1 + 0,2,) A —
TV — (14 0azn) oA

El resto de los coeficientes involucrados en las anteriores expresiones matemaéaticas estan
definidos de la siguiente manera:

A
= S X - 200, (29)
0
20, T0o(o
A = o | —0aIl == o2 1| x 2.10
sz”( +l2+2A+]a>’ (2.10)
2T T0aCo
AHS -1 «a 2.11
o« = [ + A ] : (2.11)
pls _ Ta 2.12
[e% A ? ( )
con
Go="nao" y A=1- %cg. (2.13)
Ahora, la definicién para el coeficiente a(™ esta dada como sigue
Z M T, (2.14)
donde los elementos de la matriz M son
Mo = > o (X2, X0+ T X — X)) (2.15)

Zn+ 2m 5

Debido a las condiciones de simetria que guarda la funcién de correlacién directa , cop(r) =
csa(r), se infiere que las funciones de Baxter en el origen deben ser también simétricas
(vea la ecuacion (2.4)), y por lo tanto, de las expresiones (2.14) y (2.15) se sigue que 110
y X deben ser proporcionales; entonces, la relacién de escalamiento més conveniente es

[64]

M

=— > DX, (2.16)

donde T es la matriz de escalamiento de dimensién M x M. Usando la relaciéon anterior
se llega a que X ™ estd dado como sigue [64]:

=y Z mai0s (2.17)

B m=1
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donde el tensor N es de rango (M x M) x (p x p) y sus componentes tienen la siguiente
forma

Nomas = T T + 605 (2.18)

con la siguiente definicién para las componentes de los tensores J y Z

jOEg) = (Taqbo (Z”O-OC) 6045 - QWUi% (Znaa) n,Bo-ﬁ/Aa (2.19)
Itgc%) = Oap — WUZQM (2n0a) ngos/A — 27021/]1 (2n0a) g (1 +mlaos/(24)) /A. (2.20)

También, de las tultimas expresiones se tiene que

¢o(z) = (1 — e’x> /x,
i) = (1—2/2— (1+2/2)e™") /2%, (2.21)
¢1(z) =z (x) — do(z)/2.

La solucién para la cerradura de Yukawa se reduce a encontrar los valores para la

matriz de escalamiento I'; las primeras M ecuaciones para el parametro de escalamiento
estan dadas por la siguiente expresién [64]:

M
1
2r KMo 43 :Zn{zo(;;)a,(ﬁ’n) -2 (E nﬂ'a%)a(ﬁ’?))
B

1 #n T Zm ;
' o (2.22)

[ (15 = 2, X5) = 2 x4 } _o

A la ecuacién anterior se le conoce también como la condicion de la cerradura de Yukawa.
El resto de las M (M — 1) ecuaciones para completar las componentes del parametro
de escalamiento se establecen considerando que también existe simetria para la funcién
de distribucion radial en el contacto: g.g (025) = J8a (0%), obteniendo las siguientes
relaciones matriciales de simetria:

TM" = MI7, (2.23)
(T+20 ) M=M" (I + (") z) , (2.24)

donde z es una matriz diagonal con elementos 6,,,z,. Las relaciones (2.22)-(2.24) repre-
sentan un conjunto cerrado de ecuaciones no lineales para el parametro de escalamiento I',
y la solucién fisica, en general, no es sencilla de obtener porque existen muchas raices; sin
embargo, para el caso de sistemas con una sola componente o mezclas con un solo término
tipo Yukawa, la solucién puede ser obtenida por el método iterativo de punto fijo [68].
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§2.2

Factor de estructura estatico para la cerradura de Yukawa

Las funciones parciales del factor de estructura estatico para la cerradura de Yukawa
estd dada por la ecuacion (2.3) en términos de las funciones de Baxter, y para obtenerlas
se sustituyen la ecuaciones (2.5) y (2.6) en (2.4). Después de integrar y reducir obtenemos
que los elementos de la funcién matricial de Baxter en el espacio de Fourier se escriben
como

Qas(k) = Qa5 (k) + Qag(k), (2.25)

donde se ha denotado a Q(k)¥ como el término que corresponde a la solucién de mezclas
de un sistema de esferas duras en la aproximacion de PY, y tiene la siguiente forma

algebraica
QIS (k) = 6up + 100y + 0P, (2.26)

mientras que Qy(k) corresponde a la perturbacién de los M términos tipo Yukawa, que
se escribe como:

iw: dant (2.27)

Por simplicidad, en las dos ultimas ecuaciones se ha omitido la dependencia con respecto
al nimero de onda k. Los coeficientes dados en las relaciones (2.26) y (2.27) son

2 .
5(1)(k):\/n—a2><ajk13(><a)

] —iXa _
B (k) = Vi o Xe (8~ o xa)

7+ (k) = 279(1{) + ADFD (k) +

67

ik'—i_Zl ~(l)
— k [=1,2,....M 2.28
kQ_'_ZlQQa()? ) Sy ) 9 ( )

con

~ I 2 a. o P(n) a
O (k) = v/ [e_lx‘* (Xfy") - UQA(”)> 4 X0 Xa) jZ(X ) (Xé")zn (N QAU )] :

En los coeficientes anteriores se han definido lo siguiente:

Xa(k) = ko /2,
jo(z) = sen(z)/x, ji(x) = sen(x)/2* — cos(x) /.
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Estas dos ultimas relaciones son las funciones esféricas de Bessel de orden cero y uno,
respectivamente.

Notese que la forma algebraica de la expresién (2.26) y (2.27) tienen la forma de un
tensor diadico, esto es:

M2
By =1+ v (k)wm(k), (2.29)
n=1
donde la diada, v(™) (k)w™ (k), tiene componentes dados como v(" )wgl) cona,3=1,2,...,p.

Por lo tanto, la matriz Q es de rango pxp,y de acuerdo a las propiedades de los tensores
diddicos, existe una matriz inversa, Q'(k), donde el determinante de la matriz Q(k) es
de rango M + 2, y en consecuencia su matriz inversa tiene una forma simple dada como:

Q (k) =1 W(k): (2.30)

nosotros encontramos que la matriz W (k) tiene los siguientes elementos

E

1 2R (n) (nm
Wealk) = oo 2 3 1 (b)Dq (231)

en esta ecuacion, |Dql es el determinante y |[Dg|™™ es el nm-ésimo cofactor de la matriz,
Dq(k), cuyas componentes estan dadas por la siguiente forma algebraica

[DQ(k)]nm = Opm + V(n)(k) ) W(m)(k)a

donde v (k) - w™ (k) = ¥, 9 (k) 90 (k) es el producto escalar usual de los vectores
de rango p.

De esta manera, la matriz del factor de estructura estdtico para la cerradura de Yukawa
tiene una forma analitica dada por la siguiente relacion

S(k) = [QK)Q(-RT]
— I — Re[W(k)] — Re[WT (k)] + Re[WT (k)|Re[W (k)] (2.32)
+ Im[W7 (k)| Im[W (k)]

donde Rel- - -] es la parte real y Im|[-- -] es la parte imaginaria de la matrix W (k).

Las expresiones dadas en (2.25), (2.29) y (2.32) tienen una forma algebraica mas simple
que las obtenidas por Ginoza y Blum [65, 66], y como ya se ha mencionado, éstas dependen
del parametro matricial de escalamiento I'; asi mismo, nuestros resultados corrigen los
errores tipograficos dados en la referencia [67]. Del resultado general para el factor de
estructura estatico, dentro de la cerradura de Yukawa, se pueden obtener algunos casos
particulares, que enunciaremos mas adelante.
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§2.3
Algortimo para la solucion de la cerradura de Yukawa

Como ya se ha indicado en este capitulo, la solucion a la cerradura de Yukawa esta
dada en términos del pardametro de escalamiento I'. En general, este parametro es una
matriz de dimensién M x M, que se obtiene resolviendo la ecuacién (2.22) considerando
las relaciones de simetria dadas en las ecuaciones (2.23) y (2.24). Sin embargo, como puede
notarse de esas expresiones, la solucién para dicho parametro requiere resolver un conjunto
de ecuaciones no lineales acopladas, que implica encontrar varias raices, y en consecuencia,
obtener la raiz fisica no es un problema sencillo. Sin embargo, como veremos méas adelante,
la solucién para algunos casos particulares proporciona ecuaciones mas simples de resolver,
en la que la soluciéon al parametro de escalamiento converge rapidamente a la raiz fisica.
En lo que sigue, daremos un procedimiento para encontrar la solucién fisica a la matriz T,
la cual nos sirvié para determinar la estructura estatica de un sistema monocomponente
modelado por una suma de términos tipo Yukawa.

De manera general los elementos no diagonales de la matriz I' puede obtenerse facil-
mente de las relaciones de simetria (2.23) y (2.24), si a estas ecuaciones las reescribimos

~1
de la siguiente manera: TM? — MIT =0y (I + zl"_l) M—-MT <I + (I‘T> z) =0;
entonces, de la primera ecuacion despejamos los elementos no diagonales inferiores, y de

la otra ecuacion despejamos los elementos no diagonales superiores; estos elementos son
funcionales de la matriz M(T'), esto es

Lyon [M(T); T con m # n. (2.33)

Los elementos diagonales I',,,, se obtienen de la condiciéon de la cerradura de Yukawa
dada en (2.22), que convenientemente podemos reescribir como sigue:

Yo R = Y0 Y T — M D X
X"

Lpn = , conm#n (2.34)

donde el tensor R&”} es de dimensiéon (M x p x 1) y el tensor 7’(5 es de dimensién

(M x pxp—1),y se definen como:
RY) = Z Z M ALY (2r K@ 50 (2.35)

T = Z Z SIS M AT AT ML T X, con B> 1. (2.36)
P q r s t

Los elementos de la matriz inversa A(p 7 es sobre los indices (p,q). En general, el tensor

A(mn) es de dimension (M x M) X (p X p), y sus elementos estan definidos como

(mn) _ (n) “n (m) () (17(m) (m) (n) (m)
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La solucién de los elementos diagonales dadas en (2.34) junto con los elementos no-
diagonales proporcionados por la relaciones de simetria (2.23) y (2.24) pueden, en principio,
resolverse usando el método numérico de Gauss-Seidel o el método de Newton-Raphson
con diferencias finitas, y con un término de amortiguacion o de relajacion, w, es decir para
la k-ésima iteracién se tiene que la raiz para I',,, esta dada por
(k=1) 4 o,T(R)

donde |w| < 1.

Ahora, para que el sistema de ecuaciones no lineales y acopladas converja a la solucién
fisica, se necesita que la matriz de escalamiento se aproxime hacia la asintota en: I" =~ 0,
cuando la densidad de niimero se aproxime a cero, n, =~ 0 Va; dicho comportamiento es
equivalente al acoplamiento de bajas densidades en el esquema perturbativo de teoria de
liquidos, recuperando la solucién ideal o en nuestro caso la solucion al sistema de esfera
dura [69]. Entonces, de acuerdo al comportamiento asintético antes mencionado, de todo
el conjunto de raices para el pardmetro de escalamiento, la solucion fisica es aquella que
este mas proxima al cero; de ahi que en la primera iteracién en el método de Gauss-Seidel
o Newtho-Raphson se toma a I'? > 0, y a través del pardmetro de relajacién, w, se le
lleva a una solucién no muy alejada de este comportamiento asintético. Como se expondra
mas adelante, el método presentado en esta seccién sera mas sencillo cuando se obtengan
algunos casos limites dados por la cerradura de Yukawa.

§2.4
Factor de estructura estatico para el sistema de esferas
duras

Factor de estructura para mezclas de esferas duras

Para obtener una expresion del factor de estructura estatico para un sistema de par-
ticulas esféricas de diferentes tamanos o polidiespersa en el diametro, que interaccionan a
través de un potencial de volumen excluido o HS, es necesario que la solucién para el para-
metro de escalamiento I' sea igual a 0 o equivalentemente que K™ = 0, V n; esto implica
que el término QY (k) = 0 en la ecuacién (2.25). De esta manera se obtiene la solucién
a la aproximacién de Percus-Yevick (PY) para mezclas de esferas duras [70], y como se
puede observar de la expresién (2.25) y (2.26), Q(k) = Q75(k) = I+ viOw() 4 v@w®),
Entonces la matriz W (k) definida en (2.31) se reduce a una suma de cuatro términos:

WS (k) — Dl {Vu)W(l) (140 w®) - yOw (v )
Da| (2.39)

— VW (v W) 4y (14 v W) } 7
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donde las componentes de la diada son (V(")(k)w(m)(k)) 5= 0
producto escalar estd dado como v(™ . w(™ = S 50 (k)™ (k)
se escribe como

Dq| = (1 + v .W(l)) (1 +v® ,W(2)) _ (V(l) ,W(2)) (V(2) .W(l)) :

donde los términos dados en las ecuaciones anteriores ya se han definido en la seccion 2.2.
La expresion para el factor de estructura estatico de mezclas de esferas duras esta dado
por la expresién general, ecuacién (2.32), pero con la matriz W (k) = W79(k).

&n)(k‘)wém)(k); ademsés, el

y el determinante, |Dg),

Factor de estructura para un sistema monodisperso de esferas duras

Cuando el sistema tiene una sola componente de particulas coloidales o equivalente-
mente es una mezcla coloidal con particulas del mismo didametro, el factor de estructura
estatico dado por la ecuacion (2.32) se simplifica significativamente. Asi, por reduccién de
la expresién (2.39), el factor de estructura estético tiene una forma muy simple dada por
la siguiente relacién

S"S(k) = [Sh(k) + S3R)] (2.40)
3¢ 1 o .
Sa(k) = 1+ —5 [xib 00A + (14 20)1(x0) cos(x)]
36 X (2.41)
S1(k) = 55 [0 001 00 (1 +20) + Al () — 100 cos()]]

donde ¢ = 7pa? /6 es la densidad reducida o fracccion de empaquetamiento de las particulas
coloidales, p es la densidad de niimero de las particulas esféricas, o es el didmetro de una
las particulas, x = ko /2 y A =1 — ¢. El resto de las cantidades mostradas en la ecuacién
anterior fueron definidas en la secciéon 2.2. La solucién para un sistema de esferas duras
monocomponente dentro de la MSA es equivalente a la solucién dada por la cerradura de
PY para tal sistema [71].

§2.5
Factor de estructura estatico para una sola componente
y M términos tipo Yukawa

Cuando el potencial de interacciéon entre un par de particulas es de esfera dura mas
una serie de M términos tipo Yukawa, y ademas tenemos un sistema compuesto por
una sola especie de particulas esféricas o equivalentemente un sistema de varias especies
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pero todas con el mismo diametro, o, = o, y con las mismas amplitudes de interaccién,
VKM = VK (”)52") = VEKM™§™ o +£ 3, entonces la cerradura de Yukawa definida en
(2.1) se escribe ahora como

M
c(r) =3 KMgmsme==nt=a) fp s o (2.42)
n=1
donde ahora la cantidad 6™ juega solamente un papel algebraico y asumimos 6 = 1

para todo valor de n =1,2,3,..., M.
Para este caso, el factor de estructura estitico dado en la ecuaciéon (2.32) se reduce
significativamente. Asi, el resultado final que nosotros obtenemos es el siguiente [72]

SMY (k) = ([SR(IC) + fj ng(k:)] + lsf(k:) + ijl S,”)(k)] 2) " : (2.43)

donde Sg y Sy estan definidos en la ecuaciéon (2.41), y

(n)
S0~ CAMA® 4107
4yA N
- (2202X+4>(2) [@M(X)S(n)(k) — ¢5(x) sin(x) (X(n) - UA(H))] }a (2.44)
" 3ba™
S () =2 {WQP(”)Q:»,(X) +(28)7A" (g1 (x) — a2 (1))

4A

L E (2:00)S™ (k) + qa(x) sin(x) (X — o A™M)] } (2.45)

con las siguientes definiciones

S (x) = cos(z) (X(”) — UA(")>+jo(x) (UA(") + 2P 4 o XM aH(")) , (2.46)

2A
y también
n(z) = 25 (),
@2(x) = ji(x) cos(x),
q3(x) = jo(z)j1(z), (2.47)
qs(z) = 2962]'0(1’) — 2,0 cos(T),
q5(z) = z,0 zjo(x) + 22 cos(x)

Ademas, algunas de las cantidades que estan expresadas en la relacion (2.43) provienen
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de la seccion 2.1 y que convenientemente se reducen a las siguientes expresiones

P = pgx ™ - AP,
2 Zp0  TPO
AP — =0 ™ on? x )
2A" ( ST T A
M
XM — Z j\/’;ﬂlﬁ(m)’
m=1
M
a™ = _ Z M,;;H(m),
m=1

(2.48)

M, — 1 ) (X<”>sz(m> 110 x ) — X pm)
Zn + Zm
2
T = o6, (zn0) — Zﬂp041/)1 (zn0),
M =1— i?TpO'SQS (zn0) — EWPU3¢ (20) (1 + 177003)
A 1 n A 1 n0 QA :

Algunas de las cantidades presentadas en las expresiones anteriores son las mismas que se
usaron en el caso de un fluido simple de esfera dura, esto es, ¢ = wpa®/6, x = ko /2, y
A =1 — ¢. Por ultimo, la expresion (2.22) para la condicién de la cerradura de Yukawa
se reduce a la siguiente ecuacién [66]

m
2rp KW XM 4 2 a™ (1 + Z "l )> = 0. (2.49)
Z1 Zn T Zm

La expresion dada en (2.43), que define el factor de estructura estético de un sistema de
una sola componente y con M términos tipo Yukawa, generaliza el trabajo reportado por
Lui et al. [52], quienes obtuvieron el factor de estructura para el caso de dos términos tipo
Yukawa; ellos desarrollaron un método diferente al presentado aqui, es decir, la solucion
a las ecuaciones no dependen del parametro de escalamiento I', sino de una serie de
ecuaciones matriciales, y como veremos méas adelante, sus ecuaciones son equivalentes a
nuestro resultado para el caso de 2 términos tipo Yukawa.

La importancia de tener dos o mas términos en la cerradura de Yukawa para fluidos
monocomponentes es que ésta ha servido para modelar potenciales similares al de Lennard-
Jones [54], asi como también al potencial DLVO con una parte atractiva y otra repulsiva
[52, 73], y también en la modelacién de proteinas [53].

Algoritmo para la solucién a la condicién de la cerradura de Yukawa

Para el caso visto en esta seccion, la solucion para el parametro de escalamiento, I,
no es simple y una manera de resolver la ecuacién (2.49) es siguiendo la metodologia
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dada en la secciéon 2.3, donde los elementos no diagonales, I',,,,, con n # m, se obtienen
de las relaciones de simetria dadas en las ecuaciones (2.23) y (2.24). Usando la misma
metodologia para obtener la expresion (2.34), los elementos diagonales se obtienen de la
ecuacion (2.19). Bajo estas condiciones, se tiene que

—AC) M T X )
L = < , conm #mn,

A — 3 ZanA(pq)‘l,ﬁ(q)’
P q

(2.50)
kM = 2r KM x ()
(n) x (m)
ZnPa
A — 5 ZP A
Zn + Zm
Usando estas expresiones en el algoritmo de Gauss-Seidel o de Newton-Raphson con relaja-
ci6on (vea la seccién 2.3), en principio, se puede encontrar la solucién fisica. En la siguiente
seccion hablaremos del caso diagonal, que es una reduccion todavia mas para el caso visto
aqui.

§2.5.1

Algoritmo para la solucién de la cerradura de Yukawa: El caso dia-
gonal

En general, como se puede observar, el esquema dentro de la MSA para M términos tipo
Yukawa o cominmente llamada cerradura de Yukawa, aunada al esquema autoconsistente
de la SCGLE hace que sea complicado obtener resultados para la dinamica coloidal de
un sistema de varias componentes y varios términos tipo Yukawa; como se planteara mas
adelante, solo haremos la aplicaciéon a sistemas coloidales con una sola componente y varios
términos tipo Yukawa, asi como también a sistemas de mezclas de coloides con un término
tipo Yukawa. Esto debido a que para encontrar numéricamente la solucion fisica para la
matriz I' no es facil, inclusive atin para el caso de una sola componente y M términos tipo
Yukawa. Nosotros hemos investigado la solucién para una sola componente y M términos
tipo Yukawa y encontramos que algunas veces la solucién converge muy lentamente, y
en otras ocasiones la soluciéon oscila errdticamente y en consecuencia no hay convergencia
a la solucion fisica. Este comportamiento es debido a la no linealidad de las ecuaciones
involucradas en la solucién del pardmetro de escalamiento. Sin embargo, para el caso de
una sola componente y M términos tipo Yukawa podemos hacer una suposicién extra, la
cual consiste en considerar a I' como una matriz diagonal, es decir

an = an(smn- (251)
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Esto implica que algunas ecuaciones definidas en la seccién 2.5 se reduzcan, en este caso
particular

o =—1,,X™,

) 5
M+ T Jm
M 2.52
a™ — Z M;ﬁlmeX(m), ( )
m=1
X (n) x (m)
M = P2 (zm + Do — I'nin)
Zn T+ Zm

La suposicién de que la matriz para el parametro de escalamiento es diagonal, también
implica que las relaciones de simetria, dadas en (2.23) y (2.24), ya no sean necesarias, y
la metodologia dada en (2.50) para encontrar los elementos diagonales se reduzca a

A

Pnn = X(n) )

(2.53)

donde las variables implicadas en esta ultima relacién se proporcionan en (2.50). Por lo
tanto, el computo para resolver la matriz diagonal del pardmetro de escalamiento es mas
facil y la solucion fisica converge mas rapidamente. Nosotros hemos verificado que la solu-
cién fisica proporcionada por el caso diagonal es igual a la solucion fisica del caso general
para sistemas con una sola componente y M términos tipo Yukawa. Por consiguiente,
nosotros emplearemos el caso diagonal para encontrar el factor de estructura estatico para

sistemas con una componente y M términos tipo Yukawa en el esquema de la teoria de
SCGLE.

§2.5.2
Factor de estructura estatico para un solo término tipo Yukawa

Iniciamos reduciendo las expresiones dadas en (2.43) y (2.48) al caso de una sola
componente y un sélo término tipo Yukawa, (M = 1). De la ecuacion (2.43), se tiene que
en el limite superior de la suma M = 1, y por consiguiente, el factor de estructura para el
caso senialado estd dada como

-1

SY (k) = ([SR(k> + S ®) + [S1(k) + S0 (k) 2) , (2.54)
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donde S y S; estdn definidos en la ecuacién (2.41), y

Si) (k) :hﬁﬁ{emqu)aw +70° PWgy(x)

4 A o(1 . n
- (2“954%) [ ()SV (k) = a5 () sin(x) (X — oA™)] } (2.55)
S0 =g {7 PVm(0 + (281020 () - ()]
4N » | 1
+ e (0080 + 0 sin() (X = oA } (256)

donde se ha elegido aI'yy =T' = v/0, y a z0 — z, es decir, ahora z y 7 son cantidades sin
dimension, también se eligié a X = X. El resto de las cantidades de la expresién (2.55)
y (2.56) se reducen de (2.48), a saber

OB
023X
1
m__ -
T
T = 60() = 1201(:)/A\ 2.57)

T=1-66[61(2)A +2(1+ 260 (2)] /A2,

126X
(COR—
oA A (L+7+2/2+36/4),
120X
I LY NN YIN
227
y de la ecuacion (2.46)
5(1) 12¢
S (x) =cos(z) 1+ A 1+v+2/24+3¢/A] ) X
65 36 (2.58)

Por 1ltimo, la ecuacién para la condicién de la cerradura de Yukawa, definida en (2.49),
se reduce a resolver una ecuacion de cuarto grado para el pardmetro v, y tal reducciéon es
idéntica al caso dado por Ginoza [69], esto es

Y(y + 2) = 60K X7, (2.59)
con K =KW /o,

Algoritmo para la solucién a la condicién de la cerradura de Yukawa

La solucién al pardmetro v dada por la relacion (2.59) se puede llevar a cabo por
cualquier método numérico usual; nosotros usamos el método iterativo de punto fijo, el
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cual converge de manera natural y rapida a la soluciéon fisica. Para aplicar el método
iterativo de punto fijo, escribimos la ecuacion (2.59) de la siguiente manera:

6¢

T KXGL) (2.60)

Tn+1 = —

donde n indica el nimero de iteraciones; si se elige como iteracion inicial a vy = 0, el
método converge a la raiz fisica [68].

§2.6

Factor de estructura estatico para mezclas con un solo
término tipo Yukawa

El caso de tener un sistema de p componentes y un solo término tipo Yukawa, M =1,
ya fue analizado en la referencia [68], donde la funcién de correlacion directa, definida en
(2.1), se escribe para este caso como

Cap(T) = K6,05e 2" =%8) [ 1> 0,5, (2.61)

y se ha denotado a K = K, 2 = z, y (5&1) = J,. Es claro que las interacciones entre
cada especie estd dado por VK4, que son independientes de la especie a # 3, con a, f =
1,2,...,p

Bésicamente, la estructura algebraica del factor de estructura estatico proporcionada
por la ecuacién (2.32) no cambia nada, y las sumas dadas en (2.31) se extienden solamente
hasta n,m = 1,2, 3; entonces, el determinante y los cofactores definidos en las ecuaciones
que se han aludido se obtienen de la matriz Dg(k) de dimensién de 3 x 3:

]_ _I_ V(l) . W(l) V(l) . W(Q) V(l) . W(S)
DQ — V(2) . W(l) 1 + V(2) . W(2) V(2) . W(S) , (262)
V(3) . W(l) V(3) . W(Q) 1 _|_ V(3) . W(3)

y la matriz definida en (2.31) se escribe como

1 3 3
wY = Dl Z 3 viwm|Dg ) (2.63)
n=1m=1
donde los elementos de la diada son (V(”)(k:)w(m)(k)> 5= ﬁé”)(k)wém)(k’); ademads, el

producto escalar esté dado como: v - w(™ = = 50" (k)w(™ (k), donde las componentes
(k) y @™ (k) estan dadas por las ecuaciones (2.28). Por lo tanto, la matriz del factor

de estructura estatico para varias especies y un solo término tipo Yukawa, es igual a la
dada en (2.32), pero con W (k) = WY (k).
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Para el caso analizado en esta seccién, algunos de los coeficientes que se presentan en la
relacién (2.28) se reducen. En particular, las expresiones definidas en (2.9), (2.10), (2.14)
y (2.16-2.20) se reescriben como:

ny = -rx,,
Xa - ZNC?B1567
B

Naﬂ - jozﬁr +Iozﬁa

—2rKT X,
g = ————
“ T +2z)
( ) A (2.64)
P — ZnaaaX - —A ,
_ 200 | TOaG2
AL = ZQAZna<aaF+[2 + 5A +11>Xa,

Tap = 0a®o (204) 6ap — 2m05)y (204) ngos/ A,
Top = bap — 10401 (204) Ngog/A = 2moo1hy (200) ng (1 + wGa05/(24)) /A,

donde I';; = T es un escalar y N1 o5 = Nag es una matriz de dimensién p x p. Ademés,
se tiene las siguientes componentes matriciales de \705/13) — Jap vV I, (1) o Zog-

La condicién de la cerradura de Yukawa definida en la expresion (2.22) se reduce a una
ecuacién polinomial para el pardmetro de escalamiento, T, [63, 69]:

DL +2)=—-7KY ngXj. (2.65)
B

Las ecuaciones anteriores también se pueden reducir para obtener el caso de una sola
componente y un término tipo Yukawa visto en la seccion 2.5.2.

Algoritmo para la solucién a la condicién de la cerradura de Yukawa
La forma de resolver la ecuacién (2.65) para el parametro I' es similar al presentado
en la pagina 52, esto es

K
L =— X2(T,), 2.66
+1 T, +2 Zﬁ:nﬁ ,8( ) ( )

donde n indica a las iteraciones, y en la primera iteracion se considera a [y = 0.
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§2.7
Mejoramiento a la solucion de Percus-Yevick para el sis-
tema de esferas duras monocomponente

Uno de los modelos simples que reproducen la parte repulsiva de “contacto” de las
verdaderas interacciones de un liquido es el sistema de esferas duras (HS), y una de las
aproximaciones que proporciona expresiones analiticas para las cantidades termodinami-
cas y de estructura del sistema de HS es la aproximacion de Percus-Yevick (PY) [35, 71];
sin embargo, esta aproximacion para dicho sistema tiene deficiencias sobre todo a altas
densidades porque proporciona valores alejados para la presion y la estructura estatica
cuando se comparan con datos de simulacién por computadora [74]. Uno de los procedi-
mientos que se sigue para corregir esas deficiencias es el algortimo de Verlet-Weis (VW)
[75]. Bésicamente el algoritmo de VW consiste en reescribir la funcién de distribucién
radial por una funcién que sea consistente con la termodinamica semiempirica de las ecua-
ciones dadas por Carnahan-Starling (CS) [60], la cual se sabe que proporciona resultados
comparables con los datos de simulacién por computadora [74]. En resumen, el algoritmo
de VW consiste en escribir

o(—ulr—d)

g VM(r,d) = B (r, o) + Af cos(ulr — d)), (2.67)
a=(e""/9)", (2.68)
o) = ¢ — ¢*/16, (2.69)

donde d es un didmetro construido empiricamente, que es mas pequeno que el didmetro
de las esferas duras denotado como ¢. Tanto las variables A como el p son parametros
de ajuste, que permiten empatar con los valores dados por la funcién de contacto de la
distribucion radial y la ecuacion para la compresibilidad, dadas por el enfoque de CS.

El algoritmo de VW es muy eficiente para reproducir los resultados de simulacién por
computadora, sin embargo, hablando en términos de uso, es complicado implementar el
algoritmo de VW para construir algunas funciones como la funcién de correlacion directa,
c(r), o el factor de estructura estatico, S(k). Otra alternativa para mejorar la solucién
de PY de un sistema de esferas duras esta referido a la solucién dentro de la MSA para
un término tipo Yukawa (vea la seccién 2.5.2). Tal alternativa fue proporcionada original-
mente por Waisman [59], y posteriormente simplificada por los trabajos pioneros de Hoye
y Stell, Henderson y Blum [76, 77]. La idea bésica dentro de la MSA (o GMSA) es la
misma que el espiritu de VW, que consiste en obtener los pardmetros para el decaimiento
del potencial z y la amplitud K que permitan reproducir la termodinamica proporcionada
por CS. Sin embargo, los resultados matematicos de esos trabajos son complicados y algo
engorrosos para ser aplicados, quitando la facilidad de la que carece el enfoque de VW;
quizas una version mas trabajada y que proporciona los parametros explicitos para z y K
fueron dados por T. Arai et al. [78]; estos autores aplicaron sus resultados para calcular
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la entropia. Por ultimo mencionaremos que existen también otros enfoques para encontrar
los parametros del potencial tipo Yukawa; el primero de ellos fue proporcionado por Y.
Tang et al. [79]. Ellos se basaron en el formalismo de perturbaciones y de la transformada
de Hilbert, y los parametros encontrados fueron usados para mejorar la funcion de distri-
bucion radial pero a distancias cercanas al diametro de las particulas esféricas. El segundo
trabajo que permite mejorar la solucién de PY fue realizado por Yuste et al. [80], y se basa
en escribir la funcién de distribucién radial a través de la aproximacion de Padé, donde los
coeficientes de esta aproximacién cumplen con requisitos de consistencia termodinamica
y con los primeros coeficientes de la expansion virial.

Nuestra contribucion consiste en encontrar dichos parametros, pero utilizando la ver-
sién reciente dentro de la MSA (remitase a la pagina 47), y usarlos en la ecuacién para
el factor de estructura estatico de una sola componente, ecuacién (2.54), o en uno de los
términos de la expresién del factor de estructura estatico dado por la ecuaciéon (2.43), con
el fin de corregir la parte repulsiva de contacto entre un par de particulas.

Usando la propuesta original de Waisman para encontrar los valores explicitos de z y
K a partir del modelo de potencial de esfera dura mas un término tipo Yukawa [59], se
debe empatar la ecuacion para la compresibilidad y el valor de contacto dadas por la teoria
de CS con las proporcionadas por el esquema de la MSA. A saber, la funcién de contacto
de la distribuciéon radial y la compresibilidad via la “ecuacién para la compresibilidad”
para un término tipo Yukawa dentro de la MSA se escriben como [64]

( ) g (o) + KX?, (2.70)

(HS) )
24¢KX 30 3¢
pk’BT (pk;BT> T 2A2 [1+7+ A] [1+7+A +21 : (2.71)

g "oh) = (1+¢/2) /A

(HS)
) = (1+2¢)%/A%.

con

(2.72)

<pk}BT

En estas expresiones hemos seguido la notacion usada en la subseccion 2.5.2 para un
término tipo Yukawa. Las expresiones homoélogas en el formalismo de CS estan dadas
como [60]

1—¢/2

g(o™) = AR (2.73)
p//Z:T _ 2¢>2A—4(4 —9)¢° (2.74)

Siguiendo la propuesta de Waisman para encontrar los parametros z y K se igualan
las ecuaciones dadas en (2.70-2.74), y después de una manipulacién algebraica y posterior-
mente encontrar los signos correctos a la solucién fisica, encontramos que los parametros
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para un término Yukawa son [72]:

K(¢) = 2)?%3, (2.75)

z(¢) = [1 +7+ ?Zb] f(9), (2.76)
1+ /1+(4—¢)A/3

f(o) = i \{4:;)A/? / (2.77)

La solucién para el parametro 7 se obtiene sustituyendo las tltimas ecuaciones en (2.59),

) = ZAFOA TN+ 20RIOPA - 12080+ FO)] o
! 201+ f(6)A7 | |
La solucién obtenida para la funcién f(¢) y el pardmetro de escalamiento 7y(¢) se ha
conseguido a través del correcto limite a densidad cero, ¢ — 0, tal que v — 0.

Las ecuaciones obtenidas para los parametros K, z y v son mas simples que las pro-
porcionadas en el trabajo de T. Arai et al. [78]; asi mismo, los resultados obtenidos por
Y. Tang son equivalentes a nuestras ecuaciones [79]. En la siguiente seccién se compa-
raran nuestros resultados del factor de estructura estatico que mejora la solucion de PY
con los proporcionados por simulacion por computadora y con los dados por la aproxi-
macion de Rogers-Young. También, en las subsiguientes secciones, usaremos la correccion
al sistema de HS para obtener la estructura de sistemas modelados por un potencial tipo
Lennard-Jones. Parte de estos resultados los hemos reportado en la referencia [72].

§2.8

Resultados de la correccion a la solucion de PY para es-
feras duras

El propésito desarrollado en la seccién anterior fue el de obtener los parametros que
permiten mejorar la solucion de un sistema de HS monocomponente dado por la aproxi-
macion de Percus-Yevick, a través de la MSA usando un solo término tipo Yukawa. Asi,
usando cantidades sin dimension, la cerradura de Yukawa que permite mejorar la solucién
al modelo de HS, tiene la forma siguiente (vea la ecuacion (2.42))

o= @lr/o—1]

c(r) = K(9¢) , r>0 (2.79)

r/o
donde K(¢) y z(¢) estdn dadas en las ecuaciones (2.75) y (2.76).

En el computo de los valores para K (¢) notamos que siempre es una cantidad positiva
para cualquier valor de la densidad reducida, ¢, lo cual significa que es un parametro
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Figura 2.1: La FDR cerca del valor de contacto para el sistema de esferas duras a la
densidad reducida de ¢ = 0.87/6. La linea negra representa nuestros resultados del mejora-
miento a la solucién de PY obtenida a partir de la ecuacién (2.80) via la expresién analitica
del FEE dada en (2.54). La linea roja representa los valores dados por la aproximacién de
PY obtenidos de la misma manera que la linea negra pero con el FEE dado en (2.40). Los
circulos son los datos de simulacién por computadora [74].

atractivo lo que permite mejorar la solucion a la aproximaciéon de PY de un sistema de
HS. Ahora vamos a comparar nuestros resultados del factor de estructura estéatico (FEE)
o similarmente la funcién de distribucién radial (FDR) con los valores calculados por la
aproximacion de PY y también con datos de simulacion por computadora. Para calcular
la FDR usamos la siguiente expresion asintética basada sobre la transformada inversa de
Fourier definida en (1.8) [81]

1

gr)y=1+c¢(r)+ 2y

/Oo dk k sen(kr) r>o (2.80)
0

donde SY (k) estd definida en (2.54), p es la densidad de nimero. De esta expresion, si
r = o, la FDR esta dada por la funcién g(o™), que puede ser evaluada usando la ecuacién
(2.73) del enfoque dado por CS, o equivalentemente por la ecuacién (2.70) usando los
parametros K (¢) v z(¢) del enfoque consistente.

En la Figura 2.1 mostramos nuestros resultados de la FDR cerca del valor de contacto
computados a través de las ecuaciones (2.75) y (2.76) que permiten mejorar la aproxima-
cién de PY a una densidad reducida de ¢ = 0.87/6. Estos resultados son comparados con
los datos de simulacién por computadora proporcionados por Barker y Henderson [74], y
con la aproximacion de PY vista en la pagina 46.
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1/c

Figura 2.2: La FDR cerca del valor de contacto para el sistema de esferas duras. La linea
negra, roja y azul son nuestros resultados usando los pardmetros que permiten mejorar la
solucién de PY. Los simbolos son los valores reportados por simulacién por computadora
[74], donde el circulo, el cuadrado y el tridngulo corresponden a las densidades reducidas de
0.97/6, 0.7w/6 y 0.67 /6, respectivamente.

En la Figura 2.2 mostramos nuestros resultados de la FDR cerca del valor de contacto
para tres diferentes densidades: ¢ = 0.97/6, 0.77/6, 0.67/6, los cuales se comparan con
datos de simulacién por computadora. Mientras que en la Figura 2.3 se muestran nuestros
resultados tanto para la estructura estatica como para la FDR a una densidad reducida de
¢ = 0.97/6, los cuales comparamos con datos de simulacién por computadora [74] y con
los valores obtenidos a través de la solucién numérica de la ecuacion de Ornstein-Zernike,
dada en (1.21), usando la aproximaciéon de Rogers-Young (RY). La aproximaciéon de RY
se ha definido en la ecuacién (1.28) de la pagina 17, y para su solucién numérica se usa
el método de Piccard-Ng [82], donde el parametro de consistencia usado en la cerradura
proporcioné un error menor al 1%.

Como puede notarse, en las tres figuras mostradas, nuestros resultados del mejoramien-
to al sistema de HS da buenos resultados cuando se compara con los valores obtenidos por
medio de simulacién por computadora. De la Figura 2.1 y 2.3 se puede observar que la
aproximacién de PY falla cerca del valor de contacto, g(o), y este error se ve acrecentado
cuando la densidad reducida es cada vez mas grande. En cambio, cuando la densidad es
pequena, la aproximacion de PY da buenos resultados. El error que aparece en la aproxi-
macion de PY para el sistema de HS es debido a que la correlacién directa se desvanece en
la regién de contacto, ¢(r) = 0si r > o, lo cual no es exactamente cierto a altas densidades
tal como lo mostraron Verlet et al. y Barker et al. [75, 74]. Y como consecuencia de estas
aseveraciones las correlaciones para el sistema de HS se extienden un poco més alla del
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1/c

Figura 2.3: La FDRy el FEE para el sistema de HS a la densidad reducida de ¢ = 0.97/6.
En la figura central se muestra la FDR, donde la linea negra son nuestros resultados, la linea
azul corresponde a la aproximacién de PY, y la linea amarilla corresponde a la aproximacion
de RY. Los resultados de simulacién por computadora estan dados por los circulos rojos [74].
En el recuadro se muestra el FEE, donde la notacién es la misma que la usada en la parte
central.

valor de contacto, y de ahi que se sugiera tedricamente una perturbacién que extienda
estas correcciones mas alla del didmetro efectivo, como por ejemplo el algoritmo de VW,
o como el caso que seguimos aqui, el cual consistié en incluir un término tipo Yukawa
en la funciéon de correlacion directa, tal que los parametros de la Yukawa se obtienen a
través de la consistencia termodindmica. Respecto a esta consistencia, podemos ver de la
Figura 2.3, que la aproximacién de RY da los mismos resultados que nuestra propuesta,
por consiguiente podemos decir que los parametros encontrados a través de la consistencia
termodindamica, dados en (2.75) y (2.76) para un término tipo Yukawa, es igual al espiritu
del algoritmo de VW, con la diferencia de que nuestro enfoque es mucho mas sencillo de
aplicar, sobre todo en el espacio de Fourier. En el Apéndice escribimos el algoritmo de
nuestra propuesta para que se programe con el “software” de Mathematica. Finalmente,
podemos notar que el FFE computado con los parametros de nuestro enfoque consistente
da resultados similares a los proporcionados por la aproximacion de RY, tal como se puede
observar en la parte superior de la Figura 2.3.

En la Figura 2.4 comparamos nuestro enfoque consistente dentro de la MSA con la
cerradura de RY y con valores de simulacion por Monte Carlo [83, 84]. De esta Figura
nuevamente observamos que la FDR proporcionada por el enfoque consistente de la MSA
se ajusta muy bien a los datos de simulaciéon por computadora y a los valores dados
por la soluciéon numérica de la cerradura de RY. Nétese que el valor de contacto de la
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Figura 2.4: La FDR para el sistema de HS. Los circulos rojos son datos de simulacién
por Monte Carlo [83, 84]. La linea naranja son los valores obtenidos para la cerradura de
Rogers-Young. La linea negra son el enfoque consistente dentro de la MSA que mejora el
sistema de HS. La grafica central estd dada a una densidad reducidas de ¢ = 0.484 [83],
mientras que la grafica de arriba esta ¢ = 0.4 [84].

FDR, g(o*), para la cerradura de RY estd un poco mds abajo que las simulaciones y la
MSA, y este comportamiento proporciona valores inferiores para la ecuacion de estado
p/pkpT = 1+4¢g(at) [37, 84], la cual se extiende cerca de la transicién vitrea ideal como
se observara mas adelante, en la seccién 3.3.1.

En la siguientes secciéon emplearemos la correccion al sistema de HS para presentar un
sistema modelado por dos y tres términos tipo Yukawa, los cuales pueden ser equivalentes
a un liquido modelado por una interaccién tipo Lennard-Jones. Asi mismo, el resultado
del mejoramiento al modelo de HS nos serviran como “datos de entrada” en la teoria de
la SCGLE para calcular la dindmica coloidal.

§2.9

Estructura estatica de liquidos de Yukawa de una sola
componente con correcciéon al término de HS

Usando la correccion al sistema de HS, obtenida en la seccién (2.7), vamos ahora a
calcular la estructura estatica para un sistema con interacciones tipo Yukawa, es decir,
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vamos a considerar que la cerradura de Yukawa estda dada como
M
o(r) =Y K™We ™ reps(r), 1> o0, (2.81)
n=1

donde la funcién de correlacion directa para esferas duras estd dada por la correccion
obtenida, cyg(r) = K(¢)e*@0/7=1) /(r/g). Nétese que la expresién (2.81) es la misma
que la presentada en la ecuacién (2.42), solamente que un término Yukawa se usa para
el mejoramiento del modelo de esferas duras, donde los parametros estan dados en las
ecuaciones (2.75) y (2.76). De esta manera, lo que se esta haciendo es asegurar la correcta
descripcion al sistema de esferas duras.

1.5 T T T
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k

Figura 2.5: El FEE para un fluido que estd caracterizado a través de un modelo de
interaccién de Yukawa similar al modelo de LJ para el Argén con z = 1.8, T" = 1.5, y
densidad reducida ¢ = 0.37/6. La linea negra son nuestros resultados donde se incluye el
término que corrige al sistema de HS. Los circulos rojos son datos de simulacién de Monte
Carlo dado por Melnyk et al. [85].

§2.9.1
Un término tipo Yukawa: Gas de Argodn

Usando la cerradura mostrada en (2.81) vamos a considerar un sistema con un modelo
de interaccion atractiva con un solo término tipo Yukawa, M = 1, y esto en realidad
requiere el uso de dos términos tipo Yukawa, lo que implica la necesidad de resolver la
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matriz para el pardmetro de escalamiento, I'. La dimension de esa matriz es de 2 X 2 y la
metodologia para encontrar la raiz fisica ha sido discutida en la seccién 2.5, en particular
en la pagina 48; sin embargo, como ya se ha mencionado en la subseccién 2.5.1, el caso
diagonal de la matriz de escalamiento, I' = 9,,,I',,,, también proporciona los mismos
resultados que el caso no diagonal y con la ventaja de que la solucién fisica se encuentra
mas rapido, por lo cual los resultados mostrados en esta seccion son obtenidos a través del
caso diagonal.

S(k)

O 1 I 1 I 1

0 5 10 15
k

Figura 2.6: El FEE para un modelo de interaccién de Yukawa similar al potencial de LJ
para el Argén. Los datos y simbologia son iguales a la indicada en la Figura 2.5, pero a una
densidad reducida de ¢ = 0.67/6.

Los parametros usados en el potencial de Yukawa son z = 1.8, y K = 1/7T* = 120/T.
Tales valores son similares a los pardmetros de un modelo de potencial tipo Lennard-Jones
(LJ) para el gas de Argén, que reproduce la curva de coexistencia del liquido en equilibrio
térmico con su vapor [85]. En las Figuras 2.5-2.7 se muestran nuestros resultados del FEE,
con k — ko, para el modelo de interaccion de un término tipo Yukawa més el mejoramiento
al sistema de HS; estos resultados se comparan con datos de simulacion de Montecarlo
(MC) para el mismo modelo de potencial de Yukawa proporcionados por Melnyk et al.
[85]. El estado termodindmico de estas figuras corresponden a un estado por arriba del
punto critico de Argén. Como puede observarse de estas figuras, nuestros resultados se
ajustan bien con los datos de simulacion por computadora, en especial a altas densidades;
en cambio, a bajas densidades y nimeros de onda pequenos, nuestros resultados discrepan
de los de simulacién. Esto es debido a la falta de una completa consistencia termodinamica
dentro de la MSA, y como es bien conocido, la MSA falla a bajas densidades. En la Figura
2.8 se muestra el FEE con parametros tales que corresponde a un estado termodinamico
por debajo del punto critico del gas Argon.
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Figura 2.7: El FEE para un modelo de interaccién de Yukawa similar al potencial de LJ
para el Argén. Los datos y simbologia son iguales a la indicada en la Figura 2.5, pero a una
densidad reducida de ¢ = 0.97/6.

En general, podemos observar que nuestros resultados se ajustan bien con los datos de
simulaciéon, en especial en los primeros picos del factor de estructura, y en algunos casos
también hay un buen acuerdo cerca de nimeros de onda pequenios. Este buen ajuste es
debido a la inclusion del término que mejora el sistema de esferas duras, pues sin este
término, el acuerdo no es tan bueno como ya lo mostraron Melnyk et al. [85].

§2.9.2
Dos términos tipo Yukawa: Mapeo a un potencial de Lennard-Jones
Ahora vamos a considerar dos términos tipo Yukawa, debido a que el uso de dos

exponenciales, con los pardmetros adecuados, permiten representar un modelo de potencial
tipo Lennard-Jones (LJ). Para un potencial similar al LJ, cuando r > o, se tiene que

r T

Pury(r) =4 Be [(Z)m — (0>6] R~ é [6167“(’"7”) — ege’ZZ(T"’)} = Bugy (1), (2.82)

donde § = 1/(kgT) y los pardmetros €1, €5, 21 v 22 deben ajustarse para representar
adecuadamente el potencial de LJ. Siguiendo la propuesta dada por J. Krejci et al. [54],
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Figura 2.8: El FEE para un modelo de interaccién de Yukawa similar al potencial de LJ
para el Argén. Los datos y simbologia son iguales a la indicada en la Figura 2.5, pero a una
temperatura reducida de T* = 0.75.

los parametros pueden se obtenidos de las siguientes ecuaciones

Uay (7' = Tmin) = UL (1" = Tmin) = —F,
du2y(r)| _ duLJ(r)| _0
dr T=Tmim d{r T=Tmim ) (283)

uyy(r=o%)=up;(r=0")=0,

UQY(T = Tmf) = ULJ(T = Tmf)7

donde r,,;, es la coordenada donde el potencial de LJ alcanza el minimo de su amplitud,
ring €s el punto de inflexién después del minimo, y r = ot estd asociado al potencial de
volumen excluido. Resolviendo numéricamente este conjunto de ecuaciones se encuentran
los valores que mejor ajustan al potencial del L.J, donde se obtiene: ¢; = 2.261290, €5 = €,
en unidades de Joules; mientras que para los valores del decaimiento se obtiene: z; =
13.66460 y 2o = 3.10150. En la Figura 2.9 se muestra la comparacion del potencial de LJ
con el potencial doble Yukawa (2Y); aparte de la diferencia que se observa claramente en
el punto r = o, existe también otra diferencia que se presenta un poco mas alla del punto
de inflexion, la cual no es observable en la escala mostrada de la figura. En el trabajo
de J. Krejci et al. se concluye que las propiedades de equilibrio obtenidas a partir de
simulaciones por computadora, dadas a través de un potencial 2Y, con o sin la parte de
volumen excluido, no se mapea de la misma forma que cuando se usa el potencial de LJ
[54]. Esto significa que dentro de la MSA no se espera que las propiedades de estructura
se ajusten bien al modelo de LJ; sin embargo, los resultados dados por J. Krejci et al.
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concluyen que la FDR dentro de la MSA se desempena bien a altas temperaturas para el
modelo de potencial de doble Yukawa. En esta direccion, nuestro objetivo es determinar

cémo es el comportamiento del FEE en la MSA, pero incluyendo la correccion del modelo
de HS.

u(r)

A
Figura 2.9: Forma del potencial de
Lennard-Jones mostrado en color negro,
mientras que en color azul se muestra el
potencial de esfera dura mas dos contri-
buciones tipo Yukawa con los pardmetros
que mejor ajustan al modelo de LJ (vea la
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Figura 2.10: El FEE para un potencial de LJ. Los circulos representan los resultados
de simulacién a una densidad reducida ¢ = 0.8447/6 y a una temperatura reducida de
T* = 0.723 [86]. La linea continua son nuestros resultados para un potencial doble Yukawa
mas el término que corrige el sistema de HS, a una densidad reducida de ¢ = 0.8697/6 y a
la temperatura reducida de T* = 0.723.

Entonces, de la cerradura dada en la ecuacion (2.81) vamos a tomar dos términos tipo
Yukawa, M = 2, mas el término que corrige las deficiencia del modelo de esferas duras; esto
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significa que tenemos tres términos tipo Yukawa. De esta forma, comparando la MSA con la
cerradura de Yukawa, ¢(r) = —PBuqgy (1) + cus(r), se tiene que los pardmetros del potencial
ugy (), el cual se ha presentado en la ecuacién (2.82), se relacionan con los pardmetros
de los dos términos Yukawa como sigue: K = —2.261290/(kgT) = —2.261290/T*, y
K® = —K®_ En la Figura 2.10 mostramos el FEE, con k — ko, para la cerradura
antes mencionada; los parametros de estado de equilibrio son 7% = 0.723 y densidad
reducida ¢ = 0.8697/6. En esta misma figura comparamos nuestros resultados con los
datos obtenidos por simulacién de computadora para un modelo de potencial de LJ, pero
a ¢ = 0.8447/6 [86], donde notamos que nuestros resultados del FEE se ajustan bien
con los obtenidos por simulacion. Es importante mencionar que se ha usado una densidad
reducida ligeramente diferente a la utilizada en la simulaciéon por computadora, debido a
que las propiedades termodinamicas de equilibrio obtenidas por ambos modelos discrepan,
tal como ya se ha mencionado lineas més arriba; en particular, el potencial de LJ contiene
un término llamado de “esfera suave” (el primer término que estd a la potencia 12 de la
ecuacion (2.82)), a diferencia del potencial 2Y que considera la parte de volumen excluido
en r = o. Por esta razon, se ha escalado el nimero de onda, k — k/1.026, para los
resultados mostrados del FEE de modelo de 2Y.
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Figura 2.11: El FEE para un modelo de interaccién de LJ. Los circulos son las simulaciones
de MC a ¢ = 0.8447/6 y T* = 0.69 [87]. La linea negra representa nuestros resultados a
través del modelo de dos Yukawas mas el mejoramiento al modelo de esferas duras para
cuando ¢ = 0.8307/6 y T* = 0.573, donde nuestros resultados se escala nuevamente con
el nimero de onda k — k/1.026.

En las siguientes Figuras (2.11) y (2.12) comparamos nuevamente nuestro resultado del
FEE, pero ahora con los valores de simulacién de Monte Carlo obtenidos por Vliegenthart
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et al. [87]. La Figura (2.11) fue obtenida con los siguientes parametros de estado: ¢ =
0.8307/6 y T* = 0.573, y se compara con datos de MC a la densidad y temperatura
reducida de ¢ = 0.8447/6 y T* = 0.69, respectivamente. La Figura (2.12) fue obtenida a
la temperatura reducida de 7% = 1.0 y a la densidad de ¢ = 0.927/6 para las simulaciones,
y ¢ = 0.8927/6 para nuestros célculos. De esas figuras se observa un buen acuerdo de
nuestros valores comparados con los proporcionados por simulacién de MC.
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Figura 2.12: EI FEE para un modelo de potencial de LJ. Los circulos representan a la
simulacién de MC para una densidad y temperatura reducida de ¢ = 0.927/6 y T* = 1.0,
respectivamente [87]. La linea continua son los resultados del modelo de doble Yukawa mas
la correccién al sistema de HS con los siguientes pardmetros: ¢ = 0.8927/6 y T* = 1.0.

§2.10

Estructura estatica de liquidos de Yukawa de una sola
componente con interacciones atractivas de corto alcance
y repulsivas de largo alcance

Para finalizar este capitulo vamos a presentar resultados del FEE de un modelo de
potencial con dos términos tipo Yukawa. Este modelo esta formado por un término atrac-
tivo de corto alcance y un término repulsivo de largo alcance, que podemos abreviar como
ACRL. Las dispersiones coloidales con potenciales tipo ACRL tienen un gran interés cien-
tifico ya que estan relacionados con muchas aplicaciones importantes tal como: proteinas
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globulares, micelas, coloides cargados, formacién de aglomerados en membranas de pro-
teinas y anticuerpos monoclonales terapéuticos [52, 73, 88]. El uso de dos términos tipo
Yukawa puede servir para simular un potencial DLVO de particulas coloidales liofébicas.
Uno de los primeros trabajos en donde se estudié proteinas cargadas con un potencial
similar al DLVO, haciendo uso de dos términos Yukawa, fue realizado por Yun Liu et
al. [52]. Como ya hemos mencionado antes, concretamente en la pagina 48, estos autores
obtienen el FEE de un modelo de potencial con dos términos tipo Yukawa usando la MSA.
Concretamente, el potencial usado por Yun Liu et al. estd dado como

1
Bu(r)prvo ~ — [—ICle_zl(T_”) + nge_ZQ(’"_U)} , r>o0. (2.84)
r

En la Figura 2.13 se representa el potencial definido anteriormente, para IC; /o = 10.0,
Ko/o =1.0, z70 = 10.0, y 200 = 0.5.

Bu(r)
A A =3 X
0 1 25 1.5 1.75 2 2.25

Figura 2.13: Potencial similar al DL-
VO obtenido a través del potencial de es-
fera dura mas dos términos exponencia-
les dados por la ecuacién (2.84). Donde
x=r/o

Como se ha mostrado, los sistemas coloidales con interacciones ACRL pueden exhibir
una “intrigante” correlacién de orden de rango intermedio (IRO por sus siglas en inglés),
que puede manifestarse en los experimentos de dispersiéon como un pico a un nimero
de onda pequeno en la funcién del FEE [52, 73]. Antes de discutir més acerca de las
caracteristicas de las correlaciones llamadas IRO, primero vamos a comprobar que nuestros
resultados del FEE, los cuales son mas generales, son similares a los obtenidos por Yun
Lui y colaboradores. En la Figura 2.14 mostramos uno de los resultados obtenidos por
los autores mencionados comparados con nuestros resultados; en esta figura se presenta
los valores del FEE obtenidos por considerar al pardmetro matricial de escalamiento, I',
como una matriz no diagonal y una matriz diagonal. Notemos de esta figura que nuestros
resultados, cuando se usa dos términos tipo Yukawa, son similares a los obtenidos por
los autores aludidos; también se resalta que la soluciéon de la MSA, obtenida a través de
considera a I' como una matriz diagonal es equivalente a la solucién dada por una matriz
no diagonal; sin embargo, como ya se mencionado en la seccion 2.5 y en 2.5.1, es mas rapido
y eficiente obtener la solucién a partir del caso diagonal. Por tltimo, podemos observar
que en la funcién del FEE existen dos picos; el primero de ellos, que se sitiia alrededor del
numero de onda ko = 27, se le conoce como el pico principal y estd relacionado con las
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correlaciones particula-particula (monomero-monomero). El otro pico, que se presenta a
un numero de onda pequeno, ko =~ 1.8, es conocido en la literatura como un “IRO peak”
[89], es decir, un pico que estd asociado a las correlaciones IRO.
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Figura 2.14: FEE para un sistema monocomponente modelado por un potencial con dos
términos tipo Yukawa dado en la ecuacién (2.84), con K1 /o = 10.0, K2 /o = 1.0, z10 = 10.0
zoo = 0.5, y a una densidad reducida de ¢ = 0.20. Los circulos rojos corresponden a los
valores proporcionados por Yun Liu et al. [52] dentro de la MSA. Los simbolos en forma de
“cruz” se obtuvieron a través de caso no diagonal para el parametro de escalamiento en la
MSA. La linea negra son los resultados obtenidos asumiendo el caso diagonal. Nuevamente
k estd dada en unidades de o.

La competencia entre las escalas de longitud asociada con la parte atractiva y la par-
te repulsiva del potencial ACRL, permiten que en un liquido se formen “aglomerados” o
“agrupamiento” de particulas (clusters en inglés); la interaccién atractiva de corto alcan-
ce entre particulas lleva al sistema a formar “clusters”, cuyo tamano y estabilizacion es
limitado por la parte repulsiva de largo alcance del potencial. De esta manera, la crea-
cién de aglomerados de particulas en sistema coloidales o en proteinas de lisozima esta
relacionado con las correlaciones, las cuales se manifiestan a escalas de longitud de ciertas
magnitud. Asi, la presencia de un pico a un nimero de onda pequeno, en la funcién del
FEE, esta asociado a la formacién de “clusters” [52, 73]; sin embargo, este pico no debe
entenderse como la correlaciéon entre aglomerados en una solucién, pues se ha mostrado
que tiene las mismas caracteristicas fisicas que el resto del fluido homogéneo [90]. Por lo
tanto, el pico que se observa a valores de k pequeno no es nuevo orden estructural, pues
no existen correlaciones de largo alcance asociado a este cluster como puede apreciarse en
la grafica para la funcién de distribucion radial, Figura 2.15; de lo contrario, este nuevo
orden estaria ubicado alrededor del punto r ~ 27/1.8 en unidades del didmetro de las
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particulas. En recientes reportes se ha sugerido que el pico, que se observa a valores de &
pequeno, contiene la informacién de una combinacién compleja de las correlaciones entre
los monomeros disueltos en fluido y entre las particulas que forman dicho “cluster”, asi
como también las correlaciones cruzadas entre monomeros y las particulas del aglomerado
[91, 88] . Por consiguiente, las escalas de estas correlaciones se se manifiesta a distancias
més alld de la correlacion monémero-mondémero (r > 1 en unidades del didmetro de las
particulas), esto es, desde el primer minimo hasta el siguiente minimo como se muestra
en la grafica de la Figura 2.15. Es en este sentido, el pico que se presenta a un ntimero de
onda pequenio surge debido a la formacién de correlaciones de orden de rango intermedio
(IRO) entre los centros dispersores [89].

Figura 2.15: FDR para el caso discuti-
10— ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ do en la Figura 2.14, donde r estd dado
en unidades de 0. La primera correlacién
- presente en esta figura esta dada a la dis-
tancia de r = 1.0 que corresponden al
- pico principal del FEE, es decir a las co-
rrelaciones particula-particula; la siguien-
- te correlacién se manifiesta a distancias
intermedias, entre los primeros minimos,
i que corresponde al primer pico de inter-
accién que se observa a nimeros de onda
ol pequefios en el FEE.

Cuando se comparan los resultados experimentales y de simulacion por computadora
con la MSA, usando un modelo de potencial tipo Yukawa con interacciones ACRL, el
factor de estructura estatico tiende a subestimar el tamafio y la localizacion tanto del
del pico IRO como del pico que mide las correlaciones monomero-monomero [73]. Por lo
tanto, se ve la necesidad de usar otro término tipo Yukawa para corregir tales deficiencias.
Nosotros usamos un tercer término tipo Yukawa que no necesariamente representa otro
término del potencial, mas bien sirve para mejorar las deficiencias mostradas por el uso de
un potencial similar al DLVO [72]. Este término solo esta representado en la cerradura de
Yukawa, es decir, en la funcién de correlaciéon directa, ¢(r) (vea la ecuacién (2.42)). Esto
es

c(r) = =pu(r)prvo + K®e =7 /r, (2.85)

con fu(r)prvo dado por la ecuacién (2.84). A falta de una forma funcional para encontrar
los pardmetros K y z3, andloga al caso de la correccién del modelo de esferas duras, noso-
tros fijamos estos parametros de tal manera que se ajusten a los resultados experimentales
y/o a los proporcionados por simulacién por computadora.

En la Figura 2.16 se presenta el FEE calculado en la MSA y en la cerradura de la HNC
(vea la ecuacién (1.27)) a una densidad reducida de ¢ = 0.15. Los pardmetros usados en el
potencial que es similar al DLVO son tomados de la referencia [73]: para la grafica marcada
con letra A, z10 =2, K1/o = 1.0y 230 = 0.5, Ko/o = 0.1; para la gréafica marcada con la
letra B, z10 = 8, K1/0 =3y 230 = 0.5, Ko/o = 0.75; y la tltima gréfica, es decir, la C,
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210 =8, K1/o =25y z90 = 0.5, Ky/o = 0.625. Los parametros del tercer término usado
en la MSA para lograr un buen ajuste con los datos proporcionados por la cerradura HNC
se dan en el pie de la Figura.

0 5 10 15 20

Figura 2.16: FEE para un sistema monocomponente modelado por un potencial con
interacciones ACRL dado por la ecuacién (2.84). Los circulos rojos estan calculados con la
cerradura de la HNC, mientras que la linea negra estan calculados con la MSA, donde se ha
usado un tercer término en la funcién de correlacion directa para tener un mejor ajuste; los
parametros del tercer término son [72]: en A, z30 = 4.5y K(3)/0 =04;en B, z30 =45y
K® /o =15 yenC, z30 =45y K® /o = 1.25. Las curvas B y A estan trasladadas en
el eje vertical por una y dos unidades, respectivamente.

La misma metodologia se aplica en la Figura 2.17, pero ahora se compara la MSA con
los datos de simulacién proporcionado por el trabajo de Godfrin et al. [88]. En el trabajo
que reportan estos autores también utilizan un potencial ACRL; para todas las curvas
del FEE mostradas en esta figura se tiene que z;0 = 10 y zo0 = 0.5, mientras que las
amplitudes de interaccién para el panel izquierdo son: Ky /o = 4.444y Ky /o = 0.4444; para
el panel derecho, K1 /0 = 2.415y Ky/o = 0.2415. En cambio, las densidades reducidas para
el panel izquierdo son: en A, ¢ = 0.01; en C, ¢ = 0.05; y en D, ¢ = 0.15; y para el panel
derecho son: en B, ¢ = 0.01; en E, ¢ = 0.15; y en F, ¢ = 0.25. Los parametros del tercer
término que se emplean en la MSA para lograr un buen acuerdo con los datos de simulacién
por Monte Carlo, son z30 = 15 en todos los casos; y la amplitud de interaccién, K® /o,
para el panel de la izquierda estd dado como sigue: 18.4,19,12.4, que corresponden a la
curva indicada con la letra A, C y D, respectivamente; para el panel derecho: 3.4,2.4,2.85,
que corresponde a B, E y F, respectivamente.

De los resultados mostrados en las Figuras 2.16 y 2.17, se observa que el uso de un
tercer término tipo Yukawa en la cerradura ayuda a mejorar los resultados; como ya se
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Figura 2.17: FEE para un sistema monocomponente modelado por un potencial con
interacciones ACRL dado por la ecuacién (2.84). Los circulos son datos de simulacién de
Monte Carlo [88]. La linea continua son los resultados de la MSA utilizando un tercer término
en la cerradura para ajustar bien a los datos de simulacién, los cuales hemos reportado en
la referencia [72].

ha mencionado, este término solo es un artificio matematico para corregir las deficiencias
propias de la MSA cuando se usa un modelo de potencial ACRL. De esta forma, la cerra-
dura de Yukawa tiene como objeto servir de complemento a la MSA, de ahi que cuando
se usa la cerradura de Yukawa como un elemento para corregir las deficiencias de la MSA,
se le denomine como la Generalizacion de la MSA o GMSA.

En la investigacién dada por Godfrin et al. [88], se menciona que los estados marcados
con las letras C y D, de la Figura 2.17, son estados caracterizados por la formaciéon de
“clusters”. En tanto que el estado marcado por la letra A es un estado dominado por la
formacion de pequenos “clusters”, los cuales rapidamente se dispersan como monomeros
debido a que la atraccion de corto alcance no es tan significante. El estado con la letra B
es muy semejante al estado A, con la diferencia de que existe un incremento en la densidad
y en la temperatura, por lo tanto, existe una competencia un poco mas marcada entre
las interacciones y la energia cinética de los monomeros y los aglomerados. Finalmente,
E v F son estados donde comienza a percolar el sistema, pero principalmente a través
de la inclusion de monomeros. Estas caracteristicas mencionadas se pueden observar en
la funcion de distribucion radial, la cual mostramos en la Figura 2.18. De esta figura, se
observa un marcado orden respecto de las correlaciones IRO de los estados C y D (los
primeros tres minimos de la funcién g¢(r)), los cuales se ven mdas pronunciados que el
resto de los demds estados. De hecho, en el reporte de simulacién por Monte Carlo se
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Figura 2.18: Funcién de distribucién radial para los estados mostrados en el la Figura
2.17 usando la MSA. En el eje vertical se usa la escala del logaritmo.

menciona que el estado D es un estado donde comienza a dominar la percolacion, pero
debida a la uniéon de los “clusters”. Los estados del panel izquierdo de la Figura 2.17,
estan a una temperatura reducida menor que los estados del panel derecho, esto propicia
a que exista una mayor competencia entre las escalas de magnitud proporcionadas por
el potencial de interaccion ACRL; por lo tanto, hay una mayor probabilidad de que se
formen aglomerados; y con el aumento de la densidad se logre la percolacién pero de los
“clusters”. Asi, a esta temperatura, la repulsion de largo alcance conduce a que el sistema
tenga una longitud de escala privilegiada, la cual puede llegar a frustrar la separacion de
fase y caer en un estado llamado gel [88]. Como se discutird més adelante, los estados
caracterizados por las correlaciones tipo IRO permiten que el sistema transite a un estado
de vitrificacion (vea la seccién 3.3.3).
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CAPITULO 3

DINAMICA COLOIDAL EN LA TEORIA
SCGLE PARA SISTEMAS MONODISPERSOS
Y PARA MEZCLAS BINARIAS

En este capitulo aplicaremos el esquema autoconsistente de la teoria SCGLE que se ex-
puso en el capitulo 1, en la seccion 1.11. Este enfoque tedrico permite describir la evolucién
temporal de la dinamica coloidal hacia el equilibrio en el régimen difusivo. La condicién
de equilibrio aludida anteriormente no necesariamente estara caracterizada por la que se
establece a partir de la estadistica de Maxwell-Boltzmann, sino a través de la dinamica
de Langevin, tal como los estados de equilibrio del arresto dinamico. Los estados estacio-
narios de arresto dinamico que vamos a describir son debido a las restricciones o barreras
cinéticas internas impuestas por las interacciones entre las particulas coloidales. Por su na-
turaleza dinamica los estados arrestados son estados no ergédicos, puesto que las barreras
cinéticas internas le impiden al sistema alcanzar su estado termodinamicamente mas es-
table, caracterizado por el estado de minima energia libre (o méxima entropia), quedando
atrapado en otro estado donde la movilidad o difusién de las particulas es casi cero, y en
consecuencia, el tiempo de relajacion hacia el estado de equilibrio termodinamico crece sin
limite en comparacién con la escala de tiempos experimentales, perdiendo asi la propiedad
de ergodicidad en un estado que no corresponde al maximo de entropia.

Basicamente, en este capitulo describiremos la dindmica coloidal cerca de su transicién
de arresto dinamico, por lo cual se hard una simplificacion extra al enfoque de la teoria
SCGLE; esto permitira reducir la complejidad matematica de ese enfoque; asi como el
tiempo de computo. De la misma manera se expondran las ecuaciones matematicas que
describen el limite de difusién cero o, equivalentemente, las funciones de los parametros



CAPITULO 3. DINAMICA COLOIDAL EN LA TEORIA SCGLE PARA SISTEMAS
76 MONODISPERSOS Y PARA MEZCLAS BINARIAS

no-ergodicos. Estos pardmetros nos permitiran hacer los diagramas de fase de la transicién
de un estado ergddico a uno no ergodico, similar a los diagramas de fase que se pueden
obtener de la estadistica de equilibrio termodinamico. Los diagramas de fase de los estados
arrestados pueden interpretarse idealmente como la transiciéon de un estado fluido a un
estado de vitrificacion.

Dentro del enfoque de la teoria SCGLE nosotros representaremos tales estados a partir
del conocimiento de un modelo de potencial. Este potencial, junto con una aproximaciéon
a la teoria de las ecuaciones integrales, nos permitira encontrar la estructura estatica
promedio necesaria para el esquema de la teoria SCGLE. En especial, para un sistema
monodisperso de particulas coloidales, se encontrara el valor del umbral al arresto dina-
mico usando la correcta descripcion estructural al modelo de esferas duras dentro de la
aproximacién integral de la Aproximacién Esférica Media (MSA), asi como también se
hard uso de la cerradura de Rogers-Young (RY); también se realizard los diagramas de
arresto modelados por esferas duras cargadas con interacciones atractivas y repulsivas
usando MSA, asi mismo, se hara un analisis del desplazamiento cuadratico medio para
describir como es el mecanismo que lleva a las particulas coloidales a vitrificarse, por con-
siguiente esta parte del trabajo es otra de las contribuciones originales de la presente tesis.
Ahora, para un sistema de mezclas binarias, se presenta los diagramas a la vitrificacién
para un modelo de esferas duras altamente asimétrico en los didmetros, en especial se lleva
acabo el analisis del desplazamiento cuadratico medio para la especie mas grande, lo cual
nos permite identificar si el mecanismo de arresto es caracteristico de un wvidrio repulsivo
o un wvidrio atractivo; usando también una mezcla binaria con interacciones tipo esfera
dura cargada-no cargada, se muestra el diagrama de arresto dinamico el cual se compara
con un experimento de polimeros tipo estrella; estos resultados nuevamente representan
la contribucién original del trabajo de tesis.

§3.1
Esquema simplificado de la teoria SCGLE

En seccién 1.11 se presento el esquema consistente que permite encontrar las funciones
de dispersién intermedia, F(k,t) y F®(k,t); tal esquema contiene algunas aproximacio-
nes como la de Vineyard que relaciona la funcion de memoria de la parte colectiva de
la funcién de dispersion intermedia con la funciéon de memoria de la parte incoherente.
Ademas, el esquema se complementa con una expresion de cerradura que involucra dos
limites importantes de la funciéon de memoria de la parte incoherente, uno de esos limites
corresponde a tiempos cortos donde la dindmica estd asociada a la aproximacion SEXP; el
limite opuesto, es decir, a tiempos largos, la dindmica se asocia con la movilidad de la par-
ticula trazadora dada por la funcién de friccién, A{(t). En especifico, se planteé dos tipos
de relaciones tipo Vineyard, la multiplicativa, la cual da mejores resultados, y la aditiva
que solo trabaja bien a tiempos intermedios y largos, la cual ademas permite un computo
mas simple. Como nosotros estamos interesados en la dindmica cerca de los estados de
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arresto dinamico o estados dinamicos a tiempos largos vamos a tomar la aproximacion de
Vineyard aditiva, que se presenté en la ecuacién (1.71).

De la expresién (1.71), si asumimos que a tiempos intermedios y largos las funciones
Csexp(k,t)y Cg‘% «p(k,t) yarelajaron a su estado de equilibrio, entonces la aproximacién
de Vineyard aditiva queda representada ahora como

C(k,t) = CO(k,1). (3.1)

Si asumimos ese mismo comportamiento para la relacion de cerradura dada en la ecuaciéon
(1.75), entonces tal relacion a tiempos intermedios y largos queda como

CO(k,t) = AC(t)/CONE). (3.2)

El par de ecuaciones anteriores, por supuesto, serian las soluciones asintoticas a tiempos
largos de la ecuaciones respectivas (1.71) y (1.75). En el trabajo reportado por Juarez-
Maldonado et al. se investigd una serie de propiedades asociadas a la dinamica coloidal,
encontrando que para tiempos intermedios y largos, en el régimen difusivo, las teoria de la
SCGLE obtenida por el par de ecuaciones presentadas méas arriba concordaba cuantitativa-
mente bien con la propuesta original dada por las ecuaciones (1.71) y (1.75) [10, 11]. Por lo
cual, la propuesta dada por las ecuaciones (3.1) y (3.2) representan la versién simplificada
del esquema de la teoria SCGLE.

Por lo tanto, retomado las ecuaciones dadas en la secciéon 1.11 junto con las expresiones
(3.1) y (3.2) se tiene un esquema aproximado, pero autoconsistente, para calcular las
funciones de dispersion intermedia colectiva e incoherente a tiempos intermedios y largos,
que en el espacio de Laplace se escriben como

-1

F(k,2) = {1+ I+ AC (2)A(k)] " F*DOS ™ (k)} S(k), (3.3)

FO(k, 2) = {21+ [T+ AC*(2)AMR)] " DO}, (3.4)

donde la matriz de interpolacién A(k) se ha definido en la ecuacién (1.76) y cuyos elementos
son

N (k) = 8o (1 + [k /k((:a)r)_l , (3.5)

donde k(™ es el nimero de onda donde el factor de estructura estético, Saq(k), alcanza su
primer minimo después del pico principal; y AC*(¢) es la funcién matricial, sin dimensiones,
de la de friccion para una particula trazadora de la especie a con elementos

Ada(t)
C(O)

&7

Adap(t) =

«

6Oéﬂ7 (36)

con A(,(t) definido en (1.79)

©0)¢0) A
2?27%3 [ @k EF R, [e)VR FGR ST VA R®K)] . (37)

(e%

Aca(t) =
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ademds, la matriz de difusién libre, D) tiene componentes D(")6,5, con D) = kzT/¢®),
donde ¢ esté relacionado con la friccién del solvente sobre la particula coloidal de especie
a a través de la relacion de Stokes-Einstein.

El conjunto de ecuaciones acopladas (3.3 - 3.7) es la simplificacién de la SCGLE para
la dindmica coloidal con diferentes especies de particulas “trazadoras” [11], y permite
calcular la relajacién temporal hacia un estado de equilibrio termodindmico o a un estado
arrestado de la dinamica coloidal en el régimen difusivo a tiempos intermedios y largos.

§3.2
Criterio general del arresto dinamico

Cuando un sistema alcanza el estado de equilibrio termodinamico, se espera el siguien-
te hecho fenomenoldgico para la funcién de dispersién intermedia: lim; o, F'(k,t) = 0
indicando con esto que el sistema ha alcanzado un estado fluido. En cambio, cuando el
sistema alcanza un estado arrestado, la funciéon de dispersion intermedia se comporta como
lim; o, F'(k,t) # 0, indicando que el estado estd en un estado vitreo. Para derivar una
criterio matematico que identifique a los estados ergédicos y no ergddicos, se definen los
parametros de no-ergodicidad como

P(k) = lim F(k, 1)S™ (k), (3.8)
P (k) = lim FO(k,1). (3.9)

Ademas, si suponemos que en el limite de tiempos largos las funciones de dispersién
intermedia pueden separarse en dos partes, es decir, F(k,t) = F9(k,t) + F"9(k,t), de tal
manera que si el sistema estd en un estado fluido entonces F"9(k, t) = 0, y la funcién de
dispersion intermedia tendera a cero. Mientras que si esta en un estado arrestado, entonces
F9(k,t) # 0 y la funcién de dispersién intermedia o equivalentemente el parametro de
no-ergodicidad tendera a un valor distinto de cero. La misma analogia se aplica para el
caso de la funcién de dispersion intermedia incoherente.

Usando la suposicion indicada en el parrafo de arriba se puede encontrar un criterio
matematico que nos permita describir cuando el sistema a alcanzado el equilibrio termo-
dindmico o, en caso contrario, cuando alcanza un estado estacionario como los estados de
arresto dinamico. Para encontrar dicho criterio en el espacio de Laplace, debemos tomar
en cuenta que si t — 00, entonces en el espacio reciproco se tiene z — 0. Entonces, ha-
ciendo uso de dicho limite en las ecuaciones (3.7 - 3.9) se encuentran los parametros de
no-ergodicidad. Para el caso de un sistema de una sola componente los parametros de no-
ergodicidad fueron obtenidos por Yeomans-Reina et al. [10]. Para el caso de mezclas de par-
ticulas coloidales los parametros fueron obtenidos por Judrez-Maldonado et al. [15]; asi pa-
ra la ecuacion de la funcién de friccién en limite de tiempos largos, AC™) = limy_,o AC,,(t)

se tiene
1 1

Yo 3(2m)3 /ooo kR [0OR)] etV k) v b)) (3.10)
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donde se ha definido a v, = kpT /A, En consecuencia, los parametros de no-ergodicidad
se escriben como

p(k) = [T+ KA (B)S (k)] (3.11)
PO k) = [T+ By (k)] (3.12)

donde ~ es una matriz diagonal con elementos ,043.

Las expresiones anteriores son un un conjunto de ecuaciones acopladas y solo dependen
de la estructura estatica del sistema. Ahora, de la relacién dada en la ecuacién (1.80), que
define el coeficiente de difusién a tiempos largos Dy, se tiene que para la especie « el coefi-
ciente de difusién a tiempos largos es D = kpT {C&O) + AC&OO)Tl = [1/D&0) + 1/%}’17
pero como ya se ha indicado en la seccion 1.8, el coeficiente de difusion estd relacionado
con el desplazamiento al cuadrado medio, y a tiempos largos se tiene que (AR?(t)),, & 7a.
Esto quiere decir que /7, es el la longitud de “localizacion” de una particula trazadora
de especie «a respecto de sus vecinas; si 7, — 00 (esto es AQ&OO) — 0) entonces el sistema
estard en un estado ergddico y la particula trazadora se seguird difundiendo, y 1/, = 0
es la solucion trivial de la ecuacién (3.10). En tanto que si 7, tiene un valor finito (esto
es AC™ > 0), entonces, la particula trazadora se encontrard en un estado no-ergédico.
Como D(La) ~ 7, entonces fisicamente la localizacién de la particula trazadora debe dis-
minuir cuando la concentraciéon de particulas aumenta; sin embargo, como se mostrara
mas adelante también sucederd lo mismo cuando existen fuertes interacciones entre las
particulas coloidales.

El trio de ecuaciones enumeradas anteriormente es otro de los resultados importantes de
la teoria de la SCGLE, pues permite construir diagramas de fase solo con el conocimiento
de la estructura estatica; en este punto mencionamos que dada las interacciones entre
las particulas, la estructura estatica se obtiene a partir de la mecanica estadistica de
Boltzmann y Gibbs. Ahora, es importante mencionar que dentro de la literatura existe
otro esquema consistente para el arresto dinamico de coloides, denominado la Teoria de
Acoplamiento de Modos o MCT por sus siglas en inglés [92]. Las ecuaciones de tal enfoque
son semejantes a las obtenidas por el esquema de la SCGLE; sin embargo, la diferencia
principal radica en cémo se obtiene las funciones de memoria irreducible, a saber, en la
MCT se define los parametros de no ergodicidad para un sistema de una sola componente
como

{1t
k)=|1+—— 1

009 = 1+ o] (3.13

donde la funcién irreducible a tiempos largos, C'(k), se escribe en la MCT como

1 [ &K ~ , , ,
CO) =5 [ (VO K (K0 - 1), (3.14)
con B p

V(I k) = LV )8 () S(0) Sk - K, (3.15)

en donde V(k,k’) es la funcién vértice, la cual depende de las propiedades estéticas [92].
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Como puede observarse, ambos enfoques son semejantes y solo dependen de la estruc-
tura estatica del modelo usado.

§3.3
Aplicacion del esquema tedrico de la SCGLE

Uno de los modelos mas sencillos que se han usado en la teoria de los modos acoplados
(MCT) para la transicion ideal del arresto dindmico ha sido el de esferas duras, tanto
para liquidos moleculares como para suspensiones coloidales mono-dispersas [1, 93]; los
resultados obtenidos han sido comprobados de manera experimental [93, 94]. Sin embargo,
en el caso de sistemas polidispersos, la teoria de MCT no ha sido capaz de explicar de
manera concisa las principales caracteristicas de los datos experimentales, entre los que
se destaca la forma y la localizacién de la linea de transicion a estados vitrificados, asi
como el comportamiento de “reentrada” a los estados de arresto dindmico [3, 95, 96,
97, 98]. Los estados de reentrada se caracterizan porque la vitrificaciéon del sistema se
presenta en un punto del espacio de estados termodinamico, y siguiendo una isolinea de ese
espacio de estados el sistema vuelve a difundirse, para posteriormente volver a vitrificarse
cuando se continua explorando los estados sobre la isolinea; tales estados de reentrada se
origina principalmente por la competencia entre las interacciones atractivas y las fuerzas de
volumen excluido. En esta direccion, se ha encontrado experimentalmente que los sistemas
binarios, coloide-polimero, originan fuerzas de atraccién debido a los efectos de las fuerzas
de deplecién o a los efectos del solvente [3, 97, 98]. En particular, la teorfa de MCT predice
la existencia de dos tipos de vidrios ideales, “vidiros repulsivos” y “vidrios atractivos” de
acuerdo al origen de las interacciones [99].

A través de experimentos reales y de simulaciones por computadora se ha fijado que el
valor correcto de la densidad reducida en la que ocurre la transicién vitrea para el sistema
de HS es alrededor de ¢, = 0.582 [100, 101, 22]|. Es importante enfatizar que un sistema
real de HS se produce la transicion vitrea cuando el sistema tienen un cierto porcentaje
de polidispersidad en los didmetros de la particulas, de lo contrario, se ha encontrado que
el sistema cristaliza a densidades mas alld del punto de congelacion (freezing en inglés),
¢5 = 0.494; la misma situaciéon ocurre en la simulaciones por computadora de dindmica
molecular o dindmica browniana [22]. Por lo tanto, ya sea en un experimento real o de
simulacion, el mecanismo que se sigue para frustrar la cristalizacién es preparar un sistema
polidisperso a densidades por arriba del punto ¢ e incrementar la densidad; en estas cir-
cunstancias la viscosidad aumenta y el fluido estd en un estado metaestable; en este punto,
el proceso de relajacion hacia el equilibrio aumenta considerablemente en el tiempo y el
sistema se acerca a la transicion de arresto dindmico. Por supuesto, el mecanismo que se
acaba de describir no es el tinico para que un sistema alcance el estado de vitrificacion, de
hecho existe una diversidad de materiales, entre los cuales estan los liquidos moleculares,
donde este fendmeno se lleva acabo a partir de lo que se llama “formadores de vidrio mole-
cular” debido a un proceso de enfriamiento abrupto. En consecuencia, otro de los aspectos
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importantes en la fisica de vidrios coloidales y geles es encontrar alguna equivalencia entre
los procesos termodinamicos que llevan a un liquido molecular sobrenfriado a alcanzar
la transicion vitrea, y los procesos cinéticos que llevan a un liquido sobrecomprimido a
obtener dicho estado. Asi como también entender bajo que condiciones la dindmica ma-
croscopica de Newton de un liquido molecular es equivalente a la dinamica browniana de
un fluido coloidal [102].

§3.3.1
Arresto dinamico para el modelo de esferas duras monocomponente

Primer vamos a estudiar un sistema coloidal donde las particulas son esferas duras del
mismo tamano con un didmetro denotado por o, y el modelo de interaccién entre un par
de particulas es de volumen excluido:

ulr) -

{ 00, r <o, (3.16)

0, r>o.

Este modelo de esferas duras ya ha sido estudiado tanto en el esquema autoconsistente
de la SCGLE como en el esquema de la MCT [10, 12, 1]. Nosotros vamos a reproducir
los resultados reportados en el esquema simplificado de la SCGLE, pero también se va
incluir la correccion al sistema de esferas duras obtenido en el capitulo anterior, asi como
los resultados de la estructura estdtica en la aproximacion de Rogers-Young (RY).

Como el sistema de HS solo depende del pardmetro de la densidad, entonces para
determinar la densidad critica cuando el sistema pasa de un estado ergddico a un estado
no ergddico, se hace a través de la solucién del conjunto de ecuaciones dadas en (3.10 -
3.12) para una sola especie, y en este caso la ecuacién para el promedio del desplazamiento
al cuadrado, v, en el limite asintético cuando ¢ — oo queda expresado como

" [AK)S (k) + k2] [A(E) + k2m]’

donde p es la densidad de ntimero y A(k) = 1/ (1 + k?/k?). Esta ecuacién se resuelve por
el método iterativo de punto fijo; ya se mencioné que si 7, tiene un valor finito, entonces,
el sistema esta en un estado no ergddico, y en caso contrario estara en un estado ergédico.
Si denotamos a la densidad reducida ¢, = mp,0°/6 como el umbral entre la transicién de
un estado ergddico a un estado no ergoédico; entonces, para un valor menor a esta densidad
el sistema se encontrard en el estado liquido (¢ < ¢,), en caso contrario el sistema estard
en un estado de vitrificacion.

Como puede notarse, la solucién a la ecuaciéon (3.17) solo requiere del calculo del
factor de estructura estatico (FEE), S(k). Primero vamos a obtener el FEE usando la
aproximacién de Percus-Yevick (PY), que se obtiene a partir de la ecuaciéon mostrada en
(2.40). Mientras que el FEE con la correccion al sistema de HS se calcula a partir de la
expresion (2.54) junto con los pardmetros consistentes dados en (2.75) y (2.76). También
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vamos a obtener el FEE dado por la cerradura de RY, la cual se definié en la ecuacién
(1.28) y su solucién se explicd brevemente en la pagina 58. Finalmente, también vamos
obtener el FEE usando parcialmente el algoritmo de Verlet-Weis (VW); en particular,
vamos a usar las relaciones matematicas dadas en (2.68) y (2.69), que solo corrigen el
desfasamiento y la altura del FEE, y no la consistencia termodinamica tal como se explica
en la seccion 2.7.

La solucién a la ecuacién integral dada en (3.17) arroja un valor para transicién vitrea
ideal en la aproximacion de PY de gzﬁf Y = 0.537, en tanto que para el mejoramiento a
la aproximacion de PY se obtiene una estimaciéon de gzﬁgs = (0.547, y un valor similar se
obtiene para la aproximacion de RY, qbfy = 0.548. En cambio aplicando parcialmente el
algoritmo de VW se obtiene una estimacién para el umbral de la transicion vitrea ideal
de ¢;/W = 0.557. En general, el esquema de la teoria SCGLE se desempenia mucho mejor
que la MCT, pues esta teoria predice una transicion ideal para el sistema de HS alrededor
de ¢, = 0.52 [1], que esta por debajo de la peor estimacién que se obtienen en el enfoque
SCGLE, es decir, de la aproximacion de PY. De hecho, la teoria SCGLE obtiene el valor
correcto del arresto dinamico para el sistema de HS (¢, = 0.582) cuando se usa FEE
obtenido a partir de simulaciones de dindmica molecular fuera de equilibrio [22].

De los resultados obtenidos por la aproximaciones usadas, es claro que la aproximacion
de PY diera un valor bajo para el umbral de la transicién vitrea ideal; en cambio los
esquemas autoconsistentes usados dan un valor similar, en tanto que el algoritmo parcial
de VW da mejores resultados, pero este algoritmo no es consistente pues no se usa la
ecuacion (2.67). Como ya se habia mencionado lineas mas arriba, algunos de esos resultados
ya han sido publicado; sin embargo, el resultado de VW reportado en [10, 12, 103] es
erréneo, pues como ya se ha explicado en la secciéon 2.7, el método de VW consiste en
reemplazar el didmetro de la siguiente manera ¢ = d = (V") /¢)1/3 vy la densidad
reducida por ¢ = ¢V") = ¢ — ¢#?/16; entonces, el FEE en unidades adimensionales
queda asi : S(kd; (V™)) y es esta la funcién que sirve de entrada en la ecuacién (3.17);
sin embargo, los autores mencionados en [10, 12, 103] realizan también el escalamiento
explicito en el nimero de onda de la ecuacién (3.17), es decir: ko = kd, dando como
consecuencia un valor alto para el arresto dinamico del sistema de esferas duras, ¢, = 0.563.
Por supuesto, las conclusiones dadas en las publicaciones ya antes mencionadas no se
ven alteradas por este resultado. También nosotros obtenemos un resultado diferente al
publicado en [103] cuando se usa la aproximacién de RY, en dicho articulo se reporta
que el arresto para esta aproximacion es de ¢, = 0.553, nosotros creemos que nuestro
resultado es el correcto, pues como ya se mostro en la seccion 2.8, la aproximacion de RY
es equivalente al método que se construyd a partir de un término tipo Yukawa con los
parametros consistentes que reproducen la termodinamica de Carnahan-Starling. De ahi
que ambos enfoques den el mismo valor para el umbral del arresto dindmico de ¢, ~ 0.547.
Es importante mencionar que la soluciéon numérica a la aproximacion integral de RY, cerca
de la transicion vitrea, en algunas ocasiones llega a ser inestable, y para mitigar estas
inestabilidades usamos un mallado inicial con un diametro mas pequeno que el didmetro
de los coloides, posteriormente la solucion con ese mallado se vuelve a emplear en una
segunda corrida, ahora, con el didmetro correcto.
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En la Figura 3.1 se muestra la solucion de ; como funcién de la densidad reducida,
¢, para la alguna de las aproximaciones ya mencionadas; de esta figura se tiene que el
promedio del desplazamiento al cuadrado, 7, para las tres aproximaciones mostradas,
tienen un valor similar, alrededor de v, ~ 9.047302, tal cantidad indica que las particulas
tienen un desplazamiento infimo. Tomando en cuenta que el origen de las interacciones
del sistema de HS son de volumen excluido o de corto alcance, entonces, el desplazamien-
to de la particula coloidal se ve frenado debido al congestionamiento que producen sus
vecinos mas cercanos, porque ellos a su vez han perdido la movilidad, es decir, el proceso
de vitrificacién del sistema coloidal es de caracter cinético debido al congestionamiento
colectivo que las demas particulas producen sobre la trazadora; es entonces que el estado
de vitrificacion para este sistema se da a altas densidades. Comunmente, los materiales
donde la vitrificacién es debida a una transicién cinética se les llama “materiales vitreos
fragiles”. Cuando la naturaleza de la transicion de un fluido metaestable a una fase amorfa
es de caracter covalente, entonces son llamados “materiales vitreos fuertes”.

0.01 T T T T T T T T T T T T I T T T T I T T T T I T T T T

- @ ¢ =0.547 (MSA correccién) R
@ 0 =0.557 (PY - VW correccion)
0.008 — 0 =0.537 (PY) —
0.006 — —
2
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0.002 — —

1 1 1 1 il
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Figura 3.1: Solucién para el promedio del desplazamiento al cuadrado en el limite asintético
de tiempos largos, 1, para el sistema de HS. Los circulos muestran el umbral donde el sistema
pasa de un estado ergddico a un estado no ergddico. A la izquierda de cada una de las curvas
el sistema de HS estd en un estado ergddico o fluido, en cambio a la derecha de la curva
esta en un estado no ergddico.

El resultado similar obtenido por las diferentes aproximaciones para la cantidad ~;
sugiere una clase de equivalencia. En principio dicha equivalencia es consecuencia de la
semejanza entre la estructura estatica determinada por la diferentes cerraduras. De hecho
uno de los objetivos que conlleva a la construcciéon de un enfoque consistente, como por
ejemplo el algoritmo de VW o el que nosotros construimos dentro de la MSA, es empa-
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tar con los datos de simulaciéon por computadora, los cuales usan “potenciales suaves”
o de “esfera suave”. Asi, el principio de equivalencia estdtica es la base del tratamiento
de los modelos de esfera suave desarrollado en la teoria de perturbaciones de liquidos
elaborada por Andersen, Weeks and Chandler (AWC) [104]. La nocién fisica que esta
detras del principio de equivalencia estructural (o isoestructuralidad) es que cualquier
estado denotado por (¢,,T*,v) del sistema de esfera suave es estructuralmente idéntico
al sistema de HS para un diametro y una densidad dependientes del estado del modelo
de esfera suave; es decir, uno puede encontrar un didmetro oys = ogs(¢,, T*,v) y una
densidad pys = pus(¢,, T*,v) tal que la funcién de distribucion radial (o el FEE) del
sistema de esfera suave sea equivalente a la funcién de distribucién radial del sistema
de HS: g(r/o; ¢, T*,v) = gus(r/ons; ¢us); donde ¢, es la densidad, T es una tempe-
ratura reducida, y v es el parametro de suavidad del potencial de referencia de esfera
suave; ademéas o y ¢ son el didmetro y la densidad reducida del sistema de HS no esca-
lado. En los trabajos llevados a cabo por Medina-Noyola y colaboradores muestran que
la equivalencia también estd presente en las propiedades dindmicas [102, 103, 23]. Por
ejemplo, la equivalencia dindmica entre esfera suave y esfera dura de un sistema con una
sola especie puede escribirse para la funcién de dispersion intermedia incoherente como:
F®) ko, DOt/0? ¢, T v) ~ FI(;;(/@JHS,D(O);ngS), donde se ha supuesto que el coefi-
ciente de autodifusién para tiempos cortos, D, del sistema de esfera suave es igual al
sistema de HS. Como una consecuencia de esta equivalencia universal, se sigue entonces
que el coeficiente de autodifusion a tiempos largos cumple con:

Dy(¢w, T*,v) = D ®lous(¢v, T", v)]. (3.18)

El principio de equivalencia ya sea estatico o dinamico también se puede aplicar a la
inversa; esto es, las propiedades del sistema de HS pueden obtenerse a través del sistema
de esfera suave [102].

Una manera eficiente de mostrar el principio de equivalencia estatica es determinar el
valor del diametro ogg y la densidad de niimero pgg del sistema de HS tal que la funcién
de distribucién radial (FDR) ajuste “exactamente” a la FDR de sistema de esfera suave
obtenido por simulacién por computadora [102, 105, donde “exactamente” se refiere a
que la amplitud de los maximos y minimos de la FDR coincida para ambos modelos, en
especial hasta el segundo maximo. Si el principio de equivalencia se establece en el FEE,
entonces, la identidad estructural se lleva a cabo en la similitud del pico principal del
FEE. Otro método menos eficiente y que solo funciona para potenciales de esfera no muy
suaves, es usar la siguiente funcién [19]

/ 47'('7“2 dr |:€—Bu(r) . e—BUHS(T):| — 07 (319)
0

donde u(r) es el potencial de esfera suave. La ecuacién anterior solamente permite ajustar
el pardmetro de escala entre el didmetro oyg(T*,v) y o, ademds se asume que p = pyg.
Si por ejemplo, se usa el potencial suave definido por una interaccion de Lennard-Jones

truncado (LJT)

Bu(r) = = (/o) 2 = 2rfo) " +1] 0( — 1), (3.20)

ST
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con #(x) es funcién de paso de Heaviside, entonces, se puede mostrar que la expresion
anterior sustituida en la ecuacién (3.19) es igual a
1 1
)\i(T*’ V) — 1 _ 3/ dx x2 eXp |:_ (‘r*m/ — 2%‘*’/ + 1):|, (321)
0 T

donde x = r/o, y M\(T*,v) = ous(T*,v)/o fija la escala entre el didmetro del sistema
suave y el didmetro del sistema de HS [102, 103]. La ecuacién anterior permite encontrar
el principio de equivalencia para el potencial de LJT, y en la referencia [102] se mostrd

que la expresion solo funciona cuando v 2 6.
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Figura 3.2: Inverso de la autodifusion relativa D* para el sistema de esfera dura como
funcién de la densidad reducida escalada ¢yg equivalente al sistema de esfera suave. La
linea verde es el resultado de la cerradura de PY sin escalamiento. La linea discontinua negra
son los valores dados por la consistencia en la MSA sin escalamiento. La linea naranja y la
linea negra son los valores obtenidos por la cerradura de RY y por la consistencia en la MSA
con escalamiento dado por la expresién (3.21). Los circulos rojos son datos de simulacién
[22, 23]. Los cuadros azules son experimentos de una solucién de microgel obtenidos a partir

de la viscosidad reducida, que es proporcional a 1/D* [106].

Nosotros vamos a usar la ecuacién (3.21) para determinar la equivalencia estética en-
tre el modelo de interaccion de esfera suave de LJT y el sistema de HS, y la informaciéon
obtenida de esta equivalencia la vamos a utilizar en el esquema de la SCGLE para calcular
el valor de la autodifusion a tiempos largos del modelo de potencial de LJT usando como
referencia el sistema de HS. En vez de usar la cerradura de PY para modelar el sistema de
HS, nuevamente vamos a utilizar el enfoque consistente dentro de la MSA que corrige el
sistema de HS dado por la cerradura de PY (vea la seccién 2.7). El valor del pardmetro de
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suavidad que usamos es de v = 21, el cual nos permite obtener el mismo valor reportado
experimentalmente para el umbral del arresto dindmico, ¢, = 0.582, y el parametro para
la temperatura reducida se toma como T* = 1/ K (¢), donde esta ultima cantidad se ha de-
finido en la ecuacion (2.75). En la Figura 3.2 mostramos el inverso de la difusién a tiempos
largos del sistema equivalente de esfera suave, D* = Dy, /D® = 1im;_,, 1/ (1 + AC(t)/¢ (0)>
como funcién del didmetro oys = oys (¢, T*, V) 0 equivalentemente de la densidad redu-
cida, ¢pyg. Para obtener los valores de la difusién a tiempos largos, es necesario resolver
numéricamente las ecuaciones dindmicas dadas en (3.3-3.7); en el apéndice B se da el
algoritmo para resolver dichas ecuaciones. De la figura mencionada en este parrafo, se gra-
fican los datos de simulacién por computadora obtenidos por dindmica molecular [22; 23]
y los datos experimentales de una solucién de microgel [106], también se incluye los da-
tos obtenidos por la cerradura de RY, usando k. = 1.050k;,., en la ecuacién (3.5) que
permite obtener el mismo valor del arresto reportado experimentalmente, donde k,,,.. es
el nimero de onda del pico principal del FEE. Como puede observarse de la Figura 3.2,
la teoria de la SCGLE captura de manera apropiada también las reglas de escalamiento
dindmico, como por ejemplo la equivalencia dada por la ecuacién (3.18) para la difusién
a tiempos largos, donde la isodifusion para los dos modelos usados, MSA y RY, llegan a
colapsar razonablemente bien sobre una curva maestra en la que también estan los valores
reportados de la simulacién y del experimento. [22, 23, 106].

En el reporte publicado por Ramirez-Gonzales et al. [23] también se presenta otro
aspecto importante del principio de escalamiento dinamico, el cual consiste en que el
coeficiente de autodifusién normalizado Dj;¢ puede también ponerse como funcién de
la cantidad ¢ys(d,, T*,v)Zys(d,, T*,v) en vez de ¢ys(d,, T*,v), donde Zys(dys) es el
factor de la comprensibilidad dependiente de la densidad reducida ¢pg, que se determina
por la isoestructuralidad; esto permite escribir la ecuacién de estado del sistema de esfera
suave p = p(¢,, T, v) en término del sistema de HS, a saber

p*(¢V7 T, V>)‘§(¢l/7 T*7 V)/T* ~ ¢HS(¢I/7 T*> V>ZHS(¢HS>7 (322)

donde p* es la presion adimensional del sistema de esferas suaves.

Nosotros nuevamente vamos a hacer la grafica del inverso de la difusion en funcién de
A3p* /T* usando tanto la cerradura de RY como también el enfoque consistente dentro de
la MSA que corrige el modelo de HS; los resultados los presentamos en la Figura (3.3),
donde nuevamente comparamos nuestros valores con los obtenidos por dinamica molecular
[22, 23]. De acuerdo a nuestro enfoque consistente dentro de la MSA, los valores del factor
de la compresibilidad, de manera natural, son iguales al factor de compresibilidad de
Carnahan-Starling (CS), Zys(¢us(T*,v)) = Zos(dpus(T*,v)), donde el didmetro efectivo
de esfera dura oy se obtiene a partir de la ecuacion (3.21). Para el caso de la cerradura de
RY, los valores del factor de la compresibilidad se obtienen a partir de la solucién numérica
de la ecuacién de Ornstein-Zernike. De la Figura ya aludida, notamos que los valores para
la presion reducida proporcionado por la cerradura de RY estan desfasados respecto del
enfoque consistente (o de CS), y esto es porque los valores numéricos proporcionados por
la cerradura de RY para la FDR en el contacto estan por debajo tanto de las simulaciones
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Inverso de la autodifusiéon relativa D* como funcién del mdltiplo del factor
de la compresibilidad \3p*/T* para el sistema de HS. Los circulos rojos son los datos de
simulacién por computadora [22, 23]. La linea naranja corresponde a los valores obtenidos
para la cerradura de RY. La linea roja son los valores obtenidos a través del FEE via la
simulacién por computadora [22, 23] que sirven como datos de entrada en la SCGLE. La
linea negra son los valores obtenidos a través de la MSA que mejora al sistema de HS.

como de nuestro enfoque consistente, lo cual ya se ha comentado en la pagina 60 de
la seccién 2.8. También, en la Figura (3.3), mostramos con una linea roja los valores
obtenidos en la SCGLE usando el FEE obtenido por simulacién por computadora [22].
De las curvas mostradas en la Figura (3.3) podemos resumir que nuevamente existe un
comportamiento universal que describe la dependencia de la autodifusion D*(¢,, T, v)
sobre la presion y la temperatura para los sistemas de esfera suave; también podemos
notar que el enfoque construido consistentemente para mejorar la soluciéon del sistema
de HS a partir de un término tipo Yukawa dentro de la MSA es eficiente, porque ajusta
mejor con los resultados obtenidos por simulacion, y esto es debido a que conocemos el
pardametro funcional de K (¢ys) = 1/T*, el cual se usé en la ecuacién (3.21).

§3.3.2

Arresto dinamico para el modelo de mezclas binarias de HS

Ahora vamos a determinar la dindmica de mezclas binarias de HS, suponiendo que
el modelo de interacciéon entre un par de particulas coloidales de una suspension coloidal
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entre diferentes especies estd dado como

00, 1< 0o =(04+03)/2,
ﬁuaﬂ(r):{ 0. 0 >(%ﬁ, 2 (3.23)

donde o, es el diametro de la especie a. Aparte de la densidad del sistema, los didmetros
de las especies son los parametros que también caracterizan las interacciones en mezclas
de HS; de esta manera, vamos a identificar a la cantidad adimensional ¢ = oy /0y como
el parametro de control para la asimetria en los didmetros de dos especies de particulas
coloidales.

Dentro del esquema de la SCGLE se ha mostrado que la mezcla binaria de HS presenta
estados de arresto dindmico mezclados debido a la fuerte asimetria en los didmetro [15, 20];
esos estados arrestados corresponden a la situacion fisica de que a una densidad reducida
especifica, una de las especies de la mezcla binaria se “localiza” primero, mientras que la
segunda especie continua difundiéndose.

En esta seccién, a parte de reproducir algunos resultados de los diagramas de arresto
dindmico reportados por Juirez-Maldonado et al. [15], vamos a realizar el anélisis dindmico
a través del desplazamiento cuadratico medio para conocer como es el mecanismo de
arresto. Para obtener el diagrama de arresto dindmico de mezclas binarias se va usar la
ecuacién dada en (3.10), y nuevamente la solucién numérica de esta expresion se calcula
a través del método iterativo de punto fijo. Cuando la longitud o el desplazamiento al
cuadrado medio, v,, de la particula trazadora de especie o sea un ntimero finito, entonces,
la particula se encontrard “localizada” por sus vecinas, y en esta condicién estara atrapada
o “arrestada”. Caso contrario, cuando 7, no tenga un valor finito, entonces la particula
“trazadora” se difundird como en un liquido.

Para obtener los pardmetros de orden 7, y 72 dados por la expresion (3.10) de una
mezcla binaria, usamos los valores de entrada para el FEE del modelo de HS obtenido de
la expresiéon analitica dada en (2.32) junto con los coeficientes propios para la cerradura
de PY, proporcionados en la ecuacion (2.39). Las variables adimensionales de estado para
este sistema son (¢, ¢, ¢;), donde ¢; = p;/p es la fraccién molar de particulas de la primera
especie, v p; es la densidad de esa especie, tal que ¢; + ¢ = 1. Asi, por ejemplo, si se
usa ¢ = 1 se esperaria que el escenario del diagrama de arresto sea idéntico al de una sola
componente, pues en este caso ambas especie son indistinguibles (o, = 03); entonces, para
cualquier valor de la fracciéon molar 0 < ¢; < 1, el sistema estaria arrestado a la densidad
total reducida de qﬁgm) = 0.537. Esto significa que el plano de estados del diagrama de
arresto (¢, ¢) seria una linea horizontal, mientras que si uno escoge como variables de
estado (¢, P2), con ¢ = @1 + ¢g, entonces se esperaria que la linea de arresto dindmico
fuera una linea oblicua donde siempre se cumpliria gbgm) = ¢g4, + ¢g,. En tanto que cuando
haya una cierta asimetria entre los didmetros, ¢ <1 (07 S 03), el escenario del diagrama
de arresto se veria modificado.

En la Figura 3.4 se muestra la grafica del diagrama de fase de los estados de arres-
to dindmico en el plano de estados (c1,¢) cuando la razén entre los didmetros es de
¢ =1.0, 0.8, 0.6 y 0.4. De esta figura notamos que a medida que la asimetria entre los
didmetros se va incrementando entonces la linea de arresto dindmico, ¢, tiende a moverse
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Figura 3.4: Diagramas de fase de los estados de arresto dinamico para una mezcla binaria
de HS. La linea horizontal negra corresponde al caso degenerado cuando ¢ = 1 = o1 /09
donde el arresto se localiza a una densidad de ¢§m) = 0.537, que es equivalente al sistema
monocomponente. Las lineas roja, verde y azul corresponden a las asimetriasde £ = 0.8, 0.6 y
0.4, respectivamente. Cada linea corresponde al umbral del punto critico del arresto dinamico
¢g; asi cuando ¢ < ¢, el sistema se encuentra en un estado ergddico; en cambio, cuando
¢ > ¢4 el sistema se halla en un estado no ergddico.

a densidades altas, excepto cuando ¢; =0 (cg = 1) y ¢4 = 1 (c2 = 0) donde el valor del
umbral de transicion ideal vitrea es igual a aquel del sistema monodisperso de esfera dura.
Debido a que los valores de la densidad total reducida de la transicion ideal vitrea son
altos, entonces el mecanismo de arresto en la mezcla de particulas coloidales es causado
por la acumulacion o la “congestion” excesiva de las particulas, las cuales impiden a sus
vecinas fluir en la suspensién. Sin embargo, a medida que la asimetria de las particulas
aumenta, el maximo valor de congestiéon o de particulas localizadas es causado principal-
mente por la obstruccién de las particulas con menor tamano, como puede observarse de la
Figura 3.4 para el valor de ¢ = 0.4 = 0, /05, donde se obtiene un valor méximo del umbral
de arresto en el plano de estados alrededor de (c1, ¢,) = (0.8,0.581). Tal situacién, donde
la concentracién de la especie mas pequena es la responsable de que exista un maximo
umbral en el valor de la transiciéon vitrea ideal, ¢4, es al mismo tiempo la causante de que
la especie de mayor tamafio se arreste, como se nota en la Figura 3.5 donde se muestra el
diagrama de arresto dindmico en el espacio de estados (¢1, ¢2). De esta figura, observamos
que la contribucion cuantitativa al valor maximo del umbral del arresto es debido al vo-
lumen que ocupa las particulas de mayor tamano, o,. Como se mostrara a continuacién,
incrementando atin mas la asimetria entre los didmetros dard lugar a escenarios diferentes
de arresto dinamico.



CAPITULO 3. DINAMICA COLOIDAL EN LA TEORIA SCGLE PARA SISTEMAS
90 MONODISPERSOS Y PARA MEZCLAS BINARIAS

Figura 3.5: Diagramas de fase de los estados de arresto dindmico para una mezcla binaria
de HS. La linea negra oblicua corresponde al umbral de transicién de un estado ergddico
(izquierda) a un estado no ergddico (derecha) equivalente a un sistema monodisperso cuando
¢ = 1. La linea roja, verde y azul corresponde a las asimetrias en los diametros de ¢ =
0.8,0.6, y 0.4. En todos los casos se cumple que ¢ = ¢1 + ¢o.

Cuando se aumenta mas la diferencia de tamano entre los didmetros de las particulas,
Juarez-Maldonado et al. mostraron que el escenario del diagrama de arresto se ve modi-
ficado [15], ellos predicen que alrededor de ¢ < 0.4 aparecen regiones de estados mixtos
caracterizados por una fenomenologia ergbdica-no ergddica, es decir, la especie de mayor
tamano se localiza mientras que la especie pequena se sigue difundiendo a través de la
matriz porosa que forma las particulas arrestadas. Este nueva caracteristica de estados
mixtos de arresto dinamico es debida a la presencia de una mayor concentracion molar de
particulas pequenas (07), las cuales impiden que las particulas de mayor tamano (o9) se
muevan; en consecuencia, las particulas de menor tamano se difunden a través del volumen
disponible que dejan las particulas esféricas grandes. La transicién de estados mixtos a una
region de estados completamente localizados, esto es, cuando ambas especies se localizan,
se da cuando se incrementa atin mas la densidad total del sistema.

La fenomenologia de estados mixtos mencionada lineas arriba se puede apreciar mejor
en la Figura 3.6, donde se muestra la grafica del diagrama de fase de estados arrestados
para la mezcla binaria a una razén de didmetros de £ = 0.2. En esta figura se presentan los
estados mixtos por medio de una area sombreada; nétese que dicha area va disminuyendo
cuando se reemplazan particulas grandes por particulas pequenas. A diferencia del reporte
realizado por Judrez-Maldonado et al. [15] nosotros obtenemos que los estados mixtos
permanecen aun para densidades muy bajas de las particulas grandes, es decir cuando
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Figura 3.6: Diagramas de fase de los estados de arresto dindmico para una mezcla binaria
de HS a una razoén en los didmetros de ¢ = 0.2. La linea discontinua representa el umbral
donde la especie mas grande pasa de un estado ergddico a un estado de vitrificacion. El
area sombreada en gris representa un estado mixto ergddico-no ergddico, donde la especie
de menor tamano se difunde a través de los “huecos” disponibles dejados por el arresto de
las particulas grandes. La linea continua representa el umbral entre la transicién de estados
arrestados mixtos a estados completamente arrestados, donde también se arresta la especie
pequena.

c1 =~ 1, aunque para estas concentraciones los estados mixtos se pierden rapidamente. De
la misma figura vemos que a medida que la densidad total aumenta, ambas especies se
arrestan, de ahi que la linea continua representa la transicion de un estado ergédico a un
estado arrestado para las particulas pequenas.

Cuando la diferencia entre los diametros de ambas especies se va acrecentando, tam-
bién se va incrementando la topologia de los estados mixtos. Por ejemplo, en el trabajo
publicado por Judrez-Maldonado et al. [20] se presenta una mezcla binaria para cuan-
do la razon entre los diametros es de £ = 0.09; este sistema con una alta asimetria en
los tamanos de las particulas puede representar el modelo ideal de una mezcla coloide-
polimero, donde la especie de mayor tamano representa a la particula coloidal o la especie
coloidal; en tanto que, la especie pequena, representa al polimero. En dicho sistema, si
los polimeros son no absorbentes, entonces, estos pueden inducir fuerzas de deplecion y
en consecuencia producir interacciones atractivas entre las especies coloidales. El modelo
de interaccion efectivo entre particulas coloides y polimeros que mejor representa a dicho
sistema es conocido con el nombre de Asakura-Oosawa [19]. En el trabajo reportado por
Judrez-Maldonado et al. [20] se compara el diagrama de arresto dindmico del modelo de
Asakura-Oosawa con el modelo del mezclas binarias de HS utilizando el esquema SCGLE
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Figura 3.7: Diagramas de fase de los estados de arresto dindmico para una mezcla binaria
de HS a una razén en los didmetros de £ = 0.09. La notacién simbdlica es la misma que la
referida en la Figura 3.6, excepto que la linea roja es la transicién de estados ergddicos a
estados donde ambas especies se arrestan.

y, en general, muestran que ambos modelos predicen la misma topologia, asi como también
la presencia de los estados de reentrada de arresto dindmico caracterizada por los estados
vitreo-fluido-vitreo.

En la Figura 3.7 y 3.8 se muestra los diagramas de arresto dinamico para la asimetria
en los didmetros ya antes mencionada, es decir a £ = 0.09, donde denotamos a la especie
coloidal con la letra “c”, en tanto que la letra “p” representa al polimero. En la primera
de estas figuras se ilustran los estados de arresto para el conjunto de variables (c,, ¢)
que tienen la misma caracteristica que los indicados en la Figura 3.6, con la diferencia
de que para estas asimetrias, el area de estados mixtos aumenta, ademas de que la linea
roja indica la transicién entre los estados ergddicos a los estados donde ambas especies se
arrestan. En la Figura 3.8 se gréafica a las variables (¢,, ¢.), y a diferencia con la Figura 3.5
se observa que hay una nueva caracteristica, que consiste en una transiciéon de reentrada
vitreo-liquido-vitreo y se manifiesta cuando la densidad del polimero permanece constante.
En el recuadro mostrado en la parte superior derecha de la Figura 3.8 se han indicado
con una flecha las isolineas de densidad constante, ¢. = constante, que representan los
estados localizados para una especie particular; asi la isolinea de color verde muestra el
estado de reentrada del arresto dinamico que corresponde a la transicién para la particula
coloidal de un estado no ergédico a un estado ergddico, para posteriormente volver a
localizarse. Por el contrario, la isolinea de color azul muestra la transicion del polimero
de un estado localizado a un estado no ergddico, y finalmente, se vuelve a arrestar. Estas
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Figura 3.8: Diagramas de fase de los estados de arresto dindmico para una mezcla binaria
de HS a una razén en los didmetros de ¢ = 0.09. La notacién simbélica es la misma que la
referida en la Figura 3.7. En el recuadro, las flechas indican la reentrada de arresto dindmico,
en donde la flecha verde caracteriza a los estados vitreo-fluido-vitreo de una especie coloidal,
en tanto que la flecha azul representa los mismo estados pero para el polimero. Las lineas con
flecha en ambos extremos de color magenta (+—, ) representan las isolineas de densidad
de los valores iniciales y finales del anélisis dindmico llevado a cabo (vea la pagina 93) y la
Tabla 3.1.

isolineas de reentrada son debidas, principalmente, al aumento en la concentraciéon molar
de los polimeros como mostraremos a continuacion.

Para entender el mecanismo que conduce al arresto dinamico en un sistema de mezclas
binarias cuando existe una alta asimetria de los didmetros entre las especies de particulas
(¢ = 0.09), vamos a calcular el Desplazamiento Cuadratico Medio (DCM) dentro del
esquema de la SCGLE (remitase a la secciones 1.8, 1.11.2, y 3.1); en particular, vamos a
presentar las predicciones del DCM para una especie coloidal cualquiera o la trazadora.
En las Figuras 3.9 y 3.10 se presentan el comportamiento del DCM como funcion del
tiempo. En tales figuras, si el DCM a tiempos largos es (AR?(Kimqq, t)) /05 > 1, entonces
la especie coloidal relaja hacia su estado de equilibrio termodinamico, esto es, hacia un
estado ergodico; en tanto que si (AR?(Kymqq, t))/07 < 1, entonces la especie coloidal relaja
hacia un estado no ergdédico o arrestado (“localizado”). En la Figura 3.9 mostramos el
comportamiento del DCM solamente para la especie coloidal evaluada en el punto inicial
y final del espacio de estados marcados con las letras “A”, “B” y “C” de la Figura 3.8
(vea también la Tabla 3.1); asi mismo, en aquélla figura, se muestra con puntos azules
los valores del DCM del sistema monodisperso con mejoramiento. Las lineas discontinuas
indicadas con el color rojo y verde de la Figura 3.9 son los puntos iniciales de los estados
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Figura 3.9:  Desplazamiento cuadratico medio (DCM) en unidades reducidas,
(AR?(Epmaz,t)) /o2, como funcién del tiempo para una especie coloidal evaluado en el ni-
mero de onda k = k4, del pico principal del FEE. Las curvas en color negro, rojo y verde
representa los puntos inicial y final del espacio de estados que estan marcadas en la Figura
3.8 con la letras “A", “B" y “C" , respectivamente. Las lineas discontinuas representa el
DCM para la especie coloidal en el punto inicial del espacio de estados, donde esta especie
coloidal se arresta y el polimero continua difundiéndose a tiempos largos; excepto para el
valor inicial marcado con la letra “A” donde ambas especies alcanzan el estado ergddico a
tiempos largos. En tanto que, las lineas continuas muestran el DCM de la especie coloidal
en el punto final del espacio de estados donde ambas especies de la suspensién coloidal se
han “localizado” a tiempos largos. La linea de puntos en color azul muestran el DCM del
modelo de esferas duras monodisperso. Obsérvese que para la coordenada inicial del espacio
de estados en “B", la relajacién de la especie coloidal hacia un estado no ergddico empieza
a manifestarse hasta después de seis décadas respecto del tiempo tg. La unidad de tiempo,
ty = JZ%/D,(JO), estd determinada como el tiempo caracteristico que una particula tarda en
difundirse una distancia igual a su didmetro.

“B” y “C”, donde a tiempos largos la especie coloidal se relaja hacia un estado “localizado”
y la otra especie de menor tamano se sigue difundiendo; nétese, de esta figura, que para el
estado inicial,“B”, la relajacion se da a tiempos mas largos que para el estado “C”, debido
a que existe una mayor concentraciéon de polimeros en la coordenada inicial del estado “B”,
provocando, posiblemente, que la relajacién de la especie coloidal tarde mas en encontrar
el estado estacionario. La linea discontinua en color negro representa la coordenada inicial
del estado “A”, donde ambas especies se relajan hacia un estado ergdédico. De manera
analoga, las lineas continuas de color negro, rojo y verde representan, respectivamente, los
puntos finales del espacio de estados marcados con las letras “A”, “B” y “C” en donde
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ambas especies de la suspension coloidal se han relajado hacia un estado no ergédico. De
esta figura observamos que para los estados “A” y “B” existe un decaimiento pronunciado
en el valor del DCM cuando transita del punto inicial hacia el final la especie coloidal. Por
el contrario, para el estado marcado con la letra “C” observamos que el decaimiento en el
valor del DCM, del punto inicial al final, no es tan acentuado.
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Figura 3.10: La simbologia es la misma de la figura anterior pero para las coordenadas
marcadas en la Figura 3.8 con las letras “E" y “D", que aqui representamos con los colores en
negro y rojo, respectivamente. Los puntos en color azul representa el DCM para el modelo
monocomponente de esferas duras. La linea horizontal es una guia que marca el umbral
del comportamiento de un “vidrio atractivo”. (lea méas adelante en el cuerpo del texto la
descripcion).

Ahora, en la Figura 3.10, como ya se ha mencionado, caracterizamos el DCM de la
especie coloidal para los estados marcados en la Figura 3.8 con las letras “E” y “D” en
color negro y rojo, respectivamente (vea también la Tabla 3.1). Nuevamente, las lineas
discontinuas representan los puntos iniciales del espacio de estado donde ambas especies
se difunden a tiempos largos; mientras que las lineas continuas representan el punto final
de las coordenas ya mencionadas, donde solamente la especie coloidal se ha relajado hacia
un estado no ergédico. Tanto de la Figura 3.9 como de la 3.10, a tiempos intermedios, se
observan intervalos donde el comportamiento del DCM muestra geométricamente puntos
de inflexion; estos puntos han sido caracterizados como comportamientos de subdifusién
que presenta la especie coloidal [107, 96, 98]. Estos regimenes de subdifusion se observan
principalmente en los estados “A”, “B”, “C” y “E”, los cuales empiezan a manifestarse a
tiempos medios y alrededor de un valor en el DCM de (AR?(kmas,t))/07 S 1 x 1077 sin
embargo, como también puede observarse de estas figuras, cada curva del DCM presenta
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comportamientos diferentes.

Coordena | Inicial (n,,7.) l((f) (0p) | final (n,,7.) l(()f ) (op)
A (0.117,0.587) 1.12* (0.137,0.587) 0.0105
B (0.103,0.611) 0.682 (0.118,0.611) 0.0122
C (0.035,0.683) | 0.188 | (0.035,0.693) | 0.0991
D (0.0125,0.537) | 11.4* | (0.0125,0.553) | 0.860
E (0.080, 0.581) 1.59* (0.080, 0.595) 0.821

Cuadro 3.1: Longitud de “localizacién” de la particula coloidal en unidades del didmetro
del polimero: Iy = v/(AR?), para las coordenadas iniciales y finales de los puntos denotados
con letras de la Figura 3.8. El simbolo * indica un estado ergéddico.

Las caracteristicas mencionadas en los parrafos anteriores proporcionan evidencias de
los diferentes mecanismos cinéticos en los que las particulas coloidales se vitrifican. Asi,
para tener una mejor idea de como es este mecanismo, primeramente vamos a hacer una
estimacién de la “localizacién” de una trazadora de la especie coloidal. De la Figura 3.9
estimamos, primero, que el DCM para el sistema monodisperso proporciona una longitud
de localizacion alrededor de [y ~ 0.10,; tal longitud empieza a manifestarse porque el DCM
se mantiene a un valor constante (linea horizontal) en el régimen de tiempos largos. En el
Cuadro 3.1 se resumen los resultados de la “movilidad” de la especie coloidal o la longitud,
lo, de la caja de localizacion de dicha especie por parte de sus vecinas. De ese cuadro o tabla,
notamos que la localizacion para la especie coloidal cuando estd en un estado no ergddico
(punto final) tiene un valor méas pequenio para los estados “A” y “B”, en comparacion con
los otros estados; mientras que para el estado “C”, el valor de la localizacién es similar
al del sistema monodisperso; en contraposicion, los estados “D” y “E” tienen un valor
de localizacion mayor que el del sistema monodisperso. Por lo tanto, en principio, se
pueden dividir el comportamiento de la especie coloidal como un widrio repulsivo si la
localizacién tiene un valor de 0.0450, < ly < 0,,; y un vidrio atractivo si ly < 0.0450, [4].
Sin embargo, debido a las caracteristicas subdifusivas mostradas por el comportamiento
del DCM, podemos proponer una clasificacion diferente, analoga a la propuesta en el
trabajo realizado por Zaccarelli et al. [107]. En esta direccién, primero notemos que para las
coordenadas finales de “A” y “B” (lineas continuas), en donde ambas especies se vitrifican,
el comportamiento del DCM de la especie coloidal muestra un punto de inflexién a tiempos
cortos con un valor alrededor de (AR?) = 1 x 107°¢7, lo cual es caracteristico de los
“enlaces atractivos” debido al fenémeno de deplecion o fuerzas de vaciamiento entre los
coloides [19], que es causado por la concentracién de polimeros que se sitiian sobre la
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superficie de la particula coloidal; tal régimen subdifusivo se llega a saturar a tiempos
largos con una longitud de localizacién aproximadamente de [y ~ 0.010, (vea la Tabla). De
la misma manera, en los puntos iniciales de las coordenadas etiquetadas con la letras “A”
y “B” (lineas discontinuas), se puede observar que también existe un régimen subdifusivo
a tiempos cortos; en tanto que, a tiempos medios se observa otro régimen subdifusivo, el
cual posee una pendiente mayor en comparacion con el valor de saturacion del DCM para
un sistema monocomponete. Estos comportamientos subdifusivos son producidos por la
competencia entre los enlaces atractivos (fuerzas de deplecién) y el congestionamiento que
sufre la particula coloidal respecto a sus vecinas debido, probablemente, a la existencia
o a la “memoria” de la atraccién que guardaban las particulas coloidales; pero debido al
porcentaje de concentracion entre las especies, el punto inicial del estado “A” se relaja al
equilibrio termodinamico, mientras que el punto inicial del estado “B” se relaja hacia el
arresto dinamico. Ahora, para la coordenada inicial y final del estado “C” también vemos
puntos de inflexiéon, pero con una pendiente de mayor valor que los estado iniciales en
“A” y “B”; también, en oposicién al comportamiento mostrado por estas coordenadas
iniciales y finales, observamos geométricamente una curva concava hacia abajo similar al
sistema monodisperso; ademas, el comportamiento de subdifusion empieza a manifestarse
por arriba del valor del umbral del DCM dominado por un “enlace atractivo”, y llega
saturarse a valores de Iy 2 0.10, que concuerdan con la linea de saturacién del DCM del
sistema monodisperso, como puede observarse de la Figura 3.9. Nétese que para el espacio
de estados de “C”, el punto inicial describe el comportamiento de un estado mixto, es
decir, la especie coloidal se vitrifica mientras que el polimero se difunde; y el punto final
es donde ambas especies se arrestan.

De la Figura 3.10, notamos que, en general, el comportamiento de subdifusiéon presente
en el DCM para la coordenada “D” presenta una curva céncava con una pendiente mas
grande comparada con la coordenada “E”; tal régimen subdifusivo empieza a manifestarse
a tiempos medios y por arriba del valor de saturacion del DCM del sistema monodisperso.
Mientras que para la coordenadas marcadas con la letra “E”, el punto de inflexién comienza
muy por debajo del umbral de localizacion del sistema monodisperso, es decir, a longitudes
de la localizacion de los “enlaces atractivos”; en consecuencia la curva tiende a ser convexa
o concava hacia arriba. El comportamiento que sufre la especie coloidal en el espacio de
estados “E”, nuevamente es debido a la competencia entre los posibles enlaces atractivos
(fuerzas de vaciamiento) y las interacciones repulsivas producidas por el “encajonamiento”
de sus vecinas.

Del analisis llevado a cabo, notamos que el comportamiento del DCM en las regiones
de arresto dinamico que sufre la particula coloidal es debido al porcentaje entre la concen-
tracion molar del coloide y el polimero. En este sentido, vemos que a menor concentracién
molar de polimeros se puede asociar el arresto de los coloides como un comportamiento
de lo que se conoce en la literatura como vidrios repulsivos [107, 96]. Semejante tipo de
vidrios se manifiesta como una renormalizacion en la estructura estatica del coloide; sin
embargo, cuando se “remplazan” algunas particulas coloidales por polimeros, el compor-
tamiento del DCM guarda “memoria” de la existencia de la fuerzas de deplecién entre
los coloides, las cuales se manifiestan con el régimen subdifusivo. Por lo tanto, vamos a
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Figura 3.11: Diagrama de arresto dinamico del sistema polimero-coloide. Los simbolos
son los resultados experimentales, en donde los simbolos vacios son estados ergédicos, y
los simbolos llenos son estados no-ergédicos, tal que el cuadro rojo representa un vidrio
atractivo (VA), el circulo marrén un vidrio repulsivo (VR), y el asterisco un VR-VA [4]. Los
puntos son las predicciones de la teoria MCT para un modelo de interaccién atractivo de una
sola componente [3]. Las lineas continuas son las predicciones del esquema de la SCGLE,
en donde se han etiquetado las regiones cuando presentan un comportamiento de VA, VR,
vidrio repulsivo con enlace (VRE) tal que se localiza solamente la particula coloidal, y doble
vidrio repulsivo con enlace (DVRE) cuando ambas especies se localizan.

denotar a la transicién seguida por la coordenada “D” como un wvidrio repulsivo (VR),
mientras que las coordenadas marcadas con el simbolo “C” como un doble vidrio repulsivo
con enlace (DVRE); esta clasificacién se debe principalmente a que las curvas sigue un
comportamiento coéncavo similar al del sistema de HS monodisperso, y el significado de
los términos “doble” y “enlace” es porque ambas especies se arrestan en el punto final
de esas coordenadas, y el comportamiento del DCM, a tiempos medios, pasa casi por el
régimen “atractivo”, es decir, por debajo de los valores del DCM del sistema de HS mo-
nodisperso. Las coordenadas marcadas con la letra “E” las vamos a denominar como un
vidrio repulsivo con enlace (VRE) [107, 98], debido a que la especie coloidal solamente se
arresta en el punto final de esas coordenadas, y pasa también cerca del comportamiento de
un “vidrio atractivo”, con la peculiaridad de que su curva es convexa. En cambio, cuando
hay una mayor concentraciéon molar de polimeros, entonces las fuerzas de vaciamiento o
deplecion se manifiesta a tiempos largos, logrando que la estructura estatica promedio de
la suspension coloidal capture la atraccién débil causada por los efectos “solvofébicos” del
solvente con el polimero. Por estas razones vamos a denotar a los puntos marcados con
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las letras “A” y “B” como widrios atractivos (VA). De esta manera, la naturaleza de los
estados de reentrada se manifiesta como un efecto de deplecién, donde la magnitud de
dicha atraccién estd mediada por la concentraciéon de polimeros.

En su reporte, Judrez-Maldonado et al. [20] mencionan que en el modelo de AO, los
estados de vitrificacion para las particulas coloidales, que estan adentro del diagrama de
estados mixtos, corresponden a un comportamiento de vidrios repulsivos, en tanto que la
vitrificacion para los coloides en la region donde ambas especies se arrestan corresponden
a vidrios atractivos; sin embargo, de acuerdo a nuestro andlisis vemos que el modelo
binario de esferas duras en la MSA muestra comportamientos distintos para lo que se
conoce como vidrios repulsivos y atractivos; en esta direccion, podemos decir que este
andlisis representa la extension al reporte elaborado por Judrez-Maldonado et al. [15].
En la Figura 3.11 indicamos los diferentes tipos de vitrificacién, junto con los resultados
experimentales de una mezcla coloide-polimero proporcionados por Pham et al. [4]; en
dicha figura se presenta el espacio de estados escalados (¢./¢7, ¢p/¢;), en donde (47, ¢r) =
(0.605,0.115) representa la coordenada donde convergen los estados mixtos y los estados
completos de arresto dinamico. De la figura observamos que tanto la prediccién dada por
el esquema teérico de la MCT [3] como la proporcionada por la SCGLE son similares; sin
embargo, enfatizamos que el modelo usado en la MCT es para un sistema monodisperso
con interacciones atractivas tipo Yukawa dentro de la MSA, en donde la amplitud y rango
de interacciéon son controladas por la concentracién de polimeros.

§3.3.3
Arresto dinamico para el modelo de Yukawa monocomponente

Como ya se ha comentado, uno de los mayores éxitos de la teoria de la MCT es la
prediccién de la transicién de estados de reentrada de arresto dindmico para un sistema
monocomponente, y tales estados, en una suspension coloidal real, son una consecuencia
entre la competencia de las fuerzas atractivas y las repulsivas. En especial, dentro de la
MCT, una manera de calcular las fuerzas de deplecion es a través de potenciales con
interacciones atractivas, como el potencial de Asakura-Oosawa (AO), el potencial tipo
“estrella”, de pegado, de pozo cuadrado y de Yukawa [57, 3, 96, 98, 99, 107, 108, 109].
Béasicamente, el uso de potenciales atractivos de una sola componente han servido también
como potenciales efectivos en suspensiones binarias, donde la informacion del solvente y
de las particulas pequenas son tomadas en cuenta en la amplitud y en el alcance de la
interaccion del potencial.

Nosotros vamos a usar un potencial atractivo tipo Yukawa como una forma de tomar
en cuenta directamente las fuerzas de deplecién; en especial, en la cerradura de Yukawa
vamos a usar dos o tres términos tipo Yukawa, donde uno de estos términos permite
corregir las deficiencias que se presentan en la cerradura de Percus-Yevick del modelo de
esferas duras (vea la seccién 2.7). De esta manera el FEE lo obtenemos a partir de la
Aproximacion Esférica Media (MSA), la cual se expone en el capitulo 2 seccion 2.5.
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Vamos a considerar un sistema monodisperso, tal que las particulas coloidales ademas
de tener una interaccion de volumen excluido también poseen una interacciéon de corto
alcance, la cual esta caracterizada por un potencial con M términos tipo Yukawa, a saber

00, r <o,
Bu(r) = { Zanl i,C(n)e(—zn[r—U])/r’ r> o, (3.24)

donde £K™ son las amplitudes de interaccién atractiva (—) o repulsiva (+) de cada
término tipo Yukawa, y z, es el inverso del alcance del potencial para cada término. Si
consideramos el término que corrige la solucion al sistema de esferas duras, entonces la
cerradura de Yukawa comparada con la MSA tiene la forma,

c(r) = —Bu(r) + K(¢)e=@l/7=/(r fo), (3.25)

donde B8 = 1/(kgT), vy los parametros K(¢), z(¢) esta dados por la ecuaciones (2.75) y
(2.76), respectivamente. Esta ecuacién es similar a la presentada en (2.81). Es importante
expresar que la inclusién del término que corrige el modelo de esferas duras implica el
uso de al menos dos términos tipo Yukawa, por lo tanto, los resultados presentados en
las subsecciones siguientes representan otra de las contribuciones originales de la presente
tesis.

Un solo término tipo Yukawa

Primero, vamos a usar un solo término atractivo tipo Yukawa (M = 1) para encontrar
la linea de la transicién de arresto dindamico, usando la ecuacién (3.17) que determina el
desplazamiento cuadratico medio en el limite asintotico de tiempos largos, ;. En la Figura
3.12 se muestran las lineas de transicion a la vitrificacién, para el espacio de estados (¢, T™),
donde la temperatura reducida se ha definido como T* = 1/(KW /o), y ¢ = 7mp 0/6 es la
fraccion de empaquetamiento de las particulas esféricas. Las lineas mostradas en la Figura
3.12 corresponden a diferentes valores para el inverso del alcance del potencial: zj0 =
15, 20 y 50, los cuales se muestran con lineas de color negro, azul y rojo, respectivamente.
De la figura, cuando se consideran bajas temperaturas relativas (7 < 0.1), lo primero que
notamos es que a medida que el potencial se hace de menor alcance la linea que marca
el umbral de estados ergdédicos a no ergddicos se dirige hacia abajo, y hacia la derecha;
otro aspecto que observamos, es que a temperaturas relativas altas (7 > 1) se recupera
el umbral de la transicién vitrea ideal para esferas duras, ¢§H §) = (0.547, cuando se usa la
correccion a dicho modelo.

En el recuadro de la Figura 3.12 se ha comparado la linea de arresto (con y sin co-
rreccién) del sistema de esferas duras para z;0 = 20. Como se puede notar, la linea de
arresto para un solo término Yukawa sin correccién (linea descontinua) estd desfasada del
modelo que mejora la aproximacién al término de esfera dura (linea continua); en par-
ticular, la diferencia se observa a altas temperaturas debido a que el umbral del arresto
dindmico del sistema con correccion debe tender asintéticamente al de esferas duras, esto
es a gzﬁff Y = (.547; sin embargo, podemos ver que ambos modelos convergen a bajas den-
sidades y bajas temperaturas. También, en este recuadro, hemos incluido como referencia
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Figura 3.12: Curvas de la transicién al arresto dindmico para un término atractivo tipo
Yukawa con la correccién al sistema de esferas duras dentro de la MSA. La linea de color
negra corresponde a zy0 = 15, la linea de color azul representa a z;0 = 20, en tanto que
la linea roja es para cuando zy0 = 50. Los estados a la izquierda de cada linea son estados
ergddicos, mientras que a la derecha son estados no ergddicos. La linea vertical en color gris
representa el umbral de la vitrificacién para el sistema de esferas duras. La fecha de color
marrén indica la isocora donde se presenta la reentrada al arresto dindmico para z10 = 50.
En el recuadro se compara los resultados del potencial tipo Yukawa a z;0 = 20 con y sin la
correccién al sistema de esferas duras, los cuales ilustramos con una linea continua en color
azul y con una linea discontinua del mismo color, respectivamente. La curva con rombos
indica la linea espinodal para nuestro modelo, mientras que las curvas con circulos y cuadros
son los resultados de la transicién vitrea ideal en el esquema de la MCT para el mismo
modelo de interaccién, pero usando funciones de correlacion directa a dos y tres cuerpos,
respectivamente, dentro de la cerradura de RHNC. [109]

los datos de la linea de arresto calculadas a través del esquema de la MCT para los mismos
parametros de interaccion del potencial de Yukawa, pero a través de la cerradura conocida
como la Referencia de la Cadena Hipertejida o RHNC [109]. Por lo general, la MCT tiende
a sobreestimar la linea de arresto dinamico cuando el FEE se obtiene de un enfoque teé-
rico con un potencial de corto rango de atraccion, y esto ocasiona que la linea de arresto
este por encima de la linea espinodal [13, 110]. Como se puede observar de este recuadro,
los datos calculados con la MCT estan por arriba y a la izquierda de nuestros datos. De
acuerdo a las simulaciones por computadora se ha mostrado que la linea de arresto, a
densidades altas, deberia interceptar la linea de la descomposicion espinodal cinética para
formar un gel coloidal [110, 111]; y por lo tanto, la linea de transicién de arresto dindmico
no deberia estar por encima de la curva espinodal de la transicion gas-liquido. Como se
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observa de los resultados mostrados en en el recuadro de la Figura 3.12, el esquema de
la SCGLE intercepta a la linea espinodal a altas densidades como se ha mostrado en las
simulaciones por computadora; sin embargo, debido a la aproximacién usada para calcu-
lar la estructura estatica, la linea de transicién de arresto continua por debajo de la linea
espinodal. Otros estudios sugieren que la linea de arresto dinamico puede estar por debajo
de la linea espinodal, pues es un indicio de la frustracién de la separacién de fase, y por lo
tanto, esto deberia ser un aspecto importante en las propiedades de los materiales como
los geles o alguna clase de vidrios a bajas temperaturas y densidades [110, 88].

Dos términos tipo Yukawa con atracciones de corto alcance y repulsiones de
largo alcance

Dentro de la MCT, también se ha reportado el arresto dindmico para un modelo con
dos términos tipo Yukawa utilizando la MSA [52, 58], donde el potencial estudiado por
dichos autores consiste en un término repulsivo de largo alcance y otro término atractivo
de corto alcance (ACRL), el cual es similar al DLVO para distancias mayores al didmetro
de la particula (ver Figura 2.13). En esta direccién, nosotros también vamos estudiar una
suspension coloidal con dos términos tipo Yukawa maés el término que mejora el sistema
de esferas duras:

00, r <o,
511,(7‘) = { o exp(=zi[r—a]) + IC(Q) exp (—z2[r—o])

T+ r r )

(3.26)

r >0,

donde la amplitud de la parte repulsiva es X? /o = 5.0 con 2,0 = 0.5, y para la parte
atractiva se considera que 7% = 1/(K" /o) con z;0 = 10. En la Figura 3.13 se muestra el
potencial estudiado para tres diferentes estados termodinamicos. La curva de transicién
de arresto dinamico para el potencial ya mencionado se muestra en la Figura 3.14, y
de esta curva observamos que tiene la misma topologia del caso estudiado para un solo
término tipo Yukawa; asi mismo, volvemos a notar que a temperaturas relativas altas el
umbral de arresto es igual al de esfera dura, es decir a ¢, = 0.547; en contraste, a bajas
temperaturas o a un valor alto de la amplitud de interaccién se presenta el fenémeno de
“reentrada’” al arresto dinamico. También, en esta figura, comparamos nuestros resultados
con los resultados obtenidos por los autores Liu et al. en la MCT [58], donde nuevamente
vemos que la linea de arresto para la MCT estan por arriba de la SCGLE.

Cuando se presenta el fenémeno de reentrada en un modelo de una sola componente,
por lo general, en la MCT, se ha establecido que alrededor del punto donde se alcanza
la maxima concentraciéon en la linea de arresto para una temperatura especifica, 7., se
considera como el limite donde convergen los dos tipos de vidrio, para 7™ > T se encuen-
tra el comportamiento de “vidrios repulsivos”, en tanto que, en un intervalo contrario a
esas temperaturas, se tiene un comportamiento de “vidrios atractivos”. En nuestro caso
nosotros encontramos que el punto de estado donde se alcanza la maxima concentracion
estd alrededor del valor (¢, T5) = (0.565,0.12).

Para tener nuevamente una idea de cémo es el mecanismo de arresto para este tipo
de potencial, vamos entonces a analizar los valores obtenidos a partir del desplazamiento
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Bu(r) Figura 3.13: Esquema del potencial con
A dos términos tipo Yukawa (Ec. (3.26)).
Los pardmetros que permiten dibujar las
—s , Curvas estan mencionados en el cuerpo del
0 15 2 2.5 3 texto. La linea roja, verde y azul corres-
ponden a los estados de la linea isécora
de la Figura 3.14 a una densidad reducida
de ¢ = 0.548, y a las siguientes tempera-
turas reducidas 7% = 10, 0.1, 0.06, res-
pectivamente. La linea vertical negra es la
parte del potencial de volumen excluido.
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Figura 3.14: Lineas de la transicién al arresto dindmico para el modelo de potencial dado
en la ecuacién (3.26). Los pardmetros del potencial se mencionan en el cuerpo del texto,
donde T* = 1/(K1 /o). La curva con cuadros son resultados en la MCT extraidos del reporte
[58] para el mismo modelo de potencial y también dentro de la MSA. Las puntos con flechas
indican la isécora y la isoterma seguida en el andlisis dindmico; en tanto que, el cuadro
rojo, verde y azul muestra los estados esquematizados por las curvas del potencial mostrado
en la Figura 3.13. El simbolo ‘x" indica el punto de vitrificacién para la maxima densidad
reducida a (¢.,T) = (0.565,0.12). Las lineas discontinuas son regiones que dividen un
comportamiento de un vidrio repulsivo (VR), vidrio débilmente atractivo (VDA) y un gel
denso GD, los cuales se han definido en el cuerpo del texto.

cuadritico medio (DCM), (AR?)/0?, primeramente, sobre una linea isécora a ¢ = 0.548
marcada en la Figura 3.14. Los valores del DCM dependientes del tiempo se muestran en
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Figura 3.15: En la imagen principal se muestra el comportamiento del DCM en funcién del
tiempo para algunos estados de la linea is6cora marcada en la Figura 3.14. En el recuadro se
muestra el comportamiento del parametro de no ergodicidad solamente para los estados que
presentan un arresto dindmico (7 = 10, 2, 0.07, 0.06). Nétese que para las temperaturas
relativas de T = 0.07 y 0.06 se observa un pico a valores pequefos del niimero de onda, tal
comportamiento es debido a que el FEE presenta un orden de rango intermedio o IRO que
se manifiesta precisamente en este “pico de agrupamiento o cluster IRO", el cual se sitta
alrededor de ko ~ 2.2 (remitase a la pagina 70).

la Figura 3.15, donde podemos observar que a una temperatura relativa de 7 = 10 el
valor del DCM est4 alrededor de (AR?)/0? ~ 7.4 x 1072 0 a una longitud de localizacién,
lo = \/{AR?) ~ 8.6 x 1020, tipico de un vidrio repulsivo. En oposicién, a la temperatura
relativa 7% = 0.06 el valor para la longitud de localizacién es de aproximadamente de
lo =~ 3.7 x 10720 que esté en limite entre un vidrio repulsivo y un vidrio atractivo, pues
comparando con el analisis llevado acabo para una mezcla binaria de esferas duras, notamos
que un vidrio atractivo empieza a manifestarse alrededor de una longitud de localizacion de
lo ~ 4.5 x 10720 (vea el Cuadro 3.1, puntos “A” y “B”). Es interesante notar que cuando
uno desciende por la linea isécora, el comportamiento del DCM presenta solamente un
punto de inflexion, es decir, las pendientes del DCM cuando relajan a un régimen ergddico
(0.08 < T* < 1) cambian de una forma céncava a una convexa; este cambio en la topologia
de la curva para el DCM es debido a la competencia, entre la parte repulsiva de largo
alcance y la parte atractiva de corto alcance o, posiblemente, debido a las correlaciones
entre los monoémeros y las particulas que forman un “cluster”, es decir, una estructuracién
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de orden de rango intermedio o IRO (remitase a la pagina 70 y 107) [91, 88, 89]. También,
es notable comparar la funciéon del DCM en el tiempo entre el modelo de mezclas de esferas
duras y el modelo de Yukawa; como puede observarse, los estados que caracterizamos como
vidrio repulsivo y doble repulsivo enlazado tienen una curva céncava (vea las Figuras 3.9 y
3.10 en particular los puntos “C” y “D”), por lo cual podemos considerar que los estados a
la temperatura relativa 7% > T son “vidrios repulsivos” (VR); por supuesto, la diferencia
entre las curvas para el DCM del modelo de mezcla de esferas duras y el modelo de Yukawa
con interacciones ACRL, es la ausencia de varios regimenes de subdifusividad. Ahora, para
una temperatura relativa de 7% < T podemos considerar que el comportamientos es de
un vidrio débilmente atractivo o VDR, debido a que el valor de saturacién que tiene el
DCM esta entre el régimen de vidrio repulsivo y atractivo.

Para poder identificar mejor las caracteristicas que conlleva el arresto dindmico vamos
a analizar las propiedades estructurales de los estados que estan sobre la linea is6cora, en
especial, vamos a considerar el potencial de fuerza media [19] entre esferas duras cargadas,

Pw(r) = —1Ing(r), (3.27)

asi como también vamos a considerar el promedio del niimero de coordinacién o el niimero
de particulas cercanas a la particula central,

r

Nom = 47rp/ " dr rg(r), (3.28)

en donde el punto, r,,, es la distancia entre la particula central y las particulas situadas
en la posicion del primer minimo de la funcién de distribucién radial g(r), o la posicién
del primer maximo del potencial de fuerza media. Debemos mencionar, que el valor del
potencial de fuerza media es cierto a bajas densidades; sin embargo, para nuestro propésito,
nos servira como estimacion cualitativa para identificar las caracteristicas de los estados
de la linea is6cora.

Los valores para el potencial de fuerza media y el niimero de particulas alrededor de
la particula central se presenta en la Figura 3.16. En primera instancia, observamos que
dentro del rango de temperaturas relativas, 0.4 < T* < 10, existe una brecha atractiva
a separaciones cortas que se extiende aproximadamente hasta 1.300; asi mismo, notamos
que la magnitud de la fuerza media decrece en magnitud y llega a hacerse repulsiva a
separaciones largas. La brecha que se presenta a cortas separaciones es debida a la dé-
bil contribucién de la parte atractiva del potencial, tal que el tamano en la profundidad
del pozo atractivo ligeramente se ve incrementada cuando desciende la temperatura en el
rango considerado (no observable a la escala de la Figura); en esta direccién, observamos
que el nimero de vecinos alrededor de la particula central, N,,,, es grande para el valor
de la densidad considerada (¢ = 0.548). Esto significa que a temperaturas altas de alre-
dedor de 0.4 < T* < 10 la estructura local llega hacerse mas compacta, ocasionando que
para las temperaturas de T* = 10 y 2.0, el sistema llegue a la vitrificaciéon debido al con-
gestionamiento entre las particulas; por lo tanto, alrededor del intervalo ya mencionado,
0.4 < T* < 10, y sobre el umbral de la linea que delimita la transicion al arresto ideal se
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Figura 3.16: Potencial de Fuerza media para los estados representados por la isécora
mostrada en la Figura 3.14, donde las flechas indican el descenso de la temperatura seguida
en el andlisis. En el recuadro de la parte superior se muestran los valores para el nimero
de particulas situadas alrededor de la particula central, Ny, en funcién de la temperatura
relativa, donde el tridngulo de color negro representa al estado no ergddico a T = 0.06, el
cual se ha obtenido por extrapolacién debido a que la MSA proporciona valores negativos
para la funcién de distribucién radial a dicha temperatura relativa. En el recuadro de la parte
inferior se presenta el FEE, S(k), donde se puede apreciar que el “pico IRO", a nimeros
de onda cortos, aumenta a medida que se baja la temperatura o aumenta la amplitud de la
parte atractiva del potencial de Yukawa considerado.

tiene un comportamiento de vidrio repulsivo (VR), el cual es corroborado por las curvas
del DCM a dichas temperaturas; tales estados de VR se indica en la Figura 3.14.

Ahora, cuando se considera el intervalo de temperaturas de 0.07 < T < 0.4, de la
Figura 3.16, se observa un comportamiento diferente en la curva para el potencial de
fuerza media; como primer cambio, notamos que la amplitud del pozo atractivo crece, en
magnitud, aproximadamente a un valor de 2.5 (en unidades de kgT); ademads, la brecha
atractiva se presenta a separaciones ain mas cortas en comparaciéon con el régimen de
temperaturas anteriormente analizado. Este cambio en la forma del pozo atractivo, es
ocasionado por el aumento de la amplitud de la parte atractiva del potencial doble Yukawa,
tal como se observa en el esquema del potencial en la Figura 3.13, en particular para la
temperatura de T* = 0.06. El incremento de la parte atractiva del modelo de potencial
usado se refleja principalmente en el aumento del valor de contacto, g(o™), propiciando,
como ya hemos mencionado, un aumento de la magnitud del pozo atractivo que se forma



3.3 Aplicacién del esquema teérico de la SCGLE 107

a cortas distancias. El valor de contacto no es méas que una medida de las correlaciones
particula-particula que se muestran en lo que se llama el pico principal del FEE, situado
alrededor de un nimero de onda de ko =~ 2x. Por lo tanto, podemos observar que en el
recuadro inferior de la Figura 3.16, el pico principal se mueve ligeramente a la derecha
cuando se consideran bajas temperaturas. Esta caracteristica significa que las correlaciones
presentes a distancias aproximadamente del didmetro de la particula son una longitud de
escala importante del sistema, a pesar de que alrededor de T < 0.1 empieza aparecer el
pico de agrupamiento debido al orden de la correlacién de rango intermedio o IRO, como ya
hemos discutido en la pagina 70 . Esta nueva correlaciéon no es un nuevo orden estructural,
pues no existe una estructuracion importante en el potencial de fuerza media a distancias
mayores al primer méximo (minimo en la funcién g(r)). Tal orden ha sido estudiado por
varios autores [89, 90, 91, 88], en particular, los resultado de Kim et al. muestran que este
orden tiene una densidad caracteristica de un fluido homogéneo [90]. Podemos observar que
este nuevo pico también estd presente en la funcion para los parametros de no-ergodicidad
a tiempos largos, ¥(k) = F(k)S~1(k), tal como se muestra en el recuadro de la parte
inferior de la Figura 3.15, donde se ha graficado dicha funcién para algunos puntos de
la is6cora, a las temperaturas relativas de 7% = 2.0, 1.0, 0.07 y 0.06. Las correlaciones
IRO se manifiesta principalmente entre los dos primeros maximos del potencial de fuerza
media o minimos de la funcién de distribucién radial; esto, posiblemente sea la causa de
que, primeramente, el valor de coordinaciéon, N,,,, descienda dramaticamente entre las
temperaturas relativas de 0.4 y 0.1; posteriormente, a partir de 7" ~ 0.1, el valor de
Nym no decae tanto, y llega a tener un minimo, para luego crecer ligeramente. Este nuevo
ascenso para el valor de N, es debido a la fuerte paridad entre la particula central y
sus vecinas, ya que a bajas temperaturas las interacciones atractivas son mas evidentes
ocasionando enlaces mas fuertes entre las particulas, lo cual, como ya se a puntualizado
lineas mds arriba, se manifiesta en valores grandes para la funcién de contacto, g(o™), o
en una amplitud mayor para la parte atractiva de la fuerza media a cortas distancias. Sin
embargo, al mismo tiempo que la amplitud atractiva de la fuerza media aumenta, existe
una barrera repulsiva que también se incrementa, llegando a un valor aproximadamente
de 4 (en unidades de kgT') para la temperatura relativa de 7% = 0.07. El incremento de
esta barrera, probablemente, es una consecuencia del aumento de las correlaciones IRO
[89, 91, 88], las cuales se manifiestan a una escala de magnitud entre 1.25 < r/o < 2.2,
es decir, entre el pozo que se forma a partir de los dos primeros maximos del potencial
de fuerza media. Por ultimo, observamos que a distancias grandes de la particula central,
la contribucion repulsiva es mas importante que la parte atractiva; por lo tanto, vemos
que la estabilidad del sistema se da mediante la interacciones repulsivas, tal como ya
habiamos vaticinado por la curvatura convexa que presenta la funciéon del DCM a tiempos
largos, en los estados ergddicos en el intervalo de 0.07 < T* < 0.4. En consecuencia, la
vitrificacion que se presenta a una temperatura mas baja es debido a la competencia entre
las fuerzas atractivas y repulsivas o, también, a las correlaciones entre los monomeros y
las particulas que forman un “cluster”; estas correlaciones se manifiestan en una longitud
caracteristica de las correlaciones IRO. Asi, cuando una particula pueda superar la barrera
energética repulsiva causada por las correlaciones IRO (primer maximo del potencial de
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fuerza media), ella queda enlazada por sus vecinas a través de las fuerzas atractivas, las
cuales son mas fuertes a distancias cortas. De esta forma, vemos que las correlaciones IRO,
de alguna manera, contribuye también al comportamiento de las propiedades dinamicas,
en el rango de temperaturas analizadas, tal resultado serd mas evidente cuando se analice
algunos puntos de la isoterma marcada en la Figura 3.14; semejante conclusion es también
dada en las referencias [89, 88]. Podemos entonces decir que los estados sobre la linea de
arresto, a las temperaturas relativas entre 0.06 < 7" < 0.4, se comportan como “vidrios
débilmente atractivo” o VDA, tal como ya citdbamos lineas mas arriba.
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Figura 3.17: Funcién para el pardmetro de no-ergodicidad a tiempos asintéticamente
largos, ¥ (k) = F(k)S~!(k), para algunos puntos sobre la linea isotérmica sefialada en la
Figura 3.14. Obsérvese que los estados a una densidad reducida de ¢ = 0.348 y 0.323 no se
aprecian en la escala de la grafica debido a que son estados ergddicos, esto es, ¥ (k) — 0.
En el recuadro se muestra el comportamiento del DCM en funcién del tiempo. La direccién
de las flechas indican la disminucién de la densidad reducida que se sigue en dicho anélisis
dindmico.

Finalmente, vamos a analizar la dinamica sobre algunos puntos localizados en la iso-
terma, a T = 0.06, la cual esta senalada en la Figura 3.14. En la Figura 3.17 mostramos
el comportamiento del DCM en funcién del tiempo, asi como también presentamos el
parametro de no-ergodicidad a tiempos largos, para un rango en las densidades entre
0.323 < ¢ < 0.548. Para este caso, cada vez que se disminuye la densidad relativa, el com-
portamiento de las curvas del DCM y del parametro de no-ergodicidad, crece y decrece,
respectivamente. Con excepcién de los puntos a la densidad de ¢ = 0.323 y 0.348, todos
son estados no ergodicos a tiempos largos, donde precisamente en los estados no ergddicos
observamos que el DCM se mantiene a un valor constante por varias décadas a medida
que la densidad relativa disminuye. Sin embargo, notemos que para los estados arrestados
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el valor para la longitud de localizacion, [y, es cada vez mas grande, debido a que la linea
de la isoterma va en direcciéon de un estado no ergodico a un estado ergédico. Por ejemplo,
para la densidad de ¢ = 0.373 vemos que el valor para longitud de localizaciéon es cerca
de Iy = 7.8 x 10720 tipico de un “vidrio repulsivo”. Esto es una consecuencia de que el
sistema esta principalmente caracterizado por las interacciones repulsivas de largo alcance,
y solamente las pocas particulas que logran sobrepasar la barrera energética repulsiva se
enlazan para llevar a la particula trazadora al estado de vitrificaciéon. Asi mismo, en estos
estados no ergodicos, el “pico de agrupamiento” se presenta con mayor intensidad cuando
la densidad desciende; de esta manera, creemos que las correlaciones de orden de rango
intermedio o IRO contribuyen tato a la dinamica como a la estructura estatica, es decir,
las contribuciones atractivas que se dan cortas distancias favorecen las formacién de un
“cluster”; o en dado caso, de que no exista propiamente un “cluster”, favorecen los enlaces
monomero-monomero, en tanto que, los enlaces o agregaciones en el bulto se ven impedidas
por la repulsion de largo alcance [88, 89], tal como se puede apreciar del comportamiento
del potencial de fuerza media, a las temperaturas relativas de 7% = 0.07 y 0.06 (vea la
Figura 3.16). En el trabajo reportado por Godfrin et al. concluyen que posiblemente los
estados que presentan un “pico de agrupamiento” a bajas densidades y a bajas temperatu-
ras frustren la linea de separacién liquido-vapor, y probablemente induzcan una transicién
al arresto, semejante comportamiento es tipico de materiales como los geles [88]. Por lo
tanto, en acuerdo con el trabajo reportado por Zaccarelli et al., vamos denominar a las
regiones de la transicién de arresto dinamico para las temperaturas de 0.06 < 7™ como un
“vidrio repulsivo” o un “gel denso”, el cual se distingue de un gel debido en que el factor
de estructura estatico no incrementa su valor cuando k — 0 [107].

En general, concluimos que la transicion al arresto dindmico para un sistema modelado
por dos términos tipo Yukawa es propiciado principalmente por las interacciones repulsi-
vas; sin embargo, el mecanismo es diferente cuando la energia cinética del sistema domina
sobre la energia de interaccion, pues en este caso el arresto se debe a la aglomeraciéon y
congestionamiento de particulas; en cambio, cuando las energia de interaccién es aproxi-
madamente igual o un poco mas alta que la energia cinética, entonces el arresto es debido
al enlace de las particulas que puedan rebasar la barrera energética repulsiva, es decir
debido a las correlaciones del tipo IRO, tal como sucede en un sistema a medianas o bajas
densidades y lejos de la linea espinodal.

Dos términos tipo Yukawa con atracciones de largo alcance y repulsiones de
corto alcance

Por ultimo, vamos a modelar un sistema coloidal mono-disperso a través de un potencial
similar al DLVO tal que sea repulsivo para un amplio rango en la temperatura relativa.
Tal modelo de potencial nuevamente lo vamos a representar a través de dos términos tipo
Yukawa:

00, r <o,

o exp(—zi[r—o]) exp (—z2[r—o])
goplal-dl _ K(?)p%z,

pu(r) = { (3.29)

r> 0.
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Los parametros de este potencial estan dados como sigue: para la parte atractiva tenemos
que 200 = 3.0 y K@ /o = 5.0; para la parte repulsiva, el inverso del alcance del potencial
es z10 = 6.0 y la amplitud 7 = 1/(KWa). Obsérvese que en este caso existe una contri-
buciéon de mayor alcance para la parte atractiva respecto a la parte repulsiva; sin embargo,
debido a que hemos escogido a la temperatura relativa como el inverso de la amplitud que
representa a la parte repulsiva del potencial, entonces, ésta dominara cuando sea mayor
a la contribucion atractiva. El esquema del modelo de potencial referido se presenta en la
Figura 3.18, de este esquema notamos que cuando la energia cinética es mas grande que
las amplitudes de interaccién del potencial, entonces el potencial es atractivo, en tanto
que cuando las amplitudes de interaccién son mas importantes entonces el potencial se va
haciendo repulsivo.

Figura 3.18: Esquema del potencial con

dos términos tipo Yukawa (Ec. (3.29)).

Los pardmetros del potencial se mencio-

Bu(n nan en el cuerpo del texto. Las linea de

A color rojo representa el estado que esta a

una temperatura y densidad reducida alta

de (¢, T*) = (0.555,10), la linea de co-

lor verde determina el estado (547,0.2),

la linea verde claro estd determinada por

el estado (0.532,0.1), la linea azul repre-

senta un estado a baja temperatura re-

x ducida (0.51,0.06), y por dltimo la linea

de color magenta representa al estado de

una temperatura y densidad reducida baja

(0.3,0.34). La linea vertical en color ne-

gro es la parte del potencial de volumen
excluido.

En la parte principal de la Figura 3.19 mostramos la linea del umbral de arresto di-
namico, nuevamente a la izquierda de esta linea se encuentran los estados ergodicos, en
contraposiciéon se encuentran los estados de vitrificaciéon. Debido a que la parte atracti-
va del modelo de potencial domina més cuando se tienen temperaturas reducidas altas,
entonces, vemos que el umbral del arresto dindmico ya no esta sobre el valor del sistema
de esferas duras ideal (vea la pagina 82), sino que ahora la densidad del arresto dindmico
estd alrededor del valor de ¢, = 0.55. Nosotros hemos incrementado atin mas la tempe-
ratura relativa, y corroboramos que el valor de la densidad reducida para el umbral del
arresto dinamico ya no cambia. Por lo tanto, creemos que es posible modelar un sistema
de esferas duras, a través de un potencial similar al DLVO, el cual permita encontrar el
valor experimental actual del umbral de arresto dindmico, el cual es ¢, ~ 0.582 [100, 101].
Recordemos que en los experimento reales o de simulacién por computadora se necesita un
sistema de esferas duras con un cierto porcentaje de polidispersividad en el tamano de los
coloides, tal que permita frustra la cristalizacion y llegar al arresto; en semejantes sistemas
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pueden presentarse fuerzas de deplecion, y como ya se ha mencionado antes, estas fuerzas
contribuyen al mecanismo para la localizacion de las particulas coloidales.
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Figura 3.19: En la parte principal presentamos la linea de arresto dindmico para el modelo
de potencial dado por la ecuacién (3.29). Los simbolos marcados con un circulo, un cuadro,
un rombo, un tridngulo hacia arriba, y un tridngulo hacia abajo representan los estados que
se caracterizaron, con el mismo color, para esquematizar el potencial mostrado en la Figura
3.18, asi como también son los estados caracterizados por el DCM el cual se muestra en el
recuadro.

De la Figura 3.19 podemos observar que la linea de arresto dindmico no presenta el
fenémeno de “reentrada”, debido a que la parte repulsiva domina sobre la atractiva cuando
las amplitudes de interaccién son mas grandes que la energia cinética. Dentro de la mis-
ma figura hemos caracterizado el DCM de los puntos ilustrados con simbolos, y el valor
de tales puntos se mencionan en la Figura 3.18. La evolucion en el tiempo del DCM a
tiempo medios y largos, para esos estados mencionados, son tipicos del comportamiento
de vidrios repulsivos, porque para el estado con mayor temperatura y densidad relativa,
(¢, T*) = (0.555,10), se tiene que la distancia de localizaciéon de la particula trazadora
cuando estd muy proxima al arresto es de alrededor de [y ~ 0.078. A medida que la tem-
peratura desciende, el valor del DCM o la la distancia de localizacion de la “trazadora”
aumenta, indicando que el mecanismo que lleva a la particula coloidal a presentar estados
no ergodicos son debido a las correlaciones que caracterizan un rango intermedio repul-
sivo. Y al igual que el caso analizado en la subseccion anterior, las particulas coloidales
que logran superar las barreras energéticas repulsivas presentes a longitudes intermedias,
y queden atrapadas en pozos energéticos a cortas distancias, son las que se “enlazan” y
permiten que se de el fendmeno de arresto dinamico. De manera particular, observamos
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que cada curva del DCM a tiempos largos tiene una asintota horizontal la cual se aproxi-
ma a un valor constante; este valor decrece en el intervalo entre los estados marcados con
circulos rojos y cuadros verdes, los cuales estan caracterizados principalmente por la con-
tribucion atractiva del potencial usado, y que se esquematiza por las lineas de color rojo
y verde de la Figura 3.18. Sin embargo, cuando se explora los estados en donde empieza
a dominar la parte repulsiva del potencial a distancias cortas, el valor de la asintota del
DCM nuevamente vuelve a crecer, tal estado estd indicado por los rombos de color verde
claro. Cuando se reduce ligeramente la temperatura y la densidad reducida, la asintota
presente en la curva del DCM, indicada por tridngulos hacia arriba de color azul, nueva-
mente vuelve a decrecer. Para cuando existe un mayor dominio de la parte repulsiva del
potencial, es decir, a temperaturas y densidades reducidas bajas, el valor de dicha asintota
que muestra el DCM crece. Estos comportamientos, decrecientes-crecientes, de los valores
a los cuales se aproxima las asintotas del DCM a tiempos largos, posiblemente, se deba
a la competencia entre las amplitudes de interaccion entre la parte atractiva y repulsiva.
Cuando se baja aun mas la densidad y la temperatura reducida, el comportamiento de
arresto es caracteristico de un vidrio repulsivo, ya que la longitud de localizacion es de
lo = 0.1. En general, podemos identificar que a temperaturas medianas la linea de arresto
se identifica con un “vidrio repulsivo” o un “gel denso”, en tanto que a una temperatura
y densidad mas baja se presenta el comportamiento de un “vidrio repulsivo”.

Es importante mencionar que la vitrificacion dada por un comportamiento de vidrio
repulsivo no es debido, principalmente, a la congestion de las particulas por un aumento
en la densidad, sino al encajonamiento que producen las barreras energéticas de caracter
estérico; de la misma manera, el arresto que se da a altas densidades y altas temperaturas
es debido a las barreras energéticas que es impuesta principalmente por las interacciones
atractivas, las cuales estan en competencia con las interacciones repulsivas. De esta forma,
el modelo usado en esta seccion, es otra de las contribuciones importantes del trabajo de
tesis.

§3.34

Arresto dinamico para el modelo de Yukawa de una mezcla binaria
de esferas duras con esferas cargadas

En la subseccién 3.3.2 estudiamos un sistema binario de coloides con diferentes sime-
trias en los diametros de las particulas, tal sistema se modelo a través de un potencial
de volumen excluido. En esta seccién vamos reemplazar la interaccion tipo esfera dura de
una de las especies por una interaccion de esfera dura cargada, el cual tenga un rango de
interaccion de corto alcance. Semejante modelo nos permitira controlar de manera directa
los efectos del mecanismo de depleciéon vista en la subseccion 3.3.2. Asi, el modelo pro-
puesto de interaccién entre un par de coloides de diferentes especies «, 5 = 1,2 esta dado
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como sigue

B 00, r < oa.s = (0a+03)/2,
Uap(r) = { €A Agexp (—z [r — oa8])/T, T > 0ag, (3.30)

donde o, es el didmetro de una particula coloidal de especie a. Como ya se ha mencionado,
vamos a asumir que la interaccion de la primera especie es del tipo de volumen excluido,
A; — 0, y para la segunda especie son de esfera dura tipo Yukawa, Ay # 0. De esta
manera, la amplitud de interaccién de la especie cargada permite controlar los efectos del
mecanismo de deplecion.
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Figura 3.20: Curvas de arresto dindmico para el modelo de potencial de una especie
cargada y no cargada simétrica en los didmetros. Aqui ¢ = ¢1 + ¢2 es la densidad reducida
del sistema, y ¢; = 1 — ¢o es la concentracidon molar para la especie no cargada. La flecha
indica la direccion del aumento en la temperatura reducida en la que han sido encontrado el
umbral del arresto dindmico: T = 0.010, 0.020, 0.025, 0.033, 0.050, 0.100, 1.000, 10.00.
Asi, por arriba de cada linea el sistema se en encuentra en un estado ergddico; las lineas
discontinuas indican estados mixtos tal que la particula cargada es la que se localiza primero;
por consiguiente, la linea continua indica estados donde ambas especies se vitrifican. La linea
negra equivale a un sistema mono-componente de esferas duras donde la transicién al arresto
dindmico esta dada a un valor de ¢, = 0.537, el cual también esta descrito por la linea negra
de la Figura 3.4.

Para calcular el FEE usamos las ecuaciones desarrolladas en la seccion 2.6 para la apro-
ximacion esférica media o MSA, y para la parte dinamica usamos el enfoque desarrollado
en las primeras secciones de este capitulo para un sistema multicomponente, a saber en la
seccién 3.1. Como un primer resultado vamos a considerar que ambas especies tengan el
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mismo tamano, es decir o; = 05; ademas, la especie cargada tiene una interacciéon repulsi-
va. Por consiguiente, usando la cerradura en la MSA tenemos que los parametros entre el
potencial y la cerradura son (vea las ecuaciones 1.25y 2.61): —K = (¢/o1)/(kgT) = 1/T",
Ay =0=061, Ay =1 = §5. Ademas, el inverso del alcance del potencial es de corto alcance,
modulado a través del siguiente valor zo; = 20. En la Figura 3.20 se presenta el diagrama
de arresto dindmico para el modelo de esfera dura y esfera dura cargada con interacciones
repulsivas calculado a diferentes temperaturas relativas, 7, en funcion de la concentracién
molar de la especie no cargada. Una de las primeras caracteristicas que se observan en el
diagrama de la vitrificacion, es que el umbral de arresto dindmico para una temperatura
relativa alta, T = 10, es una linea horizontal, situada alrededor de la densidad reducida
de ¢, = 0.537, semejante al valor del umbral del arresto de un sistema monocomponente;
este comportamiento es debido a que la energia cinética es mas importante que la interac-
cién del potencial tipo Yukawa. A medida que desciende la temperatura reducida entonces
cobra mayor importancia la energia de interaccion de la especie cargada; asi, notamos de
la Figura 3.20 que las curvas del arresto dinamico se van dirigiendo hacia abajo con res-
pecto a la linea horizontal. A partir de la temperatura relativa de T =~ 0.025 observamos
que las curvas de arresto dinamico cambian la forma de su curvatura con respecto a las
temperaturas reducidas mayores a 0.025, este cambio en la forma de la curvatura se debe
a que a partir de esta temperatura comienza los estados mixtos, los cuales hemos marcado
con lineas discontinuas. Los estados mixtos, como ya se ha comentado antes, son aquellos
estados donde una especie coloidal se “localiza” primero, en tanto que la otra especie se
sigue difundiendo como un liquido. Para el modelo de potencial considerado, nosotros ob-
tenemos que es la particula cargada quien primero se localiza, mientras que la particula no
cargada continua difundiéndose, esta peculiaridad en la localizacion de las particulas car-
gadas se debe a que las interacciones repulsivas de corto alcance se manifiestan con mayor
intensidad a bajas temperaturas. También observamos que la vitrificacion de la particula
cargada se da a concentraciones bajas cuando se desciende la temperatura, y a medida
que la concentracién aumenta, también aumenta el valor del umbral de la “localizacion”
tanto de la particula cargada como de la particula no cargada.

En la Figura 3.21 presentamos las lineas de arresto dinamico ideal en el plano de estados
(¢1, ¢2), donde se cumple la siguiente suma de regla para cada curva del diagrama de fase
de arresto dindmico: ¢, = ¢4 + ¢,,, con ¢, el valor en la densidad de localizaciéon de
la mezcla binaria, donde, nuevamente, la linea negra es equivalente a un sistema mono-
disperso de esferas duras. En particular, podemos observar que los diagramas de fase de
la vitrificacién para un modelo con particulas del mismo didmetro, donde la interaccién
de una especie es de esfera dura y la otra de esfera dura cargada, muestra desviaciones
relevantes con respecto al modelo de mezclas binarias con interacciones solamente de
volumen excluido, pues se predice estados mixtos donde los coloides con carga se vitrifican
antes que otra especie coloidal no cargada, debido a que las interacciéon de la particula
cargada son mas relevante a bajas temperaturas.

En general, uno podria esperar que cuando se varia alguno de los parametros del mo-
delo de potencial de la especie cargada, ya sea el inverso del alcance del potencial, z, o
la razén en los didmetros de las especies, ¢ = o1/09, 0 la amplitud de interaccién, As,
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Figura 3.21: Curvas de arresto dindmico para el modelo de potencial de una especie
cargada y no cargada simétrica en los didmetros, en funcidn de las densidades reducidas de
cada especie. La notacion y el significado de cada curva es la misma que la figura anterior.
La linea negra es equivalente al modelo mono-disperso de esferas duras, y en este caso es
similar a la linea negra de la Figura 3.5.

entonces las curvas de localizacién mostradas en las figuras 3.20 y 3.21 se modificarian sig-
nificativamente; sin embargo, el objetivo no es mostrar la variedad topologica que conlleva
a la variaciéon de dichos parametros del potencial, eso seria un tema de estudio aparte.
Uno de los objetivos principales que se seguian al usar el modelo de interaccion dado
por la expresién (3.30) era mejorar la prediccién de las curvas de localizacion del sistema
polimero-coloide, las cuales mostramos en la pagina 92, no obstante, nosotros comproba-
mos que cuando se incrementa en demasia la razén entre los didametros de las especies,
el modelo se comporta muy semejante a sistema de esferas duras no cargado, solamente
los cambios se pueden apreciar ligeramente en los estados mixtos del diagrama de arresto.
Béasicamente la linea roja mostrada en la Figura 3.11, la cual representa el umbral donde
ambas especies se localizan, es una caracteristica impuesta por el modelo de interaccion de
volumen excluido; pensamos que esta linea se modificaria si se usard un modelo de esfera
suave para los polimeros, porque estos normalmente se modelan a través de un potencial
tipo estrella.

En la literatura especializada se ha analizado la dindmica de la vitrificacion de un sis-
tema polimero-coloide, en donde el polimero se ha utilizado como un “depletante” entre
los coloides [3, 4], recientemente el equipo de Truzzolillo et al. realizaron el estudio del
mismo sistema, pero, a diferencia de los otros estudios, el coloide se usa como depletante
[97]. El experimento consiste en una mezcla binaria de dos polimeros tipo estrella qui-
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micamente iguales, pero con valores diferentes en el niimero de cadenas, f, ancladas al
centro comun. Asi, el equivalente al coloide lo obtienen cuando el nimero de brazos f o
la funcionalidad de la estrella es grande, a saber f. = 1109; mientras que la funcionalidad
del polimero o la macromolécula es de f, = 214. Los autores muestran que en ausencia
del coloide el polimero tipo estrella se vitrifica a una densidad reducida de ¢, ~ 0.177,
pero cuando se incrementa la concentracion molar de la especie coloidal, en particular, a
una densidad reducida de ¢. ~ 0.00024, entonces el sistema pasa a la transicién liquida
de estados ergddicos; y aumentando ain mas la concentracion de la especie coloidal a
¢, ~ 0.0084, el polimero nuevamente entra al estado de vitrificacion. Eso significa que el
sistema coloide-polimero presenta estados de reentrada a la vitrificacion; asi mismo, los
autores han investigado que a una mayor concentraciéon tanto de la especie coloidal co-
mo la de los polimeros, el sistema se arresta siguiendo la linea de separacion de fases en
equilibrio térmico, es decir, el sistema presenta estados completos de arresto.

En el reporte mencionado lineas mas arriba también se comparan los resultados ex-
perimentales con el enfoque de la MCT usando para esto potenciales suaves tipo estrella
en la cerradura de Rogers-Young [112]; el grupo de trabajo de Truzzolillo et al. men-
ciona que solamente el enfoque multicomponente de la MCT es el que permite capturar
cualitativamente la topologia del sistema coloide-polimero usando al coloide como una
fuerza depletante [97]. El potencial tipo estrella es un potencial de esfera suave, porque a
distancias menores que el didmetro de la corona del polimero es de la forma logaritmica,
mientras que a distancias mayores que dicho didmetro es del tipo Yukawa. Nosotros vamos
a representar el potencial estrella del polimero a través de un potencial tipo Yukawa (vea
la ecuacion (3.30)) para distancias iguales o mayores al didmetro de la corona, es decir,
Ay # 0; en tanto que, para el coloide usamos el potencial de esfera dura, con A; = 0. El
valor en la razon entre los didmetros que nosotros usamos es igual al valor experimental
usado por Truzzolillo et al., a saber de ¢ = og./0s = 0.25. Los otros valores del potencial
tipo Yukawa repulsivo que usamos para encontrar el arresto dinamico de este sistema son:
zo, =164, Ay = 4.0, T* = kgT/(¢/o.) = 0.05.

En la Figura 3.22 mostramos la topologia del arresto dinamico para los parametros
mencionados lineas mas arriba y los comparamos directamente con los valores reportados
en [97]. De la figura principal podemos decir, a grandes rasgos, que el enfoque de la SCGLE
captura las caracteristicas mas importantes de ese tipo de sistemas, que son la presencia
de estados mixtos, y la reentrada a los estados de vitrificacion. Asi, la linea discontinua
representa la frontera entre los estados ergddicos y los estados mixtos, a la izquierda de esa
linea estan los estados ergddicos donde ambas especies se difunden, los cuales denotamos
por las letras “F-F”; a la derecha de esta linea discontinua se encuentran los estados
mixtos donde se localiza primero el polimero y la especie pequena o el coloide se difunde,
a esos estados los hemos denotado con las letras “F-G”. Mientras que la linea continua
representa la frontera donde ambas especies se localizan y los cuales hemos denotado
como “G-G”; y precisamente sobre esos estados el sistema real presenta la separacion de
fase de equilibrio termodindmico. Como se puede apreciar de esa figura, el modelo de
esfera dura cargada no captura bien los estados de reentrada del experimento, pues la
linea del umbral de los estados mixtos se desvia a la derecha, en contraposicion con la
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Figura 3.22: Diagrama del arresto dindmico para un modelo de potencial de una especie
cargada repulsiva y no cargada para el sistema coloide-polimero. La razén entre el didmetro
del coloide “c” y el polimero tipo estrella “s” es de £ = o./0s = 0.25. En la Figura principal
la linea discontinua es la frontera entre estados ergddicos (izquierda) y estados donde se lo-
caliza el polimero (derecha), en cambio la linea continua muestra la transicién entre estados
ergddicos (abajo) a estados completamente arrestados (arriba). Los circulos son resultados
experimentales para el polimero tipo estrella obtenidos de la referencia [97], donde los sim-
bolos llenos son estados no ergddicos y los vacios son estados ergddicos. Las letras marcadas
como “F-F" son estados ergddicos, "F-G” simbolizan estados donde se difunde el coloide
entre los polimeros que estan localizados, “G-G" marca los estados donde ambas especies
se arrestan. En el recuadro se muestra el mismo diagrama de arresto dindmico pero a una
escala mas amplia, en donde la linea continua que se muestra a altas concentraciones para
el polimero y la cual termina en el cruce con la linea discontinua, es el umbral de arresto
que separa los estado mixtos (izquierda) de los estados de arresto donde ambas especies se
vitrifican (derecha).

topologia mostrada por el modelo donde ambas especies interactiian a través del potencial
de esfera dura (vea la Figura 3.11); esta diferencia marcada entre ambos modelos de
interaccion es debida a que en el modelo de esfera dura con esfera dura cargada presenta
una fuerza de repulsiéon que se extiende un poco maéas alla del didmetro del polimero,
por lo tanto, las interacciones repulsivas dominan en el sistema polimero-coloide. Otro
diferencia importante es que en el experimento se encuentra que a un valor cercano de
(503, d.03) ~ (0.339,10.75) la vitrificacion se dirige hacia la linea de la descomposicién
espinodal, es decir, estados arrestados muy cerca de los estados de la separacion de fase de
equilibrio; y en contraposicién, nuestro modelo repulsivo en la MSA no predice separacion
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Figura 3.23: Diagrama del arresto dindmico para un modelo de potencial de una especie
cargada atractiva y no cargada para el sistema coloide-polimero. La simbologia mostrada es
igual a la definida en la Figura 3.22.

de fase. Es méas, observamos que la linea de reentrada estda muy por arriba del valor nominal
encontrado por dichos autores (linea continua). Resta mencionar que la topologia del
arresto ideal mostrada en el esquema de la MCT es muy semejante a nuestras predicciones
(vea la Figura 3 (b) de la referencia [97]), pero como ya se ha escrito lineas més arriba, la
interaccion usada en la MCT para el sistema polimero-coloide es de los conocidos como de
“grano grueso” o coarse-grained (en inglés) de mezclas binarias de potencial tipo estrella
en la cerradura de Rogers-Young [112].

Buscando una manera de poder predecir los puntos que se aproximan al valor nominal
del arresto encontrado en el experimento, en especial sobre la isocéra a ¢,0° = 0.342,
hemos usado un potencial tipo Yukawa con interacciones atractivas, esto nos permitira
de manera directa controlar los efectos de “depleciéon” que surgen en este tipo sistemas.
Los parametros usados en este caso son los siguientes: zo, = 17.2, Ay = 4.0, T* = | —
kgT/(e/o.) = 0.05], y £ = 0.25. En la Figura 3.23 mostramos la linea de arresto para dicho
modelo de interaccion, la simbologia usada de esta figura es la misma que la anterior. La
diferencia importante del diagrama de fases de la vitrificacién entre las esferas cagadas
atractivas y las repulsivas esta en la curva de transicion de los estados mixtos y la curva
del umbral de transicién de los estados completamente arrestados; mientras que para el
polimero con interacciones repulsivas la linea se dirige hacia la derecha, para el atractivo se
dirige hacia la izquierda. De acuerdo a los pardmetros usados en el potencial de interaccién
atractivo polimero-colide, se observa que los estados de reentrada se pierden. Sin embargo,
y en general, la topologia entre las curvas mostradas en la Figura 3.11 y la 3.23 son muy
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semejantes, mostrando que el modelo de interacciéon de volumen excluido entre un par
de especies propicia fuerzas de deplecion que se manifiestan en el diagrama de arresto
dindmico.

Finalmente, la propuesta de incluir un modelo de potencial cargado para mezclas bi-
narias usando interacciones tipo Yukawa, obedece a la idea de mejorar los resultados
reportados en el esquema de la SCGLE para un modelo de mezclas con interacciones solo
de volumen excluido; y como se ha mostrado en esta seccion, el uso de un término tipo
Yukawa es la mejor representacion para predecir cuantitativamente el sistema compuesto
por polimeros tipo estrella. De esta forma, nuestros resultados reportados en esta seccién
son otra de las contribuciones importantes del trabajo de tesis.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En la primera parte de esta tesis presentamos el calculo analitico del factor de estructu-
ra estatico para sistemas compuestos por varias especies, cuya interaccién entre un par de
particulas se modela a través de un potencial de esfera dura més una suma de términos ti-
po Yukawa. El calculo de la funcién para el factor de estructura estatico se obtuvo a través
del formalismo de las ecuaciones integrales usando la cerradura de la aproximacion esférica
media (MSA). Uno de los aspectos importantes que se obtiene a partir de la expresion
general del factor de estructura estatica es la reducciéon a casos particulares; de esta forma,
se puede sugerir el proceso metodolégico que se sigue para obtener valores numéricos a la
solucién de la MSA. En la literatura se ha reportado bastante sobre la MSA, sin embar-
go, en estos trabajos no es claro de como se obtiene numéricamente la solucién; en esta
direccién, solamente se ha reportado de manera analitica el factor de estructura estatica
usando solo dos términos tipo Yukawa para fluidos monodispersos. De esta manera, uno
de los trabajos originales de esta tesis ha sido el ampliar estos resultados a mas términos
tipo Yukawa [72], lo que nos permite modelar liquidos atémicos a través del equivalente
de un potencial de Lennard-Jones con dos términos Yukawa; también, usando dos o mas
términos se pueden modelar suspensiones coloidales ideales a través del equivalente del
potencial DLVO. El siguiente aspecto importante y original que hemos obtenido de los
resultados en la MSA es la construccién de un enfoque consistente que mejora la solucién
al modelo monodisperso de particulas que tnicamente poseen interacciones de volumen
excluido; tal construccién es mas sencilla que el algoritmo proporcionado por Verlet-Weis.
Finalmente, y lo mas importante, es que la funcién para el factor de estructura estatica
sirve como un insumo para describir la dinamica de suspensiones coloidales cerca de la
transicién vitrea. A pesar de que dichos insumos no son del todo exactos debido a la ce-
rradura usada, estos sirven para explorar y analizar de manera mas eficiente los estados
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cercanos a la vitrificacién ideal; en contraposicién, cuando estos insumos son obtenidos
por simulaciones por computadora o a través de otras cerraduras no analiticas se puede
llegar a situaciones donde la soluciéon numérica sea inestable.

En la segunda parte del trabajo de tesis hemos realizado la aplicacién del esquema
de la SCGLE (teoria autoconsistente de la ecuacién generaliza de Langevin), la cual nos
permitié obtener la dindmica y los diagramas de fase del arresto dindamico de suspensiones
coloidales ideales, tanto para sistemas monodispersos como para sistemas compuesto por
dos especies de particulas. En esta parte hemos contribuido atin mas a la validacién de la
teoria cinética de la SCGLE, pues a pesar de que algunos resultado ya han sido reporta-
dos, nosotros verificamos que la equivalencia entre esferas suaves y esferas duras es mas
precisa si se usa como referencia el enfoque termodinamicamente consistente que mejora
la solucién de Percus-Yevick para esferas duras. Otra contribucién pertinente al enfoque
de la SCGLE es haber analizado los mecanismos causantes de la vitrificacién ideal de los
sistemas estudiados, encontrando una rica variedad de comportamientos, los cuales van
mas alla de los cominmente conocidos como “vidrios repulsivos” o “vidrios atractivos”.

Otras de las contribuciones importante es haber obtenido el diagrama de fases arres-
tadas para una amplia variedad de sistemas interesante e importantes, entre estos, esta
la aplicacién de un modelo atractivo usando la correcciéon al sistema de esferas duras, asi
como también un modelo de potencial con un término atractivo y uno repulsivo que pone
de relieve las caracteristicas depletantes entre los coloides, que es similar al modelo de la
teoria de DLVO para las suspensiones coloidales. De esta manera, usando la evolucion en
el tiempo de las ecuaciones de la SCGLE, se mostré que el mecanismo que permite que
las particulas se localicen a temperaturas y densidades altas es debido a la aglomeracién
que sufren las particulas, pues el volumen ocupado por los coloides disminuye a causa de
la interacciones que son de caracter repulsivo, haciendo que la “particula trazadora” tarde
mas tiempo en salir de la “jaula” formada por sus vecinas; a este tipo de mecanismo se
le ha denominado como “vidiros repulsivos”. En oposicion, cuando la energia cinética del
sistema es ligeramente menor que la energia del potencial, entonces se hace mas evidente
la competencia entre la parte atractiva y la contribucién repulsiva del modelo del poten-
cial, y esta competencia se manifiesta en el diagrama de estados arrestados a través del
fendmeno denominado de “reentrada”, esto es, para un valor fijo en la densidad, el sistema
puede volver al estado ergddico a una temperatura ligeramente alta, y aumentando un po-
co mas la temperatura el sistema regresa al estado no ergédico. Nosotros analizamos que
el mecanismo de tales estados se debe también al “enjaulamiento” que sufre la particula
trazadora a través de los enlaces atractivos impuesto por sus vecinas a cortas distancias,
pero este enlace se da una vez que la trazadora logra superar la barrera energética re-
pulsiva impuesta a distancias medias por la propia estabilidad del sistema; a este tipo de
comportamiento los denominamos como “vidrios débilmente atractivos”. Ahora, cuando
se tienen temperaturas y densidades con valores pequenos, el mecanismo del arresto sigue
siendo la débil paridad entre la trazadora y sus vecinas; sin embargo, la estabilidad del
sistema la sigue imponiendo la parte repulsiva; en este caso hemos denominado a este
comportamiento como “gel denso”. Modificando los valores de la parte atractiva y de la
parte repulsiva dentro del modelo de potencial usado, obtuvimos un sistema que a altas



123

temperaturas contribuye mas la parte atractiva, logrando con esto que el umbral en el
arresto dindmico de esferas duras fuera alrededor de 0.55, que es mas cercano al valor
experimental de 0.582.

También, se analiz6 el mecanismo que permite a las particulas trazadoras a vitrifi-
carse en una mezcla binaria de esferas duras. En este sentido, nosotros observamos que
la SCGLE permite capturar de manera efectiva las fuerzas depletantes entre los coloides
(macromoléculas) a partir de la inclusion de una especie de didmetro mas pequena, ya que
se encontrd que en las regiones donde se produce estados mixtos ergdédico-no ergddico, es
decir, la especie pequena sigue fluyendo, el mecanismo que lleva a las particulas coloidales
a sufrir un estado de vitrificacién es debido al valor en la concentracion de las particulas
pequenas presentes en la mezcla binaria, porque distinguimos que las particulas coloidales
atraviesa un comportamiento de vidrio repulsivo a uno de “vidrio repulsivo con enlace”
para finalmente pasar al comportamiento de un “vidrio atractivo”, donde este ultimo com-
portamiento es debido a los enlaces fuertes que se producen entre los coloides causado por
la fuerzas de deplecion; tales fuerzas son atin mas fuertes cuando, también, se vitrifican
el polimero o la especie pequena. Nosotros hemos nombrado el comportamiento de vidrio
repulsivo con enlace porque el desplazamiento cuadratico medio a tiempos intermedios
guarda memoria de los efectos de deplecion, los cuales se observan en los regimenes sub-
difusivos. Por tltimo, comparamos el diagrama de arresto de un sistema binario, donde
solamente una especie estd cargada, y observamos que el esquema tedrico de la SCGLE
da resultados cualitativos importantes cuando se compara con el diagrama experimental
de un mezcla de polimeros tipo estrella.

Finalmente, y a manera de perspectiva, enfaticemos que los resultados aqui mostrados
pueden mejorarse si en vez de usar como insumos estaticos la MSA, se usan cerraduras mas
exactas, como por ejemplo la Rogers-Young (RY), o la RHNC. El uso de estas aproxima-
ciones, sobre todo la RY es un trabajo que realizaremos a futuro. También, mencionaremos
que los insumos estaticos obtenidos a través de la MSA, pueden también ser usados en
la reciente version de la dindmica de la SCGLE para liquidos moleculares [102, 113], asi
como también en la versién para estudiar las propiedades de lo que se conoce como “ane-
jamiento”, donde se analiza la fenomenologia de los sistemas coloidales al recorrer parte
de su “paisaje de energia” hacia la relajaciéon de un estado estacionario o la vitrificacién
ideal [114].
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APENDICE A

PROGRAMAS EN MATHEMATICA

En este parte vamos a presentar las instrucciones de computo para obtener los valores
numéricos de algunos de nuestros resultados tedricos; estas instrucciones son realizadas
con el programa llamado Mathematica. El programa de Mathematica es un sistema de
algebra computacional o CAS (del inglés Computer Algebra System), tal que las instruc-
ciones para introducir las ecuaciones matematicas son casi directas y, en general, no es
necesario introducir un algoritmo o lineas de instruccion en comparaciéon con los lengua-
jes de programacion. Ademas, otra de las ventajas que tiene el uso de Mathematica es el
de aprovechar los comandos o las “librerias” ya implementadas para obtener resultados
numéricos, que en caso contrario, se tendria que escribir o implementar el algoritmo.

En las siguientes paginas vamos a presentar el programa que permite obtener valores
numéricos del Factor de estructura estatico (FEE) de un sistema monocomponente que
mejorar la solucién al modelo de HS dado por la aproximacion de PY. Basicamente pre-
sentamos el uso de la ecuaciones dadas en (2.54) junto con los pardmetros del término tipo
Yukawa que permite corregir el sistema de HS (vea las Ecs. (2.75-2.78)). Dentro de ese
programa, también se evalia la funcién de distribucién radial (FDR) dada por la ecuacion
(2.80) usando las librerfas de interpolacién propias del sistema de cémputo de Mathema-
tica con el objetivo de “suavizar” la curva obtenida. El primer programa que se presenta a
continuaciéon también se puede modificar para encontrar la solucién de un sistema mono-
componente modelado por un término tipo Yukawa, siendo necesaria la implementacion
de la solucién numérica para el parametro de escalamiento (vea la ecuacion 2.59).

El siguiente programa de computo que se presenta es para obtener los valores del FEE
de un sistema modelado por n-términos tipo Yukawa usando el caso diagonal, es decir,
usando las ecuaciones dadas en (2.43) y en (2.52) dentro de la Aproximacién Esférica
Media.
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Correccion al sistema de HS y factor de
estructura estatico en la MSA

Calculo de los parametros, los cuales se presentan en la seccion 2.7

Entrada de la densidad reducida
n=0.892%xn/6;
Uso de las ecuaciones para encontrar la solucién al parametro de escalamiento y

A=1-n;

fun=-(1/12) (-4+n) (-1+n);

feta= (-1-Sqrt[l1-4 fun]) / (2 fun);

y=(-fetan”2 (3n+A) +Sqrt[A~3 (-12n"3-12n"3 feta+feta”2A (3n+4)~2)]) /
(2 (1 + feta) A*3);

Definicion de las ecuaciones auxiliares

phiO[x_] = (1-Exp[-x]) / x;
psil[x_] = (1-x/2- (1+x/2)Exp[-x]) / (x)%;
phil[x_] = x psil[x] - phiO[x] / 2;

Defincién de la ecuacién para X(n)

Jy = phiO[z] -12npsil[z] / A;
Iy=1-6n (Aphil[z] +2 (1+2n) psil[z]) /a%;
X=1/(Jyvy +1y);

Uso de las ecuaciones para encontrar los parametros que corrigen al sistema de HS,
donde Kx = K

Kx=n"2/(2X"2(1-n)"3);
z=(1+(3n)/A+vy) feta;

Salida de los parametros Ky z

Kx
z

1.071

25.7475
Calculo del FEE dentro de la MSA, el cual se en la secion 2.5.2

Las cantidades estan reducidad o sin dimension.
Definicion de algunas cantidades auxiliares para el FEE
AN=-12nX (1+y+2/2+3n/A4) /A/zz;
PN=12nX (l+y+z+3n/A) /n/z;

Definicion de otras cantidades dependientes del nimero de onda k = 2 y
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x=k/2;

jo[x_] =Sin[x] / x;

j1[x_] = Sin[x] /x* - Cos[x] / x;

Definicion de los coeficientes del FEE para el sistema de HS, el cual es equivalente a la aproximacion de PY,
vista en la seccién 2.4

QRHS = 1+37n (xAJO[x]%+ (L+27n) j1[x] Cos[x]) /x/A%;
QIHS =37 (30[x]131[x] (1+2n) +4 (x30[x1*-31[x] Cos[x1)) /a%;

Definicion de los coeficientes del FEE para la parte de un Yukawa

OR1Y = y (2xj0[x]2ANA+7rjl[x] PNCos[x])/Z/A/x/X;

QI1Y =y (7 jO[x] j1[x] PN+2ANA (x3jO[x]1*-31[x] Cos[x])) /2/a/%;
BRY = Cos[x] (X-AN) +jO[x] (AN +nPN/2/A+ (2 +¥) X);
BIY = -Sin[x] (X - AN);

QR2Y = -2y (BRY (2 x* jO[x] -z Cos[x]) + x BIY (z3O[x] +2Cos[x])) /X / (z* +4 x*);
QI2Y = 2y (X BRY (z jO[x] +2Cos[x]) +BIY (zCos[x] -2x*>30[x1))/Xx/ (2> +4x*);

Definicion del FEE para el sistema de HS en la cerradura de PY

SkPY = ((QRHS)? + (QIHS)?)™";

Definicion del FEE para un Yukawa en la MSA con los parametros que corrigen la
aproximacion de PY

-1
i

Sk = ((QRHS + QR1Y + QR2Y)? + (QIHS + QI1Y + QI2Y)?)
Salida de los valores del FEE en el limite de niumero de onda cero, k —» 0, los cuales son equivalentes a la
compresibilidad isotérmica, «.

En el caso de la cerradura de PY

Clear[k]
Limit [SKPY, k » 0]
KPY = A”4/ (1+2n)"2

0.0215669

0.0215669
En el caso de la cerradura de la MSA con correccion al sistema de HS, es equivalente a la compresibilidad
isotérmica de Carnahan-Starling

Limit[Sk, k » 0]
KCS = A4/ ((1+27n)"2-(4-7n)n"3)

0.023863

0.023863

Gréficos del FEE para PY (en azul) y la MSA (en magenta) con mejoramiento
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Plot[{Sk, SkPY}, {k, 0, 25}, PlotRange - All]

A
I

Exportacion de los datos de FEE, para el sistema operativo MAC, -- cambiar la ruta de su sistema operativo --

Clear[k]; (» PARA MAC %) (* cerradura de PY x)
Export|["/Users/cain/skPY.dat", Table[{k, SkPY}, {k, 0.0001, 25, 0.001}], "Table"];
Export["/Users/cain/sk.dat", (x MSA con correccién x)

Table[{k, Sk}, {k, 0.0001, 25, 0.001}], "Table"];

Calculo numerico de la funcion de distribucion radial (FDR) usando la
ecuacion 2.80 de la seccion 2.8.

FDR para la aproximacion de PY, donde se define la funcion de contacto gpy(x = 1%) = (1+ n/2)/(1 - 17)2 .

Clear[k];
GrPY[x_] :=If[x =1, (1+n/2)/(1-n)"2, 1.0+

NIntegrate[ (SkPY-1) "2 +Sin[kx] k/x/SkPY, {k, O, 2000}, Method -» "LevinRule"] ]
12nn

FDR para la cerradura de la MSA con correccién, en donde la funcién de contacto es equivalente a la funcion
de contacto de Carnahan-Starling gcs(x = 1%) = (1 —17/2)/(1 —n)3. Ademas la funciéon de correlacion directa
C(x) = Kexp(-z(x —1))/x.

GrNM_]::IfP:: ,(1-n/2)/(1-n)"3, 1.0 + KxExp[-2z (x-1)]/%+

NIntegrate[(Sk-1) "2 xSin[kx] k/x/Sk, {k, 0, 2000}, Method - "LevinRule"]]
12 tn

Comprobacién de la funcidon de contacto para PY y la MSA. Dentro de la MSA la funcién de contacto esta dada
por gusa(x = 1= (1+7/2)/(1 - "2 + K X?, el cual es equivalente en el enfoque consistente con ges(x = 17)

GrPY[1.0]
GrN[1.0]
GcontactoMSA = (1+n/2)/ (1-n)"2+KxX"2

4.34285
5.06336

5.06336

Gréfico de la FDR para PY (azul) y la MSA con mejoramiento (magenta), usando una funcién de interpolacion
de orden 4. -- Esto va generar algunas advertencias --
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ListPlot[{Table[{x, GrPY[x]}, {x, 1.0, 3.3, 0.02}], Table[{x, GrN[x]}, {x, 1.0, 3.3, 0.02}]},
PlotRange » All, Joined - True, InterpolationOrder -» 4, Mesh -» Full,
AxesOrigin -» {1, 1.4}, Frame - True, FrameLabel » {Style[r, Bold], Style[g[r], Bold]},
RotateLabel - False, Ticks » {{1, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2}}]

sH ‘ ‘ ‘ ]

g0 3 ]

r

Para exportar datos es mejor usar primero interpolacion de la FDR. -- va a genrar unas advertencias --
gCS = Interpolation[Table[{x, GrN[x]}, {x, 1.0, 3.0, 0.02}], InterpolationOrder - 4]

InterpolatingFunction[{{1l., 3.}}, <>]

Comprobamos el limite de FDR, la cual es la funcién de contacto

gCs[1]

5.06336

Exportacion de los datos de la FDR, para el sistema MAC --modificar para su sistema operativo --
Export["/Users/cain/gr_PY-mejorado.dat", Table[{x, gCS[x]}, {x, 1.0, 3.0, 0.002}], "Table"];
Volvemos a graficar la FDR, para comprobar la interpolacion anterior.

Plot[gCS[x], {x, 1, 3.2}, PlotRange -» All]

5

|
4f\\
3
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Factor de estructura estatico para
n-términos tipo Yukawa, el caso
diagonal

Introduccion de los parametros del potencial y los pardmetros
de estado.

Se presenta un ejemplo con dos términos tipo Yukawa, n = 2, aunque se puede cambiar a 3 0 mas términos tipo
Yukawa. Los siguientes parametros del potencial en conexion con la cerradura de la MSA estan escalados por el
diametro de las particulas (o) zy = z[1], z, = z[2], K = ak[1] = €;/kg T.y K@ = ak[2] = e,/kg T, ademas se ha
definido a 6® = dz[1], y §® = dz[2].

n=2;
n=0.2;

z[1] = 10;
z[2] =0.5;
ak[1l] =10;
ak[2] =-1.0;
dz[1] =1.0;
dz[2] =1.0;

Definicibn de algunas cantidades dadas en la seccion 2.5,
escaladas por el didmetro de las particulas.

A=1-n;

Definicion de algunas cantidades auxiliares dentro de la MSA

1-Exp[-x]
0[x ] =—""";
x
-1+ (1+x/2) ¢0[x]
Yllx ] = i

x2
¢1[x_] =xy1[x] -¢0[x]/2;
Introduccién de algunas cantidades sin dimension definidas en la ecuacién (2.49), donde J™ = Jy[i], y I™ = ly[i],
ademas los coeficientes de la matriz N = £ son: Ny = £nmp[i, j], y su matriz inversa N™* = in&. Por dltimo X™ = X([i].
Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.

12 n
Jy[i_] =¢0[z[i]] - Tllfl[Z[i]];

6
Iy[i ] = 1-_;7 (A¢L[z[i]] +2 (1+2n) ¥yl[z[i]]);
A

Enm[i_, j_] =Jy[i] T'[i, j] + KroneckerDelta[i, j] Iy[]j]:

§ = Table[&nm[i, j]1, {i, 1, n}, {j, 1, n}];

in€ = Inverse[&];

X[i_] = Sum[in&[[i, 311 dz[F], {3, 1, n}];:

Introduccion de algunas cantidades sin dimensién definidas en la ecuacion (2.49), donde I = pin(i] = ¥, T; X'. La

matriz M tiene componentes M, = Mnnli, j], y su matriz inversa M = inM. El vector a™ = a[i].
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Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.
pin[i ] =sSum[T[i, J] X[3], {3, 1, n}];

Mam[i_, 3 ] = — (;) (X[i] z[§] X[3] -pin[i] X[3] +X[i] pin[i]);
7 z[i] +z[]]

M = Table[Mnm[i, j], {i, 1, n}, {j, 1, n}];

inM = Inverse[M];

afi_] =sum[inM[[i, j]] pin[j], {3, 1, n}];

Solucién numérica a la matriz de escalamiento: caso diagonal

Se introduce explicitamente los valores iguales a cero para los coeficientes no diagonales de la matriz de
escalamiento T, tal como se presenta en la seccién 2.5.1

r[i1, 2] =0.0;
r[2, 11 =0.0;

Ecuacion para la matriz de escalamiento, definida en la ecuacion (2.50).
Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.

. . . . . 6n alj] X[j] .
EQU[i_] = 2 mak[i] X[i] +z[i] a[i] |1+ —Sum[—, G, 1, n}] ;
7t z[i] +z[]]
Comando “FindRoot” para hallar la solucién numerica para las componentes diagonales. Mathematica usa un método
modificado de Newton-Raphson, usando diferencias finitas.
r[1l, 1] =T[1, 1] /. FindRoot[{EqQr[1] = 0, Eqr'[2] = 0}, {{r[1, 1], -0.01}, {T[2, 2], 0.01}}]1[[1]]
-0.935083

r[2, 2] =T[2, 2] /. FindRoot [{EQT'[1] = 0, EqI'[2] = 0}, {{r[1, 1], -0.01}, {T'[2, 2], 0.01}}][[2]]
-1.01213

Evaluacién del Factor de estructura estatico (FEE)

Se introducen las cantidades que definen al FEE. Introducimos las cantidades definidas en la seccién (2.2)Todas las
cantidades estéan escaladas por el diametro de la particula esférica.

jo[x_] = sin[x] / x;
jl[x_] = Sin[x] /xA2 - Cos[x] / x;
x=k/2;

Introducimos las ecuaciones definidas en (2.48)

ql[x_] =x (30[x])?%;

q2[x_] = j1[x] Cos[x];

a3[x_] =j0[x] 31[x];

q4[x_, i_] =2x%%*30[x] - z[i] Cos[x];
q5[x_, i_] =z[i] xjO0[x] +2xCos[x];

Introduccién de las cantidades A™ = AN[i], P™ = PN[i], definidas en la expresion (2.49).
Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.

12 i 3
AN[i_] = _—Tl ((ﬂ+ —n)x[l] +X[1] +pin[i]);
(z[i])? A 2 A
6 .
PN[i_] = —nx[i] - wm[i];
7T

Definicion de los coeficientes dados en el FEE, ecuacién (2.42), los cuales corresponden al caso del sistema de HS,
en la aproximacién de Percus-Yevick: Sg(k) = QRHS, S)(k) = QIHS |
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ORHS = 1+3n (xAJO0[x]A2+ (1+2n) J1[x] Cos[x]) / x/Anr2;

QIHS =317 (JO[x] J1[x] (1+2n) +A (x3O0[x]A2-31[x] Cos[x])) /An2;

Definicion del coeficiente dado en la ecuacion (2.47), 3™ (k) = QY.

Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.

QY[x_, i_] = Cos[x] (X[i] - AN[i]) +3O[x] (AN[i] + lPN[i] +z[i] X[4] +pin[i]);
24

Definicion del coeficiente dados en la ecuacion (2.45), S5'(k) = QRY.
Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.
. 3nali] ( . .
QRY[i ] = — |2Aql[x] AN[i] + vg2[x] PN[i] -
2w xA
4 xA i . . . . .
(q4[x, i1 Q¥[x, i] -a5[x, i] sin[x] (X[i] - AN[i])) |;
(z[i])?+4 x°

Definicion del coeficiente dados en la ecuacion (2.46), S (k) = QIY.

Mathematica va a generar unas advertencias debido a que no se definen algunas cantidades.
. 3nalil] . .
QIY[i_ ] = T 7q3[x] PN[i] +2AAN[i] (ql[x] -qa2[x]) +
7T
an
———— (a5[x, i1 Q¥[x, i] +q4[x, i1 sin[x] (X[i] -AN[i])) |;
(2[i])? +4 x°

El FEE definido en la expresion (2.44), donde SMY(k) = Sk.
Sk = ((QRHS + Sum[QRY[i], {i, 1, n}])?+ (QIHS + Sum[QIY[i], {i, 1, n}])z)'l;
Obtenemos el valor limite a nimero de onda cero.
Limit[Sk, k » 0]
0.0371505
Definimos el inverso de la compresibilidad isotérmica dentor de la MSA
1

27 7 2
InvCompre = |— (1+3n/A) + —Sum[PN[j] a[j], {3, 1, n}] i
A A 4 7?

Comprobamos que la compresibilidad es igual al limite del FFE en el nimero de onda cero.

1/ InvCompre

0.0371505

Gréafico de salida del FEE - en este ejemplo es para dos Yuykawas-

Plot[Sk, {k, 0, 20}, PlotRange - All]

0.5

.
5 10 15 20

Funcién de distribucion Radial (FDR)

Definimos la FDR a través de la Tranformada Inversa de Fourier del FEE, aunque también se puede usar la ecuacién
definida en (2.80). La funcién de contacto g(o™) = g(1*) en la MSA para n-términos tipo Yukawa se define mas abajo.
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Clear[k];
Gecontacto = (1+n/2)/ (L-n)A2+1/ (2x) Sum[ (-pin[i] - z[i] X[i]) a[i], {i, 1, 2}];
Gr[x_] :=If[x =1, Gecontacto-1,

1/ (12 *n) NIntegrate[ (Sk-1) *Sin[kx] k/x, {k, 0.0, 2000}, Method -» "LevinRule"]]

Salida en un gréfico de la FDR para dos Yukawa, usando también método de interpolacion.
Mathematica va a generar algunas advertencias. -- tarda algin tiempo para generar el grafico --

ListPlot[Table[{x, Gr[x] +1}, {x, 1.0, 4., 0.05}], PlotRange -» All,
Joined » True, InterpolationOrder -» 4, Mesh » Full, AxesOrigin - {1, 1.4},
Frame -» True, FrameLabel » {Style[r, Bold], Style[g[r], Bold]},
RotateLabel -» False, Ticks -» {{1, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2}}]

10 ’* T T T T T T

| f
g

S
L
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APENDICE B

METODO NUMERICO PARA LA SOLUCION
DE LAS ECUACIONES EN EL ESQUEMA
SCGLE

En la seccién 3.1 se presenté una simplificacion a la teoria de la SCGLE, donde una
parte de las ecuaciones estan escritas en el espacio de Laplace. En consecuencia, uno de los
pasos importantes de dichas ecuaciones es poder obtener valores numéricos en el espacio
real, es decir, como funciones del tiempo. Y como puede notarse de tales ecuaciones, es
necesario resolver una serie de convoluciones en el espacio real, y esto puede ser un gran
problema cuando se necesite obtener resultados a tiempos largos, en especial, en puntos
cercanos al transicion del arresto dinamico, porque en este caso el proceso de relajacion se
hace muy lento, es decir, las funciones intermedias de dispersién varian muy lentamente a
tiempos largos.

En principio, resolver numéricamente el conjunto de ecuaciones (3.3-3.7) en el espacio
temporal no es lo mas conveniente, porque el tiempo de cémputo puede ser grande cuando
consideremos tiempos largos y, mas aun, si estamos analizando los puntos cercanos al
arresto; ya que al resolver para cada instante de tiempo es necesario el conocimiento de los
valores obtenidos para tiempos anteriores. Una método mas eficiente consiste en resolver
numéricamente la variacion temporal de tales ecuaciones, las cuales varian rapidamente a
tiempos cortos y muy lentamente a tiempos largos. Semejante propuesta fue elaborada por
Fuchs y colaboradores [115], y el método se basa en aprovechar el decaimiento monétono
que presentan las funciones intermedias de dispersion, asi como también definir intervalos
de tiempo muy pequenios cuando se pretenda caracterizar la dindmica a tiempos cortos;
en cambio, para una dindamica de tiempos largos se debera definir intervalos de tiempos



CAPITULO B. METODO NUMERICO PARA LA SOLUCION DE LAS
136 ECUACIONES EN EL ESQUEMA SCGLE

grandes.
Escribiendo las ecuaciones (3.3) y (3.4) en el espacio temporal, tenemos lo siguiente

ng?t) _ )\(k)AC*(t)S(k’)—k’QD(O)S_l(k) (k,t) _7/ dt’ A(k)ACH(t— t) (k, t) (B.1)
(s) t
TED - AWAC (W) = PDUFE 0 — 1 [ AWAC (- POk, (B2)

Debido a que las ecuaciones anteriores relajan mondétonamente en el tiempo dentro
de la dinamica a tiempos largos, entonces, la derivada del integrando del las expresiones
anteriores puede ser aproximada adecuadamente como [115]

/dt AG(t = )F (k1) = | d’WF(l@,t’)Jr/Ot/Zdt’ Ag*(t')dF(’“;;_t/)
+ AC*(t/2)F (k,t/2).
(B.3)

La ventaja de esta descomposicion consiste en que ahora se necesita conocer solo la mitad
de la historia. De la misma manera, se escribe una ecuacién a la anterior para la integral
que involucra a la funcién intermedia de dispersion incoherente.

Ahora se deben resolver las integrales dadas en la ecuacién (13.3), y para esto nueva-
mente vamos a considerar la caracteristica de que los integrandos varian muy lentamente
en el tiempo; por lo tanto, vamos a aproximar las derivadas por su valor medio. Numérica-
mente, la derivada a un tiempo ¢ cualquiera entre 0 < ¢t < t/2 se va a dividir en intervalos
de la forma t = 2ny (t; — t;_1). Entonces, y de manera general, cualquiera de las integrales
de la expresion de (B.3) quedan como

Aty = Lt = U= b)) gy (B.4)

li —ti1 tio1

Nétese de la ecuacién anterior que la cantidad, g,(t) = t'—i'—l

de la funcién g;(¢) en el intervalo de tiempo entre ¢; y t;_;. De esta manera, denotamos

flel dt’ g(t'), es el valor medio

a los valores medios de la funciones siguientes: F;(k,?), F\” (k) y AC,(f). Sustituyendo
en la ecuacién (B.3) la forma general dada en la expresiéon (B.4) para cada uno de los
valores medios definidos anteriormente, se llega a que las ecuaciones (B.1) y (B.2) quedan
expresadas como

dF (k,1) _

L) XA (S () ~ KDOS™ (K)F (k.1
CAGK) Z ACH(E— 1) — AC(t — tu)] Fu(k. ) (B.5)

n2

“A(k) DO[F(t —ti) = F(t — ti)] AG () — A(k)AC(t/2)F (. 1/2),

i=1
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dF(S;ik’t) =A(E)AC*(t) — > DOFE (k1)
A3 IAC(E— 1) = ACT(t — ti)] B (kD)
—A(k) i FO( — ;) = FO(t — ;1) AC (F) — A(R)AC (/2)F (k, 1/2).

(B.6)

Continuando, ahora se debe de elegir un mallado para la correspondiente derivada
numérica que aparece del lado izquierdo de las ecuaciones anteriores. Nuevamente vamos
a elegir que dichas derivadas se aproximen a su valor medio. Si definimos el intervalo
de tiempo h = t; — t;_; como un valor constante, entonces a un tiempo t cualquiera lo
podemos dividir en n intervalos: ¢ = ¢, = nh, y en consecuencia se tiene que ny = n/2.
Por lo tanto, la versién discreta en el tiempo de las ecuaciones (B.5) y (13.6) se escriben
como

[F(k,t,) — F(k, tn_1)] =A(k)AL* (t,)S(k) — E*DOS™(K)F(E, t,)

> =

AGK) S AC (1) — AC (b — ti1) Fy(k )
i=1 (B.7)

n2

—A(k) Y [F(ty — ti) = Flta — ti1)] AC (D)

i=1

—AR)AC (tn, JE (F, Tny),

; [FO (k1) = FO (k1 1)| =AK)AC" (tn) — K*DOFO (k, t,,)
~ (k) i [ACH (ty — ;) — AC (ty — 1) ) (K, 7)
i=1 (B.8)

n2

“A(R) Y [FO (b, — ti) = FO (¢, — 1) A ()

=1

—A(k)AC* (tnz)F(S) <k7 tn2)7

El conjunto de relaciones de recurrencia dadas anteriormente se complementan consis-
tentemente con la definicién para la funcién de friccion AC*(t), la cual estd definida en la
ecuacién (3.6), y como puede observarse depende funcionalmente también de las funciones
intermedias de dispersién, F(k,t) y F®)(k,t). En esta direccién, a la ecuacién matricial
para la funcion de fricciéon también se le puede hacer una particién analoga a las ecuaciones
anteriormente expuestas en esta seccion.

Ahora, para cada valor del nimero de onda, k, la solucion numérica del conjunto de
ecuaciones F(k,t,), F©®) (k,t,) v AC*(t,) se realiza a través del método iterativo, donde
se usa como primera iteracién la soluciéon a tiempos cortos, la cual podemos obtener
inmediatamente de la ecuacion diferencial dada en (B.1) y (B.2) cuando se hacen cero
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los términos de memoria (A¢*(t) = 0). Asi, la solucién para la funcién intermedia de
dispersién colectiva e incoherente a tiempos cortos es: F(k, t) = S(k) exp (—IC2D(0)S*1 (k:)t)
y FO(k,t) = Texp (—kQD(O)t), respectivamente. Una vez definida la primera iteracién
se usa un incremento pequetio para h y se inicia un mallado con N/2 pasos de tiempo
para poder definir el valor medio de las funciones: F;(k,t), FZ(-S)(/{, 1)y AC, (1), para i =
1,...,N/2. Para el resto de los pasos, N/2 < n < N, se usan las relaciones (B.7), (B.8), y
una similar para la funcién de friccion, para encontrar los siguientes n valores medios de
las funciones ya antes mencionadas. De esta manera, para cada paso se usa la informacién
obtenida con anterioridad, pero esta informacién es requerida en una malla més grande
en la que se usa un intervalo del doble del tiempo que el anterior, h — 2h. A este proceso
de usar la informacion anterior doblando los pasos del incremento se le conoce como
“decimacion”.

La decimacion permite encontrar el valor medio de la funciones ya antes referidas
para los primeros t,, pasos, partiendo de los valores anteriormente obtenidos; y con ayuda
de la funciones de recurrencia obtendremos las siguientes 2t,, pasos, y asi sucesivamente
se va generando la solucién para el tiempo t deseado. Es importante senalar que en el
proceso de decimacion para generar un nuevo valor a partir de los anteriores, se usa un
método analogo a las diferencias finitas centradas [115]; es decir, si ¢g(t) es cualquiera de
las funciones a obtener, entonces

g(tn)™ " = g(2tn)
()M = {521'71( ) + g1 )} /2, si i< N/ (B.9)
(t

%

e = {gzz 2(t) + 4G5 1 (8) + Goi(t )} /6, si i>N/4.

Q
\_/ ~—

)

Finalmente, la eleccién de la malla de un total de N puntos y de la eleccién de los
incrementos h depende del modelo de potencial a usar. Por ejemplo, para obtener algunas
de las propiedades dinamicas, nosotros hemos usado N = 500 para el modelo de esfera
dura, y N = 1000 con el modelo de Yukawa, con incrementos de h = 1 x 107%. También
debemos puntualizar que los valores numéricos obtenidos a tiempos cortos, con excepcion
del valor inicial, no son cuantitativamente exactos, pues como se ha mencionado en la
seccién 3.1, las ecuaciones dindmicas en el esquema de la SCGLE se obtienen de una
simplificacion, que consiste en no tomar en cuenta la informacién proveniente a tiempos
cortos, y como se recordara, en este régimen de tiempos la dindmica esta dada por la
aproximacién SEXP (vista en la seccién 1.11.1), y en consecuencia la dindmica es mas

exacta a tiempo medios y tiempos largos.



APENDICE C

ARTICULO ENVIADO A PHYSICS AND
CHEMISTRY OF LIQUID




Downloaded by [Benemerita Univeridad Autonoma], [Oscar Vazquez R.] at 09:17 23 February 2016

PHYSICS AND CHEMISTRY OF LIQUIDS, 2016 Taylor &Francis
http://dx.doi.org/10.1080/00319104.2016.1139708 Taylor & Francis Group

An explicit expression for the static structure factor for a
multi-Yukawa fluid: the one-component case
0. Vazquez-Rodriguez*® and H. Ruiz-Estrada®

3Facultad de Ingenieria, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, Puebla, México; "Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, Puebla, México

ABSTRACT

By using the mean spherical approximation, we obtain an analytical
expression for the static structure factor (SSF) for a monodisperse system
of particles interacting through a potential given by a hard-sphere con-
tribution and M Yukawa terms. This expression depends on scaling
matrix I, which is determined by solving a set of nonlinear equations.
Our theoretical results show that using three Yukawa terms in the
closure relation greatly improves the accuracy when compared with
hypernetted-chain closure and Monte Carlo simulation data, which dis-
play a secondary low-k peak in the SSF, due to the formation of an
intermediate range order structure governed by a short-range attraction
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. . . range order (IRO) structure
and a long-range repulsion. We discuss the appearance of such a peak in g (IRO)

terms of the microstructure order given by the radial distribution func-
tion. Following the original proposal made by Waisman (Mol Phys. 1973;
25:45-48), we give an explicit expression that improves the structural
properties of a hard-sphere system.

1. Introduction

The classical statistical mechanics of fluids requires an effective pair potential to adequately
represent a real system and, consequently, to be able to predict the structure and thermodynamic
behavior of the system.[1] A model effective potential of special interest and useful is represented
by hard spheres plus Yukawa tails. This model has been applied to study a wide range of fluids as
simple liquids, electrolytes, molten salts, liquid metals, dense plasma, colloidal dispersions,
micelles, and microemulsions and for predicting the liquid—glass ideal transition.[2-7]

Since the Ornstein-Zernike (OZ) equation can be solved for a Yukawa model in the mean
spherical approximation (MSA),[8-10] it is possible obtain an analytic expression for the static
structure factor (SSF). For multi-Yukawa fluid mixtures with factorizable coefficients, the SSF has
been calculated by Ginoza et al. [11], and by Blum et al. [12] using Laplace transform. In addition,
using the Baxter factorization, Cruz-Vera et al. calculated the SSF for two Yukawa terms with an
arbitrary number of components,[13] while for the case of one-component two-Yukawa fluid, Liu
et al. obtained the SSF applied Hoye’s approach.[14,15]

The SSF is an important quantity in the study of physics of atomic liquids, charged colloids,
and globular proteins in solution. In particular, the theoretical structure factor of a two-Yukawa
fluid, obtained by Liu et al. [15], has been used for fitting small-angle neutron-scattering (SANYS)
intensity distribution; it also has been applied to study lysozyme solutions.[16,17] Moreover, the
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Supplemental data for this article can be accessed here.
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analytical SSF has been used as input in mode coupling approach to determine structurally
arrested states,[18] as well as in the formalism of the generalized Langevin equation.[6]

The main result of this article is the determination of an analytical expression for the SSF for a
one-component fluid using a model consisting of a hard-sphere contribution plus M Yukawa terms.
This is done using the Baxter factorization for multi-Yukawa closure solution given by Blum et al. as
a function of the Ginoza scaling parameter I'.[10,19] In addition, we use an iterative Newton—
Raphson method with finite difference to determine the physically meaningful root of the scaling
diagonal matrix. The remaining of this article is organized as follows: in Section 2, the Blum solution
for a one-component fluid with a multi-Yukawa closure is reviewed [10,20]; in Section 3, the explicit
calculation of the SSF for this closure is shown. Some results for the analytical SSF are shown in
Section 4 for a system modeled by a short-range attractive and long-range repulsive potential,
represented by two or more Yukawa terms; regarding these results, we discussed the formation of
intermediate range order (IRO) peak that occurs due to the presence of a short-range attractive and
long-range repulsive potential. Section 5 gives our conclusions, and in the Appendices we summar-
ize the relevant expressions that allow us to improve the properties of a hard-sphere system, and the
used method to find the scaling matrix involved in the calculation of the reported results.

2. Theory

In the theory of simple liquids, the direct correlation function, ¢(r), is defined in terms of the total
correlation function, h(|r]), through the OZ equation [1]:

Bl) = lr) +p cCIs (s 0

where h(r) = g(r) — 1, g(r) is the radial distribution function (RDF), which is proportional to the
probability density of finding a particle at a distance r from a particle situated at the origin of
coordinates, and p is the number density of the hard-core particles. The solution of the OZ
equation for a closure of M Yukawa terms with factorizable coefficients,

M
C(r) — Z K(”)5(”)efzn(r70’)/r’ r>0" (2)
n=1
together with the exact excluded-volume condition, h(r) = —1 for r < ¢, was first found by Blum

et al. in terms of the Ginoza scaling parameter,[10,19] using the Weiner-Hopf-Baxter factorization
method.[21] In Equation (2), K™ and z, are the closure parameters calculated for the system under
consideration by means of the MSA in such a way that ¢(r) = —fu(r) for r > o, where u(r) is the
pair potential, ¢ is the effective diameter of the hard-core particles, ' = kzT, kg is Boltzmann’s
constant, and T is the absolute temperature. Now, in the Generalization of the MSA (GMSA), K™
and z,, are determined by imposing a thermodynamic consistency condition through the calculation
of some known state property.[8,22] The factors 8" are quantities arising in the solution for the
case of mixtures [10] and, in this work, they will be taken only as auxiliary mathematical parameters
and, in general, it will be assumed that 8" =1 for all elements #n = 1,2,..., M.
Equation (1), written in Fourier space and using Baxter’s factorization,[10,21] is:

1

S(k) = 1+ ph(k) = [1 — pe(k)] " = [Q(K)Q(—k)] ", (3)

where S(k) is the SSF, and fl(k) and ¢(k) are the Fourier transforms of h(r) and c(r), respectively.
The Baxter factor Q(k) is given by

ak) =1 pjo Qrer, @
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and Q(—k) is the complex conjugate of Q(k).
The solution for Q(k) or Q(r) has been discussed in [10,20] and has been found as

M
Q) =Q(n+>_ DMe™, 0<r, (5)
n=1
where Q°(r) = 0 for r > g, and
1 M
Q(r) = EA r(r—o)+B(r—o)+ Z CW (e — e @9), for r< o (6)
n=1
also
D" = — 5 g(m gz (7)

The coefficients appearing in the above equations may be written as:

M
A=A 4 %Z pingm, ®)
n=1
M
B =B 4 Z AWgm )
n=1
~(n)
B
C(n) — (5(") _ . e—zw) a(n)ezno’ (10)

M
- _ ZM;YLH(”’)' (11)
m=1

The quantities labeled with the superscript ‘HS  are the contributions of the hard-sphere
repulsion and have the form

2n

AT =51+ ), (12)
B = 2o, (13)

with
A=1-—-1y. (14)

where 1 = mpo” /6 is the reduced density or volume fraction.
Furthermore,

B = 2nez“”pj dr rg(rye ="

— o)A — T opm
H 14 z,0 2AO’ ,

(15)

A
P = pox — ;ZHA("), (16)

n 2n z,0 37
AW = — ZzApK +A) )+ x(n —oH] (17)
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and

(1)

X — g 4B
2y

(1 —e %) 4 oA, (18)

The elements of the matrix M appearing in the Equation (11) are given by

M,,, = - fzm [Xm) (X<m>zm -TI (m)) +11 (n)Xw)} _ (19)

Now, in the case of the closure of M Yukawa terms with factorizable coefficients, the symmetry
conditions for the direct correlation function imply that Q(r) must be symmetric in the origin
and, therefore, that I must be proportional to X"”. The most convenient scaling relation which
may be used to obtain this proportionality comes from Equation (11) [10]

M
[1"=-> rumx"™, (20)
m=1

where I',, are the elements of the scaling matrix I', which has dimensions M x M. Hence, from
Equations (15) and (18), X" can now be written as [10,20]

M
X0 = 3" A e, Q1)
m=1
where A, | are elements of the inverse matrix A/, and this matrix has elements
Nnm = (Snmz-(m) + j(n)rnma (22)
with
6 12
70 = 1= g (z00) = 5 (14 20}y, (z00), (23)
12
T = 6¢,(2,0) — oTﬂwl (240), (24)
and

$o(x)

(1—e)/x,
v, (%) = (1 —x/2—(1+x/2) M) /x, (25)
¢y (x) = xy; — §y(x)/2.

Using the expression for Q(r) in the Yukawa closure (see Equation (2)), it may be seen that the
closure condition is equivalent to the following equation [20]:

X (m) 5 (m)
2mpKM X 1 7,4 (1 +ZP ) 0. (26)

Zn + Zm

The expression for the scaling matrix I' may be obtained from Equation (26) when it
complemented by the set of M(M — 1) equations obtained from the symmetry conditions in the
origin for the direct correlation function and also from the symmetry conditions for the contact
pair correlation function. These symmetry conditions, in matrix notation, are given by [10]

TMT = MIT, and (27)
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(142 )M =M (14 [17]'2), (28)

where I is the identity matrix and z is a diagonal matrix whose diagonal elements are given by z,,.
Within the Yukawa closure, the term B denotes the excess internal energy [10] and,
consequently, the contact pair correlation function may be written as [9,10]

2mg(0") = 21" (6") + Z (H —z,X )>a(”), (29)
and the inverse of the compressibility, via the fluctuation theorem, as [9]
) A\’
P 2Py _tk—0) = <—> , (30)
p Op 2

where p is the pressure and g™ (¢") is the contact pair correlation function in the PY
approximation, given by [23]

g(a%) = (1 +n/2)/% (31)

3. Static structure factor in the Yukawa closure: general case for a one-component
fluid

In this section, we obtain an analytical expression for the SSF of a one-component fluid in the
general case of a Yukawa closure of M terms. For convenience, from here onwards, we will take
dimensionless quantity for wave number k=ko and for the parameter z,=z,0, and we will write
the number density as p = 61/ (n0°).

The explicit expression for the SSF is obtained by solving the integrals defined in Equations (4)
and (5). These results are substituted in Equation (3), and after some mathematical manipulation,
we obtain that the SSF may be written as

2

M 2
+ | Qus, (k ZQ(Y ] (32)

1/8(k) = [QHSR(k) AL

If we neglect all the quantities in the right-hand side of Equation (32) except those having the
subindex ‘HS’, which are given by

Quisy(k) = 1+ ;T” (1= i) + (1 + 203 ()} (33)

Qus () = 32 {(1 + 20)a300 + (1= mla 00~ a2(0)1 64

we will be left with the expression for the SSF in the Percus-Yevick (PY) approximation for a
hard-sphere system.[23] This result may be obtained in the limit K" — 0 for all n. In addi-

tion, y = k/2.
On the other hand, the two remaining terms in Equation (32), expressed by the summation
symbols, contain information corresponding to the Yukawa closure of n = 1, 2, ..., M terms. There,
(n)
NN 2 p(n)
Qy, (k) = ﬁﬂazx{ (1= n)oa"qy(y) + no*P" s (x)

(35)

_4A(zzic_4xz)[q4(x,zn)g<n>(x)_(X<n>_OA(w)qS(x,zn)sin(X)]},
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(n)
X)) _ SN a n n
Q) (k) = 12 {mo?Pgs (1) + 2(1 = m)oa®ar () — g:(0)
| (36)
- - (n) (n) _ AM i
48 oy a5 20 Q00 + (X = 08 sl 20 sin) }
The coefficient Q" (y) appearing in the above equations is defined as
1
M () = (x _ GAM (m o~ p52pM) (n) _ () );
Q" (x) (X oA ) cos(y) + <0A + AT P+ z,X O'H >JO(X)- (37)
Also,
a1(x) = xjg (),
q2(x) = jr () cos(x),
q3(x) = jo(x)j1(x), (38)
qa(x, z,) = 2x%jo(x) — z, cos(x),
qs5(x, zn) = zuXjo(x) + 2x cos(x),
where jo(x) and j;(x) are the spherical Bessel functions of order zero and one, respectively:
jo(x) = sin(x) /x,
) = i) . )
j1(x) = sin(x)/x* — cos(x)/x.

Our explicit result for the SSF is more general than that obtained by Liu et al.,[15] because they
considered only two Yukawas in the closure relation. Furthermore, our result depends on the
solution for the scaling matrix I’ given in Equation (26) and the symmetry relations (Equations
(27) and (28)). In Appendix B, we will provide a brief explanation of the algorithm used to obtain
this scaling parameter. It is worth mentioning that, at least in principle, the general expression for
the SSF of mixtures with two Yukawa-type terms given by Cruz-Vera et al. [13] should be reduced
to our result if one takes a simple liquid with M = 2.

3.1 Reduction to the case of one Yukawa

In the case of one Yukawa, we take M = 1 as the upper limit of the summations in Equation (32).
It may be noticed that some of the coefficients will be appreciably simplified. For example, the
scaling relation, Equation (20), reduces to

o[ [V = —1x, (40)

where we have used that I';; = y/0 and X = X(!). The equation defining the coefficient a'” now
reads as

(1)
LT (41)
no*  3nX
Additionally, the Yukawa closure, given by Equation (26), reduces to
— 6nKX* = y* + zy, (42)

which is equal to the relation given by Ginoza for the one-Yukawa closure,[24] with K = K(!) /g,
z = z;0, and
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1

X=—— 4
e (43)

where

12
T = 4@ = v, (2)
(44)

7=1- 216,38+ 201+ 20)y, (2)].

Other quantities appearing in the expression for the SSF reduce to the following:

12 1 z 3

oAV = _—Anz_z <1 + V+5+K11>X7 (45)
1 3

no?PH) = 12172<1+)/+z+£>X. (46)

As it may be noticed, the SSF for one Yukawa has the same algebraic structure as in the general
case, but some of the quantities appearing in its expression are simplified considerably and now
depend on the solution for the scaling parameter y satisfying Equation (42). The physical solution
for this parameter is quickly obtained by the fixed-point iterative method assuming y = 0 (if z#0)
as initial value for the iteration. The result obtained for the SSF by analytical reduction to the case
of one Yukawa is equivalent to the expressions reported by Herrera et al. [25] and by Arai.[26]

4, Results and discussion for the static structure factor

Let us start by mentioning that the MSA is asymptotically exact at high densities; however, it does
not satisfy the asymptotic limit of low densities. This deficiency can be corrected by Yukawa
closure through a thermodynamic consistency criterion, such correction is called the GMSA. As a
first attempt, a method to improve the HS model within the PY approximation [23] is due to
Waisman parametrization.[8] Therefore, one of the initial motivations of this work has been to
find the parameters that correct such a deficiency. Waisman scheme is based on the fact that the
Carnahan-Starling equation of state describes appropriately the data simulation for the hard-
sphere model. Following Waisman, we will illustrate the correction to the system of hard spheres
by using the equations for one Yukawa (see Appendix A for details). The corresponding explicit
parameters K(#) and z(n) of the single Yukawa are calculated according to Equations (A5) and
(A6), respectively. Figure 1 shows our results for the RDF compared to Monte Carlo (MC)
simulation data [27,28] and with integral equation theories. To obtain the RDF we use
Equation (A1) given in Ref. [29]. Figure 1, we see that there is good agreement with MC
simulation and the Rogers-Young (RY) closure.[30] In general, we observe that the behavior of
the RDF obtained through of the parameters that correct the deficiencies of the PY approxima-
tion, are in good agreement with Barker and Henderson’s simulation data [31] and the RY
closure. It should be noted that for the hard-sphere model, the GMSA is more accurate than
the results of the RY when both are compared with simulation results. This is because in the first,
the equation of state and the contact value of the RDF of the MSA match the corresponding
equations of Carnahan-Starling (CS), while the second is thermodynamically self-consistent, but
excluding the CS equation.

The idea to obtain a reliable reference system for the hard-sphere model is to improve the
prediction at high densities considering some perturbative theory, or also to calculate the bridge
function for the HS system in the liquid state integral equation theory. Alternatively, it may be
used in the liquid-glass transition of the self-consistent generalized Langevin equation theory of
colloidal dynamics.[32]
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g(r) 3 -

/G

Figure 1. RDF for the hard-sphere liquid for a reduced density n = 0.484. The solid black curve represents the results
improving the PY solution, and stars stand for RY closure data. The solid circles stand for MC simulation data.[27] In the
inset, we plot the RDF for a reduce density n = 0.4, here the solid circle are the MC simulation data from Ref. [28].

In recent years, there has been a considerable number of investigations of colloidal dispersion
having both a short-range attraction and long-range screened Coulomb repulsion.[33-36] Such
type of interaction can be found in many charged colloidal system, such as proteins, globular
proteins, and weakly charged colloids in a low dielectric constant solvent with added nonadsorb-
ing polymers to induce an attraction depletion mechanism. Recently, SANS and small angle X-ray
scattering experiments reveal new peaks in the structure of colloidal and lysozyme systems.
[15,17,35-38] For these systems, has been shown the existence of equilibrium cluster, where the
low-k peak was attributed to a cluster—cluster interaction.[37,38] However, the presence of a
scattering peak at a low-k value does not directly indicate the presence of a cluster state as
commonly defined. Recently, this low-k peak has been related with the formation of IRO between
scattering centers in a sample, of which, a structured fluid consisting of clusters of particles is only
one specific scenario,[35] and therefore, the IRO peak not merely has the feature to indicate the
correlation between clusters particles, rather, contains information on the correlation between
monomers and the particles in cluster as well as their cross-correlation,[33] and has no direct
relation with the formation of equilibrium clusters in a solution.[33,35,36]

In the integral equation theory of liquid state, the SSF in the MSA with two Yukawa terms
slightly underestimate the height of the monomers peak and the IRO peak [34]; therefore, it has
been increasingly evident that double Yukawa MSA closure cannot account for these observations,
[34] and accordingly three or more terms are needed. Broccio et al. [34] used the two-Yukawa
fluid to model the effective interaction among lyophobic colloid and globular proteins in solution.
The two-Yukawa fluid is composed of particles interacting with the potential

o0 r<o

[_’K(l)e—zl(r/a—l) + K(Z)e—zz(r/a—l)] /r’ r>o, (47)

putr) = {
where K" and K® are the strengths of attraction and repulsion, respectively. The two-Yukawa
model can be used to simulate the classic Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek (DLVO) poten-
tial, where the short-range attraction usually represents an approximation of the van der Waals
force or entropic forces, whereas the long-range repulsion, to infinite dilution, represents the
repulsive part the DLVO potential.
We use a third Yukawa-type term in Equation (2) to be accurate with the hypernetted-chain
(HNC) closure [34,39] or MC simulation data [34]; this third term does not represent another
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Figure 2. SSF are obtained from MSA analytical expression using three Yukawa terms (solid line) for a volume fraction
n = 0.15. Each curve shown is separated by a unit on the vertical axis and represents particular potential parameters (see text
for details). The solid symbols stand for HNC closure with two Yukawa terms (see Ref. [34]).

term in the pair potential given by Equation (47). Therefore, we will take M = 3 in Equation (2),
and the potential parameters values given by Broccio et al. at reduced density # = 0.15, where the
third term in the Yukawa closure is used to modulate the height of the IRO peak, and slightly the
height of the monomers peak. Figure 2 shows our results for the SSF compared to HNC closure
data. This figure shows only the case in which the double Yukawa fails to reproduce quantitatively
the low-k peak (see Figures 3(c), 3(d) and 5(a) of Ref. [34]). The used parameters from bottom-up
are z; = 8, K /o = 2.5, z, = 0.5, K{¥) /o = 0.625, and the third term is z; = 4.5, K® /o = 1.25
refers to attractive strength. The same parameters for the inverse range of attraction and repulsion
are used for the curve shown in the middle of Figure 2, except that the strength are K /g = 3,
K® /g =0.75, and K® /g = 1.5. For the last curve at the top, the parameters are z; = 2,
KW /o =1, z, =0.5, K& /6 = 0.1, and the third term with parameters z; = 4.5, K®) /o = 0.4,
refers to attractive strength. We have noticed that the inclusion of the third term does not change
the position of the IRO peak for different values of the volume fraction. The values of the third
Yukawa term in the MSA solution have been fixed to achieve a good agreement with HNC
solution; therefore, K'® and z; are treated as free parameters and can be adjusted to predict the
structure of more accurate closure, e.g. reversed the hybridized mean spherical approximation,
Zerah-Hansen, and Bemont-Bretonnet.[40-42] In the optimal case, the parameters of the third
Yukawa term, in Equation (2), can be obtained numerically by imposing the thermodynamic self-
consistency of the theory.

We used a third Yukawa term to improve the deficiency that is displayed by double Yukawa
MSA closure to predict the IRO peak. The values of third Yukawa term have been set so as to
achieve an optimal fit with computer simulation data given by Godfrin et al. [33] Our SSF
compared with these data is shown in Figure 3. We considered, in particular, the potential
parameters given by these authors: z; = 10, K1) /o = 4.444, z, = 0.5, K®) /g = 0.4444 for the
left panel and z, = 10, K" /o = 2.415, z, = 0.5, K®) /o = 0.2415 for the right panel. In all the
cases shown in this figure, the inverse range of the third term in the Yukawa closure (Equation
(2)) is z3 = 15, while the values of the reduced density and strengths are expressed in this figure. It
may be seen from the figure that the three-Yukawa fluid model performs well.

Godfrin et al. have concluded that the location of the IRO peak is, in general, not an accurate
representation of inter-cluster spacing and thus from the preferred cluster size.[33] In particular,
the Monte Carlo simulation of dispersions identifies four clearly different microstructures that
exhibit an IRO peak: monomer dominated states, clustered, clustered percolated, and random
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Figure 3. SSF are obtained from MSA analytical expression using three Yukawa terms (solid line). The open circles stand for MC
simulation (see Ref. [33]). In the calculations presented in the left panel, volume fractions n = 0.01, 0.05, 0.15 have been used,
and the attractive strengths for the third Yukawa term are K©®) /o = 18.4, 19, 12.4, represented by black (A), green (C), and blue
(D), respectively. In the right panel, the data are n = 0.05, 0.15, 0.25 and the attractive strength are K<3)/0 =34, 24, 2.85,
represented by red (B), violet (E), and orange (F), respectively.

percolated system. Thus, when the concentration is increased and the system is at a reduced
temperature of T* = 0.25, the magnitude of the IRO peak is an indication of the transition from a
molecular fluid to a cluster fluid and then to a cluster percolated state (shown in the left panel of
Figure 3 from bottom to top, respectively). However, when the system is at a T* = 0.46 and the
concentration increases, the fluid goes from monomer-dominated molecular fluid to random
percolated states (shown in the right panel of Figure 3 from bottom to top, respectively).

To understand better a system with IRO, it is very useful to calculate the potential of mean
force

pw(r) = —Infg(r)]. (48)

Figure 4 shows our results for the potential of mean force and the RDF. As can be seen from
the figure, the mean force between the particles is strongly attractive at short separations (first
local maximum from the left), which becomes less important with increasing the temperature
(states B, F, and E). On the other hand, the potential of mean force decreases in magnitude and
becomes repulsive at larger separations, as a consequence of the low value of S(k — 0) shown in
Figure 3. The results of MC simulation given by Godfrin et al. have pointed that the IRO of states
A and B arises from the localization of monomers; this conclusion, to some extent, can be
supported by the behavior of the potential of mean force or the RDF. We note that the structural
order of state B is lacking at r/¢>2, in contrast, the structural order of state A extends slightly
beyond these distances. At short distances, we also note that both the magnitude and range of
depletion attractive of state B are smaller than those of state A. These differences help us to
distinguish the magnitude of the IRO peak between both states, while repulsion provides a
stabilizing mechanism at larger separations; the particles of state A that can overcome the barriers
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Figure 4. Potential of the mean force and the RDF obtained from MSA analytical expression using three Yukawa terms. The
parameters and the symbols are same as in Figure 3.

atr/o ~ 2.2 and at r/o ~ 1.4 and fall into an attractive potential well are more bound than those
of state B, because the short-range attractions between monomers particles become more domi-
nant at reduced temperature of T* = 0.25. Therefore, this mechanism explains why the maximum
of the depletion region moves to higher distances, and also explains the enhancement of values of
the RDF at contact, for state A.

In the case of states E and F, Godfrin et al. have concluded that the IRO peak is due to random
percolate structure from the aggregation of monomers and small polydisperse clusters that
eventually span the system. The RDFs of these states are almost similar to RDF of state B, except
by broad peak at r/o ~ 2 that indicates that there is a slight depletion zone as shown in the
potential of mean force, probably due to the increase of the volume fraction, forcing all particles
staying close to each other or to formation of a cluster. The magnitude of the IRO peak is smaller
than the other equilibrium states due to high temperature and increasing volume fraction, causing
a greater structural disorder on the IRO length scale.

The RDF of states C and D shows a structural order quantitatively different from other
states. This structural order are shown by a pronounced minimum near of r/¢ = 1.35 and
r/o = 2.25, increased considerably the repulsive barrier in the potential of mean force that
resulting in depletion zones, due that the system has a low temperature and an increasing the
volume fraction. Thus, the magnitude of IRO peak is increased, denoting that the depletion
zone at short separation and at r/o = 2 increases at high volume fraction. In Ref. [33], the
authors have mentioned that the states C and D are equilibrium cluster; the clusters are
formed at low temperature and become more abundant with increasing volume fraction. They
hypothesize that the existence of clustered states can be characterized by an IRO peak of
magnitude higher than three. Also, they concluded that state C is a cluster state, while state D
is a cluster percolate state.[33] As it may be seen, the potential of mean force (or the RDF) for
both states shows differences, particularly, at short separations the state C shows a double
depletion attraction region, extending to a distance beyond the diameter of the reference
particle. Therefore, cluster results from the delicate balance of a short-range attraction and a
long-range repulsion. The attraction among particles favors the formation of cluster, while
bulk aggregation is prevented by the long-range repulsion which increases with cluster size
due to the increasing charge of the cluster (repulsive part) that provides a stabilization
mechanism.[36] However, the increasing concentration causes transition of the cluster state
(C) to percolated state (D).[33] The potential of mean force of state D (cluster percolated
state) has the feature of being the most repulsive at short and middle distances. Therefore,
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particles or the cluster particles of state D can overcome the repulsive barriers and fall into an
attractive potential well to stay together. Cluster particles within this well can only hardly go
out, and presumably, at this lower temperature, the long-range repulsion leads to a preferred
length scale that sets the microstructure of the percolate state in a system with IRO.
Therefore, the structure with large oscillation as indicated by the first maximum of the
RDF is responsible for the formation the IRO peak in the states C and D. As a result,
cluster-cluster correlations become more and more important and eventually they induce
an arrest transition in materials like gels.[33,36]

5. Conclusions

In this work, we have obtained an analytical expression for the SSF, Equation (32), of a one-
component fluid using a closure of M Yukawa terms within the MSA. This expression is a
generalization of the SSF obtained by Liu et al. [15], but unlike these authors, our expression is
written in terms of a scaling parameter matrix. The numerical values of this matrix are deter-
mined through an efficient iterative method for solving the set of nonlinear equations given by the
closure condition, Equation (26); see Appendix B.

From our expression for the SSF, the solution of the two-Yukawa fluid progressively fails to
reproduce the low-k portion when increasing the attraction strength.[34] By using three Yukawa
tails, we have improved these deficiencies and we have found good agreement with the HNC
closure and Monte Carlo simulation data. Therefore, another important objective of this article
was to present a formulation explicit and simple, such that the Yukawa parameters of the closure
relation allow us to go beyond the MSA approximation, and thus represent some kind of system,
such as lyophobic colloids or globular proteins in solution.

In summary, we believe that the combination of the MSA with appropriate parameters is able
to be compared with another closure or computer simulation, or (in some cases) with experiments
in certain regions of the thermodynamic state space. Therefore, the Yukawa closure may be taken
as a convenient reference model in perturbative studies in the theory of liquids, as well as in the
study of liquid metals or in the ideal glass transition, which we will discuss in a future work.

Disclosure statement

No potential conflict of interest was reported by the authors.

Funding

OV-R’s work was supported by the Mexican Council of Science and Technology (CONACyT, Mexico) through
grant number 195594.

References

[1] Hansen JP, McDonald IR. Theory of simple liquids. 3rd ed. Burlington (MA): Academic Press; 2006.

[2] Rosenfeld Y. Free energy model for inhomogeneous fluid mixtures: Yukawa-charged hard spheres, general
interactions, and plasmas. ] Chem Phys. 1993;98(10):8126-8148. DOI:10.1063/1.464569.

[3] Shukla K, Rajagopalan R. Stability diagrams for colloidal dispersions with attractive interactions: an analytical
approximation. Colloids Surf A. 1993;79(2-3):249-262. DOI:10.1016/0927-7757(93)80179-1.

[4] Kalyuzhnyi Y, Cummings P. Phase diagram for the Lennard-Jones fluid modelled by the hard-core Yukawa
fluid. Mol Phys. 1996;87(6):1459-1462.

[5] Bouaskarne M, Amokrane S, Regnaut C. Hard core Yukawa fluid with temperature and density dependent
interaction: phase diagram of the AOT/water/decane microemulsion. ] Chem Phys. 1999;111(5):2151-2156.
DOI:10.1063/1.479485.

[6] Ramirez-Gonzalez PE, Vizcarra-Renddn A, de J Guevara-Rodriguez F, et al. Glass-liquid-glass reentrance in
mono-component colloidal dispersions. ] Phys Condens Matter. 2008;20(20):205104.



Downloaded by [Benemerita Univeridad Autonoma], [Oscar Vazquez R.] at 09:17 23 February 2016

(7]

(8]

(9]
[10]
[11]
[12]
(13]
(14]
[15]
[16]

(17]

(18]
(19]
(20]
(21]
(22]
(23]
(24]
(25]

(26]

(34]

PHYSICS AND CHEMISTRY OF LIQUIDS 13

Bergenholtz J, Fuchs M. Nonergodicity transitions in colloidal suspensions with attractive interactions. Phys
Rev E. 1999 May;59:5706-5715. DOI:10.1103/PhysRevE.59.5706.

Waisman E. The radial distribution function for a fluid of hard spheres at high densities. Mol Phys. 1973;25
(1):45-48. DOI:10.1080/00268977300100061.

Blum L, Hoye JS. Solution of the Ornstein-Zernike equation with Yukawa closure for a mixture. J Stat Phys.
1978;19(4):317-324. DOI:10.1007/BF01011750.

Blum L, Vericat F, Herrera-Pacheco JN. On the analytical solution of the Ornstein-Zernike equation with
Yukawa closure. J Stat Phys. 1992;66:249-262. DOI:10.1007/BF01060067.

Ginoza M, Yasutomi M. Analytical structure factors for colloidal fluids with size and interaction polydisper-
sities. Phys Rev E. 1998;58(3):3329-3333. DOI:10.1103/PhysRevE.58.3329.

Blum L, Arias M. Structure of multi-component/multi-Yukawa mixtures. ] Phys Condens Matter. 2006 Sep;18
(36):52437-52449.

Cruz-Vera A, Herrera JN. Static structure factor for a fluid with interaction of hard spheres plus two Yukawa
tails. Physica A. 2008 Oct;387(23):5696-5706. DOI:10.1016/j.physa.2008.06.024.

Hoye J, Stell G, Waisman E. Ornstein-Zernike equation for a two-Uukawa c(r) with core condition. Mol Phys.
1976;32(1):209-230. DOI:10.1080/00268977600101731.

Liu Y, Chen W-R, Chen S-H. Cluster formation in two-Yukawa fluids. ] Chem Phys. 2005;122(4):044507.
DOI:10.1063/1.1830433.

Shukla A, Mylonas E, Di Cola E, et al. Absence of equilibrium cluster phase in concentrated lysozyme
solutions. Proc Natl Acad Sci U S A. 2008;105(13):5075-5080. DOI:10.1073/pnas.0711928105.

Liu Y, Fratini E, Baglioni P, et al. Effective long-range attraction between protein molecules in solutions
studied by small angle neutron scattering. Phys Rev Lett. 2005 Sep;95:118102. DOI:10.1103/
PhysRevLett.95.118102.

Wu J, Liu Y, Chen W-R, et al. Structural arrest transitions in fluids described by two Yukawa potentials. Phys
Rev E. 2004 Nov;70:050401. DOI:10.1103/PhysRevE.70.050401.

Ginoza M. Solution of Ornstein-Zernike equation for a mixture of hard spheres with Yukawa closure: the
case of factorizable coefficients. ] Phys Soc Jpn. 1986;55(1):95-101. DOI:10.1143/JPS].55.95.

Blum L, Hernando JA. Yukawa fluids: a new solution of the one component case. Condens Matter Phys.
2003;6(3):447-458. DOI:10.5488/CMP.6.3.447.

Hoye J, Blum L. Solution of the Yukawa closure of the Ornstein-Zernike equation. J Stat Phys. 1977;16
(5):399-413. DOI:10.1007/BF01013184.

Hoye J, Stell G. Ornstein-Zernike equation with core condition and direct correlation function of Yukawa
form. Mol Phys. 1976;32(1):195-207. DOI:10.1080/00268977600101721.

Wertheim MS. Exact solution of the Percus-Yevick integral equation for hard spheres. Phys Rev Lett. 1963
Apr;10:321-323. DOI:10.1103/PhysRevLett.10.321.

Ginoza M. Simple MSA solution and thermodynamic theory in a hard-sphere Yukawa system. Mol Phys.
1990;71(1):145-156. DOI:10.1080/00268979000101701.

Herrera JN, Cummings PT, Ruiz-Estrada H. Static structure factor for simple liquid metals. Mol Phys. 1999;96
(5):835-847. DOI:10.1080/00268979909483021.

Arai T, Arisawa T, Yokoyama I. Correlation entropies of the hard sphere fluid based on the generalized mean
spherical approximation due to Waisman. Physica B. 1999;270(1-2):52-59. DOI:10.1016/S0921-4526(99)
00164-7.

Barker JA, Henderson D. Theories of liquids. Annu Rev Phys Chem. 1972;23(1):439-484. DOI:10.1146/
annurev.pc.23.100172.002255.

Méndez-Alcaraz ], Chavez-Paez M, D’Aguanno B, et al. Structural properties of colloidal suspensions. Physica
A. 1995;220(1-2):173-191. DOI:10.1016/0378-4371(95)00112-K.

Heinen M, Holmgqvist P, Banchio AJ, et al. Pair structure of the hard-sphere Yukawa fluid: an improved
analytic method versus simulations, rogers-young scheme, and experiment. ] Chem Phys. 2011;134(4):044532.
DOI:10.1063/1.3524309.

Rogers FJ, Young DA. New, thermodynamically consistent, integral equation for simple fluids. Phys Rev A.
1984 Aug;30:999-1007. DOI:10.1103/PhysRevA.30.999.

Barker J, Henderson D. Monte Carlo values for the radial distribution function of a system of fluid hard
spheres. Mol Phys. 1971;21(1):187-191. DOI:10.1080/00268977100101331.

Yeomans-Reyna L, Chavez-Rojo MA, Ramirez-Gonzilez PE, et al. Dynamic arrest within the self-consistent
generalized Langevin equation of colloid dynamics. Phys Rev E. 2007 Oct;76:041504. DOI:10.1103/
PhysRevE.76.041504.

Godfrin PD, Castafieda-Priego R, Liu Y, et al. Intermediate range order and structure in colloidal dispersions
with competing interactions. ] Chem Phys. 2013;139(15):154904. DOI1:10.1063/1.4824487.

Broccio M, Costa D, Liu Y, et al. The structural properties of a two-Yukawa fluid: simulation and analytical
results. ] Chem Phys. 2006;124(8):084501. DOI:10.1063/1.2166390.



Downloaded by [Benemerita Univeridad Autonoma], [Oscar Vazquez R.] at 09:17 23 February 2016

14 0. VAZQUEZ-RODRIGUEZ AND H. RUIZ-ESTRADA

[35] Liu Y, Porcar L, Chen J, et al. Lysozyme protein solution with an intermediate range order structure. J Phys
Chem B. 2011;115(22):7238-7247. DOI:10.1021/jp109333c.

[36] Cardinaux F, Zaccarelli E, Stradner A, et al. Cluster-driven dynamical arrest in concentrated lysozyme
solutions. ] Phys Chem B. 2011;115(22):7227-7237. DOI:10.1021/jp112180p.

[37] Stradner A, Cardinaux F, Schurtenberger P. A small-angle scattering study on equilibrium clusters in
lysozyme solutions. ] Phys Chem B. 2006;110(42):21222-21231. DOI:10.1021/jp0639804.

[38] Stradner A, Sedgwick H, Cardinaux F, et al. Equilibrium cluster formation in concentrated protein solutions
and colloids. Nature. 2004;432(7016):492-495. DOI:10.1038/nature03109.

[39] Rushbrooke G. On the hyper-chain approximation in the theory of classical fluids. Physica. 1960;26(4):259—
265. DOI:10.1016/0031-8914(60)90020-3.

[40] Kim JM, Castafieda-Priego R, Liu Y, et al. On the importance of thermodynamic self-consistency for
calculating clusterlike pair correlations in hard-core double Yukawa fluids. J Chem Phys. 2011;134
(6):064904. DOI:10.1063/1.3530785.

[41] Riest J, Nagele G. Short-time dynamics in dispersions with competing short-range attraction and long-range
repulsion. Soft Matter. 2015;11:9273-9280. DOI:10.1039/C5SM02099A.

[42] Bomont J-M, Bretonnet J-L, Costa D. Temperature study of cluster formation in two-Yukawa fluids. ] Chem
Phys. 2010;132(18):184508. DOI:10.1063/1.3418609.

[43] Verlet L, Weis -J-J. Equilibrium theory of simple liquids. Phys Rev A. 1972;5:939-952. DOI:10.1103/
PhysRevA.5.939.

[44] Carnahan NF, Starling KE. Equation of state for nonattracting rigid spheres. ] Chem Phys. 1969;51(2):635-
636. DOI:10.1063/1.1672048.

[45] Tang Y, Lu BC. Improved expressions for the radial distribution function of hard spheres. ] Chem Phys.
1995;103(17):7463-7470. DOI:10.1063/1.470317.

[46] Arrieta E, Jedrzejek C, Marsh KN. Mean spherical approximation algorithm for multicomponent multi-
Yukawa fluid mixtures: study of vapor-liquid, liquid-liquid, and fluid-glass transitions. ] Chem Phys. 1991;95
(9):6806-6837. DOI:10.1063/1.461493.

Appendix A. Improving on the solution for the structure of a hard-sphere fluid in
the PY approximation

The Percus-Yevick solution for the HS model is not entirely satisfactory, because at high densities, it gives pressure
and structure values which disagree with reported computer simulation data.[31] A method frequently employed to
improve the PY approximation is the Verlet-Weiss algorithm.[43] An alternative procedure is the Generalized
Mean Spherical Approximation (GMSA) due to Waisman [8] and Hoye-Stell.[22] This proposal equalizes the
compressibility and the contact value of single Yukawa closure with the correct thermodynamic expressions for the
HS system. We will use the well-known thermodynamic relations of Carnahan-Starling (CS) [44] because the CS
equation of state is good approximation for the analytically unknown hard-sphere equation of state; the first is
comparable with computer simulation data.[27] We follow this proposal and using the results found in Section 3.1
for a single Yukawa, we obtain the values of K and z as follows: for the case of a single Yukawa, Equations (29) and
(30) may be written as

g(6") =g"™ (") + KX, (A1)
and

(kD)™ 24y 31 3., e
==’ __K 1 2l Tyzlx A2
kaT  pkaT Eycl R AN ILRR AN RS (A2)

where (k1) /(pksT) = (1 + 21)* /A%,
The thermodynamic consistency is imposed equaling Equations (A1) and (A2) with the contact values for the RDF
and the compressibility given by the CS equations [44]:

1
6(0") = 5 (1= n/2), (a3
p;;ch =+ 2n)* — (4 — n)7]. (A4)

Solving Equations (Al)-(A4) for the dimensionless parameters K and z, we obtain the following explicit
expressions:
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K(n) = 3= (a5)
<0r) = 1+ 5(n) + 0. (46)

where

_—1x/1+ (@A —nA/3
B —(4—na/e 7

and the solution for the scaling parameter y is found by substituting Equations (A5) and (A6) in Equation (42). We find

(A7)

f(n)

(1 2fa [ 2P ()8 — 12 (14 £ )]
= RSO | (49

To make the appropriate choice of sign in Equations (A7) and (A8) and to obtain the correct physical root, we
notice that the zero density limit (# — 0) must be satisfied. By simple inspection of these equations we see that, in
this limit, f(#) must be positive in order to obtain real values for y. Hence, to obtain the physical root, we must
select the negative sign in Equation (A7) and the positive sign in Equation (A8).

The parameters K, z, and y obtained in this manner, which allow us to improve the Percus-Yevick approxima-
tion for a hard-sphere fluid, depend only on the density. It should be noticed that both the approaches of Arai [26]
and Tang [45] are equivalent to our expressions.

Appendix B. Algorithm to solve the scaling parameter

To evaluate the SSF or the RDF, one needs to know the scaling parameter matrix I' which satisfies Equation (20)
and the closure and symmetry conditions (Equations (26)-(28)). This system of nonlinear coupled equations may
be solved numerically using Gauss-Seidel method with relaxation or Newton-Raphson with finite difference. It is
worth mentioning that the numerical values calculated in this work have been obtained using the Newton-Raphson
method. The physical root will be the root closest to zero because it should converge to the zero coupling limit in
the correct region of phase space. Hence, for the first iteration in the Newton-Raphson method, we take I' >~ 0
which is the solution for the HS reference system in the limit of zero density.[13,46]

However, due to the complexity of Equations (26)-(28), the convergence of the Newton-Raphson iterative
method is slow and many iterations are required to find a solution. The procedure may be simplified if one assumes
that the scaling matrix I is diagonal,[20] i.e. that

™ = —r,,x". (B1)

Then, the symmetry Equations (27) and (28) are no longer required and some of the elements obtained from the
closure condition (Equation (26)) are simplified. In particular, Equations (21) and (19) are reduced, respectively, to
the following expressions:

5

X — S (B2)
7" 4 T,,T%
X (1) x(m)
Mnm - [)7 (Zm + rmm - rnn)~ (B3)
Zn + Zm

After these simplifications, the Newton-Raphson iterative method converges quickly to the physical root. A simple
but useful source code has been written in MATHEMATICA package and could be obtained by contacting the
authors or it is found in the Supplementary material. We have verified that the results obtained assuming a
diagonal scaling matrix are similar to those obtained in the general, non-diagonal case, in contradiction to the
conclusion of Blum and Hernando.[20] However, the assumption of a diagonal scaling matrix should not be used
for liquid mixtures within the MSA because this violates the symmetry condition when different Yukawa terms are
assigned to different components. It is worth mentioning that the numerical values calculated in this work for SSF
have been obtained using the diagonal case.

Finally, our method for the calculation of the physical root of T differs from the method implemented by Liu et al.
[15] using the criterion given by Pastore to find the solution.[46] We have also compared our results with those
obtained by Liu ef al. and we noticed, in some cases, slight differences near the small wave number regime.
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