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Benemérita Universidad Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas
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Resumen

Se presenta una técnica de reconstrucción de fase que mejora la precisión de la medición
bajo ciertas condiciones conocidas y controladas, lo cual es deducido a través de un análisis
de error comparando la nueva técnica propuesta y el algoritmo de corrimiento de fase de
tres pasos. El método propuesto esta en la categoŕıa de los algoritmos de interferometŕıa
de corrimiento de fase de autocalibración y tiene como base tres conceptos matemáticos
básicos y a su vez importantes, la parametrización, el ajuste de datos a una curva y la
distancia Euclidea. Esta última herramienta matemática va ha generar una nueva forma
de reconstruir la fase completamente diferente a los algoritmos que utilizan la función
tangente. Como paso final el algoritmo se aplica sobre interferogramas experimentales
corroborando que logra dar resultados confiables para seguir trabajando en la mejora del
algoritmo.
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1

Introducción

1.1. Introducción

La interferometŕıa de corrimiento de fase (PSI) es un método capaz de obtener la
fase deseada mediante resolver un sistema de ecuaciones formado por tres o más interfe-
rogramas desplazados en corrimientos de fase conocidos igualmente espaciados [3, 4]. Los
intentos de llevar a cabo estos corrimientos experimentales han requerido la cuidadosa
y exhaustiva calibración de los desplazamientos de fase, demandando alto costo, mucho
esfuerzo y trabajo duro, además de otras consideraciones. De las caracteŕısticas de PSI
tal como no ser invasiva, de no contacto, proveyendo un campo completo de observación,
y su alta aproximación dada en fracciones de la longitud de onda, ha sido sucesivamen-
te empleada en muchos campos de la ciencia y tecnoloǵıa, tal como F́ısica, Astronomı́a,
Bioloǵıa, Qúımica, Medicina, Mecánica, Metroloǵıa, Microscopia, Holograf́ıa, además de
muchas otras. Esto ha sido empleado para medir el ı́ndice de refracción en medios trans-
parentes incluyendo gases, ĺıquidos, solidos y plasmas, y además, para medir viscosidad,
densidad, difusión, temperatura, homogeneidad, pureza, etc.; también el PSI ha sido usa-
do para medir desplazamiento angular y lineal a muy cotas distancias, y además estimar
grosores, rugosidad, topograf́ıa, modos de vibración en materiales, y muchas otras me-
diciones [8, 9]. Bruning et al [3] propuso en 1974 el uso de un transductor piezoelectrico
(PZT ) como un desplazador de fase para crear corrimiento y para realizar por primera
vez el método PSI. Después de él muchas otras técnicas experimentales para lograr un
desplazamiento de fase fueron propuestas, incluyendo polarización [10], rejillas [11, 12],
moduladores espaciales de luz [13] por desplazamiento lateral de la fuente de luz [14],
y recientemente con filtros de amplitud [15–17] por aplicar la teoŕıa de modulación de
amplitud fuera de fase en cuadratura (QAM) [18] y no cuadratura NQAM [19].

No obstante, a pesar de los grandes esfuerzos para desarrollar la detección sincrónica
de interferogramas como es requerido por el método PSI, las condiciones deseadas no
son exactas, debido a la inhomogeneidad en el desplazamiento de fase de los materiales,
y otras caracteŕısticas tales como su respuesta no lineal, histéresis, y su dependencia de
la temperatura y por defectos de fabricación, además de otras condiciones fuera de los
desplazamientos de fase que forman parte de la configuración experimental tales como
vibraciones metálicas, turbulencia atmosférica, gradientes de temperatura, inestabilidad
de las fuentes de luz, no linealidad en el detector, y defectos en el uso de las componentes
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ópticas. Las caracteŕısticas intŕınsecas de los desplazamientos de fase y las innatas fluc-
tuaciones en la configuración experimental han introduciendo variaciones indeseables no
solo en el corrimiento de fase sino también en la luz de fondo e iluminación de los inter-
ferogramas. Por esta razón muchos estudios para estimar la incertidumbre en la medición
de objetos de fase han sido ampliamente desarrollados por Schreiber [20], Hariharan [21],
Schmit y Creath [22], y otros investigadores. Una primera alternativa a la mejora de las
desventajas en PSI fue proponer un algoritmo capaz de demodular la fase de los inter-
ferogramas con corrimiento de fase desigual, que es una técnica de detección asincrónica
de interferogramas, nombrado como interferometŕıa de corrimiento de fase generalizado
(GPSI). Sin embargo estos pasos deben ser todav́ıa conocidos, implicando calibración de
los corrimientos de fase. Una nueva alternativa emerge para estimar los corrimientos de fa-
se desconocidos en los interferogramas, estos son introducidos generalmente con una mala
calibración en los corrimientos, nombrado está propuesta como algoritmos de corrimientos
de fase de autocalibración. En 1982 Morgan [23], y en 1984 Grievenkamp [24] presentaron
una propuesta basada en el método de mı́nimos cuadrados, y después de muchas interesan-
tes propuestas que combinan GPSI con métodos de autocalibración como es clasificado
por Patit et al [35] fueron presentados basados en tales conceptos como la transformada
de Fourier [25], propiedades estad́ısticas [31, 32], ajuste a curvas eĺıpticas [26, 27, 36, 37],
métodos iterativos [28], espacio temporales [29], y optimización [30]. El merito de estos
métodos esta en como calcular en muchos de los casos los corrimientos de los interfero-
gramas y después calcular el objeto de fase por aplicar algunos algoritmos de corrimiento
de fase PSA basados en PSI o GPSI. Asumiendo una detección sincrónica el caso más
simple fue propuesto por Carré [39] en 1966, y un análisis de incertidumbre tal como un
amplio estado de arte fue presentado por Kemao et al [40], Novak and Miks [41], Hack [42],
Rastogi y Hack [43], y en las referencias citadas aqúı. La primera propuesta para autoca-
libración con detección asincronica fue resuelta por el uso de métodos iterativos [44, 45]
demandando largos tiempos de cálculo de cómputo al procesar solo unas pocas muestras
o con muchas pero con poca resolución. Métodos no iterativos fueron también propuestos
reduciendo considerablemente el tiempo de computo permitiendo muchas muestras de alta
resolución y con mejor aproximación en la demodulación de fase. En 1990 Freischlad, y
Koliopoulos [46] presentaron por primera vez esta idea, seguidos por Larkin y Oreb [47],
Schmit y Creath [22], y finalmente este método fue generado por Servin et al [48, 49],
Mosiño et al [50,51], y Tellez et al [52]. Básicamente, la transformada de Fourier fue usada
como una principal herramienta para desarrollar esta aproximación. Sin embargo otras
transformaciones integrales han sido usadas tal como la transformada wavelet [53], trans-
formada S [54], y transformada Z usada por Surrel en 1996 [55] para introducir la idea
de un polinomio caracteŕıstico. Todos los métodos arriba mencionados incluyendo PSI,
GPSI, y autocalibración pueden clasificarse bajo los algoritmos de corrimiento de fase, los
cuales tienen como mı́nimo dos caracteŕısticas comunes tal como la uniformidad espacial
o desplazamiento de fase homogéneo (corrimiento de fase), y el cálculo de la fase v́ıa la
función tangente.

En este tema de tesis buscamos una nueva forma de evaluar interferogramas con la
finalidad de reconstruir la información de fase contenida dentro de la imagen que representa
la interferencia de dos campos, hay que mencionar que se han realizado arduos trabajos
para atacar este problema desarrollándose muchas técnicas con una alta formalidad f́ısica
y matemática de ah́ı la importancia de la fase que se relaciona con las propiedades f́ısicas
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de un objeto de estudio por el cual pasa un frente de onda electromagnético para el cual el
objeto de prueba es transparente, en otras palabras el frente de onda atraviesa el objeto y
la estructura del frente de onda resultante se modificará dependiendo de las propiedades
f́ısicas de dicho material de estudio.

El objetivo de este trabajo es desarrollar una técnica de extracción de fase φ(x, y)
que no utiliza la función tangente, basándonos en considerar patrones de interferencia
con un paso de fase desconocido y arbitrario y que se comportan como las ecuaciones
paramétricas de la elipse como fue considerado previamente por Farrell donde necesitamos
como mı́nimo dos interferogramas corridos en fase en el rango de [0, π] y representando
cada interferograma un perfil de intensidad, formando pares ordenados de las intensidades
y graficando observamos que tienen a formar una elipse por lo que proponemos encontrar
las ecuaciones paramétricas que mejor representan a estos datos.

Finalmente queremos comprobar que se puede extraer la información de la fase al
medir la distancia Euclidiana entre los puntos de intensidad y la curva que representa el
mejor ajuste a estos puntos, asignando el valor de la fase que contiene la curva paramétrica
que representa el mejor ajuste al punto de intensidad más cercano a esta, realizando este
proceso para cada punto de intensidad que es formado a partir de los perfiles de intensidad
extráıdos de los patrones de interferencia pensamos que es posible extraer la información
de la fase.

1.1.1. Planteamiento del problema

Como se ha mencionado en la introducción, el desarrollo de nuevos algoritmos de
extracción de fase es un problema atacado por un gran número de investigadores alrede-
dor del mundo por más de medio siglo debido a las aportaciones que han tenido en las
mediciones de las propiedades f́ısicas de diferentes tipos de sustancias y materiales que
tienen repercusiones en diversas aplicaciones industriales, médicas y en el desarrollo de la
investigación en las áreas de ciencias naturales y exactas.

Casi todas las técnicas de extracción de fase llegan a depender de la función tangente
de ah́ı la necesidad de desarrollar nuevas técnicas que nos den otro enfoque y mejoren
la precisión de las mediciones. De ah́ı que se propone una técnica de extracción basado
en conceptos matemáticos como la parametrización, ajuste a una curva y la distancia
Euclidiana que son herramientas utilizadas en muchas áreas de las ciencias naturales y
exactas por ser precisas y eficaces para resolver problemas de gran complejidad.

1.1.2. Objetivo General

Crear una nueva técnica de extracción de fase que evalué patrones de interferencia con
corrimiento arbitrarios y desconocidos que mejore la medición de la fase comparado con los
algoritmos de extracción de fase PSI, GPSI, que se base en las propiedades matemáticas
de la elipse y la distancia euclidiana evitando el uso de la función tangente.

1.1.3. Objetivos espećıficos

Modelar un par de perfiles de intensidades extráıdos de dos interferogramas corridos
en un valor de fase desconocido y arbitrario en el rango de [0, π], a una elipse.
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Utilizando mı́nimos cuadrados encontrar las constantes para expresar las ecuaciones
paramétricas de la elipse que mejor modelen los perfiles de intensidad.

Desarrollar un algoritmo de extracción de fase con el concepto matemático de la
distancia Euclidiana, midiendo la distancia entre los puntos formados al crear pares
ordenados de los perfiles de intensidad corridos en fase, a la curva de la elipse obtenida
del ajuste. Asignando el valor de fase que tiene un punto sobre la elipse obtenida del
ajuste al punto más cercano formado de los perfiles de intensidad.

1.1.4. Hipótesis

Partiendo de los conceptos y técnicas matemáticas como ajuste a mı́nimos cuadrados,
parametrización y la distancia Euclidiana, deducimos que es posible desarrollar un algo-
ritmos de extracción de fase basándonos en estas ideas. Al observar que las ecuaciones que
representan a los interferogramas tienen la forma matemática de las ecuaciones paramétri-
cas de una elipse. También al agrupar en pares ordenados las intensidades de un perfil de
los interferogramas generamos puntos de intensidad dispersos en un plano tal que se acer-
can a describir una elipse, y de la teoŕıa para encontrar una curva a través de un ajuste
de un conjunto de puntos, sabemos que se puede ajustar datos dispersos a diferentes tipos
de curvas cónicas dentro de las que esta incluida la elipse. Finalmente al realizar el ajuste
se parametrizan las ecuaciones que forman la elipse, por lo que todos los puntos sobre la
elipse tienen asignado un valor único de esta fase parámetrica, utilizando esta información
asignamos la fase paramétrica que tiene un punto sobre la elipse a un punto formado de
los perfiles de intensidades tal que esto se cumple al encontrar la distancia más corta entre
ambos a saber la distancia Euclidiana, reconstruyendo la fase aplicando el mismo proceso
para cada punto formado de los perfiles de intensidad.

1.1.5. Contexto del trabajo

El trabajo realizado en está tesis esta encaminado al desarrollo y mejora de la Óptica
con especial atención a la interferometŕıa en el desarrollo de mejores algoritmos de ex-
tracción de fase. Donde la fase tiene aplicaciones en la reconstrucción de un campo para
la holograf́ıa, conocer la aberraciones en una componente óptica como una lente, para
reconstruir objetos por proyección de franjas, en la tomograf́ıa para generar imágenes vo-
lumetricas internas de un objeto, donde todos estos problemas son atacados por el Cuerpo
Académico de Óptica de la Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas y por tal motivo debe
considerarse que la investigación realizada en esta tesis es necesaria.

El presente trabajo se desarrolló en el Laboratorio de Luz Estructurada (LLE) de
la Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas de la Benemérita Universidad Autónoma de
Puebla. También, la presente es parte de un proyecto de investigación interno patrocinado
por Vicerrectoŕıa de Investigación y Estudios de Posgrado de la Benemérita Universidad
Autónoma de Puebla, con número de referencia MEFC-EXA16-I, y también este trabajo
es parte de un proyecto con patrocinio externo por parte de SEP/CONACYT bajo la
convocatoria de Investigación Cient́ıfica Básica, con número de convenio: 257853.
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1.1.6. Descripción de la tesis

En este apartado brevemente se mencionan los temas que se abordarán en esta tesis.

El primer caṕıtulo Introducción se enfoca en adentrarnos al problema de desarrollar
algoritmos de extracción de fase necesarios en la interferometŕıa desde un punto de
vista histórico.

En el segundo caṕıtulo Antecedentes se describen algunos tipos de algoritmos de
extracción de fase y se describen los conceptos matemáticos en los cuales se basa el
algoritmo de extracción de fase que se propone en esta tesis.

Con el tercer caṕıtulo Método de la distancia Euclidiana se desarrolla la teoŕıa, y se
evalúan patrones experimentales con diferentes variaciones del algoritmo, además se
hizo un estudio del ruido comparando el bias y la desviación estándar del método
de la distancia Euclidiana (ED) contra la técnica de corrimiento de fase (PSI).

El último caṕıtulo es de conclusiones y trabajo a futuro.
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2

Antecedentes

2.1. Interferometŕıa

El fenómeno de interferencia [1], se produce cuando dos o más ondas se superponen
en un punto del espacio y la onda resultante es igual a la suma de las perturbaciones
constitutivas individuales.

Aśı la interferencia óptica equivale a la interacción de dos o más ondas de luz que pro-
ducen una irradiancia resultante que se desv́ıa de la suma de las irradiancias componentes
y es definida como la enerǵıa medida por unidad de área por unidad de tiempo (medida
para la potencia óptica de las fuentes).

La intensidad I de la luz ha sido definida como el promedio en el tiempo de cantidad de
enerǵıa la cual cruza en unidad de tiempo una unidad de area perpendicular a la dirección
de flujo de la enerǵıa. Para una onda plana,

I = v 〈w〉 =
c

4π

√
ε

µ

〈
E2
〉

=
c

4π

√
µ

ε

〈
H2
〉
, (2.1)

aśı comparando intensidades en el mismo medio podemos tomar a
〈
E2
〉

como una medi-
da de la intensidad considerando campos cuasimonocromaticos definimos el campo de la
forma:

~E(~r, t) = <
{
~A(~r)e−iwt

}
=

1

2

[
~A(~r)e−iwt + ~A∗(~r)eiwt

]
. (2.2)

Aqúı ~A es un vector complejo con componentes cartesianas rectangulares,

Ax = a1(~r)e
iφA1(~r), Ay = a2(~r)e

iφA2(~r), Az = a3(~r)e
iφA3(~r), (2.3)

donde aj y φAj (j = 1, 2, 3) son funciones reales. Para una onda plana homogenea las
amplitudes aj son constantes, mientras que las funciones de fase φAj son de la forma

φAj(~r) = ~k · ~r − αAj , donde ~k es el vector de propagación y las αAj son las constantes de
fase las cuales especifican el estado de polarización.

~E2 =
1

4

(
~A2e−2iwt + ~A∗e2iwt + 2 ~A · ~A∗

)
. (2.4)
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Mientras, tomando el promedio temporal sobre un intervalo muy grande comparado
con el periodo T = 2π

w ,〈
~E2
〉

=
1

2
~A · ~A∗ =

1

2
(|A2

x + |Ay|2 + |Az|2) =
1

2

(
a21 + a22 + a23

)
. (2.5)

Suponga ahora dos ondas monocromáticas ~E1 y ~E2 están superpuestas en algún punto
P . El campo total en P es

~E = ~E1 + ~E2, (2.6)

aśı que

~E2
1 = ~E2

1 + ~E2
2 + 2 ~E1

~E2, (2.7)

donde la intensidad final en P es

I = I1 + I2 + J12, (2.8)

donde

I1 =
〈
~E2
〉
, I2 =

〈
~E2
2

〉
, (2.9)

son las intensidades de las dos ondas, y

J12 = 2
〈
~E1 · ~E2

〉
, (2.10)

es el termino de interferencia. Sea ~A y ~B las amplitudes complejas de las dos ondas donde

Ax = a1e
iφA1 , · · · , Bx = b1e

iφB1 , · · · (2.11)

Las fases (reales) φAj y φBj de las dos ondas seŕıan en general diferentes, donde las
ondas habrán viajado hasta P por diferentes caminos, pero las condiciones experimentales
son tales que la misma diferencia de fase φ es introducida entre las correspondientes
componentes, tendremos:

φA1 − φB1 = φA2 − φB2 = φA3 − φB3 = φ =
2π

λ0
OPD, (2.12)

donde OPD es la diferencia entre el camino óptico de las dos ondas de sus respectivas
fuentes en común P , y λ0 es la longitud de onda en el vaćıo. En términos de ~A y ~B,

~E1 · ~E2 =
1

4

(
~Ae−iwt + ~A∗eiwt

)
·
(
~Be−iwt + ~B∗eiwt

)

=
1

4

(
~A · ~Be−2iwt + ~A∗ · ~B∗e2iwt + ~A · ~B∗ + ~A∗ · ~B

)
(2.13)

J12 = 2
〈
~E1 · ~E2

〉
=

1

2

(
~A · ~B∗ + ~A∗ · ~B

)
10
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= a1b1 cos(φA1 − φB1) + a2b2 cos(φA2 − φB2) + a3b3 cos(φA3 − φB3)

= (a1b1 + a2b2 + a3b3) cosφ (2.14)

Esta expresión muestra la dependencia de la interferencia en términos de las amplitudes
de las ondas componentes y en la diferencia de fase de las dos ondas. Ahora se considera
la distribución de intensidades resultante de la superposición de dos ondas las cuales se
están propagándose en la dirección z, sea el vector de campo eléctrico de la primera onda
estando en el plano xz y de la segunda onda en el plano yz. Entonces,

a2 = 0, b1 = 0,

y de la Ec.(2.14) el término de interferencia es

J12 = a3b3 cosφ. (2.15)

Debemos concluir que a3 = b3 = 0, es decir que el vector de campo eléctrico de las ondas
deben ser perpendiculares a la dirección z. De aqúı las ondas de luz deben transversales,
en acuerdo con la deducción de la teoŕıa electromagnética.

Consideramos la distribución de intensidades resultante de la superposición de dos
ondas las cuales están propagándose en la dirección z, y son linealmente polarizadas con
sus vectores ~E en la dirección x. Entonces

a2 = a3 = b2 = b3 = 0,

aśı que usando (2.5), (2.9) y (2.14),

I1 =
1

2
a1

2, I2 =
1

2
b1

2, J12 = a1b1 cosφ = 2
√
I1I2 cosφ. (2.16)

La total intensidad es entonces dada por Ec.(2.17) como,

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cosφ. (2.17)

Evidentemente estaŕıa en un máximo de intensidad,

Imax = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cuando |φ| = 0, 2π, 4π, ..., (2.18)

y mı́nimo de intensidad

Imin = I1 + I2 − 2
√
I1I2 cuando |φ| = π, 3π, ..., (2.19)

En el caso especial cuando I1 = I2 , Ec.(2.17) se reduce a

I = 2I1(1 + cosφ) = 4I1 cos2
φ

2
, (2.20)

11
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Figura 2.1: Interferencia de dos haces con igual Intensidad: variación de intensidad con
diferencia de fase.

y la intensidad varia entre un máximo valor Imax = 4I1, y un mı́nimo valor Imin = 0
Fig.(2.1).

La misma fórmula son igualmente validas para luz no polarizada ya que, un haz de
luz natural puede ser representado como una superposición de dos haces linealmente po-
larizados incoherentes en ángulos derechos cada uno del otro (decimos en la dirección x y
y). La interferencia entre las dos componentes puede ser considerada separadamente, y la
intensidad es obtenida por la suma de las intensidades separadas. Donde φ tiene el mismo
valor en cada caso.

Para un caso particular consideremos la interferencia de dos ondas, cuya intensidad se
puede expresar mediante:

I = Ir + Io + 2
√
IrIo cos(φ(x, y)). (2.21)

donde Ir = | ~Er
2| es la intensidad de la onda de referencia, Io = | ~Eo

2| es la intensidad de
la onda de prueba y φ(x, y) es la fase resultante de la diferencia de fase de las ondas. La
Ec.(2.21) se puede reescribir de manera más compacta como

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y)cos(φ(x, y) + φ0). (2.22)

tal que a(x, y) = Ir + Io es conocida como luz de fondo, b(x, y) = 2
√
IrIo conocida

como luz de modulación y la fase φ(x, y) está relacionada con el objeto de prueba de
un interferómetro, y φ0 la fase adicional introducida para poder aplicar las técnicas de
extracción de fase como el método de corrimiento de fase o el método de la transformada
de Fourier, entre otros [3, 56].

El término de interferencia se atribuye a 2
√
I1I2 cos(φ(x, y)) que se obtiene cuando las

fuentes son coherentes espacialmente y como resultado se obtienen franjas de interferencia
brillantes y oscuras, cuya separación entre dos franjas brillantes o dos franjas oscuras
está relacionada con el periodo espacial de la onda de luz empleada.

Los dispositivos diseñados para recrear estos patrones se llaman interferómetros y se
dividen en divisores de frente de onda y divisores de amplitud, en nuestro caso simularemos
una patrón de interferencia sin importar el tipo de interferómetro empleado.
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2.1.1. Diferencia de Fase

La diferencia de fase esta relacionado a la diferencia de la longitud de camino óptico
entre las fuentes y el punto de observación de las dos ondas. Esta es la diferencia de camino
óptico (OPD):

OPD = OPL1 −OPL2 = (
λ

2π
)∆φ, (2.23)

o,

∆φ = (
2π

λ
)OPD. (2.24)

La diferencia de fase cambia por 2π cada vez OPD incrementa por una longitud de
onda. La OPD es por lo tanto constante a lo largo de una franja.

La interferencia constructiva ocurre cuando las dos ondas están en fase, y una franja
brillante o máximo en el patrón de intensidad resulta. Esto corresponde a una diferencia
de fase de un número entero de 2π o un OPD que es un múltiplo de la longitud de onda.
Un franja oscura o mı́nimo en el patrón de intensidad resulta de interferencia destructiva
cuando las dos ondas están fuera de fase por π o la OPD es un número impar de media
longitud de onda.

Para condiciones entre estos valores, un valor intermedio de la intensidad resulta.
Donde ambos la OPD y la diferencia de fase incrementa con el entero m, el valor absoluto
de m es llamado el orden de interferencia. Esta es su inherente precisión que hacen de
la interferometŕıa una valuable herramienta metrológica. La longitud de onda de la luz
es usada como la unidad de medición. Los interferómetros pueden ser usados para medir
pequeñas variaciones en distancia, ı́ndice, o longitud de onda.

Cuando dos ondas monocromáticas están interfiriendo, la franjas de interferencia no
solo existen en el plano de observación, sino a travez de todo el espacio. En muchos casos,
la observación de la interferencia es confinada a un plano, y este plano es usualmente
asumido a ser perpendicular a el eje z.

Como nosotros nos movemos de una franja brillante a una adyacente franja brillante,
la diferencia de fase cambia por 2π. Cada periodo de franja corresponde a un cambio en
la OPD de una sola longitud de onda.

Interferencia de dos haces

Hay dos métodos generales de obtener haces de un solo haz de luz, y este proporciona
una base para clasificar los arreglos usados para producir interferencia. En uno el haz
es dividido al pasar a través de aperturas colocadas lado a lado. Este método, el cual
es llamado división de frente de onda, es útil solo con fuentes suficientemente pequeñas.
Alternativamente el haz es dividido en una o mas reflexiones parciales en la superficies,
en cada una de las cuales parte de la luz es reflejada y parte es transmitida. Este método
es llamado división de amplitud, este puede ser usado con fuentes extendidas, y además
los efectos pueden ser de mayor intensidad que con división de frente de onda. En ambos
casos, es conveniente considerar separadamente los efectos los cuales pueden resultar de
la superposición de dos haces (interferencia de dos haces), y de los que resultan de la
superposición de más de dos haces (interferencia de múltiples haces).

13
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Interferómetro de División de Frente de Onda

Como un ejemplo de un interferómetro de división de frente de onda, se considera el
más viejo de todos los experimentos inteferómetricos debido a Thomas Young (1801). El
frente de onda incidente es dividido al pasar a través de dos pequeños hoyos P1 y P2 en una
pantalla S1. Los emergentes frentes de onda esféricos de P1 y P2 interferirán y el patrón
resultante es observado en la pantalla S2. Esta es una analoǵıa con el caso de dos fuentes
puntuales en la Fig.(2.2) con el plano orientado a el plano yz.

Figura 2.2: Interferencia de dos ondas esféricas.

La diferencia de longitud de camino geométrico s de la luz alcanzada en un punto
arbitrario x en S2 desde P1 y P2 es encontrado de la Fig.(2.3). Donde la distancia z entre
S1 y S2 es mucho más grande que la distancia D entre P1 y P2, nosotros tenemos, una
buena aproximación,

s

D
=
x

z
, s =

D

z
x. (2.25)
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La diferencia de fase se convierte por lo tanto,

∆φ =
2φ

λ
s =

2πD

λz
x (2.26)

el cual, introduciendo dentro en la expresión para la distribución de intensidad resultante,
Ec.(2.27) da,

I(x) = 2I(1 + cos(2π
D

λz
x)). (2.27)

Se obtienen franjas de interferencia paralelas a el eje y con peŕıodo espacial (λz/D) el
cual decrece como la distancia entre P1 y P2 incrementa. Aqúı asumimos que las ondas de
P1 Y P2 son completamente coherentes. Este es un caso ideal y se convierte más y más
dif́ıcil conforme la distancia D entre P1 y P2 es incrementada. El contraste de las franjas
de interferencia en S2 es una medida de grado de coherencia.

Figura 2.3: Interferometro de Young.

División de Amplitud

El más conocido interferómetro de división de amplitud es el interferómetro de Michel-
son bosquejado Fig.(2.4). Aqúı la amplitud de la luz del campo incidente es dividido por
el divisor de haz BS la cual es parcialmente reflejada. Las ondas parcialmente reflejadas
y transmitidas se propagan a los espejos M1 y M2 respectivamente, de donde estas se
reflejan de regreso y recombinan para formar la distribución de interferencia en el detector
D. La diferencia de longitud de camino entre las dos ondas parciales puede variar por el
movimiento de uno de los espejos, es decir, M2, el cual debe ser montado en un objeto.
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Figura 2.4: Interferómetro Michelson.

Un desplazamiento x de M2 da una diferencia de longitud de camino de 2x y la dife-
rencia de fase igual a ∆φ = (2πλ )2x. Esta resulta en una distribución dada por,

I(x) = 2I(1 + cos
4πx

λ
). (2.28)

Como M2 se mueve, su desplazamiento es medido contando el número de máximo de
luz registrado por el detector. Por el conteo del número de máximos por unidad de tiempo,
uno puede encontrar la velocidad del objeto. Otro tipos interferómetros de amplitud son
mostrados en Fig.(2.5).

Figura 2.5: Ejemplos de Interferómetros de División de Amplitud (a) Twyman-Green, (b)
Interferómetro Mach-Zehnder.

2.2. Algoritmos de extracción de fase

2.2.1. Algoritmos basados en la transformada de Fourier

Se puede reconstruir la fase partiendo de la información espacial y temporal contenida
en el patrón de interferencia, por lo que se han desarrollado técnicas de extracción de
fase, por una parte la técnicas espaciales las cuales han sido desarrolladas cuando las
múltiples mediciones de fase son imprácticas: Por mencionar como la desarrollada por
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Takeda a través de la transforma de Fourier, en la cual es necesario trabajar en el espacio
de frecuencias y definir una función portadora espacial mediante una cuña de fase para
calibrar la fase relativa entre las muestras. Generando patrones de franjas abiertas, rectas
e igualmente espaciadas hay que tomar en cuenta que se necesita crear una cuña tal que
introduzca una frecuencia portadora que haga que las franjas cerradas se puedan volver
abiertas, de esta manera se deben tener diferentes cuñas de fase para diferentes patrones
de interferencia, esto implica caracterizar la cuña de fase.

En la búsqueda de encontrar una técnica que reduzca el número de mediciones de
interferogramas se creo una técnica de extracción de fase basado en la transformada de
Fourier por Takeda [56] que solo necesita un interferograma con un término lineal de la
variable espacial y una frecuencia portadora µ0.

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(2πµ0x+ φ(x, y)). (2.29)

Una inclinación grande entre el frente de onda de referencia y el frente de onda evaluado
producen franjas de frecuencia µ0, el cual es tratado como un patrón de frecuencia espacial.
Asumimos que la inclinación es dirigida solo a lo largo del eje x. El método de análisis de
Fourier se realiza en el dominio de la frecuencia espacial. Un patrón de interferencia con
inclinación es descrito como:

I(x, y) = a(x, y) + c(x, y)ei2πµ0x + c∗(x, y)e−i2πµ0x, (2.30)

donde

c(x, y) =
b(x, y)

2
eiφ(x,y), (2.31)

y el śımbolo ∗ indica el complejo conjugado. Aplicando la propiedad de corrimiento en la
frecuencia la transformada de Fourier en una dimensión de I(x, y) produce.

Ĩ(µ, y) = ã(µ, y) + c̃(µ− µ0, y) + c̃∗(µ+ µ0, y), (2.32)

donde µ es la coordenada de la frecuencia espacial y el śımbolo ∼ nos indica la
transformada de Fourier. Esta función es trimodal con picos en −µ0, µ0 y el origen co-
mo dibujado en la Fig.(2.6). La componente de este espectro centrado en µ0 puede ser
recobrado sin la portadora por un primer filtraje en la banda de frecuencias y entonces
desplazamos el espectro aislado devuelta al origen. Esto nos da como resultado la función
c̃(µ, y). Una transformada inversa de Fourier nos da c(x, y). Se puede describir la tangente
de la fase como:

tanφ(x, y) =
Im [c(x, y)]

Re [c(x, y)]
, (2.33)

donde Re e Im se refieren a la parte real e imaginaria de la función c(x, y).

La técnica de la transformada de Fourier ha generado una infinidad de algoritmos ba-
sados en estos conceptos con considerables mejoras ampliando la forma de los patrones
que son posibles evaluar. La ventaja de estos algoritmos es que es posible extraer la infor-
mación de fase de una sola captura de un patrón de interferencia ganando tiempo en el
procesamiento a costa de una buena aproximación en la medición de la fase.
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Figura 2.6: Análisis de franjas de Fourier:(a) el espectro del interferograma y (b) el espectro
procesado

Algunas desventajas son en los casos donde hay discontinuidad de los patrones de
franjas, generando en el espacio de Fourier que los lóbulos se expandan en el dominio
de frecuencias.

El tamaño finito de la mascara espectral usada para aislar los lóbulos causa regiones
de perdida de información en el dominio espacial.

La no monoticidad de la fase para franjas cerradas introduce ambigüedad en el signo
de la fase lo cual se evita capturando dos patrones.

2.2.2. Algoritmos de Corrimiento de fase

Las investigaciones realizadas en el campo de la óptica para analizar la fase a partir de
patrones de interferencia tuvo su repunte con las aportaciones realizadas por Brunning [3]
introduciendo el uso del piezoeléctrico para crear corrimientos que consisten en modificar
de manera muy precisa la diferencia de camino óptico de los haces que interfieren dentro
de un arreglo interferométrico, encontrando una solución para medir la fase al resolver un
sistema de tres ecuaciones lineales que es sabido tiene solución si el número de ecuaciones
es mayor que el número de incógnitas donde las expresiones desconocidas son la función
de fase φ(x, y), la luz de fondo a(x, y) = A2

r + A2
o y de modulación b(x, y) =

√
ArAo

y las cantidades conocidas son las intensidades In asociadas a los corrimientos también
conocidos αn.

In = a+ bcos(φ+ αn), (2.34)
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αn =
2πn

N
, donde n = 0, 1, 2, 3, , N − 1. N ≥ 3. (2.35)

tanφ(x, y) =

∑
In(x, y) sinαn∑
In(x, y) cosαn

. (2.36)

Es una condición muy importante al momento de capturar patrones de interferencia
que la visibilidad sea máxima,

v =
Imax − Imin
Imax + Imin

=
b(x, y)

a(x, y)
. (2.37)

Los algoritmos de corrimiento de fase necesitan un mı́nimo tres patrones de interfe-
rencia con corrimientos conocidos formando un sistema de ecuaciones donde las variables
desconocidas son la luz de fondo, la luz de modulación y la fase del objeto de prueba. El
proceso de medir la fase se realiza sobre todo patrón de interferencia generando un sistema
de tres ecuaciones por cada ṕıxel que conforma los interferogramas a evaluar lo cual hace
a este método preciso con el inconveniente de calibrar muy bien los corrimientos, otra ven-
taja es que se puede mejorar la medición de la fase entre más muestras de interferogramas
son registradas mediante el método de mı́nimos cuadrados. Entre sus desventajas está el
tiempo invertido en calibrar el corrimiento que se quiere introducir en cada captura de un
patrón de interferencia además que solo necesita que los corrimientos sean constantes.

En la práctica hay complicaciones al implementar con exactitud el corrimiento de fase
que se propone teóricamente, debido a la calibración del piezoeléctrico y a la estabilidad
del arreglo interferométrico que esta sujeta ha vibraciones sobre la superficie de trabajo,
entre otros factores.

En su propuesta Brunning generaliza la medición de la fase al evaluar la captura de N
patrones de interferencia con un número s de peŕıodos registrados por la cámara, el realiza
un análisis en que considera varias mediciones y promedia los resultados, de esta forma
es posible compensar los errores asociados de las fluctuaciones del láser que genera bajas
frecuencias aleatorias, el ruido asociado al detector que también introduce variaciones
en la frecuencia, desviaciones asociadas al voltaje aplicado al piezoeléctrico, también las
vibraciones mecánicas del sistema y factores ambientales.

En su arreglo experimental considera un interferometro de Twyman- Green donde los
frentes de onda ha interferir tienen la forma Ec.(2.38) y Ec.(2.39) donde co representa
el camino óptico del haz que va del divisor de haz hasta el espejo de referencia cuya
trayectoria será modificada por el piezoeléctrico y w(x, y) representa la superficie a ser
evaluada que estará montada en el brazo de prueba del interferómetro, al sumar los campos
y calcular su magnitud obtenemos la expresión Ec.(2.40) que representa la irradiancia con
φ(x, y) = 2kw(x, y) y αn = 2kco(x, y).

W1 = ArExp(iαn), k =
2π

λ
, (2.38)

W2 = AoExp[iφ(x, y)], (2.39)

I(x, y, α) = (W1 +W2)(W1 +W2)
∗ = A2

r +A2
o + 2ArAo cos[φ(x, y)− αn]. (2.40)
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La forma de representar mejor el patrón de interferencia para cuando se realizan varias
mediciones se representa en la Ec.(2.41),

I(x, y, α) = a+ bc cosα+ bs sinαn, (2.41)

a =
1

N

N−1∑
n=0

I(x, y, αn) = A2
r +A2

o, (2.42)

bc =
2

N

N−1∑
n=0

I(x, y, αn) cosαn = 2ArAo cosφ(x, y), (2.43)

bs =
2

N

N−1∑
n=0

I(x, y, αn) sinαn = 2ArAo sinφ(x, y), (2.44)

φ(x, y) = tan−1(bs/bc) mod [2π], (2.45)

α = αn = 2k
n

N

λ

2
n = 0, 1, · · · , N − 1. (2.46)

Como podemos observar al desarrollar el patrón de interferencia en series de Fourier
observamos que representa una técnica de detección sincrónica ya que es posible sincronizar
los corrimientos de fase y el tiempo de captura de los patrones. Un problema al realizar
estas mediciones radica cuando hay una deriva o fluctuaciones de frecuencias que tienden
a acercarse a los valores de la frecuencia portadora α = 2kco(t) durante el tiempo de
muestreo, el cual es el tiempo necesario para mover el espejo de referencia pλ/2 o p periodos
de la función I(x, y, α). Una forma de compensar estas mediciones es aleatorizando la
medición.

El aleatorizar el orden de muestreo de los datos transforma una deriva con una fuerte
componente cercana a la frecuencia portadora a unas componentes de frecuencias unifor-
memente distribuidas sobre un muy amplio espectro de frecuencias.

Una forma para calibrar la medición y minimizar el efecto de la deriva y otras fuentes
de error es desarrollando los términos bc y bs de la serie de Fourier que representa a la
intensidad Ecs.(2.43) y (2.44) que al graficarse en pares ordenados los puntos no forman
una recta, se considera que hay deriva en la medición y debe volverse a repetirse la captura
de nuevos patrones.

2.2.3. Algoritmos de AutoCalibración

Los métodos de interferometŕıa de corrimiento de fase han tenido un uso muy extendido
ya que han demostrado que entre mayor sea el número de interferogramas con un corri-
miento conocido y constante es mejor la aproximación a la función de fase. Considerando
que hay errores asociados a la traslación y estabilidad del arreglo, se han desarrollados
algoritmos de autocalibración (SPSI) que toman en cuenta los siguientes factores: la depen-
dencia espacial de las vibraciones, fluctuaciones de la intensidad temporal, turbulencias de
aire, insensibilidad a un orden de desnivel de voltaje de un PZT con pendiente equivocada,
variaciones no lineales de la potencia de un haz.
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Los primeros algoritmos de corrimiento de fase no consideraban conocido el paso de fase
como el propuesto por Carré [5] pero si necesitaba ser constante entre cada interferograma
lo cual dio inicio a los primeros algoritmos de auto-calibración.

Sean los interferogramas donde

I1(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y)− 3α/2] , (2.47)

I2(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y)− α/2] , (2.48)

I3(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y) + α/2] , (2.49)

I4(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y) + 3α/2] , (2.50)

El paso de α(x, y) es obtenido de,

α(x, y) = 2 tan−1

√
3(I2 − I3)− (I1 − I4)
I2 − I3 + (I1 − I4)

, (2.51)

y la fase es obtenido por

φ(x, y) = tan−1
(

tan(α/2)

[
(I1 − I4) + (I2 − I3)
(I2 + I3)− (I1 + I4)

])
. (2.52)

El algoritmo esta basado en la suposición que solo errores lineales existen en el PZT,
un caso que es muy improbable. Carré afirma que 110◦ es el mejor corrimiento de fase sin
citar una explicación. Un detallado estudio por Kemao [6] usando expansión de serie de
Taylor de la función de fase de interferencia revela que 110◦ es el mejor corrimiento de fase
solo para errores de intensidad aleatorios, y no para pasos de fase o errores de intensidad
sistemáticos. El estudio también ha revelado que ese paso de fase debe ser menor que 120◦

a fin de minimizar el error en el corrimiento de fase de segundo orden. Ademas, el paso de
fase entre 90◦ y 120◦, fue considerado para minimizar los errores de intensidad de segundo
y tercer orden. Para que el algoritmo de Carré trabaje apropiadamente el numerador de la
Ec.(2.52) debe ser positivo. Sin embargo, esta condición es verdadera sólo para imágenes
perfectas y no se podrá mantener en la presencia de fuentes de error.

Otro ejemplo de un algoritmo de auto-calibración es el propuesto por Hariharan [7]
que necesita cuatro corrimientos I1, I2, I3, e I4 con sus adicionales corrimientos de fase
−3α, −α, +α, y +3α, respectivamente,

tan2 α =
3I2 − 3I3 − I1 + I4
I1 + I2 − I3 − I4

, (2.53)

tan2 φ =
(3I2 − 3I3 − I1 + I4)(I1 + I2 − I3 − I4)

(I1 − I2 − I3 + I4)2
. (2.54)

Algo particular ocurre cuando la diferencia de fase entre los haces que interfieren es
cercano a mπ por lo que el numerador y denominador de las Ecs. (2.53) y (2.54) tiendan
a cero creando una mayor incertidumbre en la medición de α y φ.
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Bajo estas condiciones propone utilizar 5 patrones cuyos corrimientos son −2α, −α, 0,
α, 2α, además mediante estos patrones mide los errores al aplicar voltaje a un piezoeléctrico
considerando un corrimiento de π/2, la Fig.(2.7) muestra los errores de no-linealidad,
histéresis y deriva lineal.

Figura 2.7: Movimiento de el PZT como una función del voltaje aplicado a mostrar los
errores t́ıpicos (a) nolinealidad, (b) histeresis; y (c) deriva lineal.

En el primer caso mostrado en la Fig.(2.7)(a), el PZT tiene una respuesta no lineal
con desviaciones de linealidad de ±1◦ en el desplazamiento de referencia de ±π/2. En
la Fig.(2)(b) el PZT exhibe histéresis con desviaciones de linealidad de ±2◦ cuando el
corrimiento de fase de referencia es 0◦ y ±1◦ cuando el corrimiento es igual a 90◦. Otra
fuente de error Fig.(2.7)(c) es la deriva lineal del PZT la cual es de 4◦ para los corrimientos
de −178◦, −88,5◦, 1◦, 90,5◦ y 180◦ y 180◦, 89,5◦, −1◦, −91,5◦, y −182◦ en el segundo
conjunto. El máximo error en la fase φ después de promediar los dos conjunto de mediciones
es de 0,001◦.

I1(x, y) = a+ b cos(φ(x, y)− 2α), (2.55)

I2(x, y) = a+ b cos(φ(x, y)− α), (2.56)

I3(x, y) = a+ b cosφ(x, y), (2.57)

I4(x, y) = a+ b cos(φ(x, y) + α), (2.58)

I5(x, y) = a+ b cos(φ(x, y) + 2α). (2.59)
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Las siguientes ecuaciones se obtienen cuando se considera un corrimiento de 90◦,

I2 − I4
2I3 − I5 − I1

=
sinα sinφ

(1− cos 2α) cosφ
, (2.60)

tanφ =
2(I2 − I4)

2I3 − I5 − I1
. (2.61)

Para comprobar que el corrimiento fuera α = π/2 se utilizó la Ec.(2.62), este corri-
miento se obtiene modificando el voltaje aplicado al piezoeléctrico hasta conseguir que
cosα = 0 para realizar esta medición solo se necesitan cuatro mediciones de los patrones
de interferencia.

cosα =
I5 − I1

2(I4 − I2)
. (2.62)

2.2.4. Extracción de fase utilizando Mı́nimos Cuadrados

Expresando el patrón de interferencia por la Ec.(2.63) para un valor de corrimiento
arbitrario,

In = a+ b cos(φ+ αn) = I0 + b cosφ cosαn − b sinφ sinαn, (2.63)

renombrando,

a0 = a = I0,

a1 = b cosφ,

a2 = −b sinφ,

Aplicando el método de mı́nimos cuadrados para N interferogramas con corrimientos
arbitrarios obtenemos una expresión más general para reconstruir la fase utilizando la
función tangente.

E(a0, a1, a2) =
N−1∑
n=0

(In + a0 + a1 cosαn + a2 sinαn)2 , (2.64)

∂E/∂as = 0 para s = 0, 1, 2. (2.65)

φ = arctan(−a2
a1

). (2.66)
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2.2.5. Algoritmo de Corrimiento de Fase Generalizado de Autocalibra-
ción

Hay otras variantes de algoritmos que permiten que el corrimiento sea desconocido y no
constante a las cuales se les asocia el nombre de técnicas de interferometŕıa de corrimiento
de fase de generalizado de autocalibración (GSPSI) en estas se observa que el número
de incógnitas es mayor que el número interferogramas capturados. Destacan entre estos
los algoritmos iterativos que involucran campos de difracción [32–34], los que utilizan
ecuaciones de lissajous [26,27] y los métodos de mı́nimos cuadrados, normalización.

Se han desarrollado otras técnicas de corrimiento de fase en las que no es preciso conocer
de manera inicial estos valores, a estás técnicas se les asocia el nombre de interferometŕıa
de corrimiento de fase generalizado (GSPSI).

Las principales propiedades de las técnicas GSPSI son:

1. a, b, φ son constantes en el tiempo.

2. αn es desconocido y arbitrario.

3. El número de corrimientos puede ser N ≥ 2.

4. Se forma un sistema de N ecuaciones por (N + 3) incógnitas para N corrimientos,
como consecuencia no hay solución bajo el criterio del PSI.

5. Las soluciones son aproximadas, basados en encontrar los N corrimientos αn donde
n = 0, 1, 2, , N − 1.

6. Encontrar la fase del objeto φ por el método del PSI.

Al igual que con PSI, con GSPSI se puede extraer la información de la fase φ conte-
nida en un patrón de interferencia, para tal fin primero es necesario encontrar los valores
de las fases adicionales αn, mediante las relaciones matemáticas y propiedades f́ısicas entre
los patrones de interferencia.

Se han propuestos técnicas GSPSI con solo dos interferogramas de campos de difrac-
ción con un corrimiento entre ambos de 0 < α < π y la intensidad de la onda de referencia
constante. Calculando la suma y resta de ambas interferogramas y promediando estas
cantidades se despeja el valor del corrimiento de fase, con el valor de α se encuentra la
intensidad del frente de onda del objeto en el plano donde se registran los patrones de
interferencia y finalmente calcular el campo del objeto en el plano de entrada aplicando
la transformada inversa de Fresnel [33].

Guanming Lai and Toyohiko Yata desarrollaron un algoritmo basado en la transforma
de Fourier para medir el corrimiento de la fase de referencia en tiempo real, en su arreglo
interferométrico en el del brazo de prueba se coloca una superficie a evaluar y en el mismo
plano pero separado una pequeña distancia un espejo inclinado que se comporta como una
cuña de fase que introduce una función lineal, en el brazo de referencia se coloca un espejo
que es desplazado fracciones de longitud de onda mediante un piezoeléctrico. Al interferir
el campo de referencia y el de prueba en el plano de observación se van ha formar dos
tipos de franjas. Las franjas de intensidades que están en la parte superior del plano de
observación corresponden a la interferencia del campo del objeto de prueba y el campo
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de referencia que modifica su camino óptico por el PZT, en la parte inferior se obtienen
franjas rectas producidas por la interferencia del campo asociado al espejo inclinado y el
campo de referencia modificado por PZT. Nombraremos a las franjas de la parte inferior
franjas de referencia y son lineas rectas con frecuencia espacial f y fase inicial α esta
constante es importante conocerla ya que nos permite determinar los corrimientos en los
interferogramas del objeto a evaluar el cual parte en la primera captura con este valor de
corrimiento inicial el cual es desconocido. Al conocer el valor de la frecuencia portadora
es posible extraer mediante la transformada de Fourier el corrimiento inicial α el cual es
el valor del corrimiento de referencia inicial y determinar los valores de los corrimientos
en los interferogramas del objeto de prueba. Aplicando el operador de la transformada
de Fourier sobre el interferograma de franjas rectas que es representado por la Ec.(2.68)
obtenemos su espectro Ec(2.69)

I(x) = a(x) + b(x) cos(φ(x) + αn), (2.67)

Ir(x) = a(x) + b(x) cos(2πfx+ α), (2.68)

Ĩ(µ) =

∫ ∞
−∞

I(x) exp(−2πiµx)dx, (2.69)

Ĩ(µ) = ã(µ) + c̃(µ− f) exp(iα) + c̃(µ+ f) exp(−iα), (2.70)

donde,

ã(µ) =

∫ ∞
−∞

a(x) exp(−2πiµx)dx, (2.71)

c̃(µ) =

∫ ∞
−∞

b(x) exp(−2πiµx)dx, (2.72)

son las transformadas de Fourier de la luz de fondo y el primer orden del espectro de
la intensidad. Es importante que la frecuencia espacial de las franjas rectas tenga un valor
alto tal que el primer orden del espectro pueda separarse del orden cero. El espectro del
interferograma es evaluado por una función ventana que solo toma el espectro del primer
orden.

l̃′(µ) = c̃(µ− f) exp(iα). (2.73)

Aplicando el logaritmo en el espectro filtrado en f ,

log[l̃′(f)] = log[c̃(0)] + iα. (2.74)

Si la luz de fondo y la luz de modulación no vaŕıan en el tiempo la fase de la Ec.(2.74)
también sera una constante. Aśı el valor de corrimiento de fase inicial α corresponderá a
la parte imaginaria del logaritmo del espectro filtrado evaluado en la frecuencia f menos
una constante.

α = Im
[
log[l̃′(f)]

]
− constante. (2.75)
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Al conocer los corrimientos de fase se puede decodificar la información de la fase
del objeto de prueba al capturar como mı́nimo tres interferogramas con sus respectivos
corrimientos y se procede con las métodos de extracción de fase derivados de la técnica
propuesta por Brunning que utiliza la tangente.

2.2.6. Métodos de extracción basados en las figuras de Lissajous

En un principio Kinnstaetter [38] utilizó las figuras de Lissajous para determinar los
errores originados de las no-linealidades del detector, derivas del láser y la mala calibración
del PZT en el corrimiento de fase. En este método la figura de Lissajous es graficada
usando el corrimiento de fase como un parámetro de las intensidades obtenidas de dos
puntos en el patrón de franjas separados aproximadamente en cuadratura. Un algoritmo
iterativo selecciona dos detectores del arreglo de la cámara CCD los cuales están en
cuadratura, los fotovoltajes de los detectores se grafican en las abscisas y en las ordenadas
formando una figura de Lissajous la cual corresponderá a un ćırculo si la diferencia de fase
del detector esta en cuadratura y la medición de la intensidad, visibilidad, y sensibilidad
de los elementos del detector en dos puntos de la matriz de la cámara CCD son iguales.

De la formación de las figuras de Lissajous Kinnstaetter concluye lo siguiente:

Los puntos no equidistantes en la circunferencia de la figura de Lissajous muestra
que los corrimientos de fase no son igualmente espaciados (un hecho atribuido a las
no-linealidades del piezoeléctrico).

La incorrecta calibración del piezoeléctrico resulta en el solapamiento de los puntos
en la circunferencia.

La figura de Lissajous muestra altos armónicos o frecuencias si la intensidad prome-
dio varia en el peŕıodo de captura.

Las figuras de Lissajous es también un indicador de las vibraciones inducidas mien-
tras se registra el interferograma. Las bajas frecuencias mueven los puntos brillantes
alrededor de la circunferencia de la figura de Lissajous y las altas frecuencias mueven
los puntos de intensidad hacia el centro de gravedad de la figura.

Las caracteŕısticas no lineales del detector resulta en la degradación de las usuales
geometŕıas de Lissajous elipses o ćırculos.

Al identificar las caracteŕısticas de la figura de Lissajous, un algoritmo iterativo es apli-
cado para ajustar el mecanismo de paso f́ısico para obtener corrimientos de fase igualmente
espaciados donde los corrimientos de fase aplicados por el piezoeléctrico son ejecutados al
rectificar el valor de voltaje necesario para cada desplazamiento, este algoritmo iterativo
es repetido varias veces hasta que la figura de Lissajous esta en cuadratura.

Otro método basado en las figuras de Lissajous es el propuesto por Farell el cual es
un método de extracción de fase espacio-temporal que utiliza las variaciones espaciales
de los perfiles de intensidades para ajustar a una elipse mediante el algoritmo de Books-
tein [36] para recuperar la información de la luz de fondo, modulación y corrimientos de
fase, los perfiles de intensidad se extraen de dos interferogramas corridos en fase que son
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representados por las Ec.(2.76) y Ec.(2.77) donde φ(x, y) es una función de x, y y α es el
desfase.

I1 = a1 + b1 cos(φ), (2.76)

I2 = a2 + b2 cos(φ+ α). (2.77)

Al desarrollar las ecuaciones que representan los perfiles de intensidad y poner en
cuadratura obtenemos la Ec.(2.78),

(I1 − a1)2

b21
− 2 cosα(I1 − a1)(I2 − a2)

b1b2
+

(I2 − a2)2

b22
= sin2 α, (2.78)

Desarrollando la ecuación anterior obtenemos la fórmula general de las cónicas con los
parámetros A, B, C, D, E que se obtienen mediante el algoritmo de Bookstein [36] estos
también van a servir para determinar los valores de a1, a2, b1, b2 y α.

AI21 +BI1I2 + CI22 +DI1 + EI2 = 1, (2.79)

A = b22/k, B = −(2b1b2 cosα)/k, C = b21/k, (2.80)

D = 2(a2b1b2 cosα− a1b22)/k, E = 2(a1b1b2 cosα− a2b21)/k, (2.81)

con,

k = b21b
2
2 sin2 α+ 2a1a2b1b2 cosα− a21b22 − a22b21. (2.82)

Los siguientes parámetros también se obtienen a través del método de mı́nimos como
se mostrara más adelante en esta tesis,

α = arc cos(
−B√
4AC

), a1 =
2CD −BE
B2 − 4AC

, a2 =
2AE −BD
B2 − 4AC

, (2.83)

b1 =

√
4C

B2 − 4AC
(F +

CD2 +AE2 −BDE
B2 − 4AC

), (2.84)

b2 =

√
4A

B2 − 4AC
(F +

CD2 +AE2 −BDE
B2 − 4AC

). (2.85)

Farrell propone dos algoritmos para extraer la fase de objeto de prueba consideran-
do que al aplicar el algoritmo de Bookstein obtenemos los valores de la luz de fondo e
iluminación y corrimiento de fase. El primero de estos considera que la luz de fondo e ilu-
minación es diferente entre interferogramas con diferente paso de fase formando un sistema
de ecuaciones que al resolverse da la información de la fase en términos de la tangente.

φ(x, y) = arctan

(
(
∑

n bn cos2 αn)S − (
∑

n sinαn cosαn)C

(
∑

n bn sinαn cosαn)S − (
∑

n bn sin2 αn)C

)
, (2.86)
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C =
∑
n

(In cosαn − an cosαn) , (2.87)

S =
∑
n

(In sinn−an sinαn) . (2.88)

La segunda propuesta considera que la luz de fondo e iluminación no cambia en todos
los interferogramas con corrimiento de fase llegando también a formar un sistema de
ecuaciones donde la fase queda determinada en términos de la tangente.

φ(x, y) = arctan

(
CCIS − SCIC
SCIS − SSIC

)
, (2.89)

donde,

SC = N
∑
n

sinαn cosαn −
∑
n

sinαn
∑
n

cosαn, (2.90)

IC = N
∑
n

In cosαn −
∑
n

In
∑
n

cosαn, (2.91)

IS = N
∑
k

Ik sinαn −
∑
n

In
∑
n

sinαn, (2.92)

CC = N
∑
n

cos2 αn −

(∑
n

cosαn

)2

, (2.93)

SS = N
∑
n

sin2 αn −

(∑
n

sinαn

)2

. (2.94)

Ambos algoritmos se generalizan para N interferogramas corridos en fase. También
propone un algoritmo de corrección de patrón de franjas considerando que se mide el
error entre el corrimiento aplicado por el piezoeléctrico y el corrimiento obtenido por el
algoritmo de Bookstein donde ε es la diferencia entre ambos. Los patrones de interferencia
corregidos son evaluados por el algoritmo que el propone o por los algoritmos derivados
de los métodos de Brunning.

I2 = [(I2+ε − a2) + (b2/b1) (I1 − a1) sin ε] cos ε+ a2 . (2.95)

Se puede considerar el algoritmo de Farrell como una técnica de auto-calibración ya
que los corrimientos no necesitan ser constante y son arbitrarios.
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2.3. Módelo Matématico de Elipses.

A nivel histórico la geometŕıa anaĺıtica ha permitido explicar importantes problemas
relacionados con fenómenos f́ısicos. En óptica se puede analizar la polarización (lineal,
circular, eĺıptica), determinando la relación de diferencia de fase entre las componentes de
amplitud del campo eléctrico o magnético. En mecánica clásica nos facilita el análisis del
movimiento de los cuerpos celestes, mediante las tres ecuaciones de movimiento de Kepler.

Para el desarrollo de esta tesis es necesario mencionar algunos conceptos básicos de
geometŕıa anaĺıtica, en particular la ecuación general de segundo orden que define a los
lugares geométricos definidos como cónicas: parábola, el circulo, la elipse y la hipérbola.

En part́ıcular nos centraremos en definir las propiedades geométricas de la elipse, que
es la base para plantear un problema relacionado con la interferometŕıa. Por conveniencia
se describirá de manera general la ecuación de segundo grado y más adelante se enfocara
en las propiedades de la elipse.

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0. (2.96)

Consideraremos el caso en que la Ec.(2.96) representa a todos lugares geométricos
definidos como cónicas donde los valores de los coeficientes A, B, C, D, E, F dan indicios
de que tipo de lugar geométrico representan. Si A y C tienen el mismo signo representan
una elipse y si además A = C representarán un ćırculo, con A = 0 o C = 0 representaran
una parábola, si A y B tienen diferente signo representará una hipérbola. Con B 6= 0 se
indica que la cónica forma un ángulo diferente de 0◦ con respecto al eje x y los coeficientes
de los términos lineales D, E indican si se ha realizado una traslación horizontal sobre el
eje x o vertical sobre el eje y fuera del origen de coordenadas. El último término de la
Ec.(2.96) representa una constante.

Podemos expresar la ecuación general de segundo grado en términos de otro sistema
de ejes coordenados x′, y′ que forman un ángulo ψ con respecto a los ejes x, y, de tal
manera que la elipse, parábola o hipérbola no tengan un ángulo de inclinación en estos
ejes coordenados x′, y′.

Apliquemos a la ecuación general,

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

en donde B 6= 0, y las ecuaciones de transformación por rotación son

x = x′ cosψ − y′ sinψ, y = x′ sinψ + y′ cosψ,

Tenemos

A(x′ cosψ − y′ sinψ)2 +B(x′ cosψ − y′ sinψ)(x′ sinψ + y′ cosψ),

+C(x′ sinψ + y′ cosψ)2 +D(x′ cosψ − y′ sinψ),

+E(x′ sinψ + y′ cosψ) + F = 0.

Desarrollando y reagrupando los términos, obtenemos

A′x′2 +B′x′y′ + C ′y′2 +D′x′ + E′y′ + F ′ = 0, (2.97)
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en donde,

A′ = A cos2 ψ +B sinψ cosψ + C sin2 ψ,

B′ = 2(C −A) sinψ cosψ +B(cos2 ψ − sin2 ψ),

C ′ = A sin2 ψ −B sinψ cosψ + C cos2 ψ,

D′ = D cosψ + E sinψ,

E′ = E cosψ −D sinψ,

F ′ = F.

Si la ecuación transformada Ec.(2.97) va a carecer del término en x′y′, el coeficiente
de B′ debe anularse. Por tanto, debemos tener,

2(C −A) sinψ cosψ +B(cos2 ψ − sin2 ψ) = 0.

Por medio de las fórmulas trigométricas del ángulo doble, esta última ecuación puede
escribirse en la forma,

(C −A) sin 2ψ +B cos 2ψ = 0. (2.98)

Si A 6= C, de la Ec.(2.98) tenemos la relación,

tan 2ψ =
B

A− C
. (2.99)

Si A = C, entonces la Ec.(2.98) se reduce a la forma,

B cos 2ψ = 0. (2.100)

Como B 6= 0, por hipótesis, se sigue que,

cos 2ψ = 0. (2.101)

El ángulo de rotación ψ queda restringido al intervalo 0◦ ≤ ψ ≤ 90◦, de manera que el
intervalo de variación para 2ψ es 0◦ ≤ 2ψ ≤ 180◦. Por tanto de la Ec.(2.101) tenemos,

2ψ = 90◦ y ψ = 45◦.

La ecuación general de segundo grado,

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

en donde B 6= 0, puede transformarse siempre en otra de la forma,

A′x′2 + C ′y′2 +D′x′ + E′y′ + F ′ = 0, (2.102)

sin término en x′y′, haciendo girar los ejes coordenados un ángulo positivo agudo ψ tal
como lo muestra la Ec.(2.99).
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A partir de los valores de los coeficientes A, B, C podemos determinar el ángulo de
inclinación ψ introducido en las ecuaciones de rotación de coordenadas.

Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una
constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definición de una elipse excluye el
caso en que el punto móvil esta sobre el segmento que une los focos.

Figura 2.8: Elipse

Designemos por F y F ′ Fig.(2.8) los focos de una elipse. La recta l que pasa por los
focos tiene varios nombres; veremos que es conveniente introducir el término de eje focal
para designar esta recta. El eje focal corta a la elipse en dos puntos, V y V ′, llamados
vértices. La porción del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento V V ′, se llama
eje mayor. El punto O del eje focal, punto medio del segmento que une los focos, se llama
centro. La recta l′ que pasa por O y es perpendicular al eje focal l tiene varios nombres;
encontraremos conveniente introducir el término eje normal para designarla. El eje normal
l′ corta a la elipse en dos puntos, J y J ′ , y el segmento JJ ′ se llama eje menor. Un
segmento tal como MM ′, que une dos puntos diferentes cualesquiera de la elipse, se llama
cuerda. En particular, una cuerda que pasa por uno de los focos, tal como GG′ , se llama
cuerda focal. Una cuerda focal, tal como LL′, perpendicular al eje focal l se llama lado
recto. Evidentemente como la elipse tiene dos focos, tiene también dos lados rectos. Una
cuerda que pasa por O, tal como NN ′, se llama un diámetro. Si P es un punto cualquiera
de la elipse, los segmentos FP y F ′P que unen los focos con el punto P se llaman radios
vectores de P .

Consideremos la elipse de centro en el origen y cuyo eje focal coincide el eje X Fig.(2.9).
Los focos F y F ′ están sobre el eje X. Como el centro O es el punto medio del segmento
FF ′, las coordenadas de F y F ′ serán, por ejemplo, (f, 0) y (−f, 0), respectivamente, siendo
f una constante positiva. Sea P (x, y) un punto cualquiera de la elipse. Por la definición
de la curva, el punto P debe satisfacer la condición geométrica.∣∣FP ∣∣+

∣∣F ′P ∣∣ = 2x0, (2.103)

en donde x0 es una constante positiva mayor que f ,
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∣∣FP ∣∣ =
√

(x− f)2 + y2,
∣∣F ′P ∣∣ =

√
(x+ f)2 + y2. (2.104)

Para cada elipse, x0 es la longitud del semieje mayor, y0 la del semieje menor, y x0, y0
y f están ligados por la relación,

x20 = y20 + f2,

de manera que la condición geométrica Ec.(2.103) está expresada anaĺıticamente por
la ecuación, √

(x− f)2 + y2 +
√

(x+ f)2 + y2 = 2x0. (2.105)

Figura 2.9: Elipse.

Para simplificar la Ec.(2.105), pasamos el segundo radical al segundo miembro, eleva-
mos a1 cuadrado, simplificamos y agrupamos los términos semejantes. Esto nos da,

fx+ x20 = x0
√

(x+ f)2 + y2. (2.106)

A partir de está relación podemos llegar a la ecuación de la elipse que representa una
elipse centrada en el origen y con el eje focal coincidiendo con el eje X, distancia focal
igual a 2f y cantidad constante igual a 2x0 es,

x2

x20
+
y2

y20
= 1. (2.107)

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y las coordenadas de los focos son (0, f)
y (0,−f), la ecuación de la elipse es,

x2

y20
+
y2

x20
= 1. (2.108)

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es
2y20
x0

y la excentricidad ε
está dada por la fórmula,
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ε =
y0
x0

< 1.

Para el caso de una elipse rotada en el origen, las ecuaciones paramétricas que definen
cada par de puntos en la elipse son Ec.(2.109), Ec.(2.110) donde hay una diferencia de fase
α entre las ambas componentes.

x = x0 cosϕ, (2.109)

y = y0 cos(ϕ− α). (2.110)

Desarrollando llegamos a la relación Ec.(2.111) que se puede reescribir en la forma general
de una ecuación cuadrática como la Ec.(2.112),

x2

x20
+
y2

y20
− 2xy

x0y0
cosα = sen2 α, (2.111)

y20x
2 − 2x0y0 cosαxy + x20y

2 − x20y20 sin2 α = 0. (2.112)

Tomando como caso particular cuando la ecuación de segundo grado representa a una
elipse rotada un ángulo ψ centrada en el origen de coordenadas, definimos los valores de
los parámetros A, B, C, F como: A = y20, B = −2y0x0 cosα, C = x20, F = −y20x20 sin2 α.
Conociendo estos valores se pueden sustituir en la Ec.(2.111) que nos da la inclinación de la
elipse rotada Ec.(2.113). Además de definir la excentricidad Ec.(2.114), con las constantes
B′ y A′ Ec.(2.115), el ángulo de inclinación del rectángulo en el que esta circunscrito la
elipse Ec.(2.116) y sus relaciones inversas Ec.(3.2), Ec.(2.118).

tan 2ψ =
2x0y0 cosα

x20 − y20
, (2.113)

sin 2ε =
2x0y0
x20 + y20

sinα, (2.114)

tan ε =

√
B′

A′
, (2.115)

tan θ =
y0
x0
, cot θ =

x0
y0
, (2.116)

tan 2ψ = (tan 2θ) cosα, sin 2ε = (sin 2θ) sinα, (2.117)

tanα = tan(2ε) csc(ψ), cos(2θ) = cos(2α) cos(2ψ). (2.118)
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Figura 2.10: Elipse rotada.

2.4. Mı́nimos Cuadrados

En ciencia y ingenieŕıa es frecuente el caso que un experimento produzca un conjunto
de puntos de datos, donde las abscisas son distintas. Una meta de los métodos numéricos
es el determinar una fórmula matemática que relacione estas variables.

Hay diferentes posibilidades para el tipo de función que puede ser usada. Frecuen-
temente hay un modelo matemático, basado en la naturaleza de la situación f́ısica, que
determina la forma de la función. Considerando que en cualquier experimento se encuen-
tran fuentes de error (error residual) que deben considerarse al momento de aproximar los
datos a una función que los represente.

Hay muchas formas de calcular el error residual o desviación:

Máximo error : E∞(f) = max1≤N |f(xi)− yi| .

Error promedio : E1(f) =
1

N

N∑
i=1

|f(xi)− yi| .

Error cuadrático promedio : E2(f) = (
1

N

N∑
i=1

|f(xi)− yi|2).

Plantearemos los conceptos básicos de mı́nimos cuadrados aplicado a encontrar la ecua-
ción de una curva que se aproxime a un conjunto de pares de datos finitos, y trasladaremos
está técnica a encontrar la elipse de intensidad que mejor se ajuste a un conjunto de pares
de datos de irradiancia.

Elegida la variable que se va a considerar independiente (x, por ejemplo), y dado el
conjunto de puntos (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N , se selecciona la función que mejor se pude
adaptar. Supongamos que ésta viene dada en la forma,
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y = f(x, a1, a2, . . . , an), (2.119)

donde a1, a2, . . . , an son n parámetros, que dependen del tipo de función y que han de ser
determinados.

A cada valor xi de la variable independiente x le corresponde entonces dos valores de la
variable y: uno es el valor yi que le corresponde en el conjunto de puntos, al que llamaremos
observado o real, y otro y∗i al que llamaremos teórico, que se obtiene de sustituir xi en la
función elegida:

y∗i = f(x, a1, a2, . . . , an). (2.120)

Se tienen aśı dos distribuciones, una real u observada y otra teórica, dependiendo esta
última de los valores que se puedan asignar a los parámetros a1, a2, · · · , an.

El problema que se plantea es el determinar estos parámetros de forma que ambas
distribuciones se aproximen lo más posible. Las distintas formas de conseguirlo dan lugar
a los diversos procedimientos de ajuste. Una manera de resolver este problema es tratando
de igualar los momentos de ambas distribuciones.

Tratamos de ajustar una función de la forma y = f(x, a1, a2, · · · , an) al conjunto de
puntos (xi, yi), i = 1, 2, · · · , N .

Para cada valor xi de la variable independiente x, tenemos dos valores de y: el valor
observado yi y el valor teórico y∗i , entre los cuales hay una diferencia, que vamos a llamar
residuo y que representaremos por Ei:

Ei = yi − y∗i . (2.121)

La idea, en principio, es la de determinar los parámetros a1, a2, · · · , an de forma que
la suma ponderada de los residuos sea mı́nima:

1

N

N∑
i=1

(yi − y∗i ). (2.122)

En esta expresión, habrá sumandos positivos y negativos, que pueden compensarse
unos con otros, dando una suma pequeña aún cuando el ajuste no sea bueno. Por ello,
el método de mı́nimos cuadrados consiste en determinar los parámetros a1, a2, · · · , an,
tratando de hacer mı́nima la media ponderada de los residuos, es decir, se trata de hacer
mı́nima la expresión,

E(a1, a2, · · · , an) =
1

N

N∑
i=1

(yi − y∗i )2 =
1

N

N∑
i=1

[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]2. (2.123)

La condición necesaria para que esta expresión sea mı́nima es que las derivadas parciales
de primer orden respecto de cada uno de los parámetros se anulen. De esta manera se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales, llamadas normales, cuya resolución nos
permite obtener los valores de los parámetros y, por tanto, la expresión de la función
ajustada:
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∂E

∂a1
= −2

N∑
i=1

[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]
∂f

∂a1
= 0,

∂E

∂a2
= −2

N∑
i=1

[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]
∂f

∂a2
= 0,

... (2.124)

∂E

∂an
= −2

N∑
i=1

[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]
∂f

∂an
= 0.

De manera similar utilizando el método de mı́nimos cuadrados planteamos encontrar
la mejor elipse de intensidad que minimice el error y represente a los datos experimentales,
partimos de la ecuación de la elipse rotada un ángulo ψ en el origen Ec.(2.111).

2.5. Distancia Euclidiana

Una distancia δ sobre un conjunto Ω es una aplicación de Ω×Ω en R, tal que a cada par
(i, j) hace corresponder un número real δ(i, j) = δij , cumpliendo algunas de las siguientes
propiedades:

δij ≥ 0 (2.125)

δii = 0 (2.126)

δij = δji (2.127)

δij ≤ δik + δjk (2.128)

δij es eucĺıdea si, existen dos puntos xi = (xi1, · · · , xim), xj = (xj1, · · · , xjm) de Rm

tales que,

δ2ij = (xi − xj)(xi − xj)T , (2.129)

es decir, δij es la distancia eucĺıdea entre los puntos xi, xj . Entonces (Ω, δ) puede
representarse mediante el espacio eucĺıdeo (Rm, l).

l =
√

(xi − xj)2 (2.130)

l =
√

(xi1 − xj1)2 + · · ·+ (xim − xjm)2 (2.131)
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Método de la Distancia Euclidiana

3.1. Desarrollo

En esta propuesta consideramos dos patrones de interferencia descritos como
Ecs.(3.1,3.2) donde φ es la fase a evaluar y α corrimiento de fase desconocido y arbi-
trario en un rango de [0, π], se propone una técnica (GSPSI) basada en la construcción de
elipses de intensidad [26], [27].

I1(x, y) = a1(x, y) + b1(x, y) cosφ(x, y), (3.1)

I2(x, y) = a2(x, y) + b2(x, y) cos (φ(x, y) + α) (3.2)

La Ec.(3.3) describe un conjunto de puntos en un plano formado por I1 como el eje
horizontal, y I2 como el eje vertical. Cuando ak y bk son constantes con k = 1, 2, estos
puntos de intensidad deben obedecer a una elipse, pero en un experimento ak, bk son
funciones espaciales, aśı estos puntos no obedecen a una elipse. Sin embargo como ak y
bk varian lentamente estas pueden aproximarse a valores constantes tales como Ak y Bk
Ec.(3.4). Para realizar un ajuste de los datos a una elipse se toma el i− esimo reglón de
los patrones de interferencia y se toma un peŕıodo en la componente j que va (r, r + R),
graficando ambas intensidades en pares (I1i,j , I2i,j) donde εi,j es el error local asociado en
este punto Fig.(3.1).

(I1i,j − a1i,j)2

b21i,j
+

(I2i,j − a2i,j)2

b22i,j
− 2

(I1i,j − a1i,j)(I2i,j − a2i,j) cosαi

b1i,jb2i,j = sin2 αi
, (3.3)

(I1i,j −A1i)
2

B2
1i

+
(I2i,j −A2i)

2

B2
2i

− 2
(I1i,j −A1i)(I2i,j −A2i) cosα

B1iB2i
− sin2 α = εi,j . (3.4)

Reorganizando esto se puede simplificar.

I21i,j + C1iI
2
2i,j + C2iI1i,jI2i,j + C3iI1i,j + C4iI2i,j + C5i = εi,j , (3.5)
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Figura 3.1: (a) Interferograma I1, (b) I2, (c) Perfiles de intensidades I1 e I2 , (d) Puntos
de intensidades simulados (I1, I2) y su respectivo ajuste.
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C1i =
B2

1

B2
2

, C2i = −2
B1

B2
cosα, C3i = 2(

B1

B2
A2 cosα−A1), (3.6)

C4i = 2(
B1

B2
A1 cosα−A2

B2
1

B2
2

), C5i = A2
1 +

B2
1

B2
2

A2
2 − 2

B1

B2
A1A2 cosα−B2

1 sin2 α. (3.7)

La Ec.(3.8) representa el error cuadrático asociado a la contribución de los puntos en
el rango j ∈ (r, r + R) aplicando mı́nimos cuadrados, donde I21i,j juega el rol de cantidad
medida y el polinomio con coeficientes Csi, con s = 1, 2, 3, 4, 5 es la función que se propone
como mejor ajuste a los datos experimentales.

r+R∑
j=r

(
I21i,j + C1iI

2
2i,j + C2iI1i,jI2i,j + C3iI1i,j + C4iI2i,j + C5i

)2
= Ei. (3.8)

Minimizando las parciales de la ecuación E(C1i, C2i, C3i, C4i, C5i) respecto a los
parámetros ha determinar Csi, obtenemos un sistema de Ecs.(3.10- 3.14).

Ei(C1i, C2i, C3i, C4i, C5i) =
r+R∑
j=r

(
I1i,j

2 + C1iI
2
2i,j + C2iI1i,jI2i,j + C3iI1i,j + C4iI2i,j + C5i

)
,

(3.9)

∂Ei
∂C1i

=
r+R∑
j=r

I21i,jI
2
2i,j +C1iI

4
2i,j +C2iI1i,jI

3
2i,j +C3iI1i,jI

2
2i,j +C4iI

3
2i,j +C5iI

2
2i,j = 0, (3.10)

∂Ei
∂C2i

=
r+R∑
j=r

I31i,jI2i,j+C1iI1i,jI
3
2i,j+C2iI

2
1i,jI

2
2i,j+C3iI

2
1i,jI2i,j+C4iI1i,jI

2
2i,j+C5iI1i,jI2i,j = 0,

(3.11)

∂Ei
∂C3i

=
r+R∑
j=r

I31i,j +C1iI1i,jI
2
2i,j +C2iI

2
1i,jI2i,j +C3iI

2
1i,j +C4iI1i,jI2i,j +C5iI1i,j = 0, (3.12)

∂Ei
∂C4i

=

r+R∑
j=r

I21i,jI2i,j +C1iI
3
2i,j +C2iI1i,jI

2
2i,j +C3iI1i,jI2i,j +C4iI

2
2i,j +C5iI2i,j = 0, (3.13)

∂Ei
∂C5i

=

r+R∑
j=r

I21i,j + C1iI
2
2i,j + C2iI1i,jI2i,j + C3iI1i,j + C4iI2i,j + C5i = 0. (3.14)

En forma matricial de este sistema de ecuaciones es representado por una matriz Ui
de 5× 5, Vi de 5× 1 y Wi de 5× 1,
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Ui =


∑
I42i,j

∑
I1i,jI

3
2,i,j

∑
I1i,jI

2
2i,j

∑
I32i,j

∑
I22i,j∑

I1i,jI
3
2i,j

∑
I21i,jI

2
2i,j

∑
I21i,jI2i,j

∑
I1i,jI

2
2i,j

∑
I1i,jI2i,j∑

I1i,jI
2
2i,j

∑
I21i,jI2i,j

∑
I21i,j

∑
I1i,jI2i,j

∑
I1i,j∑

I32i,j
∑
I1i,jI

2
2i,j

∑
I1i,jI2i,j

∑
I22i,j

∑
I2i,j∑

I22i,j
∑
I1i,jI2i,j

∑
I1i,j

∑
I2i,j

∑
1

 ,

Vi =


C1i

C2i

C3i

C4i

C5i

 , Wi =


−
∑
I21i,jI

2
2i,j

−
∑
I31i,jI2i,j
−
∑
I31i,j

−
∑
I21i,jI2i,j
−
∑
I21i,j

 ,

UiVi = Wi. (3.15)

Entonces el sistema de ecuaciones representado en forma matricial Ec.(3.15) tiene
solución si DetUi 6= 0 y está dada por,

Vi = Ui
−1Wi. (3.16)

Otra forma de expresar la solución Ec.(3.16) es,

Vi =
(
GTi Gi

)−1
GTi Oi, (3.17)

donde (· · ·)T y (· · ·)−1 representan la transpuesta y la inversa de una matriz, Gi es una
matriz de R× 5, y Oi es un vector columna de R× 1, dado por,

Gi =


I22i,r I2i,rI1i,r I1i,r I2i,r 1

I22i,r+1 I2i,r+1I1i,r+1 I1i,r+1 I2i,r+1 1
...

...
...

...
...

I22i,r+R I2i,r+RI1i,r+R I1i,r+R I2i,r+R 1

 , (3.18)

Oi =
(
−I21i,r,−I21i,r+1, · · · ,−I21i,r+R

)T
. (3.19)

Despejando A1, A2, B1, B2 y cosα en términos de las constantes Csi, obtenemos
los parámetros Ec.(3.20) para definir las ecuaciones paramétricas de la elipse que mejor
representa estos perfiles de intensidad Ecs.(3.23, 3.24).

A1i =
2C1iC3i − C2iC4i

C2
2i − 4C1i

, A2i =
2C4i − C2iC3i

C2
2i − 4C1i

, cosβi = − C2i

2
√
C1i

, (3.20)

B1i =

√
4C1i

C2
2i − 4C1i

(
C5i +

C2
4i + C1iC2

3i − C2iC3iC4i

C2
2i − 4C1i

)
, (3.21)

B2i =

√
4

C2
2i − 4C1i

(
C5i +

C2
4i + C1iC2

3i − C2iC3iC4i

C2
2i − 4C1i

)
. (3.22)
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J1(ϕi,j) = A1i +B1i cosϕi,j , (3.23)

J2(ϕi,j) = A2i +B2i cos (ϕi,j + βi). (3.24)

La técnica que proponemos para calcular la fase φ parte de obtener las ecuaciones
paramétricas de la elipse lo cual se ha demostrado al resolver el sistema de ecuaciones
Ec.(3.15), y de conocer los pares ordenados de intensidades con los que partimos para
realizar el ajuste. Sabemos que cada par de datos experimentales guarda la información
de la fase y que para cada uno de estos hay un correspondiente punto sobre la elipse del
ajuste, podemos deducir que el valor que permita obtener la distancia mı́nima entre ambos
puntos es aquel que reconstruya y represente la fase.

De forma similar a la Ec.(3.9) minimizamos la Ec.(3.25) calculando la derivada respecto
a ϕi,j , esta ecuación se repetirá para todos pares de puntos I1i,j , I2i,j asociándose un punto
sobre la elipse del ajuste permitiendo reconstruir de manera puntual la fase.

Este problema puede ser resuelto utilizando métodos iterativos como el método de
Newton pero tiene sus desventajas en nuestro propósito de desarrollar un algoritmo que
sea sencillo y que ocupe menor cantidad en tiempo de computo, ciertas condiciones deben
satisfacerse a saber determinar un intervalo alrededor del valor con el que inicia la iteración,
lo que imposibilita conocer de manera precisa el intervalo en el cual está la posible solución,
hay que tomar en cuenta que al ser una función periódica va ha tener mas de una solución
como se observa en la Fig.(3.2).

l(ϕ) =

√
(I1i,j −A1i −B1i cos(ϕi,j))

2 + (I2i,j −A2i −B2i cos(ϕi,j + α))2, (3.25)

dl

dϕ
=

d

dϕ

[√
[I1i,j −A1i −B1i cos(ϕi,j)]

2 + (I2i,j −A2i −B2i cos(ϕi,j + βi)]
2

]
= 0,

(3.26)

dl

dϕ
= [B1iI1i −A1iB1i] sin(ϕi,j) +

[
−B2

1i

]
cos(ϕi,j) sin(ϕi,j)+ (3.27)

[B2iI2i −A2iB2i] sin(ϕi,j + βi) +
[
−B2

2i

]
cos(ϕi,j + βi) sin(ϕi,j + βi) = 0.

d1 = − (I1i,j −A1i)B1i, d2 =
B2

1i

2
, d3 = − (I2i,j −A2i)B2i; d4 =

B2
2i

2
. (3.28)

d1 sin(ϕ) + d2 sin(2ϕi,j) + d3 sin(ϕi,j + βi) + d4 sin(2ϕi,j + 2βi) = 0. (3.29)

cos(ϕ)2 + sin(ϕ)2 = 1. (3.30)
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3.1. DESARROLLO

Figura 3.2: Se grafican las 4 soluciones de la Ec.(3.29): (a) el punto rojo representa un
punto del ajuste que cumple la condición de distancia mı́nima entre (J1i, J2i) y (I1i,j , I2i,j),
(b) gráfica de la Ec.(3.25) que representa la distancia, donde el punto rojo representa a
ϕi,j tal que l(ϕi,j) es un mı́nimo global, (c) la curva representa la derivada de la función
de distancia donde el punto rojo y azul nos indican que el valor de la pendiente es cero en
esos valores de ϕi,j , el punto anaranjado y cyan son ráıces dobles que indican que hay un
punto de inflexión en la curva para ese valor de ϕi,j .
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Esta situación se simplifica al formar un sistema de dos ecuaciones con la Ec.(3.29)
donde consideramos como variables s = cos(ϕ) y r = sin(ϕ) y la identidad Ec.(3.30). En
la Fig.(3.2) se muestran las cuatro soluciones posibles ϕ de la Ec.(3.29) en un peŕıodo
[−π, π]. Como máximo se pueden encontrar cuatro soluciones reales, otra opción es que se
tengan dos soluciones imaginarias y dos reales. De entre las cuatro soluciones elegimos el
valor de ϕ tal que al sustituirse en la Ec.(3.25) de el valor más pequeño respecto a las otras
ráıces, aśı este valor es asignado a φ. La solución que obtenemos no se puede expresar de
manera anaĺıtica pero si es una buena aproximación a la solución, además evita buscar la
región en la cual está definida la solución, no es un método iterativo.

3.2. Simulación

3.2.1. Unidimensional

Podemos realizar un ajuste de conjuntos de pares dispersos de intensidades fuera del
origen, sin necesidad de eliminar la luz de fondo utilizando dos interferogramas. Comproba-
mos que nuestra hipótesis inicial de medir el corrimiento y la fase utilizando la información
de la elipse es posible, midiendo la distancia mı́nima entre un punto formado de las in-
tensidades experimentales que son la base para el ajuste a una elipse y el punto asociado
a ese punto experimental en el ajuste. Eliminamos ambigüedad para determinar la fase,
derivado de los métodos iterativos como el método de Newton entre otros, utilizando dos
ecuaciones reduciendo el tiempo de computo.

Partiremos de implementar el algoritmo en el caso unidimensional considerando que
tomamos solo perfiles de intensidades que representan a las intensidades I1i, I2i aplicando
las Ecs.(3.15) para obtener el ajuste de mı́nimos cuadrados. Mostramos algunos perfiles
de intensidades para diferentes funciones de fase φ(x).

Resolviendo el sistema de ecuaciones de la matriz (3.15) podemos obtener los paráme-
tros A1, A2, B1, B2 y cosα para definir las dos ecuaciones paramétricas de nuestro ajuste.

J1 = A1 +B1 cosφ, (3.31)

J2 = A2 +B2 cos(φ+ α). (3.32)

Mostramos las gráfica de los perfiles de intensidades, las correspondientes gráficas de
los ajustes, la fases envuelta, desenvuelta y la φ(x) propuesta originalmente.
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Figura 3.3: (a) Perfiles de intensidad I1i, I2i sin ruido, (b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de
mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x3: azul fase envuelta, naranja original.
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3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.4: Las ráıces de la Ec.(3.26) representa los valores de la fase: (a) Ráıces obtenidas
en el intervalo (−π, π), (b) (π, 3π), (c) (3π, 5π), (d) (5π, 7π), (e) (7π, 9π), (f) Fase recupera
de (−π, 9π).

45
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3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.5: Perfiles de intensidad de la Fig.(3.3) con ruido, (a) Perfiles de intensidad I1i,
I2i sin ruido, (b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x3: azul fase
envuelta, naranja original. (d) φ(x) = x3: fase recupera obteniendo las ráıces de (−π, 9π),
naranja original.
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3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.6: Perfiles de intensidad de la Fig.(3.3) con ruido, (a) Perfiles de intensidad I1i,
I2i con ruido, (b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x3: azul
fase envuelta utilizando la Ecs.(3.29, 3.30), naranja original. (d) φ(x) = x3: fase recupera
aplicando algoritmo desenvolvimiento de fase, naranja original.
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3. MÉTODO DE LA DISTANCIA EUCLIDIANA
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Figura 3.7: Perfiles de intensidad con ruido, (a) Perfiles de intensidad I1i, I2i con ruido,
(b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x sin(x): azul fase envuelta
utilizando la Ecs.(3.29, 3.30), rojo fase original. (d) φ(x) = x sin(x): azul fase recupera
aplicando algoritmo desenvolvimiento de fase, rojo original.
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3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.8: Perfiles de intensidad con ruido, (a) Perfiles de intensidad I1i, I2i con ruido,
(b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x2 sin(t): azul fase envuelta
utilizando la Ecs.(3.29, 3.30), rojo fase original. (d) φ(x) = x2 sin(x): azul fase recupera
aplicando algoritmo desenvolvimiento de fase, rojo original.
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3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.9: Perfiles de intensidad con ruido, (a) Perfiles de intensidad I1i, I2i con ruido,
(b) Elipse (I1i, I2i) y ajuste de mı́nimos cuadrados, (c) φ(x) = x3 cos(x): azul fase envuelta
utilizando la Ecs.(3.29, 3.30), rojo fase original, (d) φ(x) = x3 cos(x): azul fase recupera
aplicando algoritmo desenvolvimiento de fase, rojo original.
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3. MÉTODO DE LA DISTANCIA EUCLIDIANA
3.2. SIMULACIÓN

3.2.2. Bidimensional

La Fig.(3.10) muestra la simulación de dos patrones de interferencia I1, I2 corridos
en fase por π/3, con funciones de luz de fondo e iluminación gaussianas muy suaves, la
función de fase propuesta es φ(x, y) = x2 sinx + y2, los patrones tienen dimensiones de
300x300 ṕıxeles.

Figura 3.10: (a) Fase envuelta obtenida del algoritmo propuesto, (b) Fase propuesta
φ(x, y) = x2 sinx+ y2, (c) fase desenvuelta obtenida del ajuste.

Los patrones experimentales de la Fig.(3.11) tienen corrimiento de fase de π/2, de
dimensiones de 150x200 ṕıxeles de un acetato como objeto de fase, aplicando el algoritmo
desarrollado obtenemos la fase envuelta (c) y aplicando un algoritmo de desenvolvimiento
la fase desenvuelta (d).
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3. MÉTODO DE LA DISTANCIA EUCLIDIANA
3.2. SIMULACIÓN

Figura 3.11: Patrones experimentales: (a) I1, (b) I2, (c) fase envuelta, (d) fase desenvuelta.

52



3. MÉTODO DE LA DISTANCIA EUCLIDIANA
3.3. EVALUACIÓN DE PATRONES EXPERIMENTALES

3.3. Evaluación de Patrones experimentales

Se realizó captura de patrones de interferencia utilizando un interferómetro de tra-
yectoria común haciendo interferir los órdenes de difracción -1 y 0 de la replica de cada
ventana, consideramos que las amplitudes de los campos que interfieren son funciones
gaussianas suaves y que los corrimientos de fase introducidos por un trasladador son co-
nocidos y constantes α1 = 1,35319 rad y α2 = 2,70637 rad, se utilizó una rejilla de 750
ĺıneas por pulgada para una separación entre ventanas x0 = 2,8 miĺımetros, un láser de
Helio-Neón emitiendo con una longitud de onda de 632.8nm y en el esquema se muestra
la configuración del interferómetro. El objeto de fase que se evaluó son dos fragmentos de
acetatos que prensan una gota de agua colocada delante de una de las ventanas que están
en el plano de entrada.

Figura 3.12: Interferómetro de trayectoria común.

3.3.1. Evaluación de interferegramas con igual luz de fondo y luz de
modulación por el método ED

Utilizando la información de intensidad de los tres patrones de interferencia Ecs.(3.33-
3.35) podemos realizar las siguientes manipulaciones para reconstruir la fase. Para este caso
particular consideramos que la luz de fondo e iluminación son iguales en ambos patrones
corridos en fase y podemos realizar un desarrollo más simple de la función de error y de
los parámetros necesarios para realizar el ajuste.

I0 = a+ b cos(φ), (3.33)

I1 = a+ b cos(φ+ α1), (3.34)

I2 = a+ b cos(φ+ α2). (3.35)

Partimos de la ecuación de la elipse en términos de I0, I1 como se muestra en la
Ec.(3.36),
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(I0 − a)2

b2
+

(I1 − a)2

b2
− 2

(I0 − a)(I1 − a) cosα

b2
= sin2 α. (3.36)

Realizando un desarrollo similar a las Ecs.(3.4, 3.5, 3.8) del caṕıtulo 2 obtenemos la
función de error del sistema y minimizando respecto a las constantes S0, S1, S2 que se
quieren conocer se forma un sistema de ecuaciones el cual tiene solución, es importante
mencionar que el ajuste se realiza tomando los perfiles de intensidades en los renglónes
i-ésimos de los interferogramas I0, I1.

E(S0, S1, S2) =
r+R∑
j=r

(I20i,j + I21i,j + S0I0i,jI1ij + S1(I0i,j + I1i,j) + S2)
2, (3.37)

S0 = −2 cosα1, S1 = 2A(cosα1 − 1), S2 = 2A2(1− cosα1)−B2 sin2 α1. (3.38)

Partiendo de las constantes de la Ec.(3.38) obtenemos los valores de la luz de fondo A,
luz de modulación B y el corrimiento de fase β1 Ec.(3.39) que son los parámetros que se
requieren para definir las ecuaciones paramétricas de una elipse Ec.(3.44) con las que se
forma la elipse que representa el mejor ajuste a los puntos formados por el par ordenados
de intensidades (I0, I1).

A = − S1
S0 + 2

, B =

√
4[S2

1 − (S0 + 2)S2]

(S0 + 2)(4− S2
0)

, cosβ1 = −S0
2
. (3.39)

J0 = A+B cosϕ, J1 = A+B cos(ϕ+ β1). (3.40)

Con las ecuaciones parametricas J0, J1 y las intensidades I0, I1 ya establecidas pro-
seguimos con ejecutar el método de extracción de fase basado en calcular la distancia
Euclidiana (ED). Partiendo de la ecuación Ec.(3.41) que representa la distancia entre un
punto formado por las intensidades (I0, I1) y un punto sobre la elipse obtenida del ajuste
(J0, J1).

l(ϕ) =

√
(I1i,j −A−B cos(ϕ))2 + (I2i,j −A−B cos(ϕ+ β1))

2. (3.41)

El método de la distancia Euclidiana consiste en asignar el valor de fase ϕ que tiene
un punto (J0, J1) sobre la elipse que se obtiene del ajuste, al punto de (I0, I1) tal que
la distancia entre ambos puntos sea mı́nima. Minimizando la Ec.(3.41) respecto ϕ se
encontrara el valor del parámetro que cumpla la condición de la distancia mı́nima entre
ambos puntos, este proceso se repetirá para cada punto (I0, I1) que se forma de los perfiles
de intensidad de los interferogramas. La Ec.(3.42) tiene a lo más cuatro ráıces reales que
satisfacen la condición de distancia más corta entre los puntos, para descartar las otras
ráıces utilizamos la Ec.(3.41) acotando la solución en el rango de (−π, π) con la identidad
Ec.(3.43).De la Fig.(3.13)(f) cualitativamente vemos que la fase reconstruida tiene un nivel
considerable de ruido.
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3.3. EVALUACIÓN DE PATRONES EXPERIMENTALES

dl

dϕ
= [I1 −A−B cos(ϕ)] sin(ϕ) + [I2 −A] sin(ϕ+ β1)−

B

2
sin(2ϕ+ 2β1) = 0. (3.42)

cos(ϕ)2 + sin(ϕ)2 = 1 . (3.43)

Figura 3.13: Interferogramas experimentales con corrimiento α1 = 1,35319, α2 = 2,70637:
(a) I1, (b) I2, (c) I3, (d) Ajuste, (e) Fase envuelta por método ED, (f) Fase desenvuelta
por el método de Itoh.

3.3.2. Evaluación de interferogramas secundarios con el método ED

Se puede mejorar los resultados manipulando los interferogramas de las Ecs.(3.33-
3.35) al generar interferrogramas secundarios Ecs.(3.44-3.46), al calcular la diferencia entre
patrones I01 = I0− I1, I02 = I0− I2, I12 = I1− I2 eliminando la luz de fondo permitiendo
reconstruir de forma más limpia la fase, la amplitud de estos interferogramas secundarios
esta dado por los términos 2b sin(α1

2 ), 2b sin(α2
2 ), 2b sin(α2−α1

2 ). Al eliminar la luz de fondo
el par ordenado de intensidades se aproximan más a una elipse permitiendo mejorar el
cálculo de la distancia Euclidiana y reconstruir mejor la fase.

La Fig.(3.14) muestra el algoritmo implementado en un diagrama de bloques.
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Figura 3.14: Diagrama de flujo de la simulación.

I01 = 2b sin(
α1

2
) sin(φ+

α1

2
), (3.44)

I02 = 2b sin(
α2

2
) sin(φ+

α2

2
), (3.45)

I12 = 2b sin(
α2 − α1

2
) sin(φ+

α1 + α2

2
). (3.46)

Modelamos la ecuación de una elipse en términos de I02, I12 Ec.(3.47),

I02
2

sin2 α2
2

+
I12

2

sin2 α2−α1
2

−
2I02I12 cos α1

2

sin α2
2 sin α2−α1

2

= 4b2 sin2(
α1

2
). (3.47)

La Ec.(3.48) representa la ecuación de error del sistema en términos de las constantes
K1, K2, K3.

E(K1,K2,K3) =

r+R∑
j=r

(I202 +K1I
2
12 +K2I02I12 +K3)

2 = 0. (3.48)

K1 =
sin2(α2

2 )

sin2(α2−α1
2 )

=
B2

02

B2
12

, K2 = −2
sin(α2

2 )

sin(α2−α1
2 )

cos(
α1

2
) = −2

B02

B12
cos(

α1

2
), (3.49)

K3 = −4b2 sin2(
α2

2
) sin2(

α1

2
) = −B2

02 sin2(
α1

2
). (3.50)

En términos de las constantes K1, K2, K3, obtenemos los valores de los parámetros
B02, B12 y β1/2 con los que construimos el ajuste, el cual es representado por las ecuaciones
paramétricas de la elipse.

β1
2

= arc cos

(
− K2

2
√
K1

)
, B02 =

√
4K1K3

K2
2 − 4K1

, B12 =

√
4K3

K2
2 − 4K1

. (3.51)

J02 = B02 cosϕ, J12 = B12 cos(ϕ+
β1
2

). (3.52)

De manera similar la Ec.(3.53) representa la distancia entre los puntos (I02, I12) y
(J02, J12) de la que se deriva el método de la distancia Euclidiana (ED) Ecs.(3.54, 3.55).
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l(ϕ) =

√
(I02 −B02 cosϕ)2 + (I12 −B12 cos(ϕ+

β1
2

))2, (3.53)

dl

dϕ
= (I02 −B02 cos(ϕ))B02 sin(ϕ) + I12B12 sin(ϕ+

β1
2

)− B2
12

2
sin(2ϕ+ β1) = 0. (3.54)

cos(ϕ)2 + sin(ϕ)2 = 1. (3.55)

Como resultado de generar interferogramas secundarios obtenemos mejores resultados
en la reconstrucción de la fase como se ve en la Fig.(3.15)(c).

Figura 3.15: (a) Ajuste, (b) Fase envuelta por método de la distncia Euclidiana (ED), (c)
Fase desenvuelta por el método de Itho.

3.3.3. Evaluación de patrones normalizados por el método de ED com-
parando con PSI de tres pasos

Otro caso particular es normalizando los patrones de interferencia, calculando la luz
de fondo e iluminación Ecs.(3.56,3.57) a partir de las intensidades I0, I1, I2 y corrimientos
α1, α2 considerando que son conocidos estos valores.

Figura 3.16: Diagrama de flujo de la simulación normalizando.

Con

a =
(I1 − I0 cos(α1)) sin(α2)− (I2 − I0 cos(α2)) sin(α1)

sinα2(1− cosα1)− (1− cosα2) sinα1
(3.56)
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b =

√
(I0 − a)2 + (I1 − a)2 − 2(I0 − a)(I1 − a) cosα1

sinα1
. (3.57)

Los patrones normalizados Ec.(3.58),

I0 = cosφ, I1 = cos(φ+ α1). (3.58)

Figura 3.17: (a) Luz de Fondo, (b) Luz de modulación, (c) Patrón I1 normalizado, (d)
Patrón I2 normalizado.

Por inspección las ecuaciones paramétricas son Ec.(3.59), la ecuación Ec.(3.60) que
representa la distancia entre los puntos (I0, I1) y (J0, J1).

J0 = cosϕ, J1 = cos(ϕ+ α1). (3.59)

Mediante las Ecs.(3.61,3.62) aplicamos el método de la distancia Euclidiana para in-
terferogramas normalizados.

l(ϕ) =

√
(I0 − cosϕ)2 + (I1 − cos(ϕ+ α1))2, (3.60)

dl

dϕ
= −I0 sinϕ+ sinϕ cosϕ− I1 sin(ϕ+ α1) + cos(ϕ+ α1) sin(ϕ+ α1) = 0. (3.61)
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cos(ϕ)2 + sin(ϕ)2 = 1. (3.62)

Figura 3.18: (a) Ajuste, (b) Fase envuelta por método DE, (c) Fase desenvuelta por el
método de Itho.

También aplicando la técnica de PSI de tres pasos y comparamos ambas técnicas de
manera cualitativa.

Para corrimientos arbitrarios,

φ = arctan
(I2 − I3) cosα1 − (I1 − I3) cosα2 + (I1 − I2) cosα3

(I2 − I3) sinα1 − (I1 − I3) sinα2 + (I1 − I2) sinα3
. (3.63)

Figura 3.19: (a) Fase envuelta PSI(3), (b) Fase desenvuelta por el método de Itho.

Para comprobar cuantitativamente el método de la distancia Euclidiana con los patro-
nes normalizado y el método de PSI de tres pasos realizamos una simulación comparando
ambos métodos determinando la desviación estándar respecto a una fase propuesta, consi-
derando que los campos que interfieren tienen una función de amplitud gaussiana suave y
que son evaluados en un dominio espacial de un peŕıodo, los corrimientos son α1 = 2π/5,
α2 = π/3. La Fig.(3.20) muestra los interferogramas I1, I2, I3, la luz de fondo, luz de
modulación y la fase φ de la simulación sin ruido.
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Figura 3.20: (a) I1, (b) I2, (c) I3, (d) luz de fondo, (e) luz de modulación, (f) fase

φ(x, y) = 3 (1− x)2 e−(x2)−(y+1)2 − 10
(
x/5− x3 − y5

)
e−x

2−y2 − 1/3e−(x+1)2−y2 .

La Fig.(3.21) muestra las gráficas de la luz de fondo, luz de modulación y los patrones
normalizados que se derivan de las Ecs.(3.56-3.58) al incluir en la simulación un nivel muy
bajo de ruido.

Figura 3.21: (a) Luz de Fondo, (b) Modulación, (c) Patrón I1 normalizado, (d) Patrón I2
normalizado.
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En la Fig.(3.22) se gráfica la desviación estándar por cada renglón de la fase recuperada
por los métodos (ED) y (PSI), observando que la desviación estándar coincide en ambos
métodos de extracción de fase.

Figura 3.22: (a) Ajuste, (b) fase envuelta por método de elipse y distancia (ED), (c) fase
desenvuelta método de elipse y distancia (ED), (d) fase envuelta PSI(tres pasos), (e) fase
desenvuelta PSI(tres pasos), (f) Desviación estándar (ED) (rojo) y PSI(tres pasos).(verde).

3.3.4. Análisis de error del método ED al implementarse sobre los pa-
trones secundarios I01, I12

Para realizar un análisis más detallado hemos optado por aplicar el método de la dis-
tancia Euclidiana considerando los tres patrones de interferencia definidos anteriormente
en las Ecs.(3.33-3.35) con luz de fondo a y modulación b con variaciones espaciales suaves,
realizando el ajuste con los patrones de interferencia secundarios I01, I12 que dependen
de los corrimientos α1 y α2, como en los casos anteriores al eliminar la luz de fondo se
estima que se obtendrá mejores resultados al reconstruir la fase. La ventaja consiste en
obtener ambos corrimientos de fase de un solo ajuste como se muestra en el desarrollo
de las ecuaciones para posteriormente aplicar el cálculo de la fase utilizando la distancia
euclidiana. También se realizara un análisis de error más exhausto para caracterizar el
algoritmo.

Una representación gráfica de los interferogramas descritos en la Ecs.(3.33-3.35) es
mostrada en la Fig.(3.23)(1). Estos interferogramas fueron obtenidos considerando los
corrimientos de fase de α1 = π/3 y α2 = 2π/3, y la fase del objeto, luz de fondo, y
contraste de la forma

φ(x, y) =
10

3

(
x2 sinx+ y2

)
, (3.64)
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3.3. EVALUACIÓN DE PATRONES EXPERIMENTALES

a(x, y) = a0 exp

(
−(x− xa)2

σ2ax
− (y − ya)2

σ2ay

)
, (3.65)

b(x, y) = b0 exp

(
−(x− xb)2

σ2bx
− (y − yb)2

σ2by

)
, (3.66)

donde los valores constantes: a0 = 7, xa = −3,6, ya = −3,5, σax = 27, σay = 26; y
b0 = 3,5, xb = 2,9, yb = 3,9, σbx = 25, σby = 23 fueron elegidos por simplicidad. La forma
de φ, a y b fueron elegidos de una común situación experimental. Fig.(3.23)(2) muestra
el objeto de fase, fondo y mapa de contraste usado en los interferogramas. Las imágenes
en la Fig.(3.23) fueron codificados en un mapa de colores de rainbow con niveles de 8 bits
y de 200 × 200 en resolución, entonces m = 200 y n = 200. En el desarrollo matemático
omitimos las coordenadas.

Figura 3.23: Interferogramas I0, I1, I2 con α1 = π/3, α2 = 2π/3 (a2) función de fase
φ,(b2) luz de fondo a y (c2) luz de modulación b.

I0 − I1 = 2b sin

(
1

2
α1

)
sin

(
φ+

1

2
α1

)
, (3.67)

I1 − I2 = 2b sin

(
1

2
(α2 − α1)

)
sin

(
φ+

1

2
(α1 + α2)

)
, (3.68)

y después de varias operaciones φ también puede ser eliminado,

sin2
(α2

2

)
=

(I0 − I1)2

4b2 sin2 (α1/2)
+

(I1 − I2)2

4b2 sin2 ((α2 − α1) /2)
− (I0 − I1) (I1 − I2) cos (α2/2)

2b2 sin (α1/2) sin ((α2 − α1) /2)
.

(3.69)
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T́ıpicamente, los interferogramas son capturados con una camara CCD, aśı las varia-
bles toman valores discretos, tal como X = j∆X = Xj , Y = i∆Y = Yi, donde ∆X y ∆Y
son los campos de la camara CCD, y por lo tanto la notación K (x, y) = K (xi, yi) = Ki,j ,
con K = I, a, b, φ serán asumidos. Aśı, los interferogramas en la Ecs.(3.33-3.35) se con-
vierten en la matriz de m× n, con i = 1 · · ·m y j = 1 · · ·n.

El presente método extrae el objeto de fase por renglones de los interferogramas secun-
darios dados en la Ecs.(3.67,3.68). Para el i−esimo renglón, los pares ordenados (pi,j , qi,j)
son formados, asignando a estos el nombre de puntos de intensidad, con p = I0 − I1, y
q = I1 − I2. Note que los interferogramas secundarios tienen la forma de las ecuaciones
paramétricas, donde φi,j es una función de fase desconocida que juega el rol de paramétro,
donde por cada valor de φi,j un punto de intensidad (pi,j , qi,j) es asignado.

Entonces, una gráfica de estos puntos deben obedecer a una elipse si bi es una constante,
pero bi es una función de x e y estos puntos de intensidad van ha estar dispersos alrededor
de una elipse.

Sin embargo, si bi vaŕıa suavemente los puntos de intensidad forman una elipse y su
ajuste puede ser viable. Superponiendo dos haces de amplitudes homogéneas podemos
obtener bi suavemente en un experimento. Entonces, si Bi es una constante que sustituye
a bi, y βi1, βi2 son los corrimientos de fase que sustituyen a α1 y α2 en la Ec.(3.69),
nosotros podemos escribir en una simple forma,

εi,j (c0,i, c1,i, c2,i) =
(
p2i,j − c0,i − c1,ipi,jqi,j − c2,iq2i,j

)
, (3.70)

donde las constantes cki, k = 0, 1, 2, dependen en Bi, β1i y β2i de la forma,

c0,i = 4B2
i sin2 (β2,i/2) sin2 (β1,i/2) , (3.71)

c1,i = 2
sin (β1,i/2) cos (β2,i/2)

sin [(β2,i − β1,i) /2]
, (3.72)

c2,i = − sin2 (β2,i/2)

sin2 [(β2,i − β1,i) /2]
. (3.73)

El error local εij asociado al i-ésimo renglón y j-ésima columna en la Ec.(3.70) depende
en las cki que surgen por la aproximación usada principalmente en bi. La forma como es
descrito este error puede ser interpretado como la aproximación de los datos medidos p2ij
a una función de la forma c0i + c1ipijqij + c2iq

2
ij . Un error global tomando en cuenta todos

los valores de j = 1, · · · , n para determinar cik por el método de mı́nimos cuadrados puede
ser descrito por,

εi (c0,i, c1,i, c2,i) =
n∑
j=1

(
p2i,j − c0,i − c1,ipi,jqi,j − c2,iq2i,j

)2
, (3.74)

donde εi es la suma de los errores cuadráticos en el i− ésimo renglón. La minimización
de εi se puede alcanzar por igualar a cero las primeras derivadas parciales de εi con respecto
a cki y por resolver el sistema de ecuaciones formado. Uno puede llegar a probar,

ci =
(
QTi Qi

)−1
QTi pi, (3.75)
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y (· · ·)T , (· · ·)−1 representan la transpuesta y la inversa de una matriz, ci es un vector
columna de 3 × 1, Qi es una matriz de n × 3, y pi es un vector columna de n × 1, dado
por,

ci = (c0,i, c1,i, c2,i)
T , (3.76)

Qi =


1 pi,1qi,1 q2i,1
1 pi,2qi,2 q2i,2
...

...
...

1 pi,nqi,n q2i,n

 , (3.77)

pi =
(
p2i,1, p

2
i,2, · · · , p2i,n

)T
, (3.78)

con ci calculado de la Ec.(3.75), los parámetros Bi, βi1, y βi2 pueden ser obtenidos de
la Ecs.(3.71-3.73), obteniendo,

cos

(
β2i
2

)
=

c1,i
2
√−c2,i

, (3.79)

tan

(
β1,i
2

)
=

√
−4c2,i − c21,i

2 + c1,i
, (3.80)

Bi =
−2

4c2,i + c21,i

√
−c0,ic2,i (1 + c1,i − c2,i). (3.81)

Entonces las ecuaciones paramétricas de la elipse que representan el mejor ajuste para
los datos experimentales en i− ésimo renglón son escritas como

Pi,j = 2Bi sin

(
1

2
β1,i

)
sin

(
ϕj +

1

2
β1,i

)
, (3.82)

Qi,j = 2Bi sin

(
1

2
(β2,i − β1,i)

)
sin

(
ϕj +

1

2
(β1,i + βi,2)

)
, (3.83)

donde ϕj = −π + 2πj/n es elegida como una función lineal.
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Figura 3.24: (1) Interferogramas secundarios, (a2) gráfica de los puntos de intensidad para
i = 100 indicado en linea roja discontinua en (1), (b2) y muestra b100 con B100 para una
comparación.

Fig.(3.24) muestra los interferogramas secundarios, una ĺınea roja discontinua en el
i = 100 renglón indica el conjunto de datos tomados para formar los puntos de intensidad
(p100,j , q100,j). En la Fig.(3.24)(a2) estos puntos son graficados con puntos rojos, y estos son
ajustados aplicando el proceso explicado arriba, estableciendo B100 = 3,32, β1,100 = 1,0422
y β2,100 = 2,0889, el cual genera la gráfica de la elipse con una linea naranja. En este
ejemplo numérico b100,j es aproximado a una linea horizontal de altura B100 = 3,32, en la
Fig.(3.24)(b2) estas curvas son graficadas juntas para hacer una comparación. Los errores
en el cálculo de los corrimientos de fase son de 0,0049 = α1−β1,100 rad y 0,0055 = α2−β2,100
rad. En la forma para recuperar φij , proponemos calcular la distancia Euclidiana de un
punto (pij , qij) a la elipse ajustada dada en su forma paramétrica en la Ecs.(3.82,3.83).
Entonces, la distancia de un punto experimental (pij , qij) a un punto de la elipse del ajuste
puede ser dada en términos de φ Ec.(3.84). Porque la distancia Euclidiana de un punto a
una elipse es definida como la distancia más corta, entonces el valor de la fase paramétrico
φ sobre un punto de la elipse ajustada que satisface esta condición puede ser encontrada
por calcular el mı́nimo de Li(φ), que es igualando a cero la primera derivada, y resolver
para φ. Aśı, usando las Ecs.(3.82, 3.83) la siguiente expresión puede ser obtenida,

Li =

√
(pi,j − Pi (ϕ))2 + (qi,j −Qi (ϕ))2. (3.84)

0 = si,j cos

(
ϕ+

1

2
β1,i

)
+ ui,j cos

(
ϕ+

1

2
(βi,1 + β2,i)

)
(3.85)

−vi sin (2ϕ+ β1,i)− ñi sin (2φ+ β1,i + β2,i) ,

donde sij = pij sin (β2,i/2), uij = qij sin [(β2,i − β1,i) /2], vi = Bi sin2 (β1,i/2), ñi =
Bi sin2 [(β2,i − β1,i) /2] son conocidos.
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3.3. EVALUACIÓN DE PATRONES EXPERIMENTALES

Figura 3.25: Fase envuelta, medición de 342 de 1000 con ruido Gaussiano de σ = π/20 en
α1, (a) teórica, calculado por (b) ED, y (c) método PSA, y (d) datos sobre el renglón
i = 100.

Resolviendo para φ en la Ec.(3.85) no es una tarea trivial, de hecho no existe una
solución anaĺıtica. Nosotros encontramos φ por resolver numéricamente un sistema de
ecuaciones formado con la Ec.(3.85) y la identidad trigonométrica cos2 φ + sin2 φ = 1,
cuya solución da 4 ráıces, de las cuales, las complejas son discriminadas, mientras las
reales son sustituidas en la Ec.(3.84) y el mı́nimo valor es elegido como una solución
deseada, nombremos ϕij . Entonces esta fase es asignada a la fase envuelta en este punto,
φwij = ϕij , y de esta manera la fase del objeto en el punto (i, j) es encontrado. Este
proceso es repetido para j = 1 · · ·n y para i = 1 · · ·m para obtener la fase envuelta en
cada punto en el mapa, el cual es nombrado el método de la distancia Euclidiana (ED).

Figs.(3.25)(a-c) muestra la fase envuelta teórica φwT , la calculado por ED φwED, y
por la t́ıpica fórmula en PSI φwPSI , respectivamente de Ecs.(3.33-3.35) esta fórmula es
obtenida,

tanφ =
I0 (cosβ1 − cosβ2)− I1 (1− cosβ2) + I2 (1− cosβ1)

I0 (sinβ1 − sinβ2) + I1 sinβ2 − I2 sinβ1.
(3.86)

Fig.3.25(d) muestra el i = 100 renglón de un mapa de fase envuelta, en ĺınea verde
φwT100, en cuadrados rojos φwED,100, y en triángulos azules φwPSI,100, graficados juntos
para mostrar la discrepancia entre el presente y el t́ıpico método con respecto a la fase
teórica. Además actualmente en esta simulación numérica la fase envuelta que representa
la medición 342 de r = 1000. Para mostrar con mejor claridad la comparación de aproxi-
mación entre los métodos ED y PSA: Fig.3.26(a) muestra con los puntos rojos las 1000
mediciones de φwED,100 para j = 84, a partir del cual se calcula la media y se represen-
ta con una ĺınea roja continua que tiene un valor de φwED,100 = 0,9878 rad, y en este
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punto φwT,100 = 0,950772 rad es graficado con una linea verde continua. El porcentaje
del bias con respecto a un peŕıodo de 2π es de εED,100 = 0,0059023 calculado por medio
de εED,100 =

∣∣φwED,100 − φwT,100∣∣ /2π, mientras la desviación es de σED,100 = 0,220225
rad, lo cual es indicado con dos lineas purpuras discontinuas. Los sub́ındices ED y PSA
en φ, σ, ε indicando que los métodos ED y PSA fueron aplicados. Si este cálculo es re-
petido para cada j una variación de la curva para εED,100 es obtenida como se muestra
en la Fig.3.26(b), similarmente para σED,100 como se muestra en la Fig.3.26(c), y simi-
larmente para φwED,100 como se muestra en la Fig.3.26(d). Para ver en mejor detalle, la
Fig.3.26(e) muestra un ejemplo de la Fig.3.26(d) desde j = 80 hasta j = 120 para ilustrar
el bias y la desviación estándar en el método ED que es indicado con la barra de tamaño
en la gráfica. Observando la Fig.3.26(b) y 3.26(c), el porcentaje de bias y la desviación
estándar es diferente para cada punto j como esperamos. Una forma para cuantificar la
aproximación en este renglón es por el promedio de εED,100 y σED,100 son calculados, dan-
do εED,100 = 0,00883035 y σED,100 = 0,147919 rad, los cuales son graficados con lineas
continuas rojas y azules, respectivamente. Si los cálculos para el método (ED) arriba ex-
plicado son repetidos para el método PSA usando los mismos interferogramas, similares
gráficas pueden ser obtenidas, entonces para una comparación de ambos métodos: Fig.
3.27(a1) muestra con color rojo el metodo ED y con color azul el método PSA; εED,100 y
εPSA,100 = 0,00988584 son mostrados en lineas continuas, y con el mismo color y notación
en las lineas Fig. 3.27(a2) mostrando σED,100, σPSA,100 y sus promedios σED,100 = 0,147919
rad y σPSA,100 = 0,175776 rad. Como se puede notar, el método ED es mejor que el méto-
do PSA en ambos porcentajes de bias y desviación estandar para este particular caso
donde el ruido Gaussiano fue solo introducido para α1 de σ1 = π/20 = 0,157 rad en des-
viación estándar mientras otros parámetros fueron mantenidos constantes. Se realiza un
análisis adicional en una forma de mostrar las propiedades de los métodos ED y PSA
para los casos donde solo α2, o b son introducidos con ruido Gaussiano de σ2 = π/20
rad o σb = 0,1 %b0, respectivamente, y cuando solo b es modulado espacialmente por
σbx = 8, como es definido en la Ec.(3.66c). El resultado de este análisis es mostrado en
las Figs.(3.27)(b)-(3.27)(d) para εED,100 y σED,100 con el mismo color y ĺınea de notación
como en la Fig.(3.27)(a). Como puede notarse, el método ED es mejor que el método PSA
en ambos porcentajes de bias y desviación estándar para estos particulares casos de niveles
de ruido Gaussiano en α2, o b, o variaciones espaciales de b. Sin embargo, para tener una
mejor descripción de εED,100 y σED,100 estos valores fueron graficados en la Fig. (3.28)(a)-
(3.28)(d), respectivamente. Como se muestra en la Fig.(3.28), cuando los parámetros son
introducidos sin ruido y sin variaciones, ambos métodos obtienen el mismo resultado. No
obstante cuando el nivel de ruido introducido esta entre cero y un valor umbral, el cual es
diferente para cada caso (ver Figs. (3.28)(a)-(3.28)(d)), el método ED es más aproximado
que el método PSA, y cuando este ruido umbral es rebasado, la situación es revertida el
método ED es menos aproximado que el método PSA. Note que cada punto en la gráfica
de la Fig. (3.28) representa el promedio de 200 datos, tal como es indicado para un caso
particular de ruido en la Fig. (3.27) y en cada uno de estos 200 puntos fue obtenido por
promediar 1000 mediciones de fase, como se muestra en la Fig.(3.26) para j = 84 en la
simulación numérica.
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Figura 3.26: Fase envuelta reconstruida por método ED para i = 100 para estimar su
aproximación (a) 1000 mediciones de φwED,100 en j = 84, (b) porcentaje de bias, (c)
desviación estandar, (d) fase promedio, (e) zoom para ver el bias y desviación estándar en
cada punto j.
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Figura 3.27: Cálculo de la aproximación (bias y desviación estandar) de los metodos ED y
PSA para i = 100 en los casos: ruido Gaussiano de (a) σ1 = π/20 rad en α1, (b) σ2 = π/20
rad en α2, (c) σb = 0,1 %b0 en b constante (σbx → ∞) (d) sin ruido pero con σbx = 8.
Cada punto en las gráficas representa el promedio de 1000 mediciones.
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Figura 3.28: Exactitud en los metodos ED y PSA para diferentes niveles de ruido sobre
i = 100 para (a) α1, (b) α2, y b en los casos (c) σb con σbx →∞, (d) σbx; (1) porcentaje
de bias, y (2) desviación estándar. Cada punto en las gráficas representa el promedio de
200 mediciones (ver Fig. 3.27), y cada una de estas 200 representan el promedio de 1000
mediciones (ver Fig.(3.26a)).

3.3.5. Evaluación de patrones experimentales

El presente método también fue aplicado a interferogramas capturados experimental-
mente, como se muestra en la Fig.(3.29)(a1) codificado en niveles de grises de 8 bits y
221× 241 en resolución, el cual tiene corrimientos de fase conocidos α1 = 1,35 y α2 = 2,7
por comparar con los corrimientos de fase β1 y β2 calculado con el presente método. Los
interferogramas secundarios son calculados con la Ecs.(3.67, 3.68) y son graficados en la
Figs.(3.29)(b1-b2). Los puntos rojos en la Fig.(3.29)(a2) son formados con intensidades
extráıdas del 110−iésimo renglón indicado con ĺınea roja discontinua en la Figs.(3.29)(b1-
b2). El ajuste de la elipse es obtenido aplicando el método de mı́nimos cuadrados que es
representado con ĺıneas de color naranja en la Fig.(3.29)(a2), el cual da β1 = 1,18 y
β2 = 2,77, siendo comparable con el introducido corrimiento de fase experimental. Enton-
ces aplicando el método ED φwED es obtenido como se muestra en la Fig.(3.29)(a3), y
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aplicando el método PSA usando la Ec.(3.86) φwPSI es obtenido como se muestra en la
Fig.(3.29)(b3).

Figura 3.29: (a1) interferogramas experimentales, (b1-b2) interferogramas secundarios,
(a2) puntos de intensidad y ajuste a una elipse para i = 110 , (3) fase envuelta calculada
por los métodos de ED y PSI.
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Figura 3.30: Diagrama del algoritmo.
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4

Conclusiones

Presentamos un novedoso método para la extracción de fase nombrado el método de
la Distancia Euclidiana ED que no usa la función tangente tal como los métodos PSA. El
método esta basado en el concepto geométrico de la distancia Euclidiana de un punto a una
elipse, involucrando dos importantes puntos: el primero fue el ajustar a una elipse datos
dispersos que son obtenidos de formar pares ordenados en términos de las intensidades
experimentales aplicando el método de mı́nimos cuadrados; el segundo fue el calcular la
distancia Euclidiana de un punto formado por las intensidades a un punto sobre la curva
que se obtiene del ajuste la cual es una elipse. Minimizando la Ec.(3.25) que representa la
distancia Euclidiana con respecto al parámetro ϕ Ec.(3.29) y la identidad de la Ec.(3.55)
podemos establecer un sistema de dos ecuaciones que tiene cuatro posibles soluciones de
las cuales elegimos la que satisface la condición de distancia más corta entre los puntos al
sustituirse en la Ec.(3.25), asignando este valor a la fase que se desea conocer φ. Además
un detallado análisis para caracterizar el algoritmo fue llevado a cabo demostrando que el
método ED es más preciso que el método PSA para bajo niveles de ruido y menos preciso
que los métodos PSA para altos niveles de ruido. En particular, porque b fue aproximado
a una constante, el método ED tiene poca tolerancia a las variaciones espaciales, como
se observa en Fig.(3.28)(d) los errores incrementan como la función b tiene variaciones
espaciales al decrecer el valor de σbx como se observa en las gráficas de la desviación
estándar ε y bias σ, por lo tanto el algoritmo se convierte inestable. Una posible forma
de mejorar estos resultados son: dividir cada renglón en intervalos que correspondan a un
peŕıodo en vez de tomar todos sus elementos, y segundo por aproximar b a un polinomio
en vez de una valor constante. Estas aproximaciones pueden obtener altos umbrales de
ruido como los umbrales mostrados en la Fig.(3.28). Por otro lado, el nivel de ruido donde
el método ED calcula la fase con mejor precisión que el método PSA es posible obtener
experimentalmente. Lo cual es una importante ventaja en la aplicación donde la exactitud
es necesaria. Esto abre las posibilidades para mejorar el método ED por ajustar a una
cónica o en general alguna curva paramétrica en dos o más dimensiones. Además creemos
que se puede mejorar el tiempo de computo si la solución se encuentra a partir de una
sola ecuación.

73





Bibliograf́ıa

[1] Max Born, Emil Wolf, Principles of optics, Cambridge University Press, London, 1983

[2] C. Meneses Fabian, F. A. Lara Cortes, Phase retrieval by Euclidean distance in self-
calibrating generalized phase-shifting interferometry of three steps, Opt. Express.
23(10), 13589-13604 (2015).

[3] J. H. Bruning, D .R. Herriott, J. E. Gallagher, D. P. Rosenfeld, A. D. White, and
D. J. Brangaccio, Digital Wavefront Measurement Interferometer for Testing Optical
Surfaces and Lenses, Appl. Opt. 13, 2693-2703 (1974).

[4] K. Creath, Phase-measurement interferometry techniques, in Progress in Optics XX-
VI, E. Wolf, eds. (ELSEVIER Science Publishers), 349-393, (1988).
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