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1.3. El n-ésimo producto simétrico de un continuo . . 13
1.4. Continuos alambrados . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.5. Resultados necesarios . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2. Resultados obtenidos 23
2.1. Unicidad del segundo y tercer producto simétrico

para continuos enrejados . . . . . . . . . . . . . . 23

Conclusiones 51

Bibliograf́ıa 54
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Introducción

La teoŕıa de unicidad de hiperespacios ha sido ampliamente
investigada, por ejemplo, véase [1]–[6], [8], [13], [15]–[26], [28]–
[31]; en este trabajo de tesis analizamos la unicidad del segundo
y tercer producto simétrico para los continuos enrejados.

La historia sobre la unicidad del n-ésimo producto simétrico
comienza en el año 2006 cuando se demuestra un teorema al
respecto, sobre gráficas finitas.

Una gráfica finita es un continuo que se puede escribir como
unión finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos, o son
ajenos o se intersectan solamente en uno o en ambos puntos
extremos. Sea G la clase de las gráficas finitas.

El teorema que se demuestra sobre gráficas finitas es el si-
guiente:

(a) Si X ∈ G y n ∈ N, entonces X tiene n-ésimo producto
simétrico único (véase [6, Corolario 5.9]).

Una dendrita es un continuo localmente conexo sin curvas
cerradas simples. Denotamos por D a la clase de las dendritas
tales que su conjunto de puntos extremos es cerrado.

Se cumple que G 6⊂ D y D 6⊂ G (véase Ejemplo 1.16 y
Ejemplo 1.17).

Para los elementos de la clase D se demostró lo siguiente, que
se desprende de [2, Teorema 5.2] y [21, Teorema 3.5]:

(b) Si X ∈ D y n ∈ N, entonces X tiene n-ésimo producto
simétrico único (véase [21, Teorema 3.7]).
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Años más tarde se definen nuevas clases de continuos; la clase
de los continuos casi enrejados y la de los continuos enrejados
(véase [15]). Dado un continuo X, sean

G(X) = {p ∈ X : p tiene una vecindad G en X tal que G es

una gráfica finita} y

P(X) = X − G(X).

Un continuo X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso
en X. Un continuo X es enrejado si X es casi enrejado y X

tiene una base de vecindades B tal que U − P (X) es conexo.
Denotamos por AM a la clase de los continuos casi enrejados y
M a la clase de los continuos enrejados.

En [15] se demuestra que G ⊂ M y D ⊂ M. De hecho, la
clase G ( M y D ( M, (véase Ejemplo 1.30). Denotamos por
LC a la clase de los continuos localmente conexos.

En 2012 se probó en [26] lo siguiente respecto a unicidad
del producto simétrico para continuos casi enrejados localmente
conexos:

(c) Si X ∈ M y n ∈ N con n ≥ 4, entonces X tiene n-ésimo
producto simétrico único (véase [26, Corolario 4.4]).

En 2013 aparece el cooncepto de alambre y continuo alam-
brado en [17]; Un alambre en un continuo X es un subconjunto
α de X homeomorfo a (0, 1), [0, 1), [0, 1] o S1 y que es una com-
ponente de algún abierto en X.

Dado un continuo X, sea

W (X) =
⋃
{α : α es un alambre en X}.
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Un continuo X es alambrado si W (X) es denso en X. De-
notamos por W a la clase de los continuos alambrados.

Por [17, p. 1578], se sabe que AM ⊂ W . Además la con-
tención es propia (véase Ejemplo 1.37). Se demuestra [17] lo
siguiente:

(d) Si X ∈ W y n ∈ N con n ≥ 4, entonces X tiene n-ésimo
producto simétrico único (véase [17, Corolario 6]).

Los resultados de (c) y (d) generalizan los resultados (a) y
(b) para n ∈ N con n ≥ 4.

Como se puede observar, para el caso de las clases AM∩LC y
W , los resultados sobre unicidad del n-ésimo producto simétrico
están hechos sólo para cuando n ≥ 4.

En esta tesis, se demuestra el resultado siguiente, mismo que
fue publicado en [13]:

(e) Si X ∈ M y n ∈ {2, 3}, entonces X tiene n-ésimo pro-
ducto simétrico único (véase [13, Teorema 3.11]).

Como G ( M y D ( M, el resultado (e) generaliza los
resultados (a) y (b) para n ∈ {2, 3}. Ahora, como AM ⊂ W ,

por la definición de continuo enrejado tenemos que M ⊂ W .

Aśı,

(f) Si X ∈ M y n ∈ N con n ≥ 4, entonces X tiene n-ésimo
producto simétrico único.

Por lo tanto, de los resultados (e) y (f) se obtiene el Corolario
siguiente:

(g) Si X ∈ M y n ∈ N, entonces X tiene n-ésimo producto
simétrico único (véase [13, Corolario 3.12]).

El tópico de este trabajo está inmerso en el problema general
siguiente.
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Pregunta. Dado n ∈ N, ¿qué condiciones necesita tener un con-
tinuo X para que se garantice la unicidad del n-ésimo producto
simétrico de X?

El trabajo de tesis está dividido en dos partes. En el Caṕıtulo
1 se presentan los conceptos básicos, aśı como resultados necesa-
rios para hacer las demostraciones en el caṕıtulo posterior. En el
segundo caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos sobre la
unicidad del segundo y tercer producto simétrico para los con-
tinuos enrejados, siendo estos los resultados principales de este
trabajo:

Teorema. (Véase Teorema 2.18). Si X es un continuo enrejado
y n ∈ {2, 3}, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

Corolario. (Véase Corolario 2.19) Si X es un continuo enrejado
y n ∈ N, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Comenzamos esta tesis aclarando y exponiendo los concep-
tos más básicos. También introducimos algunas notaciones que
utilizaremos frecuentemente a lo largo del trabajo. Enseguida
dedicamos apartados especiales a los continuos enrejados, a los
continuos alambrados y al n-ésimo producto simétrico de un
continuo. Concluimos el Caṕıtulo 1 con una sección para reca-
bar resultados que necesitamos para nuestras demostraciones del
Caṕıtulo 2 y finalmente hacemos un viaje rapido por la histo-
ria de la unicidad del n-ésimo producto simétrico para distintas
clases de continuos.

1.1. Conceptos básicos

En esta sección revisamos los conceptos más básicos y algunas
notaciones que necesitamos para el desarrollo de nuestro trabajo.

Damos inicio a nuestra primera sección de este caṕıtulo con
la definición de continuo.

Definición 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vaćıo,
compacto y conexo.

1
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Cualquier conjunto conexo que sea acotado y cerrado en el
plano Euclidiano R2 es un ejemplo de un continuo. De hecho
siguiendo la misma idea se pueden encontrar muchos ejemplos
en el espacio Rn con la topoloǵıa usual. En la referencia [34],
se dan muchos ejemplos de continuos. En [12, Caṕıtulo 10], [11,
Caṕıtulo 27] y [14, Caṕıtulo 19] también se dan ejemplos de
continuos, incluso en [34] y el Caṕıtulo 27 de [11] se exhibe el
clásico continuo universal llamado Cubo de Hilbert y se demues-
tra que efectivamente todo continuo se puede encajar en el Cubo
de Hilbert.

Frecuentemente hablaremos de n-celdas en este trabajo, por
lo que conviene anotar su dfinición en esta sección de conceptos
básicos.

Definición 1.2. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, donde n ∈ N, sea
Ii = [0, 1]. Una n-celda es un espacio topológico homeomorfo a∏n

i=1 Ii con la topoloǵıa producto.

Ahora, recordemos la noción de orden de un punto en un
espacio dado.

Definición 1.3. Sean X un continuo, p ∈ X y β ∈ N∪{ω,ℵ0, c}.
Se dice que p es de orden menor o igual que β en X, de-
notado por ord(p,X) ≤ β, si p tiene una base de vecindades B

en X tal que para cada U ∈ B se cumple que |frX(U)| ≤ β. Se
dice que p es de orden β en X, denotado por ord(p,X) = β, si
ord(p,X) ≤ β y ord(p,X) 
 α para cualquier α ∈ N∪{ω,ℵ0, c}
con α < β.

A lo largo de todo el trabajo hablamos de puntos extremos,
puntos ordinarios y puntos de ramificación, por lo que también
conviene recordar su definición.
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Definición 1.4. Sean X un continuo y p ∈ X.
(a) Si ord(p,X) = 1, entonces se dice que p es un punto ex-

tremo de X.

(b) Si ord(p,X) = 2, entonces se dice que p es un punto or-
dinario de X.

(b) Si ord(p,X) ≥ 3, entonces se dice que p es un punto de
ramificación de X.

Los conjuntos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos
de ramificación de un continuoX son denotados por E(X), O(X)
y R(X), respectivamente.

El arco y la circunferencia son los ejemplos más sencillos de
continuos. Necesitaremos identificar cuando un continuo contie-
ne copias de estos en formas especiales.

Definición 1.5. Un arco es un espacio topológico homeomorfo
al intervalo [0, 1] con la topoloǵıa usual de R. Sean J un arco,
p, q ∈ J y h : [0, 1] → J un homeomorfismo. Supongamos que
h(0) = p y h(1) = q. Los puntos p y q se llaman puntos extremos
de J y en este caso se dice que J es un arco que va de p a q.

Definición 1.6. Una curva cerrada simple es cualquier es-
pacio topológico homeomorfo a la circunferencia unitaria S1 con
la topoloǵıa usual de R2.

Ahora śı, pasamos a ver las definiciones de arco libre, arco
libre maximal y circunferencia libre en un continuo.

Definición 1.7. Un arco libre en un continuo X es un arco α
con puntos extremos a y b en X tal que α−{a, b} es un conjunto
abierto en X. Un arco libre α es un arco libre maximal en
X si es maximal con respecto a la inclusión.
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Definición 1.8. Una circunferencia libre S en un continuo
X es una curva cerrada simple contenida en X tal que existe
p ∈ S tal que S − {p} es abierto en X.

Enseguida vemos la notación que usaremos para denotar a
la colección de arcos libres maximales y circunferencias libres
en un continuo. Esta notación nos es de mucha utilidad, porque
nos ofrece practicidad para manejar los arcos libres maximales y
ciclos en las demostraciones sobre hiperespacios en el Caṕıtulo
2.

Dado un continuo X, definimos a AS(X) como sigue:

AS(X) = {J ⊂ X : J es un arco libre maximal en X o un ciclo

en X}.

Lo noción de puntos adyacentes en un continuo juega un pa-
pel importante en nuestro trabajo, por lo que a continuación
enunciamos la definición.

Definición 1.9. Sean x, z ∈ X. El punto x es adyacente al
punto z en X, o los puntos x, z son adyacentes en X, si existe
J ∈ AS(X), que no es una circunferencia libre, tal que x, z son
los puntos extremos de J.

Ejemplo 1.10. Para todo n ∈ N, sean

An el segmento de recta que va de (0, 0) a
(
−1

2 ,
1
2n

)
,

Bn el segmento de recta que va de (0, 0) a
(
−1

2 ,−
1
2n

)
y

Cn =
{

(x, y) ∈ R2 :
(
x− 1

2n

)2
+ y2 =

(
1
2n

)2}
.
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Consideremos B =
{

(x, 0) ∈ R2 : − 1
2 ≤ x ≤ 0

}
y sea

X =

(⋃
n∈N

An

)
∪

(⋃
n∈N

Bn

)
∪

(⋃
n∈N

Cn

)
∪B.

El espacio topológico X considerado con la topoloǵıa usual de
R2 es un continuo (véase Figura 1). Si p = (−1

2 ,
1
2), entonces

ord(p,X) = 1. Sean o = (−1
2 , 0) y q = (0, 0). Para todo x que

pertenece al arco que va de o a q se cumple que ord(x,X) = ℵ0.
Si r = (1, 0), entonces ord(r,X) = 2. Aśı, p es un punto extremo
de X, todos los puntos del arco que va de o a q son puntos
de ramificación de X y r es un punto ordinario de X. Sean
s = (12 ,−

1
2) y t = (12 ,

1
2). El arco que va de s a t en X y que pasa

por q no es un arco libre en X. El arco que va de s a t y pasa
por r śı es un arco libre en X. El arco que va de p a q es un arco
libre maximal en X. Además, Cn es una circunferencia libre en
X, para cada n ∈ N.

Figura 1.

El concepto de gráfica finita juega un papel muy importan-
te en nuestro trabajo, porque se ocupa al momento de definir
continuo enrejado, y por lo tanto se utilizará frecuentemente en
demostraciones del Caṕıtulo 2. Siendo aśı, enunciamos a conti-
nuación la definición de gráfica finita y vemos un ejemplo sencillo
de dichos continuos.
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Definición 1.11. Una gráfica finita es un continuo que se
puede escribir como unión finita de arcos tales que cualesquiera
dos de ellos, o son ajenos o se intersectan solamente en uno o
en ambos puntos extremos.

Ejemplo 1.12. Un n-odo simple X es un continuo que es
unión de n arcos J1, J2, . . . , Jn tal que existe p ∈ X con la pro-
piedad de que Ji ∩ Jj = {p}, cuando i 6= j, y p es un punto
extremo de cada uno de los arcos Ji. Los n-odos simples son
ejemplos de gráficas finitas. En la Figura 2 vemos gráficamente
un 10-odo simple y un 17-odo simple.

Figura 2. Ejemplo de un 10-odo simple y 17-odo
simple.

En 2006 se demostró el teorema siguiente respecto a la uni-
cidad del n-ésimo producto simétrico para gráficas finitas.

Teorema 1.13. [6, Corolario 5.9] Sean X una gráfica finita,
Y un continuo y n ∈ N. Si Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ),
entonces X es homeomorfo a Y.

También conviene anotar la definición de dendrita, ya que las
mencionaremos en algunas partes de este trabajo.
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Definición 1.14. Una dendrita es un continuo localmente co-
nexo sin curvas cerradas simples.

A continuación un ejemplo importante de dendrita.

Ejemplo 1.15. Un ejemplo clásico e importante es la dendri-
ta de Gehman. Esta dendrita se construye empezando en la
parte superior, de donde salen dos segmentos de recta, en cu-
yos extremos inferiores se colocan otros dos segmentos de recta
más pequeños. Repitiendo este proceso una infinidad de veces y
finalmente se considera la cerradura de la unión de todos los seg-
mentos de recta construidos. De hecho el conjunto de puntos que
se añaden al tomar la cerradura de la unión de los segmentos de
recta construidos es el conjunto de Cantor (véase Figura 3).

Figura 3. Dendrita de Gehman.

Los ejemplos a continuación nos sirven para poner en eviden-
cia que G 6⊂ D y D 6⊂ G.

Ejemplo 1.16. Una curva cerrada simple es un continuo que
pertenece a la clase G y no pertenece a la clase D porque no es
una dendrita.

Ejemplo 1.17. Consideremos la dendrita de Gehman (Ejem-
plo 1.15). La dendrita de Gehman pertenece a la clase D y no
pertenece a la clase G porque no es unión finita de arcos.
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Como en el caso de las dendritas, conviene precisar que es
un abanico suave, ya que de pronto se mencionará en algún
momento. Para esto, necesitamos primero precisar que es un
continuo unicoherente, que es un dendroide y que es un abanico.

Definición 1.18. Un continuo X es unicoherente si siempre
que se tengan subcontinuos A y B de X tales que X = A ∪ B,
se cumple que A ∩B es conexo.

Definición 1.19. Un dendroide es un continuo arco conexo
hereditariamente unicoherente.

Dado un dendroide X y puntos p, q ∈ X, denotamos por pq
al único arco que une p y q en X.

Definición 1.20. Un abanico es un dendroide X con un único
punto de ramificación v, al que se le llama vértice de X.

Ahora śı, la definición de abanico suave.

Definición 1.21. Un abanico X con vértice v es un abanico
suave si para toda sucesión {xm}∞m=1 en X que converge a un
punto x ∈ X, la sucesión {vxm}∞m=1 converge a vx.

Ahora, una definición y un teorema sobre espacios topológicos
en general que serán muy útiles en la demostración del Teorema
2.16, (véase Caṕıtulo 2).

Definición 1.22. Una familia {Aα : α ∈ Λ} de subconjuntos de
un espacio topológico X es localmente finita en un subcon-
junto A de X si para cada punto x de A existe una vecindad V
de x en X tal que V ∩ Aα 6= ∅ para a lo más un número finito
de ı́ndices α.
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Ejemplo 1.23. Consideremos el intervalo (0, 1) ⊂ R con la
topoloǵıa usual. Sea F = {(0, 1n) : n ∈ N}. Veamos que la familia
F es localmente finita en (0, 1). Para cualquier r ∈ (0, 1) existe
Nr ∈ N tal que 0 < 1

Nr
< r. Sea Vr = (r− 1

Nr
, r+ 1

Nr
). Notemos que

Vr es una vecindad de r que sólo intersecta a los elementos de
la colección F tales que n < Nr. Como {(0, 1n) : n < Nr} es una
subcolección finita de F , se cumple que F es localmente finita
en (0, 1). Sin embargo, F no es una familia localmente finita
en R porque para cualquier vecindad V del 0 la cardinalidad del
conjunto de elementos de F que intersectan a V no es finita.

Teorema 1.24. [9, Teorema 9.4, p. 83] Sean X y Y espacios
topológicos y {Aα : α ∈ Λ} una cubierta de X que satisface (a)
o (b):

(a) Todos los conjuntos Aα son abiertos en X.

(b) Todos los conjuntos Aα son cerrados en X y forman una
familia localmente finita en X.

Sea {fα : Aα → Y } una familia de funciones continuas tal que
para cada (α, β) ∈ Λ×Λ, se cumple que fα|Aα∩Aβ = fβ|Aα∩Aβ.

Entonces existe una única función continua f : X → Y la cual
es una extensión de cada fα, es decir, para todo α ∈ Λ, se cumple
que f |Aα = fα.

El siguiente teorema es un resultado importante en teoŕıa
de continuos, que aunque muy básico, lo enunciamos porque lo
utilizamos en nuestro trabajo.

Teorema 1.25. [35, Teorema 8.26] Si X es un continuo lo-
calmente conexo y U es un conjunto conexo y abierto en X,
entonces U es localmente conexo.
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El siguiente resultado sobre ĺımites de conjuntos es amplia-
mente conocido y no es dif́ıcil de probar, sin embargo, se puede
consultar una prueba en [10]. Este resultado clásico será de uti-
lidad al demostrar el inciso (a) del Teorema 2.15.

Teorema 1.26. [10, Teorema 1.60] Sean {Am}∞m=1 y {Bm}∞m=1

sucesiones de elementos de 2X tales que {Am}∞m=1 converge a A
y {Bm}∞m=1 converge a B, donde A,B ∈ 2X . Si Am ∩ Bm 6= ∅,
para cada m ∈ N, entonces A ∩B 6= ∅.

1.2. Continuos enrejados

En esta sección enunciamos lo referente a los continuos enre-
jados; desde su definición y ejemplos, hasta algunas propiedades
importantes de los elementos de esta clase, que fueron objeto de
estudio al realizar este trabajo.

Primero, veamos como va la definición de continuo casi en-
rejado, para aśı pasar a definir continuo enrejado, ya que como
veremos, la clase de los continuos enrejados es una subclase de
los continuos casi enrejados. Para esto, necesitamos la notación
siguiente.

Dado un continuo X, sean

G(X) = {p ∈ X : p tiene una vecindad G en X tal que G es

una gráfica finita}
y

P(X) = X − G(X).

Definición 1.27. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es
denso en X.
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Ahora, veamos que es un continuo enrejado.

Definición 1.28. Un continuo casi enrejado X es enrejado si
X tiene una base de vecindades B tal que para cada U ∈ B se
cumple que U − P(X) es conexo.

Veamos ahora un par de ejemplos para conocer más de con-
tinuos casi enrejados y continuos enrejados.

Ejemplo 1.29. Sea X = ([−1, 1]× {0})∪
(⋃

n∈N
({

1
n

}
×
[
0, 1n
]))

.

El conjunto X considerado con la topoloǵıa usual de R2 es un
continuo. En este caso, P(X) = {(0, 0)}. El continuo X (véase
Figura 5) es casi enrejado pero no es enrejado, porque para cual-
quier conjunto abierto U en X que tiene al punto (0, 0) se cumple
que U − P(X) no es conexo.

Figura 5. Ejemplo de continuo casi enrejado que no es enreja-
do.

Ejemplo 1.30. El continuo de la Figura 6 es definido de la
manera siguiente. Para cada n ∈ N, sea An = {(x, 2−n+1) ∈
R2 : 0 ≤ x ≤ 1} y A0 = {(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1}. Ahora,
para cada n ∈ N ∪ {0} y cada entero m tal que 0 ≤ m ≤ 2n+1,
sea Bn,m = {(m2−n−1, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 2−n}. Finalmente,
consideremos

X =

( ∞⋃
n=0

An

)
∪

 ∞⋃
n=0

2n+1⋃
m=0

Bn,m

 .
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El continuo X es un continuo enrejado. En este espacio P(X) =
A0 y obviamente G(X) = X −A0. Notemos que X no es gráfica
finita ni dendrita.

Figura 6. Ejemplo de continuo enrejado.

Los continuos que no son localmente conexos no pueden ser
enrejados. Es lo que afirma el resultado que sigue.

Teorema 1.31. [15, Lema 2] Si X es un continuo enrejado,
entonces X es localmente conexo.

Aśı,M⊂ AM∩LC. De hecho la contención es propia como
lo muestra el Ejemplo que sigue:

Ejemplo 1.32. Para todo n ∈ N, sea

Cn =

{
(x, y) ∈ R2 :

(
x− 1

2n

)2

+ y2 =

(
1

2n

)2
}
.

Consideremos X =
⋃
n∈NCn. El espacio topológico X conside-

rado con la topoloǵıa usual de R2 es un continuo conocido como
el Arete Hawaiano Armónico (véase Figura 6). El espacio X es
un continuo casi enrejado localmente conexo que no es enrejado,
porque U − P(X) no es conexo, para cualquier conjunto abier-
to U en X que contenga al único punto de P(X). Aśı, no se
podrá encontrar la base de vecindades que pide la definición de
conjunto enrejado.



1.3 El n-ésimo producto simétrico de un continuo 13

Figura 6. Arete Hawaiano Armónico.

1.3. El n-ésimo producto simétrico de un con-

tinuo

En esta sección exponemos lo necesario sobre el n-ésimo pro-
ducto simétrico de un continuo, comenzamos con la definición
y luego algunas nociones muy generales sobre este hiperespa-
cio, todo con la intención de introducir a este trabajo, primero
conociendo al menos de una manera muy general, como es el
hiperespacio sobre el cual se desarrolla todo nuestro trabajo.

Dados un continuo X y n ∈ N, consideremos las familias
siguientes de subconjuntos de X :

2X = {A ⊂ X : A es no vaćıo y cerrado en X},

Fn(X) = {A ⊂ X : A es no vaćıo y tiene a lo más n puntos} y

Cn(X) = {A ⊂ X : A es cerrado en X, no vaćıo y tiene a lo

más n componentes}.

En el libro de Nadler [35, 4.2], se prueba que 2X es metriza-
ble. La métrica que se define para 2X se conoce como métrica
de Hausdorff. Como Fn(X) y Cn(X) son subconjuntos de 2X ,
se tiene que Fn(X) y Cn(X) también son metrizables. De hecho,
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a Fn(X) y a Cn(X), considerados con la métrica de Hausdorff,
se les conoce como el n-ésimo producto simétrico de X y el
n-ésimo hiperespacio de X, respectivamente.

Dados m ∈ N y U1, . . . , Um subconjuntos de X, sea

〈U1, . . . , Um〉n = {A ∈ Fn(X) : A ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Um y A ∩ Ui 6= ∅,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

La familia de todos los conjuntos de la forma 〈U1, . . . , Um〉n,
donde m ∈ N y cada Ui es conjunto abierto en X, es una base
para la topoloǵıa de Fn(X), (véase [33, Teorema 1.2]).

Algunos subconjuntos importantes de Fn(X) son los siguien-
tes, mismos que usaremos con frecuencia en demostraciones a lo
largo de este trabajo.

Dados un continuo X y n ∈ N, sean

Pn(X) = {A ∈ Fn(X) : A ∩ P(X) 6= ∅},

Rn(X) = {A ∈ Fn(X) : A ∩R(X) 6= ∅},

Λn(X) = Fn(X)− (Rn(X) ∪ Pn(X)),

En(X) = {A ∈ Fn(X) : A tiene una vecindad en Fn(X) que es

una n-celda}.

Dado que nuestro trabajo forma parte de la teoŕıa de unici-
dad de hiperespacios, anotamos a continuación la definición de
hiperespacio único.
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Definición 1.33. Sean X un continuo, n ∈ N y H(X) ∈ {2X ,
Cn(X), Fn(X)}. Se dice que X tiene hiperespacio únicoH(X),
si la implicación siguiente es verdadera: si Y es un continuo tal
que H(X) es homeomorfo a H(Y ), entonces X es homeomorfo
a Y.

Dado cualquier continuo X, siempre se cumple que X tie-
ne primer producto simétrico único porque la funcion h : X →
F1(X) definida, para cada x ∈ X, por h(x) = {x}, es continua y
suprayectiva (véase [34, Lema 2.3]), además es evidente que es
inyectiva y cerrada, es decir, h es un homeomorfismo. Aśı, cuan-
do se quiere verificar la unicidad del n-ésimo producto simétrico
para un continuo X se revisa para n ≥ 2.

Sean X un continuo y W un conjunto abierto en X. Para
cada conjunto abierto U en X, definimos c(U,W,X) como el
número de componentes de U∩W, si la cardinalidad del conjunto
de componentes de U ∩W es finita, si no ocurre aśı definimos
c(U,W,X) =∞.

Para cada p ∈ clX(W ), definimos

v(p,W,X) = mı́n({m ∈ N : existe una base de vecindades B de p enX tal que

c(U,W,X) = m, para cada U ∈ B}∪{∞}).

En [6, Teorema 3.4], se demuestra que si X es una gráfica fini-
ta, entonces En(X) es abierto en Fn(X). Aśı, si X es una gráfica
finita y A ∈ Fn(X), tiene sentido hablar de v(A, En(X), Fn(X)).
Como [6], podemos denotar por vX(A) a v(A, En(X), Fn(X)).
Cuando no sea necesario mencionar el espacio X, simplemente
escribiremos v(A) para denotar a v(A, En(X), Fn(X)).
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1.4. Continuos alambrados

Aunque en nuestro estudio no hacemos investigación sobre
continuos alambrados, śı los mencionamos frecuentemente y usa-
mos algunos resultados sobre los elementos de esta clase de con-
tiuos. Por lo tanto, dedicamos pequeña sección, para exponer lo
referente a estos continuos.

Una parte de un continuo se llama alambre si cumple con las
condiciones de la definición siguiente.

Definición 1.34. Un alambre en un continuo X es un sub-
conjunto α de X homeomorfo a (0, 1), [0, 1), [0, 1] o S1 y que es
una componente de algún abierto en X.

Dado un continuo X, sea

W (X) =
⋃
{α : α es un alambre en X}.

Conociendo la noción de alambre, estamos listos para conocer
que es un continuo alambrado.

Definición 1.35. Un continuo X es alambrado si W (X) es
denso en X.

Veamos un ejemplo interesante de continuo alambrado. Para
esto, recordemos la definición de continuo indescomponible.

Definición 1.36. Un continuo X es descomponible si X se
puede escribir como la unión de dos subcontinuos propios. Un
continuo X es indescomponible si X no es descomponible.

Ejemplo 1.37. Un solenoide (para la definición véase [35,
2.8]) es un ejemplo de un continuo que es alambrado pero que no
es casi enrejado. Un solenoide es un continuo alambrado porque
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es un continuo indescomponible en el que todos sus subcontinuos
propios, no degenerados, son arcos, y la clase de los continuos
alambrados contiene a la clase de los continuos indescomponi-
bles tales que todos sus subcontinuos propios no degenerados son
arcos (véase página 1578 de [17]). De hecho, un solenoide S no
es un continuo casi enrejado porque en cada punto se comporta
localmente como el producto cartesiano del conjunto de Cantor
con el intervalo [0,1], no pudiendo tener aśı cada punto una ve-
cindad que sea gráfica finita, por lo que el conjunto G(S) no
puede ser denso en S.

Como dato interesante, cabe mencionar que en [17], los au-
tores ponen en evidencia que la clase W contiene a las clases
siguientes de continuos (véase [17, pág. 1578]). La razón es que
si α es un arco libre en un continuo X y p y q son los puntos
extremos de α, entonces α − {p, q} es un alambre. Luego, un
continuo X en el que se cumpla que la unión de sus arcos libres
es un conjunto denso en X es continuo alambrado.

(a) La clase de las compactaciones del rayo [0,∞).

(b) La clase de las compactaciones de la recta real.

(c) La clase de los continuos indescomponibles tales que sus
subcontinuos propios no degenerados son arcos.

(d) La clase de los abanicos suaves.

Por lo tanto, los continuos que pertenecen a las clases de los
incisos (a)-(d) tienen n-ésimo producto simétrico único cuando
n ≥ 4.

El teorema que a continuación enunciamos apareció en 2013
en [17], y es de suma importancia para llegar a una conclusión
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sobre unicidad del n-ésimo producto simétrico de continuos en-
rejados cuando n es cualquier número natural (véase Corolario
2.19).

Teorema 1.38. [17, Corolario 6] Si X es un continuo alam-
brado y n ∈ N con n ≥ 4, entonces X tiene n-ésimo producto
simétrico único.

Como la clase de los continuos enrejados está contenida pro-
piamente en la clase de los continuos alambrados, del Teorema
1.38, tenemos el corolario siguiente.

Corolario 1.39. Si X es un continuo enrejado y n ∈ N con
n ≥ 4, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

1.5. Resultados necesarios

En esta sección enunciamos resultados importantes y necesa-
rios para este trabajo. Son resultados que aparecen en diferentes
art́ıculos de investigación que conviene queden anotados en este
apartado para facilitar la lectura de nuestras demostraciones.
En cada caso, como debe de ser, viene anotada la referencia
adecuada de cada resultado.

Comenzamos esta sección con el resultado que dice que la
colección de puntos del n-ésimo producto simétrico que tienen
una n-celda como vecindad es invariante bajo homeomorfismos.

Teorema 1.40. [2, Teorema 4.1] Sean X y Y continuos y n ∈
N. Si h : Fn(X) → Fn(Y ) es un homeomorfismo, entonces
h(En(X)) = En(Y ).

A continuación, un resultado importante sobre conexidad lo-
cal referente al n-ésimo producto simétrico de un continuo.
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Teorema 1.41. [33, Teorema 6.3] Sea n ∈ N. Un continuo X
es localmente conexo si y sólo si Fn(X) es localmente conexo.

Enseguida, un teorema que nos da un par de condiciones
equivalentes para que un continuo localmente conexo sea casi
enrejado.

Teorema 1.42. [26, Teorema 3.1] Sean n ∈ N y X un continuo
localmente conexo. Las propiedades siguientes son equivalentes.

(i) X es casi enrejado.

(ii) El conjunto En(X) es denso en Fn(X), para todo n ∈ N.

(iii) Todo conjunto no vaćıo y abierto en X contiene un arco
libre de X.

Teorema 1.43. [26, Teorema 3.8] Sea X un continuo localmen-
te conexo y n ∈ N tal que En(X) es denso en Fn(X). Entonces

(a) si n ∈ N, entonces En(X) ⊂ Λn(X),

(b) si n ∈ N− {2, 3}, entonces En(X) = Λn(X)− Fn−1(X).

Enunciamos a continuación un resultado relacionado con con-
tinuos localmente conexos, el cual se usará frecuentemente en
varias demostraciones que aparecen en esta tesis.

Teorema 1.44. [15, Lema 8] Sean X un continuo localmente
conexo X y {Jj}∞j=1 una sucesión de puntos diferentes de AS(X).
Para cada j ∈ N, sea xj ∈ Jj. Si ĺım xj = x para algún x ∈ X,
entonces ĺım Jj = {x} (en C(X)).

Teorema 1.45. [26, Teorema 3.9] Sean X un continuo casi en-
rejado y localmente conexo tal que X no es un arco ni una curva
cerrada simple y n ∈ N. Entonces las componenentes de Λn(X)
son los conjuntos no vaćıos de la forma:
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〈intX(J1), . . . , intX(Jm)〉n, donde m ≤ n,

los conjuntos intX(J1), . . . , intX(Jm) son disjuntos dos a dos y
para cada k ∈ {1, . . . ,m} se cumple que Jk ∈ AS(X).

Teorema 1.46. [26, Teorema 3.10] Sean X un continuo local-
mente conexo y n ∈ N tal que En(X) es denso en Fn(X). Si
A ∈ Pn(X), entonces para cada base B de A en Fn(X) y cada
V ∈ B, el conjunto de componentes de V ∩En(X) tiene cardina-
lidad no finita.

El teorema que sigue es de bastante utilidad en algunas de-
mostraciones a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.47. [15, Teorema 4] Sean X un continuo localmen-
te conexo, n ∈ N y A ∈ Cn(X). Entonces las proposiciones
siguientes son equivalentes

(a) dimA[Cn(X)] es finita,

(b) existe una gráfica finita G contenida en X tal que A ⊂
intX(G),

(c) A ∩ P(X) = ∅.

El teorema que sigue nos dice cuales son algunos subconjuntos
de una gráfica finita que tienen una n-celda como vecindad.

Teorema 1.48. [6, Lema 5.1] Si X es una gráfica finita, n ∈
{2, 3} y A ∈ Fn(X)−Rn(X), entonces A ∈ En(X).

Teorema 1.49. [15, Lema 10] Si X es un continuo localmente
conexo y α es un arco libre en X, entonces existe J ∈ AS(X)
tal que α ⊂ J.
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Teorema 1.50. [6, Lema 5.3] Sean X una gráfica finita, p, q, r, w,
x, y ∈ X tal que ord(p,X) = n ≥ 3, ord(q,X) = s ≥ 3,
ord(r,X) = k ≥ 3 y x, y, w /∈ R(X). Si A ∈ F3(X), entonces los
posibles valores para v(A) son:

(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
+
(
n
3

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
;

(c) si A = {p, x, y} y x 6= y, entonces v(A) = n;

(d) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = n
(
s
2

)
+ s
(
n
2

)
+ ns;

(e) si A = {p, q, w} y p 6= q, entonces v(A) = ns;

(f) si A = {p, q, r}, con p, q y r diferentes, entonces v(A) =
nsk;

(g) si A ∈ F3(X)−R3(X), entonces v(A) = 1.

Teorema 1.51. [6, Lema 5.4] Sean X una gráfica finita, p, q, x ∈
X tal que ord(p,X) = n ≥ 3, ord(q,X) = s ≥ 3, y x /∈ R(X).
Si A ∈ F2(X), entonces los posibles valores para v(A) son:

(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n;

(c) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = ns;

(d) si A ∈ F2(X)−R2(X), entonces v(A) = 1.
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Caṕıtulo 2

Resultados obtenidos

2.1. Unicidad del segundo y tercer producto

simétrico para continuos enrejados

En esta sección presentamos los resultados obtenidos sobre la
unicidad del segundo y tercer producto simétrico para continuos
enrejados (véase Teorema 2.18 y Corolario 2.19). Comenzamos
con algunos teoremas previos que son necesarios para la demos-
tración de tal hecho.

El teorema siguiente nos dice que los continuos enrejados nun-
ca comparten los puntos sin gráfica finita como vecindad con los
arcos libre maximales ni con las circunferencias libres.

Teorema 2.1. Sea X un continuo enrejado. Si J ∈ AS(X),
entonces J ∩ P(X) = ∅.

Prueba. Supongamos que J ∩ P(X) 6= ∅. Sea x ∈ J ∩ P(X).
Como x no tiene vecindad que sea gráfica finita, x /∈ intX(J).
Sea B una base de vecindades de X tal que para cada U ∈ B, se
cumple que U−P(X) es conexo y sea V ∈ B tal que x ∈ V. Si J
es un arco, entonces x es un punto extremo de J. Sean y el otro

23
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punto extremo de J y U1 = V − {y}. Si J es una circunferencia
libre, sea U1 = BX

(
x, 12diám(J)

)
. Como U1 es abierto en X y

x ∈ U1, existe V1 ∈ B tal que x ∈ V1 ⊂ U1. Notemos que se
cumple lo siguiente.

(i) Si J es un arco, entonces V1 ∩ E(J) = {x}.

(ii) Si J es una circunferencia libre, entonces J 6⊂ V1.

Observemos que

V1 − P(X) = V1 ∩ G(X) = V1 ∩ G(X) ∩X

= V1 ∩ G(X) ∩ (J ∪ (X − J))

= (V1 ∩ G(X) ∩ J) ∪ (V1 ∩ G(X) ∩ (X − J)).

Ahora, notemos que si J es un arco, entonces

V1 ∩ G(X) ∩ J = V1 ∩ G(X) ∩ (intX(J) ∪ E(J))

= (V1 ∩ G(X) ∩ intX(J)) ∪ (V1 ∩ G(X) ∩ E(J)).

Como V1 ∩ E(J) = {x} y x /∈ G(X), se sigue que

V1 ∩ G(X) ∩ E(J) = ∅.

Luego,

V1 ∩ G(X) ∩ J = V1 ∩ G(X) ∩ intX(J).

Notemos que si J es una circunferencia libre, entonces

V1 ∩ G(X) ∩ J = V1 ∩ G(X) ∩ intX(J).

Aśı,

V1 − P(X) = (V1 ∩ G(X) ∩ intX(J)) ∪ (V1 ∩ G(X) ∩ (X − J)).
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Como x /∈ intX(J), hay dos opciones, x ∈ intX(X − J) o
x ∈ frX(J). Notemos que x 6∈ intX(X − J), porque intX(X −
J) ⊂ X − J y x ∈ J. Luego, x ∈ frX(J). Como V1 es abierto en
X y x ∈ V1, se sigue que V1 ∩ J 6= ∅ y V1 ∩ (X − J) 6= ∅.

Notemos que V1 ∩ (X − J) es abierto en X. Como X es un
continuo casi enrejado, V1 ∩ (X − J) ∩ G(X) 6= ∅.

Ahora, como x ∈ J y clX(intX(J)) = J, existe una sucesión
{xm}∞m=1 contenida en intX(J) tal que {xm}∞m=1 converge a x.

Como V1 es abierto en X y x ∈ V1, existe M ∈ N tal que
si m ≥ M, entonces xm ∈ V1. Como para cada m ∈ N, se
cumple xm ∈ intX(J); se obtiene que xm ∈ G(X). Aśı, hemos
probado que existe M ∈ N tal que si m ≥ M, entonces xm ∈
V1 ∩ G(X) ∩ intX(J). Luego,

V1 ∩ G(X) ∩ intX(J) 6= ∅.

Como P(X) es cerrado en X, tenemos que V1∩G(X)∩intX(J)
y V1 ∩ G(X) ∩ (X − J) son abiertos en X.

Aśı, V1 ∩ G(X) ∩ intX(J) y V1 ∩ G(X) ∩ (X − J) forman una
disconexión de V1 − P(X). Es decir, V1 − P(X) no es conexo.
Esto es una contradicción. Por lo tanto, J ∩ P(X) = ∅.

El teorema siguiente afirma que si en un continuo hay una
sucesión convergente de puntos de ramificación que tienen ve-
cindad que es gráfica finita, entonces el ĺımite de dicha sucesión
no tiene vecindad que sea gráfica finita.

Teorema 2.2. Sean X un continuo y x ∈ X. Si {xm}∞m=1 es una
sucesión de puntos diferentes en R(X)∩ G(X) tal que {xm}∞m=1

converge a x, entonces x ∈ P(X).

Prueba. Supongamos que x /∈ P(X). Luego, x ∈ G(X). Aśı,
existe una gráfica finita G en X tal que x ∈ intX(G). Veamos que
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existe un abierto V en X tal que x ∈ V ⊂ G y |V ∩R(X)| ≤ 1.
Como X = E(X) ∪O(X) ∪ R(X) y los conjuntos E(X), O(X)
y R(X) son disjuntos dos a dos, tenemos tres casos.
Caso 1. Supongamos que x ∈ E(X). Sea ε = 1

2mı́n{d(x, y) : y ∈
R(X)∩ intX(G)}. Notemos que ε existe porque G es unión finita
de arcos. Además, ε > 0 porque x 6= y. Aśı,sea U = BX(x, ε).
Luego, U ∩R(X) = ∅. Por lo tanto, |U ∩R(X)| ≤ 1.
Caso 2. Supongamos que x ∈ O(X). La demostración en este
caso es análoga a la del Caso 1.
Caso 3. Supongamos que x ∈ R(X). Sea ε = 1

2mı́n{d(x, y) :
y ∈ (R(X)∩ intX(G))−{x}}. Notemos que ε existe porque G es
unión finita de arcos. Además, ε > 0 porque x 6= y. Aśı, sea U =
BX(x, ε). Luego, U ∩R(X) = {x}. Por lo tanto, |U ∩R(X)| ≤ 1.

Por otro lado, como {xm}∞m=1 es una sucesión en R(X) y U es
abierto en X, existe M ∈ N tal que si m ≥M, entonces xm ∈ U.
Luego, |U∩R(X)| =∞. Esto es una contradicción. Por lo tanto,
x ∈ P(X).

El siguiente es un ejemplo de un continuo X para el cual
G(X) = ∅. Es claro que en este caso, el continuo no es casi
enrejado.

Ejemplo 2.3. Sea X una 2-celda, p ∈ X y A un arco contenido
en X con p ∈ A. Notemos que A es una gráfica finita y que X no
es casi enrejado. Además, A no puede ser vecindad de p porque
U 6⊂ A, para todo abierto U en X con p ∈ U. Luego, G(X) = ∅.

El rećıproco del Teorema 2.2 es falso por el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Para cada m ∈ N, sea Lm el segmento de recta en
R2 que va de (0, 0) a

(
1
m ,

1
m2

)
. Sea Fω =

⋃
m∈N Lm. El conjunto

Fω con la topoloǵıa inducida de R2 es un continuo, de hecho,
es una dendrita y se conoce precisamente como Fω. Notemos
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que (0, 0) ∈ P(Fω) y no existe una sucesión {xm}∞m=1 de puntos
diferentes en R(X) ∩ G(X) que sea convergente a (0, 0).

En los continuos enrejados el rećıproco del Teorema 2.2 es
verdadero.

Teorema 2.5. Sea X un continuo enrejado. Entonces x ∈ P(X)
si y sólo si existe una sucesión {xm}∞m=1 de elementos diferentes
de R(X) ∩ G(X) tal que {xm}∞m=1 converge a x.

Prueba. Supongamos que x ∈ P(X) y que no existe una suce-
sión de elementos diferentes en R(X)∩G(X) que sea convergente
a x. Luego, existe un conjunto abierto V en X tal que x ∈ V y
V ∩ (R(X) ∩ G(X)) = ∅. El Teorema 1.31 implica que X es lo-
calmente conexo. Luego, existe un conjunto conexo y abierto U
en X tal que x ∈ U ⊂ V. Notemos que U ∩ (R(X)∩G(X)) = ∅.
Como X es casi enrejado, U ∩ G(X) 6= ∅.

Sea x1 ∈ U ∩ G(X). El Teorema 1.25 nos garantiza que U
es arco conexo. Luego, existe un arco L contenido en U que va
de x a x1. Aśı, existe un homeomorfismo γ : [0, 1] → L tal que
γ(0) = x y γ(1) = x1.

Como U ∩(R(X)∩G(X)) = ∅, para cada t ∈ (0, 1], se cumple
que ord(γ(t), X) ≤ 2, o bien (γ([0, 1]) − {x, x1}) ∩ P(X) 6= ∅.
Sea t1 = sup{t ∈ [0, 1] : γ(t) ∈ P(X)}. Sea α1 el arco conte-
nido en U con puntos extremos γ(t1) y γ(1). Notemos que α1

es un arco libre en X. Por el Teorema 1.49, existe J ∈ AS(X)
tal que α1 está contenido en J. Luego, γ(t1) ∈ J ∩ P(X), esto
contradice al Teorema 2.1. Aśı, si x ∈ P(X), entonces existe una
sucesión {xm}∞m=1 de elementos diferentes de R(X) ∩ G(X) tal
que {xm}∞m=1 converge a x. La otra implicación está probada en
el Teorema 2.2.
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El resultado siguiente extiende [2, Teorema 4.5 (b)] a conti-
nuos casi enrejados localmente conexos.

Teorema 2.6. Si X es un continuo casi enrejado localmente
conexo y n ∈ {2, 3}, entonces En(X) = Λn(X).

Prueba. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo
y n ∈ {2, 3}. El Teorema 1.42 implica que En(X) es denso en
Fn(X). Luego, por el Teorema 1.43, se cumple que En(X) ⊂
Λn(X). Ahora, veamos que Λn(X) ⊂ En(X). Para esto, sea A ∈
Λn(X). Por el Teorema 1.47, existe una gráfica finitaG contenida
en X tal que A ⊂ intX(G). Vamos a probar que A ⊂ E(G) ∪
O(G). Supongamos que existe a ∈ A tal que a /∈ E(G) ∪ O(G).
Luego, a ∈ R(G). Como a ∈ intX(G), se sigue que a ∈ R(X).
Aśı, A ∩ R(X) 6= ∅. Esto es una contradicción. Por lo tanto,
A ⊂ E(G) ∪O(G).

Luego, A ∈ Fn(G) − Rn(G). Como Pn(G) = ∅, se cumple
la siguiente igualdad Λn(G) = Fn(G) − Rn(G). Por lo tanto,
A ∈ Λn(G). El Teorema 1.48 implica que A ∈ En(G). Aśı, existe
una n-celda C en Fn(G) tal que A ∈ intFn(G)(C). Notemos que
A ∈ 〈intX(G)〉n. Además, como intFn(G)(C) ⊂ 〈intX(G)〉n, se
tiene que intFn(G)(C) ∩ 〈intX(G)〉n = intFn(G)(C). Como en el
interior de una n-celda siempre se puede construir una n-celda,
existe una n-celda C ′ en Fn(G) tal que A ∈ intFn(G)(C ′) ⊂ C ′ ⊂
intFn(G)(C) ⊂ C ⊂ 〈intX(G)〉n. Como 〈intX(G)〉n es abierto en
Fn(X), la n-celda C ′ es una n-celda en Fn(X). Luego, A ∈ En(X).
Aśı, Λn(X) ⊂ En(X). Por lo tanto, En(X) = Λn(X).

El resultado siguiente, nos dice que si consideramos un conti-
nuo casi enrejado localmente conexo X, entonces las colecciones
Λ2(X) y Λ3(X) son invariantes bajo homeomorfismos.
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Teorema 2.7. Sean X un continuo casi enrejado localmente co-
nexo y n ∈ {2, 3}. Si h : Fn(X)→ Fn(Y ) es un homeomorfismo,
entonces h(Λn(X)) = Λn(Y ).

Prueba. El Teorema 2.6 nos dice que h(Λn(X)) = h(En(X)).
Por otro lado, el Teorema 1.40 implica que h(Λn(X)) = En(Y ).
Ahora, el Teorema 2.6 implica que h(Λn(X)) = Λn(Y ).

Notemos que si X es un continuo casi enrejado localmente
conexo y n ∈ {2, 3}, el Teorema 1.45 y el Teorema 2.6, nos ase-
guran que En(X) es un conjunto abierto en Fn(X). Aśı, en este
caso, si A ∈ Fn(X), como en el caso de gráficas finitas, también
tiene sentido hablar de v(A, En(X), Fn(X)) y lo denotamos por
vX(A). Cuando no sea necesario mencionar el espacio X, sim-
plemente escribiremos v(A) para denotar a v(A, En(X), Fn(X)).

Teorema 2.8. Sean X un continuo casi enrejado localmente co-
nexo, n ∈ {2, 3} y A ∈ Fn(X)−Pn(X), entonces existe una gráfi-
ca finita G contenida en X tal que A ⊂ intX(G) y v(A, En(G),
Fn(G)) = v(A, En(X), Fn(X)).

Prueba. Sea A ∈ Fn(X) − Pn(X). Como A ∩ P(X) = ∅,
por el Teorema 1.47, existe una gráfica finita G contenida en
X tal que A ⊂ intX(G). Veamos que v(A, En(G), Fn(G)) =
v(A, En(X), Fn(X)). Para esto, sean

M = {m ∈ N : existe una base de vecindades B de A en Fn(X)

tal que c(U, En(X), Fn(X)) = m, para cada U ∈ B} y

M1 = {m ∈ N : existe una base de vecindades B1 de A en Fn(G)

tal que c(U, En(G), Fn(G)) = m, para cada U ∈ B1}.
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Veamos que M = M1. Sea m ∈ M. Existe una base de ve-
cindades B de A en Fn(X) tal que c(U, En(G), Fn(G)) = m,
para cada U ∈ B. Sea B1 = {V ∈ B : V ⊂ 〈intX(G)〉n ∩
U, para U ∈ B}. Notemos que B1 es una base de vecindades
de A en Fn(G). Sea V ∈ B1. Veamos que c(V, En(X), Fn(X)) =
c(V, En(G), Fn(G)). El Teorema 2.6 implica que V ∩En(X) = V ∩
Λn(X) = V ∩Λn(G) = V ∩En(G). Por lo tanto, c(V, En(X), Fn(X)) =
c(V, En(G), Fn(G)). Luego, m ∈ M1. Aśı, M ⊂ M1. De manera
similar, se demuestra que M1 ⊂M. Luego, M = M1. Por lo tan-
to, mı́n(M∪{∞}) = mı́n(M1∪{∞}). Aśı, v(A, En(G), Fn(G)) =
v(A, En(X), Fn(X)).

Teorema 2.9. Sean X un continuo casi enrejado localmente
conexo y p, q, r, x, y ∈ G(X) tales que ord(p,X) = n ≥ 3,
ord(q,X) = s ≥ 3, ord(r,X) = k ≥ 3 y x, y ∈ O(X) ∪
E(X). Si A ∈ F3(X), entonces los posibles valores para v(A) =
v(A, E3(X), F3(X)) son:

(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
+
(
n
3

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
;

(c) si A = {p, x, y} y x 6= y, entonces v(A) = n;

(d) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = n
(
s
2

)
+ s
(
n
2

)
+ ns;

(e) si A = {p, q, x} y p 6= q, entonces v(A) = ns;

(f) si A = {p, q, r}, con p, q y r diferentes, entonces v(A) =
nsk;

(g) si A ∈ Λ3(X), entonces v(A) = 1;

(h) si A ∈ PA3(X), entonces v(A) =∞.
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Prueba. Veamos (a). Notemos que A ∩ P(X) = ∅. Por el Teo-
rema 2.8, existe una gráfica finita G contenida en X tal que
A ⊂ intX(G) y v(A, E3(G), F3(G)) = v(A, E3(X), F3(X)). Aho-
ra, como p ∈ R(X) y p ∈ intX(G), se sigue que p ∈ R(G). Por el
Teorema 1.50, se obtiene que v(A, E3(G), F3(G)) = n+

(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

Luego, v(A, E3(X), F3(X)) = n+
(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

De manera análoga se prueban los incisos (b)− (g).

Veamos (h). Sea A ∈ P3(X). Por el Teorema 1.46 para cada
base B de A en F3(X) y cada V ∈ B, el conjunto de componentes
de V ∩ E3(X) tiene cardinalidad no finita. Aśı, v(A) =∞.

Teorema 2.10. Sean X un continuo casi enrejado localmente
conexo y p, q, x ∈ G(X) tales que ord(p,X) = n ≥ 3, ord(q,X) =
s ≥ 3 y x ∈ O(X) ∪ E(X). Si A ∈ F2(X), entonces los posibles
valores para v(A) son:

(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n;

(c) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = ns;

(d) si A ∈ Λ2(X), entonces v(A) = 1;

(e) si A ∈ P2(X), entonces v(A) =∞.

Prueba. Veamos (a). Notemos que A ∩ P(X) = ∅. Por el Teo-
rema 2.8, existe una gráfica finita G contenida en X tal que
A ⊂ intX(G) y v(A, E2(G), F2(G)) = v(A, E2(X), F2(X)). Aho-
ra, como p ∈ R(X) y p ∈ intX(G), se sigue que p ∈ R(G). Del
Teorema 1.50, obtenemos que v(A, E2(G), F2(G)) = n+

(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

Luego, v(A, E2(X), F2(X)) = n+
(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

De manera análoga se prueban los incisos (b)− (d).
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Veamos (e). Sea A ∈ P2(X). Por el Teorema 1.46 para cada
base B de A en F2(X) y cada V ∈ B, el conjunto de componentes
de V ∩ E2(X) tiene cardinalidad no finita. Aśı, v(A) =∞.

Teorema 2.11. Sean X y Y continuos casi enrejados localmen-
te conexos y n ∈ {2, 3}. Si h : Fn(X) → Fn(Y ) es un homeo-
morfismo y A es un elemento de Fn(X) tal que vX(A) es finito,
entonces

vY (h(A)) ≤ vX(A).

Prueba. Sea A ∈ Fn(X). Supongamos que vX(A) = m, para
algún m ∈ N. Sea B una base de vecindades de A en Fn(X)
tal que c(U, En(X), Fn(X)) = m, para cada U ∈ B. Sea C =
{h(U) : U ∈ B}. Notemos que C es una base de vecindades de
h(A) en Fn(Y ). Además, como h es inyectiva, h(U ∩ En(X)) =
h(U) ∩ h(En(X)), para cada U ∈ B. El Teorema 1.40 implica
que h(En(X)) = En(Y ). Aśı, h(U ∩ En(X)) = h(U) ∩ En(Y ).
Ahora, sea V ∈ C. Existe U0 ∈ B tal que h(U0) = V . Luego,
V ∩ En(Y ) = h(U0 ∩ En(X)). Como el número de componentes
de un espacio topológico es un invariante topológico, la cardi-
nalidad del conjunto de componentes de V ∩ En(Y ) es igual a
la cardinalidad del conjunto de componentes de U0 ∩ En(X).
Aśı, c(V , En(Y ), Fn(Y )) = m, para cada V ∈ C. Por lo tanto,
vY (h(A)) ≤ vX(A).

Teorema 2.12. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente
conexos y n ∈ {2, 3}. Si h : Fn(X) → Fn(Y ) es un homeomor-
fismo, entonces

(a) h(Rn(X) ∪ Pn(X)) = Rn(Y ) ∪ Pn(Y ).

(b) Si A ∈ Fn(X), entonces vX(A) = vY (h(A)).

(c) h(Rn(X)− Pn(X)) = Rn(Y )− Pn(Y ).
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(d) h(F1(R(X) ∩ G(X))) = F1(R(Y ) ∩ G(Y )).

(e) h(Pn(X)) = Pn(Y ).

(f) Si X es un continuo enrejado, entonces h(F1(P(X))) ⊂
F1(P(Y )).

Prueba. Veamos (a). Sea A ∈ Rn(X) ∪ Pn(X). Luego, h(A) ∈
h(Rn(X) ∪ Pn(X)). Supongamos que h(A) /∈ Rn(Y ) ∪ Pn(Y ).
Luego, h(A) ∈ Λn(Y ). El Teorema 2.6 implica que h(A) ∈
En(Y ). Por el Teorema 1.40, sabemos que h(En(X)) = En(Y ).
Luego, h(A) ∈ h(En(X)). Por lo tanto, A ∈ En(X). Por el Teo-
rema 2.6, A ∈ Λn(X). Luego, A /∈ Rn(X) ∪ Pn(X). Esto es
una contradicción. Por lo tanto, h(A) ∈ Rn(Y ) ∪ Pn(Y ). Aśı,
h(Rn(X) ∪ Pn(X)) ⊂ Rn(Y ) ∪ Pn(Y ).

Ahora, como h−1 es un homeomorfismo, de manera análo-
ga se puede demostrar que h−1(Rn(Y ) ∪ Pn(Y )) ⊂ Rn(X) ∪
Pn(X). Luego, h(h−1(Rn(Y )∪Pn(Y ))) ⊂ h(Rn(X)∪Pn(X)). Aśı,
Rn(Y ) ∪ Pn(Y ) ⊂ h(Rn(X) ∪ Pn(X)). Por lo tanto, h(Rn(X) ∪
Pn(X)) = Rn(Y ) ∪ Pn(Y ).

Veamos (b). Sea A ∈ Fn(X). Supongamos que vX(A) es fini-
to. Por el Teorema 2.11, sabemos que vY (h(A)) ≤ vX(A). Luego,
vY (h(A)) es finito. Ahora, como h−1 : Fn(Y )→ Fn(X) es un ho-
meomorfismo, por el Teorema 2.11, se obtiene que vX(h−1(h(A))) ≤
vY (h(A)).Aśı, vX(A) ≤ vY (h(A)). Por lo tanto, vX(A) = vY (h(A)).
Ahora, supongamos que vX(A) = ∞. El Teorema 2.11 implica
que vY (h(A)) =∞. Aśı, vX(A) = vY (h(A)).

Veamos (c). Veremos la prueba de este inciso para el caso
n = 3. La prueba para el caso n = 2 es análoga, lo único que
cambia es que en vez de usar la parte (h) del Teorema 2.9, se
usa la parte (e) del Teorema 2.10.
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Sean n = 3 y A ∈ R3(X) − P3(X). Por la parte (a), se
sabe que h(A) ∈ R3(Y )− P3(Y ). Si h(A) ∈ P3(Y ), por la parte
(h) del Teorema 2.9, se sigue que vY (h(A)) = ∞. Como A ∈
R3(X)− P3(X), el Teorema 2.9 implica que vX(A) < ∅. Esto es
una contradicción a la parte (b). Aśı, h(A) ∈ R3(Y ) − P3(Y ).
Por lo tanto, h(R3(X)− P3(X)) ⊂ R3(Y )− P3(Y ).

Ahora, como h−1 es un homeomorfismo, de manera análo-
ga se puede demostrar que h−1(R3(Y ) − P3(Y )) ⊂ R3(X) −
P3(X). Luego, h(h−1(R3(Y )−P3(Y ))) ⊂ h(R3(X)−P3(X)). Aśı,
R3(Y ) − P3(Y ) ⊂ h(R3(X) − P3(X)). Por lo tanto, h(R3(X) −
P3(X)) = R3(Y )− P3(Y ).

Veamos (d). Veremos la prueba de este inciso para el caso
n = 3. La prueba para el caso n = 2 es análoga.

Afirmación 1. Sea A ⊂ F3(X)−P3(X). Entonces A ⊂ R(X)∩
G(X) si y sólo si existe un abierto V en F3(X) tal que para cada
A1 ∈ V − {A} se cumple que v(A1) < v(A).

Prueba de la Afirmación 1. Supongamos que A ⊂ R(X) ∩
G(X). Luego, A es un conjunto como los descritos en (a), (d) o
(f) del Teorema 2.9. Supongamos que A es como en (a) del Teo-
rema 2.9. Luego, existe y ∈ R(X)∩G(X) tal que A = {y}. Existe
un abierto U en X tal que U∩R(X) = {y}. Sea V = 〈U〉3. Sabe-
mos que V es abierto en F3(X). Además, V ∩F1(P(X)) = {A}.
Sea A1 ∈ V − {A}. Notemos que si consideramos los conjuntos
descritos en los diferentes incisos del Teorema 2.9, resulta que
A1 es un conjunto como los descritos en (b), (c) o (g) del Teo-
rema 2.9. Aśı, por las partes (a), (b), (c) y (g) del Teorema 2.9,
se obtiene que v(A1) < v(A). Cuando A es un conjunto como
los descritos en las partes (d) o (f) se hace algo similar y se
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demuestra que existe un conjunto abierto V en F3(X) tal que
para cada A1 ∈ V − {A} se cumple que v(A1) < v(A).

Rećıprocamente, sea A ∈ F3(X)− P3(X) tal que A contiene
un punto y ∈ X − [R(X) ∪ P(X)]. Luego, existe un arco L en
X tal que y ∈ L y L ∩ R(X) = ∅. Por las partes (b), (c), (e)
o (g) del Teorema 2.9, se sigue que v(A) = v((A − {y}) ∪ {l}),
para cada l ∈ L. Aśı, v(A1) = v(A), para una cantidad no finita
de elementos A1 de V , para cada abierto V de A en F3(X). Aśı,
queda probada la Afirmación 1.

Aśı, obtenemos la afirmación siguiente.

Afirmación 2. Si A ∈ F3(X) − P3(X), entonces A ⊂ R(X) ∩
G(X) si y sólo si h(A) ⊂ R(Y ) ∩ G(Y ).

Ahora, sea x ∈ R(X)∩G(X). Por la Afirmación 2, h({x}) ⊂
R(Y )∩G(Y ). Luego, h({x}) es de una de las formas: {z}, {z, u}, {z, u, w},
donde z, u, w ∈ R(Y ) ∩ G(Y ) son puntos diferentes. Siguiendo
las ideas de [6, Lema 5.5], y usando el Teorema 2.9, la única
posibilidad es que h({x}) = {z}, para algún z ∈ R(Y ) ∩ G(Y ).
La otra contención se demuestra de manera similar. Aśı, queda
probado (d).

Veamos (e). Sea A ∈ Pn(X). Luego, A ∈ Pn(X)∪Rn(X). Por
la parte (a), h(A) ∈ Pn(Y )∪Rn(Y ). Notemos que A /∈ Rn(X)−
Pn(X). Por la parte (c), se cumple que h(A) /∈ Rn(Y )− Pn(Y ).
Luego, h(A) ∈ Pn(Y ). Aśı, h(Pn(X)) = Pn(Y ).

Como h−1 es un homeomorfismo, de manera análoga se prue-
ba que h−1(Pn(Y )) ⊂ Pn(X). Luego, h(h−1(Pn(Y )))⊂ h(Pn(X)).
Aśı, Pn(Y ) ⊂ h(Pn(X)). Por lo tanto, h(Pn(X)) = Pn(Y ).

Veamos (f). Sea A ∈ F1(P(X)). Luego, existe x ∈ P(X) tal
que A = {x}. Por el Teorema 2.5, existe una sucesión {xm}∞m=1
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de elementos diferentes de R(X) ∩ G(X) tal que {xm}∞m=1 con-
verge a x. Luego, {{xm}}∞m=1 converge a {x}. Como h es con-
tinua, {h({xm})}∞m=1 converge a h({x}). Notemos que {xm} ∈
F1(R(X)∩G(X)), para cada m ∈ N. Por la parte (d), h({xm}) ∈
F1(R(Y )∩G(Y )), para cada m ∈ N. Aśı, para cada m ∈ N, exis-
te rm ∈ R(Y ) ∩ G(Y ) tal que h({xm}) = {rm}. Luego, {rm}∞m=1

es una sucesión de elementos diferentes de R(Y )∩G(Y ). Supon-
gamos que {rm}∞m=1 converge a y ∈ Y. Por el Teorema 2.2, se
obtiene que y ∈ P(Y ). Luego, {h({xm})}∞m=1 converge a {y}.
Aśı, h({x}) = {y}. Por lo tanto, h({x}) ∈ F1(P(Y )).

Lema 2.13. Sean X y Y continuos enrejados y n ∈ {2, 3}. Si h :
Fn(X)→ Fn(Y ) es un homeomorfismo y x ∈ (R(X) ∩ G(X)) ∪
P(X), entonces existe un único y ∈ (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) tal
que h({x}) = {y}.

Prueba. Supongamos que x ∈ R(X) ∩ G(X). Por el Teorema
1.31, los espacios X y Y son localmente conexos. Por (d) del
Teorema 2.12, existe y ∈ R(Y ) ∩ G(Y ) tal que h({x}) = {y}.
Veamos que y es único. Para esto, supongamos que existe y′ ∈
R(Y )∩G(Y ) tal que h({x}) = {y′}. Luego, {y} = {y′}. Aśı, y =
y′. Por lo tanto, y es único. Ahora, supongamos que x ∈ P(X).
Por (f) del Teorema 2.12, existe y ∈ P(Y ) tal que h({x}) = {y}.
De manera análoga, como en el caso en que x ∈ R(X) ∩ G(X),
se ve que y es único. Aśı, para todo x ∈ (R(X)∩G(X))∪P(X),
existe un único y ∈ (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) tal que h({x}) =
{y}.

Teorema 2.14. Sean X y Y continuos enrejados y n ∈ {2, 3}.
Si Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ), entonces existe una función
biyectiva y continua f1 de (R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X) a (R(Y ) ∩
G(Y )) ∪ P(Y ).



2.1 Unicidad del segundo y tercer producto simétrico para
continuos enrejados 37

Prueba. Sea h : Fn(X) → Fn(Y ) un homeomorfismo y sea
f1 : (R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X) → (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) defi-
nida, para cada x ∈ (R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X), por f1(x) = y,
donde y es el único punto de (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) (mencio-
nado en el Lema 2.13) tal que h({x}) = {y}. Por el Lema 2.13,
la función f1 está bien definida. Veamos que f1 es biyectiva y
continua. Primero veamos que f1 es inyectiva. Para esto, sean
x, z ∈ (R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X) tales que f1(x) = f1(z). Luego,
f1(x) es el único punto de (R(Y )∩G(Y ))∪P(Y ) tal que h({x}) =
{f1(x)} y f1(z) es el único punto de (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y )
tal que h({z}) = {f1(z)}. Luego, h({x}) = h({z}). Como h

es inyectiva, {x} = {z}. Aśı, x = z. Ahora, veamos que f1
es suprayectiva. Para esto, sea y ∈ (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ).
Veamos que y ∈ f1((R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X)). Notemos que
{y} ∈ F1((R(Y ) ∩ G(Y ))) ∪ F1(P(Y )). Supongamos que {y} ∈
F1(R(Y ) ∩ G(Y )). Por (d) del Teorema 2.12, se sigue que {y} ∈
h(F1(R(X) ∩ G(X))). Luego, existe x ∈ R(X) ∩ G(X) tal que
h({x}) = {y}. Ahora, supongamos que {y} ∈ F1(P(Y )). Como
h : Fn(X)→ Fn(Y ) es un homeomorfismo, existe h−1 : Fn(Y )→
Fn(X), el cual también es un homeomorfismo. Notemos que
h−1({y}) ∈ h−1(F1(P(Y ))). Por (f) del Teorema 2.12, se ob-
tiene que h−1({y}) ∈ F1(P(X)). Aśı, existe x ∈ P(X) tal que
h−1({y}) = {x}. Como h(h−1({y})) = h({x}), existe x ∈ P(X)
tal que h({x}) = {y}. Por lo tanto, hemos probado que para
y ∈ (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ), existe x ∈ (R(X) ∩ G(X)) ∪ P(X)
tal que h({x}) = {y}. Por el Lema 2.13, sabemos que existe
un único y ∈ (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) tal que h({x}) = {y}. Aśı,
f1(x) = y, y por lo tanto, y ∈ f1((R(X)∩G(X))∪P(X)). Luego,
f1 es suprayectiva.

Para finalizar la prueba de este teorema, veamos que f1 es
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continua.

Sea x ∈ R(X) ∩ G(X). Por la parte (d) del Teorema 2.12,
existe y ∈ R(Y )∩G(Y ) tal que h({x}) = {y}. Luego, f1(x) = y.
Notemos que existe una gráfica finita G contenida en X tal que
x ∈ intX(G). Sea U un conjunto abierto en X tal que x ∈ U ⊂
intX(G) y U ∩R(X) = {x}. Aśı, f1 es continua en el punto x.

Ahora, supongamos que x ∈ P(X) y consideremos tres casos.

Caso 1. Sea {xm}∞m=1 una sucesión de puntos de R(X) ∩ G(X)
tal que {xm}∞m=1 converge a x. Luego, {{xm}}∞m=1 converge a
{x}. Como h es continua, {h({xm})}∞m=1 converge a h({x}). Por
la parte (d) del Teorema 2.12, para cada m ∈ N, existe ym ∈
R(Y ) ∩ G(Y ) tal que h({xm}) = {ym}. Ahora, por la parte (f)
del Teorema 2.12, existe y ∈ P(Y ) tal que h({x}) = {y}. Aśı,
{f1(xm)}∞m=1 converge a f1(x).

Caso 2. Sea {zm}∞m=1 una sucesión de puntos de P(X) tal que
{zm}∞m=1 converge a x. Luego, {{zm}}∞m=1 converge a {x}. Como
h es continua, {h({zm})}∞m=1 converge a h({x}). Por la parte
(e) del Teorema 2.12, para cada m ∈ N, existe wm ∈ P(Y ) tal
que h({zm}) = {wm}. También por la parte (e) del Teorema
2.12, existe w ∈ P(Y ) tal que h({x}) = {w}. Aśı, {f1(zm)}∞m=1

converge a f1(x).

Caso 3. Sea {xm}∞m=1 una sucesión de puntos de (R(X)∩G(X))∪
P(X) tal que {xm}∞m=1 converge a x. En este caso, usamos el
Caso 1 y el Caso 2 para obtener que {f1(xm)}∞m=1 converge a
f1(x).

Teorema 2.15. Sean X y Y continuos enrejados, n ∈ {2, 3} y
h : Fn(X)→ Fn(Y ) un homeomorfismo. Si f1 : (R(X)∩G(X))∪
P(X) → (R(Y ) ∩ G(Y )) ∪ P(Y ) es la función definida en la
prueba del Teorema 2.14, entonces se cumplen las proposiciones
siguientes.
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(a) Si x, z ∈ R(X)∩G(X) son adyacentes en X, entonces f1(x)
y f1(z) son adyacentes en Y.

(b) Si x, z ∈ R(X) ∩ G(X) son adyacentes en X, entonces el
número de arcos de AS(X) que unen x y z coincide con el
número de arcos de AS(Y ) que unen f1(x) y f1(z).

(c) Si x ∈ R(X) ∩ G(X), entonces ord(x,X) = ord(f1(x), Y ).

(d) Sea x ∈ R(X) ∩ G(X). Supongamos que el número de cir-
cunferencias libres en X (respectivamente en Y ) que con-
tienen a x (respectivamente a f1(x)) es k1 (respectivamente
k′1), el número de puntos extremos de X (respectivamen-
te de Y ) adyacentes a x (respectivamente a f1(x)) es k2
(respectivamente k′2) y el número de arcos de X (respecti-
vamente de Y ) que unen x (respectivamente f1(x)) con otro
punto de ramificación de X (respectivamente de Y ) es k3
(respectivamente k′3). Entonces k1 = k′1, k2 = k′2 y k3 = k′3.

Prueba. Veamos (a). Sean x, z ∈ R(X) ∩ G(X) tales que x y
z son adyacentes en X. Veamos que f1(x) y f1(z) son adyacen-
tes en Y. Por hipótesis, existe J ∈ AS(X) tal que J no es una
circunferencia libre y x y z son los puntos extremos de J. Sea
U = 〈intX(J)〉n. Por el Teorema 1.45, U es una componente
de Λn(X). Como h es un homeomorfismo, h(U) es una compo-
nente de h(Λn(X)). Además, por el Teorema 2.7, h(Λn(X)) =
Λn(Y ). Aśı, h(U) es componente de Λn(Y ). Luego, por el Teo-
rema 1.45, h(U) = 〈intY (L1), . . . , intY (Ll)〉n, donde l ≤ n,
los conjuntos intY (L1), . . . , intY (Ll) son disjuntos dos a dos y
para cada k ∈ {1, . . . , l}, se cumple que Lk ∈ AS(Y ). Note-
mos que {x}, {z} ∈ clFn(Y )(U). Como h es un homeomorfismo,
h({x}), h({z}) ∈ h(clFn(X)(U)) = clFn(Y )(h(U)) = clFn(Y )(〈intY (L1), . . . ,
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intY (Ll)〉n. Notemos que h({x}) = {f1(x)} y h({z}) = {f1(z)},
donde f1 es la función definida en la prueba del Teorema 2.14.
Aśı, {f1(x)}, {f1(z)} ∈ clFn(Y )(〈intY (L1), . . . , intY (Ll)〉n) = 〈L1, . . . , Ll〉n.
Por lo tanto, existen sucesiones {Bk}∞k=1 y {Ck}∞k=1 en 〈intY (L1), . . . , intY (Ll)〉n
tales que {Bk}∞k=1 converge a {f1(x)} y {Ck}∞k=1 converge a
{f1(z)}. Luego, Bk ∩ L1 6= ∅ y Ck ∩ L1 6= ∅, para cada k ∈ N.
Como L1 es cerrado en X, por el Teorema 1.26, L1∩{f1(x)} 6= ∅
y L1 ∩ {f1(z)} 6= ∅. Luego, f1(x), f1(z) ∈ L1. Por (d) del Teore-
ma 2.12, se sigue que f1(x), f1(z) ∈ R(Y ) ∩ G(Y ). Por lo tanto,
f1(x) y f1(z) son adyacentes en Y. Aśı, queda probada la parte
(a).

Veamos (b). Sean I1, . . . , Ii los diferentes arcos libres maxi-
males en X que unen a x y y. Por la parte (a), f1(x) y f1(z)
son adyacentes en Y. Sean J1, . . . , Jj los diferentes arcos libres
maximales en Y que unen a f1(x) y f1(y). Ahora, consideremos
las colecciones siguientes de subconjuntos de Fn(X) y de Fn(Y ),

C1 = {C ⊂ Fn(X) : C es una componente de Λn(X) y {x}, {z}

∈ clFn(X)(C)}
y

C2 = {C ⊂ Fn(Y ) : C es una componente de Λn(Y ) y {f1(x)},

{f1(z)} ∈ clFn(Y )(C)}.

Afirmación. La cardinalidad de C1 es
∑n

t=1

(
i
t

)
y la cardinalidad

de C2 es
∑n

t=1

(
j
t

)
.

Prueba de la Afirmación. Veamos que la cardinalidad de C1

es
∑n

t=1

(
i
t

)
. Para esto, sea C ∈ C1. Por el Teorema 1.45, C =

〈intX(L1), . . . , intX(Ll)〉n, donde l ≤ n, los conjuntos intX(L1),
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. . . , intX(Ll) son disjuntos dos a dos y para cada k ∈ {1, . . . , l},
se cumple que Lk ∈ AS(X). Como {x}, {z} ∈ clFn(X)(C), se
sigue que {x}, {z} ⊂ L1 ∩ · · · ∩ Ll. Por otro lado, como x y
z son adyacentes en X y para cada k ∈ {1, . . . , l}, se cum-
ple que Lk ∈ AS(Y ); cada Lk es un arco que une x y z. Aśı,
{L1, . . . , Ll} ⊂ {I1, . . . , Ii}. Como el número de subconjuntos
no vaćıos de {I1, . . . , Ii} con a lo más n elementos es

∑n
t=1

(
i
t

)
,

la cardinalidad de C1 es
∑n

t=1

(
i
t

)
. De manera análoga se demues-

tra que la cardinalidad de C2 es
∑n

t=1

(
j
t

)
. Aśı, queda probada la

Afirmación.

Ahora, por el Teorema 2.7, se sabe que h(Λn(X)) = Λn(Y ).
Como h es un homeomorfismo, si C es una componente de Λn(X)
y {x}, {z} ∈ clFn(X)(C), entonces h(C) es una componente de
Λn(Y ) y {f1(x)}, {f1(z)} ∈ clFn(Y )(h(C)). Luego, la cardinalidad
de C1 es igual a la cardinalidad de C2. Aśı, por la Afirmación,∑n

t=1

(
i
t

)
=
∑n

t=1

(
j
t

)
. Por lo tanto, i = j.

Veamos (c). Veremos la prueba de este inciso para el caso
n = 3. La prueba para el caso n = 2 es análoga, lo único que
cambia es que en vez de usar la parte (a) del Teorema 2.9, se
usa la parte (a) del Teorema 2.10.

Sea n = 3. Como x ∈ R(X) ∩ G(X), existe una gráfica fi-
nita G en X tal que x ∈ intX(G). Luego, ord(x,X) es finito.
Supongamos que ord(x,X) = k. Por la parte (a) del Teorema
2.9, se sabe que v({x}) = k +

(
k
2

)
+
(
k
3

)
. Por otro lado, por (b)

del Teorema 2.12, sabemos que v({x}) = v(h({x})). Notemos
que v(h({x})) = v({f1(x)}), donde f1 es la función definida en
la prueba del Teorema 2.14. Ahora, por (d) del Teorema 2.12,
se sigue que f1(x) ∈ R(Y ) ∩ G(Y ). Aśı, existe una gráfica fi-
nita G′ en Y tal que f1(x) ∈ intY (G′). Luego, ord(f1(x), Y ) es
finito. Supongamos que ord(f1(x), Y ) = l. Por la parte (a) del
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Teorema 2.9, se obtiene que v({f1(x)}) = l +
(
l
2

)
+
(
l
3

)
. Aśı,

k +
(
k
2

)
+
(
k
3

)
= l +

(
l
2

)
+
(
l
3

)
. Por lo tanto, k = l, es decir,

ord(x,X) = ord(f1(x), Y ).

Veamos (d). Como x ∈ R(X) ∩ G(X), existe una gráfica fi-
nita G en X tal que x ∈ intX(G). Luego, ord(x,X) es finito.
Supongamos que ord(x,X) = m. Luego, m = 2k1 + k2 + k3.
Por la parte (c), ord(f1(x), Y ) = m. Luego, m = 2k′1 + k′2 + k′3.

Aśı, 2k1 + k2 + k3 = 2k′1 + k′2 + k′3. Sean I1, . . . , Ii los diferentes
conjuntos de AS(X) que contienen a x. Luego, i = k1 + k2 + k3.

Ahora, sean J1, . . . , Jj los diferentes conjuntos de AS(Y ) que
contienen a f1(x). Luego, j = k′1 + k′2 + k′3. Ahora, consideremos
las colecciones siguientes de subconjuntos de Fn(X) y de Fn(Y ),

C3 = {C ⊂ Fn(X) : C es una componente de Λn(X) y {x} ∈

clFn(X)(C)}
y

C4 = {C ⊂ Fn(Y ) : C es una componente de Λn(Y ) y {f1(x)}

∈ clFn(Y )(C)}.
Veamos que la cardinalidad de C3 es

∑n
t=1

(
i
t

)
. Para esto,

sea C ∈ C3. El Teorema 1.45 implica que C = 〈intX(L1), . . . ,
intX(Ll)〉n, donde l ≤ n, los conjuntos intX(L1), . . . , intX(Ll)
son disjuntos dos a dos y para cada k ∈ {1, . . . , l}, se cum-
ple que Lk ∈ AS(X). Como {x} ∈ clFn(X)(C), se obtiene que
{x} ⊂ L1 ∩ · · · ∩Ll. Luego, {L1, . . . , Ll} ⊂ {I1, . . . , Ii}. Como el
número de subconjuntos no vaćıos de {I1, . . . , Ii} con a lo más n
elementos es

∑n
t=1

(
i
t

)
, la cardinalidad de C3 es

∑n
t=1

(
i
t

)
. De ma-

nera análoga se demuestra que la cardinalidad de C4 es
∑n

t=1

(
j
t

)
.

Ahora, por el Teorema 2.7, se sabe que h(Λn(X)) = Λn(Y ). Co-
mo h es un homeomorfismo, si C es una componente de Λn(X) y
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{x} ∈ clFn(X)(C), entonces h(C) es una componente de Λn(Y ) y
{f1(x)} ∈ clFn(Y )(h(C)). Luego, la cardinalidad de C3 es igual a la

cardinalidad de C4. Aśı, por la Afirmación,
∑n

t=1

(
i
t

)
=
∑n

t=1

(
j
t

)
.

Por lo tanto, i = j. Luego, k1 + k2 + k3 = k′1 + k′2 + k′3. Co-
mo 2k1 + k2 + k3 = 2k′1 + k′2 + k′3, se sigue que k′1 = k1. Aśı,
k2 + k3 = k′2 + k′3. Por las partes (a) y (b), k3 = k′3. Por lo tanto,
k2 = k′2. Aśı, k1 = k′1, k2 = k′2 y k3 = k′3.

A continuación, nuestro segundo teorema más importante de
todo el trabajo, que junto con el Teorema 2.17, se obtiene que los
continuos enrejados tienen segundo y tercer producto simétrico
único.

Teorema 2.16. Sean X y Y continuos enrejados y n ∈ {2, 3}.
Si Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ), entonces X es homeomorfo
a Y.

Prueba. Para probar X y Y son homeomorfos lo que se hace es
extender la función f1, definida en la prueba del Teorema 2.14,
a un homeomorfismo entre X y Y.

Para cualesquiera x, z ∈ R(X) ∩ G(X) tales x y z son adya-
centes en X, definimos los conjuntos

Ix,z = {J : J es un arco en X y J va de x a z} y

If1(x),f1(z) = {K : K es un arco en Y y K va de f1(x) a f1(z)}.

Por el inciso (b) del Teorema 2.15, existe una función biyec-
tiva ϕx,z : Ix,z → If1(x),f1(z).

Veamos que para cada J ∈ Ix,z, existe un homeomorfismo
fJ,ϕx,z(J) : J → ϕx,z(J) tal que fJ,ϕx,z(J)(x) = f1(x) y fJ,ϕx,z(J)(z) =
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f1(z). Sea J ∈ Ix,z. Como J y ϕx,z(J) son arcos, existen homeo-
morfismos fJ : J → [0, 1] y fϕx,z(J) : [0, 1] → ϕx,z(J) tales que
fJ(x) = 0, fJ(z) = 1, fϕx,z(J)(0) = f1(x) y fϕx,z(J)(1) = f1(z).

Sea fJ,ϕx,z(J) = fϕx,z(J) ◦ fJ . Como la composición de homeo-
morfismos es un homeomorfismo, fJ,ϕx,z(J) es un homeomorfis-
mo. Además, fJ,ϕx,z(J)(x) = (fϕx,z(J) ◦ fJ)(x) = fϕx,z(J)(fJ(x)) =
fϕx,z(J)(0) = f1(x) y fJ,ϕx,z(J)(z) = (fϕx,z(J)◦fJ)(z) = fϕx,z(J)(fJ(z)) =
fϕx,z(J)(1) = f1(z).

Ahora, para cada x ∈ R(X) ∩ G(X), sean

Ex = {J : J es un arco en X y J va de x a algún punto extremo

de X} y

Ef1(x) = {K : K es un arco en Y y K va de f1(x) a algún punto

extremo de Y }.

Por el inciso (d) del Teorema 2.15, existe una función biyec-
tiva ϕx : Ex → Ef1(x). Sea J ∈ Ex y supongamos que {ex} =
E(J)− {x} y {ef1(x)} = E(ϕx(J))− {f1(x)}.

Veamos que existe un homeomorfismo gJ,ϕx(J) : J → ϕx(J) tal
que gJ,ϕx(J)(x) = f1(x) y gJ,ϕx(J)(ex) = ef1(x). Como J y ϕx(J)
son arcos, existen homeomorfismos gJ : J → [0, 1] y gϕx(J) :
[0, 1]→ ϕx(J) tales que gJ(x) = 0, gJ(ex) = 1, gϕx(J)(0) = f1(x)
y gϕx(J)(1) = ef1(x).

Sea gJ,ϕx(J) = gϕx(J) ◦ gJ . Como la composición de homeo-
morfismos es un homeomorfismo, gJ,ϕx(J) es un homeomorfis-
mo. Además, gJ,ϕx(J)(x) = (gϕx(J) ◦ gJ)(x) = gϕx(J)(gJ(x)) =
gϕx(J)(0) = f1(x) y gJ,ϕx(J)(ex) = (gϕx(J)◦gJ)(ex) = gϕx(J)(gJ(ex)) =
gϕx(J)(1) = ef1(x).

También, para cada x ∈ R(X) ∩ G(X), sean
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Cx = {J : J es una circunferencia libre en X y x ∈ J} y

Cf1(x) = {K : K es una circunferencia libre en Y y f1(x) ∈ K}.
Otra vez, por el inciso (d) del Teorema 2.15, existe una fun-

ción biyectiva gx : Cx → Cf1(x).
Veamos que para cada J ∈ Cx existe un homeomorfismo

hJ,gx(J) : J → gx(J) tal que hJ,gx(J)(x) = f1(x). Sea J ∈ Cx. Lue-
go, existe un homeomorfismo hJ : J → S1. Además, J∩R(X) =
{x}. Como gx(J) ∈ Cf1(x), existe un homeomorfismo hgx(J) :
S1 → gx(J). Además, como f1(x) ∈ gx(J) y f1(x) ∈ R(Y ),
se obtiene que gx(J) ∩R(Y ) = {f1(x)}.

Sea hJ,gx(J) = hgx(J) ◦ hJ . Como la composición de homeo-
morfismos es un homeomorfismo, hJ,gx(J) es un homeomorfismo.
Además, notemos que hJ,gx(J)(x) = f1(x).

Ahora, por otro lado, AS(X) es una familia localmente finita
en G(X) (véase Definición 1.22) porque para todo z ∈ G(X)
existe una gráfica finita Gz contenida en X tal que z ∈ intX(Gz)
y para a lo más una cantidad finita de elementos J de AS(X)
se cumple que intX(Gz) ∩ J 6= ∅.

Luego, por el Teorema 1.24, existe una única función continua

f2 : G(X)→ G(Y ),

la cual es una extensión de cada una de las funciones fJ,ϕx,z(J),
gJ,ϕx(J) y hJ,gx(J), respectivamente. Es decir, para cada J ∈ Ix,z,
se cumple que f2|J = fJ,ϕx,z(J). Para cada J ′ ∈ Ex, se cumple que
f2|J ′ = gJ ′,ϕx(J ′). También, para cada J ′′ ∈ Cx, se cumple que
f2|J ′′ = hJ ′′,gx(J ′′).

Es claro que para cada x ∈ R(X) ∩ G(X) se cumple f2(x) =
f1(x). Además, para cada J ∈ AS(X), se tiene que f2(J) ∈
AS(Y ). Además, f2 is biyectiva.
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Ahora, sea

f3 : X → Y

definida para cada x ∈ X por

f3(x) =

{
f1(x) si x ∈ P(X)

f2(x) si x ∈ G(X).

Para ver que f3 es una función continua sean x ∈ X y
{xm}∞m=1 una sucesión en X tal que {xm}∞m=1 converge a x. Te-
nemos 2 casos.

Caso 1. Si x ∈ G(X), entonces existe una gráfica finita G con-
tenida en X tal que x ∈ intX(G). Como intX(G) es un con-
junto abierto en X, existe N ∈ N tal que si m ≥ N, enton-
ces xm ∈ intX(G). Supongamos que xm ∈ G(X), para todo
m ∈ {1, . . . , N − 1}. Luego, xm ∈ G(X), para todo m ∈ N.
Aśı, para todo m ∈ N, se cumple que f3(xm) = f2(xm). Además,
f3(x) = f2(x). Como f2 es continua, la sucesión {f2(xm)}∞m=1

converge a f2(x). Luego, la sucesión {f3(xm)}∞m=1 converge a
f3(x).

Caso 2. Si x ∈ P(X), entonces analizaremos tres subcasos. (i)
Supongamos que xm ∈ P(X), para cada m ∈ N. Aśı, f3(xm) =
f1(xm), para todo m ∈ N. Además, f3(x) = f1(x). Como f1 es
continua, la sucesión {f1(xm)}∞m=1 converge a f1(x). Luego, la su-
cesión {f3(xm)}∞m=1 converge a f3(x). (ii) Supongamos que xm ∈
G(X), para cada m ∈ N. Luego, existe una sucesión {Jm}∞m=1 de
elementos diferentes de AS(X) tales que xm ∈ Jm. Por el Teore-
ma 1.44, la sucesión {Jm}∞m=1 converge a {x}. Para cada m ∈ N,
sea rm ∈ Jm∩R(X). Como la sucesión {rm}∞m=1 converge a x, se
obtiene que f3(rm) = f2(rm) = f1(rm) y f3(x) = f1(x). Luego, la
sucesión {f3(rm)}∞m=1 converge a f3(x). Como f3(rm) ∈ f2(Jm) y
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{f2(Jm)}∞m=1 es una sucesión de elementos diferentes de AS(Y ),
otra vez, por el Teorema 1.44, la sucesión {f2(Jm)}∞m=1 conver-
ge a {f3(x)}. Como f3(xm) = f2(xm) ∈ f2(Jm), se sigue que
{f3(xm)}∞m=1 converge a f3(x). (iii) Existe una cantidad infinita
de elementos de {xm}∞m=1 en G(X) y existe una cantidad infinita
de elementos de {xm}∞m=1 en P(X). En este caso, procedemos
como en los casos (i) y (ii) al mismo tiempo.

Aśı, f3 es una función continua. Además, f3 es biyectiva. Por
lo tanto, f3 es un homeomorfismo.

Teorema 2.17. Si X es un continuo enrejado, n ∈ {2, 3} y Y
es un continuo tal que Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ), entonces
Y es un continuo enrejado.

Prueba. El Teorema 1.41 implica que Fn(X) es localmente co-
nexo. Como la conexidad local es un invariante topológico, Fn(Y )
es localmente conexo. El Teorema 1.41 implica que Y es local-
mente conexo. Por otro lado, por el Teorema 1.42, se cumple que
clFn(X)(En(X)) = Fn(X). Por el Teorema 1.40 y dado que h es
un homeomorfismo, Fn(Y ) = h(Fn(X)) = h(clFn(X)(En(X))) =
clFn(Y )(h(En(Y ))) = clFn(Y )(En(Y )). Luego, por el Teorema 1.42,
se obtiene que Y es casi enrejado.

Afirmación 1. Si K ∈ AS(Y ), entonces K ∩ P(Y ) = ∅.

Prueba de la Afirmación 1. Supongamos que existe K ∈
AS(Y ) tal que K∩P(Y ) 6= ∅. Sea y ∈ K∩P(Y ). Como K es un
arco libre maximal o una circunferencia libre, |K ∩ P(Y )| ≤ 2.
Notemos que si |K ∩P(Y )| = 1, entonces K−{y} es un abierto
en Y. Ahora, si |K∩P(Y )| = 2, entonces y ∈ E(Y ). Luego, {y} ∈
clFn(Y )(〈intY (K)〉n). Por la parte (e) del Teorema 2.12, se sigue
que h−1({y}) ∈ Pn(X). El Teorema 2.7 implica que h(Λn(X)) =
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Λn(Y ). Por el Teorema 1.45, tenemos que 〈intY (K)〉n es una
componente de Λn(Y ) y existen I1, . . . , Ii ∈ AS(X) con i ≤ n
tales que h(〈I1, . . . , Ii〉n) = 〈intY (K)〉n. Como h es continua,
h−1({y}) ∈ clFn(Y )(〈I1, . . . , Ii〉n). Por el Teorema 2.1, se cumple
que h−1({y}) ∈ Rn(X)−Pn(X). Esto es una contradicción. Aśı,
K ∩ P(Y ) = ∅.

Afirmación 2. Si y ∈ P(Y ), entonces existe una sucesión {ym}∞m=1

de puntos de R(Y ) ∩ G(Y ) tal que {ym}∞m=1 converge a {y}.

Prueba de la Afirmación 2. Sea V un conjunto abierto en
Y tal que y ∈ V. Existe i1 ∈ N, tal que B(y, 1

i1
) ⊂ V. Por

el Teorema 1.42, existe un arco libre αi1 en Y tal que αi1 ⊂
B(y, 1

i1
). Por el Teorema 1.49, existe Ki1 ∈ AS(Y ) tal que αi1 ⊂

Ki1. Ahora, sea 0 < i2 < d(y, αi1). Por el Teorema 1.42, existe
un arco libre αi2 en Y tal que αi2 ⊂ B(y, 1

i2
). Por el Teorema

1.49, existe Ki2 ∈ AS(Y ) tal que αi2 ⊂ Ki2. Notemos que y /∈
αi2. Renombrando, podemos construir una sucesión {αm}∞m=1 de
arcos libres disjuntos dos a dos tal que para cada m ∈ N, se
cumple que y /∈ αm y αm ⊂ Km, donde Km es un elemento de
AS(Y ). Luego, {αm}∞m=1 converge a {y}. Aśı, existe una sucesión
{Km}∞m=1 de elementos de elementos diferentes dos a dos de
AS(Y ). De no ser aśı, existiŕıa N ∈ N tal que si N ≤ m, entonces
KN = Km. Luego, y ∈ KN . Esto es una contradicción a la
Afirmación 1. Ahora, para cada m ∈ N, sea xm ∈ αm. Luego,
la sucesión {xm}∞m=1 converge a y. Como xm ∈ Km, para cada
m ∈ N, por el Teorema 1.44, la sucesión {Km}∞m=1 converge a
{y} (en C(Y )). Por la Afirmación 1, Km ∩P(Y ) = ∅, para cada
m ∈ N. Luego, para cada m ∈ N, existe una gráfica finita Dm

contenida en Y tal que Km ⊂ intY (Dm). Aśı, para cada m ∈ N,
existe ym ∈ Km∩R(Y )∩G(Y ). Aśı, {ym}∞m=1 converge a y porque
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{Km}∞m=1 converge a {y}.

Afirmación 3. Si y ∈ P(Y ), entonces h−1({y}) = {x}, para
algún x ∈ P(X).

Prueba de la Afirmación 3. Por la Afirmación 2, existe una
sucesión {ym}∞m=1 de puntos de R(Y ) ∩ G(Y ) que converge a y.
Luego, {{ym}}∞m=1 converge a {y}. Aśı, {h−1({ym})}∞m=1 conver-
ge a h−1({y}). Ahora, como {ym} ∈ Rn(Y ), por la Afirmación 1
y por la parte (d) del Teorema 2.12, existe xm ∈ R(X) ∩ G(X)
tal que para cada m ∈ N : h−1({ym}) = {xm}. Aśı, existe una
subsucesión {xmk

}∞k=1 de {xm}∞m=1 que converge a x. El Teorema
2.2 implica que x ∈ P(X). Por lo tanto, h−1({y}) = {x}.

Supongamos que Y no es un continuo enrejado. Luego, exis-
ten y ∈ P(Y ) y una vecindad W de y tal que para cada conjunto
abierto L en Y con y ∈ L ⊂ W, se cumple que L − P(Y ) no
es conexo. Existe un conjunto conexo y abierto V en Y tal que
y ∈ V ⊂ W. Notemos que V − P(Y ) no es conexo. Aśı, su-
pongamos que V − P(Y ) = S ∪ T, donde S y T son conjuntos
abiertos en Y, disjuntos y no vaćıos. Por la Afirmación 3, existe
x ∈ P(X) tal que h−1({y}) = {x}. Sea B una base de vecinda-
des de X tal que para cada U ∈ B : U − P(X) es conexo. Sea
U ∈ B tal que {x} ∈ 〈U〉n ⊂ h−1(〈V 〉n). Usando argumentos
análogos como los usados en la Afirmación 2, obtenemos una
sucesión {sm}∞m=1 de puntos de S ∩ R(Y ) ∩ G(Y ) y una suce-
sión {tm}∞m=1 de puntos de T ∩R(Y ) ∩ G(Y ) tales que {sm}∞m=1

y {tm}∞m=1 convergen a y. Por la parte (d) del Teorema 2.12,
existen lm, zm ∈ R(X) ∩ G(X), para cada m ∈ N, tales que
h−1({sm}) = {lm} y h−1({tm}) = {zm}. El Teorema 2.5 impli-
ca que {lm}∞m=1 y {zm}∞m=1 convergen a x. Sea m0 ∈ N tal que
{lm0
}, {zm0

} ∈ 〈U〉n. Notemos que 〈U − P(X)〉n ⊂ h−1(〈V −
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P(Y )〉n). Aśı, h(〈U −P(X)〉n) ⊂ 〈V −P(Y )〉n = 〈S ∪ T 〉n. Por
[7, Lemma 6.2(6.2.3)], 〈U −P(X)〉n es arco conexo. Luego, exis-
te un arco γ en h(〈U −P(X)〉n) que une {sm0

} y {tm0
}. Por [6,

Lemma 3.3], cada componente de ∪γ intersecta a {sm0
} y {tm0

}.
Por lo tanto, ∪γ es conexo. Como ∪γ ⊂ V − P(Y ) = S ∪ T,
hay dos opciones, ∪γ ⊂ S o ∪γ ⊂ T, pero sm0

∈ (∪γ) ∩ S y
tm0
∈ (∪γ)∩T. Esto es una contradicción. Aśı, Y es un continuo

enrejado.

Teorema 2.18. Si X es un continuo enrejado y n ∈ {2, 3},
entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

Prueba. Supongamos que Y es un continuo tal que Fn(X) es
homeomorfo a Fn(Y ). Por el Teorema 2.17, el continuo Y es
un continuo enrejado. Por otro lado, por el Teorema 2.16, el
continuo X es homeomorfo a Y. Aśı, X tiene n-ésimo producto
simétrico único, para n ∈ {2, 3}.

Con el corolario siguiente concluimos los resultados obtenidos
en este trabajo.

Corolario 2.19. Si X es un continuo enrejado y n ∈ N, enton-
ces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

Prueba. Supongamos que n ∈ {2, 3}. El Teorema 2.18, nos
asegura que X tiene n-ésimo producto simétrico único. Ahora,
supongamos que n > 3. Por el Teorema 1.39, el continuo X
tiene n-ésimo producto simétrico único. Aśı, X tiene n-ésimo
producto simétrico único, para todo n ∈ N.
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Conclusiones

Las clases de continuos involucradas en este trabajo son:

(a) la clase G de las gráficas finitas,

(b) la clase D de las dendritas cuyo conjunto de puntos extre-
mos cerrado,

(c) la clase M de los continuos enrejados,

(d) la clase LC de los continuos localmente conexos,

(e) la clase AM de los continuos casi enrejados,

(f) la clase W de los continuos alambrados.

Estas clases guardan las siguientes relaciones:

G  M  AM∩LC  AM  W ,

D  M  AM∩LC  AM  W .

Antes de la realización de este trabajo, fue verificada la uni-
cidad del n-ésimo producto simétrico, para todo n ∈ N, para los
elementos de la clase G de las gráficas finitas (véase [6, Corolario
5.9]) y la clase D de las dendritas cuyo conjunto de puntos extre-
mos es cerrado (véase [21, Teorema 3.7]). La unicidad del n-ési-
mo producto simétrico, para n ∈ N, con n ≥ 4, se ha verificado
para clases más grandes de continuos, como la clase AM∩ LC
de los continuos casi enrejados localmente conexos (véase [26,
Corolario 4.4]), o incluso para una clase más grande como la
clase W de los continuos alambrados (véase [17, Corolario 6].)
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Sin embargo, para verificar la unicidad del n-ésimo producto
simétrico, para los casos n = 2 y n = 3 hay más dificultad. Aśı,
con este trabajo se aporta un avance en este sentido, porque
se está ampliando la unicidad del segundo y tercer producto
simétrico, desde las clases G de las gráficas finitas y la clase D de
las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos cerrado, hacia
una clase más grande, la clase M de los continuos enrejados,
siendo estos los resultados principales de este trabajo:

Teorema. (Véase Teorema 2.18). Si X es un continuo enrejado
y n ∈ {2, 3}, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

Corolario. (Véase Corolario 2.19) Si X es un continuo enrejado
y n ∈ N, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico único.

Cabe mencionar que aún quedan problemas abiertos sobre la
unicidad del n-ésimo producto simétrico para ciertas clases de
continuos. En [13] queda planteada la pregunta siguiente:

Pregunta 2.20. [13, Pregunta 3.13] Si X es un continuo alam-
brado y n ∈ {2, 3}, ¿tiene X hiperespacio único Fn(X)?

Cuestiones como la de la Pregunta 2.20 quedan sin resolver
para distintas clases de continuos, algunas de las cuales, son sub-
clases de W . Enunciamos a continuación algunas preguntas con
ánimo de que estas cuestiones nos induzcan a seguir investigando
sobre unicidad de hiperespacios.

Pregunta 2.21. [2, Pregunta 1.1] Si X es una dendrita y n ∈ N,
¿tiene X hiperespacio único Fn(X)?

Pregunta 2.22. [5, Pregunta 15] Si X es un continuo arco co-
nexo tal que tiene un punto único que es vértice de un triodo
simple en X, ¿tiene X hiperespacio único F3(X).
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Pregunta 2.23. [32, Pregunta 11] Si X es cualquier compacta-
ción del rayo [0,∞), ¿tiene X hiperespacio único F3(X)?

Pregunta 2.24. [31, Pregunta 40] Si X es un continuo enca-
denable y n ∈ N, ¿tiene X hiperespacio único Fn(X)?

Pregunta 2.25. [31, Pregunta 41] Si X es cualquier abanico y
n ∈ N, ¿tiene X hiperespacio único Fn(X)?

Pregunta 2.26. [31, Pregunta 42] Si X es un continuo indes-
componible tal que todos sus subcontinuos propios no degenera-
dos son arcos, ¿tiene X hiperespacio único F3(X)?

Pregunta 2.27. [31, Pregunta 43] Sean n ∈ N. ¿Existirá un
continuo de dimensión finita tal que no tenga hiperespacio único
Fn(X)?

Pregunta 2.28. [31, Pregunta 44] Si X es un continuo heredita-
riamente indescomponible, ¿tiene X hiperespacio único F2(X)?
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mo hiperespacio suspensión de un continuo (Caṕıtulo
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ción 2013, págs. 271–285, ISBN: 978–607–487–600–0.
http://www.fcfm.buap.mx/cima/docs/publicaciones/MA2-
31-10-13.pdf

[15] Hernández-Gutiérrez R., Illanes A., Mart́ınez-de-la-Vega
V., Uniqueness of hyperspaces for Peano continua, Rocky
Mt. J. Math. 43 (5) (2013), 1583–1624.

[16] Hernández-Gutiérrez R., Illanes A., Mart́ınez-de-la-Vega
V., Rigidity of hyperspaces, Rocky Mt. J. Math. 45 (1)
(2015), 213–236.

[17] Hernández-Gutiérrez R., Mart́ınez-de-la-Vega V., Rigidity
of symmetric products, Topology Appl. 160, 13 (2013),
1577–1587.

[18] Herrera-Carrasco D., Dendrites with unique hyperspace,
Houston J. Math. 33 (3) (2007), 795–805.

[19] Herrera-Carrasco D., Illanes A., López M. de J., Maćıas-
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