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Introduccion

Generalmente, un problema de programacion lineal semi-infinita
consiste en minimizar una funcién lineal en el espacio n-dimensional
cuyas variables estan sujetas a un numero infinito de restricciones.
Las restricciones vienen expresadas por un sistema de desigualdades
determinadas por dos funciones que pueden ser continuas, acotadas
o no acotadas. Cuando el sistema de desigualdades tiene solucién, se
dice que el problema es consistente. Ademas, si el valor éptimo del
problema es finito, se dice que el problema es acotado. Si el problema
es acotado y existe un punto donde se alcance el 6ptimo, llamado
punto éptimo, se dice que el problema es soluble. A cada problema
se le asocia su problema dual el cual es un problema de maximi-
zacion y puede ser utilizado para obtener la solucién del problema
original. Al par de problemas se le llama par primal-dual. Este par
puede clasificarse de diversas maneras al considerar la consisten-
cia, acotacion y solubilidad de los problemas. En el caso continuo,
es decir, cuando las funciones que definen a las desigualdades son
continuas Goberna y Todorov en [11], definen la llamada particién
primal-dual, en ésta se estudian los distintos conjuntos que se ge-
neran al considerar la consistencia y la acotacién de los problemas.
Por otro lado, en el caso general, es decir, cuando las funciones que
definen a las desigualdades son arbitrarias Ochoa y Vera de Serio
han reportado un estudio andlogo en [13]. Una particién mds es
considerada y estudiada en [10] por Goberna y Todorov, en el caso
continuo. Esta uiltima particién, llamada primera particién refinada
primal-dual, resulta al considerar la consistencia, la acotacién del
valor éptimo y la acotacién del conjunto de puntos éptimos.



En [2] se inicié un estudio del caso continuo, en el que se
estudiaron algunos de los conjuntos que se generan al considerar la
consistencia, acotacion y solubilidad de los problemas. Lo anterior
permitio definir la llamada segunda particién refinada primal-dual
que resulta ser una particién mas natural que la considerada en [10].
Con este estudio se abri6 un camino amplio de investigacién en el
que se dejaron varios problemas abiertos.

En esta tesis se resuelven algunos de los problemas propuestos
en [2]. Ademds, se presentan nuevos resultados en el caso
cuando las funciones que definen a las restricciones son acotadas
(caso acotado), con lo cual se extienden los resultados obtenidos en

[10].

En el capitulo 1 se presenta la notacién a seguir y los resultados
bésicos de la programacién lineal semi-infinita que seran usados en
el resto del trabajo. También se presenta un resumen tomado de
[10 y 11] de las condiciones que caracterizan a los conjuntos que se
generan con la particion primal-dual y la primera particion refinada
primal-dual.

En el capitulo 2 se revisan los resultados de [11 y 13] y se
desarrollan algunas demostraciones para facilitar su comprension.

Los resultados nuevos se presentan en los capitulos 3 y 4.
En la seccion 3.1 se caracterizan algunos de los conjuntos de la
segunda particion refinada primal-dual y se presentan condiciones
necesarias para otros conjuntos de la misma particién. Ademas, por
medio de ejemplos, se muestra que los conjuntos son no vacios y
que las condiciones obtenidas s6lo son necesarias. En la seccién 3.2
se estudian algunas propiedades topoldgicas de los conjuntos que
resultan de la segunda particion refinada primal-dual, como lo son,
su interior y su densidad en otro conjunto. En el capitulo 4 se
presentan los resultados que se obtuvieron al estudiar la particién



primal-dual y la primera particion refinada primal-dual en el caso
acotado.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Par primal-dual

Se inicia esta seccion con notaciones basicas. Si x es un
vector en R™, & denotard su transpuesta y ||z|| denotar su norma
Euclidiana. Ademas, el vector nulo en R" sera denotado por 0, y el
elemento j-ésimo de la base candnica de R" serd denotado por e;.

Dado un conjunto diferente del vacio X C R", conv X y cone X
denotaran la envoltura convexa y la envoltura coénica de X,
respectivamente (cone @ = {0,}). Si C' es un conjunto convexo,
su dimensién se denotard por dim C (dim @ = —1). Ademds, si C
es un conjunto convexo y diferente del vacio, se define su cono de
recesién O1(C') como:

cone {y € R" : &+ ay € C para cada ¢ € C' y para cada a > 0}.

Si X es un subconjunto de cualquier espacio topoldgico, int X,
cl X y front X denotaran el interior, la clausura y la frontera de
X, respectivamente.

La programacién lineal semi-infinita (PLSI) trata con proble-
mas de optimizacién con objetivo lineal y restricciones lineales, en
los cuales el niimero de restricciones o la dimensién del espacio de



las variables de decisién, pero no ambos, es infinito.

El problema primal de programacién lineal semi-infinita
generalmente se plantea de la forma siguiente

P inf ¢’z
s.a a;a: >b, teT,

donde ¢, & € R™, T es un conjunto de indices no vacio (posiblemente
infinito), @ : T — R™ es funcién con a(t) := a; := (a1 (t), ..., a,(t))
y b es funcién, b: T — R con b(t) := b;. Ademads, cada desigualdad
a,x > b, es lineal.

Observaciéon 1.1. Si T es un conjunto finito (véase [4 y 7]), P es
llamado problema de programacidn lineal ordinaria (PLO) y puede
considerarse como uno de programacion lineal semi-infinita.

Se denotara por ¢ al sistema de desigualdades del problema P,
es decir,
o:={a,x>b, teT}

F denotara al conjunto de soluciones (conjunto factible) de o.
Se dird que P es consistente si F' # &, de lo contrario, se dird que
P es inconsistente.

Asociados a cada problema P, se tienen los dos conjuntos
convexos siguientes:

G := conv {(at>, te T},
by
H := G + cone {(fz)}

Ademas, los tres conos convexos:

Cono de primer momento



M := cone {a;, t € T},

cono de segundo momento

N := cone {(at), t e T},
by

y cono caracteristico

o ane { (%), e (%))

El teorema generalizado de Gale, [9, Corolario 3.1.1], establece
que 0 # @ siy sélo si (0, 1)/ ¢ ¢l N. En tal caso, el lema no
homogéneo de Farkas, [9, Corolario 3.1.2], establece que la inecua-
cién ¢'x > d es vélida para todo & € F si y sélo si

(¢,d) € cl K (véase, también [1)).

En lo que sigue se denotard por R, y R_ al conjunto de nime-
ros reales positivos y negativos incluyendo al cero, respectivamente.
Ademds, RY y R? denotardn al conjunto de nimeros reales positi-
vos y negativos sin incluir al cero, respectivamente.

Sea T" un conjunto diferente del vacio. Se definen los conjuntos
siguientes:
R ;= {\:T — R | X es funcién},

R™ .= {X € RT | A(t) = 0 excepto un nimero finito de indices}

Yy
R7 = {\:T R, | xe RD}.

Al conjunto R se le llama conjunto de sucesiones generaliza-
dasy a R(E) se le llama conjunto de sucesiones generalizadas

no negativas.

Observacién 1.2. R es un espacio lineal con la suma usual de
) S T
funciones y la multiplicacion por un escalar. Por otro lado, RSF) es

UN CONO CONVETO.



El espacio lineal R(™) serd dotado con las normas:
A= Al
teT
Yy

| A]]oo := max ||
teT

Si P es un problema de PLSI, se pretende buscar cotas inferiores
para ¢ & con & € F. El problema dual, D, consistird en hallar el
supremo de dichas cotas, porque de esa forma el valor 6ptimo del
problema dual D se acercard al valor 6ptimo del problema primal
P todo lo posible.

Dado P consistente, sea « € F'. Si A € ]R(f) satisface

Z)\tat = C,

teT
entonces
cx = Z)\tatw > Z)‘tbt’
teT teT
de donde
S
teT

es una cota inferior para el valor éptimo de P. De este modo, el
problema dual de P se plantea como sigue

D : Sup Z )\tbt
teT
S.a. Z )\tat = C

teT

reR

Se denotara por A al conjunto factible del problema D, es decir,

A:{AGR@IE:&@:c}

teT



Se dird que D es consistente si A # &, de lo contrario, se dird que
D es inconsistente.

Al par de problemas P y D se le llama par primal-dual.
Ademas, como en P y D se utilizan los mismos datos, ambos
problemas pueden representarse por la tripleta 7 = (a, b, ¢).

Se denotaran por v”(m) y vP(n) los valores optimales de P
y D, respectivamente. Se define como es usual v¥(1r) = +oo
y vP(r) = —o0o, respectivamente, cuando los correspondientes
problemas sean inconsistentes.

Teorema 1.1. (Teorema de dualidad débil) v¥ (m) > vP (7).

La demostracion se sigue de manera inmediata de la construccion
del problema dual.

Definicién 1.1. Sean vF(n) y vP(7w) los walores optimales del
problema primal y del problema dual, respectivamente, de un pardme-
tro m dado. Se le llama hueco dual a la diferencia

§(m) == v (7) — 0P (7).

Por el teorema de dualidad débil, siempre se tiene que §(7) > 0.
Cuando 6(7) = 0, se dice que no hay hueco dual.

Se define el conjunto de soluciones 6ptimas (conjunto optimal)
Fr={zecF|cx=v"(m}y A" = {)\ €A Z)\tbt = UD(W)}
teT

de los problemas P y D, respectivamente.

Se dird que P (D) es soluble, si F* # @& (A* # @), de lo
contrario se dird que P (D) es no soluble.



El espacio de parametros II se define como el conjunto de
todas las tripletas 7 = (a,b,¢) con n y T fijos, equipado con la
pseudométrica que se genera al considerar la distancia extendida

d: 11 x II — [0, +o0], definida por
a;\ _(ai
b} b ) llse)

Aqui, 7" = (a',b",¢') € II, i = 1,2 y || - | denota la norma del
maximo.

it ) = mix { ! = el sup
teT

Observaciéon 1.3. Si T es un espacio topologico compacto de
Hausdorff y las funciones a y b son continuas, 11 es un espacio
métrico.

Si se considera al problema primal, en II se definen los conjuntos
siguientes:

Conjunto de parametros con problema primal consistente
NE:={rcll | F# o}.
Conjunto de parametros con problema primal inconsistente
M, ={rell| F =0}
Conjunto de parametros con problema primal soluble
M ={reclll | -0 <o (r) y F*+# @}
Conjunto de parametros con problema primal no soluble
MY ={relll | —oco<of(r) y F*=2}.

Conjuntos similares a los anteriores son definidos en I1 si se considera
al problema dual.

N2 :={rell | A # o},
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M. :={recll| A =g},
P = {r el | vP(r) <o y A" # 2},
M2 = {rehf | vP(r) <o y A* =g}

Estos son: conjunto de parametros con problema dual consistente,
conjunto de parametros con problema dual inconsistente, conjunto
de pardmetros con problema dual soluble y el conjunto de parame-
tros con problema dual no soluble.

El resultado siguiente proporciona una caracterizaciéon de los
conjuntos 115 y TIZ. La caracterizacién del conjunto II5 se sigue
de [9, Teorema 4.4 y Teorema 4.5], mientras que la caracterizacion
del conjunto I1Z se sigue de la construccién del problema dual.

Proposicion 1.1. Sea © un pardmetro en I1. Entonces

(i) m € 1L siy sdlo si (%) & cl N, lo cual es equivalente a que

ol K = (cl M) xR
(ii) m € IE si y sélo si c € M.

En lo que sigue, cuando se consideren varios parametros,
estos, sus problemas y sus conjuntos asociados seran distinguidos
por medio de supraindices y subindices: 7', P;, D;, F;, Ff, A;, AZ,
M;, N;, K;.

Se concluye esta seccién, con dos definiciones basicas que seran
utilizadas en el desarrollo de la teoria.

Definicién 1.2. Sea m = (a,b, ¢) € II. © satisface la condicion
de Slater si eriste © € R, llamado punto de Slater tal que,

a;i > by para todot € T

Observacion 1.4. Si un pardmetro w satisface la condicion de
Slater, entonces el problema primal asociado a él es consistente.

11



Definicién 1.3. Sea 7 = (a,b, ¢) € II. © satisface la condicion
fuerte de Slater si existen e > 0 yx € R, llamado punto fuerte
de Slater tal que,

a;ﬁz > b+ € para todo t € T.

Observaciéon 1.5. Si un parametro m satisface la condicion fuerte
de Slater, también satisface la condicion de Slater. Sin embargo,
no todo parametro que satisface la condicion de Slater satisface la
condicion fuerte de Slater (véase el Ejemplo 4.4 en esta tesis).

1.2. Particién primal-dual

Si se considera al espacio de todos los problemas, un problema
en el espacio puede clasificarse como consistente o inconsistente
pero no ambos. Si ademds de la consistencia se considera la
acotacion, el problema puede -clasificarse como inconsistente,
acotado o no acotado. En esta seccién se presenta un resumen
de los resultados, obtenidos en [11], que caracterizan a cada
conjunto resultante de considerar la consistencia y la acotacién del
par primal-dual.

El estudio del par primal-dual es importante por varias
razones. Por ejemplo, en programacién lineal ordinaria la
solucion del problema primal y el problema dual puede reducirse a
la solucién de un sistema de desigualdades asociado a dicha pareja si
y s6lo si ambos problemas son acotados, es decir, ambos problemas
son consistentes y sus valores optimales son finitos. Cabe mencionar
que ésta es la clase de problemas en programacion lineal ordinaria
que pueden ser resueltos por medio de los métodos numéricos pa-
ra los sistemas de desigualdades lineales. Lo anterior no se cumple
en general en la programacion lineal semi-infinita, por esta razén
es que Goberna, Todorov, Ochoa, Vera de Serio y otros (véase [10,
11 y 13]) han investigado, en particular, condiciones bajo las cuales
el par primal-dual en programacion lineal semi-infinita pueda ser

12



resuelto de una manera similar.

En programacion lineal semi-infinita, el problema primal
puede ser clasificado en inconsistente (IC') o consistente (C).
En el ultimo caso puede clasificarse en acotado (A), es decir, con
valor optimal finito o no acotado (N A). Esta clasificacién genera la
particién siguiente del espacio de pardametros, a la que se le llama
particion primal,

{HfC’ Hljv HﬁA}'
Los dos conjuntos II% y TII%, son llamados conjunto de
parametros con problema primal acotado y conjunto de pardmetros

con problema primal no acotado, respectivamente. Estos conjuntos
son definidos como:

I ={reclll |F#£2 y —oc<vP(n)}
Y P P P
Oy, ={rellg [F#2 y —oo=v (7},

respectivamente. Los conjuntos IT7. y ITZ ya fueron definidos en la
seccion 1.1. Otra particion, llamada particién dual,

{HPCW HIX? HﬁA}
es obtenida al considerar el problema dual. En esta particion
MY ={recll |A#42 vy v"'(7) < o0}

y
M, = {reM2|A#2 v v"(m) = oo},

son llamados conjunto de parametros con problema dual acotado y
conjunto de parametros con problema dual no acotado, respectiva-
mente. Los conjuntos 115, y T2 ya fueron definidos en la seccién
1.1. Una particién mas, a la que se le llama particion primal-dual,
se obtiene con las intersecciones a pares no vacias de la particién
primal y la particion dual. En la Tabla 1 se enumeran los conjuntos
(estados) de la particién primal-dual, algunos conjuntos son vacios
por el Teorema de Dualidad Débil (Teorema 1.1).

13



D\P|IC|A|NA
IC 4 5 |2
A 6 1
NA |3

Tabla 1

Se denotara por II; al conjunto de parametros enumerado en la
casillai =1, 2, ..., 6. Asi,

I o= I NTIY, Ty o= TI5, NIIR, = 7, N1Ig,,

I, =05 NI, =15 NI, y Mg =I5, N1IE.

Por ejemplo, m € II; si el problema primal y el problema dual son
acotados.

Observacién 1.6. II5 y Ilg son wvacios en programacion lineal
ordinaria debido al Teorema de Dualidad [7, Proposicion 4.2].

En los resultados siguientes se caracterizan a los conjuntos que
se generan en la particion primal-dual.

Lema 1.1. [11, Lema 3] Si m € 1IL, entonces v¥'(w) # —oo si y
solo si

({c} xR)Nel N £ 2. (1.1)

Corolario 1.1. [11, Corolario 1(i)] m € 1y si y sdlo si

(Zn) ¢ dN y {e} xR)Nc N =g.

Corolario 1.2. [11, Corolario 1(i1)] m € 115 si y sdlo si

c¢M}<?>§édAfy(@}xRWwLN#®.
Lema 1.2. [11, Lema 4] Si m € 1IZ, entonces vP(w) # +oo si y
solo si

{c} xRZK. (1.2)

14



Corolario 1.3. [11, Corolario 2(i)] m € 113 si y solo si
{c} xRC K.
Corolario 1.4. [11, Corolario 2(ii)] m € 1lg si y solo si
0,
(1) € AN, ceM y {¢} xRZK.
En la Tabla 2 se resumen las caracterizaciones de los conjuntos

I;,7 = 1, ..., 6 en términos de M y N (](1.1), ](1.2) denotan que
no se cumple (1.1) y (1.2), respectivamente).

c ¢ M c e M c e M
y y
(1.2) 1(1.2)
() e d N I, i I,
(%) ¢ cd Ny (1L1) 11 I,
(%) ¢ cd Nyl(1.1) 1T,

Tabla 2

1.3. Primer refinamiento. Caso continuo

En las siguientes dos secciones se trabajara en el caso continuo,
es decir, con problemas donde T es un espacio topoldgico
compacto de Hausdorff infinito, y las funciones a y b son continuas
en él. En este caso, los problemas también son llamados problemas
de programacién lineal semi-infinita continua.

La continuidad de las funciones a y b garantizan buenas
propiedades tedricas, entre ellas, la convergencia de los
algoritmos de discretizacion en la programacién lineal semi-infinita
(véase [9, Capitulo 11]).

15



En [10] se clasifica al problema primal P acotado de dos maneras.
La primera, como soluble con conjunto optimal acotado (.5), si su
conjunto optimal es diferente del vacio y acotado, y la segunda,
como 1o soluble o soluble con conjunto optimal no acotado (),
si su conjunto optimal es vacio o es no acotado. De la clasificacién
anterior resultan la primera particion refinada primal del espacio de

parametros
P P 7P TP
{Me, g, Ty, My 4}

En la particién, TT% es llamado conjunto de pardmetros con problema
primal soluble y conjunto optimal acotado, y se define como:

L = {r cllL | F* # @ y F* es acotado}.

El conjunto de parametros con problema primal no soluble o soluble
con conjunto optimal no acotado es IT%. Este conjunto estd definido
como:

5 :={r €TI5 | F* = @ o F* es no acotado}.

Los conjuntos 111, y T4, ya fueron definidos en la seccién 1.1. y la
seccion 1.2, respectivamente. La primera particion refinada dual del
espacio de parametros

{HIDCv H?? Hg? HgA?f?
resulta de considerar al problema dual D, en ésta

ML .= {r €5 | A* # & y A" es acotado}

Y :={mr €5 | A* = @ o A* es no acotado}

son, el conjunto de parametros con problema dual soluble
con conjunto optimal acotado, y el conjunto de parametros con
problema dual no soluble o soluble con conjunto optimal no
acotado, respectivamente. Los conjuntos 112, y TI¥, ya fueron
definidos en la seccién 1.1. y la seccion 1.2, respectivamente.
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El resultado siguiente se utiliza en [10] para obtener una
caracterizacién del conjunto I1%. La caracterizacién es cierta en el
caso general, es decir, donde T es un conjunto diferente del vacio,
y las funciones a y b son arbitrarias. En particular, el resultado es
cierto en el caso continuo.

Corolario 1.5. [9, Corolario 9.53.1] Dado un problema consistente
P, las condiciones siguientes son equivalentes.

(i) F* es diferente del vacio y acotado;
(i1) ¢ € int M.

El resultado siguiente se presenta en [9], en el caso continuo y es
utilizado en [10] para obtener una caracterizacién del conjunto I15.

Teorema 1.2. [9, Teorema 9.8 Si P es un problema consistente
en PLSI, con problema dual D consistente, entonces las condicio-
nes siguientes son equivalentes.

(i) A* es diferente del vacio y acotado,
(11) m satisface la condicion de Slater.

En [10] se demuestra el lema siguiente.

Lema 1.3. Las afirmaciones siguientes son verdaderas:

(i) m € 1L siy sdlo si () ¢ cl K y ¢ € int M.

(ii) m € Y si y sélo si ¢ € M y 7 satisface la condicidn de Slater.

Una particion que resulta ser un refinamiento de la particion
primal-dual, definida en la secciéon 1.2, resulta de las interseccio-
nes por pares no vacias de la primera particién refinada primal y
la primera particién refinada dual. Este refinamiento es llamado
primera particion refinada primal-dual. En la Tabla 3 se muestra el
refinamiento.
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D\ P | IC A NA

S N
IC H4 H5 H2
S mo| o
A
N| Mg | Iz | 1
NA 115

Tabla 3
En el refinamiento,
I =05 NIE, 105 .= 05 N1y,
I3 =15 NnIE y 1] := Iy N1I%.
Los otros conjuntos ya fueron definidos en la Seccién 1.2.
El razonamiento siguiente es utilizado en [10] para mostrar que
1§ N1jp = @ = M7 N1,
con lo cual se obtiene que IT§ NTIY, =115 y TIF, NI = .

Primero, si m# € IIL NI, entonces ¢ € int M y ¢ ¢ M,
lo cual es una contradiccién, por lo tanto, 15 N1I5, = @. Segundo,
si m € 15, NTIE, entonces 7 tiene problema primal inconsistente y
7 satisface la condicion de Slater, nuevamente se tiene una contra-
diccién (Observacién 1.4), por lo tanto, IIT, NTIE = @
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En programacién lineal ordinaria se tiene II} = @ parai = 2, 3, 4
debido al Teorema de Dualidad. Sin embargo, en [10] se demuestra
que en el caso continuo los conjuntos anteriores son no vacios.

Teorema 1.3. [10, Teorema 3.1] 11} # @, i =1, ..., 4.

En el teorema siguiente se presentan las condiciones que
caracterizan a los conjuntos que se generan con la primera
particién refinada primal-dual. Cada condicién fue obtenida en [10]
y se deduce del Lema 1.3.

Teorema 1.4. [10, Teorema 3.3] Las afirmaciones siguientes son
verdaderas:

(i) m € T si y sdlo si ¢ € int M y 7 satisface la condicién de
Slater;

(ii) € 113 si y sélo si (%) ¢ cl K, ¢ € int M y 7 no satisface la
condicion de Slater;

(iii) m € 113 si y sdlo si ¢ € M \ int M y m satisface la condicion
de Slater;

(i) m € 11} si y sélo si (01”) ¢cl K, ce M\int M ym no satisface
la condicion de Slater.

1.4. Segundo refinamiento. Caso
continuo, parte uno

En esta seccién se considera un refinamiento mas natural de la
particién primal-dual considerada en la seccién 1.2. Para esto, se
clasifica a los parametros con problema primal acotado en los que
tienen problema primal soluble (s), sin importar el acotamiento del
conjunto optimal, y los que tienen problema primal no soluble (n).
Una clasificacién similar se hace para los pardmetros con problema
dual acotado.

La clasificacion de los parametros con problemas acotados
genera nuevas particiones del espacio de parametros, estas
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particiones son llamadas:

Segunda particién refinada primal

{0, T 10 TG 4
y segunda particién refinada dual

{Tje, 07, 10 TIR . 1

Todos los conjuntos que se muestran en las dos particiones ya fueron
definidos en la Seccion 1.1 y la Seccién 1.2.

El nuevo refinamiento de la particién primal-dual es
llamado segunda particion refinada primal-dual y resulta de las
intersecciones no vacias por pares de las dos particiones anteriores.
Este refinamiento se muestra en la Tabla 4.

D\ P | IC A NA

IC 114 ﬁ% ﬁ§ I,

NA 115

Tabla 4
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En el nuevo refinamiento,
n.=nfnn?, m2.=n’nnd,
.=nfnn?, mnt.=n’nnd,
Il :=1urnnk, Mm2.=nfnny,
=1l nu? y 02.=uh, nm?.

Los conjuntos Il,, Il3 y Il son los que se definieron en la particién
primal-dual.

Los ejemplos a continuacién son tomados de [2] y con ellos
se muestra que l/_\[l1 # @ para ¢ = 1,2,3,4. Sin embargo,
en programacién lineal ordinaria se tiene ﬁ% = ﬁ‘;’ = ﬁ‘ll = J,
debido al Teorema de Dualidad. Los conjuntos 113, II2, I y IIZ son
estudiados en la seccion 3.1 como trabajo nuevo.

1

En el ejemplo siguiente 7 € ﬁ% con lo cual se muestra que

1! + .
Ejemplo 1.1. Considérese en R? el problema:

P min z;
s.a xp+ 12wy >0, t €10,1].

P, es consistente, acotado y soluble, con v (7!) = 0y Ff = {0} xR*.

El problema dual de P; es:

D : max >, A0

te[0,1]

o > M=)

tel0,1]
A e R
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La funcién \ € RSEOJ])’ donde

1, sit=0,
At -
0, site(0,1],

es solucién factible para el problema D, con vP(7!') = 0. Como todo
punto factible es optimal, en este caso, se sigue que D; es soluble.
Por lo tanto, 7! € IIJ.

m

2

En el ejemplo siguiente 7= € ﬁ% con lo cual se muestra que

112 + .
Ejemplo 1.2. Considérese en R? el problema:
b min o
s.a w1 +rwy > —r? rel0 1]

—11 + sxg > —5%, s € ]0,1].

El problema es consistente, acotado y soluble, con

Fg_{<£2> eR2:x220}, vP(m?) =0y Fz_{(g)}

El problema dual de P; es:

(g (30 5, ()

relo, 1] s€l0, 1]
sa > M)+ X %) =0
relo, 1] s€(0, 1]
A v eRE D,

D, es consistente, v (%) = 0, pero A5 = &, es decir, Dy es no
soluble. Como se menciond antes, 7 estd en II3.
O]
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3

En el ejemplo siguiente 7° € ﬁi{’ con lo cual se muestra que

I3 + .
Ejemplo 1.3. Considérese en R? el problema

Py min x;
s.a xy +trwy > 2t, t € [0,1].

Fy # @, vP(73) = 0 pero F} = @, es decir, P3 es no soluble.

El problema dual de Pj es:
Dy : max y. A2t

te€(0,1]

a2 M) = ()

te(0,1]

A e RV

D5 es consistente y soluble con v () = 0. Por lo tanto, 7% € II3.
O]

4

En el ejemplo siguiente 7* € ﬁ‘ll con lo cual se muestra que

4 + .

Ejemplo 1.4. Considérese en R3 el problema siguiente, con

a>0
P4 . nn’n(a:l + Oéxg)
s.a xy+ 2wy > 2t t € [0,1]
sr3 > —s% s €0,1]
—rzz > —r? re[0,1].

Py es consistente, v¥'(71) =0y F} = @.

El problema dual de Pj es:

Dy méx( Z A2t — Z Bys? — Z %7“2>

t€[0,1] s€[0,1] rel0,1]
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1 0 0 1

sa YoMl 2+ X B0+ X %] O =10
t€[0,1] 0 s€[0,1] s rel0,1] —_r a
A B,y e RO,
Dy es consistente, v”(7%) = 0 y Dy es no soluble.
[

En el teorema siguiente se presentan los resultados que se
obtuvieron en [2], los cuales consisten en condiciones necesarias o
suficientes, pero no ambas, para que un parametro esté en alguno
de los conjuntos que resultan en el nuevo refinamiento. Las condi-
ciones que se presentan son para los conjuntos IIi, 112, T3 y IIf.
Condiciones para los conjuntos I1L, TI2, [T y II2 son presentadas en
la seccién 3.1 como trabajo nuevo.

Teorema 1.5. Sea m € Il un pardmetro con problemas primal y
dual acotados. Las afirmaciones siguientes son verdaderas:

(i) Si ¢ € int M y 7 satisface la condicion de Slater, entonces
7 e Il};
i) Si m € 112, entonces ™ no satisface la condicion de Slater;
1
(iii) Si 7 € 113, entonces ¢ € M \ int M;
(iv) Sim € 11}, entonces ¢ € M \int M y m no satisface la condicion
de Slater.

La dificultad de obtener wuna caracterizacion de los
nuevos conjuntos I}, ¢ = 1,2,3,4, en términos de los datos a, b
y ¢, viene del hecho de que no se cuenta con una caracterizacion de
los problemas duales solubles en términos de los datos mencionados.
Por el contrario, los problemas duales solubles con conjunto optimal
acotado son caracterizados en el Lema 1.3.
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Los ejemplos a continuacién son analizados en [2], con ellos se
muestra que las condiciones presentadas en el teorema anterior solo
son suficientes o necesarias, respectivamente.

Con el ejemplo siguiente se muestra que, si un parametro 7 no
satisface la condicién de Slater esto no es condicién suficiente para
que T € II3.

Ejemplo 1.5. Considérese el problema

B min xy
s.a 1 >0
—I1 Z 0
T2 Z 0.

Ps es consistente, v (7%) = 0y F¥ = {({)}. Ademés, 7 no satisface
la condicién de Slater.

El problema dual de P; es:

Ds : max (A0 + X20 + A30)
s.aa M(g) + () +2(0) =)
/\1, /\27 /\3 2 0.

VP =0y As = AL ={(\, A\, 1) € R3 ¢ A\ >0}
0

En el Ejemplo 1.1. 7! € II! y ¢ ¢ int M. Por otro lado, en el
Ejemplo 1.5, 7° € II! y 7® no satisface la condicién de Slater. Luego,
con estos ejemplos, se muestra que ¢ € int M y que 7 satisfaga la
condicién de Slater no es condicién necesaria para que 7 € I1}.

En el Ejemplo 1.1. ¢ € M; / int My y 7' ¢ ﬁi” Asi, se muestra
que ¢ € M /int M no es condicién suficiente para que 7 € II5.

Con el ejemplo siguiente se muestra que ¢ € M / int M y que
7 no satisfaga la condicién de Slater no es condicién suficiente para
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que T € ﬁ‘ll
Ejemplo 1.6. Considérese en R? el problema:
B - min xq
s.a r1>0

—517120
513'220

Ps es consistente, vF'(7%) = 0y Ff = {0} x R,. Ademas, 7% no
satisface la condicién de Slater y ¢ € Mg \ int M.

El problema dual de Py es:

De:  méx (MO + A0 + A30)
sa (o) = M(p) + () +As(3)
>\17 )\27 )\3 2 0.

VP(1%) =0y Ag = A% = {(1+ Ao, A2, 0) € R? : X\, >0}
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Capitulo 2

Estabilidad

2.1. Estabilidad de los problemas
consistentes e inconsistentes

En este capitulo se estudian los resultados presentados
en [11 y 13]. En el capitulo se consideran resultados que sélo
son ciertos en el caso continuo y resultados que son ciertos en
el caso general, es decir, donde T es un conjunto diferente del
vacio, y las funciones a y b son arbitrarias. Las demostraciones de
algunos resultados son desarrolladas con el proposito de facilitar su
comprension. Las demostraciones del Teorema 2.4 y la Observacién
2.2 son aportaciones propias.

Los resultados en esta seccion caracterizan a los conjuntos
nt Hg, nt ch, front Hg,

int TIZ e int TIE,,.

El resultado siguiente caracteriza el interior del conjunto
de parametros con problema primal consistente y el interior del
conjunto de parametros con problema primal inconsistente en el
caso continuo, la demostracién se encuentra en [8 y 16].
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Lema 2.1. [11, Lema 2] Las afirmaciones siguientes son
verdaderas:

(i) © € int 1L si y sdlo si m satisface la condicién de Slater, lo
cual es equivalente a que Op4q ¢ G.
(ii) m € int 11, siy solo si (%) € int N.

Para obtener la caracterizacion del interior del conjunto de
parametros con problema primal consistente en el caso general,
son muy importantes las condiciones dadas por la semicontinuidad
inferior, segtin Berge, del mapeo factible multivaluado (de punto a
conjunto) § : I[I — R™. El mapeo § asigna a cada parametro = € II,
el conjunto factible F' de su problema primal P.

Para el mapeo multivaluado anterior, se consideran los siguientes
tipos de continuidad.

Definicién 2.1. Sean X y Y dos espacios topologicos y M : X — Y
un mapeo multivaluado. Sea x € X, se dice que MM es semicontinuo
inferiormente segun Berge (sci-B), en x, si para todo abierto W C'Y
tal que, W N M(x) # @, existe un abierto V- C X, con ¢ € V
tal que, W NIM(z') # @ para todo ' € V.

Definicién 2.2. Sean X yY dos espacios topologicos y M : X — Y
un mapeo multivaluado. Sea © € X, se dice que M es semiconti-
nuo superiormente seqin Berge (scs-B), en x, si para todo abierto
W CY tal que, M(x) C W, existe un abierto VC X, conxz €V
tal que, M(x') C W para todo ' € V.

Definicién 2.3. Sean X y Y dos espacios topologicos y
M X — Y un mapeo multivaluado. St x € X, se dice que M
es continuo sequn Berge en x, si M es tanto semicontinuo inferior-
mente como semicontinuo superiormente sequn Berge en .

En los tres resultados a continuacién se presentan caracteriza-
ciones del int 11E, front TIE e int TIE,. Estos resultados son vélidos
en el caso general.
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En [2] se desarrollan los detalles de la demostracién del teorema
siguiente.

Teorema 2.1. Sea m = (a,b, ¢) un pardmetro en 115. Las afirma-
ciones siquientes son equivalentes.

(i) § es sci-B en 7;

(ii) 7 € int 11

(111) m satisface la condicion fuerte de Slater;

(iv) ' = (a,b', ¢) € 15 para b' suficientemente cercano a b;

(v) 0,11 ¢ cl G.

Teorema 2.2. [13, Teorema 2] Sea m un pardametro en I tal que,
(0,,1) ¢ O*(cl G). Entonces las afirmaciones siguientes son
verdaderas:

(i) ™ € int UL siy sélo si 0,11 € R"™\ ¢l H;
(ii) m € int Tk, siy sélo si 0,41 € int H;
(iii) ™ € front 1L si y sdlo si 0,1 € front H.

Proposicién 2.1. [13, Proposicion 3.3] Sea m un pardmetro en I1.
Si (0,,1) € O (cl G), entonces 7 € int 1k.

DEMOSTRACION. Sea 7 € II. Por [6, proposicién 1],

(‘1”) € OH(el G)  dgyny up () = o0, (2.1)
donde
dfront niz () = inf {d(m,7") : 7 € front TIE}.
Supongamos que (0, 1)l € O"(cl G), entonces
 pront 1k (m) = +o0.
Luego, para cualquier 7! € II, con d(m, ') < 0o, se cumple que

dfront Hg (7.‘_1> - +OO7
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de lo contrario, dg,.ons 112(m) < 00. Entonces, por (2.1),

(0,,1) € Ot (cl Gy),

lo cual implica ! € TIT,.
[

Para las demostraciones de algunos resultados se utiliza el lema
siguiente, que es un resultado para conos convexos.

Lema 2.2. [13, Lema 3.4] Sea T un conjunto diferente del vacio.
Si a € int cone {ay, t € T}, entonces existe € > 0 tal que,

a' € int cone {a}, t € T} para todo ateR" y ai eR" teT,

con
l|la — a1||oo <e y sup|a — at1||Oo < €.
teT

El resultado siguiente es un resultado para conos convexos y es
valido sélo en el caso continuo.

Lema 2.3. [11, Lema 1] Sea T un espacio compacto de Hausdorff,
zeR" yae C(T)". Las afirmaciones siguientes son vdlidas:

(i) Si 0, # & ¢ int cone {a(t), t € T}, entonces para todo
e > 0 existe a' € C(T)" tal que, T ¢ cone {a'(t), t € T} y
||a’1 - a’Hoo <€
(ii) Si 0, # T € cone {a(t), t € T} y |T| > n, entonces para todo
€ > 0 emiste a' € C(T)" tal que, T € int cone {a'(t), t € T} y
o — all, <e.
(111) Si @ € conv {a(t), t € T} y |T| > n+ 1, entonces para todo
e > 0 emiste a' € C(T)" tal que, T € int cone {a'(t), t € T} y
||a’1 - a’”oo <€

El resultado siguiente caracteriza el interior del conjunto de
parametros con problema dual consistente y el interior del conjunto
de parametros con problema dual inconsistente. Este resultado es
valido en el caso general.
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Teorema 2.3. [13, Teorema 3.5] Sea ™ = (a,b, ¢) un pardmetro en
I1. Entonces

i) m € int 112 si y sélo si ¢ € int M;
c
(ii) 7 € int 1T, si y sdlo si 0, ¢ cl conv {a;, t €T} yedcl M.

DEMOSTRACION. (i) Sea 7 € int 112 C I8, se cumple que ¢ € M.
Si ¢ € front M, entonces existe {¢"}>2; C R"\ M tal que, ¢" — ¢
cuando r — oo. Haciendo 7" = (a,b,c"), se tiene 7" — 7 y
c" ¢ M, = M. Luego n" € 11, para todo r € N, lo cual es una
contradiccién, pues por hipétesis m € int IIZ . Por consiguiente,
ccint M.

Reciprocamente, supongamos que ¢ € int M. Entonces, por el
Lema 2.2, existe € > 0 tal que, ¢! € int M, si

lle — cl||OO <€y sup|la;— a;gl||Oo < e
teT
Por lo tanto, 7 € int T12.

(ii) Supongamos que 7 € int I1E,. Si ¢ € ¢l M, existe

{c"}>2, C M tal que, ¢" — c.

Sea " = (a,b, ¢"). Entonces 7" € T1I2 y 7" — 7, lo cual contradice
que 7 € int I1%,. Por lo tanto, ¢ ¢ ¢l M.

Ahora, supongamos que
0, € cl conv {a;, t €T}. (2.2)
Por hipétesis, 7 € int 115, de donde existe ¢ > 0 tal que,
B(m,e€) C IIE.
Sea 0 > 0 tal que,

™ =(a+dc,b,c) € B(m,e),
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donde (a + d¢), = a; + dc para todo ¢t € T. Entonces 7' € int 117,
y, por lo tanto, ¢ ¢ cl M. Por (2.2), existe {\"}2, C RSFT), con

Y>> A/ =1 para todo r y
teT

0, = Tlirgo Z A; @y

teT

Entonces
lim » A(aq +d¢) = de,

teT

lo cual implica la contradiccion siguiente
cecl My =clcone {(a+dc), teT}.
Se concluye que, 0,, ¢ cl conv {a:, t € T}.

Reciprocamente, supongamos que
c¢cl M yque 0, ¢clconv{a:, t €T}

La primera afirmacion implica, por el Teorema de Separacién para
conos (véase [7, Corolario 3.1]), la existencia de un vector w € R™,
con w # 0,, tal que, ¢ w < 0 < a,w para todo t € T. Ademés,
la segunda afirmacién implica, por el Teorema de Separacién (véase
[7, Teorema 3.2]), la existencia de un vector u € R", u # 0,, y
0 > 0 tal que,

a,u > 6> 0 para todo t € T.

Entonces para todo pu > 0,

a,(u + pw) > 6 > 0 para todo t € T.
Eligiendo 1 > 0, con ¢ (u 4 pw) < 0, se tiene que y = u + pw
satisface

cy <0y ay>0paratodoteT. (2.3)
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Asi, existe ¢; > 0 tal que, (¢')'y < 0, simpre que ||e! — ¢||oo < €1.

Ahora, para 7! € II con d(m, 7') < €3, donde €5 = Ty € obtiene

(a1)'y — eyl < nlla; — arflllyll < 5
d

que junto con (2.3), implica (a})'y > % para todo t € T.
Sea € = min{e, e} > 0. Si d(m, ') < ¢, entonces

/ : o
(cl)y<0y(at1)y2§>0paratodot€T,

de donde ¢! ¢ cl My, por consiguiente, 7! € I15.. Se concluye que
7 € int 1L,
]

El resultado siguiente se presentd, sin demostracién, en [11] para
el caso continuo. La demostracién que a continuacion se muestra es
una aportacion original y es valida en el caso general.

Teorema 2.4. Sea m = (a,b, ¢) € II. Entonces m € int 115, si y
sdlo si existe y € R tal que, ¢y <0y a;y > 0 para todo t € T.

DEMOSTRACION. Se demostrard que 0,, ¢ cl conv {a;, t € T}y
c ¢ cl M siy sélo si existe y € R” tal que,

cy<0y a;y > 0 para todo t € T. (2.4)
Supongamos que y € R” satisface (2.4). Si
0, € cl conv{a;, t €T},

entonces existe {\"}22, C R(JFT), con » A} =1 para todory

teT
0, = lim > Nay. (2.5)
teT

Multiplicando ambos lados de (2.5) por ¥, se obtiene la
contradiccion siguiente:

0=0,y = Tli}rgoz Aay > Tlgroloz A0 = Tli)r(r}o 0.
teT teT

33



Por lo tanto, 0,, ¢ cl conv {a;, t € T}. Similarmente, supongamos
que ¢ € cl M, entonces existe {\"}22, C RSLT) tal que,

c = lim E A; @y
T—00

teT

Luego,

cy= lim > Nag > lim > X0 = lim > 0=o,

teT teT teT

lo cual contradice (2.4). Por lo tanto, ¢ ¢ ¢l M.

La demostracién de la afirmacién reciproca se deduce de la
demostracién de la segunda parte de (ii) del Teorema 2.3.
O

2.2. Estabilidad primal-dual.
Caso continuo

En esta seccién se estudian los resultados presentados en [11]
donde se considera el caso continuo, es decir, se consideran parame-
tros donde 7" es un espacio topoldgico compacto de Hausdorff infinito
y las funciones a y b son continuas en él. Los resultados caracterizan
a los pardmetros m = (a,b, ¢) € II que son estables, relativo a los
conjuntos que se generan con la particion primal-dual considerada
en la seccion 1.2. Se dice que los parametros son estables cuando
después de perturbaciones suficientemente pequenas de los datos a,
by c, los pardametros resultantes se encuentran en el mismo conjun-
to que el parametro considerado antes de las perturbaciones.

Caso II; = IT, N 1I5.

Teorema 2.5. m € int 11y st y solo si m satisface la condicion de
Slater y ¢ € int M. Ademds, int 11, es denso en Il;.
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DEMOSTRACION. Como II; = ITZ N TIZ, entonces

int I1;, = int 115 Nint 112,
Sea 7 € int II;, por el Lema 2.1 parte (i) y el Teorema 2.3 parte
(i), se tiene que 7 satisface la condicién de Slater y ¢ € int M.

Nuevamente, con Lema 2.1 y el Teorema 2.3 se obtiene la prueba
de la afirmacion inversa.

La densidad es un caso particular de [15, Teorema 1.8].

O
Caso I, = TT%, , N TIE..
Teorema 2.6. ™ € int 1l; si y sélo st existe y € R™ tal que,
cy<0y a,;y > 0 para todo t € T. (2.6)

Ademas, int 11y es denso en Il.

DEMOSTRACION. Como Il, C TIE NI, entonces
int Tly C int 115 Nint 15,
(=) Sea 7 € int II,. Entonces 7 € int 1L y 7 € int 1%, por el

Teorema 2.4, existe y € R” tal que, ¢y < 0y a,y > 0 para todo
tel.

(<) Supongamos que existe y € R" y satisface (2.6). Como
a;y > 0, para todo t € T, la condicién de Slater se cumple. En

efecto, si
a
0,+1 € conv {(b ), te T},
t

01 =Y At(Zj) (2.7)

teT

entonces
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para algin \ € RSFT), con Y. A = 1. Multiplicando (2.7) por (y,0),
teT

0= Z)\tat'y > O,

teT

se obtiene

lo cual es imposible. Ahora, como (2.6) se cumple para el vector
y, se puede definir un subconjunto abierto de II. En efecto, por la
suposicion de continuidad, existe € > 0 tal que,

™ = (a',b', ) el

también satisface (2.6) si d(n!,7) < e. Luego, la condicién de

Slater sobre 7! garantiza que N es cerrado (véase [9, Teorema 5.3])
1 P

y m € llg.

Si ({c'} xR)NN; # 7, existea ERy X € ]RSFT) tal que,

DT e

Multiplicando ambos lados de (2.8) por (y,0), se obtiene la
contradiccion siguiente:

0> (c)y= Z)\t(atl) y > 0.
teT

En consecuencia,
{c'} xR)N N, = @.

Ademads, como Ny = ¢l Ny (por ser N; cerrado), se sigue que
vP () = —oo (véase Lema 1.1). Asi, por el Corolario 1.1, 7! € II,.
Por lo tanto, m € int Ils.

Para demostrar la densidad de int 1I5 en Il5, sea
7 = (a™, 0>, c>) € Il,.

Consideremos un € F,,. Se cumple que ¢> ¢ M.
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Si M. es cerrado, entonces existe d € R™ tal que, d ¢® < 0 y
d z > 0 para todo z € M., (véase [7, Corolario 3.1]). Para cada
r € N, se hace

d dz —1
a; =a+—, b, =0+ ——— paratodo teT, y ¢" =c™.
r r
Luego, la sucesion {7}, donde 7" = (a”,b", ¢"), converge a 7.
Ademas,

Id]’

r

de'=dc*<0y da)=da®+ > (0 paratodo teT.

Entonces, por la primera parte de este teorema, {n"} >~ C int I;.
Por lo tanto, tnt 11, es denso en Il,.

Si M, no es cerrado, como ¢* ¢ M, dos casos pueden suceder:

a) ¢® € front M. Entonces existe una sucesién
{"} 2, CR"\ el My

tal que, lim ¢" = ¢™. Paracadar € N, existe d” € R" con ||d"|| =1
r—r00

tal que, (d")'¢” <0y (d")'z > 0 para todo z € ¢l M,,. Para cada
r € N, se hace

para todo t € T.

d" (dNz -1
r

a;’:afo—i-T y b =b°+

La sucesion {n"}2,, donde 7" = (a",b",c"), converge a

7° = (a™, b, ¢™). Ademas,

2
"]

(d) e <0y (d") al =(d") a®+ > (0 paratodo te€T.

Por la primera parte de este teorema, {7"} -, C int II. Por lo
tanto, int Il; es denso en Ils.
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b) ¢* € R"\ ¢l M. Se desarrolla un razonamiento igual al caso

cuando M es cerrado.
O

Caso 113 = 1T, N 11X ,.
Teorema 2.7. 7 € int 13 si y solo st (01”) €t N. Ademds, int 113
es denso en 1l3.

DEMOSTRACION. Primero se demostrard que la condicién 7 € int I3
es equivalente a

({e} x R)U{(0,,1)} C int K. (2.9)

Supongamos que 7 € int I3 y que (2.9) no se cumple. Como
I3 C TI7,, entonces int I3 C int 1T}, luego, por ii) del Lema 2.1,

0, .
( )Eth.
1

0, .
(1) € int K.

Como por hipétesis ({e} xR)U{(%)} & int K, se debe cumplir que
({e} x R) € int K. Ademas, puesto que 7w € int I3 C II3, por el
Corolario 1.3,

Ya que N C K, se tiene

({c} xR) C K.

Entonces existe a € R tal que, (¢, 04)/ € front K. Por el Teorema
del Hiperplano de Apoyo para conos (véase [7, Teorema 3.3]), existe

(d,7) € R™1\ {0,41} tal que,

ININE (210)

(e}

(d,’y)( v )20 para todo ( v )Ecl K. (2.11)
| Tn+1
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En particular, (d,~) (f’i) > 0, se sigue que —y > 0. De (2.11) se
tiene
a,d +~b; > 0 para todot € Ty v < 0. (2.12)

De acuerdo a (2.12), dos casos son posibles:

1) v < 0. Entonces —affd

— b, > 0 para todo t € T, de donde

—y~'d € F. Asi, 7 € TIL que es una contradiccién, puesto que por
hipotesis m € int Ils.

2) v = 0. Entonces, de (2.10), se tiene que d # 0, y ¢'d = 0.
Consideremos la sucesién

d
™ =(a,b,c——), r=1,2 ..
r
Si " € 113, por el Corolario 1.3, (¢ — %,0) € K, = K y por (2.11),
se obtiene la contradiccion siguiente

o d d|*
o<d(c-d -1y
r r
Entonces {n"}>°, C II\Il3 y lim7" = =, lo cual es una
7—00

contradiccion puesto que por hipdtesis m € int Il3. Se concluye que
({c} xR)U{(0,,1)} Cint K.

Reciprocamente, supongamos que 7 satisface (2.9). Se puede

representar a K como K = {(at,bt)/, t € T}, donde T = T U {s}
es un espacio topolégico compacto de Hausdorff, s es un punto

aislado de T, (as,bs)l = (On,—l)l y (a,b), € C’(f)nﬂ. Como
{(c,0),(0,,1)} C int K, por el Lema 2.2, existe ¢ > 0 tal que,
{(01,0)/,(071,1)/} C int K, para todo ! = (a',b', c') € II que
satisface d(7!, 7) < e. Para tal parametro 7!, se tiene

{(07171)/’ (Onv_l)/}CKl y (Clao> € Ky,
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lo cual implica {¢'} x R C K. En efecto, sea o € R.

Si a € R, , entonces
c! c! 0,
= K.
(0) = (5) =) ex
Por otro lado, si a € R?, entonces
c! c! 0,
= — K.
(2) = (5) (%) ex

Luego, {c'} x R C K, por el Corolario 1.3, 7! € II3. Por lo tanto,
w € int 1l3.

Queda por demostrar que (2.9) es equivalente a (0,,1)" € int N.

Si (2.9) es cierto, m € int I3 C I3 C 117, de donde
(0,,1) €l N.

Por [9, Lema 4.1], (0,,1) € ¢l K. Si (0,,1) ¢ int N, entonces
(0,, 1)/ € front N y existe un hiperplano de apoyo para ¢l N
en (0,,1) (véase [7, Teorema 3.3]), que también resulta ser un
hiperplano de apoyo para ¢l K en (0, 1)/. Asi, (0, 1), € front K,
lo cual es una contradicciéon puesto que por hipédtesis

(0,,1) €int K.

Por lo tanto, (0,,1) € int N.

Ahora, supongamos que (0, 1)/ € int N. Se demostrard que
{e} xR Cint K.

Sea a € R. Como



entonces (%, 1)/ € int N para p suficientemente grande tal que,
a < p. En tal caso, p(ﬁ, 1) = (e, p) €int N y se tiene

(2) - (;) +lp—a) (ﬁ) €int N+ (p— a)(fi) Cint K,

puesto que int N C int Ky (0,, —1)/ es una direccién de recesion
de K. Por lo tanto, {c} x R C int K. Asi, se cumple (2.9).

Para demostrar que int II3 es denso en Il3, sea

7 = (a™, b7, ™) € 1ls.

0, , , o0
€ it Ny = int cone % ,teT s,
1 b

dado r = 1,2, ..., por el Lema 2.3(ii), existe (Z:) e C(T)™™" tal que,

(01n) € int cone { (Z:), te T} =int N, (2.13)
¢

Como

a;® a; 1
— < -.
be by r
oo
Si hacemos ¢ = ¢® y " = (a",b", ¢") para todo r = 1,2, ..., se
obtiene lim 7" = 7 y {n"}>2, C int I3 (por la primera parte de

r—00
este teorema). Por lo tanto, int I3 es denso en IIj.

]

Caso 11, = 15, N1IL..
Teorema 2.8. int II, = .
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DEMOSTRACION. Supongamos que 7 € int II;. Por la afirmacién
(i) del Lema 2.1 y el Teorema 2.4, se tiene (") € int N y existe
y € R tal que, ¢’y < 0y a,y > 0 para todo t € T. Sea \ € ]RSFT)

tal que,
On a;
= E A .
( 1 ) t<bt)
teT

Entonces > Na; = 0, y >, Nb = 1, de donde > A\, > 0.
teT teT teT
Ademas, multiplicando por y ambos lados de la ecuacion

Z)\ta’t = 0,,

teT

se obtiene " A(a,y) = 0, lo cual es imposible, ya que A, > 0
teT

para algin t € T y a,y > 0 para todo t € T . Por consiguiente,
int H4 = .
O

Caso II5 = T N11Z,..

Teorema 2.9. int II5; = @.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 € int II5. Entonces 7 € int 115,
por el Lema 2.1(i), 7 satisface la condicién de Slater. Esto implica
que N es cerrado, entonces, por el Corolario 1.2, ({¢} xR)NN # &.
Asi, ¢ € M, lo cual es una contradiccién puesto que « € Il5. Por lo
tanto, int 15 = &.

m

Caso Il = 11, N 115.

Teorema 2.10. int Ilg = @.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 € int Ilg. Como Il C Ik,
por el Lema 2.1(ii), se tiene (0,,1) € int N. Por otro lado, ya que

g c 5 c 112,
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se tiene ¢ € M. Asi, existe a € R tal que, (c,oz)/ € N. En efecto,
supongamos que
{c} xRNN =g2.

Como (01”) € int N, existe €; € R, con ¢; > 0 tal que,

B((Oln),el) C N.

Si ¢ = 0, de inmediato se tiene una contradiccién puesto que

<Oln) et N C N.

Sic# 0,, sea (;) € R™"*!, entonces

€ H()II e (5) 0, 0,
2 #ﬁﬂ _2!\5)!\+( )GB(<1)’“>CN'

Como N es un cono, se tiene la contradiccion siguiente:

2 (5) 18]
2 <2 a0l ) (ﬁ+2\|()\|>

Ahora, se demostrara que (i) € K para todo v € R. Dado v € R,
dos casos son posibles:

1) v < «. Entonces

(5) N (;) +(a—7)(fz> EN+KCK+KCK.

2) v > «. Entonces

()= () +0-a(F)ever

En ambos casos (¢,v) € K. Asi, {¢} x R C K, luego, por el
Corolario 1.3, se tiene 7 € Il3 lo cual contradice que w € Il;.
O
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2.3. Estabilidad primal-dual.
Caso general

En esta seccion se estudian los resultados presentados
en [13] donde se considera el caso general, es decir, se conside-
ran parametros donde T es un conjunto diferente del vacio y las
funciones a y b son arbitrarias. Con los resultados se caracterizan
a los parametros m = (a,b, ¢) € II que son estables, relativo a los
conjuntos que se generan con la particién primal-dual considerada
en la seccién 1.2. En particular, los resultados son ciertos en el caso
continuo.

Caso 11, = IT§ N1I5.

El teorema siguiente muestra que la caracterizacion del int Iy,
en el caso general, es similar a la que se presenta en el caso continuo.
Sin embargo, en el caso general, la condicion Slater es sustituida por
la condicion fuerte de Slater debido a que estas dos condiciones no
son equivalentes en este caso, contrario a lo que ocurre en el caso
continuo (véase [9, Teorema 6.9]).

Teorema 2.11. Seaw = (a,b, ¢) € II. Entonces m € int 11y si y solo
st 7 satisface la condicion fuerte de Slater y ¢ € int M. Ademds,
int TIy es denso en Iy si |T| > n.

DEMOSTRACION. Como II; = ITZ N TIZ, entonces
int T1; = int L Nint TIE.

Sea 7 € int II;. Del Teorema 2.1 y el Teorema 2.3(i), se obtiene
que 7 satisface la condicién fuerte de Slater y ¢ € int M. Con los
mismos teoremas se obtiene la prueba de la afirmacion inversa.

Para demostrar que int II; es denso en II;, supongamos que
|T| > n. Sea 7 € II; y algin T € R™ fijo tal que,

a,;E > b; para todo t € T
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Ahora, como ¢ € M, por el Teorema de Carathéodory para conos
(véase [14, Corolario 17.1.2]), se sigue la existencia de escalares no
negativos A1, ..., Ay, (m < n)y vectores linealmente independientes
{a;,, i =1, ..., m} tales que,

m
c= g Ay, .
i=1

Sean ty i1, ...y ty € T\ {t1, ..., tm}, n — m elementos diferentes en T.

Seleccionamos 8 > 1 tal que, || - || < B - ||c ¥ 7 un entero positivo.
Elijamos v} = 0,,, para i =1,...,m; y v; € R" tales que,
1
[CHIINES

2r2([[Z]|oe + 1)’

i=m+1,..,ny el conjunto {a;, + v},i =1,...,n} que constituya
una base de R™. Observamos que

1

(@))'2] < o) < 5210 T < o

Sea a” : T — R"™, donde:

r e+l sit=1;, 1=1,...,n.
t a, en otro caso.

Se tiene que ||a; — af|, < 'y ¢ € M,. Ademds, dim M, = n,
va que aff M, = R™. Por consiguiente, int M, # &. Entonces,
por el Teorema de Accesibilidad (véase [14, Teorema 6.1]), existe
¢” € int M, tal que, ||c — ¢"||, < 1. Se demostrard que T es un
punto fuerte de Slater para 7" = (a”,b— 1, ¢"). Si t = t;, para algin
1 =1,...,n, entonces

’ ’ ! 1
(af)fz(at+v§)§2bt+(v§)i>bt—2—r.
Asi, se obtiene que
/ 1 1 1
x>b——=|b —— —. 2.14
(a;) T > by oy (t T)+2r ( )



Sit # t;, entonces T satisface (2.14), de donde T es un punto fuerte
de Slater para 7". Por consiguiente, 7" € int I1; y d(m,7") < % Por
lo tanto, int II; es denso en II;.

m

_ 1P D
Caso Il = [Ty, N II7..
De acuerdo con el Teorema 2.6, en el caso continuo, la existencia

de un y € R" tal que, (2.6) se cumpla es equivalente a 7 € int Ils.
Se demostrara que esto se sigue cumpliendo en el caso general.

El siguiente lema establece otra condiciéon geométrica equivalente
a (2.6).

Lema 2.4. Sea m = (a,b, ¢) € II. Entonces existe y € R" y 0 > 0
tal que,
cy<0yay>0d paratodot €T, (2.15)

sty solo 0, ¢ cl conv {ay, t€T} yedcl M.
DEMOSTRACION. Supongamos que ¥y € R" y § > 0 satisfacen
(2.15).

Si 0,, € cl conv {ay, t € T}, entonces existe {\"}22, C R(f), con

Y>> A} =1 para todo ry
teT

0, = lim Y Na,. (2.16)
T—00 teT

Multiplicando ambos lados de (2.16) por 7y, se obtiene la
contradiccion siguiente:

0=0,5= rlggoZAtatg > TlggOZ)\té — 5T1L%2At =45 > 0.
teT teT teT

Por lo tanto, 0,, ¢ cl conv {a,, t € T}.
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Similarmente, supongamos que ¢ € ¢l M, entonces existe

ry oo T
{)\ r:lCRS-)

tal que,
c= Tlirgoz A @y
teT
De donde
I — ¢ r = > 7 r > 7 —
cyY T’ll)rgoz)\t a,y > rlggoz)\té > rlgg@ZOé 0,

teT teT teT

lo cual contradice (2.15). Por lo tanto, ¢ ¢ ¢l M.

Reciprocamente, supongamos que
c¢cd M y 0,¢clconv{a;, teT}.

La primera afirmacién implica la existencia de un vector w € R",
con w # 0,, tal que,

cw <0< aw paratodo t €T (véase [7, Corolario 3.1]).

Ademas, la segunda afirmacién implica la existencia de un vector
u € R" con u # 0,,y d > 0 tal que,

a,u >8>0 paratodote T (véase [7, Teorema 3.2]).
Entonces, para todo u > 0,
a,(u + pw) > 6 > 0 para todo t € T.
Eligiendo 1 > 0, con ¢ (u + pw) < 0, se tiene que ¥ = u + pw

satisface
¢y <0y a;g>dparatodoteT.

Esto ultimo completa la demostracion.

47



Teorema 2.12. Sea ™ = (a,b, ¢) € IIZ. Entonces 7 € int 1y si y
sélo si 0, ¢ cl conv {ay, t € T} y ¢ ¢ cl M. Ademds, int Iy es
denso en Ils.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 € int II,. Entonces m € int H?C,
por el Teorema 2.3(ii), 0,, ¢ cl conv {a;, t €T}y c¢ & cl M.

Reciprocamente, supongamos que 0,, ¢ cl conv {a;, t € T}y
c ¢ cl M. Por el Lema 2.4, existe g € R" y 6 > 0 tal que, (2.15) es
valida. Ahora,

0,1 ¢ cl conv {(ay, b)), t €T},
porque de lo contrario,
0, € cl conv {a;, t € T},

lo cual serfa una contradiccién. Como por hipétesis 7 € 115, la
condicién
0,1 ¢ cl conv {(ay, b)), teT}

implica, por el Teorema 2.1, © € int I15. Luego, existe ¢; > 0 tal
que, 7! € IE si d(m,7') < €1, con 7! = (@, b}, ¢!). Por otro lado,
como

cyg<0y aéﬂ >0 paratodot €T, (2.17)

entonces existe e; > 0 tal que, () g < 0 simpre que || —¢l|o < €.

Ahora, si d(7,7) < €3, donde €3 = e 0, se tiene

I I —_ 1 1,
(a?) § — a,g] < llaf — a7l < n2lai — aillon? [Tl

J

1 1= _
n?lla; = allwn?|Yll = nlle} — aill|[Fll < 3,

luego,



De la desigualdad anterior y como (2.17) se cumple, se obtiene que
(a})y > $ paratodo t € T. Si

€4 = Hlfn{EQ, 63},

entonces d(m, ) < €4, implica

(c4)l§ <0y (af)ly > — > (0 para todot e T.

N S

Consideremos € = min{ey, ¢4} > 0. Si d(m, ') < ¢, por el Lema 2.4,
c' ¢ cl M. Por lo tanto, ({c'} x R)Necl Ny = &, de lo contrario
¢! € cl My, entonces, por el Corolario 1.1, 7! € I, (notemos que
(0,,1) ¢ cl Ny porque 7! € TIE). Por lo tanto, 7 € int Il,.

Para demostrar que tnt Il, es denso en 115, sea w € II,. Entonces
existe T tal que,

a;i > b, paratodo teT,

y ¢ ¢ M. El hecho de que ¢ ¢ M, implica la existencia de una
sucesion

{c"}2, CR"\dd M
tal que, ¢" — ¢. Ahora, para cada r, existe d” € R™ con ||d"|| = 1
y (") d" <0y z'd" >0 para todo z € ¢l M (véase [7, Corolario
3.1]). Consideremos 7" = (a",b", ¢"), donde

(d')% — 1

1
a; =a;,+-d" y by =0b+ para todo t € T.
T

Observamos que T es un punto factible para 7", ya que

/ ’ 1 /! 1 /
(a)T=azxz+-d)ZT>b0+—-(d")T >
T T
dVzE 1 dVE -1
>bt+( )w——:bt+( )x P
T T T



luego, 7" € TIE parar = 1,2, ... Ademds, 7" — 7y, paratodo t € T,

/ , dr||)? 11
(a}) dT:atdr—l—M20+—=—>0,
r roor
y (c”)/dr < 0r=1,2,.. Entonces, por el Lema 2.4 (para § = * y
y=d"),c" ¢cl M.y 0, ¢cl conv{aj, t € T} para cada r, lo cual
implica 7" € int Iy (por la primera parte de este teorema). Por lo

tanto, int 1I; es denso en II,.
n

Caso I3 = IT5, NTIX .

En el caso general se tienen que separar los casos M = R" y
M # R". Esta situacion no sucede en el caso continuo porque ahi
M = R" siempre que 7w € int II3. Sin embargo, en el caso general,
existen parametros w € int Il3 tales que, M # R™ como se muestra
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1. Considérese el problema siguiente en R.

P inf x
s.a T >m,

donde ¢ :=1,a”":N = Ry b": N — R son definidas como sigue:

a’ =1 y b’ :=m paratodom = 1,2, ...

Sea 7 = (a,b,c) € Il Si d(r",m) < ¢ con 0 < ¢ < Ly
7 = (a”,b",c"), entonces M # Ry {¢} x R C K. Por el
Corolario 1.3, m € II3. De esta manera, 7' € int I3, con M; # R™.

]

Para la prueba del Teorema 2.13, se usan las dos observaciones
siguientes, las cuales son presentadas en [13].

Observacién 2.1.

relll, yM =R" & (01”> € int N. (2.18)

La demostracion la puede hallar en [9, Teorema 6.3].
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La demostracién de la observacion siguiente es una aportacion
propia.

Observacién 2.2. 0, € int M si y solo si M = R™.

DEMOSTRACION. = Supongamos que 0, € int M, entonces existe
e >0 tal que, B(0,,¢) C M. Sea x € R". Si & = 0, se cumple que
x € B(0,,¢) C M, de donde x € M. Si z € R"\ {0,}, entonces
Yy = ﬁ € B(0,,e) C M. Asi, para todo o € Ry, ay € M, en

particular, para oy = M se cumple que x = agy € M. Se concluye

que R™ C M. Por otro lado, por definicion M C R™. Por lo tanto,
M =R".

< La demostracion de la afirmacion reciproca se deduce
trivialmente.
]

Teorema 2.13. Sea ™ = (a,b, ¢) € Il. Las afirmaciones siguientes
son verdaderas.

(i) ™ €int Iy y M =R"™ si y solo si (01”) €int N;
(i) ™ € int Iy y M # R"™ si y solo si 0, ¢ int conv {a;, t € T},
(0,,1) € OF(cl G) y c € int M.

Ademas, int 113 es denso en 1l3.

DEMOSTRACION. (i) Supongamos que 7 € int I3 y M = R", por
(2.18), (%) € int N.

Reciprocamente, supongamos que (01") € int N. Por el Lema
2.2, existe € > 0 tal que, (01") € int Ny, siempre que d(m,7!) < e.
Sea !t = (a',b', ¢'), donde d(m, ') < ¢, entonces 0,, € int M; y en
colnsecuencia M, = R". Asi, ¢! € M, entonces existe o € R tal que,
(2) € Ni. En efecto, supongamos que {c'} x RN N; = @. Como

(01") € int Ny, existe e; € R, con €; > 0, tal que, B((OI"),Q) C N;.
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Si ¢! = 0,, de inmediatolse tiene una contradiccién puesto que
(01") € int N1 C Ny. Sea (‘;) € R"*! donde ¢! # 0,,, entonces

2 igél ::%&%n+(?>EB<Gvﬁvcjw

Esto implica la contradiccién siguiente:

2|l ex m - ¢!
@ 2 E%) ‘Q+ﬂum)““

1

Ahora, se demostrard que (f/) € K; para todo v € R.

Si vy > «, entonces

1 On 1
(‘fy) :(V—a)<1>+<‘;) €N, + N, C N, C K.

Similarmente, si v < «, se tiene

(£)-emaff) () eromen

Entonces d(m, ') < ¢, implica que {¢'} x R C K;. Por el Corolario
1.3, 7t € II5. Por lo tanto, 7 € int II;.

(ii) Supongamos que ™ = (a,b, ¢) € int I3 y M # R". Entonces
7 € int 118, en consecuencia, ¢ € int M (Teorema 2.3(i)). Ahora,
la hipétesis de que M # R™, implica que 0,, ¢ int conv {a,t € T},
pues de lo contrario, M = R"™. Queda por demostrar que

(01"> € Ot (cl G).
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Supongamos lo contrario, es decir, (%) ¢ OF(cl G). Por el Teorema
2.2(ii), 0,41 € int H (pues m € int I1L,), entonces su proyeccién
sobre R™, implica

0, € int conv {a;, t € T}.

Esto contradice la condicién de que 0, ¢ int conv {a;, t € T}.
Como resultado, (%) € OF(cl G).

1

Reciprocamente, supongamos que
, 0, + :
0, ¢ int conv {a;, t € T}, ) €0 (cd G) y ceint M.

La ultima condicién implica, por el Lema 2.2, la existencia de algin
e > 0 tal que, ¢! € int M, siempre que d(m,7!) < e. Ademas, la

condicién 0
( 1”) € 0% (d G),

implica 7! € I}, siempre que d(m,7') < € (véase la Proposicién
2.1). En tal caso, por la Proposicién 1.1,

(Cl Ml) xR =¢l Kl-
Ademas, existe 6 > 0 tal que,
B(c',0) x RCec My xR =cl Ky,

lo cual implica (¢!, r)/ € int cl Ky =int K1 C K para todo r € R.
Entonces, por el Corolario 1.3, 7! € Il3, siempre que

d(m,7) < e.
Asi, se concluye que 7 € int I13. Finalmente, la suposicién de que
0, ¢ int conv {a;, t € T},

implica la existencia de algiin vector y € R\ {0,} tal que, a,y >0
para todo t € T. Entonces M # R". Asi, la prueba de (ii) estd
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completa.

Para demostrar que int Il3 es denso en 113, sea 7 € Il3.

Si M = R"™, tomando en cuenta que 7 tiene problema primal incon-
sistente, se obtiene, por (2.18), que (01”) € int N. Por lo tanto, como
aplicacion de la afirmacion (i) de este teorema, 7 € int II3. Entonces
existe € > 0 tal que, B(m,¢€) C I3, luego, para cada r = 1,2, ..., se
puede encontrar 7" € B(w, €) tal que, {7} — 7 y 7" € int II3. Por
lo tanto, int Il3 es denso en IIs.

Si M # R" entonces 0, ¢ int conv {a;, t € T}, lo cual
implica 0,41 ¢ int H. (de lo contrario, 0,, € int conv {a, t € T'}).
Se consideran dos casos:

1) (01") ¢ Ot (cl G);
2) (1) € O*(cl G).
Supongamos que

(01") ¢ 0*(cl G).

Entonces, el Teorema 2.2(iii), implica 0,1 € front H. Por [5, Teo-
rema 4], m € front lg;c, donde Ilp;c es el conjunto de pardame-
tros con problema primal inconsistente que tiene un sistema finito
de restricciones inconsistente. Entonces, para cada r € N, existe
" = (a", b, c) € ;o tal que,

1
d "< —.

Aplicando [9, Teorema 4.4], se tiene que (01”) € N,. Entonces

existen escalares no negativos A;, Ay, .. Ay (1 < m < n+1)y
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vectores linealmente independientes {(Zfz), 1=1,.., m} tales que,
t

0.\ ~~, [a]
(v)=2(7)

Sean tyi1, ooy tni1 € T\{t1, ..., tm}, (n+1) —m elementos diferentes
en T. Se elijen v := 0,1, parai = 1,...,m; y v € R"™ tales que,

o7l < 5

i=m+1,...,n+ 1y el conjunto {(ZEz) +vl,i=1,..,n+1} que
123
constituya una base de R™*!. Ahora, se hace

(@) 4o, sit=t, i=1,..n+1

()1 o

b en otro caso.
t

y m = (c",d", ¢). Como resultado,
(5)-(§)1_ <2
bt di, )l 3r
0, P\
( 1 ) € cone {(CCZZ)’ 1=1,2,...,n+ 1}.

El ultimo cono es finitamente generado, de modo que se puede
aplicar una rotacién conveniente (para mas detalles puede consul-
tar la prueba en [11] del Lema 2.3(ii)) a fin de obtener un conjunto

{(a:i>’ 1=1,2,...,n+ 1} tal que,

b,
cl a; 1
(@‘(ﬁ) S
ti t; 0 r

para i = 1,...,n+ 1,y (01”) € int cone {(Z%:)’ i=1,..n+ 1}.
t;

7"2 ¢
Ahora, para cada t € T, se considera (ZﬁQ) € R"*! definidos por
t
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(Z::j) = (Z;’) sit € {t,...lpa}y (Zg) = (Z;;) sit ¢ {tr, ... tni1}-

Asf, 72 = (a™,b™, ¢) satisface d(m, 72) < 1. En efecto,
T

1
d(m,7m"?) <d(m,n") +d(n",7") < 3 +d(n", ) 4+ d(n", 7"?)
r

y
1 1 1 1 1
. d r r1 d r1 ) < i Eamp——
37~+ (", 7™ + d(m 77T)_3T+37“ 3r r
Ademas,
0., : AN
( > € int cone {(atz), 2:1,...,n+1}
1 by,
y

a;\ . : a;’
cone{ t, zzl,...,n—l—l}Cmt cone{ | tET},
b;. b;*

implica, por la afirmacién (i) de este teorema, que 7" € int Il;.
Asi, es posible construir una sucesién de pardametros en int Il3 que
converge a 7.

En el caso de que (01") € O*(cl G), se tiene d;,,, e (7) = +o00.
Entonces para cada 7! € II tal que, d(m, 7!) < 0o, se cumple

(01") € Ot (c GY).

Por hipétesis, 7 € II2, entonces ¢ € M, esto implica la existencia
de escalares no negativos A, ..., A, (m < n) y vectores linealmente
independientes {a:,, i =1, ..., m} tales que,

c= Z Aiay, (véase [14, Corolario 17.1.2]).

=1

Sean t,11,...,tn, € T\ {t1,...,tm}, n — m elementos diferentes. Sea
r un entero positivo. Elijjamos v} = 0, parat=1,...,m;y v] € R"
tales que,

07l <
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i=m+1,...,ny el conjunto {a;, +v!,i =1,...,n} que constituya
una base de R". Consideremos a” : T' — R", donde:

¢ =

. { a;+wv;, sit=t;, =1, ..n.

a;, en otro caso.
Como resultado, [la; —af|l, < %y ¢ € M,. Ademds, como
aff M, = R" se obtiene que dim M, = n. Por consiguiente,

int M, # @. Entonces existe ¢” € int M, tal que, |l¢ —¢"||, < +
(véase [14, Teorema 6.1]). Consideremos " = (a”,b— 2, ¢”), se tiene
que " — . Ademads, se cumple

0, :
( ) ) € O" (cl G,) para r suficientemente grande.

Luego, 7" € II,. Supongamos que 0, € int conv {a}, t € T},
entonces M = R"™ y por (2.26), se sigue que (01”) € int N,. Por la
afirmacién (i) de este teorema, 7" € int II3. Ahora, si

0, ¢ int conv {ay;, t € T},

considerando que las afirmaciones (01”) € Of(cd G,) y ¢ € M,
son vélidas, se obtiene (por la afirmacién (ii) de este teorema) que
7" € int I3, con M, # R". Por lo tanto, en este caso, también existe

una sucesion en int Il que converge a 7.

O

Observacion 2.3. El teorema anterior muestra que si la funcion
b:T — R es acotada, entonces no se cumple que m € int I3 y
M # R™ simultaneamente. Asi, en el caso continuo, la afirmacion
(01") € int N caracteriza al int Il3.

_ 1P D
Caso 11, = II;, N 1.
De acuerdo al Teorema 2.8, el int 14 es vacio en el caso continuo.

El ejemplo siguiente muestra que, en el caso general, existen parame-
tros m = (a, b, ¢) que son estables con respecto al conjunto I14. Asi,
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Ejemplo 2.2. Considérese el siguiente problema inconsistente
en R.
Pg : inf —a

s.a x > m paratodom=1,2,...,

donde ¢® := —1, a® : Z, — Ry b® : Z, — R son definidas de la
manera siguiente:

a® =1y b’ :=mparatodam=1,2,...

Haciendo 7° := (a8, %, ¢®), se tiene que
0
M=R,, K=R; xR)\ ({0} xRy), c¢cd My (1) ecl N,

para todo 7 = (a,b,c) tal que, d(7® 7) < € con 0 < € < 3.
En consecuencia, 78 € int Ily.
]

El teorema siguiente establece una caracterizacion del interior
de II4, mientras que con el Ejemplo 2.3, se mostrara que el int 114
no es denso en Il incluso cuando int 11y # @.

Teorema 2.14. Sea m = (a,b, ¢) € 1I. Entonces m € int 1y si y
sélo si 0, & cl conv {a,, t €T}, () € 0T (cl G) yec¢cl M.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 € int I1,. Entonces m € int H?C.
Luego, por el Teorema 2.3(ii),

0, ¢ clconv{ay, teT} yv c¢cl M.
Queda por demostrar que (%) € O*(cl G). Supongamos lo
contrario, es decir, (%) ¢ O*(cl G). Por el Teorema 2.2, los tres
casos siguientes son posibles.

(i) Onya € R™\ ¢l H;
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(i) 0,41 € int H;
(iii) Opt1 € front H.

Como 0, ¢ cl conv {a;, t € T}, los casos (ii) y (ili) no son
posibles, de lo contrario,

0, €int conv {a;, t€T} y 0, € front conv {as, t € T}.

Asi, sélo (i) puede ser posible. Entonces, por el Teorema 2.2(i),
7 € int 115, lo cual es una contradicciéon puesto que por hipdtesis
7 € int Iy C int IE,. Por lo tanto, (01") € Ot (d Q).

Reciprocamente. Supongamos que
0, ¢ cl coow {ay, te T}, (0,,1) €Ol G)ye¢cl M.
La primera y la tultima condicién implican
T € int 117, (Teorema 2.3(ii)).

Como (%) € O*(cl G), se tiene 7 € int I}, (Proposicién 2.1). Por
consiguiente, m € int 5, Nint 115, = int T1,. Asi, la prueba estd
completa.

]

Observacion 2.4. El teorema anterior muestra que si la funcion
b: T — R es acotada, entonces w ¢ int 4. En particular, int T4
es vacio en el caso continuo.

Ejemplo 2.3. Considérese el problema primal siguiente en R,

By inf —x
s.a mx > m+ 1 para todam=0,1,2, ...,

donde ¢ = -1, a° : Z, - Ry b : Z, — R son definidas de la
manera siguiente:

a) :=m y b) :=m+1 paratodam=0,1,2,...
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Py es inconsistente, en efecto,
0
<1> € cl cone {(mrj— 1) tm € Z+}.

El problema dual de Py es:

Dy : Sup Y. An(m+1)
meZy
s.a Y, Apm = —
mEZy 7
Ae R

Dy es inconsistente, en efecto
—1¢cone{m:meZ,} =R,.

Se concluye que, ° := (a®,b%, ¢%) € Il,.

Considérense las perturbaciones

P : inf —x
ex > e+ 1 param =0,
L,2,

s.a
mx > m—+ 1 param = e
donde 0 < e<1l.a‘:Z, - Ry b :7Z, — R son definidas como
sigue.
e, sim=0,
a,, =
m, sim=12, ..
y
€+ 1, sim =0,
by, =
m+1, sim=1,2,..

c), se tlene 7€ € 115 (el conjunto factible es

Haciendo 7 I
1}) y ¢ — 2, cuando € — 0. Por consiguiente,

“:=(a
{xeR : z>1+
7% € front Hg.
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Ahora, para cualquier 7 € II tal que,
d(m°, ) < 400,
se tiene
dfront Hg (ﬂ-) < +00.

Por (2.1) se cumple

(01”) ¢ 0% (dl G).

La caracterizacién del int Il4, en el teorema anterior, implica que
7 ¢ int I14. Por lo tanto, int 11, no es denso en Iy, aunque el int T4

es distinto del vacio por el Ejemplo 2.2.
O

Caso II; = IT§ N1T1Z,..
Teorema 2.15. int [I; = &. Ademas, Il5 C front 11;, parai =1, 2.

DEMOSTRACION. Sea 7 = (a,b, ¢) € II5. Por el Corolario 1.2,

<?)¢CZN’ c¢g My ({c} xR)Nel N # 9.

Por lo tanto, ¢ € ¢l M \ M, de donde existe {c"}22, C M tal que,
¢ — c. Consideremos 7" = (a,b,c") para r = 1,2,...; se tiene
n" € Il; y 7" — m. Por consiguiente, Il5; C front I1;. Ademads, como
II; N II; = &, se sigue que int 15 = @.

Queda por demostrar que m € front IIy. Como ¢ € ¢l M \ M,
existe {d"}2°, C R™\ ¢l M tal que, d" — ¢. Por consiguiente, si

r=1
7" = (a,b,d"), parar = 1,2, ..., entonces 7" € 15 porque

(Oln) ¢cl N=clN,.

({d"} xR)Nel N, # @,

Ademas, si
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para algin r, entonces existe p € R tal que, (d;) € cl N,. Asi,
d" €cl M, =cl M,
lo cual seria una contradiccion. Luego,
{d"} xR)Nel N, =2,

por el Corolario 1.1, #" € Iy para » = 1,2,... Por lo tanto,
Il5 C front Il,.
O

Caso Il = 11, N 115.

Teorema 2.16. int Ilg = @. Ademdas, llg C front I1,.

DEMOSTRACION. Sea m = (a,b, ¢) € Ilg. Entonces m € I15, N 117,
lo cual implica (por la Proposicién 1.1) ¢l K =cl M xRy c € M.
Si ¢ € int M, existe 0 > 0 tal que, B(¢,d) C M. Por consiguiente,

B(c,0) x RCel M xR=cl K,

lo cual implica (:) € int ¢l K C cl K para todo r € R. Por el
Corolario 1.3, se obtiene m € IlI3 que es una contraccion. Por lo
tanto, ¢ € M \ int M, esto implica la existencia de una sucesién
{c"}>2, C R*\ M tal que, ¢" — ¢ cuando r — oo. Consideremos
™ = (a,b,c"), por la Tabla 2, de la seccién 1.2, " € Il para
r = 1,2,... Por lo tanto, Ilg C front Il4. Ademas, II; NIl = &,
implica int Ilg = 9.

O
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Capitulo 3

Continuacion del segundo
refinamiento. Caso continuo

3.1. Segundo refinamiento, parte dos

_ En este capitulo se comienza estudiando a los conjuntos,
I}, TI2, 10§, 112 definidos en la seccién 1.4, que se generan con
el segundo refinamiento de la particién primal-dual. Se muestra
que los conjuntos son no vacios, también se presentan condiciones
necesarias para que un parametro pertenezca a I1} y II}, respectiva-
mente. Ademads, se presenta una caracterizacion, que se sigue de la
definicién, de TI} y TI;. Més tarde, se retoman todos los conjuntos
que se generan con el refinamiento y se presenta un estudio del in-
terior de ellos, asi como también, de su densidad en otros conjuntos
de la particion primal-dual.

En el primer refinamiento de la particiéon primal-dual, definido
en la Seccién 1.3, los conjuntos 115 N TIF, y 115, N IIE son vacios.
Sin embargo, con los ejemplos a continuacion, se mostrarda que los
conjuntos 117 N T, =11} y TIE, NP = 11}, en el segundo refina-
miento, son no vacios.

En el ejemplo siguiente, 7'° € II} esto muestra que 11} # @.

63



Ejemplo 3.1. Considérese, en R?, el problema primal:

PlO . mfl’l.]?g
s.a t?xry +tre > t, t € 10,1].

El conjunto factible de P se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Conjunto factible de Py

En la Figura 3.1 se observa que Py es consistente, con valor éptimo
vP(m1%) = 1. Luego, Pjy es acotado. Ademas,

F;‘OZ{(%) eRZ:xleyx2=1}.
o)

es el conjunto optimal, el cual es no acotado. El cono My, asociado
a Py, se muestra en la Figura 3.2.

En la Figura 3.2 se muetra que ¢! = (J), pero ¢!* ¢ M, esto
implica que el problema dual Dyg es inconsistente. Se concluye que
T10 € HL})

O
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Mg

Figura 3.2: Cono de primer momento asociado a Py

En el ejemplo siguiente, 7't € ﬁg con lo cual se muestra que
% +£ .
Ejemplo 3.2. En R?, considérese el problema:

P11 . Il’liIlSCl
s.a tmy + 3z, > 2 t € [0,1].

El conjunto factible de P;; se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Conjunto factible de Py;

65



En la la Figura 3.3 se observa que Pj; es consistente y acotado, con
valor éptimo v (7!!) = 0, sin embargo, F}, = @, es decir, P es no
soluble. El cono M, asociado a Py, se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Cono de primer momento asociado a Piy

En la Figura 3.4 se observa que ¢!* = (), pero ¢! ¢ My, esto
implica que el problema dual Dy; es inconsistente. Se concluye que
T € Hg

O

En el ejemplo siguiente, 7'2 € ﬁé con lo cual se muestra que
I} # 2.

Ejemplo 3.3. Considérese, en R?, el problema:

Py min x;
s.a xy + t2xy > 2t, t €0,1]
—T Z 0.
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Se tiene que, para todo t € (0, 1],

) )(5) e

es un elemento de Ny,. Haciendo tender ¢ a cero en (3.1), se concluye

que (012) € cl Ny5. Por lo tanto, P es inconsistente.

— Nl O

El problema dual de Pjs es:
D12 . max Z )\tQt

te(0,1]

sa Y M(p)+v0) = ()

te(0,1]
AeRPOY 4 eR,.

Se cumple que § = (A% ), donde v € Ry y \° € REL[O’”) definida
como
14+v, sit=0,
A=
0, sit e (0,1],
es un punto factible para el problema Djy. Luego v”(71?) =0 y A*

es no acotado. Se concluye que 1'% € ﬁé
O

En el ejemplo siguiente, 713 € ﬁ% con lo cual se muestra que
2 +# @.
Ejemplo 3.4. En R?, se considera el problema primal:

P13 . ml’nl'g
s.a t’r; >t, te€l0,1]
sty > —s%, s €10,1].

Se cumple que, para todo t € (0, 1],

G-
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es un elemento de Ny3. Haciendo tender ¢ a cero en (3.2), se concluye
que (012) € cl Ni3. Por lo tanto, P53 es inconsistente.

El problema dual de P53 es:

D13: mzix( 2 )\tt‘i‘ Z (—’}/582)

telo, 1] s€[0, 1]

N—

sa 3 MO+ X %@ =0
telo, 1] s€(0, 1]
A,y e RO

Del sistema de restricciones, se tiene
0= Z Mt? con \ € Rﬂo’”).
t€(0,1]
Las soluciones de la igualdad anterior son de la forma \° € Rﬂo’l])

con \J € R, y \? = 0 para todo t € (0,1]. Entonces los puntos
factibles para D;3 tienen la forma

6=(\%),

donde v € RL?’”. Si se evalua a la funcion objetivo del problema
dual en puntos de la forma anterior, el problema se reduce a

méx >0 (—7ss%)

s€(0, 1]
s.a Y, yss=1
s€lo, 1]
JeRE D)
el cual es equivalente a
—min > ~,s?
s€[0, 1]
s.a Y, Yss=1
s€0, 1]
v E ]Rﬂo’ ),
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Trivialmente

V13 = ml’n{ E %52

s€[0, 1]

Yoo ovs=1
s€(0, 1] > 0.

(0, 1))
ye R Y

Ahora, si 30 € (0, 1], entonces la funcién ~° € R(O ' donde
79 = % y 7Y = 0 para todo s € [0,1] \ {so}, satisface

> Ws=1
s€(0, 1]
lo cual implica que
V13 < Z 70s? = —80 = So. (3.3)
s€lo, 1]

Haciendo tender sy a cero en (3 3) se obtiene v13 < 0. Por lo tanto,
vP(713) = 0. Por otro lado, vP(7!3) = 0 si y sélo si

Z Mt = Z 7,52 para todo 6 = (A, ) € As.

te[0,1] s€[0,1]

Pero, si 0 € Ays,

O = Z )\tt,

te(0,1]

entonces,

0= Z 7552 para toda 6 = (A, 7) € As.

s€[0,1]

Luego, las posibles soluciones 6ptimas, del problema Dq3, son de la
forma @ = (\%~°), donde

A% e RN A8 e Ry

N =0=1? paratodo t, s € (0,1],

69



pero g’ ¢ A3, de lo contrario

0\ \ 0 N 0
1)~ "\o) "\
lo cual es imposible. Asi, Aj; = @. Se concluye que 7' € ﬁ%

]

En el teorema siguiente se caracteriza a los parametros que
tienen problema primal soluble y problema dual inconsistente.

Teorema 3.1. 7 € ﬁé sty solo sic ¢ M y F* es no acotado.

DEMOSTRACION. =] Supongamos que 7 € ﬁé yquece Mo F*es
acotado. Primero, si ¢ € M, se tiene que A # O, en
contradiccién con la hipotesis de que el parametro 7 tiene problema
dual inconsistente. Segundo, si F™* es acotado, entonces € TIENITE,
y nuevamente tenemos una contradiccién, ya que, Y N1, = @
(véase seccion 1.3).

[< Sic¢ My F* es no acotado, entonces
A=goy F"'#+02.

Por lo tanto, 7 € IIL.
0

Observacién 3.1. ﬁg C Il5 para i = 1,2. Entonces, por Corolario
1.2,

c¢ M, (0,,1) ¢ ¢l N y {c} xR)Ncl N # @,

es una condicién necesaria para que w € 1% para i = 1,2, respecti-
vamente.

En el Ejemplo 3.2, ¢!' ¢ My, (0,,1) ¢ cl Nij. Ademas,

({Cll} X R) Nel NH 7£ g,
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pero mi! ¢ ﬁé Esto muestra que
c¢ M, (0,,1) ¢ cIN y ({¢} xR)nel N # g,

no es una condicién suficiente para que 7w € ﬁé Por otro lado, en el
Ejemplo 3.1,

¢ My, (0,,1) ¢ cl Ny, v ({c} x R)Necl Ny # @,
pero 710 ¢ TI2. Esto muestra que
c¢ M, (0,,1)) ¢ N y {c}xR)Ncl N#o
no es una condicion suficiente para que 7 € ﬁg

En el teorema siguiente se caracteriza a los parametros que
tienen problema primal inconsistente y problema dual soluble.

On

1) €cl N y A* es no acotado.

Teorema 3.2. 7 € 11} si y sdlo si (

DEMOSTRACION. =] Supongamos que 7 € ﬁé y que (01") ¢ cl N

o A* es acotado. Primero, si (01”) ¢ cl N, se tiene F' # @, en

contradiccién con la hipdtesis de que el parametro 7 tiene problema
primal inconsistente. Segundo, si A* es acotado, entonces

eI, NIy

y nuevamente tenemos una contradiccién, pues 5, NITE = & (véase
seccién 1.3).

[« Si (01”) € cl N y A* es no acotado, entonces
F=o y \"#+0.

Por lo tanto, 7 € IIL.
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Observaciéon 3.2. ﬁg C Ilg para v = 1,2. Entonces, por el
Corolario 1.4,

(0,,1) € N, ce M y{c} xR¢ZK,

es una condicién necesaria para que w € I para i = 1,2, respecti-
vamante.

En el Ejemplo 3.4,
(0,,1) € cl Ni3, ¢ € Mz y {c®} xR Z K3,
pero '3 ¢ ﬁé Esto muestra que
(0,,1) € eI N, ce My {c} xRZK,

no es condicién suficiente para que m € ﬁé Por otro lado, en el
Ejemplo 3.3,

(On, 1)/ € Cl le, 612 - M12 y {012} X R g K127
pero w2 ¢ TI2. Esto muestra que
(0,,1) € eI N, ce My{c} xRZK,

no es una condicién suficiente para que 7 € II2.

En la Tabla 2, de la seccion 1.2, se tiene una caracterizacion de
los conjuntos Il,, 113 y I14. Asi, con lo presentado en esta seccién y
la seccién 1.4, se ha completado el estudio de los conjuntos que se
generan con la segunda particién refinada primal-dual. En particu-
lar, en esta seccion y la seccion 1.4.; se demostrd, que los conjuntos
I}, 112, 113, 104, 11k, 112, 11} y 112, son no vacios. Si |T] < oo y se
considera a T' equipado con la topologia discreta, entonces 1" pue-
de considerese como un espacio tolégico compacto de Hausdorff, de
donde, cualquier problema en el caso finito puede considerarse co-
mo un problema de programacién lineal semi-infita continua. Por
lo tanto, con los ejemplos presentados en [11, Proposicién 4.2] se
muestra que Iy, II3 y II, son no vacios.
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3.2. Estabilidad

En esta seccién se estudia el interior de los conjuntos 1}, TI2, TI3,
14, ﬁé, ﬁg, ﬁé y ﬁg, resultantes de la segunda particién refinada
primal-dual. Ademas, se estudia si los conjuntos o el interior de ellos
son densos en otros conjuntos de la particion primal-dual.

A lo largo de esta seccion se hara un contraste entre los resulta-
dos obtenidos para los conjuntos generados con la primera particién
refinada primal dual y la segunda particion refinada primal-dual.

En [10] se muestra que todo parametro con ambos problemas
acotados, el primal y el dual, puede ser aproximado por una sucesion
de pardametros que tienen a los dos problemas solubles con conjunto
optimal acotado. Ahora, como cada problema soluble con conjunto
optimal acotado, es en particular soluble, se obtiene el resultado
siguiente.

Teorema 3.3. 11! es denso en I1;.

DEMOSTRACION. Como I} C ﬁ% y 11} es denso en II; ([véase 10,

Teorema 3.3]), se sigue que IT! es denso en II;.
[

En [10] se muestra que los conjuntos IT¢, i = 2, 3, 4, considerados
en la primera particién refinada primal-dual, no son cerrados ni
abiertos. En el teorema siguiente se muestra que lo mismo se sigue
cumpliendo para los conjuntos analogos considerados en la segunda
particion refinada primal-dual. Ademés, se muestra que el conjunto
I} no es cerrado ni abierto, a diferencia de lo mostrado en [10],
donde II} es abierto.

Teorema 3.4. ﬁzl, 1=1,2,3,4 no es cerrado ni abierto.

DEMOSTRACION. Como I3, T12, TI3, TI} son conos, con la tripleta
nula 7 = (0,0, 0,,) perteneciendo a su frontera, sélo II puede ser
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cerrado, ya que la tripleta nula esta en ﬁ%

I} no es cerrado. En efecto, consideremos la sucesién {7"} en
I1}, donde 7" = (1e1,0, e1). Obviamente
T

lim 7" = (0,0, e;),

T—00

pero la tripleta (0,0, e;) € II,. Por lo tanto, ﬁ% no es cerrado.

ﬁ} no es abierto. En efecto, consideremos la tripleta nula

= (0,,0,0,) en II}. Sea r > 0 y hagamos 7" = (0,,0,%e;).
Es sencillo ver, para cada r > 0, que 7" € Il y d(m,7") = § < r.
Se concluye que IIj no es abierto.

ﬁﬁ, 1 = 2,3,4 no es abierto. En efecto, como ﬁ’l C II;, entonces
int TI! C int TI;, como int 11, = II} [10, Lema 2.4] y 11! c II},
se sigue que
int TI) C TIL, (3.4)
la contencién anterior solo es posible si int H = . En efecto, si
7 € int 11!, entonces m € H ademads, por (3 4) 7 € 1’[1 Luego
mellin H%, contrario a que 1_[Z NII! = @. Ahora, como I} # @,
se sigue que l_[Z no es abierto, puesto que se acaba de mostrar que
IT, # int TIE.
m

Corolario 3.1. int ﬁ’l, i =2,3,4, es vacio.

En [10] se muestra que int IT¢, i = 2,3,4 es vacio. El corola-
rio anterior muestra que el resultado se cumple para los conjuntos
andlogos, considerados en la segunda particiéon refinada primal-dual.
Ademds, en [10], se muestra que int [1; # @. En el teorema siguien-
te se muestra que lo mismo se cumple para su conjunto analogo en
la nueva particién.

Teorema 3.5. int 1! # &.
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DEMOSTRACION. Como I} C IT3, se sigue que
int TIF C int TI. (3.5)

Puesto que, int I3 = II} (véase [10, Teorema 3.3 (i)]) y I} # &
(véase Teorema 1.3), concluimos, por (3.5), que int 11} # &.

]

En [10, Teorema 3.3] se muestra que II} es abierto y denso en
I1;, ademds, que I} = int I11. De lo anterior, se tiene que también
int I11 es denso en II;. En el teorema siguiente se muestra que int ﬁ}
es denso en I1;. Asi, aunque I} # int 1!, porque II! no es abierto

. -t . 71 ’
a), 1,
(Teorema 3.4), se tiene que IIj e int 11 son densos en II;, andlogo
a la obtenido en [10].

Teorema 3.6. int ﬁ% es denso en 11;.

DEMOSTRACION. Como IT} C TI!  II;, se sigue que
int T} C int I} C int I,

de donde

int TIF C int TIF C int 11,.
Puesto que int I1 e int II; son densos en IIj, se concluye que

int ﬁ% = II;. Por lo tanto, int ﬁ% es denso en II;.

]

Con el toerema siguiente se obtiene una caracterizacién del inte-
rior del conjunto de pardmetros que cuentan con ambos problemas,
el primal y el dual, solubles.

Teorema 3.7. int II} = IT!.

DEMOSTRACION. Como II! = int TI! C int II!, basta demostrar
que
int I} \ 11} = @.

Supongamos lo contrario, es decir, int 11! N (I})¢ # @. Entonces
existe m € int II] tal que, 7 ¢ IIj, de donde ¢ ¢ int M o m no
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satisface la condicién de Slater.

Pr1mero c ¢ int M, 1mphca ¢ € M\int M ya que, por hipétesis,
7 € int I}, peroint II! C II! C II;. Ademads, ¢ ¢ int M, implica que
M # R™. De las dos implicaciones anteriores, se deduce que existe
una sucesion {¢"} en R™ \ M tal que,

lim ¢" = c.

r—00
Si hacemos 7, := (a,b, c"), se tiene una sucesiéon de pardametros,
{m"} en TIZ, tal que,

lim 7" = .

T—00

Lo cual es una contradicién puesto que, por hipétesis, 7 € int II;.

Segundo, si 7 no satisface la condicion de Slater, entonces
7 ¢ int 115 (Lema 2.1). Ahora, como por hipétesis m € int I,
se tiene m € TIL. Asi, el que 7 no satisfaga la condicién de
Slater y la hipdtesis, implican que = € front IIL, entonces
existe una sucesién {7"} en 17, tal que,

lim 7" = 7.
T—00

Lo cual es una contradicién puesto que, por hipétesis, w € int II3.

Se concluye que int H1 \ I = @. Asf, int H1 I
]

Del teorema anterior y el Teorema 1.4, se tiene que 7 € int ﬁ%
si sélo si ¢ € int M y 7 satisface la condicion de Slater.

Observacién 3.3. Como int s = @ e int llg = @ (Teorema 2.9
y Teorema 2.10), se sigue que

int I =@ para i=1,2 yj=5,6.
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En [11] se presenta una caracterizacion del interior
de los conjuntos Il, II3 y II4, asi como el estudio de la
densidad de su interior en los respectivos conjuntos. Con esto y lo
presentado en esta seccion se ha completado el estudio del interior
de los conjuntos que se generan con la segunda particién refinada
primal-dual.
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Capitulo 4

Caso de coeficientes
acotados

4.1. Particion primal-dual

En esta seccién se considera el caso de coeficientes acotados, es
decir, el problema primal que se considera es:

P: inf 'z
s.a a;:l: >b, te,

donde ¢, x son elementos de R"™, T" es un conjunto diferente del
vacio y las funciones a y b son acotadas.

Si se considera al espacio de parametros con a y b funciones
cualesquiera y 7" un conjunto arbitrario, se obtiene una particién
de este espacio al considerar a los pardmetros con coeficientes a y
b acotados, y @ o b no acotados. Los pardmetros en los que a y
b son funciones continuas y T es un espacio topoldgico compacto
de Hausdoff, también son parametros con funciones a y b acota-
das. En el diagrama siguiente se muestra una interpretacion de la
nueva particién, aunque éste no tiene relacion con la representacion
topodlogica del espacio.
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Figura 4.1: Conjunto factible de P

El diagrama de la Figura 4.1 muestra que el estudio y los
resultados obtenidos para los conjuntos que se generan con la
primera particién refinada primal-dual [11] y la segunda particién
refinada primal-dual (seccién 1.3 y capitulo 3), se ha realizado para
un subconjunto del conjunto de parametros con a y b acotadas. Por
otro lado, en la seccién 2.2, se obtuvo que el interior de algunos
conjuntos de la particiéon primal-dual considerada en el caso conti-
nuo son vacios, a diferencia de lo que se obtuvo en la seccion 2.3,
donde se considera el caso general. Por ejemplo, int Il = @ en el
caso continuo, pero int Il # @ en el caso general. Una pregunta
se sigue de manera natural ;cémo tienen que ser a y b para que
int 1y # @7, es decir, ja y b necesitan ser acotadas pero no conti-
nuas o necesariamente a o b son no acotadas?

En [13] se ha trabajado en el caso general, pero sélo
se han estudiado los conjuntos que se generan al considerar la
consistencia y la acotacién del valor optimal de los problemas,
lo cual puede interpretarse como una extensién del estudio que se
realiza en [11] en el caso continuo. Por otro lado, en [10] se han
estudiado los conjuntos que se generan al considerar la consistencia,
la acotacién del valor optimal y la acotacion del conjunto optimal
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de los problemas, pero sélo se ha hecho en el caso continuo.

En este capitulo se desarrolla, en el caso de coeficientes
acotados, la teoria que se estudié en las secciones 1.2, 1.3, 2.2 y
2.3. Esto es, se desarrolla el estudio de las particiones primal-dual
y primera particién refinada primal-dual pero en el caso cuando
las funciones a y b son acotadas. También se estudia el interior
de los conjuntos, pero sélo de los que se generan con la particién
primal-dual. Con esto se tiene un estudio de una clase de problemas
mas grande que la clase considerada en el caso continuo pero no
tanto como la que se considera en el caso general.

La particién primal-dual del espacio de parametros presentada
en la Seccién 1.2 se retoma en esta seccion y se presenta nuevamente
en la Tabla 5 para conveniencia del lector.

D\P[IC]A [ NA
IC [, |10 | 1L

A Il | 11,
NA |1l
Tabla 5

Las caracterizaciones de los conjuntos de la particion
primal-dual, presentadas en este trabajo en la Secciéon 1.2, son
ciertas en el caso general [11] y en el de coeficientes acotados. En el
teorema siguiente se resumen tales caracterizaciones.

Teorema 4.1. Sea m = (a,b,c) un pardmetro con coeficientes
acotados. Entonces

(i) m €Ly siy solosi (%) ¢cl Nyee M;

(ii) €1y siy sdlo si (%) ¢l Ky ({e} xR)Nel N = @;
(i1i) m € I3 si y solo si {c} x R C N;

(iv) T €1y siy solosi (%) €cl Nyecd¢ M;

(v) m €My siy solosi (7)) ¢ cd Ny({c}xR)Nel N # @;
(vi) m € I si y solo si (') €cl N, c€ M y{c} xREZN.
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4.2. Estabilidad primal-dual

En el teorema siguiente se muestra que la caracterizacién del
interior de los conjuntos que se generan con la particién primal-dual
es similar a la caracterizaciéon presentada en el caso continuo. Sin
embargo, en este nuevo caso la condicion de Slater es sustituida por
la condicién fuerte de Slater, debido a que en el caso de coeficientes
acotados hay parametros que satisfacen la condicién fuerte de Slater,
pero no la condicién de Slater (véase Ejemplo 4.4).

Teorema 4.2. Sea m = (a,b,c) un pardmetro con coeficientes

acotados. Entonces

(i) m € int Iy si y solo si m satisface la condicion fuerte de Slater
yce€int M.
(i) m € int 11y si y sdlo si existe y € R™ tal que,

c/y< 0y a;y> 0 para todo t € T.

(iii) 7 € int T3 si y sélo si (0,,1) € int N.
(iv) int Il; = &, para i =4,5,6.

La demostraciéon del teorema anterior se sigue de los
resultados presentados en la Seccion 2.2 y la Seccion 2.3,
considerando, también, la observacion siguiente.

Observacion 4.1. Si a y b son acotadas, entonces
O" (c G) ={0,11}
Notemos que en el caso de coeficientes acotados,
memtlly y M#R"

es imposible, ya que de lo contrario (0,,1) € O (cl G) (véase
Teorema 2.13), lo cual es imposible debido a que, en este caso,

OF (el G) = {Ops1}.

De la misma manera se obtiene que int Il = &.
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4.3. Primera particion refinada
primal-dual

En el Teorema 1.3 se demuestra que los conjuntos ITi,
1 =1,2,3,4 son no vacios en el caso continuo. Ahora, como el caso
continuo es un caso particular del caso de coeficientes
acotados, el mismo teorema sirve para mostrar que los conjuntos
T}, i =1,2,3,4, son no vacios en este nuevo caso.

La caracterizacién del conjunto ITf presentada en el Lema 1.3
sigue siendo cierta en el caso de coeficientes acotados. Esta es
retomada en el corolario siguiente.

Corolario 4.1. m € 11§, si y sdlo si

<(i”) ¢cl K yceint M.

En el ejemplo siguiente, c¢'* € My, ©'# satisface la condicién de
Slater, sin embargo, el problema dual asociado al pardmetro 74 es
no soluble. Con esto se muestra que la caracterizacén presentada
en el Lema 1.3 del conjunto I1% es falsa en el caso de coeficientes
acotados. A saber, es falso que 7 € 11 si y s6losi ¢ € My 7
satisface la condicién de Slater.

Ejemplo 4.1. Considérese T' = [0,1] y n = 2. Definamos al

pardmetro 7' = (a't, b ') tal que, a}* := (¢,1) para todo
teT,
1, sit=0,
bit:=¢ 0, si,0<t<l,
1 osit=1,

y ¢4 :=(1/3,1). En [12] se muestra que ¢'* € My, y 7! satisface
la condicién de Slater, sin embargo, el problema dual es no soluble.
m

En el ejemplo anterior, el parametro tiene problema dual no
soluble, lo cual quiere decir que el conjunto optimal del problema

82



dual es vacio y, por lo tanto, acotado. Ademas, el parametro satisface
la condicién fuerte de Slater, en efecto, para ¢ = % el punto (g) es
un punto fuerte de Slater. De lo anterior se formula la conjetura

siguiente.

Conjetura 4.1. Si ¢ € M y © satisface la condicion fuerte de
Slater, entonces A* es acotado.

Si A* es acotado, se pueden tener dos casos. El primero,
el problema dual es no soluble, es decir, su conjunto optimal es
vacio. El segundo, el problema dual es soluble pero tiene conjunto
optimal acotado.

Para resolver la conjetura anterior se demuestra antes un
resultado andlogo al Teorema de Carathéodory para combinacio-
nes lineales positivas [14, Corolario 17.1.2].

El Teorema de Carathéodory garantiza que toda combinacién
lineal positiva en R™ puede ser expresada como combinacién lineal
positiva de a lo méas n elementos linealmente independientes, pero
no proporciona informacién sobre la relaciéon que guarda la suma
original de los coeficientes, con la suma al considerar n elementos.
En el lema siguiente se muesta que toda combinacion lineal positiva
puede ser expresada como combinacion del mismo tipo con n + 1
elementos y que las sumas de los coeficientes son iguales.

Lema 4.1. Si > M\ja; = ¢ con A\, > 0 para todo t € T, entonces

teT
n+1 n+1
Z%atizc ) Z)\t:Z%-
i=1 teT i=1

DEMOSTRACION. Sea Y. Mja; = ¢. El caso > A\, = 0 es trivial.
teT teT
Ahora, si Y Ay = A > 0, entonces

teT
Z&a_f
AT

teT

83



Z%:l.

teT
Por el Teorema de Carathéodory, para combinaciones convexas

([14, Teorema 17.1]),
n+1

;Biati = §7

n+1
Y Bi=1
=1

Multiplicando por A las tltimas dos igualdades se obtiene

donde

n+1 n+1

Y Aga,=cy D A=A\
=1 i=1

Si hacemos 7; = A\j;, se concluye que

n+1 n+1
Z%a’ti:c y Z%’:Z/\t-
=1 =1 teT

]

Teorema 4.3. Sea ™ un pardmetro, con |T| >n+2. Sice M y«
satisface la condicion fuerte de Slater, entonces A* es acotado con
la norma || - ||1-

DEMOSTRACION. Como ¢ € M, se debe cumplir que 7 € TIZ.
Ademas, ya que 7 satisface la condicién fuerte de Slater, = € TIE.
Asi, m € II;, en particular, 7 € T15.

Ahora, si A* = @, la conclusion es trivial. Supongamos que
A* # & y A* es no acotado. Sea {A\"} en A* tal que, Y A" — oo.
teT

Como A* C A y, para cada m, \™ esta en A*, se tiene

20 () = (oot



De la igualdad anterior se sigue que, para cada m, (ch(ﬂ)) es una
combinacion lineal positiva de los elementos del conjunto

{(b) teT}.

Por el lema anterior se tiene, para cada m,

n+2 " G,ZL B c
2 (i) = (o)

con
n+2
D_Br=D N
i=1 teT
Entonces »
> (50 = (o (@)
: n+2 . b;n n+2 . ’UD(7T) : :
=13 B ' > B
i=1 i=1

. m a’m .

Como las sucesiones § — fg y ti son acotadas, si hacemos
Z 61?” bti

i=1

m — oo en (4.1), se tiene
n+2
a; 0
(%) = (7)), 42
.0)-(0) e

donde

> pi=1.

=1

On a;
: T
(0>€clconv{(bt) te },

esto implica que la condicién fuerte de Slater no se cumple
(Toerema 2.1), lo cual es una contradiccion con la hipétesis.

Entonces

]
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Corolario 4.2. Si A* es no acotado con la norma |||y y |T| > n+2,
entonces ™ no satisface la condicion fuerte de Slater.

Observacion 4.2. La acotacion de A* con la norma || - ||1, implica
la acotacion con la norma || - ||. En efecto, si existe M € R, tal
que, ||\||1 < M para toda \ € A*, entonces

M2k =) A= max Ay = [|A[[oo-

teT
Se sigue que A* es acotado con la norma ||A|]so-

Observacion 4.3. Si |T| < n+2, se tiene un pardmetro en el caso
finito.

El teorema anterior garantiza, bajo ciertas condiciones, que el
conjunto de las normas de los puntos optimales tiene supremo.
En el teorema siguiente se muestra que si ¢ = 0,,, entonces el infimo
del conjunto optimal es cero.

Teorema 4.4. Sea m = (a,b,¢) un pardmetro con ¢ = 0,
y |T) > n+2. Sicé€int M yx satisface la condicion fuerte
de Slater, entonces A* = {\ = 0}.

DEMOSTRACION. Primero, como ¢ € M y m satisface la condicién
fuerte de Slater, por el Teorema 4.3, A* es acotado. Por otro lado,
puesto que el problema primal es consistente (Observacién 1.5) y
c € int M, se tiene que v*(7) = vP(7) ([9, Teorema 8.1]). Ya que
¢ = 0,, se concluye que v () = 0.

Ahora, supongamos que A* = @. En este caso, la funcién A =0
es solucién 6ptima, lo cual contradice la suposicion.

Como A* # @, sea A € A* y supongamos que »_ A; > 0. Puesto
teT
que ¢ = 0, se cumple

Sa(r)= (%)
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Luego,

se sigue que

0,1 € conv @ s teT s Cel conv @ s teT s,
bt bt

de donde 7 no satisface la condicién fuerte de Slater, lo cual es una
contradicciéon con la hipdtesis, por lo tanto,

Z)\t:()

Puesto que A fue arbitraria, se concluye que A* = {\ = 0}.

[]

A continuacion se presenta una demostracién alternativa del
teorema anterior.

DEMOSTRACION. La primera parte de la demostracién anterior
muestra que A* es acotado, A* # @ y vP(7) = 0.

Ahora, supongamos que existe A € A* tal que, Y A\ > 0.
teT
Sid > 0, se tiene 6\ € A*. En efecto, como A € A*y ¢ = 0,

se cumple
a; On
A pu—
>()=(7)
teT
de donde

2on(i) =2 (i) =o(w) = (0)



Por otro lado, ||dA||1 = 0]|A||1 > 0. Sid — oo, también |[0A][; — oo.
Esto implica que A* es no acotado, lo cual es una contradiccién con
el Teorema 4.3.

]

El Teorema 4.4 muestra explicitamente cudl es infimo
del conjunto de normas de los puntos optimales cuando ¢ = 0,,

a saber,
inf {||A[]s : A€ A"} =0.

En el teorema siguiente solo se demuestra que cuando ¢ # 0,
el infimo es estrictamente positivo.

Teorema 4.5. Sea m = (a, b, ¢) un parametro con ¢ # 0, tal que,
c € M y satisface la condicion fuerte de Slater, entonces

inf {||All; : A€ A*} >0.
DEMOSTRACION. Supongamos que
inf {||A[ls : A€ A"} =0.
Entonces existe {\""} en A* tal que,
[IA™ ][y =0,
es decir,

ZA?—)O.

teT

Como A™ € A*, para cada m, se cumple

Por el Lema 4.1, se tiene

va’”(Z) - (UDc(W)) y Zw’" =D (43

=1 teT
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Ahora, ya que teZT A= 0y {('Zf)} son sucesiones acotadas,
haciendo m — oo en (4.3), se tiene

n—+2 a ¢
(i) = (i)
2.0(4,) = oo
La tultima igualdad implica que ¢ = 0,, lo cual es una contradiccién

con la hipédtesis.
O

Con los ejemplos a continuacién se mostrarda que las
condiciones que caracterizan a los conjuntos que se generan con
la primera particién refinada primal-dual, en el caso continuo, son
falsas en el caso de coeficientes acotados. La condicion de Slater
sera reemplazada por la condicion fuerte de Slater, ya que, si un
parametro satisface la condicién fuerte de Slater, también satisface
la condicién de Slater (Observacién 1.6). En el caso continuo basta
considerar la condicion de Slater debido a que en ese caso, ambas
condiciones son equivalentes.

En el ejemplo siguiente se retoma el parametro del Ejemplo 4.1
para mostrar que ¢ € int M y que 7 satisfaga la condicién fuerte
de Slater no es condicién suficiente para que 7 € I13.

Ejemplo 4.2. El problema primal es:
P15 . Min %Il + Z9

T Z 1
s.a try+x9 >0, te(0,1),
T1 + Xg > -1
En [12] se muestra que ¢'® € int M5 y m'° satisface la condicién
de Slater (en particular, (0,2)" es un punto de Slater). Ahora, para
€= %, (0, 2)' es un punto fuerte de Salter. Lo anterior implicaria, en
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el caso continuo, que 7'% € I}, sin embargo, en [12] se muestra que

v (%) = 2y Fiy = {(—1,1)}, pero el problema dual

Dq5 - Sup A\g — A1

s.a. o)) + 2 te(o.1) A1) + () = (%)
xeRD.

es no soluble. Por lo cual, 7' ¢ TI} en el caso de coeficientes
acotados.

]

Con el ejemplo siguiente se muestra que si 7 € I}, no
necesariamente ¢ € int M y 7 satisface la condicion fuerte de Slater.

Ejemplo 4.3. Sea a > 0 y considérese en R el problema:
Pis : inf ax;
sa  try >t*, te(0,1].
El problema es soluble, donde
Fig={z, 2 > 1}, ' (7)) =a y Fjs = {z; =1}.
Ademas,
c'" =a €int Myg = int (cone {t : t € (0,1]}) = RY.

Por otro lado, (0,0)" € ¢l conv {(t, t*) : t € (0,1]}, lo cual implica
que 7' no satisface la condicién fuerte de Slater (Teorema 2.1).

El problema dual es:

Dqg sup > Mt?
te(0,1]

sa. Y, M=«

te(0,1]
reR.
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La funcién

\ a, sit=1,
10, s, 0<t<,

es la nica solucién factible y optimal. Se concluye que D1¢4 es soluble
con conjunto optimal acotado. Asi, se tiene un parametro 7'¢ € I1},
donde €' € int Mg, pero 7% no satisface la condicién fuerte de
Slater.

m

En el corolario siguiente se presenta una condicién suficiente para
el conjunto I13, en el caso particular de que se tenga un pardmetro
con ¢ = 0,,. La demostracién se sigue del Lema 1.3 y el Teorema 4.4.

Corolario 4.3. Sea 7 = (a,b, ¢) un pardmetro con ¢ = 0, y
IT| > n+2. Sicé€int M ymr satisface la condicion fuerte de
Slater, entonces m € II.

Con el corolario anterior se tiene que el conjunto factible del
sistema
{at:B 2 bt, te T},

(cuando |T'| > n + 2) es diferente del vacio y acotado, si
0, € int cone {a;, t € T}

y existen
e>0yzeR"

tales que,
a;x > b, + 0 para todo t € T.

En efecto, si se cumplen las condiciones y se considera al parametro
7 = (a,b,0,), entonces m € II}. En particular, F* es acotado
y diferente del vacio. Como en este caso F' = F* el resultado es
inmediato.

Corolario 4.4. Sea m = (a,b,c) un pardmetro con b = 0
y|T) >n+2. 85 ce M ymr satisface la condicion fuerte de Slater,
entonces 7 € 11}.
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DEMOSTRACION. Por hipdtesis ¢ € M y 7 satisface la condicién
fuerte de Slater. Entonces, por el Teorema 4.3, A* es acotado.
Ahora, ya que, ¢ € M se tiene A # @. Ademas, como b = 0, toda
solucién factible del problema dual es optimal. Asi, se tiene A* # &.
Lo anterior implica que 7 € II5. Sélo resta demostrar que 7 € I1%.
Esto ultimo es equivalente a que ¢ € int M, si el parametro 7
tiene problema primal consistente (Corolario 4.1). Como por
hipétesis ¢ € int M, s6lo hay que mostrar que 7 tiene problema
primal consistente. Pero esto ultimo se deduce de la hipdtesis de

que 7 satisface la condicién fuerte de Slater.
[

El pardmetro 7m'¢ del Ejemplo 4.3 sirve para mostrar que la
condicién presentada en el Teorema 1.4(ii), para el conjunto
12, no sigue siendo valida en el caso de coeficientes acotados.
En particular, se muestra que (01") ¢ cl N, c € int Myquer
no satisfaga la condicién fuerte de Slater no es condicion suficiente
para que 7 € I12. En efecto, (01") ¢ cl Nig ya que el problema dual
es consistente (Proposicién 1.1), también, ¢! € int Mg y 7' no

satisface la condicién fuerte de Slater, pero 7'¢ ¢ TI3.

El pardmetro 7'% del Ejemplo 4.2, también muestra que
(01") ¢ cl N, ¢ € int M y que 7 no satisfaga la condicién
fuerte de Slater no es condicién necesaria para que m € II5.
En efecto, 7' € 12, y aunque (%) ¢ o Nis y ¢ € int M,
se tiene que m!° satisface la condicién de Slater.

Con el ejemplo siguiente se muestra que la condiciéon presentada
en el Teorema 1.4(iii) no es valida en el caso de coeficientes acotados.
En particular, se muestra que ¢ € M \ int M y el que 7 satisfaga la
condicién fuerte de Slater no es condicién necesaria para que m € IT5.
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Ejemplo 4.4. Considérese en R? el problema:

P172 inf T+ X9

s.a 'z +try >t te(0,1].

El conjunto factible se muestra en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Conjunto factible de P;;

De la figura, se tiene,
UP(7T17) -1

Ff}:{(xl) :mgzl—xlymSO}.
o)

Asi, el problema es soluble con conjunto optimal no acotado. Por
otro lado, se cumple que

0 t?
0 | €cl conv t cte(0,1] o,
0

lo cual implica que 7'7 no satisface la condicién fuerte de Slater

(Teorema 2.1). Ademés, en la Figura 4.3 se muestra que

1
¢’ = (1> € M, \ int M.
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Figura 4.3: Cono M7 de Py

El problema dual es:

D7 : sup Y, Mt

te(0,1] ,
sa. 3 A =()
te(0,1]
e R,

La funcion

VoL sit=1
10, si,0<t<1,

es la tnica solucién factible y optimal. Lo anterior implica que Dy
es soluble con conjunto optimal acotado. Asf, 717 € II3 y aunque

(317 € My, \ nt M17,

7

se tiene que w7 no satisface la condicién fuerte de Slater.

]

Con el ejemplo siguiente se muestra que ¢ € M \int M y el que ©
satisfaga la condicién fuerte de Slater no es condicién suficiente para
que 7 € II3.

94



Ejemplo 4.5. Considérese en R? el problema siguiente:

Plg . inf T

%) Ztu te [071)7
Ty Z 0.

Figura 4.4: Conjunto factible de Pig

El conjunto factible se muestra en la Figura 4.4, de ella, se tiene

UP(7T18) -1

Fis = {(2) txo=1,21 > O}.

Asi, el problema es soluble con conjunto optimal no acotado. Por
otro lado, 7'® satisface la condicién fuerte de Slater, en efecto, sea
€ = 1 y considérese T = @) Ahora, en la Figura 4.5 se muestra que

0
C18 = <1) S Mlg\lnt Mlg.
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Figura 4.5: Cono Mg de Pig

El problema dual es:

D18 : sup Z )\tt
t€[0,1)
s.a. YoM ((1)) + A ((1)) = ((1))
te[0,1)
A€ ]Ri(f).

Del conjunto de restricciones, se sigue

y
A =0.

Considérese la sucesién de puntos factibles 8 = (A\™; \;), donde

A1 =0y A" es definida de la manera siguiente.

1, sit=1-1,

A ::{ 0, si,te[0,1)\ L.

Se cumple que

> /\thl—%

te[0,1)
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se acerca a uno cuando m tiende al infinito. Se concluye que,
vP(718) = 1, pero A* = &, es decir, el problema dual es no
soluble. Asi, se tiene un pardmetro 7'® en el que ¢'® € Mg\ int Mg
y m1® satisface la condicién fuerte de Slater, pero 7'® ¢ II5.

O

En el ejemplo anterior

0n ,
WlSGH%, (1> ¢Cl ng y ClSEMlg\Znt Mlg,

pero 78 no satisface la condicién fuerte de Slater. Esto muestra
que la condicién presentada en el Teorema 1.4(iv), para el conjun-
to I} no sigue siendo vélida en el caso de coeficientes acotados.
En particular, con el ejemplo, se muestra que (01”) ¢ cl N,
c € M\ int M y que m no satisfaga la condicién fuerte de

Slater no es condicién necesaria para que 7 € II7.

En el Ejemplo 4.4, (01") ¢ cl Ni7, ' € M\ int My; y ©7 no
satisface la condicién fuerte de Slater, pero 77 ¢ TI{. Asi, con el
ejemplo, se muestra que (01") ¢ c N,ce M\int My que 7 no
satisfaga la condicion fuerte de Slater no es condicion suficiente para

4
que 7 € II7.

El razonamiento que se presenté en la Seccién 1.3 con el cual
hacemos ver que II} = &, es cierto en el caso de coeficientes
acotados. Asi, de igual manera que en el caso de coeficientes
continuos, en el caso de coeficientes acotados se tiene 115 = ITANITE..

. . . 1 o P D
Con el ejemplo siguiente se muestra que Il = II;, NIIg # & en
el caso de coeficientes acotados, contrario a lo que ocurre en el caso

continuo.

Ejemplo 4.6. Considérese en R? el problema siguiente:
P19 . inf 0

s.a try+trg > 1, t € (0,1].
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El problema es inconsistente, ya que,

0 t
( 0 )zclcone{( t ),tE(O,l]}.
1 1

El problema dual es:

Di: s ¥ A

te(0,1]

sa 3 M) = ()

te(0,1]
e R

Del sistema de restricciones, se tiene

> Mt=0.

te(0,1]

Puesto que ¢ € (0, 1], la igualdad anterior sélo es posible si

Se sigue que

P (71?) =0y Ay = {\ = 0}.

Por lo tanto, D9 es acotado y soluble con conjunto optimal acotado.

]

El conjunto T2 también es diferente del vacio. Esto se muestra al
considerar cualquier parametro en Ilg en el caso continuo.

Se termina este capitulo con la presentacién de condiciones
necesarias para subconjuntos de algunos conjuntos que se generan
con la primera particion refinada primal-dual considerada en el caso
de coeficientes acotados.
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Los dos resultados siguientes se obtienen del Corolario 4.1 y del
Corolario 4.2.

Si m € I3 y A* es no acotado, entonces ¢ € int M y 7 no
satisface la condicién fuerte de Slater.

Si m € IIf y A* es no acotado, entonces ¢ € M\int M y 7 no
satisface la condicién fuerte de Slater.

El siguiente resultado se obtiene de [12].

Simell? y A* = &, entonces existe {n"} en II tal que, 7" — 7,
c” €int M, y 7" satisface la condicion fuerte de Slater.
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Conclusiones

Todos los conjuntos que se generan con la segunda particion
refinada primal-dual no son vacios, lo cual le da sentido a su
estudio. Debido a la falta de condiciones que caractericen a los
problemas duales solubles, se complica caracterizar a los
conjuntos de la particién mencionada. En cuanto a la topologia
de los conjuntos, el interior de todos es vacio, excepto el que se
define por los pardmetros con ambos problemas solubles. Ademas,
cualquier parametro con ambos problemas acotados puede
aproximarse con parametros que tienen problemas solubles.
Con lo anterior se completé el estudio que se inicié en [2]. Sin
embargo, permanece como problema abierto la caracterizacién de
los problemas duales solubles. Esto permitiria caracterizar a todos
los conjuntos de la segunda particion refinada primal-dual.

Con lo presentado en el capitulo 2, donde se desarrollan
algunas de las demostraciones de los resultados publicados
n [11] y [13], se puede decir que los resultados que caracterizan
al interior de los conjuntos de la particién primal-dual en el caso
continuo, también caracterizan a los respectivos conjuntos en el caso
acotado. Asi, los conjuntos que aparecen en la particién primal-dual,
considerada en el caso general, y que son vacios en el caso continuo
solo resultan de considerar problemas donde las funciones a 6 b son
no acotadas. Las demostraciones del Teorema 2.4 y la Observacion
2.2, son aportaciones originales.

En el caso de coeficientes acotados, las condiciones que
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caracterizan a los conjuntos ITi, T2, TI3 y II{ de la primera
particion refinada primal-dual considerada en el caso continuo,
no son en general necesarias ni suficientes para los respectivos
conjuntos. Sin embargo, como caso particular, si en un parametro
7 = (a,b, ¢) se cumple que ¢ = 0, 6 b = 0, la condicién que
caracteriza a 11 en el caso continuo, implica que m € II3, es decir,
el problema primal y el problema dual asociados al pardmetro son
solubles y tienen conjunto optimal acotado.

Si se tiene un pardmetro m = (a,b, ¢) en el caso de coeficientes
acotados con ¢ € R" y la cardinalidad del conjunto en el que las
funciones a y b son definidas es mayor o igual a n + 2, una
condicién suficiente para que el problema dual tenga conjunto
optimal acotado es que ¢ € M y que 7 satisfaga la condicion fuerte
de Slater. La caracterizacion de los problemas duales solubles con
conjunto optimal acotado queda como problema abierto. Su solucién
permitiria caracterizar a todos los conjuntos de la primera particién
refinada primal-dual en el caso acotado.

Con los resultados presentados en la Seccién 1.4 y el Capitulo 3,
se consiguio la publicaciéon del articulo: New primal-dual partition
of the space of linear semi-infinite continuous optimization problems

([3)-
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Simbolos

R, Conjunto de nimeros reales positivos incluyendo el cero
R_ Conjunto de nimeros reales negativos incluyendo el cero
RY Conjunto de ntimeros reales positivos sin incluir el cero
R® Conjunto de ntimeros reales negativos sin incluir el cero
0, Vector cero en R”

e; 1-ésimo vector de la base candnica en R"

x Vector transpuesta del vector columna x

a Funcion: a : T — R"

a; Imagen de @ en t

b funcién: b : T — R

b, Imagen de ben t

a'x Producto escalar del vector a y el vector x

int X Interior topoldgico de X

c X Clausura topoldgica de X

front X Frontera topoldgica de X

aff X Envoltura afin de X, con aff @ ={0,}

conv X Envoltura convexa de X

cone X Envoltura cénica de X, con cone @ = {0,}

dim X Dimension de X, con dim @ = —1

inf X La mayor de las cotas inferiores

sup X La menor de las cotas superiores

min X inf X, si éste pertenece a X

max X sup X, si éste pertenece a X

|T| Cardinalidad del conjunto T

R™) R™) := {)\ € RT | A\(t) = 0 excepto un nimero finito de indices}
R{" R :={AeRD | X:T >R}

o Sistema de inecuaciones lineles: o := {a,z > b,, t € T}
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=

Problema primal:
P: inf ¢’z

s.a ayx>b, teT

Conjunto factible del problema P
Cono de primer momento:

M := cone {a;, t € T}

Cono de segundo momento:

N := cone {(at>, t e T}
by

Cono caracteristico:

o {(3) cen (%)

Problema dual:

D: sup > \by
teT
S.a. Z /\tat =

teT
A e R

Conjunto factible del problema D:

A = {)\ € RiT) | ZAtat = C}

teT
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—

3
N—

Pardmetro 7 := (a, b, ¢)
Valor 6ptimo del problema P
Conjunto optimal del problema P:

F*={zeF|cx=1"(n)}

Valor éptimo del problema D
Conjunto optimal del problema D:

A = {)\ eA| ) Mb, _UD(W)}

teT

Hueco dual: §(r) := vF (1) — vP(7)

Conjunto de parametros 7 = (a,b, ¢) con n y T fijos
Mapeo factible: § : I — R" donde §(7) = F
{c} xR)Nel N+ o

{¢} xRZK

{e} xR)Nel N=o

{c} xRCK

NE:={rell | F #+ o}

4 = {r e 0L | vP(7) > —o0}

r ={rell| F =0}

7 .= {r e 11} | F* # @)}

I .= {r eI} | F* = &}

L :={r el | F*# @ y F* es acotado}
L :={r el | F* =@ 6 F* es no acotado}
H§Z:{TF€H|A7§®}

L = {m € E | vP(7) < o0}

Y, ={rell | A=g}

[P .= {r eI | A* # o}

2 :={r e} | A* = &}

ML :={m €I} | A* # @ y A* es acotado}
2 := {r € I} | A* = @ 6 A* es no acotado}
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I,
Il
Mg
I
I}
Iy
I
I
i
Iy
I

=14 N1g
= HgAﬂHDPC
= H{JCQH%A
= 1je Nl
= 4 NTIY,
= HiOﬂHDQ
= H}%HH%
= IIg NIy
=I5 NIE
=I5 NTIY
=1 nI1r?
=1rN1?
=17 N1IP
= N1I?
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