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ceptio 1
Capitulo

Introduccion

Esta tesis pertenece a la rama de los sistemas dinamicos conocida como dindmica
holomorfa. En esta rama se estudian sistemas conformados por un conjunto de elemen-
tos en iteracion cuyo estado evoluciona con el tiempo. El material que se encuentra en
esta tesis esta dirigido a un piblico con conocimientos en anélisis complejo y topologia
general.

Los primeros anos del siglo XX fueron emocionantes para el analisis. Paul Montel
introdujo la nocion de familia normal de funciones analiticas. Entre 1918 y 1920, Pierre
Fatou y Gaston Julia sentaron las bases de la teoria de sistemas dinamicos complejos.
Fatou definio el conjunto estable de una funcién analitica, hoy conocido como conjunto
de Fatou, como el complemento del conjunto abierto mas grande en el que las iteracio-
nes de una funcion analitica f forman una familia normal, mientras que Julia lo defini6
como la clausura de los puntos periodicos repulsores de f, véase el Capitulo 3 para la
definiciéon de puntos repulsores.

La idea basica de Fatou y Julia fue utilizar el concepto de familia normal para
dividir el plano complejo en dos conjuntos, en uno de ellos (el conjunto de Fatou) las
iteradas se comportan de manera estable, y en el otro conjunto (conjunto de Julia) las
iteradas tienen un comportamiento caobtico.

Si tomamos una funcion holomorfa f : G — G, a la composicion de ésta consigo
misma le llamamos una iteracion de f. Donde f°(2) = 2, f1(2) = f(2), f2(2) = f(f(2))
y asi sucesivamente. La n-ésima iterada de f esta definida por f* = fo fo...ofof,
n € N.

Es nuestro interés comprender como se comporta la dinamica generada por f € T,
donde F = {f;}.°, es una familia de funciones con un parametro dado. Para ello, dado
un punto zg, al conjunto

{f0(20)7 (20), f2(20), - - ["(20), - - }



le lamamos la drbita hacia adelante de zy bajo f, y lo denotamos por O (z, f).

Por otro lado, es bien sabido que los puntos criticos de una funcién son aquellos
donde la derivada se anula.
Si estudiamos una familia con un parametro A y un punto critico de la familia, podemos
seguir la orbita hacia adelante de dicho punto bajo iteracion obteniendo el plano de
pardmetros. Este nos puede dar informacion sobre la dinamica de la familia de funcio-
nes dada por la variaciéon del parametro.

Por un tiempo, la familia Asen(z), donde A y z € C, no se investigd porque se
crey6 que heredaba la dinamica de la familia exponencial; recordemos que la funcién
seno es por definicion sen(z) = <1¢=. En 1987, Curt McMullen [22] demostro que la
medida de Lebesgue del conjunto de Julia para la familia exponencial es cero y para
la familia senoidal es mayor que cero. Las propiedades de las familias son diferentes,
por ejemplo, la familia exponencial Ae” para 0 < A < % tiene componentes de Fatou no
acotadas mientras las componentes de Fatou de la familia senoidal Asen(z), 0 < [A\| <1
son acotadas.

En esta tesis investigamos la dindmica de la familia f\(z) = Asen(z) para 1 <
A <2.14. Se estudian algunos planos dinamicos (conjuntos de Julia y conjuntos de
Fatou) de la familia fy y se enuncian algunas conjeturas sobre las observaciones expe-
rimentales realizadas.

Esta tesis esta conformada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 esta la intro-
duccion de esta tesis.

El Capitulo 2 expone los preliminares, esto es, conceptos basicos de la topologia
del plano complejo, una introducciéon a los conceptos de familia normal y de conver-
gencia normal.

En el tercer capitulo se da una breve introduccion a las funciones enteras trascen-
dentes, denotadas por £. Se enuncian algunas propiedades respecto a su iteracion, asi
como la clasificacion de las componentes de Fatou. También, se enuncia la definiciéon y
algunas propiedades importantes de funciones en la clase S, esto es, funciones en clase
& con un conjunto de valores singulares finito.

En el Capitlo 4 se introduce la funcién senoidal y se exponen algunas propiedades
importantes de la familia Asen(z).

El Capitulo 5 expone los resultados investigados en [10] y [32] relacionados con
la dindmica de la familia Asen(z), para 0 < || < 1y para A = €™ donde 6 = p/q o
0 es de tipo acotado .



En el Capitulo 6 exponemos la investigacion realizada en esta tesis. Esto es, in-
vestigamos la familia Asen(z) para parametros A con la propiedad 1 < A <2.14. Se
encuentran algunas imagenes de los planos dinamicos, obtenidas con el software Frac-
talStream, para los pardmetros \ estudiados. También, se enuncian las conjeturas de
esta tesis:

Conjetura 1. Sea fy(z) = Asen(z). Para 1 < A\ < 2,14 el conjunto de Fatou
tiene dos componentes atractoras que son simplemente conexas. Similar para el caso
—2,14 < A< —1.

Conjetura 2. Sea f\(z) = Asen(z). En una vecindad de Z con radio € = 0,4 el

2
conjunto de Fatou tiene dos componentes atractores que son simplemente conexas.

Conjetura 3. Sea f\(z) = Asen(z), con z =it, t € R. Hay dos puntos fijos sobre
el eje imaginario, localizados en ip4(\) donde py >0y p_ = —p,. Dichos puntos son
repulsores, y la porcion positiva del eje imaginario que conecta ipy(\) con 0o consiste
de puntos que tienden a oo, similarmente para ip_(\) en la porcidn negativa del eje
1Maginario.

En el capitulo 7 se investiga la dinamica de la familia f\(z) = Asen(z) cuando

Ap = w, llegando a la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Sea f\(z) = Asen(z), para A = \,, n > 1, con A\, = @.
La funcidn f tiene 2n + 1 puntos fijos (incluyendo el cero). Como anteriormente lo
hicimos, nombraremos por pi (\,) a estos puntos fijos recordando que solo estamos

tomando en cuenta a aquellos que se encuentran en la porcion positiva de fy, (z).

El Capitulo 8 esta dedicado a las conclusiones obtenidas durante la investigacion
de esta tesis.



eptuio 2
Capitulo

Preliminares

En este primer capitulo recordaremos algunos conceptos de funciones complejas
asi como propiedades que nos seran de gran utilidad para la comprension de los capitu-
los subsecuentes de esta tesis. Introduciremos el concepto de funcién analitica, familia
de funciones normales asi como algunos teoremas importantes. En esta tesis se da por
hecho que el lector conoce la teoria de la variable compleja. El material de este capitulo
se encuentra en [19], [25], [26], [27] v[29].

2.1. Meétrica esférica

Recordemos que si proyectamos el plano complejo sobre una esfera tendriamos la
esfera de Riemann, denotada por X. Técnicamente es la proyeccion estereografica de
los niimeros complejos ampliados con el oo, denotado por @, donde se define una nueva
distancia para obtener una topologia.

Figura 2.1: Correspondencia entre X y C.

Recordemos que dados z; v 25 en C correspondientes a P, y P, respectivamente
en la esfera de Riemann, denotada por X. Si P, = (o, 5i,7%), ¢ = 1,2, entonces la
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distancia euclidiana entre P; y P, esta dada por

|PL — P3| = [(au, as)? + (B — Ba)’ + (11 — 72)2}% :

Denotamos |P; — P| por x (21, 22), la distancia cordal entre z; y z3. Se puede
demostrar que si z; y 29 estan en el plano finito, entonces

|21—22|

) = :
\/1+|z1\2\/1+|z2|2

1

X (z1,00) = ——
\/ 1+ |z

Claramente, x (z1, z2) < 1,

1 1
X(— — ) =x(z,2),
21 k9

y si |z1] < |z2] < o0, entonces x (0,21) < x (0, z2). También es cierto que x (-, -)
es una métrica en C, con x (z1,22) < |21 — 22| en C. Observemos que la virtud de la
métrica cordal es que permite a z = oo ser tratado como cualquier otro punto.

X (21, 22

y sl zo = 00, entonces

El elemento de longitud de arco esférico ds en la esfera de Riemann ) es

d
ds = —l ?| 5
1+ |7
y el elemento de drea esférica dA esta dado por
dxd
pa=
(1+1z]7)

con z =T +1y.

La longitud esférica

|dz|
L :/
™) ~ 1+ |z|2

de una curva v en Y induce una métrica como lo veremos a continuacion. Dados dos
puntos distintos 21, 25 en la esfera de Riemann, definimos

o (21,22) =inf{L(7)},

donde el infimo se toma sobre todas las curvas diferenciables en ) que unen z; con 2s.
Entonces o (z1, 22) es la longitud euclidiana del arco més pequeno del circulo grande en
> uniendo 2; y 2o y define una métrica en la esfera conocida como métrica esférica.
De hecho x (21, 22) < 0 (21,22) < 5X (21,%22), asi las dos métricas son uniformemente
equivalentes y generan los mismos conjuntos abiertos en .
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Definicién 2.1. Una sucesion de funciones f,, converge uniforme y esféricamente a f
en un conjunto D C C si, dado € > 0, existe un ntimero ng tal que n > ngy implica

X (f(2), fa(2)) <e,
para todo z € D.

Observemos que si f,, converge uniformemente a f en D, entonces también con-
verge uniforme y esféricamente a f en D. La convergencia se da si la funcion limite es
acotada.

Teorema 2.1. [28] Si una sucesion f, converge uniforme y esféricamente a una fun-
cton acotada f en D, entonces f, converge uniformemente a f en D.

Recordemos que una funciéon f es esféricamente continua en un punto zy € C si,
dado € > 0, existe § > 0 tal que

X (f(2), f(z0)) <,

cuando |z — zp| < 9.

2.2. Funciones holomorfas

Una funcion f de variable compleja es diferenciable en D si existe su derivada
en cada punto de D C C. Si f es diferenciable y se cumplen las ecuaciones de Cauchy
Riemman, se dice que f es holomorfa.

Sea f una funciéon en D C C. La funcion f es analitica si para cualquier 2y € D
existe un r > 0 con A (29,7) C D y una serie de potencias

o
E an (2 —20)"

n=0

convergente en A (zy,r) C D, tal que
= Zan (z—20)", z€ A(z0,7) CD.

Teorema 2.2. [26] Cualquier funcién f holomorfa en D es analitica, y para un punto
arbitrario a € D, f(z) se expande en una serie de potencias

o0
g a, (z —a)",

n=0

para z € A (a;d (a;0D)), cuyo radio de convergencia no es menor a d(a;0D).
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Teorema 2.3. [26] Sea f(z) =Y~ a, (2 —a)" una serie de potencias convergente en
a € C. Sea R su radio de convergencia. Entonces f(2) y f'(2) = S.°°  nay, (z —a)"™!
son funciones holomorfas sobre A (a; R).

Teorema 2.4. [26] f(2) es funcidn analitica si, y sélo si f(z) es holomorfa.

A continuacién daremos la definiciéon principal de convergencia en la teoria de
familias normales.

Definicién 2.2. Una sucesion de funciones f,, converge (esféricamente) uniformemente
en subconjuntos compactos de un dominio D a una funcion f(z) si, para cualquier
compacto K C Dy e > 0, existe un nimero ng = ng (K, €) tal que n > ngy implica

[fn(2) = f(2)] <,
(o bien, x (fn(2), f(2)) <€), para todo z € K.

Cuando una sucesion converge uniformemente o uniforme y esféricamente sobre
subconjuntos compactos de un dominio D, decimos que la sucesion converge normal-
mente en D.

En el siguiente teorema la métrica d es la métrica definida en el espacio vectorial
A(D) de funciones analiticas en el dominio D.

Teorema 2.5. La convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de un dominio
D es equivalente a la convergencia en la métrica d.

Se sigue que la topologia en A(D) inducida por la convergencia uniforme sobre
subconjuntos compactos esta definida por la métrica d. Si f, — f uniformemente en

cada disco cerrado K C D, entonces decimos que {f,} converge local y uniformemente
afen D.

A continuacién enunciaremos algunos resultados clasicos de Weierstrass, Hurwitz
y Schwarz.

Teorema 2.6. [6]. (Teorema de Weierstrass) Sea f, una sucesidn de funciones anali-
ticas en un dominio D que converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de

D a una funcion f. Entonces f es analitica en D, y la sucesion de derivadas {f,(lk)}
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de f®, k=1,2.3,....

Teorema 2.7. [9]. (Teorema de Hurwitz) Sea { f,} una sucesion de funciones analiticas
en un dominio D que converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D a
una funcion analitica no constante f(z). Si f (z0) = 0 para algin zy € D, entonces para
cada r > 0 suficientemente pequeno, eriste un N = N(r), tal que para cada n > N,
fn(z) tiene el mismo nimero de ceros en el disco D (z9,7) como f(z).

Lema 2.1. [26]. (Lema de Schwarz) Sea f(z) analitica en U con f(0) =0, |f(2)] < 1.
Entonces |f(2)| < |z| para z € U, y |f(0)] < 1. Si |f (20)| = |20] para algin z, € U,
entoces f(z) = cz, donde ¢ es una constante de mddulo 1.
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2.3. Normalidad

Para definir el concepto de familia normal es necesario introducir los conceptos
de acotacion local y de equicontinuidad, asi como algunos resultados que se pueden
revisar en [28].

Definicién 2.3. Una familia de funciones F es localmente acotada en un dominio D si,
para cada zy € D existe un nimero positivo M = M (z;) y una vecindad D (zo;7) C D,
tal que |f(z)] < M para todo z € D (zp;r) y toda f € F.

Esto es, F es uniformemente acotada en una vecindad de cada punto de D. Dado
que cualquier subconjunto compacto K C D puede cubrirse por un nimero finito de
vecindades, se sigue que una familia F localmente acotada es uniformemente acotada
sobre subconjuntos compactos de D.

Teorema 2.8. Si F es una familia de funciones analiticas localmente acotadas en un
dominio D, entonces la familia de derivadas F' = {f': f € F} forman una familia
localmente acotada en D.

Observemos que el inverso de este teorema es falso, tomemos como ejemplo la
familia de constantes F = {n:n=1,2,3,...}.

Teorema 2.9. Sea F una familia de funciones analiticas en D tal que la familia
de derivadas F' es localmente acotada y supongamos que eziste algin zy € D con
|f (20)] < M < o0 para toda f € F. Entonces F es localmente acotada.

Definiciéon 2.4. Una familia F de funciones definidas en un dominio D es equicontinua
(equicontinua esféricamente) en un punto z' € D si, para cada € > 0, existe un § =
d (€,2') > 0 tal que

1f(z) = f ()] <e
(o bien x (f(2), f (%)) < €) cuando |z — 2| < 0, para cada f € F. Méas ain, F es
equicontinua (equicontinua esféricamente) en un subconjunto E C D si es equicontinua
(equicontinua esféricamente) en cada punto de E.

Observemos que si £ C D es compacto, entonces un argumento simple de com-
pacidad (basado en el hecho de que una funcion continua en un conjunto compacto es
uniformemente continua) muestra que si F es equicontinua (equicontinua esféricamen-
te) en E, entonces para cada € > 0, existe un 6 = § (¢, ) > 0 tal que

f(2) = f()] <€ (obien x (f(2),f () <e)
con z, 2/ € B, |z — 2/| <4, para cada f € F.

El siguiente teorema da la relaciéon entre acotacion local y equicontinuidad.

Teorema 2.10. Una familia F de funciones analiticas localmente acotada en un do-
minto D es equicontinua sobre subconjuntos compactos de D.
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El término normal no aparecié hasta el ano 1911 con el matematico Paul Montel,
sin embargo el trabajo de Montel sobre familias normales inici6 en 1907.

Definicion 2.5. Una familia F de funciones analiticas en un dominio D C C es normal
en D si cada sucesion de funciones {f,} C F contiene o bien, una subsucesion que
converge a una funcion limite f # oo uniformemente en cada subconjunto compacto
de D, o una subsucesién que converge uniformemente a oo sobre cada subconjunto
compacto.

Definicién 2.6. La familia F se dice ser normal en un punto zy € D si es normal en
alguna vecindad de z;.

Teorema 2.11. Una familia de funciones analiticas F es normal en un dominio D si,
y solo si F es normal en cada punto de D.

Una familia de funciones analiticas F es normal en oo si la familia correspondiente
¢ = {g cg9(z)=f (%)} es normal en z = (. Por lo tanto, F normal en oo significa que
es normal en alguna vecindad de oo, A (0o, R) = {z:|z| > R} U{oc}, R > 0.
Observemos que si una familia F no es normal en un dominio D, existe al menos un
punto en D en el que F no es normal. Tal punto es llamado un punto irreqular.

2.3.1. Teorema de Montel

El siguiente teorema de los matematicos Cesare Arzela y Guido Ascoli es uno de
los pioneros de la teoria de Montel de familias normales.

Teorema 2.12. [28]. (Teorema de Arzela- Ascoli) Si una sucesion {f,} de funciones
continuas converge uniformemente sobre un conjunto compacto K a una funcion limite
[ (# ), entonces {f,} es equicontinua sobre K, y f es continua. A la inversa, si
{fn} es equicontinua y localmente acotada en D, entonces una subsucesion puede ser
extraida de {f,} la cual converge uniforme y localmente en D a una funcion limite f
(continua).

Con la segunda parte de este teorema, Montel en su artiulo de 1907 observé
que si una familia de funciones analiticas es localmente acotada esto implicaba la
equicontinuidad.

Teorema 2.13. [28]. (Teorema de Montel) Si F es una familia de funciones analiticas
localmente acotadas sobre un dominio D, entonces F es una familia normal en D.

Teorema 2.14. Sea F una familia de funciones analiticas en un dominio D tal que
cada sucesion de funciones en F tiene una subsucesion que converge uniformemen-
te sobre subconjutnos compactos a una funcion analitica. Entonces F es localmente
acotada, y por tanto equicontinua sobre subconjuntos compactos de D.

Para cualquier familia de funciones analiticas, se puede establecer que su corres-
pondiente familia de derivadas es localmente acotada.

Teorema 2.15. [28] Si F es una familia de funciones analiticas en D y la familia
F' =A{f":f € F} es localmente acotada, entonces F es normal en D.



Capiio 3
Capitulo

Funciones enteras trascendentes

La investigacion de las funciones enteras trascendentes asi como su iteracion tiene
inicio con el trabajo de Pierre Fatou en el ano 1926, y tuvo su continuacién con los
trabajos de I. N. Baker en el afio 1968 [3]. En este capitulo presentaremos la definicion
de las funciones enteras trascendentes asi como algunas de sus propiedades. También,
definiremos los puntos fijos y la iteracion de esas funciones. Para este capitulo se puede
consultar la siguiente bibliografia 7], [12] y [13].

A las funciones definidas y holomorfas en todo C se les llama funciones enteras.
Las funciones enteras trascendentes son funciones analiticas en el plano complejo que
no son polinomios. Es decir, la cantidad de coeficientes de una serie de Taylor, que son
diferentes de cero, es infinita.

Al conjunto de funciones enteras trascendentes lo denotaremos como sigue:
E ={f:C — C|f es entera trascendente} .
Las siguientes funciones pertenecen a la clase £.
(i) f(z) =e* + sen(z).
(i) g(z) = Asen(z), A € R.
(iii) h(z) =e* + 2.

3.1. Iteracién y puntos fijos

En esta seccion enunciaremos los conceptos basicos que nos permitiran estudiar
la dindmica de la familia fy(z) = Asen(z), A € C.

Dada una funcién f : D — D, ala composicion de ésta consigo misma la llamamos

iteracion de f, donde denotamos a f°(z) = z, f1(2) = f(2), f2(2) = f(f(2)) y asi
sucesivamente. A f" = fo fo...o fo f, n €N, la llamamos la n-ésima iterada de f.

10
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Definicién 3.1. Dado un punto zq, el conjunto {zo, 21, 22,...,2n, ...}, donde z, =
f™(20), le lamamos la drbita hacia adelante de z bajo f,y lo denotamos por OT (zg, f).
De manera similar, la drbita hacia atrds de un punto zy bajo f, O~ (zg, f), se define
como O~ (29, f) = Upenf"(20). La gran orbita de z es la union de la orbita hacia
adelante con la 6rbita hacia atras.

Si O~ (20, f) es un conjunto finito de puntos, entonces zg es un valor excepcional
de Fatou. En el caso particular O~ (2, f) = 0, al valor zy se le llama valor omitido.

Definicién 3.2. Dada f € &, decimos que zy es un punto fijo si f(z0) = zo. Si para
algin n # 0 se cumple que f"(z9) = zp, entonces zy es un punto periédico. Cuando n
es el menor natural que satisface esta igualdad, decimos que zy es de periodo n.

Observemos que un punto fijo es un punto periédico de periodo 1. La clasificacion
de los puntos fijos se define a continuacion.

Definicién 3.3. Sea f € £ y zo un punto fijo.
1. Si|f'(z0)| = 0, entonces zy es un punto fijo superatractor.

2. Si |f'(z0)] < 1, entonces zq es un punto fijo atractor.
(20)

)

3. Si |f'(z0)] > 1, entonces z es un punto fijo repulsor.

4. Si |f'(20)] = 1y es una raiz de la unidad, entonces zq es un punto fijo indiferente
ractonal.
5. Si |f'(z0)] = 1 pero f'(zp) no es una raiz de la unidad, entonces zy es un punto

fijo indiferente irracional.

La Definicion 3.2.3 se generaliza a puntos periddicos considerando que si 2 es de
periodo n, entonces zy es punto fijo para f". Al valor de (f™)(z) se le conoce como
el multiplicador de zy. Si zy es el infinito, entonces el multiplicador de z; esta dado por

(™) (0), donde g(z) = ﬁ

z

Si zp es un punto peridédico de periodo n, entonces diremos que la Orbita ha-
cia adelante de zy es un ciclo atractor, repulsor o indiferente, segin zy sea atractor,
repulsor o indiferente. Los puntos no periédicos para los que existe un n natural tal
que su imagen bajo f™ es un punto periddico, se llaman preperiodicos o eventualmente
periddicos.

3.2. Singularidades de una funcién de variable com-
pleja

Un punto singular zy de una funciéon f es un punto donde la funcién no es anali-
tica. Estos puntos singulares pueden ser:
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1. Singularidades aisladas. Si una funcién f(z) es analitica en todo entorno de un
punto 2p, salvo en el propio zp, entonces decimos que el punto zp es una singula-
ridad aislada de la funcion f(z).

2. Singularidades no aisladas. Si una funcién f(z) contiene un conjunto de singu-
laridades aisladas en cada vecindad de un punto zy, entonces decimos que z; es
una singularidad no aislada. Es decir, una singularidad no aislada de una funcién
es un punto limite del conjunto de sus singularidades aisladas.

El siguiente teorema clasifica las singularidades aisladas .

Teorema 3.1. [19]. (Clasificacion de las singularidades aisladas). Sea f funcion com-
pleja desarrollada en serie de Laurent con centro en la singularidad zy.

1. Si la parte principal de la serie de Laurent es cero, z = zg se denomina singula-
ridad evitable.

2. Si la parte principal de la serie de Laurent contiene un nimero finito de términos,
entonces z = zg se denomina polo. Si el iltimo coeficiente es b,,, m > 1, entonces
decimos que es un polo de orden m. Un polo de orden 1 se llama polo simple.

3. Si la parte principal de la serie de Laurent contiene infinitos términos, z = zy se
denomina singularidad esencial.

3.3. Teorema de Picard

Un resultado que es sumamente ttil para estudiar la dinamica de funciones enteras
se debe al matematico C. E. Picard.

Teorema 3.2. [9/.(Pequenio de Picard) Sea f entera y no constante. Entonces f toma
todos los valores en C salvo a lo mds dos puntos.

Las funciones trascendentes se caracterizan por tener singularidades esenciales.
El comportamiendo de una funcién alrededor de estas singularidades queda establecido
en el siguiente teorema,

Teorema 3.3. [17] Una funcion analitica toma valores arbitrariamente cercanos a
cualquier valor complejo en toda vecindad de una singularidad esencial.

Teorema 3.4. [9]. (Teorema grande de Picard) Sea zy singularidad esencial de f, en-
tonces en toda vecindad de zy, [ asume una infinidad de veces cualquier valor complejo
en la esfera de Riemann, salvo posiblemente dos valores.
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3.4. Conjuntos de Fatou y Julia

En esta seccion presentamos la definicion de los conjuntos de Fatou y Julia para
funciones en la clase £ asi como algunas de sus propiedades.

Definiciéon 3.4. Sea f € &, el conjunto de Fatou de f o conjunto estable, denotado
por F(f), esta formado por todos los puntos z € C tales que la sucesion de iteradas de
f esta bien definida y forma una familia normal en una vecindad de z, es decir,

F(f)={2€ C: f*(z) esta definida y {f"}es normal en una vecindad de z} .

El conjunto de Julia de f o conjunto inestable, denotado por J(f), es el comple-
mento del conjunto de Fatou, es decir,

J(f) = (F(f)" = C\F(f).

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de los conjuntos de Julia y
Fatou para funciones en la clase £.

Teorema 3.5. [18] Si f € £, entonces se tienen las siguientes propiedades.
(a) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.
(b) J(f) es perfecto.

(c) F(f) y J(f) son completamente invariantes, es decir, z € F(f) si, y solo si
f(z) € F(f) yze J(f) si, y solo si f(z) € J(f).

(d) F(f")=F(f)y J(f") = J(f) para todo n € N.

Aproximadamente entre 1918 y 1920, Fatou y Julia demostraron las propiedades
antes mencionadas para funciones racionales, véase [15] y [20]. Para las funciones ente-
ras trascendentes, las propiedades (a)-(d) fueron demostradas por Fatou en 1926, véase
[16].

Definicién 3.5. Sea f € £. El conjunto
E(f) ={z:0 (z)esfinito}
es llamado el conjunto excepcional de Fatou.

A continuacién enunciaremos y demostraremos un teorema que relaciona al con-
junto de Julia con las 6rbitas hacia atras dado un punto zy € J(f).

Teorema 3.6. [13] Sea f € E. Sizg € J(f) y 20 ¢ E(f), entonces J = O~ (z).
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Demostracion. Dado que J es cerrado y completamente invariante, se cumple que
O~ (z9) C J. Para probar la otra inclusion, tomemos z; € J, y sea D una vecin-
dad de dicho punto, y supongamos que D N O~ (z) = 0. Entonces f" (z) # w para

todan €N, z€ Dywe O (z). Como ‘O* (zo)) = 00, el teorema de Montel (véase

Teorema 2.13) muestra que {f°"}, .y es normal en D, lo que contradice nuestro su-

puesto de z; € J. Por lo tanto D N O~ (zy) # 0.
Se sigue que z; € O~ (29) y asi J C O~ (2). |

Observe que F'(f), J(f) y E(f) son considerados como subconjuntos del plano
complejo C si f esta en clase .

Teorema 3.7. [13] Si f € €, entonces |E(f)] < 1.

Teorema 3.8. [13] Si [ es funcion en clase £ yn > 2, entonces ™ tiene un nimero
infinito de puntos fijos.

Si zp es un punto fijo peridédico atractor de periodo p, decimos que
A(z)) ={z: f"(2) = 20}
es la cuenca de atraccion de zj.
Teorema 3.9. Si zy es un punto periddico atractor, entonces 0A (zo) = J(f).

El siguiente teorema fue demostrado por Fatou y Julia para funciones racionales
[15], [20]. La primera prueba del teorema para funciones enteras trascendentes fue
realizada por Baker en 1968.

Teorema 3.10. [3]/ J(f) es la clausura del conjunto de puntos periodicos repulsores.

Corolario 3.1. Si U es un subconjunto abierto que intersecta a J(f), entonces ninguna
subsucesion de {f"} es normal en U.

3.5. Clasificacién de componentes de Fatou

Debido que F(f) y J(f) son completamente invariantes, se cumple que si Uy
es una componente conexa de F(f) y n € N, entonces f"(Uy) C U, para alguna
componente conexa U, de F(f).

Definicién 3.6. Sea f € £ y U una componente de F(f). El comportamiento de la
orbita de U bajo f tiene tres posibilidades:

(i) Si f*(U) C U para algin n > 1, U es llamada una componente periodica de F(f).
El minimo n es el periodo de la componente U. En particular, si n = 1, se dice
que la componente U es invariante.



3.5 Clasificaciéon de componentes de Fatou 15

oo
'\@v

(ii) Si f™ es periodica para algin entero m > 1, llamamos a U una componente
pre-periddica. En particular, si U es pre-peridédica pero no periodica, entonces
llamamos a U una componente pre-periddica propia.

@
@0

(iii) Si U no es periddica o pre-periodica, llamamos a U una componente errante.

@A@nf

El teorema de Sullivan en [8] enuncia que las funciones racionales no tiene domi-
nios errantes. Esta propiedad no pasa para funciones enteras con un nimero infinito
de valores singulares, véase definiciéon en la Seccion 3.5.

La clasificacion de una componente peridédica U en el conjunto de Fatou para
funciones racionales fue dada por Sullivan y es la siguiente:

(i) Existe zp € U con fP(z)) = 20y |f'(20)] < 1. Entonces cada punto z € U
satisface f™ (z) — zp cuando n — oco. Si 2 es super-atractor, entonces U es
llamado dominto de Bottcher. De otro modo U es llamada dominio atractor.

(ii) Existe zg € OU, zy # oo con fP(z29) = z0 v |f' (20)] = 1. Cada punto z € U
satisface f™ (z) — zp cuando n — oo. U es un dominio de Leau en zy, o de otra
forma dominio parabdlico.
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(iii) Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el disco unitario tal
que 1o fop~(2) = ¥ para algtin # € R\Q. En este caso, U es llamado un
disco de Siegel.

(iv) Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A es un anillo A =
{2:1<|z| <r}, tal que o forp~t(2) = €™ para algtin § € R\Q. En este caso,
U es un disco de Herman.

(v) Para cada z € U, f"(z) — oo cuando n — co. En este caso el dominio U es no
acotado y simplemente conexo y, en algunas veces es llamado dominio de Baker.

Para funciones en la clase £ no hay anillos de Herman como se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 3.11. [2/] Las funciones enteras trascendentes no tienen anillos de Herman.

Demostracion. Sea f una funcién entera. Supongamos que existe H un anillo de Her-
man, entonces los puntos de la componente interna de 0H tienen que estar en J(f).
Por otro lado, sea v una curva de Jordan invariante en H, todas las iteradas de f estan
uniformemente acotadas sobre la curva v y por lo tanto, por el Principio de Moédulo
Maéaximo, también en la componente acotada del complemento de H, lo que implica
que las iteradas de f forman una familia uniformemente acotada, y por el teorema
de Montel tenemos que es una familia normal en la uniéon de H con la componente
acotada del complemento de H. Por lo tanto este conjunto debe estar en F(f) y no
puede intersectar J(f), pero esto es una contradiccion con el hecho que 0H contiene
puntos de J(f). |

Baker en [5] demostré para f € £ el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Una funcion entera trascendente no puede tener mds de una compo-
nente completamente invariante en el conjunto de Fatou. Es mds, dicha componente
es simplemente conexa y no acotada.

Para componentes multiplemente conexas se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.13. [7] Si f € £ y U es una componente multiplemente conexa de F(f),
entonces [y — oo cuando n — oo, esto es U es una componente errante.

3.6. Funciones en la clase S C £

En este apartado definimos una subclase S contenida en la clase £. Para esto
enunciamos los conceptos de valor critico y valor asintético de una funcién entera
trascendente. El material de esta secciéon se puede consultar en [13].

Definicién 3.7. Sea f una funcion analitica sobre D subconjunto abierto del plano.
Decimos que w es un valor critico, si w = f(z) con f'(z) = 0y al punto z le llamamos
punto critico.
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Definicién 3.8. Un punto w € C es llamado wvalor asintotico si existe una curva
v :[0,00) = C tal que y(t) - ooy f(7(t)) = w cuando t — oc.

Definicién 3.9. El conjunto de valores singularidades de una funcion f es la clausura
del conjunto de valores asintoticos y valores criticos, lo denotamos por:

SV(f) = {Valores asintoticos y Valores criticos}.

Teorema 3.14. [13] Un ciclo de dominios atractores, dominios de Leau contiene al
menos un valor singular.

Definicién 3.10. Decimos que f € £ pertenece a la subclase S si el conjunto de valores
singulares de f es finito.

Teorema 3.15. [13] Si f € & y el conjunto de valores singulares SV (f) es finito,
entonces no existen componentes errantes en el conjunto de Fatou.

El siguiente teorema establece la ausencia de dominios de Baker.

Teorema 3.16. [13] Supongamos que f € &, y el conjunto de puntos singulares es
acotado. Si z € F(f), entonces la orbita {f" (2)} _, no puede tender a infinito.

La demostracion del teorema y el siguiente corolario pueden consultarse en [13].

Corolario 3.2. Si f es entera trascendente y su conjunto de puntos singulares es
acotado, entonces F(f) no contiene dominios de Baker.

Teorema 3.17. [138] El conjunto de Fatou de una funcion entera trascendente en la
clase § no tiene componentes errantes.

Con el Teorema 3.16 y el Teorema 3.17 se tiene una descripciéon completa de la
dinamica del conjunto de Fatou de una funcién entera en la clase S, tal como se enuncia
en el siguiente teorema.

Teorema 3.18. [13] Sea [ € S. Entonces cada drbita en el conjunto de Fatou es
absorbida por uno de los ciclos de los dominios atractores, dominios de Leau o discos
de Siegel.

Corolario 3.3. [13] Si las drbitas de todos los puntos bdsicos de una funcion f € S
son absorbidos por ciclos o tienden a 0o, entonces J(f) = C.
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Capitulo

Propiedades de la familia f)(z) = Asen(z)

En esta capitulo se introduce la definiciéon de funcién senoidal, después se dan
algunas propiedades interesantes de la familia f, = Asen(z).

4.1. Introduccion a la funcidén senoidal

Definimos las funcion senoidal compleja Sen(z) = seno(z), z = x + iy, z € C,

como sigue:
eiz . efiz
Sen(z) =
(2) ¥

Iniciaremos esta seccion demostrando que sen(z) = 0 si, y solo si z = nw para
n € N. Observemos que sen(nm) = 0 para n € N, por tanto si sen(z) = 0, entonces
Z =nm.

Ahora, sen(z) = 0 implica que €** = ¢~**, multiplicando ambos lados por ¢ y
usando la propiedad de la funcién exponencial tenemos que €?* = 1, por la periodici-
dad de la funcion exponencial existe n € Z tal que 2z = 27n, es decir z = mn.

Para algin o nimero complejo, se tiene lo siguiente:

sen(z4+a) = sen(z). (1)

Para todo z € C, tenemos que « es un entero multiplo de 27. Supongamos que
se cumple la igualdad anterior para algin a € C. Entonces si z = 0 tenemos que
sen(a) = 0, por lo tanto (de la univalencia de la funciéon exponencial) a es un entero
multiplo de 7. Solo queda demostrar que el entero es par. Sustituyendo z = 7 en la
[gualdad (4.1), tenemos sen (a + %) = sen (%) =1, asi a + § = § + 27n para algin

entero positivo n. Por lo tanto o = 2wn para n € N.

El siguiente teorema establece la univalencia de la funcion sen(z).

18
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Teorema 4.1. La funcion compleja sen(z) es univalente sobre la parte vertical V =

{z€C:0< Re(z) <3}

Demostracion. Supongamos que z, w € V' y sen(z) = sen(w). De la definicion del seno
complejo observemos que:

e — 6z(—z) — v _ ez(—w)’

realizando algunas operaciones obtenemos:

eiz . eiw _ 6(zz) . 6i(—w) (2)
6i(—z)ei(w) (eiw . 6iz) ) (3)

Asi, tenemos
e —e" =0 (4)

o bien, si dividimos ambos lados de la ecuacion (4.3) entre € — €™ obtenemos

—1 = iR)eilw) (5)
efi(erw). (6)

Supongamos que la Ecuacion (4.4) es cierta. Entonces e”* = e™, asi (por propie-
dades de la funcion exponencial) z = w+27n para algin n, es decir, |Re(z) — Re(w)| =
27 |n|. Pero |Re(z) — Re(z)| < m, asi n = 0, por lo tanto z = w.

Si se cumple la Ecuacién (4.6) tenemos que €™ = —1 = e 1+ asi 1 = e~ i=twtn),
por propiedades de la exponencial z + w + m = 27n para algtn n, es decir que z + w
debe ser multiplo impar de 7. Por lo tanto pasaria lo mismo Re(z) + Re(w): seria un
multiplo impar de 7. Pero z, w € V asi 0 < Re(z) + Re(w) < , concluimos que tal
multiplo impar no puede existir. |

La funcion sen(z), € R cumple con la propiedad de simetria esto es, sen(—6) =
—sen(0). En efecto, de la definicion de seno en el circulo unitario tenemos y = sen(f),
podemos observar que la y en ambos casos es la inversa aditiva respectivamente, véase
Figura 4.1.
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Figura 4.1: Correspondencia de la funcién seno y coseno en el circulo unitario.

Observemos que la funcion sen(z), © € R es simétrica respecto del origen. Ade-
mas, si dada c+1t, t € R su imagen bajo la funcion senoidal es una hipérbola con focos
+1 y centro en (0,0) mientras que dada ¢ + ic, ¢ € R su imagen bajo sen(z) es una
elipse con centro en el origen y focos 41, véase Figuras 4.2 y 4.3.

Sen(c+Ht)

o+t tER

Figura 4.2: Imagen de rectas verticales.

Sen(t+ic)

tvic te B

1™
S

Figura 4.3: Imagen de rectas horizontales.

En conclusion, la transformacion w = sen(z) hace corresponder la red ortogonal
que se forma con las rectas paralelas y los ejes de coordenadas a la red de elipses e
hipérbolas con focos comunes +1 y centro en el origen, véase Figura 4.4.
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Sen(z)

7N e
NB%e

Figura 4.4: Red ortogonal.

Recordando la definicion de valor asintotico demostremos el siguiente teorema.
Teorema 4.2. La familia f\(z) = Asen(z) no tiene un valor finito asintdtico.

Demostracion. Sera suficiente demostrar que la funcion sen(z) no puede tener un valor
asintotico finito.

Supongamos que sen(z) tiene un valor asintotico [, entonces por definicion exite
una curva continua y(¢) C C, 0 < t < oo tal que v (f) — oo cuando t — o0 y
sen (v (t)) — B cuando t — oco. Sea v (t) = x(t) + iy(t). Observemos que sen (y(t)) =

sen (x(t) +iy(t)) = sen (z(t)) (M) +icos (z(t)) <€y(t)’2—6_ym) Como z(t) = oo
existe una sucesion ¢, — oo tal que x (t;) = km, se sigue que Re () = 0. Por otro la-
do, existe una sucesion ¢ — oo tal que x (tp) = 2k'm + 5. De Re(sen (v (ty))) =

e¥ (tk’ ) +efy(tk’ )

5 > 1 se sigue que Re (8) > 1 lo que es una contradiccion. |

4.2. Propiedades de la familia f)\(z) = Asen(z)

La familia fy(z) = Asen(z) tiene las siguientes propiedades:

1. Valores singulares de f) = Asen(z).
Los puntos criticos de f\(z) = Asen(z) son los puntos que cumplen f'(z) = 0.
Esto es, Acos(z) = 0 & 2z = (2k + 1) 5, k € Z. Por lo tanto, los puntos criticos

de fy son de la forma z = (2k +1) 3, k € Z.

Al evaluar los puntos criticos en f, obtenemos:

m
Por lo tanto, la funcion f, tiene valores criticos A y —A\.
La familia f)(z) = Asen(z) no tiene valores asintoticos, véase 4.2. Asi, el conjunto

de valores singulares de fy es SV = {\, —\}.
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2. La familia f\ pertenece a la clase S.
Observemos que el conjunto de valores singulares SV(f)) es finito porque tiene
solo dos valores criticos A y —\. Asi, f\ € S.

3. La familia f\ no tiene componentes errantes, anillos de Herman ni dominios de
Baker.
Los anillos de Hermn quedan fuera usando el principio del modulo maximo, véa-
se Teorema 3.4.1. Por Teorema 3.15 y el Corolario 3.2 no existen componentes
errantes ni dominios de Baker.

4. Componentes de Fatou que se pueden encontrar en la dindmica de la familia f.
Por 1, 2 y 3 se tienen componentes atractoras, parabdlicas y discos de Siegel para

-



Captuio D
Capitulo

Dinamica de la familia Asen(z) para 0 < || <1

En este capitulo se enuncian algunos resultados demostrados por Dominguez y
Sienra [11] y Zhang [32] para la familia f, para algunos valores del parametro A.

Si estudiamos una familia de funciones con un pardmetro A y un punto criti-
co podemos seguir la 6rbita del punto critico bajo iteracién. El plano de pardmetros
da informacion sobre la dindmica de una familia de funciones. Definimos el plano de
parametros de la familia Asen(z) de la siguiente forma:

M = {)\ eC:|f" <g) ‘ est acotado} .

El plano de parametros M de Asen(z) se grafico usando el programa FractalS-
tream, véase la Figura 5.1.

Figura 5.1: Plano de parametros de Asen(z).

Los siguientes resultados fueron demostrados por Dominguez y Sienra para para-

23
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metros dentro del disco unitario (cardioide principal en el plano de parametros) y para
algunos parametros sobre el disco unitario, véase [11] para su demostracion.

Teorema 5.1. Sea fy(z) = Asen(z), donde 0 < |\| < 1. El conjunto de Fatou consiste
de una componente U atractora completamente invariante, y simplemente coneza.

Teorema 5.2. Sea f\(z) = Asen(z), A = e*™® 0 = p/q, con (p,q) = 1. Entonces si q
es par, existe un ciclo con q componentes de Fatou atraidas a 0. Si q es impar, existen
dos ciclos con q componentes de Fatou cada una. Fstas son las unicas componentes
periodicas de Fatou. Mds aun, tales componentes son acotadas.

Dando valores al pardmetro A, se pueden obtener planos dindmicos de la familia
fa(z) = Asen(z), véase las Figuras 5.2 y 5.3 para los planos dinamicos cuando A = 0,7
yA=1.

gy e gl o

Figura 5.3: Plano dinamico para A = 1.

Con respecto a discos de Siegel, G. Zhang demostré el siguiente teorema, véase
[32] para su demostracion.
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Teorema 5.3. Sea 0 < 0 < 1 un numero irracional de tipo acotado. Entonces la
frontera del disco de Siegel de la funcion entera fo(2) = e*¥sen(z) es un casi-circulo
que pasa exactamente a través de dos puntos criticos /2 y —m /2.



captio O
Capitulo

Un estudio de la dinamica de la familia
fr=Asen(z)con 1 < A\ < 2,14

6.1. Dinamica de la familia f), = Asen(z) con 1 < A <
2.14

Este capitulo estudiaremos la dinamica de la familia f)(z) = Asen(z) para valores
reales del pardmetro A que cumplen 1 < \ < 2,14. Es decir, estudiaremos parametros
que se encuentran sobre la recta real y que no estan en el disco unitario o en la cardioide
principal del plano de parametros. También, estudiaremos los planos dindmicos para
algunos valores A mencionados anteriormente, esto es, estudiaremos los conjuntos de
Fatou y Julia de fi(2).

Para iniciar el estudio, enunciaremos el siguiente teorema demostrado por Do-
minguez y Sienra en [11]. Este teorema nos da la existencia de componentes de Fatou
tangentes al disco unitario para Ay = e>™%/4.

Teorema 6.1. Sea f),(z) = \osen(z), donde \g = €>™P/9. Entonces existe una compo-
nente D, tangente al disco unitario en \o.

La Figura 6.1 muestra el plano de pardmetros y las componentes tangentes al
disco unitario o componente Dy. En la Figura 5.1 se han marcado los puntos 1, 1.57 y
2.14 en la componente D, que es tangente en A = 1. Tomaremos los parametros que
se encuentran sobre el eje real de la componente D, esto es, pardmetros que estan
entre 1 y 2.14 y estudiaremos sus planos dinamicos. Observemos que en el plano de
pardmetros M existe una componente simétrica a la componente D, esto es, porque
la funcién sen(z) es simétrica, asi sélo basta estudiar D,

Los puntos fijos de una funcién dan informaciéon del comportamiento dinamico
de cualquier famili analitica. Utilizando el método de Newton de aproximacion encon-
traremos puntos fijos de la familia fy(z) = Asen(x) para diferentes valores de A, donde
1 <A< 2,14.

26



6.1 Dindmica de la familia f, = Asen(z) con 1 < X < 2,14 27

Figura 6.1: Componente D, tangente en A = 1 del plano de parametros de Asen(z).

1. Valor de A = 1,1.

1 1sen(1) — 1
pe1o bt =1y ea568603 ~ 0.8166431307.

1,1cos(1) — 1

11 _

o =g LB T 166431307 — 00603836874 ~ 07562594433,
1,1cos(x) — 1
11 _
= gy — DRI T T 0204433 — 0,0071731672 ~ 07490862761

1,1cos(xy) — 1

1,1 -
by = g — DESEPTR) T Ts eag66657 — 0,000000023150180

1,1cos(x3) — 1
x4 ~ 0,748986638049811.

El punto fijo de fi1(z) = 1,1sen(z) es la aproximacion 0,7489866. Observemos
que el punto fijo obtenido es atractor porque satisface:

| f11(0,7489866) | = |1,1c0s(0,7489866)| ~ 0,80495 < 1.

Por otro lado, el punto 0 es punto fijo repulsor de fi1(x) = 1,1sen(z) porque
satisface:
| f11(0)] = [1,1cos(0)] = 1,1 > 1.

Gréaficamente se puede apreciar el comportamiento de la iterada hacia delante de
fi1(z), véase Figura 6.2.
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Figura 6.2: 1,1sen(x).

Conclusion: La funcion fi; tiene un punto fijo repulsor y dos puntos fijos atrac-
tores. Para valores positivos de f;; las ¢rbitas convergen al punto fijo atractor
positivo y para los valores negativos las érbitas convergen al punto fijo atractor
negativo.

En la Figura 6.3 se observa el plano dindmico de f; 1, es decir, los conjuntos de
Fatou y Julia de la funcion f; ;.

Figura 6.3: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcién f ;.

Las figuras 6.4 y 6.5 muestran el comportamiento de la 6rbita de un punto que
converge al punto fijo atractor de lado izquierdo y derecho, respectivamente.

2. Valor de A\ = 1,2. El punto fijo de la funcion f; » se obtiene de la siguiente forma:

1,2sen(1) — 1
e e =1y o
1,2cos(1) — 1
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Figura 6.5: Iteracion pun to fijo lado derecho donde A = 1,1.

1 ~ 1,026739.
x9 ~ 1,02673829.
x3 ~ 1,02673829.

Ahora, evaluando en la derivada de la funcion f; 2, el punto fijo 1.02673829 ob-
tenemos:

| f12(1,026738)| = |1,2c0s(1,026738)| ~ 0,621134 < 1.

Esto es, el punto 1,026738 es un punto fijo atractor. Analogamente para el punto
—1,026738. Observemos que el punto 0 es punto fijo repulsor porque satisface:

| f12(0)] = [1,2c0s(0)] = 1,2 > 1.
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Conclusion: Para \ = 1,2 existe un punto fijo repulsor y dos puntos fijos atracto-
res, para valores positivos de fi2(z) las érbitas convergen al punto fijo atractor
positivo y para los valores negativos las érbitas convergen al punto fijo atractor
negativo. La Figura 6.6 muestra graficamente el comportamiento de la iterada
hacia delante de fi2(x).

X3
|

-

0

-

|

o

0

Sl N
=3

0

-

-

0

X

’
12sen(® /
x

Figura 6.6: Comportamiento de 6rbita cuando A = 1,2.

La Figura 6.7 muestra el plano dindmico de la funcién f; 3, esto es, muestra
los conjuntos de Julia y Fatou de f; 3. Observese que hay dos componentes que
parecen ser simplemente conexas, separadas por el eje imaginario que contiene
al punto fijo repulsor 0. Las componentes contiene a los puntos fijos encontrados
por aproximacioén, y pareciera que dentro de las componentes todos los puntos
converge a los dos puntos fijos atractores.

7 N

/o

Figura 6.7: Plano dindmico para A = 1,2.

Las figuras 6.8 y 6.9 muestran el comportamiento de la 6rbita de un punto que
converge al punto fijo atractor de lado izquierdo y derecho, respectivamente.
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Figura 6.8: Iteracion punto fijo de lado izquierdo para A\ = 1,2.

~_—

e

i) / 4 !

Figura 6.9: Iteracion unto fijo de lado derecho para A = 1,2.

3. Valor de A\ =1,3.

1,3sen(1) — 1
1,3cos(1) — 1
r1 ~ 1,22970.
Ty ~ 1,221569.

~ 1,3155580.

x5 ~ 1,22149621.

El punto fijo de fi 3(z) = 1,3sen(x) es la aproximacion 1,221496, véase la Figura
6.10. Ahora, tomamos su derivada y la evaluamos en el punto fijo:
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| f15(1,221496)| = |1,3c0s(1,221496)| =~ 0,44491 < 1.

Esto es, el punto 1,221496 es un punto fijo atractor de la funcion f; 5. Analoga-
mente para el punto —1,221496. El punto 0 es punto fijo repulsor porque satisface:

| f15(0)] = [1,3cos(0)] = 1,3 > 1.

1 .zsem.;-]""" —

Figura 6.10: A = 1,3.

Conclusion: Para A = 1,3 existe un punto fijo repulsor y dos puntos fijos atracto-
res. Para valores positivos de f; 3(x) las o6rbitas convergen al punto fijo atractor
positivo, y para los valores negativos las 6rbitas convergen al punto fijo atractor
negativo.

La Figura 6.11 muestra el plano dinamico cuando A = 1,3.

o

I = £
3 ; : ]

Figura 6.11: Plano dindmico para A = 1,3.
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La Figura 6.12 y 6.13 muestra el comportamiento de la 6rbita de un punto que
converge al punto fijo atractor de lado izquierdo y derecho, respectivamente.

Figura 6.12: Tteracion del punto fijo de lado izquierdo para A = 1,3.

Figura 6.13: Tteracion del punto fijo de lado derecho para A = 1,3.

Continuando el proceso anterios para encontrar puntos fijos y la naturaleza de
ellos, obtenemos las siguientes aproximaciones.

4. Valor de A\ =1.4.

La funcién f; 4(z) = 1,4sen(x) tiene como punto fijo la aproximacion 1,37258984609,
que es un punto fijo atractor. La Figura 6.14 muestra el plano dinamico de la
familia f; 4.

Las Figuras 6.15 y 6.16 muestran el comportamiento de un punto que converge
al punto fijo atractor de lado izquierdo y lado derecho, respectivamente.
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Activate Wind|
Go to Settings to 3

Figura 6.15: Iteraciéon al punto fijo de lado izquierdo cuando A = 1,4.

Figura 6.16: Iteracion al punto fijo de lado derecho cuando A\ = 1,4.
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5. Valor de A\ =1.5.

La funcién f 5(z) = 1,5sen(x) tiene como punto fijo la aproximacion 1,49578156822,que
es punto fijo atractor.

La Figura 5.17 muestra el plano dindmico de fi5. La Figura 6.18 muestra el
comportamiento de la o6rbita de un punto de lado izquierdo y la Figura 6.19
muestra el comportamiento de la 6rbita de un punto de lado derecho.

Figura 6.18: Iteracion al punto fijo de lado izquierdo cuando A = 1,5.

6. Valor de A\ =1,6.

La funcién fi ¢(z) = 1,6sen(x) tiene como punto fijo la aproximacion 1,59934789085
y este punto es un punto fijo atractor. Véase Figura 6.20 para el plano dinamico.

En la Figura 6.21 se muestra el comportamiento de la 6rbita de un punto de lado

izquierdo.
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Figura 6.20: Plano dindmico para A = 1,6.

-z 4 o
D ED

“\&/ \5!7/“\

Figura 6.21: Iteracion punto fijo lado izquierdo donde A\ = 1,6.

En la Figura 6.22 se muestra el comportamiento de la 6rbita de un punto de lado
derecho.

7. Valor de A =1.7.
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A VY
A LD

Y
Yy ey

Figura 6.22: Iteracion punto fijo lado derecho donde \ = 1,6.

La funcién f; 7 tiene punto fijo la aproximacion —1,68828119787 que es punto fijo
atractor.

En la Figura 6.23 se muestra el plano dinamico de la funcion f; 7(x).

Figura 6.23: Plano dindmico para A =1.7.

Las Figuras 6.24 y 6.25 muestran el comportamiento de las orbitas.

& Valor de A\=2Z

5.

Zsen(l) —1
r=1-"—"——— = 3,1268334798.
Fcos(1) —1

1 ~ 1,91948103796.
x2 ~ 1,63106037046.
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Figura 6.25: Tteracion punto fijo lado derecho.

26 ~ 1570779632679 ~ g

7, véase la Figura 6.26.

El punto fijo de fz es la aproximacion 3

Evaluando el punto fijo en la derivada obtenemos:

, T ‘ B ‘7‘( T ‘ _0
(=) == —)=0<1
13| = Feos(3)
Es decir, el punto 7 es un punto fijo atractor y el punto 0 es punto fijo repulsor.

us

La Figura 6.26 muestra el plano dindmico para A = 7.
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Figura 6.27: Iteracion punto fijo lado izquierdo donde A = 7

Go to Settings to]

Figura 6.28: Tteraciéon punto fijo lado derecho donde A\ = 7.
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9. Valor de \ = 2,14.

Del método de Newton para la aproximacién de puntos se tiene que el ntimero
1,9709 es una aproximacion del punto fijo para fs14. Evaluando el punto fijo en
la derivada obtenemos:

| f5.14(1,9709)| = |2,14c0s(1,9709)| = 0,83355 < 1.

Esto es, el punto 1,9709 es un punto fijo atractor, asi el punto —1,9709 es también
punto fijo atractor. El punto 0 es punto fijo repulsor. LaFigura 6.29 muesta el
plano dindmico de la funcion f 14.

Figura 6.29: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcion 2,14sen(z).

La Figura 6.30 muestra el comportamiento de la 6rbita de un punto que converge
al punto fijo atractor de lado izquierdo.

Activate Wind|
Go to Settings to g

Figura 6.30: Orbita del punto de lado izquierdo.
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Conclusidn. Si tomamos 1 < A < 2,14 la familia f\(z) = Asen(z) siempre tiene
dos puntos fijos atractores, y el cero es un punto fijo repulsor.

Las siguientes conjeturas se enuncian a partir de la observacion de los datos ob-
tenidos de 1 al 9. Es importante observar que la unicidad de los puntos fijos que se han
encontrado para los valores de A\ dados no estd demostrada, por lo tanto este trabajo
s6lo contiene aproximaciones que conducen a las siguientes conjeturas.

Conjetura 1. Sea f\(z) = Asen(z). Para 1 < A < 2,14 el conjunto de Fatou
tiene dos componentes atractoras que son simplemente conexas. Similar para el caso
214 < A< —1.

Conjetura 2. Sea f)(z) = Asen(z). En una vecindad de 7 con radio € = 0,4 el
conjunto de Fatou tiene dos componentes atractores que son simplemente conexas.

Es importante mencionar que la aproximacion se inicié buscando resultados sobre
los valores de A reales con el fin de extenderlos, en un futuro, a valores complejos. Para
demostrar las conjeturas antes mencionadas, se necesitan argumentos matematicos (no
de aproximacion) para ver que realmente los puntos fijos que se obtuvieron realizando
el método de Newton son dnicos.

6.2. El caso Asen(it) cont € R

En esta seccion estudiaremos el caso cuando z = it con t,\ € R en la familia
Asen(z). Tomando f)(it) y haciendo cuentas obtenemos que puntos en el eje imaginario
la funcion los envia a puntos en el eje imaginario. Esto es,

£a(it) = Asen(it) = A (#) _

=i (A#) — i (Asenh(t)).

Ahora, veamos algunos puntos fijos de la familia fy(¢). Por ejemplo, si tomamos
A =1 obtenemos la funcion fi(t) = senh(t) con grafica la Figura 6.31.
Los puntos fijos de f; deben cumplir:

e —c€

=t o e —et =2t
2

senh(t) =t &

eV _e—0

Observemos que e, e > 0y senh(0) = =0, el 0 es el Ginico punto fijo.

Ahora tomando
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Figura 6.31: sen(t).

obtenemos que 0 es punto fijo indiferente.

Los puntos criticos de f; se obtiene derivando f;, esto es,

% (e"+e7") = cosh(t).

Sabemos que €' > 0 para todo ¢t € R, asi la derivada de senh(t) nunca es cero.
Por lo tanto concluimos que senh(t) no tiene puntos criticos.

Del comportamiento de sus graficas de acuerdo al valor de A que tomemos se
puede concluir lo siguiente:

» Para A > 1 la familia Asenh(t) tiene un punto fijo que es 0.
» Para A < 0 la familia Asenh(t) tiene un punto fijo que es 0.

» Para A € (0,1) la familia Asenh(t) tiene tres puntos fijos, el 0, p. () y p—(N).

Las Figuras 6.32 y 6.33 muestran las graficas de {;senh(t) y A € (0, 1), repecti-
vamente.

Con lo expuesto en la seccion, podemos establecer una conjetura para los puntos
fijos que se encuentran en el eje imaginario de la familia Asen(z).

Conjetura 4: Hay dos puntos fijos sobre el eje imaginario, localizados en ipy(\),
donde p; > 0y p_ = —p,. Tales puntos son repulsores, y la porciéon positiva del eje
imaginario que conecta ip, (\) con oo consiste de puntos que tienden a oo, similarmente
para ip_(\) en la porcion negativa del eje imaginario.
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Figura 6.32: {5senh(t).

Figura 6.33: A € (0,1).
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Dinamica de la familia f)(z) = Asen(z) cuando

m(4n+1
A = T+

De las secciones anteriores podemos observar que mientras méas crezca el valor de
A mayor sera la amplitud de fy(z) = Asen(x), es decir que el nimero de puntos fijos
serd mayor cada vez méas pero ;Qué tanto debe crecer A para que el nimero de puntos
fijos sea diferente?.

Para 0 < A <1, f\(z) tiene solo un punto fijo real, el cero, véase Figura 5.31.

- e

Figura 7.1: 0 < A < 1.
Para 0 < A < A, con \; = 57” fr(z) tiene 2 puntos fijos que son xy = 0,
x1 € (0,7), véase Figura 5.32.
Para A = Ay, f\ tiene 3 puntos fijos que son xy =0, 1 € (0,7) y x5 € (27, 37).

Para 0 < A < Ay, con Ay = 93” fa(x) sigue teniendo los 3 puntos fijos.

Para A = )y, con \y = 97“ fr(x) tiene 5 puntos fijos que son zo = 0, z; € (0,7),
T9 € (27?, 57“), x3 € (57”, 37r), x4 € (4m,5m), véase Figura 5.33.

44
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Figura 7.3: A = 97”.

Para 0 < A < A3, con A3 = 137“ fa(x) sigue teniendo los 5 puntos fijos.

Para A = A3, con \3 = 137” fr(x) tiene 7 puntos fijos que son zg = 0, z; € (0,7),
9 € (27?, 57“), x3 € (%’T,?m), x4 € (47r, 97”), x5 € (97”, 57r) y zg € (6m,7m), véase Figura
5.34.

De esta secciéon se conjetura lo siguiente.

Conjetura 3: Sea f)(z) = Asen(z). Cuando A = \,, n > 1, con A\, = w, la
funcion fy tiene 2n + 1 puntos fijos (incluyendo el cero).

Para valores de A mayores que 1, el cero es un punto fijo repulsor porque satisface:

fi(@) = Acos(x)
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Figura 7.4: A = 137”

[FAO0)=A> 1.

Pero ;los 2n puntos fijos restantes de f) son repulsores, atractores o indiferentes?
Recordando las propiedades de la funcion coseno en los reales, sabemos que

cos(z) = 0 si, y sélosi v = 7 (4n + 1), n € N, por lo tanto tenemos que

f/’\%<4n+1) (g (4n + 1)) ‘ = ‘g (4n + 1) cos (g (4n + 1)> ‘

:‘g(4n+1)x0‘:0<1.

Esto es, cuando los valores de A coinciden con los puntos fijos de la funcion f)

(es decir los A =

7r(472l+1)_) estos puntos son fijos atractores.
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis es estudiar e investigar la dindmica de la familia
fr(2) = Asen(z) para una posible extencion de los resultados obtenidos por Dominguez
y Sienra en |10] a la componenete D,. Tomamos valores de A y z € R en la componente
D,, véase Figura 5.1, obteniendo las siguientes conjeturas.

1. Conjetura 1. Sea fi(z) = Asen(z) se conjetura.

(1) Para 1 <X <% +0,57 el conjunto de Fatou liene dos componentes simple-
mentes conexas atractoras. Similar para el caso —5 + 0,57 < A < —1.

(2) En una vecindad de 5 con radio € =0.4 el conjunto de Fatou tiene dos
componentes atractoras simplemente conexas.

2. Conjetura 2. Sea f\(z) = Asen(z), para A = \,, n > 1, con A\, = W. La
funcion fy tiene 2n + 1 puntos fijos (incluyendo el cero). Como anteriormente
lo hicimos, nombraremos por py (\,) a estos puntos fijos recordando que solo
estamos tomando en cuenta a aquellos que se encuentran en la porcion positiva

de f,(x).
3. Conjetura 3. Sea f\(z) = Asen(z), con z = it, t € R. Hay dos puntos fijos sobre
el eje imaginario, localizados en ipy () donde p. > 0y p_ = —p,. Dichos puntos

son repulsores, y la porcion positiva del eje imaginario que conecta ipy(\) con
oo consiste de puntos que tienden a 0o, similarmente para ip_(\) en la porcion
negativa del eje imaginario.
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