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Resumen

Se estudian algunas aplicaciones de los nimeros hipercomplejos en la fisica matematica, en
particular se muestra que los grupos unitarios de matrices 2 x 2 con entradas hipercomplejas estan
relacionados con grupos tutiles en la fisica, ademas, a partir de los parametros de Cayley-Klein
se definen vectores en el espacio tridimensional y se encuentran las érbitas asociadas a estos
grupos matriciales 3 x 3. Por otra parte se estudia la ecuacién de Laplace en diferentes sistemas
de coordenadas en el espacio euclidiano; asi mismo se estudia la ecuacién de Laplace en el espacio
(2 + 1) de Minkowski y se usan las propiedades de los nimeros dobles para presentar una funcién
generatriz que permite relacionar las soluciones de ambos espacios.

Palabras clave: Numeros dobles, numeros duales, grupos, funcion generatriz, ecuacion de
Laplace.
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Introduccion

Los numeros complejos han sido de gran utilidad en la fisica; existen ramas en las cuales su
aplicacion es mas notoria, tal es el caso de la mecénica cuéntica y el electromagnetismo. Desde su
aparicion, alrededor de 1545, hasta nuestros dias se ha construido una teoria solida que estudia sus
propiedades y aplicaciones. Existe una extensiéon de estos niimeros conocidos como niimeros duales
y dobles (aunque se usan también otros nombres), cuya representacion asemeja la de los nimeros
complejos: a+hb, donde a y b € Ry h puede ser igual a i, j o e. Cuando h = j se les conoce como
numeros dobles, si h = € se denominan nimeros duales y para h = i son los nimeros complejos. Al
igual que sucede con la unidad imaginaria i, estas unidades cumplen con una propiedad semejante
cuando se toma el cuadrado de ellas. Para los ntiimeros dobles, se cumple j> = 1 sin embargo
j # £1, y en el caso de los ntimeros duales; € 2 = 0 con € # 0. A pesar de tener propiedades
semejantes a los numeros complejos, los nimeros duales y dobles no forman un campo como
sucede con los niimeros complejos. No obstante esto no limita que existan diversas aplicaciones
en fisica y matematicas. Ejemplo de esto es que se estudian la imagen de los homomorfismos
entre los grupos de matrices unitarias 2 X 2 con entradas hipercomplejas y algunos de los grupos
importantes en fisica: SO(3),S0(2,1) y el grupo de movimientos rigidos en el plano euclidiano.
Ademss, se muestra que a partir de los parametros de Cayley-Klein se pueden definir vectores en
el espacio real tridimensional, y se encuentran las 6rbitas relacionadas a estos grupos matriciales
3 x 3. Por otro lado se estudia la ecuacién de Laplace en el espacio euclidiano y en el espacio de
Minkowski (2 + 1), se presenta una funcion generatriz que es valida en el espacio euclidiano, sin
embargo se encuentra que también se pueden hallar las soluciones en el espacio de Minkowski,
utilizando las propiedades de la unidad hipercompleja j.

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente forma: en el Capitulo 1 se estudian
los homomorfismos entre los grupos unitarios y grupos de matrices 3 x 3. En el Capitulo 2 se
estudia la relaciéon de los grupos unitarios y los parametros de Cayley-Klein. En el Capitulo 3
se estudian las soluciones de la ecuaciéon de Laplace en varios sistemas de coordenadas en el
espacio euclidiano y en el espacio de Minkowski (2 4 1), donde se hace uso de los nimeros dobles.
Finalmente se dan las conclusiones del trabajo.

XI






Capitulo 1

Grupos unitarios

1.1. Fundamentos algebraicos

El grupo SU(2) es relevante en la fisica, en particular en la mecénica cuéntica por su relacion
con el operador de espin [1]. Los elementos del grupo son matrices cuadradas 2 x 2 con determinante
igual a uno que cumplen con la propiedad! UTU = I, bajo la operacién de grupo definida por la
multiplicacién estandar de matrices. Todo elemento del grupo se puede representar como

[ a+ib c+id
U_<—c+id a—ib)’ (L.1)

con a,b,c,d € R, i representa la unidad imaginaria usual y a? + b? + ¢? + d? = 1. Es bien conocido
que existe un homomorfismo entre los grupos SU(2) y el grupo de rotaciones en el espacio
euclidiano tridimensional, SO(3) [1].

De forma analoga podemos estudiar los elementos del grupo SU(2);, cuyos elementos se
pueden representar como la ecuacion (1.1) con entradas que son nimeros dobles, y verificar que
existe un homomorfismo entre este grupo y el grupo SO(2,1):

SO(Q, 1) = {U € Msys: UT(?’]ij)U = (’17,‘]‘) y detU = 1},

donde (7;;) es una matriz diagonal con entradas {1,1,—1} y se denomina tensor métrico en el
espacio de Minkowski (2+1). Con la finalidad de mostrar que existe un homomorfismo entre los
grupos SU(2); y SO(2,1), consideramos el analogo a las matrices de Pauli, las cuales forman una
base para el espacio vectorial real formado por las matrices 2 x 2 sin traza y antihermitianas

ol = (é Oj), o? = (2 é) y o= (01 (1)) (1.2)

Es importante destacar que al conjugar la unidad hipercompleja j, se obtiene por definicién
j = —j; de tal forma que las matrices anteriores son antihermitianas. Es decir, si efectuamos la

operacion (¢%)T = A

1Donde I corresponde a la matriz identidad y Ut = UT es el transpuesto conjugado
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De forma similiar a los calculos presentados en [2], se encuentra la siguiente relacion

olod = nil — kg, % = N, (1.3)
donde (n*) es la matriz inversa del tensor métrico (1;;) y los indices repetidos indican suma. Sea
g € SU(2); entonces el producto g~ 1o'g, parai = 1,2, 3, es también una matriz 2 x 2 antihermitiana
con traza cero, la cual es una combinacion de las matrices (1.2), es decir,

g lotg = aéaj, (1.4)

donde a§ son las entradas de una matriz (aj-) y son ntmeros reales. El producto ¢~ 'o’g permite
encontrar los elementos de la matriz aé, bajo el homomorfismo entre los grupos matriciales, de
acuerdo a la ecuacion (1.4). A continuacién se muestra que g~ 'o'g es una matriz antihermitiana y
también que la traza es cero. Con el fin de demostrar lo anterior, se calcula el transpuesto conjugado

y por otro lado la traza:

(g ') = gfo' (47)
=g ' (-0)g
=—g~'o'y.

Para hallar la traza calculamos:

tr (gflaig) =tr (gg*1 i)
=tr (o) =0.

-1

Por lo tanto ¢~ ¢"g es una matriz antihermitiana y sin traza.

t) es una matriz 3 x 3 con determinante igual a 1,

Adicionalmente se demuestra que (a}

para ello se calcula,

g lolalg =g (nV1—e"oy) g

=7l —e9%g  org

ik

=0l — e g oty

=01 — P nyal, o™, (1.5)

Por otro lado,

g lo'alg=g""o'gg oy

= alofal o™

k o™

=apal,o

= alal, (nkm]l - skmrar) . (1.6)
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Si comparamos las ecuaciones (1.5) y (1.6) y usamos que el conjunto {I, o', 02,03} es linealmente
independiente, obtenemos

agal,n*™ =n", (1.7)

kmr

e o
e npay = " agal nst. (1.8)

La ecuacion (1.7) implica que la matriz (a}) es una matriz que pertenece al grupo SO(2,1) y de

la ecuacion (1.8):

1k gkm

- .
e nrraza, =

s i
Nst @), Uiy, Gy

k

ik kms 1.7
eV = e ngag.al, ay

ijk kms tr i 3 .k
eVl ="Mty garal, ar
gk = ehmsgt ad ok, (1.9)

implica det(a%) = 1. Por lo tanto existe un mapeo ¢ : SU(2); — SO(2,1) dado por ¢(g) =
(a}). Para demostrar que ¢ es un homomorfismo, consideramos dos elementos g,¢" € SU(2);, a
continuacién calculamos el producto:

/ 1

(99") o' (99") =9 g o"gg’

— qtaq
= ajay .

Es decir, ¢ preserva el producto y por lo tanto es un homomorfismo.

1.2. Homomorfismo de los grupos unitarios
En general, cualquier elemento del grupo SU(2), se representa como:
(ot hb ¢+ hd
~\—c+hd a—hb)’

donde a,b,c,d € R, h representa la unidad hipercompleja y puede ser igual a i, j o € con
a?+c? — h?(b? + d?) = 1, y ademas, al conjugar h se obtiene h = —h.

Para hallar la imagen del homomorfismo entre los grupos matriciales SU(2), y los grupos
S0O(3),50(2,1) y el grupo de movimientos rigidos en el plano, se calcula el producto matricial,
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(g~ tolg), de acuerdo a la ecuacion (1.4) y se considera a o’ un analogo a las matrices de Pauli;

ecuacion (1.2), pero con entradas hipercomplejas. Como resultado se obtienen las entradas de la
matriz que relacionan los grupos antes mencionados:

11 _f(a—hb —c—hd\ (h O a+hb c+hd
9 997 \e—nd a+hb )\0 —h)\—c+hd a—nhb

B h(a? — ¢ + h2d? — h2b?) h(2ac — 2hbd) + h*(2ad — 2bc)
~ \h(2ac — 2h?bd) — h?*(2ad — 2bc) —h(a® — 2 + h?d® — h?b?)

2 2, 3252 g9 (h 0 572 0 h 2 5 o2 0 1
=(a— "+ hd hb)(o _h + (2ac — 2h7bd) hoo + (2h*ad — 2h*bc) 1 0

= (a® — & + h2d® — h*b?*)o! + (2ac — 2h%bd)o? + (2h%ad — 2h2be)o?, (1.10)

1o fa=hb —c—hd\ (0 K\ [a+hb c+hd
9 9= \e—nd a+hb )J\n 0)\=c+hd a—nb

B —h(2h2bd + 2ac) h(a? — ¢ + h26? — h2d2) — h%(2ab + 2cd)
— \h(a® — 2+ h?b? — h2d?) + h2(2ab + 2cd) h(2h2bd + 2ac)

h 0 0 h 0 1
= —(2ac + 2h>bd) (0 _h> + (a® = & + W0 — h?d?) (h 0) — (2n%ab + 2h*cd) (_1 o)

= —(2ac + 2h*bd)ot 4 (a* — & + h?b* — h?d?)o? — (2h%ab + 2h*cd)o?, (1.11)

1.3 _(a—hb —c—hd 0 1 a+hb c+hd
9 99=\e—hd a+hb J\=1 0)\—c+hd a—hb

B h(2bc + 2ad) (a® + % + h%b? + h2d?) + h(2cd — 2ad)
“ \—(a® + 2 + h%b? + h2d?) + h(2cd — 2ad) —h(2bc + 2ad)

h 0 0 h 0 1
= (2bc + 2ad) (O h) + (2¢d — 2ad) (h 0) + (a® 4+ & + B°6* + h*d?) <1 0)

= (2bc + 2ad)o? + (2¢d — 2ad)o? + (a® + 2 + h?V? + h?d?)o>. (1.12)

a+hb c+hd

Por tanto la imagen de (—c “hd a—hb

) bajo el homomorfismo es,
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‘ (a% — ¢ + h%d® — h?b?) (2ac — 2h2bd) (2h2ad — 2h*be)
(aj) = —(2ac + 2h%bd) (a® — % + h2b? — h2d?) —(2h%ab + 2h2cd) . (1.13)
(2bc + 2ad) (2¢d — 2ad) (a® + c® + h2b? + h2d?)

Por lo que el homomorfismo esta dado por:

(a% — ® + h2d% — h?b?) (2ac — 2h%bd) (2h2ad — 2h*bc)
é ((_“;;h}i’ . zf’;l‘g)) - —(2ac + 2h2bd) (@® — @+ h2 — h2d%)  —(2h2ab + 2h%cd)
(2bc + 2ad) (2¢d — 2ad) (a® + c® + h%b? + h%d?)

Note que h? siempre es un nimero real y por consiguiente la matriz de la derecha es real.

1.2.1. Homomorfismo para los niimeros duales

Estudiaremos el homomorfismo para los nimeros duales considerando h = €, por consiguiente;
h? = €2 = 0. Por lo tanto de la ecuacion (1.13),

a? — 2 2ac 0

((z;) = —2ac a? —c? 0

2bc + 2ad  2c¢d — 2ab  a® + 2

Puesto que a? + ¢? = 1, usamos la parametrizacién a = cosf y ¢ = sen y se obtiene,

ateb cted cos? 0 — sen? 6 2 cosfsen 0
¢ <(_C+ d a— b)) = —2cos 6 sen 0 cos?f —sen?0 0] . (1.14)
e a—e 2bsenf + 2dcosf 2dsenf — 2bcosf 1

Para identificar a qué grupo corresponde la matriz del lado derecho de la igualdad, podemos
sustituir las identidades trigonometricas: 2senfcosf = sen2f y cos?f — sen?f = cos26 en la
expresion anterior, por lo tanto se obtiene,

cos 20 sen 20 0
o) ((_a —:_ebd ctfg)) = — sen 260 cos 26 0]. (1.15)
cred ame 2bsenf + 2dcos 2dsenf — 2bcosfh 1

Finalmente se encuentra que el grupo SU(2). es homomorfo al grupo de movimientos rigidos
en el plano.
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1.2.2. Homomorfismo para los niimeros dobles

Estudiaremos el homomorfismo para los nimeros dobles, considerando h = j, por consiguiente
h? = j2 = 1. Por lo tanto de la ecuacion (1.13),

‘ a2+ d?—b% -2 2ac — 2bd 2ad — 2bc
(a;-) = —2ac — 2bd a?+ b -2 —d? —2ab — 2cd
2ad + 2be 2¢d — 2ab a? + b2+ +d?

Y el homomorfismo entre grupos esta dado por,

a+ijb  c+id a?+d* = b — 2 2ac — 2bd 2ad — 2bc
¢ ((_C+j-d a_j-b)> = —2ac — 2bd a?+b%2—c2—d? —2ab — 2cd . (1.16)
J J 2ad + 2be 2¢d — 2ab a4+ b2+ 2+ d?

De acuerdo a las ecuaciones (1.7) y (1.8), el grupo SU(2); es homomorfo al grupo de transforma-
ciones de Lorentz en (2 + 1) dimensiones.

1.2.3. Homomorfismo para los niimeros imaginarios

Estudiaremos el homomorfismo para los nameros imaginarios, considerando h = i, por consi-
guiente h? = i? = —1. Por tanto de la ecuacién (1.13) se obtiene,

_ a?+b—c2—d? 2ac + 2bd 2bc — 2ad

a;) = — Zac a” + — —c —+2ab + 2c¢

; 2bd — 2 24 d?—p? 2 2ab + 2cd
2ad + 2bc 2cd — 2ab a4+ 2 — b2 — 2

Y el homomorfismo entre grupos esta dado por,

atib c4id a2+ —c2—d? 2ac + 2bd 2bc — 2ad
o) ((—c—i—id a—lib>> = 2bd — 2ac a? +d* —b? - ¢? +2ab + 2cd . (1.17)
2ad + 2bc 2cd — 2ab a? 42— b2 — 2

Como se mencion6 anteriormente, es bien conocido que el grupo SU(2) es homomorfo al grupo

SO(3).




Capitulo 2

Parametros de Cayley-Klein

2.1. Fundamentos algebraicos

Para representar rotaciones en el espacio es necesario contar con 3 parametros independientes,
un ejemplo de ello son los dngulos de Euler. Sin embargo en ocasiones el uso de estos angulos conlleva
el uso de una notacién extensa, por tal motivo es conveniente introducir otro tipo de parametros.
En 1885 Cayley demostré que las rotaciones en el espacio tridimensional o en el espacio de 4
dimensiones pueden ser representadas por cuaterniones'. Por otro lado, los trabajos de Klein y
Sommerfeld en el estudio del problema del giroscopio, permitieron hacer una comparacién con los
cuaterniones [3]. Como consecuencia, los pardmetros de Cayley-Klein son relevantes por facilitar
el estudio de rotaciones o simetrias de revolucién, para ello consideramos transformaciones lineales
en un espacio bidimensional complejo,

u' = au+ Bu y v = yu + v,

donde u,v,u,v’,, 3,7 y 4 son nimeros complejos. A esta transformacion se le asigna la matriz
que relaciona los elementos u, v con u’,v’ dada por,

o= (2 3). (2.1)

de tal forma que se tienen 8 parametros para la representacién matricial. Sin embargo el niimero
se reduce si se impone la condicion QQ' = I = Q' Q, es decir, Q es unitaria. Ademas detQ = 1,
por consiguiente se establecen las siguientes relaciones:

aa+y7y =1,
BB+ 66 =1,
aBf+70 =0,
af +~0 =0,
ad — By =1.

IExtensién de los niimeros reales, generada por las unidades imaginarias: i, j y k. Con la propiedad 2 = j2

k2 =ijk=—1
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A partir de las relaciones anteriores se expresan a v y d en téminos de o y 3, de donde se obtiene,

a=46 y 8 =—7.

Por consiguiente la matriz @) puede representarse como,

-5 o) )

Los parametos «, 3,8,y se denominan parametros de Cayley-Klein y estan relacionados con los
angulos de Euler (6, ¢, 1) mediante [4] :

o = ex i¢+¢ COSQ
= exp D) 5/
b =1iexp (—iw ; d)) sen (g) ,
V:iexp(iw_qS)sen(e)
2 2/’
6 =exp | —i cos | = |.
2 2

donde 6 esta relacionado con una rotacién en torno al eje x, ¢ y ¥ estan relacionados con
rotaciones en torno al eje z. Asi, los parametros de Cayley-Klein son una herramienta util y
compacta para estudiar rotaciones de un cuepo rigido.

2.2. Orbitas de los grupos

Sabemos que las matrices del grupo SU(2) acttian sobre las columnas de dos componentes
complejas (espinores), esta forma de actuar tiene su equivalente en las matrices reales 3 x 3, las
cuales acttian sobre vectores que tienen 3 componentes. De acuerdo a lo anterior podemos definir
un vector columna o un vector fila como,

P = (Zj;) = (fcih,fd) . (2.3)

A cada matriz de la forma (2.3), se le asocia un vector en un espacio de 3 dimensiones, definido
como

R = Toiep. (2.4)

A continuacién se demuestra que R’ son ntimeros imaginarios, para lo cual se calcula el conjuga-
do de R. Con la finalidad de obtener del lado derecho el producto (To?1)), se toma el transpuesto
conjugado. Al ser un nimero, este no se ve afectado al ser transpuesto; por consiguiente,

" = (pioiy)
= ylotly
= —wTaiw.
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Como resultado se obtiene que los elementos R’ son numeros hipercomplejos puros. Los cuales
tienen la forma,

ho 0 + hb
R' =¢loly = (a—hb —c— hd) (o _h) (_‘Ith)

= h(a® — &+ h2d? — h?b?), 25)
it oo () 3) (20

= h(~2ac — 2hbd), 20
R® = ¢lody = (a —hb —c— hd) <_01 (1)> (_ac—:—hlfd)

= h(2bc + 2ad). =7

Con el propésito de tener componentes reales, definimos a R por,

R' = hR:. (2.8)

2

En el caso de los niimeros complejos, sabemos que i* = —1. Por lo tanto de las ecuaciones

(2.5-2.7),

R' =i(a® — & +13d* —i%?) = i(a®> + V* — & — d?)
— Rl =a? 4+ -2 —d?

R? = i(—2ac — 2i*bd) = i(2bd — 2ac)
— R2 = 2bd — 2ac,

R?® =i(2ad + 2bc) = i(2ad + 2bc)
= R = 2ad + 2be.

—~2 ~2 —~2
Verifiquemos que se cumple R! + R? + R3 =1, es decir las orbitas asociadas al grupo SU(2);
se hallan en la esfera unitaria,

]5/12 + ]SLEQ + ]/%‘732 a® +b? — & — d?)? + (2bd — 2ac)? + (2ad + 2bc)?
a4 022 4 (2 + d2)? + 2(a23 + 2 + V22 + V2P
a4 %)% 4 (2 + d2)? + 2(a® + 0P) (&2 + d°)
A+ 4+ +d*)? =1.

= (
= (
= (
= (

Figura 2.1: Esfera unitaria
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En el caso de los niimeros dobles sabemos que la unidad hipercompleja cumple la propiedad
j2 =1, por lo tanto de las ecuaciones (2.5-2.7),

R'=j(a® = &+ j°d® — j°F) = j(a® + & =0 = &)
= R =a?+d> - -2,

R? = j(—2ac — 25%bd) = j(—2ac — 2bd)
= R? = —2ac — 2bd,

R? = j(2bc + 2ad)
= 1,%5’ = 2bc + 2ad.

~2 ~2 2
Verifiquemos que se cumple R' + R? — R3 =1, es decir las drbitas del grupo SU(2); se hallan
en un hiperboloide (vease Figura 2.2),

~2 ~2 2
RU + R? — R3 = (a* +d? —b* — ¢*)? + (—2ac — 2bd)* + (2ad + 2bc)?

a® +d*)? + (¢ + %) +2¢%(a® — d?) + 20*(d? — a®) — 4(b*c* + a*d?)
a2 _ d2)2 4 (02 _ b2)2 4 2(@2 _ dQ)(CQ _ b2)

A+ -d?)?=1

~ o~ o~ o~

En el caso de los nimeros duales, sabemos que la parte hipercompleja cumple la propiedad
€2 =0, por lo tanto de las ecuaciones (2.5-2.7),

Rl

ela? — 2+ Ed* — E2b?) = e(a® — )
= ]’%\E =a? - 02,

e(—2ac — 2€%bd) = e(—2ac)
= R? = —2ac,
€(2bc + 2ad) = €(2bc + 2ad)

= ]/%?3 = 2bc + 2ad.

R2

R3

Verifiquemos que se cumple Rl + R? = 1, es decir las orbitas del grupo SU(2), se hallan en
un cilindro (vease Figura 2.3). Usando el cambio de variable a = cos@ y ¢ = sen @ se obtiene,

YR TR 2 2 1\2 2
R' + R? = (cos®6 —sen”0)” + (—2cosfsenb)
1.

= (cos® 0 +sen?0)? =

Figura 2.2: Hiperboloide Figura 2.3: Cilindro recto
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Capitulo 3

Ecuacion de Laplace

3.1. Fundamentos algebraicos

Las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden aparecen con frecuencia en la fisica,
porque a través de ellas se estudia la evoluciéon de sistemas macroscopicos o microscopicos; desta-
candose las ecuaciones de Maxwell, la ecuaciéon de Schrodinger, la ecuacion de onda o la ecuacion
de Laplace, la cual es un caso particular de la ecuacion de Poisson [5]. El estudio de las ecuacio-
nes diferenciales parciales se inici6 a principios del siglo XVIII por d’Alembert, Euler, Lagrange y
Laplace. Un ejemplo sencillo de estas ecuaciones es la ecuaciéon de Laplace,

V2F =

1 9 9
— 2 (Vg ¢"-ZF) =0, 3.1
\/Iglaxi< ol g O ) (3.1)

donde z; son las coordenadas en el espacio, |g| es el determinante de la matriz (g;;), y corresponde
al tensor métrico del espacio de intéres y esté relacionado con el diferencial de longitud,

ds® = 9ij datda’ .

Para sistemas coordenados ortogonales, g;; = 0 si ¢ # j, por tanto el diferencial de longitud
para sistemas ortogonales es,

ds® = g11(dz')? + gao(dz®)? + - + gnn(dz™)? (3.2)

= (hidaz)? 4 (hodz®)? + - - - + (hpdz™)?,
donde h; = /gi; se denominan factores de escala (si g;; > 0). Es importante recalcar que la
ecuacion de Laplace es util en muchas ramas de la fisica, por ejemplo, sirve para modelar la fuerza

gravitacional, el movimiento irrotacional de un fluido perfecto, en la electrostatica, magnetostatica
y dieléctricos.

3.2. Ecuacion de Laplace en el espacio euclidiano
A continuacion se muestran algunos ejemplos de la ecuacion de Laplace en el espacio euclidiano,

en particular los sistemas de coordenadas esferoidales obladas, esferoidales proladas y toroidales.
En [6] y [7] se puede encontrar una discusion méas detallada de estos sistemas de coordenadas.
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CAPITULO 3. ECUACION DE LAPLACE
3.2. ECUACION DE LAPLACE EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

3.2.1. Ecuaciéon de Laplace en coordenadas esferoidales proladas

Las ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas esferoidales prola-
das en el espacio euclidiano son,

x = csenh 0 sen ¢ cos Y, y = csenh 6 sen ¢ sen 1, z = ccosh 6 cos ¢

con ¢ > 0 un factor de escala constante. La ecuacién de Laplace en este sistema coordenado es

- 1 L0 (e s LD (o OF
Vi = c2(senh? @ + sen2 ¢) | senh 99 senh@ae +sen¢8¢ sen ¢

+( 1 L 1 )82F}
senh?6  sen2¢ ) OY? |’

La ecuacion anterior se puede resolver separando variables, por lo tanto se propone a F (6, ¢, ) =
O(0)P(¢p)¥ (1)), de donde se obtiene,

v,
TwQ +pu v =0,
1 d dd 12
- - 1) — P =
— (Sen¢d¢> + [V(u-i- ) Sen2¢] 0,
1 d de 112
b do (senh@de> - |:V(V +1)+ benh20] 0 =0, (3.3)

con i, v constantes de separacion. La solucion de la ecuacion (3.3) se puede expresar en términos
de funciones de Legendre con argumento imaginario.

3.2.2. Ecuaciéon de Laplace en coordenadas esferoidales obladas

Las ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas esferoidales obladas
en el espacio euclidiano son,

x = ccosh 6 sen ¢ cos 1, y = ccosh @ sen ¢ sen ), z = csenh 6 cos ¢.

La ecuacion de Laplace en este sistema coordenado es,

1 1 0 OF 1 9 oOF
o= 9 L OF o oF
v ¢ (cosh? 0 — sen? 9) Loshe 20 <C°S f aa) om0 9 (Senab . ¢>)

n 1 B 1 0%F
sen2¢  cosh?6) OY? |’

Se propone la funcion F (0, ¢,v) = ©(0)P(¢)¥(v)); la cual permite separar la ecuaciéon anterior,
por tanto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

12



CAPITULO 3. ECUACION DE LAPLACE
3.3. ECUACION DE LAPLACE-BELTRAMI

2y,
gz =
1 d dd 12
= - 1) — =
sen 6 do <sen¢d¢) i {”(” ) senzcza] v=0
1 d de 12
cosh o do (COShed@) - [u(u +1) - - 9} 0 =0, (3.4)

con u, v constantes de separacion.

3.2.3. Ecuacidén de Laplace en coordenadas toroidales

Las ecuaciones de transformaciéon de coordenadas cartesianas a coordenadas toroidales en el
espacio euclidiano son,

csenh 6 cos csenh 6 sen ¢ csen ¢

~ coshf —cos ¢’ y_coshﬁ—cos¢’ Z_coshG—cosqb'

La ecuacion de Laplace en este sistema coordenado es:

0
2 —_
vr =g

senh 6 ﬁj n 3 senh 6 8£ n 1 0*F
cosh 6 — cos ¢ 06 O¢ \ coshf — cos ¢ I (cosh @ — cos ¢) senh § dvp2 "

La ecuacion anterior es R-separable con la funcion F' = /2 cosh 8 — 2 cos p©(0)P(¢p)¥(v)), sepa-
rando variables obtenemos,

>y

2

A

Gz V=0,

2o,

g Tre=o
1 d 0 1 w2
— senno2) |2ty _le=o. 3.5
senh 6 df (Sen de) [V 17 sonn?0 (3:5)

con i, v constantes de separacion. Ademaés, la ecuacion (3.5) es equivalente a la ecuacion (3.3).

3.3. Ecuacién de Laplace-Beltrami

Aunque no parezca conveniente, consideramos al operador Laplaciano en el espacio de Min-
kowski (2 4 1); con la finalidad de encontrar las soluciones de las ecuaciones (3.3)-(3.5). El tensor
métrico correspondiente a este espacio es: ds? = —dxz? + dy? + dz2. De forma similar a la seccién
(3.2.1), se propone el sistema de coordenadas,

x = rsenh 6 cosh ¢, y = rsenh # senh ¢, z =rcosh@, (3.6)

donde (r, 8, ¢) son ahora las variables a considerar. Por lo tanto el tensor métrico se reescribe como:

13
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3.3. ECUACION DE LAPLACE-BELTRAMI

ds? = dr? — r?d6? + r? senh 0dp?,
con gi1 =1, gos = —1r2 y g33 = r2senh” #; es decir, se puede considerar al sistema de coordenadas

como ortogonal, de acuerdo a la ecuacion (3.2). Ademas, |g| = r?senh ; por lo tanto el operador
laplaciano en este sistema coordenado se representa por,

10 ( ,0F 19 OF 1 OF
ep_ L O (200 L0 (e L o8 :
v r2 Or <T or > 72 senh 6 99 <Sen o0 ) T enh? 0 092 37

Separando variables se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

2o,

@2 = o,
d 5 dR
% (7' d']’) = V(V + 1)R7
1 d doe w2
_ ho— | = 1 _— .
senh 6 d6 (Sen 0 do ) [V(V +1)+ senh2 6 , 0 (3.8)

con vy u constantes de separacion. Note que la ecuacion (3.8) es idéntica a la ecuacion (3.3).

Por otra parte, se propone el siguiente sistema de coordenadas; similar al presentado en la
seccion (3.2.2)
x = r cosh  cosh ¢, y = r cosh @ senh ¢, z = rsenh®. (3.9)

El tensor métrico en este sistema coordenado es ds? = —dr? +r2df%+r2 cosh? 8d¢; donde g11 = —1,
g2 =12, g3z =2 cosh? 0 y lg| = 72 cosh §. Nuevamente se puede considerar al sistema coordenado
como ortogonal. Por consiguiente el operador laplaciano se representa como

10 oF 1 0 oF 1 0’F
op_ 1O (L0l 1 of ,ofFy 1 oF
viE= r2 Or (T 8r> T coshio 00 (cosh@ ) * r2 cosh? 6 092

Separando variables se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

2o,
W =m (I),
d [ ,dR
1 d de m?
_ ho— | = 1) — ———— . 1
cosh @ df (COS o d0) [l(l - e © (3.10)

Note que la ecuacion (3.10) es idéntica a la ecuacion (3.4).
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CAPITULO 3. ECUACION DE LAPLACE
3.4. FUNCION GENERATRIZ

3.4. Funcién generatriz

Es comun resolver la ecuaciéon de Laplace por el método de separacion de variables con la
finalidad de identificar las soluciones a partir de las ecuaciones que resultan. Sin embargo, existe
una forma alterna para hallar las soluciones, la cual considera una funcion f(aP) definida en RP, el
tensor métrico respecto a este sistema coordenado debe de ser constante, por tanto las soluciones
se encuentran a partir de la proposicion presentada en [8]:

Proposicion 1: La funcion homogénea (klxl + ko 4+ kpxP)™ es solucion a la ecuacion
de Laplace, V?F =0, para n = 0,1,2, ..., si y sdlo si las constantes k; son las componentes de un
vector nulo,

N kik; = 0. (3.11)

Es importante recalcar que la proposicién anterior es valida para coordenadas cartesianas. Se
propone el vector (—j coshu, j senhu, 1); donde u es un parametro real y 7% es la matriz diagonal
con entradas {1,1, —1}, a continuacion se demuestra explicitamente que cumple la ecuacion (3.11)
en el espacio de Minkowski (2 + 1) :

07 kik; = —j* cosh? u + j% senh® u + 1
= —j%(cosh® u — senh®u) + 1
—j%4+1, conj?=1
.y (3.12)

Por tanto, (—jz coshu + jysenhu + z)!, para l = 0,1,2, ..., es solucién a la ecuacién de Laplace,
con x,y, z el sistema de coordenadas cartesiano. La expresién anterior se reescribe en términos de
funciones exponenciales considerando e’% = cosh a 4+ j senh a::

1, . . 1, . ,
—jxcoshu + jysenhu + z = —jx§ (ej“ + efj“) +jy§ (ej“ — eﬂu) + z,

para x,y,z fijos y | € N; (2 — jzcoshu + jysenhu)! es una combinaciéon lineal de
{e—itu =i=Du__eilv} para coeficientes que dependen de (z,, z), es decir,

!
(—jx coshu + jysenhu + 2)! = Z Fin(,y, 2)e™ ™", (3.13)

m=—1

De acuerdo con la proposicién 1, el lado derecho de la ecuacion anterior debe ser soluciéon de la
ecuacion de Laplace, por consiguiente,

1
Z (V2 Fy (2, y, 2)] e79™ = 0. (3.14)

m=—I

Debido a la independencia lineal del conjunto (e=7%, e=7(=Du  eil) se sigue que V2E,, = 0.
Por lo tanto (—jx coshu+ jysenhu+ z)! es solucién de las ecuaciones (3.8) y (3.10). En particular
si sustituimos z, y, z, dadas por la ecuacion (3.6), se obtiene,
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3.4. FUNCION GENERATRIZ

(—ja coshu + jysenhu + z)! = [—jrsenh @ cosh ¢ cosh u + jr senh @ senh ¢ senh u + 7 cosh 9}1
= [rcosh @ — jrsenh 6 (cosh ¢ coshu — senh ¢ senh u)]'

= [rcosh @ — jrsenh 6 cosh (¢ — u)]'
. . l
=7 [cosh@ - %senh@ ed(¢—u) _ %senh@ e i(¢—u)

l

Z rlflm(t?)ejm‘ﬁefjmu. (3.15)

m=—1

Note que fi,,, es una funcién de 6 y es proporcional a los polinomios asociados de Legendre con
argumento cosh . Finalmente se concluye que,

!
Z Nign Hyp (0, p)e ™™, (3.16)

m=—1
es solucion a la ecuacion (3.8); donde N, son constantes y Hj,(coshf) es un analogo de los
armonicos esféricos. Con la finalidad de conocer como funciona la funciéon generatriz, se halla el
término Hys(0, @),
6 , 1 , ,
Hy(0,9) = v cosh? @ senh? fe?1%e=2 I senh? %1%~
1 . .
=1 senh? fe?®e =2 (senh2 0 + 6 cosh? 9)
1 . .
=1 senh? 9e?7%e =% (7 cosh? 6 — 1) ,
donde el término Hys es el coeficiente de e~ en la ecuaciéon (3.15) para | = 4. Note que la
expresion anterior es parecida al término Yjo(6, @), sin embargo en este caso en lugar de tener
funciones circulares se obtienen funciones hiperbolicas.
Ahora consideramos el sistema de coordenadas propuesto en la ecuacion (3.9); sustituyendo

2,9,z en (—jz coshu + jysenhu + z)':

(—jx coshu + jysenhu + 2)! = [rsenh @ — jr cosh § cosh ¢ cosh u 4 jr cosh @ senh ¢ senh u]l
= [rsenh 6 — jr cosh 6 (cosh ¢ cosh u — senh ¢ senh )]’

. . l
=7l [senh@ - %cosh@ el(¢—w) _ %cosh@ e_j(‘b_“)}
. , l
= [senh& — %cosh& ed (0w %coshﬁ e_j(‘b_“)} . (3.17)

Por lo tanto la ecuacion (3.17) es soluciéon a la ecuacion (3.10); con N, constantes y
Hj,, (senh 0) un analogo de los armoénicos esféricos.

A continuacion se halla el término Hyo (6, ¢) :
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3.4. FUNCION GENERATRIZ

6 . T _ .
Hy(0,0) = 1 senh? 0 cosh? 0e21%e=20 + 1 cosh? 0e21%e=2
1 _ .
=1 cosh? 91 ®e=2 (cosh2 0 + 6senh” 0)
1 _ .
=1 cosh? ¥ e =2 (7 senh? 6 + 1). (3.18)

Nuevamente se obtienen funciones parecidas a los armonicos esféricos, sin embargo las funciones
senf y cosf cambian por cosh 8 y senh # respectivamente.
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Conclusion

Al separar variables en la ecuacion de Laplace en el espacio euclidiano y en el espacio de
Minkoswki, se obtienen las mismas ecuaciones, por consiguiente se puede hacer uso de la funcion
generatriz (z;k") y de la unidad hipercompleja j, para hallar las soluciones en el espacio de Min-
kowski, de tal forma que las soluciones que se encuentran son validas para ambos espacios, con
la eleccién adecuada de escalares k%. Ademés, el uso de los ntimeros hipercompleja, nos permite
encontrar de forma general la imagen del homomorfismo entre grupos; facilitando el estudio de
este. Finalmente, se muestra que los grupos SU(2) son homomorfos a grupos de matrices 3 x 3 y
se halla que las 6rbitas son esferas, hiperboloides y cilindros.
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