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Introducción

Cuando se escucha decir punto de cambio la primer pregunta que
surge es ¾qué es un punto de cambio? Chen y Gupta (2012) lo de�-
nen como el sitio o punto en el tiempo t, en una sucesión de datos
{xti} i = 1, . . . , n observados y ordenados respecto al tiempo tal que
dichas observaciones siguen una distribución F1, antes de un punto,
y en otro posterior la distribución a seguir es F2. Es decir, desde el
punto de vista estadístico, la sucesión de observaciones muestra un
comportamiento no homogéneo. El problema de punto de cambio es
considerado como uno de los problemas centrales de inferencia esta-
dística, pues relaciona a la teoría de control estadístico, a las pruebas
de hipótesis (al detectar si existe algún cambio en la sucesión de
variables aleatorias observadas), y a la teoría de estimación (al esti-
mar el número de cambios y sus correspondientes localizaciones). Ésto
bajo los enfoques clásico y Bayesiano, según Chen y Gupta (2012).

Chen y Gupta (2012) indican que los problemas de puntos de cambio
originalmente surgieron en control de calidad y en general pueden ser
encontrados en la modelación matemática de diversas disciplinas ta-
les como Medio Ambiente, Epidemiologia, Procesos de señal sísmica,
Economía, Finanzas, Geología, Medicina, Biología, Física, etc.

En general el problema de puntos de cambio según Chen y Gupta
(2012) se visualiza de la forma siguiente:

Sean X1, X2, . . . , Xn una colección de vectores (variables) aleatorios
independientes con funciones de distribución de probabilidad F1, F2, . . . ,
Fn, respectivamente. Entonces el problema de puntos de cambio con-
siste en probar la hipótesis nula H0 de la no existencia de cambio
contra la alternativa Ha de que existe al menos un punto de cambio;
lo cual se expresa de la siguiente manera:

H0 : F1 = F2 = . . . = Fn

1



2 INTRODUCCIÓN

vs

Ha : F1 = · · · = F(k1) 6= F(k1+1) = · · · = F(k2) 6= F(k2+1) =

· · · = F(kq) 6= F(kq+1) = · · · = Fn,

donde 1 < k1 < k2 < · · · < kq < n, q es el número desconocido de pun-
tos de cambio y k1, k2, · · · , kq son las posiciones desconocidas respec-
tivas que tienen que ser estimadas. Si las distribuciones F1, F2, . . . , Fn
pertenecen a una familia paramétrica común F (θ), donde θ ∈ Rp,
entonces el problema de puntos de cambio consiste en probar la hi-
pótesis nula H0 sobre la no existencia de cambio en los parámetros
θi, i = 1, . . . , n de la población contra la alternativa Ha de que existe
al menos un punto de cambio; lo cual se expresa de la siguiente forma:

H0 : θ1 = θ2 = · · · = θn = θ(desconocidos)

vs

Ha : θ1 = · · · = θ(k1) 6= θ(k1+1)) = · · · = θ(k2) 6=

θ(k2+1) = · · · = θ(kq) 6= θ(kq+1) = · · · = θn,

donde q y k1, k2, . . . , kq tienen que ser estimados. Estas hipótesis re-
velan los aspectos de inferencia de puntos de cambio para determinar
si existe algún punto de cambio en el proceso, estimar el número de
éllos y sus respectivas posiciones.

En diversos casos se asume que las observaciones son independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.), el análisis resulta más complejo si
se presenta dependencia entre las observaciones Chen y Gupta (2012).
En el caso de series de tiempo la dependencia está presente entre las
observaciones dentro de cada segmento de tiempo; en el caso de datos
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espacio-temporales, la dependencia sucede sobre el espacio y el tiempo.

En este trabajo de tesis como inicio se plantean los objetivos. En el
Capítulo 1 se incluye una pequeña historia de cómo se dieron los avan-
ces en puntos de cambio, posteriormente se da una sección de puntos
de cambio en Estadística Espacial con razón de verosimilitud y �nal-
mente se da una sección con inferencia Bayesiana, la cual es utilizada
en el capítulo 3 para detectar puntos de cambio. En el Capítulo 2
se tratan los diferentes puntos de cambio, ellos son: según Brodsky y
Darkhovsky (1993, 2000), visualización de puntos de cambio abrupto
y gradual, puntos de cambio espacio tiempo según Xun et al. (2014).
Posteriormente se tratan algunas metodologías paramétricas y no pa-
ramétricas y se presentan algunas aplicaciones. En el Capítulo 3 se
hace un análisis de puntos de cambio con el factor de Bayes, umbra-
les y CUSUM. Para el análisis de puntos de cambio con el factor de
Bayes se simularon datos Poisson; el método de umbrales se trabajó
con una regresión y para la CUSUM se utilizaron datos de INEGI y
de Coronavirus. En el Capítulo 4 se dan las conclusiones. Finalmente
se incluye la propuesta de trabajo a futuro.





Objetivos

En este apartado se plantean el objetivo general y los objetivos espe-
cí�cos del trabajo de investigación sobre puntos de cambio.

Objetivo general

Implementación de procedimientos computacionales en el análisis y
detección de puntos de cambio, considerando sus estadísticas de prue-
ba, resultados numéricos y aplicaciones.

Objetivos especí�cos

� Investigar y analizar las metodologías desarrolladas en el estudio
de puntos de cambio y sus diferentes aplicaciones.

� Examinar las estadísticas de prueba y metodologías paramétri-
cas y no paramétricas de puntos de cambio.

� Desarrollar programas, estudiar y comparar los resultados de al-
gunos procedimientos aplicados en la detección de los puntos de
cambio, en particular el factor de Bayes, el método de umbrales
y la estadística de suma acumulativa (CUSUM).
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Capítulo 1

Puntos de cambio

En este Capítulo se incluye una pequeña historia de cómo se dieron los
avances en puntos de cambio, posteriormente se introduce una sección
de puntos de cambio en Estadística Espacial con razón de verosimi-
litud y �nalmente se incorpora una sección con inferencia Bayesiana,
la cual es utilizada en el Capítulo 3 para detectar puntos de cambio.

1.1 Historia de puntos de cambio.

Las primeras publicaciones sobre análisis de puntos de cambio apare-
cieron hacia la mitad del siglo pasado. Uno de los primeros trabajos
sobre el problema de punto de cambio retrospectivo (a posteriori) in-
cluye a Page (1957) quien propuso dicho método. Él asumió una suce-
sión de variables aleatorias independientes observadas con un cambio
abrupto, se planteó la hipótesis nula que las observaciones provinieron
de una sola distribución y la hipótesis alternativa que las primeras m
observaciones provinieron de una distribución y el resto de otra. Supu-
so además que los parámetros de tales distribuciones eran conocidos.
Para probar la hipótesis nula H0 que se planteó, adoptó un enfoque
de discriminante, dividió el espacio muestral en n subconjuntos a los
cuales les asignó una hipótesis, la hipótesis Hi, para i = 1, . . . , n
fue aceptada para x en la región Ri si la verosimilitud en esa región
fue mayor que la de otra región en comparación. El estimador del
punto de cambio fue t̂ = inf{k : Sk−1 ≥ Sj , j = 2, . . . , n}, don-

de Sk =

k∑
t=1

[lnf(xt|θ1) − lnf(xt|θ2)], f(xt|θ1) es la función antes del

punto de cambio y f(xt|θ2) es la función después del punto de cambio.

Por otra parte Hinkley (1970) mediante el uso de caminatas aleatorias,
obtuvo las estadísticas de prueba bajo diferentes suposiciones respecto

6



1.1. HISTORIA DE PUNTOS DE CAMBIO. 7

a los parámetros, los cuales consideró correspondían a una distribu-
ción normal. Obtuvo las distribuciones asintóticas de las estadísticas
de prueba y la del estimador de máxima verosimilitud del punto de
cambio. Su método lo condujo a distribuciones asintóticas basadas
en integrales extremadamente complejas, y al comparar las varian-
zas del estimador empírico de punto de cambio con los resultados de
sus aproximaciones, determinó que sus resultados fueron pobres, ya
que los valores no fueron parecidos entre si, principalmente en mues-
tras de tamaño pequeñas. Los tamaños de muestra que tomó fueron
T = 50, 100, 200. Por su parte Hawkins (1977) por medio de un proce-
so de Markov, obtuvo la distribución nula de la estadística de prueba
de la razón de log verosimilitud de un solo punto de cambio sobre la
media de una sucesión de variables i.i.d. a una distribución normal,
supuso a la varianza σ conocida e igual a 1. Así mismo, proporcionó
la distribución nula del punto de cambio, sus resultados de simulación
mostraron que la aproximación es buena cuando el tamaño de mues-
tra n y el nivel de signi�cancia α son pequeños pero con errores
moderados.

Más tarde Yao y Davis (1986) mostraron que la estadística de prue-
ba cuando cambia la media de una distribución normal con varianza
igual a uno, es igual en distribución al máximo de un puente Brow-
niano normalizado. Derivaron también la convergencia débil de la
distribución nula de la estadística de prueba de razon de verosimi-
litud del punto de cambio sobre la media de una distribución normal
cuando la varianza es conocida y cuando la varianza es desconocida;
por su parte Horvárth (1993) obtuvo la distribución nula asintótica de
la estadística de prueba de la razón de verosimilitud en el caso de una
normal univariada cuando ambas media y varianza pueden cambiar,
en éstos tres casos la convergencia fue hacia la distribución doble ex-
ponencial. Yao y Davis (1986), determinaron que dicha distribución
para n pequeña no provee una buena aproximación a la distribución
nula, para esto se basaron en resultados de la teoría de valores extre-
mos expuesta en Hall (1979), la cual dice que si se cuenta con una
sucesión de variables aleatorias provenientes de una distribución nor-
mal estándar, entonces el máximo de tal sucesión estandarizado por
funciones an y bn converge en distribución a la distribución de valo-
res extremos Gumbel, y la tasa de convergencia es aproximadamente
1/ log n lo cual indica una convergencia muy lenta principalmente en
muestras pequeñas. Horvárth (1993) determinó también por medio de
simulación que la convergencia es lenta para muestras pequeñas, tomó
muestras de tamaños n = 20, 50 y 100. La estadística de prueba para
la media, la convergencia en distribución a puentes Brownianos y la
distribución Gumbel bajo H0 presentadas en Yao y Davis (1986), son
dadas a continuación:
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Estadística de prueba de máxima verosimilitud

Enseguida se incluye la estadística de prueba de máxima verosimilitud,
de la cual se obtiene la igualdad en distribución a puentes Brownianos
y la distribución asintótica Gumbel.

U =
√
Vk = max

1≤k≤n−1
|Tk|, donde ,

Tk =
(

n
k(n−k)

)1/2 k∑
i=1

(xi − x̄).

n es el tamaño de muestra.

Convergencia en distribución a puentes Brownianos

Teorema 1.1. Sean Wk = X1 +X2 + . . .+Xk, 1 ≤ k ≤ n− 1, donde
las variables aleatorias Xk tienen distribución normal y {B(t); 0 ≤ t <
∞} un movimiento Browniano estándar; entonces de las propiedades
de la variable aleatoria normal, ver Yao y Davis (1986),{

Wk − kµ√
n

; 1 ≤ k ≤ n
}

D
=

{
B

(
k

n

)
; 1 ≤ k ≤ n

}
,

(
D
=) signi�ca igualdad en distribución. Además,

U = máx
1≤k≤n−1

∣∣∣∣Wk√
n
− k

n

Wn√
n

∣∣∣∣ / [kn (1− k

n
)

]1/2

= máx
nt=1,...,n−1

∣∣∣∣Wk√
n
− tWn√

n

∣∣∣∣ /[(t(1− t)]1/2
= máx

nt=1,...,n−1

∣∣∣∣Wk√
n
− ku√

n
− t(Wn√

n
− nu√

n
)

∣∣∣∣ /[t(1− t)]1/2
D
= máx

nt=1,...,n−1
|B(t)− tB(1)| /[t(1− t)]1/2

= máx
nt=1,...,n−1

|B0(t)| /[t(1− t)]1/2,

donde t = k
n , B0(t) = B(t) − tB(1) es un puente Browniano Yao y

Davis (1986).

Distribución de valores extremos Gumbel

Teorema 1.2. Para −∞ < x <∞

ĺım
n→∞

P [a−1
n (U − bn) ≥ x] = exp{−2π1/2e−x},

donde an = (2 log log n)−1/2, bn = a−1
n + 1

2an log3 n. U es la estadística
de prueba de máxima verosimilitud.



1.1. HISTORIA DE PUNTOS DE CAMBIO. 9

En lo que respecta a la Estadística Multivariada Srivastava y Worsley
(1986) usaron una prueba de razón de verosimilitud para probar un
cambio en el vector de medias de una distribución normal multivariada
suponiendo varianzas iguales pero desconocidas. La prueba de razón
de verosimilitud para t (punto de cambio desconocido) está basada en
el máximo de la estadística T 2 de Hotelling:

T 2
t̂

= máxT 2
t ,

donde t̂ es el punto en el cual ocurre el máximo. En la expresión
de la estadística T 2

t̂
que se presenta más adelante, se tiene a yt =

{NtN∗t /N}2(x̄t− x̄∗t ) donde Nt es el número de obervaciones antes del
punto de cambio, N∗t es el número de observaciones después del punto
de cambio y N es el número total de observaciones, lo que se observa
entre paréntesis es la diferencia estandarizada entre las observaciones
antes y después del punto de cambio, y la estadística T 2 de Hotelling
para probar estas diferencias es T 2

t = y′tWtyt, t = 1, . . . , n− 1, donde,

Wt =

{
Nt∑
i=1

(xi − x̄t)(xi − x̄t)′ +
N∑

i=Nt

(xi − x̄∗t )(xi − x̄∗t )′
}
/(N − 2),

es la matriz de varianza muestral unida. Srivastava y Worsley (1986)
encontraron una técnica conservativa para la distribución nula de T 2

t̂
,

basada en una desigualdad Bonferroni mejorada, para ello trabajaron
en términos de la siguiente estadística equivalente:

St = T 2
t /(N−2+T 2

t ) = y′tV
−1yt, donde V =

∑N
i=1(xi−x̄N )(xi−x̄N )′.

Srivastava y Worsley (1986) aportaron la desigualdad Bonferroni me-
jorada, ellos se basaron en dos propuestas enumeradas a continuación:

1. Desigualdad Bonferroni P (St̂ > c) ≤
N−1∑
t=1

P (Et), donde Et son los

eventos tal que St > c, con c > 0 y c ∈ Z.

2. P (St̂ > c) ≤ Pµ, donde Pµ =

N−1∑
t=1

P (Et)−
N−1∑
t=1

P (Et ∩ Et+1).

Su aporte:

3. P (St̂ > c) ≤ Pµ ≈ 1 − Gp,v(c) + q1

N−2∑
t=1

kt − q2

N−2∑
t=1

k3
t , donde

kt = (1− ρt)1/2,

q1 = gp,v{2c(1− c)/π}1/2Γ{ 1
2 (p+ v − 1)}/Γ{ 1

2 (p+ v − 1)},
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q2 = q1{(p2 − 1)/c+ (v2 − 1)/(1− c)− (p+ v)(p+ v − 1)}/12(p+ v)

y gp,v es la densidad de una variable aleatoria beta con parámetros
1
2p,

1
2v, v = N − p− 1, la expansión es válida si v ≥ 8.

Su resultado fue obtenido al expandir la probabilidad conjunta en se-
ries de Taylor sobre ρt = 1, P = P (Et ∩Et+1) = P (St > c, St+1 > c).

Encontraron la distribución nula conjunta de Si y Sj bajo H0 y me-
diante integración numérica obtuvieron la distribución de la estadísti-
ca de prueba T 2

t̂
= máx{y′tWtyt}, para p = 2, 4, 6 (número de variables

usadas) y N = 10, 20, 40 (N tamaño de muestra), los niveles de signi-
�cancia utilizados fueron α = 0.10, 0.05, 0.01. Calcularon también los
límites para las dos propuestas en las que se basaron y los resultados
mostraron que: el límite para la primera debía ser usado para v < 8
(v parámetro de forma de la distribución beta usada en su aproxi-
mación), su propuesta fue razonablemente exacta para N = 20, 40 y
v ≥ 8 y ambos fueron conservativos para N > 40, ver Srivastava y
Worsley (1986). El segundo límite en el que ellos se basaron fue exac-
to para N < 50 y conservativo para N > 50. Además notaron que la
exactitud parece incrementar cuando el número de variables p crece.
Mencionan además que su método es útil cuando se tienen múltiples
puntos de cambio pues puede aplicarse el método de bisección.

Debido a que las distribuciones de las diferentes estadísticas de prue-
ba resultaron ser adecuadas para muestras pequeñas y en algunos
casos con errores; para muestras su�cientemente grandes en donde
la convergencia resultó ser lenta y en otro caso los límites resultaron
ser conservativos, se creó una metodología nueva para convergencia
asintótica en donde se utilizan puentes Brownianos. Esta nueva me-
todología demostró tener una convergencia asintótica rápida, ser no
conservativa y ser apropiada para tamaños de muestra pequeños, mo-
derados y grandes, ver Srivastava y Worsley (1986).

1.2 Problemas de puntos de cambio espa-

ciales

En esta sección se tratan puntos de cambio espaciales modelados en
forma lattice (o modelo areal), donde una lattice es una cuadrícula
que puede ser regular o irregular.

Según Xun et al. (2014), los tipos de modelado en Estadística Espa-
cial son de tres clases: modelado Geoestadístico; modelado Lattice (o
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modelo Areal), en este tipo de modelado se utilizan procesos de los
datos tales como el autorregresivo espacial y los campos aleatorios de
Markov; y �nalmente Procesos Puntuales.

Un trabajo en modelado Lattice con procesos autorregresivos multiva-
riados para estudiar puntos de cambio de forma espacial es el de Otto
y Wolfgang (2016), quienes analizan cambios en los parámetros de la
media y covarianza de tal proceso. El proceso tiene un punto inicial
el cual es considerado como el centro de origen s0 ∈ Ds; Ds denota
la región de estudio y desde el cual evoluciona en toda dimensión del
espacio q-dimensional, los cambios en los parámetros ocurren a una
cierta distancia desde el centro.

Sean s1, . . . , sn, localizaciones en Ds, las cuales son ordenadas con
respecto a su distancia desde el origen como 0 < d(s1, s0) ≤ d(s2, s0) ≤
· · · ≤ d(sn, s0). Sea Y i(s) la i-ésima componente de Y (s) y Y i(s) =
(Yi(s1), . . . , Yi(sn))T . El proceso autorregresivo considerado es dado
por:

Y i = ui1n + ρiB(Y i−1 − ui1n) + ξi, i = 1, . . . , p,

donde 1n es un vector de unos, {ξ1, . . . , ξp} es una colección de vec-
tores aleatorios independientes, ρi es un parámetro autorregresivo de
ponderación de BY i, ui es la media de Yi, B es una matriz de pon-
deraciones espaciales. Asumiendo que cada ξi ∼ Nn(0, σ2

ξi
In)) , se

sigue que Y i ∼ Nn(ui1n, (In − ρiB)−1σ2
ξi

[(In − ρiB)T ]−1), en donde
In es la matriz identidad n-dimensional. Se asume que los vectores
ξ1, . . . , ξp e Y 1, . . . ,Y p, son independientes, pero los componentes
de cada uno de los Y i son correlacionados. Por otra parte, la dis-
tribución de la l-ésima observación es Y (sl) ∼ Np(u,Σ(sl)), donde
Σ(sl) = diag(σ2

1(sl), . . . , σ
2
p(sl)), l = 1, . . . , p y u = (u1, . . . , up)

T .
Todos los componentes de Y (sl) se asumen que independientemente
siguen un proceso autorregresivo espacial. La varianza σ2

i (sl) es obte-
nida como la l-ésima entrada de la diagonal de la matriz de covarianza
(In − ρiB)−1σ2

ξi
[(In − ρiB)T ]−1.

Se considera que puede ocurrir un cambio en los parámetros del mode-
lo a una distancia desconocida δ desde el origen s0 = 0. Se asume que
δ ∈ Dn = {D(s0), D(s1) . . . , D(sn),∞}, y Dn tiene dos elementos si
todas las estaciones tienen la misma distancia positiva desde el origen
( i.e. 0 = D(s0) < D(s1) = · · · = D(sn) <∞) y tiene n+ 1 elementos
si todas las estaciones tienen una distancia positiva diferente desde el
origen ( i.e. 0 = D(s0) < D(s1) < · · · < D(sn) <∞) donde δ =∞ se
re�ere al caso en que no existe un cambio estructural. En particular el
enfoque es sobre cambios en la media y los parámetros autoregresivos
ρ = (ρ1, . . . , ρp)

T .
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Si {X(s) : s ∈ Ds} es el proceso observado y se supone que ocurre
un cambio a = (a1, . . . , ap)

T ∈ Rp\{0} a una distancia δ, entonces el
proceso observado y su esperanza son:

X(s) =

{
Y (s), si D(s) < δ,
a+ Y (s), si D(s) ≥ δ,

y

E(X(s)) =

{
u, si D(s) < δ,
u+ a, si D(s) ≥ δ.

para cada localización s.

Se de�ne una función indicadora ψ(d) = (ID(sl)≥d)l=1,...,n para la
distancia y al incluir el cambio en la media del proceso autorregresivo,
el proceso observado se reescribe como:

Xi = ui1n + ai(In− ρiB)ψ(δ) + ρiB(Xi− ui1n) + ξi, i = 1, . . . , p.

Además, puede haber cambios en los parámetros autorregresivos del
proceso y si r = (r1, . . . , rp)

T ∈ Rp\{0} denota la magnitud de dicho
cambio el cual ocurre a la distancia δ, entonces el proceso se especi�ca
como:

Xi = ui1n + (ρiIn + ridiag(ψ(δ))B(Xi − ui1n) + ξi, i = 1, . . . , p.

Los cambios en los parámetros autorregresivos conducen a cambios en
la matriz de covarianza del proceso.

De acuerdo con Otto y Wolfgang (2016), el contraste de hipótesis sobre
la decisión de si existe un cambio estructural dentro del proceso a una
distancia maximal δ de todas las localizaciones se especi�ca como:

H0 : δ > D(sn) vs H1 : δ ≤ D(sn),

donde D(sn) son todas las distancias posibles medidas a partir del ori-
gen a cualesquiera localizaciones de la región de estudio. La decisión
de si existe un cambio se basa en la razón de verosimilitud entre el
modelo con δ =∞ y el modelo mejor ajustado con δ > 0. Asumiendo
que los vectores ξi son distribuidos normalmente, las log verosimilitu-
des son:

Bajo H0:
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L(0)(ρ,σξ,u;X1, . . . ,Xp) = −n2
p∑
l=1

ln(2πσ2
ξi)

−
p∑
l=1

1

2σ2
ξi

ξ
(0)T

i ξ
(0)
i donde ξ(0)

i = (In − ρiB)(Xi − ui1n).

Para cambio en la media:

L(1)(ρ,σξ,u,a, δ;X1, . . . ,Xp) = −n2
p∑
l=1

ln(2πσ2
ξi)

−
p∑
l=1

1

2σ2
ξi

ξ
(1)T

iδ ξ
(1)
iδ

donde ξ(1)
iδ = (In − ρiB)(Xi − uiIn − aiψ(δ)).

Para cambio en el parámetro autorregresivo:

L(2)(ρ,σξ,u, r, δ;X1, . . . ,Xp) = −n2
p∑
l=1

ln(2πσ2
ξi)

−
p∑
l=1

1

2σ2
ξi

ξ
(2)T

iδ ξ
(2)
iδ

donde ξ(2)
iδ = (In − (ρiIn + r0diag(ψ(δ)))B)(Xi − ui1n).

La razón de log verosimilitud es:

−2Λn(X1, . . . ,Xp) = máx
δ∈Dn

2(L(1)(θ̂
(1)
δ ;X1, . . . ,Xp)

−L(0)(θ̂(0);X1, . . . ,Xp)),

donde θ̂(0) denota el punto donde el máximo de la log verosimilitud
L(0) es alcanzado y θ̂(1)

δ denota el máximo de la log verosimilitud del
modelo de punto de cambio para algún punto de cambio dado δ.

Dado que la distribución límite exacta de la razón de log verosimilitud
no pudo ser obtenida de una manera cerrada, se realizó un estudio
de simulación del proceso por medio de Monte Carlo y los cuantiles
de la distribución estimada de Λn para lo cual se utilizó un kernel
Gaussiano, fueron comparados con los de la distribución Gumbel Xun
et al. (2014).

1.3 Inferencia Bayesiana

En esta sección, se enfocará la atención sobre los temas Bayesianos
tomando información de William(2007 ), Lee (2012) y Bayesiano con
puntos de cambio de Altieri (2015). Esto se realizó con el objetivo
de resolver alguna de las hipótesis de punto de cambio propuestas en
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Altieri en el Capítulo 3 de este trabajo; ya que Altieri propone con-
trastes de hipótesis de puntos de cambio temporal, espacial y espacio
temporal. Los temas Bayesianos analizados serán útiles para el análi-
sis de los casos mencionados anteriormente y si es posible con alguna
modi�cación en cuanto a la distribución a priori, ya que se utiliza para
el análisis de los puntos de cambio en Altieri (2015) una distribución
apriori uniforme, lo cual permite cosiderar la posibilidad de utilizar
otra distribución a priori.

Así, en el Capítulo 3 donde se analiza el caso de estudio además de
utilizar la distribución a priori uniforme, se utilizan la distribución
log-gamma, la Gaussiana, la logit-beta y la normal truncada.

En la inferencia Bayesiana generalmente se requiere la distribución a
posteriori para los modelos, por ejemplo, la distribución de los pará-
metros dados los datos, o distribución predictiva a posteriori (para
predicción o pronóstico de la distribución de nuevos valores dados los
observados).

La distribución a posteriori es igual a la verosimilitud de datos multi-
plicada por la distribución a priori sobre la constante de normalización
(por lo que la distribución a posteriori se integra a uno), esto es, por
el teorema de Bayes:

p(θ|y) =
p(y|θ)p(θ)∫
p(y|θ)p(θ)dθ

∝ p(y|θ)p(θ),

en un enfoque frecuentista, a menudo se maximiza la verosimilitud de
los datos utilizando métodos numéricos como Newton Raphson, para
obtener una estimación puntual para un parámetro dado (que es �jo
pero desconocido) y se utiliza la idea del remuestreo teórico para esti-
mar un intervalo de con�anza correspondiente alrededor de ese pará-
metro estimado. En un análisis Bayesiano se obtiene una distribución
a posteriori para el parámetro para la cual se pueden proporcionar
resúmenes estadísticos (mediana, media y moda) y cuantiles para ob-
tener directamente intervalos de alta credibilidad.

Si se usan distribuciones a prioris conjugadas para cada parámetro
(una especie de distribuciones canónicas que facilitan los cálculos),
entonces se puede determinar la distribución a posteriori en forma
cerrada Lee (2012). Generalmente, la integral en el denominador es
intratable, por lo que se utilizan métodos numéricos como los Métodos
de Montecarlo basados en cadenas de Markov (MCMC), para tomar
muestras de las distribuciones condicionales y estimar la distribución
marginal para cada parámetro de interés.
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Si la distribución a priori pertenece a una familia conjugada, la dis-
tribución a posteriori puede calcularse analíticamente, de lo contrario
se recurre a métodos numéricos. Una de�nición de una distribución a
priori conjugada se da a continuación.

De�nición 1.1. Una distribución a priori es conjugada para una fa-
milia de distribuciones si la distribución a priori y la distribución a
posteriori son de la misma familia Lee (2012).

Las distribuciones a priori conjugadas son usuales debido a que siem-
pre se obtiene la distribución a posteriori en forma analítica, así existe
una conveniencia matemática. La familia exponencial incluye muchas
distribuciones comunes (normal, Gamma, Poisson, Binomial, etc.),
una distribución a priori conjugada para la familia exponencial tie-
ne la forma de una distribución de la familia exponencial.

Dos ejemplos de distribuciones a prioris conjugadas son la Binomial y
la Poisson. La verosimilitud Binomial está dada de la siguiente forma:

p(x|π) ∝ πx(1− π)(n−x),

la distribución a priori para π tiene la forma:

p(π) ∝ πα−1(1− π)(β−1),

para 0 ≤ π ≤ 1, esto es tiene una distribución Beta π ∼ Be(α, β),

entonces la distribución a posteriori tiene la forma:

p(π|x) ∝ πα+x−1(1− π)β+n−x−1,

esto es π|x ∼ Be(α + x, β + n − x), es claro que la familia de la dis-
tribución Beta es conjugada para una verosimilitud Binomial.

Para una distribución Poisson la verosimilitud es:

l(λ|x) ∝ λT exp(−nλ),

donde T es la estadística su�ciente T =
∑
xi. La distribución a priori

conjugada es :

p(λ) ∝ λv/2−1 exp(−1/2S0λ).
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La densidad a posteriori es:

p(λ|x) ∝ λ(v+2T )/2−1 exp(−1/2(S0 + 2n)λ).

Para este ejemplo la familia conjugada es la Gamma.

Además, también para la verosimilitud Poisson se tiene las distribu-
ción a priori uniforme que es g(µ) = 1 para µ > 0, y la distribución a
priori de Je�rey g(µ) ∝ 1√

µ , para µ > 0.

Teorema de Bayes para la media normal con una distribución
a priori continua.

Para una distribución normal, la verosimilitud de la muestra aleato-
ria es proporcional a la verosimilitud de la media muestral ȳ. Así la
distribución a posteriori es

g(µ|y1, . . . , yn) =
g(µ)e

− 1
2σ2/n

(ȳ−µ)2∫
g(µ) 1

2σ2/n (ȳ − µ)2dµ
.

Esto funciona para cada distribución a priori continua g(µ). Sin em-
bargo requiere integración que puede hacerse numéricamente, ver Wi-
lliam (2007).

La distribución a priori plana da a cada valor µ igual peso. La distribu-
ción a priori plana no es realmente una distribución a priori adecuada
ya que −∞ < µ < ∞, por lo que no puede integrarse a 1. Sin em-
bargo, esta distribución a priori impropia funciona bien. Aunque la
distribución a priori es impropia, la distribución aposteriori integrará
a 1, por lo que es apropiada. La distribución a priori de Je�rey para la
media de una distribución normal resulta ser la distribución a priori
plana.

La distribución a posteriori para la media se reescribe como g(µ|ȳ) ∝
e
− 1

2σ2/n
(µ−ȳ)2

, así la distribución a posteriori es normal con media ȳ
y varianza σ2/n.

Densidad a priori normal para µ.

La densidad a priori es g(µ) ∝ e−
1

2s2
(µ−m)2

y la forma de la verosi-

militud es f(y|µ) ∝ e−
(y−µ)2

2σ2 . Realizando el producto y eliminando
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la constante de proporcionalidad, se tiene que la distribución a poste-
riori es una distribución normal que tiene media y varianza dadas por:

m′ = (
σ2m+ s2y

σ2 + s2
) y (s′)2 =

σ2s2

(σ2 + s2)
.

Esto demuestra que la distribución normal a priori N(m, s2) pertene-
ce a la familia conjugada para la distribución de observación normal
con varianza conocida.

Intervalo creíble Bayesiano para la media Normal

Teorema 1.3. Cuando la varianza es conocida, el intervalo de con-
�anza Bayesiano de (1−α)% para µ esm′±zα

2
xs′, ver William (2007).

Teorema 1.4. Cuando la varianza es desconocida, el intervalo Baye-
siano es m′ ± tα

2
xs′, ver William (2007).

Distribución a priori no normal Cuando la distribución a priori
es no normal, se encuentra la distribución a posteriori para µ usando
el teorema de Bayes y se tiene que integrar numéricamente. La distri-
bución a posteriori será no normal. El intervalo (1 − α)% creíble al
encontrar un valor inferior µl y superior µµ, tales que

∫ µµ

µl

g(µ|y1, . . . , yn)dµ = 1− α.

Hay muchos de tales valores, la mejor opción µl y µu nos daría el
intervalo más corto posible. Estos valores también satisfacen:

g(µl|y1, . . . , yn) = g(µµ|y1, . . . , yn).

A veces es más fácil encontrar el intervalo creíble con áreas de cola
inferior y superior que son iguales.

Inferencia de la media Bayesiana y frecuentista

En la estadística clásica hay varios tipos distintos de inferencia que se
pueden hacer: estimación puntual, estimación por intervalo y pruebas
de hipótesis. Cada uno de estos tipos de inferencia se pueden hacer
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de forma Bayesiana.

Desde el punto de vista frecuentista, el estimador de la media µ es
el promedio Ȳ , con esta estadística el estimador es insesgado y de
varianza mínima. El estimador Bayesiano para µ es:

µ̂B = E(µ|y1, . . . , yn) =
1/s2

n/σ2 + 1/s2
xm+

n/σ2

n/σ2 + 1/s2
xȳ.

Se sabe que la media a posteriori minimiza el cuadrado medio a poste-
riori, esto es µ̂B es el estimador óptimo para la media dados nuestros
datos de la muestra William (2007). La media a posteriori es una fun-
ción lineal de la variable aleatoria Ȳ , así su valor esperado es

E(µ̂B) =
1/s2

n/σ2 + 1/s2
xm+

n/σ2

n/σ2 + 1/s2
xµ.

El sesgo de la media a posteriori es su valor esperado menos el valor
verdadero del parámetro el cual simpli�ca a σ2

ns2+σ2 (m− µ),

la varianza de la media a posteriori es [ n/σ2

n/σ2+1/s2 ]2xσ
2

n .

Esta es más pequeña que σ2

n , la cual es la varianza del estimador Ȳ ;
el estimador Bayesiano tiene un error cuadrado medio más pequeño.

Relación entre un intervalo frecuentista e intervalo creíble
Bayesiano de la aproximación a priori plana.
Con una distribución a priori plana para µ, la media a posteriori es
igual a m′ = ȳ, y la varianza a posteriori es igual a (s′)2 = σ2

n . En este
caso el intervalo creíble frecuentista y el intervalo creíble Bayesiano
tienen la misma forma:

ȳ ± zα
2
· σ√

n
.

La interpretación frecuentista es que µ es �ja. Los puntos �nales del
intervalo aleatorio se calculan utilizando una declaración de proba-
bilidad sobre la distribución de muestreo de la estadística ȳ. En la
interpretación Bayesiana se permite que µ sea una variable aleatoria.
El intervalo creíble se calcula a partir de la distribución a posterio-
ri dados los datos de muestras que ocurrieron, tiene la probabilidad
condicional establecida de contener µ dados los datos.
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Inferencia Bayesiana para regresión lineal simple

A veces es necesario modelar una relación entre dos variables x y y.
Es posible que se requiera encontrar una ecuación que describa tal re-
lación. A menudo se planea usar el valor de x para ayudar a predecir
y usando esta relación. Los datos consisten en n ordenadas (xi, yi)
para i = 1, . . . , n. x es considerada la variable predictora y se conoce
sin error y y es una variable de respuesta que depende de x de alguna
manera desconocida, cada y observado contiene un término de error.

La verosimilitud de la observación i es:

li(αx̄, β) ∝ e−
1

2σ2 [yi−(αx+β(xi−x̄))]2 ,

esto siempre es así.
La verosimilitud de toda la muestra de todas las observaciones es el
producto de la verosimilitudes individuales

lmuestra(αx̄, β) ∝ Πn
i=1e

− 1
2σ2 [[yi−(αx+β(xi−x̄))]2 .

El exponente se simpli�ca en SSy =
∑n
i=1(yi − ȳ)2, y

SSxy =
∑n
i=1(yi − ȳ)(xi − x̄), y SSx =

∑n
i=1(xi − x̄)2.

La verosimilitud eliminando la constante de proporcionalidad, es el
producto de dos funciones de masa asociadas con sendas distribucio-
nes normales y el resultado es el siguiente:

lmuestra(αx̄, β) ∝ e−
1

2σ2/SSx
[β−SSxySSx

]2

e{−
1

2σ2 [(αx̄−ȳ)2]}.

Nótese que la pendiente de mínimos cuadrados es β =
SSxy
SSx

y ȳ = Ax,
el estimador de mínimos cuadrados del intercepto de la línea vertical
x = x̄. La distribución a priori conjunta para β y αx̄ es

g(αx̄, β) = g(αx̄)g(β).

La distribución a posteriori conjunta para β y αx es proporcional a
la distribución a priori conjunta por la verosimilitud conjunta, esto es:
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g(αx̄, β|datos) ∝ g(αx̄, β)lmuestra(αx̄, β).

Modelos Gausianos Latentes

Los modelos Gausianos Latentes son una clase muy general de modelos
Bayesianos jerárquicos donde se supone que la variable de respuesta
pertenece a una familia exponencial y es condicionalmente indepen-
diente dado un campo latente (normalmente distribuido) y algunos
hiperparámetros.

El modelo jerárquico puede ser escrito como:

y|(η, θ2) ∼ π(y|η, θ) = Πip(yi|ηi, θ2), verosimilitud.

η|θ1 ∼ p(η|θ1) = N(0,Σ), campo latente.

θ = [θ1, θ2]T ∼ p(θ), hiperparámetros.

Donde y es un conjunto de datos observados, η es la distribución
conjunta de todos los parámetros en el predictor lineal (incluido el
mismo), θ son los hiperparámetros del campo latente que no son Gaus-
sianos.

La distribución marginal de cada parámetro es:

(ηi|η−i) ∼ N(µi −
1

Qii

∑
j 6=i

Qij(ηj − µj), Q−1
ii ),

donde η−i son los otros parámetros que no son i, combinando los 3
niveles la distribución a posteriori conjunta resulta en:

π(η, θ|y) ∝ π(θ)N(0,Σ)Πiπ(yi|ηi, θ),
el análisis tiene como objetivo encontrar las distribuciones a posteriori
marginales para todos los elementos del campo latente.

La distribución normal en el nivel del campo latente puede sustituir-
se por algunas otras distribuciones, algunas de éllas son los Campos
Aleatorios Gaussianos de Markov Intrínsecos (IGMRF), que a menu-
do se denominan CAR intrínseco o paseo aleatorio en dos dimensiones
(RW2d) y el Besag. La densidad del primero es:

π(µ|τµ) ∝ τ
1
2 (n−2)
µ exp(−1

2
µTQµ),
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donde la matriz de precisión es Q = τµR. El parámetro τµ denota la
precisión mientras que R re�eja la estructura de vecindad especí�ca
del modelo. Mientras el modelo Besag está de�nido por la densidad
conjunta

π(x|k) ∝ k(n−1)/2exp(−k
2

Σi∼jwij(xi − xj)2),

donde j ∼ i signi�ca que ηj pertenece a una vecindad de ηi y wij
denota pesos positivos y simétricos para pares de nodos adyacentes.
Se asumen incrementos independientes

Xi −Xj ∼ N(0, 1/wijk),

y la matriz correspondiente a Q ahora tiene elementos:

Qij =

 Σk:k∼iwik, i = j;
−k(wij), i ∼ j;
0, d.o.f.

(1.1)

Campos Aleatorios Gaussianos de Markov(GMRF)

Los Campos Aleatorios Gaussianos de Markov y las distribuciones
marginales se sustituyen por distribuciones condicionales. Un campo
aleatorio de Markov puede de�nirse como un conjunto de variables
aleatorias que tienen la propiedad de Markov y cuando todas las va-
riables se distribuyen normalmente se tiene un GMRF.

Se puede de�nir un GMRF por su media condicional y precisión, la
media condicional es una suma ponderada de los vecinos, con pesos
correspondientes a los valores en Q

E[ηi|η−i] = µi −
1

Qii
Σj∼iQij(ηj − µj).

La precisión es

Prec[ηi|η−i] = Qii.

Se pueden usar en diferentes tipos de campos aleatorios para mode-
lar el efecto espacial en una red; uno de ellos es el GMRF Intrínseco
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(IGMRF). Los modelos CAR a menudo se llaman CAR intrinsecos o
paseos aleatorios en dos dimensiones (RW2D), y se caracterizan por
una matriz de precisión que no es de rango completo (tiene al menos
un valor propio cero).

El análisis de puntos de cambio en Altieri (2015) lo hacen con procesos
Cox Log Gaussianos, estos procesos se de�nen de la siguiente forma:

El proceso Cox Log Gaussiano es un proceso puntual doblemente es-
tocástico formado como un proceso de Poisson no homogéneo con una
intensidad estocástica. Estos procesos fueron introducidos por Cox en
una dimensión temporal. Su de�nición en el espacio y en el tiempo es:
1. {∆(s, t), s ∈ S, t ∈ T} es un proceso estocástico no negativo.

2. Condicionando a {∆(s, t) = λ(s, t), s ∈ S, t ∈ T}, los eventos for-
man un proceso Poisson no homogéneo con intensidad λ(s, t).

Supongamos que z = {Z(s, t), s ∈ S, t ∈ T} es un proceso Gaussiano
evaluado en los reales con media µ(s, t) = E[Z(s, t)] y función de co-
varianza C[(si, ti), (sj , tj)] = Cov[Z(si, ti), Z(sj , tj)]. Si la función de
intensidad está de�nida como ∆(s, t) = exp[Z(s, t)], entonces el co-
rrespondiente proceso Y es también un proceso Cox Log Gaussiano,
ver Altieri (2015).

Los procesos Cox Log Gaussianos suponen que la distribución de pun-
tos sobre el espacio se debe a la heterogeneidad ambiental estocástica
modelada con una función de intensidad aleatoria ∆(s); dada ∆(s) la
distribución de puntos sigue un proceso de Poisson no homogéneo. En
los procesos Cox log Gaussianos se supone que el logaritmo de la super-
�cie de intensidad sobre una ventana de observación W es un campo
Gaussiano (latente) sobre(s), es decir ∆(s) =

∫
λ(s)ds = exp(η(s)),

y condicionado sobre η(s), el número de puntos es N ∼ Poi(∆(s)).

La Estadística Espacial se divide en tres ramas: Geoestadística, Proce-
sos Areales y Procesos Puntuales. Los que son de interés en inferencia
Bayesiana son los Procesos Puntuales, estos tienen las siguientes ca-
racterísticas:

� N(w): Es el número aleatorio de puntos del proceso en la obser-
vación de la ventana w.

� X son procesos puntuales de�nidos sobre un espacio medible y
observado en el interior de la ventana w.
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� Xi, i = 1, ..., N : punto genérico (evento del proceso).

� P (N(W = n)), número de distribuciones univariadas.

� E(N(w)) = η(w), número esperado de puntos en W .

La función de intensidad λ(s) = ĺımds→0
E(N(ds))
|ds| ,

es decir, el número de puntos en una región extremadamente pequeña.
La intensidad puede ser constante, en este caso el proceso es llama-
do uniforme/homogéneo, o inconstante, en cuyo caso el proceso es no
uniforme/no homogéneo.

La intensidad es homogénea cuando el número de puntos en una re-
gión es:

N(w) ∼ Poi(λ(w)),

por lo tanto,

P (N(w) = n) = exp(−λ|w|) (λ(w)n)

n!
,

esto implica que λ(s) = λ, es decir el número medio de eventos por
unidad de área no depende de la localización s, la intensidad del pro-
ceso es no homogénea si,

N(w) ∼ Poi(∆(w)), donde, ∆(s) = E(N(w)) =
∫
w
λ(s)ds,

y λ(s) es la intensidad de primer orden en la localización s.

Una clase amplia de Procesos Puntuales está dada por los procesos
de Cox. Los Procesos Cox Log Gaussianos son Procesos Puntuales
de Cox donde se supone que el logaritmo de la super�cie de intensi-
dad es Gaussiana. La inferencia para estos modelos es históricamente
muy difícil de tratar, sin embargo el procedimiento de Aproximación
de Laplace Anidada Integrada (INLA) abre nuevas posibilidades para
poder realizar la inferencia con estos procesos,ver Altieri (2015).

Para obtener estimaciones a posterioris se puede utilizar INLA, que
es un método en el que se usa una distribución Gaussiana para apro-
ximar una función de densidad de probabilidad dada (en el análisis
Bayesiano la distribución a posteriori).



24 CAPÍTULO 1. PUNTOS DE CAMBIO

La INLA explota a la distribución Gaussiana y la expansión de la serie
de Taylor de la aproximación de Laplace para obtener una expansión
manejable y computacionalmente rápida de la distribución original.

De�nición 1.2. Sea {η(s)}s∈w un campo aleatorio; este es un campo
Gaussiano si y sólo si dados s1, ..., sn, un conjunto de localizaciones
y b1, ..., bn un conjunto de números reales, tales que, b1η(s1) + ... +
bnη(sn) es normalmente distribuido, los vectores η(s1), ..., η(sn) siguen
una distribución normal multivariada para cualquier localización s.

Una transformación para de�nir una intensidad no negativa para un
proceso Cox es:

∆(s) =

∫
w

λ(s)ds = exp(λ(s)).

Por construcción {η(s)}s ∈ w, es también un campo aleatorio.

La distribución de un LGCP X, se de�ne através de la distribución
del campo Gaussiano {η(s)}s ∈ w que se especi�ca por su media, va-
rianza y estructura de correlación (semide�nida positiva). Si el proceso
es estacionario e isotrópico, la distribución conjunta (X, η) es inva-
riante bajo movimientos rígidos.

La distribución de los LGCP estacionarios se caracteriza por su inten-
sidad y la función de correlación por pares .

Bajo estacionariedad, µ = E(∆(0)) = λ es la media del campo de
intensidad. Sea σ2 la varianza y C(r) la función de covarianza del
campo latente a la distancia r (es estacionario, por lo que solo depen-
de de la distancia), es decir C(r) = σ2K(r) = Cov{η(s), η(s−r)}. Por
las propiedades de momentos de la distribución Lognormal, la inten-
sidad de primer orden de un LGCP es λ = E(∆(0)) = E(exp(η(0)) =
exp(µ+ 1

2σ
2) y la intensidad de covarianza es:

g(r) = λ2[exp(σ2K(r))− 1].

Un LGCP espacio temporal puede ser de�nido como un proceso Poi-
sson espacio temporal no homogéneo condicionado sobre una función
de intensidad estocástica que varía en espacio y tiempo, la función de
intensidad esta dada de la siguiente forma:
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∆(s, t) = exp(η(s, t)) donde η(s, t) es un proceso Gaussiano.

La intensidad en modelos separables es descompuesta como

λ(s, t) = λ0(s, t)R(s, t) = λ0(s)µ0(t) exp(η(s, t),

donde λ0(s, t) = λ0(s)µ0(t) es un producto de una componente pura-
mente espacial y otra puramente temporal.

La correlación espacio temporal es K(r, v) = Ks(r)Kt(v).

Obteniendo estimaciones aposterioris con INLA

Para obtener estimaciones a posterioris se utiliza la aproximación La-
place (INLA). El objetivo de INLA es proporcionar aproximaciones
determinísticas precisas y rápidas a todas o al menos a algunas de las
a posterioris marginales para los ηis.

La aproximación aplicada por INLA tiene como objetivo encontrar la
distribución a posteriori marginal, es decir, la distribución condicio-
nal del campo latente η, dados los datos π(ηi|y) y de θ, π(θi|y) sin
integrarse sobre ηi. Los pasos para esto son los siguientes:

1. La aproximación de Laplace π̂ de la a posteriori conjunta de los
hiperparámetros:

π(η|y) =
π(η, θ, y)

π(η|θ, y)π(y)
=
π(η, θ|y)

π(η|θ, y)
∝ π(η, θ|y)

πG(η|θ, y)
|η=η∗θ

∼= π(θ, y),

πG es una aproximación Gaussiana (Laplace) de π(η|θ, y) con la ca-
racterística de hacer coincidir la verdadera distribución a posteriori en
la moda. La verdadera distribución condicional completa del campo
latente se aproxima mediante una distribución Gaussiana evaluada
en la moda η∗θ . Esta aproximación es muy precisa en la mayoría de los
casos ya que π(η|θ, y) parece casi Gaussiana debido a la suposición de
que la distribución a priori π(η|θ) es Gaussiana.

2. Se integra numéricamente para encontrar la marginal a posteriori
(aproximada) π̃(θi|y).

3. Se integra fuera de θ para encontrar las marginales a posterioris
π(ηi|y). En la integración de Laplace de π(θ|y) (ya obtenida) se ex-
plota numéricamente para encontrar los puntos del soporte θp para la
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integración numérica. Estos puntos tienen pesos de área ∆p que están
conectados a la suma que se aproxima a la integral:

π̃(ηi|y) =

∫
π̃(ηi|θ, y)π̃(θ|y)dθ ≈ πG(ηi|θp, y)π̃(θp|y)∆p.

La Aproximación de Laplace Anidada Integrada primero explora la
distribución marginal conjunta a posteriori de los hiperparámetros θ
para localizar la moda que se convertirá en la media de la distribución
a posteriori Gaussiana aproximada.

Estimando modelos con INLA

Los modelos Gaussianos Latentes son una subclase de modelos de re-
gresión aditiva, es decir, un subconjunto de todos los modelos aditivos
Bayesianos con un predictor aditivo estructurado Altieri (2015).

De�nición 1.3. Un modelo aditivo estructurado puede ser escrito
como: yi = µi + ξi con g(µi) = β0 + Σβkzki + Σwjifj(zji) +µi, donde
el campo latente es η = {β0, βk(K = 1, ....k), fj(j = 1, ..., J), µi(i =
1, ..., N)}, i.e. una colección de todos los parámetros aleatorios y es-
pecí�camente.

1. β0 es un intercepto.

2. βk son efectos lineales �jos de covariables.

3. fj(zji) son efectos espaciales suaves.

4. µi es un término de error no estructurado.

5. η ∼ N(0, Q−1) todos los efectos son asumidos normales con media
cero.

6. Q debe tomarse en cuenta para cuando se tienen un numero de
hiperparámetros menor o igual que 7.

7. β ∼ N(0, τ−1
β I), se supone que todos los efectos lineales, son inde-

pendientes y dependen del mismo hiperparámetro.

8. La matriz de precisión general Q tiene valores diagonales no nulos
que solo correspondan a los efectos estructurales no lineales.



1.3. INFERENCIA BAYESIANA 27

9. µ ∼ N(0, τ−1
µ I), los términos de error lineal µi son iid y τµ ∼

Ga(α, β). Note que E(τµ) = αµ y σ2
µ = 1

τµ
∼ INV GA(α, β), don-

de INVGA es una distribución Gamma Inversa. Esto signi�ca que
E(σ2

µ) = β/α− 1 y v(σ2
µ) = β2

(α−1)2(α−2) .

Estimando Procesos Cox Log Gausianos (LGCP) con INLA.

En el caso particular de LGCP, la log intensidad del proceso Poisson
puede ser descrita por un predictor lineal como yi = λi+ ξi ∼ Poi(λi)
donde yi = N(Ci). La aproximación del Proceso Puntual X por un
proceso discreto Poisson y es bueno cuando las celdas son lo su�cien-
temente pequeñas con:

log(λi) = β0 + ΣKk=1βkzki + ΣJj=1wjifj(zji) + µi,

donde β0 es una intersección común y βk son intersecciones especí-
�cas de tiempo y explican la variación en la intensidad a través del
tiempo/espacio. El campo latente Gaussiano es η = {β0, βk, (k =
1, ..., k), fj(j = 1, ..., J)} y la distribución de todos los parámetros del
campo se aproxima mediante un GMRF.

Introducción al análisis de puntos de cambio

Un punto de cambio se de�ne como un lugar o un punto de tiempo τ
en una serie y de manera que las observaciones siguen una distribu-
ción F0 hasta ese punto y otra, F1 después de ese punto. Se suponen
datos ordenados de 1 a T y el modelo que los describe presenta algu-
nos cambios abruptos, los datos se dividen en segmentos que siguen
el mismo modelo pero diferentes especi�caciones de parámetros. Los
problemas de puntos de cambio se pueden desarrollar en diferentes
niveles de complejidad por ejemplo: un punto de cambio con locali-
zación desconocida en τ0, número desconocido de puntos de cambio,
con localizaciones desconocidas, y el número desconocido de puntos
de cambio pueden ser m = 1, ...,M , con localizaciones desconocidas
τ1, ..., τm.

Distribuciones a priori

Hay dos clases posibles de escenarios de distribuciones a priori. El
primero está estructurado en dos niveles: en primer lugar, se de�ne
una distribución a priori π(m), m = 0, ...,M , en el número de puntos
de cambio y luego condicionado en m, se establece un conjunto de
distribuciones a priori para las posiciones de los puntos de cambio,
construidas donde cada punto de cambio en la distribución a priori
depende de la siguiente posición del punto de cambio:
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1) π(m).
2) πm(τ1, ..., τm) = πm(τm)πm(τm−1|τm) . . . τm(τ1|τ2),

por de�nición se tiene τ0 = 0 y τm+1 = T.

El segundo ajuste de la distribución a priori consiste en una distribu-
ción a priori conjunta sobre el número y posición de puntos de cambio,
construido modelando la ocurrencia de puntos de cambio mediante un
proceso de punto discreto, se tendría un Proceso Puntual en dos ni-
veles: un proceso temporal en el nivel de la distribución a priori, y
un proceso espacio temporal en el nivel de los datos, el Proceso Pun-
tual en el nivel de la distribución a priori se construye observando la
función de densidad de masa g(v) entre el tiempo V entre dos puntos
de cambio sucesivos. Como la distribución es discreta su función de
distribución acumulativa G(v) = Σvµ=1g(µ) será gradual y la distribu-
ción a priori es:

πm(τ1, ..., τm) = g0(τ1)(Πm
j=2g(τj − τj−1)(1−G(τm+1 − τm)),

donde g0(τ1) es la función de masa en el primer punto de cambio,
como valor inicial para la serie de productos una opción natural para
la distribución de v es la distribución Binomial negativa.

v ∼ BN(k, p), g0(v) = Σki=1

(
v−i
i−1

)pi(1−p)v−i
k , g(v) =

(
v−k
k−1

)
pk(1−p)v−k,

donde k es el número de puntos de cambio hasta que se detiene la
sucesión y p es la probabilidad de cada juicio Bernoulli i.i.d..

Distribución a posteriori

Para cadam se obtiene una distribución a posteriori siguiendo la regla
de Bayes y utilizando la verosimilitud aproximada dado un número m
de puntos de cambio L(m)

0 , se obtiene:

π(m|y) ∝ π(y|m)π(m) ≈ L(m)
0 π(m).

La distribución a posteriori de m permite elegir el mejor número de
puntos de cambio dados los datos, digamos M̂ . Si M̂ ≥ 1 se eligen las
mejores posiciones de puntos de cambio de la distribución a posteriori.
Las posiciones más probables se encuentran utilizando las recursiones
(ya calculadas) para m = M̂ através de la distribución condicional.
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Puntos de cambio

Para los puntos de cambio se utiliza una distribución a priori en dos
niveles, por lo tanto se establece una distribución a priori en el número
(0 o 1) de puntos de cambio. Para obtener detalles de esta con�gura-
ción de la distribución a priori, se da la misma masa de probabilidad
a ambos valores.

π(M) =

{
0.5, M = 0, 1
0, M > 1.

(1.2)

Se debe tener en cuenta que una distribución a priori uniforme implica
que la razón de las distribuciones a priori π(1)

π(0) es 1, por lo tanto cual-
quier cálculo que involucre la razón de las distribuciones a posteriori
que es producto de razones de verosimilitud y distribuciones a priori
puede simpli�carse.

En el trabajo de Altieri (2015) se encuentran los puntos de cambio so-
bre la intensidad homogénea λ considerando los contrastes siguientes:

Modelo con efectos �jos

H0 : logλ(t) = µ+ ξt para t = 1, . . . , T

vs

H1 : logλ(t) = µ1 + ξt para t ≤ T ∗; logλ(t) = µ2 + ξt para t > T ∗,

donde µt es una intercepción especí�ca en el tiempo, constante en el
espacio pero que puede variar en el tiempo, su variación ocurre en
correspondencia del punto de cambio, en una posición en el intervalo
[t1, t2] y ξ es un término de error no estructurado.

Modelo con efecto temporal

Se mantiene el supuesto de homogeneidad espacial, los datos pueden
mostrar dependencia temporal del patrón de puntos de tiempo. La
dependencia solo se permite dentro de segmentos de tiempo no entre
segmentos. El contraste es:

H0 : logλ(t) = µ+ φ+ ξt, para, t = 1, . . . , T

vs

H1 : logλ(t) = µ1 + φ1 + ξt, para, t ≤ T ∗; log λ(t) = µ2 + φ2 + ξt, para,
t > T ∗.
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Dentro de cada segmento de tiempo, φ es un efecto aleatorio modelado co-
mo un modelo autorregresivo de orden 1 (AR(1)), es decir se supone que
el logaritmo de la función de intensidad en cada punto de tiempo dependa
de su propio valor en el momento anterior: ψt = ρψt−1 + µt donde co-
mo es usual |ρ| < 1. Los hiperparámetros para la precisión cumplen que
vψ ∼ Gamma(αψ, βψ).

Este contraste de hipótesis es utilizado en el Capítulo 3 de este trabajo
donde se trata sobre el tiempo y se programa para obtener los puntos de
cambio con el factor de Bayes.

Modelo con efectos espaciales

El contraste es:

H0 : logλ(t, s) = δ + φs + ξts para t = 1, . . . , T y s = 1, . . . S

vs

H1 : logλ(t, s) = δ + φ1s + ξts para t ≤ T∗ y s = 1, . . . , S

logλ(t, s) = δ + φ2s + ξts para t > T∗ y s = 1, . . . , S,

donde δ es un intercepto común y φs describe la dependencia espacial, es-
tá indexado por s ya que puede tomar diferentes valores en la cuadrícula.
Bajo H1 un solo valor de�ne la intensidad de cada celda en todo el primer
segmento de tiempo, y después del punto de cambio cambia el valor de cada
celda. El efecto espacial como una caminata aleatoria en dos dimensiones
en una red (CAR) intrínseco. Aqui también el parámetro de precisión se
puede modelar como vφ ∼ Gamma(αφ, βφ).

Modelo general

Se incluyen ambos efectos, se permite la falta de homogeneidad espacial,
la dependencia temporal dentro de segmentos y la dependencia espacial en
cada momento. El contraste es:

H0 : logλ(t, s) = λ+ ψ + φs + ξts, para, t = 1, . . . , T y s = 1, . . . , S.

vs

H1 : logλ(t, s) = δ + ψ1 + φ1s + ξts, para, t ≤ T∗ y s = 1, . . . , S;

logλ(t, s) = δ + ψ2 + φ2s + ξts, para, t > T∗ y s = 1, . . . , S.

Se supone que la dependencia temporal está dentro de los segmentos no a
través de ellos. En un proceso no homogéneo, la dependencia AR(1) con-
cierne a las celdas, la intensidad de cada celda depende de su valor anterior.
El valor �nal estimado para φ es una síntesis de los valores de las celdas en
el espacio. El parámetro de precisión para los efectos temporales y espacia-
les tiene una distribución a priori Gamma que está con�gurada por defecto
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como no informativa.



Capítulo 2

Modelos clásicos espacio
tiempo

En este Capítulo se tratan las diferentes clasi�caciones de puntos de cambio:
según Brodsky y Darkhovsky, visualización de puntos de cambio abrupto y
gradual, puntos de cambio espacio tiempo según Xun et al. (2014). Poste-
riormente se tratan algunas metodologías paramétricas y no paramétricas
y �nalmente se presentan algunas aplicaciones.

2.1 Puntos de cambio según Brodsky y

Darkhovsky

De acuerdo con Brodsky y Darkhovsky (1993, 2000), los problemas y mé-
todos de diagnóstico de puntos de cambio se pueden clasi�car de la manera
siguiente:

1. Por el carácter de la información sobre el objeto de diagnóstico:
Análisis restrospectivo (a posteriori) y análisis secuencial.

2. Por el carácter de métodos de diagnóstico estadístico: Métodos
paramétricos, no paramétricos y semiparamétricos.

3. Por el carácter del objeto de diagnóstico: Problemas de diagnós-
tico estadístico para procesos aleatorios (en tiempo discreto o continuo) y
problemas de diagnóstico estadístico para campos aleatorios.

32
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4. Por el carácter de dependencia estadística entre observaciones:
se pueden formular problemas de puntos de cambio para sucesiones alea-
torias con observaciones independientes, y problemas de puntos de cam-
bio para observaciones dependientes en el tiempo o espacio, en forma uni-
dimensional y multidimensional, con un solo punto de cambio o múltiples
puntos de cambio.

5. Por el mecanismo de cambio en el estado del objeto de diag-
nóstico: Detección de cambio abrupto (problemas de puntos de cambio),
detección de cambio gradual, detección en relaciones de regresión. Dichos
cambios son observados en las características probabilísticas de las obser-
vaciones.

Los tipos de cambio que se tratan en este trabajo de tesis son, por el carácter
de métodos de diagnóstico estadístico: paramétricos y no paramétricos y por
el mecanismo de cambio en el estado del objeto de diagnóstico: Detección
de cambio abrupto.

2.2 Puntos de cambio abrupto y gradual

Los puntos de cambio abrupto y gradual se visualizan en la Figura 2.1 la
cual fue obtenida de Brodsky y Darkhousky (1993), ψθ(t) es la función con
punto de cambio referente a los θ:

Figura 2.1: Grá�ca de puntos de cambio.

Observando la Figura 2.1 de arriba hacia abajo se presentan los puntos de
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cambio de la siguiente forma:

Problema I) Muestra un punto de cambio abrupto.

Problema II) Muestra un cambio gradual.

Problema III) Muestra dos cambios abruptos.

Problema IV) Muestra cinco cambios abruptos.

Problema V) Muestra seis cambios abruptos.

En el último problema en la Figura 2.1 el cambio ya no es homogéneo.

2.3 Puntos de cambio en espacio-tiempo

El problema de puntos de cambio en espacio-tiempo analiza diferentes ti-
pos de cambios, según Xun et al. (2014), los cambios espacio temporales se
clasi�can de diferentes formas: cambio en parámetros estadísticos; cambio
en el valor, es decir la diferencia entre un valor de un dato y sus vecinos
en localización o tiempo; cambio en el modelo ajustado a los datos, el cual
se re�eja en el cambio del comportamiento de la tendencia la cual puede
ser lineal y polinomial; y cambio en los atributos de la derivada, es decir
la diferencia entre la predicción y el valor actual es considerada un cambio,
también se analizan cambios solo temporales en series de tiempo.

En una serie de tiempo: cambio en la media de una serie de tiempo,
cambio en el valor de una serie de tiempo y cambio en modelos lineales en
una serie de tiempo.

Tipos de cambios espaciales

Basado en imágenes: Los cambios en imágenes incluyen una sola imagen o
un conjunto de imágenes (más de 2 imágenes).

Basado en ráster : Cambio en el patrón de escala la cual puede ser local,
focal o zonal, estos tipos de cambio se muestran en la Figura 2.2.
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(a) Campo ráster, dos cambios
focales.

(b) Cambio zonal en ve-
getación.

(c) Cambio zonal.

Figura 2.2: Cambios espacio-temporales, la Figura fue obtenida de
Xun et al.(2014).

Basado en vectores, los cambios pueden ser entre: puntos, líneas, polígonos
y redes, estos cambios se muestran en la Figura 2.3.

(a) Cambio de límites (líneas.) (b) Cambio en polígonos, lat-
tice irregular.

(c) Cambio por distancia en
red (por crímenes de estado).

Figura 2.3: Cambios basados en vectores, la Figura fue obtenida de
Xun et al.(2014).

También se analizan cambios basados en imágenes: los cambios en imáge-
nes incluyen una sola imagen o un conjunto de imágenes. Para cambios en
espacio-tiempo el análisis es para las diferentes combinaciones de cambios
temporales y espaciales.

Además de los diferentes puntos de cambio, para realizar inferencia sobre
los puntos de cambio en la estadística clásica, se requiere una estadística de
prueba y contrastar un juego de hipótesis, así existen métodos paramétricos
y no paramétricos. De aqui en adelante se incluye el contenido del artículo
publicado, Muñiz L.,et al. (2019).

2.4 Métodos de puntos de cambio en esta-

dística clásica

En esta sección se presentan algunos métodos paramétricos y no paramé-
tricos de puntos de cambio. Enseguida se describe en qué consiste cada uno
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de éllos.

Métodos paramétricos

Los métodos paramétricos son: la prueba de homogeneidad normal están-
dar Alexandersson (1986), Von Newman Von Neumann (1941), Rangos de
Buishand Buishand (1982), Movimiento t Yin et al. (2015), Análisis de es-
pectro singular (Moskvina 2001, Moskvina y Zhigljavsky 2003), la Prueba
de Anomalía Acumulativa Ran et al. (2010) y una más basada en kernel
Jansenberger y Steinnocher (2014).

Prueba de homogeneidad normal estándar.

La prueba de homogeneidad normal estándar fue desarrollada por Alexan-
dersson (1986) para comparar la media de los primeros k años del registro
con el de los últimos n− k años, el contraste de hipótesis es:

H0 : µ1 = µ2 vs Ha : µ1 6= µ2

donde µ1 es la media de los primeros k años y µ2 de los últimos n− k años.
La estadística T (k) es calculada como:

T (k) = kz̄2
1 + (n− k)z̄2

2 k = 1, . . . , n, donde z̄1 =
1

k

k∑
i=1

zi,

z̄2 =
1

n− k

n∑
i=k+1

zi.

Si ocurre un cambio en el año k0, entonces T (k) alcanza un máximo cerca
del año k = k0. La estadística de prueba T0 se calcula como:

T0 = máx(T (k)) para 1 ≤ k ≤ n.

La hipótesis nula se rechaza cuando T0 es más grande que un cierto valor
crítico, es decir existe un punto de cambio.

Prueba de relación Von Neumann

La prueba de relación de Von Neumann (1941) está relacionada con el coe-
�ciente de correlación serial de primer orden. La relación de Von Neumann
se de�ne como la razón de la diferencia del cuadrado medio sucesivo (año
con año) N . Su estadística de prueba para detección de punto de cambio
en la serie temporal de X1, X2, X3, ..., Xn se describe como:

N =

∑n
i=1(Xi −Xi−1)2∑n
i=1(Xi − X̄)2

, (2.1)

las Xi son distribuidas normalmente con media µ y varianza σ2, las hipóte-
sis respecto al punto de cambio con respecto a la media son las siguientes:
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H0 : E(N), i = 1, . . . ,m, es decir la media es constante,

vs

Ha : E(N) + ∆, i = m+ 1, . . . , n existe un cambio de tamaño ∆.

Para series homogéneas, el valor esperado bajo la hipótesis nula es constan-
te E(N) = 2. Las series o muestras no homogéneas con un cambio tendrán
un valor de N menor que 2, cualquier otro valor implica que la serie de
tiempo tiene una variación rápida en su media.

Prueba de rangos Buishand

Buishand (1982) desarrolló esta prueba estadística. Aquí, la suma parcial
ajustada, que es la suma acumulada de la desviación de la media para la
observación k de una serie X1, X2, X3, ..., Xn con media (µ) se puede cal-
cular como:

S0∗ = 0 y Sk∗ =
∑k
i=1(Xi − X̄), k = 1, . . . , n.

Donde las Xi tienen distribución normal. Para series homogéneas, los va-
lores de Sk∗ �uctúan alrededor de cero ya que en la serie de tiempo aleatoria
la desviación de su media se distribuye generalmente en ambos lados de la
media de la serie. Si la serie se rompe en el año K, entonces Sk∗ alcanza
un máximo (cambio negativo) o un mínimo (desplazamiento positivo) cerca
del año k = K.

Las sumas parciales reajustadas son obtenidas por dividir a Sk∗ por la des-
viación estándar muestral:

Sk ∗ ∗ = Sk∗
Dx

, k = 0, . . . , n, con D2
x =

∑n
i=1(Xi − X̄)2/n.

La prueba de homogeneidad está basada en las sumas parciales reescaladas
ajustadas Sk ∗ ∗. La estadística para desarrollos de homogeneidad es:

Q = máx0≤k≤n |Sk ∗ ∗|,

valores altos de Q son una indicación para un cambio Buishand (1982).

Prueba de movimiento t

El método de la prueba del movimiento-t es utilizada por Yin et al. (2015)
éllos la usaron para detectar los posibles puntos de cambio abruptos. La
prueba del movimiento t es la prueba t de dos muestras Snedecor y Co-
chran (1989) la cual es usada para determinar si dos medias poblacionales
son iguales. Los datos pueden ser pareados o no pareados. Si son pareados
signi�ca que existe una correspondencia uno a uno entre los valores en las
dos muestras, para muestras pareadas usualmente se calcula la diferencia.
Para muestras no pareadas, los tamaños de muestra para dos muestras pue-
den no ser iguales. Las varianzas de las muestras pueden asumirse que son
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iguales o diferentes.

El contraste de hipótesis respecto a la media para detectar un cambio es:

H0 : µ1 = µ2 vs Ha : µ1 6= µ2

cuando las varianzas son iguales la estadística de prueba es:

t =
x̄1 − x̄2

s
√

1
n1

+ 1
n2

, donde s =

√
n1s2

1 + n2s2
2

n1 + n2 − 2
. (2.2)

Esta estadística de prueba es usada para detectar un punto de cambio, para
una serie de tiempo dada {xn} la cual tiene n muestras aleatorias indepen-
dientes, el punto de referencia es establecido para un tiempo dado. Las
muestras de dos subsucesiones antes y después de un dato puntual son n1

y n2. x̄1 y x̄2 son el promedio y s2
1 y s2

2 son las varianzas de las respectivas
subsucesiones.

La prueba de movimiento t según Yin et al. (2015) se lleva a efecto en tres
pasos para detectar el cambio abrupto. Primero, se de�ne la misma lon-
gitud de dos subsecciones antes y después del dato puntual; normalmente,
n1 = n2. Segundo, de acuerdo a la expresión (2.2), el valor estadístico de dos
subsecciones es sucesivamente calculado usando el método de movimiento t
para un conjunto de datos puntuales. Tercero, los valores promedio de dos
muestras son comparadas en un nivel de signi�cancia dado para detectar
el cambio. Si |ti| < tα donde ti es la estadística de prueba al considerar al
i-ésimo punto como punto de referencia para construir la estadística 2.2 y
tα es el cuantil de tamaño α, entonces la variable analizada tiene cambio
abrupto en el dato puntual.

Análisis de espectro singular (SSA)

El análisis de espectro singular (Moskvina 2001, Moskvina y Zhigljavsky
2003) es una técnica potente del análisis de series de tiempo que se utiliza
para detectar puntos de cambio.

Algoritmo para detectar puntos de cambio

Sea x1, x2, . . . , xT una serie de tiempo con T <∞. Se seleccionan: el ancho
de la ventana N(N ≤ T ), el parámetro lag M(M ≤ N

2
), k = N −M + 1 y

0 ≤ p∗ < q, I = (1, . . . , l) donde l denota el número de eigenvectores que
forman la base del subespacio Ln,I , l < M .

Para cada n = 0, 1, . . . se calcula:

1. La matriz de base X(n), llamada la matriz de trayectoria, X(n) tiene
datos multivariados con M características y k observaciones. Las columnas
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X
(n)
j con j = 1, . . . , k de X(n) son consideradas como vectores que caen en

el espacio RM dimensional.

2. La matriz de covarianza lag. Rn = X(n)(X(n))T .

3. Los M eigenvalores y eigenvectores de Rn.

4. La matriz de prueba Dn,I,p∗,q es la matriz de la suma de las diferen-
cias , sus vectores X(n)

j (j = p∗+1, . . . , q) forman las columnas de la matriz.

Dn,I,p∗,q =
∑q
j=p∗+1((X

(n)
j )TX

(n)
j − (X

(n)
j )TUijU

T
ijX

(n)
j ),

y Ui1, . . . , Uil denota los l eigenvectores que forman la base del subespacio
Ln,I , l < M .

5. La distancia cuadrada normalizada Sn, donde

Sn =
D̃n,I,p∗,q

vn
y D̃n,I,p∗,q = 1

M(q−p∗)Dn,I,p∗,q la cual es la suma norma-
lizada de distancias cuadradas (la normalización es hecha con respecto al
número de elementos en la matriz de prueba). Un estimador de la suma
normalizada de distancias cuadradas D̃n,I,p∗,q es vj en los intervalos de
tiempo [j + 1, j +N ] donde la hipótesis de no cambio puede ser aceptada.
Se sugiere usar D̃ñ,I,0,k, donde ñ es el valor más grande de j < n tal que
la hipótesis nula de no cambio en el intervalo [j+1, j+N ] ha sido aceptada.

La regla de decisión en el algoritmo que se propone es declarar un cambio si
para algún n, Sn ≥ H. Donde H es un umbral �jo, es decir valores grandes
de Dn,I,p∗,q y Sn indican que existe un cambio en la estructura de la serie.

Nota: Una recomendación general es seleccionar p∗ ≥ k; esto hace que las
columnas de la base y la matriz de prueba consistan de elementos diferen-
tes. En este caso, el algoritmo es más sensible a cambios que su versión
económica (en el sentido del número de xt involucrado en cada iteración n)
cuando p∗ < k y así algunas de las columnas de la base y las matrices de
prueba coinciden.

Para obtener un comportamiento más suave de la estadística de prueba
Dn,I,p∗,q, necesita seleccionarse q ligeramente más grande que p∗. Si la di-
ferencia q− p∗ es también grande, entonces el comportamiento de Dn,I,p∗,q
llega a ser también más grande; esto quizá por ejemplo cuando p∗ = 0 y
q = p∗ (esto es, la base y la matriz de prueba coinciden).

Prueba de Anomalía Acumulativa

Ran et al.(2010), utilizan el método de anomalía acumulativa para reve-
lar cambios abruptos de descargas del agua y concentración de sedimentos
suspendidos (SSC). Según Ran et al. la anomalía acumulada es un método
para distinguir un cambio de tendencia de datos discretos y es ampliamente
usado en meteorología para analizar variaciones en precipitación y tempe-
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ratura. Para una serie discreta {xi}, la anomalía acumulativa (Xt) para
datos puntuales xt puede ser expresada como:

X̂t =
∑t
i=1(xi − X̄), t = 1, 2, . . . , n,

X̄ = 1
n

∑n
i=1 xi,

donde X̄ es el valor medio de la serie {xi}, y n es el número de puntos
discretos. Como lo sugiere la ecuación, la anomalía acumulativa puede ser
usada para analizar la magnitud de la �uctuación de una serie de datos
discretos, normalmente, el incremento del valor de anomalía acumulativa
indica los datos puntuales involucrados que son más grandes que el prome-
dio, de otra manera más bajos que el promedio. En su estudio la variable x
representa la descarga promedio anual y el promedio anual de concentración
de sedimentos suspendidos (SSC), respectivamente.

Ésta es una prueba que ha sido utilizada por algunos otros investigadores
además de Ran et al., para analizar cambios, ellos son: Wang et al. (2012)
y para cambios en espacio-tiempo Xiujing et al. (2013).

Otra prueba de puntos de cambio es con kernels y es la siguiente.

Jansenberger y Steinnocher (2014) realizaron una contribución la cual se
enfoca en cambios espacio-temporales. Para la cuanti�cación espacial de
tales cambios fue usado el método de estimación de densidad de kernel dual
(KDE). Para tal método, dos conjuntos de datos diferentes fueron relacio-
nados uno con otro. Se analizaron los cambios en concentración espacial de
tiendas de comestibles de dos grupos minoristas en la provincia de Austria
y de Austria Superior para 1998 y 2001.

Las investigadoras utilizan una función kernel cuártica. Sin embargo, dado
que el resultado de un análisis no es fuertemente in�uenciado por la fun-
ción seleccionada, no existen reglas concernientes con la selección de una
función apropiada Jansenberger y Steinnocher (2014). Existe un número de
diferentes funciones kernel, la función kernel más común es la función de
distribución normal:

k

(
di
u

)
=

1

2π
exp

[
−1

2

(
di
u

)2
]
, (2.3)

con u = ( s−si
b

), basándose en esta función la estimación de la densidad se
expresa como:

f̂(s) =
1

b2

n∑
i=1

K

(
di
b

)
, (2.4)

donde di es la distancia entre los puntos s y la localización del punto ob-
servado si. Debido a que el ancho de banda b es la desviación estándar
de la distribución normal, esta función se extiende al in�nito en todas las
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direcciones, es decir, ésta fue aplicada a cada uno de los puntos en la región.

En este análisis se utiliza la función kernel cuártica que tiene un radio cir-
cunscrito b, el cual es también el ancho de banda. La función kernel cúartica
es aplicada a un área limitada alrededor de cada localización y tiene la si-
guiente forma funcional

K(u) =


3
4
(1− µ3)2, para u3 ≤ 1

0, d.of.

Se estima también la densidad kernel, la cual es una técnica de interpola-
ción que relaciona localizaciones puntuales individuales o puntos si para un
área entera y provee estimaciones de la densidad, λ(s), en una localización
dentro de la región de estudio R.

λ̂(s) =
1

b2

n∑
i=1

k

(
di
b

)
. (2.5)

Cuando el KDE es aplicado a una variable el resultado es una estimación
de la densidad singular, esta es llamada una estimación de la densidad dual.
En el último caso, una densidad kernel es estimada para cada una de las
variables individualmente y entonces las dos estimaciones de la densidad
son relacionadas una con la otra mediante una simple operación algebraica
tal como la suma, la diferencia y el cociente. La operación más usada es
el cociente. En este estudio, sin embargo, fue usada la diferencia en valor
absoluto de las densidades y con ella se visualizaron los cambios espacio-
temporales en la región de estudio.

Métodos no paramétricos

Dentro de las pruebas no paramétricas se tiene: la de Pettitt (Pettitt, 1979),
Mann-Kendall Liu Liu et al. (2012), Mann-Whitney Jean y Subhabrata
(2003) y Lepage Lepage (1971):

Prueba de Pettitt

La prueba no paramétrica Pettitt (Pettitt, 1979), detecta un cambio en un
tiempo desconocido, se basa en una versión de la prueba de dos muestras
Mann-Whitney, y calcula su signi�cancia estadística. Considera una serie
de tiempo {xi}(1 ≤ i ≤ n) y usa una estadística Ut,n, que es equivalente
a una estadística de Mann-Whitney, la cual se usa para probar que las dos
muestras x1, . . . xt y xt+1, . . . , xn son de la misma población. La hipótesis
nula H0 de la prueba Pettitt es la ausencia de puntos de cambio, mientras
la hipótesis alternativa es la existencia de un punto de cambio. Se considera
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a Dij = sgn(xi − xj), donde

sgn(x) =


1, x > 0;
0, x = 0;
−1, x < 0.

La estadística de prueba es:

Ut,n =

t∑
i=1

n∑
j=i+1

Dij , t = 2, . . . , n.

La prueba Pettitt usa la estadística Kt = máx
1≤t≤n

|Ut,n|.
Para la prueba de una cola y para el cambio en direcciones, se usan las
estadísticas:

K+
t = máx

1≤t<n
|Ut,n|, K−t = mı́n

1≤t<n
|Ut,n|.

Debe notarse que en la hipótesis nula, E(Dij) = 0 y la distribución de
Ut,n es simétrica alrededor de cero para cada t y la hipótesis alternativa
E(Dij) 6= 0. Así K+

t y K−t tiene la misma distribución nula.
Las estadísticas K+

t y K−t son de una cola, y usan la teoría de Mann-
Whitney, se puede esperar que K+

t sea grande si ha habido un cambio
hacia abajo en el nivel del comienzo de la serie. K+

t puede ser grande si
F1(x) ≤ F2(x), con la desigualdad estricta para al menos algún x. Similar-
mente se puede esperar que K−t sea grande si ha habido un cambio hacia
arriba o F1(x) ≥ F2(x).

El punto de cambio signi�cativo se encuentra en el valor |Ut,n| máximo y el
nivel de signi�cancia asociado con k+

t , k
−
t se determina aproximadamente

por la probabilidad p = 2 exp{−6k2
t /(n

3 + n2)}, si p es más pequeño que el
nivel de signi�cancia especí�co, por ejemplo 0.05, la hipótesis nula es recha-
zada. En otras palabras, si existe un punto de cambio signi�cativo, la serie
de tiempo es dividida en 2 partes en la localización del punto de cambio t.
La probabilidad de signi�cancia aproximada para un punto de cambio es
de�nida como p0 = 1− p.

Prueba no paramétrica de Mann-Kendall

1.- La prueba Mann-Kendall, es un método no paramétrico para la detec-
ción de tendencia y puntos de cambio debido a su robustez y simplicidad.
La prueba Mann-Kendall ha sido ampliamente usada para evaluar la signi-
�cancia de tendencias monotónicas de variables hidrometeorológicas.

Liu Liu et al.(2012) citan esta prueba en su análisis y hacen mención de la
prueba Mann-Kendall- Sneyers, por su parte Sneyers (1990) a esta estadís-
tica la llama estadística de Mann.

Para las series de tiempo, las magnitudes xi(i = 1, 2, . . . , n) signi�can series
de tiempo que son comparadas con xj(j = 1, 2, . . . , i−1). Para cada compa-
ración, se cuenta el número de casos xj > xi el cual es denotado por ri. La
hipótesis nula H0 indica la existencia de no tendencia en la serie de tiempo,
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mientras la hipótesis alternativa H1 establece que existe una tendencia en el
conjunto de datos. Bajo la hipótesis nula (no tendencia), la serie de rangos
es:

Sk =

k∑
i=1

ri,

donde

ri =


+1, si xi > xj ,

; j = 1, 2, 3, . . . , i,
0, si xi ≤ xj ,

tiene distribución aproximadamente normal con media y varianza dadas
por: E(Sk) = k(k+1)

4
, var(Sk) = k(k−1)(2k+5)

72
.

La estadística secuencial forward

UFk =
[Sk − E(Sk)]√

var(Sk)
, k = 1, 2, . . . , n

es una variable normal estandarizada. La sucesión backward UBk es es-
timada usando la misma ecuación pero con una serie invertida de datos.
En una prueba de tendencia de 2 colas, la hipótesis nula se acepta con un
nivel de signi�cancia α si |UFk| ≤ (UFk)1−α

2
donde (UFk)1−α

2
es el valor

crítico de la distribución normal estándar con una probabilidad 0 ≤ α ≤ 1.
UFα > 0 denota una tendencia hacia arriba, mientras lo contrario denota
una tendencia a la baja (i.e UBk es similar a UFk). La versión secuencial de
la prueba usada permite la detección del tiempo aproximado de ocurrencia
del cambio de tendencia localizando la intersección de las curvas forward y
backward (Lapiedra (2004)) de la estadística de prueba. Un punto de inter-
sección dentro del intervalo de con�anza indica un punto de cambio.

2.- Otra forma de la estadística de Mann-Kendall utilizada por Xiaomeng
et al. (2014) es considerada de la siguiente forma: para una serie de tiempo
dada x1, x2, . . . , xn, la estadística de Mann-Kendall S es de�nida como

S =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sgn(xj − xi).

Donde n es la longitud del dato registrado, xi y xj son los valores de los
datos secuenciales.
La estadística S está distribuida aproximadamente normal con media y
varianza:

n(n− 1)(2n+ 5)−
∑n
i=1 ti(i)(i− 1)(2i+ 5)

18
,
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donde ti es considerada como el número de uniones en la muestra i. La esta-
dística de prueba es una normal estándar Z utilizada de la siguiente manera

Z =



S−1√
V ar(S)

, S > 0,

0, S = 0,

S+1√
V arS

, S < 0.

La hipótesis nula de que no existe tendencia en los datos es rechazada (no
rechazada) si la estadística Z es más grande (menor) que el valor crítico
Zα/2 obtenido en el nivel de signi�cancia α. Un valor positivo (negativo) de
Z signi�ca un valor de tendencia hacia adelante (hacia atrás).

Además, la prueba Mann-Kendall no paramétrica puede también ser usada
para detectar los puntos de cambio de series de tiempo. Similarmente, los
valores de UB se calculan hacia atrás desde el �nal de la serie de tiempo. Si
las curvas UF y UB se intersectan, entonces divergen y adquieren valores
de umbral especí�cos, entonces existe una tendencia estadísticamente signi-
�cativa. El punto de intersección muestra el punto de cambio aproximado
en el cual empieza la tendencia.

Prueba Mann-Whitney

La prueba Mann-Whitney, es una prueba no paramétrica de comparación de
dos muestras independientes. La estadística de prueba U de Mann-Whitney
es de�nida como el número de veces que y precede a x en el arreglo ordena-
do combinando observaciones de las 2 muestras aleatorias independientes
x1, x2, . . . , xm y y1, y2, . . . , yn, cuando hay empates se saca una especie
de promedio y se reparten esos valores

en una sucesión singular de m+n = N variables crecientes en magnitud. Se
asume que las 2 muestras provienen de distribuciones continuas, así que la
posibilidad xi = yj para algunos i y j no son necesariamente considerados.

Si las variables aleatorias indicadoras mn son de�nidas como

Dij =


1, si yj < xi

para i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n
0, si yj > xi

entonces una representación simbólica de la estadística U Mann Whitney
es:

U =

m∑
i=1

n∑
j=1

Dij .
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En el contraste de hipótesis, la hipótesis nula considera que las muestras
provienen de una misma población, esto es:

H0 : Fy(x) = Fx(x) vs Ha : Fy(x) 6= Fx(x).

La región de rechazo es:

U −mn = 2 > k.

Prueba de punto de cambio de Lepage

La prueba Lepage es una prueba no paramétrica de dos muestras para ubi-
cación y dispersión Lepage (1971), que ha sido ampliamente utilizada para
detectar cambios tales como tendencias a largo plazo, variaciones cíclicas
y cambios escalonados para la precipitación. Lepage, supone que el tama-
ño de la serie de estudio es igual o mayor a diez y la estadística Lepage
(HK) sigue la distribución Chi-cuadrada (χ2) con dos grados de libertad.
Se supone que las muestras provienen de distribuciones continuas y que son
independientes. La estadística de Lepage (HK) es la siguiente

HK =
[W − E(W )]2

V (W )
+

[A− E(A)]2

V (A)
, (2.6)

donde A y W se escriben más adelante en este mismo apartado. Sea x1, x2,
..., xn1 y y1, y2, ..., yn2 dos muestras independientes de tamaño n1 y n2. Se
asume que ui = 1 si la i-ésima observación más pequeña en una muestra
combinada del tamaño (n1, n2) pertenece a x y ui = 0 si pertenece a y.

La hipótesis nula H0 de la prueba Lepage supone que las distribuciones de
donde provienen las dos muestras son iguales, se contrasta contra la alter-
nativa Ha en la cual se considera que son diferentes. Si la estadística de
prueba HK excede 5.99 la diferencia entre dos muestras es juzgada como
signi�cativa en el nivel de con�anza del 95 por ciento (nivel de signi�cancia
del 5 por ciento), es decir se rechaza la hipótesis nula de que las distribu-
ciones son iguales, por lo tanto existe un punto de cambio.

Los términos en ecuación (2.6) se pueden derivar en base a las siguientes
ecuaciones:

W =
∑n1+n2
i=1 iui, E[W ] = n1(n1+n2+1)

2
, V [W ] = n2n1(n1+n2+1)

2
.

Además

A = 1
2
n1(n1 + n2 + 1) +

∑n1+n2
i=1 |i− 1

2
(n1 + n2 + 1)|ui.

Si n1 + n2 es par, entonces E[A] y V [A] serán estimados como: E[A] =
n1(n1+n2+2)

4
y V (A) = n1n2(n1+n2−2)(n1+n2+2)

48(n1+n2−1)
.
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Si n1+n2 es impar, E[A] y V [A] serán estimados como: E[A] = n1(n1+n2+1)2

4(n1+n2)

y V (A) = n1n2(n1+n2+1)[(n1+n2)2+3]

48(n1+n2)2
.

Las características estadísticas de los segmentos divididos por los puntos
de cambio se detectan por la media y el coe�ciente de variación (Cv). Así,
µx = E[x] = µ′1 y Cv = Sx

x̄
, donde

Sx =

√∑k
i=1(xi − x̄)2

(n− 1)
.

En la siguiente sección se presentan tablas con aplicaciones de la metodo-
logía de puntos de cambio.

2.5 Aplicaciones

Enseguida se presentan tres tablas 2.1, 2.2 y 2.3, las cuales resumen los
diferentes problemas de aplicación de puntos de cambio estudiados y la
metodología utilizada para su detección, así como los investigadores que
han utilizado dichas metodologías. Las tablas constan de tres columnas las
cuales contienen el problema o aplicación, el autor o autores y el modelo o
metodología utilizada para detectar el punto o puntos de cambio.

Se puede observar en las tablas que los estudios de variables hidrometeoro-
lógicas son de principal interés. Como pudo observarse en las metodologías
introducidas tanto paramétricas como no paramétricas, lo que se hizo fue
encontrar la estadística de prueba y es por medio de ésta que al contrastar
las hipótesis se decide si existe o no puntos de cambio. Por lo que si se quiere
crear otra metodología el objetivo es encontrar la estadística de prueba. En
cuanto a aplicaciones, por ejemplo en los modelos Bayesianos, para encon-
trar la distribución a posteriori se pueden trabajar tanto distribuciones a
priori informativas como no informativas.
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Tabla 2.1: Regresión, Kernel, Análisis de espectro singular, Pettitt,
Movimiento t, Rangos de Buishand, Homogeneidad normal estándar
y Von Newman.

Problema Autores Modelos

Indice de sequedad Abdol et al. (2016) Regresión

Temperatura en lago Yankova et al. (2017)

Precipitación, temperatura Skliris et al. (2014)

Incendios Anabela et al. (2010)

Concentración de contaminante Abdel H. et al. (2011)

Precipitación,temperatura Chengjing Nie et al.(2012)

Cambio en aerosoles en océano Cermak et al. (2010)

Crecimiento de abetos chinos Ma. et al. (2006)

Cambio de uso de la tierra Bollinger et al. (2007)

Temperatura en super�cie González y Andón (2012)

del mar

Cambio de grano y Monica G. et al. (1989)

extensión del paisaje

Indice de vegetación Luan et al. (2018)

Concentración espacial Jansenberger, E. y Kernel

de tiendas de comestible Steinnocher , S. (2014)

Hidrología (�ujo) Yang et al. (2009) Análisis de espectro

singular

Clima(Precipitación) Xiujing et al. (2013) Pettitt

Rangos de Buishand

Clima(Temperatura Yin et al. (2015) Movimiento t

pettitt

Clima (Temperatura) Malekian, A. y Kazemzadeh, M. (2015) Movimiento t

pettitt

Rangos de Buishand

Cambio en temperatura del aire Chakraborty et al. (2017) Von Neumann

Pettitt

Rangos de Buishand

Homogeneidad

normal estándar

Precipitación y temperatura Depesh Pettitt

y Madan (2016)

Concentración de un contaminante Abdel H. et al. (2011) Weibull

lognormal

Contaminación por zink Tlili et al. (2011) Estadistica

Multivariada

Crecimiento de abetos chinos Ma. et al. (2006) Coe�ciente de Gini

Coe�ciente de Lorentz

Comunidad de bacterias Maha�ee Indice de Shanon

y Kloeppe(1996)

Indice de Hill

Indice de Simpson
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Tabla 2.2: MANOVA, ARIMA, Bayesiano especial, Mann-Kendall,
Mediana y ANOVA.

Problema Autores Modelos

Vegetación exotica Tierney y MANOVA

Cushman (2005)

ANOVA

Cambio de uso de la tierra Bollinger et al. (2007) Regresión Logística

Respiración del suelo Akburak y Makineci, (2012) ANOVA

Campo solar magnetico Mordvinov MANOVA

y Plyusnina (2000)

Precipitación Won-Ho et al. (2015) ANOVA

Detección de fraude Hilas et al. (2013) ARIMA

en telecomunicaciones

Clima (Temperatura) Luo et al. (2005) Mediana

Contenido de Cubera ANCOVA

agua del suelo y Moreno(2007)

Contenido de Jian et al. (2009) I de Moran

agua del suelo

Tasas de precipitación Chavaillaz et al. (2015) Mann-Kendall

Movimiento t

Diversidad de Horward (1975) Ecuación McIntosh

especies de vegetación

Clima(Precipitación, Temperatura) Zhao et al. (2016) Método de Yamamoto

Método de Wavelet

Tasa de tendencia

Cambios en dos tipos Zuo et al. (2005) Binomial negativa

de plantas del desierto

Precipitación, Temperatura Chengjing et al. (2012) Spline

Cambio de uso de la tierra Yu (2013) Autómata celular

Cadenas de Markov

Cambio en serie Xin y Pao Bayesiano temporal

de ciclones tropicales (2005)

Coe�ciente intelectual Cai et al. (2016) Bayesiano espacial

Clima(precipitación) Chen et al. (2016)

Tasa de incidencia Sarate C. et al. (2011)

de cáncer

Violencia en Yanjun Xu et al. (2012) Bayesiano

ventas de alcohol espacio tiempo
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Tabla 2.3: Mann-Kendall, Pettitt, Lepage, Bayesiano, spline, compa-
rativo de datos e imágenes.

Problema Autores Modelos

Hidrología (�ujo) Yang et al. (2009)1 1.Lepage

Clima(precipitación) Liu Liu et al. (2012)2,3 2.Mann-Kendall

Clima (Precipitación, �ujo) Bing et al. (2013)2,3 3. Pettitt

Clima (Precipitación) Xiujing et al. (2013)3 4.Wilcoxon

Clima (Precipitación) Xiaomeng et al. (2014)2 5. Variables ordinales

Clima(Temperatura) Yanyu et al. (2015)2 y nominales

Clima (Temperatura) Malekian

y Kazemzadeh2,3 (2015)

Clima (Precipitación, �ujo) Tesfay et al. (2017)2,3

Clima(Precipitación) Biana et al.(2017)2,3

Temperatura del agua Peter A.(2017)3

Precipitación y temperatura Deepesh y Madan (2016)3

Temperatura en el lago Yankova et al. (2017)2

Incendios Anabela et al. (2010)4

Incendios forestales Inga et al. (2007)5

Precipitación Adeyeri et al. (2017)3

Precipitación Tomozeiu et al. (2013)2,3

Patrones de vegetación James

y Carl (1999)4

Indices de vegetación Marcoe y Pilson (2017)7 7. Comparativo

de datos

Cambio de hábitat

en estuario.

Cubierta de bosques Madhushree et al. (2012)8 8. Comparación

de mapas

Cambio en Isla calurosa Shurtilipi et al. (2007)9 9. Fotogra�as aéreas

Cambio de la playa Michalowska et al. (2016)10 10. Imágenes

Cambio geográ�co Yang et al. (2009)7



Capítulo 3

Detección de puntos de
cambio

En este Capítulo se incluye la programación de algunos procedimientos para
determinar los puntos de cambio, para ello se de�ne el factor de Bayes el
cual fue utilizado para seleccionar puntos de cambio temporales y espacio
temporales. Se de�ne también un proceso Poisson homogéneo, ya que se
simulan datos con este proceso. Se detectaron con el factor de Bayes múl-
tiples puntos de cambio temporales y puntos de cambio espacio tiempo. Se
detectaron también cambios con el método de umbrales y con el método
de suma acumulativa(CUSUM). Finalmente se aplicaron algunas pruebas
como pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de homogeneidad
normal estándar, las cuales con�rmaron el punto de cambio con el método
de suma acumulativa. Para el método con el factor de Bayes y el método de
umbrales se aplicaron métodos propuestos en la tesis de Altieri (2015), para
el método de suma acumulativa se utilizó el artículo de Taylor (2000). Las
pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de homogeneidad normal
estándar ya fueron revisadas con anterioridad.

Para todo el trabajo se elaboraron algoritmos y programas, estos últimos
se hicieron con el objetivo de detectar los puntos de cambio, se analizan y
comparan sus resultados, fueron creados con algunas instrucciones del pa-
quete INLA de R presentadas en los libros Gómez (2020) y Blangiarto y
Cameleti (2015) para ello se usaron las librerias INLA y Poisson, la única
excepción fue para las pruebas de homogeneidad normal estándar, Pettitt
y rangos de Buishand para las cuales se utilizó el paquete trend de R pro-
puesto en Thorsten (2020).

Las bases de datos trabajadas en este Capítulo son la cement que se tomó
del libro de Gómez(2020), es una base de datos de un ejemplo de regresión
y se utilizó para trabajar el método de umbrales, la de datos de accidentes
de trá�co tomada de la página de INEGI y la de coronavirus tomada de
la página coronavirus.gob.mx, fueron utilizadas para detectar los puntos de
cambio con la estadística CUSUM . También se utilizó una base de datos

50
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simulada de un proceso Poisson, con la cual se detectaron los cambios con
el factor de Bayes en tiempo y espacio-tiempo.

3.1 Factor de Bayes

Si se presenta un problema de selección de modelos en el que se debe ele-
gir entre dos posibles modelos, en base a un conjunto de datos observados
D, la plausibilidad de los dos diferentes modelos M1 y M2, parametrizados
por vectores de parámetros θ1 y θ2 se puede medir mediante el factor Bayes.

El factor de Bayes se de�ne como:

B =
P (D|M1)

P (D|M2)
=

∫
θ1
P (D|θ1,M1)Π(θ1|M1)dθ1∫

θ2
P (D|θ2,M2)Π(θ2|M2)dθ1

,

donde P (D|M1) se denomina verosimilitud marginal o verosimilitud inte-
grada. Esto es similar a lo que se hace en las pruebas de la razón de ve-
rosimilitudes pero ahora, en lugar de maximizar la verosimilitud, el factor
Bayes realiza un promedio ponderado mediante la distribución de los pará-
metros.

Un valor de B > 1 signi�ca que M1 es apoyado por los datos más que M2.

En el caso del factor de Bayes, Je�reys estableció una escala de interpreta-
ción de B, la cual se muestra en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Escala de interpretación de B, según Je�reys.

B Fuerza de la evidencia a favor de M1

B ≤ 1 Negativa apoya M2

1 < B ≤ 3 Muy escasa
3 < B ≤ 10 Sustancial
10 < B ≤ 30 Fuerte
30 < B ≤ 100 Muy fuerte
> 100 Decisiva

Otra forma de considerar el factor de Bayes es la siguiente:

Supongamos dos hipótesis H0 y H1 tales que las probabilidades de las dis-
tribuciones a priori son f0 = P (H0) y f1 = P (H1) Después de obser-
var una muestra, las probabilidades a posteriori de ambas hipótesis son
α0 = P (H0|x) y α1 = P (H1|x). Se de�ne el factor de Bayes a favor de H0

como



52 CAPÍTULO 3. DETECCIÓN DE PUNTOS DE CAMBIO

B =

α0
α1

f0
f1

=
α0f1

α1f0
.

Así, el factor de Bayes representa la plausibilidad a posteriori dividida entre
la plausibilidad a priori. Nos informa de los cambios en nuestras creencias
introducidas por los datos. Tiene la propiedad de que es casi objetivo y
elimina parcialmente la in�uencia de la distribución a priori.
Como ejemplo supóngase el contraste simple:

H0 : θ = θ0 vs H0 : θ = θ1.

Tenemos que las distribuciones a posteriori son:

α0 = P (H0|x) = f0L(θ0|x)
f0L(θ0|x)+f1L(θ1|x)

y α1 = P (H1|x) = f1L(θ1|x)
f0L(θ0|x)+f1L(θ1|x)

Entonces el factor de Bayes es:

B =
α0f1

α1f0
=
f0L(θ0|x)f1

f1L(θ1|x)f0
=
L(θ0|x)

L(θ1|x)
,

que coincide con la razón de verosimilitudes, de modo que la distribución a
priori no in�uiría en este caso en el factor de Bayes.

Así el factor de Bayes para el punto de cambio cuando se divide en dos
segmentos esta dado por la razón de verosimilitudes:

L1

L0
=
Q1Q2

L0
,

donde Q1 es la verosimilitud del segmento 1 y Q2 es la verosimilitud del
segmento 2 bajo la hipótesis alternativa y L0 es la verosimilitud bajo la
hipótesis nula.

Aplicando el logaritmo se tiene

B = log{Q1}+ log{Q2} − log{L0}.

3.2 Proceso de Poisson homogéneo

De�nición 3.1: Una colección de variables aleatorias {N(t) : t ≥ 0} de�-
nidas en un espacio de probabilidad (ω, F, P ) se llama proceso de Poisson
(homogéneo) con intensidad λ > 0 si satisface las siguientes propiedades:
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i)P (N(0) = 0) = 1.

ii) Para todo 0 < s < t, N(t) − N(s) tiene distribución de Poisson de
parámetro λ(t− s).

iii) Para todo 0 ≤ t1 < . . . < tn, n ≥ 1 (es decir para todo conjunto
�nito de tiempos), las variables aleatorias N(tn) − N(tn−1), . . . , N(t2) −
N(t1), N(t1) − N(0), N(0), son independientes. Esta propiedad se conoce
como propiedad de incrementos independientes.

3.3 Método de bisección

Para determinar los puntos de cambio con el factor de Bayes se utilizó el
método de bisección. Éste consiste en dividir los datos a la mitad y se busca
un punto de cambio con el factor de Bayes y las verosimilitudes correspon-
dientes a la hipótesis nula y la alternativa, enseguida se va a la izquierda y
se divide también a la mitad, posteriormente se divide el lado derecho y así
se sigue sucesivamente yendo a la izquierda y a la derecha dividiendo a la
mitad y buscando puntos de cambio con el factor de Bayes.

3.4 Múltiples puntos de cambio tempora-

les

Con el objetivo de detectar, analizar y comparar resultados de puntos de
cambio se programó para detectar 5 puntos de cambio, los datos utilizados
son simulados de un proceso Poisson del cual se obtuvo un conjunto de 60
datos con 6 valores diferentes para el parámetro λ. Se pretende en este pro-
blema detectar los cambios que se generan con los distintos valores de λ, se
hizo además un comparativo de los resultados al utilizar a prioris uniforme,
log-gamma y una Gaussiana.

Se corrió un programa en R, para detectar múltiples puntos de cambio tem-
porales, en total para 5, se utilizaron 60 datos y el segmento más pequeño
fue de 4 puntos. Se simuló un proceso Poisson uniforme con diferentes pa-
rámetros λ y se aproximó a la distribución a posteriori con el paquete de
R INLA, el cual aproxima con series de Taylor. Para detectar los puntos de
cambio se utilizó el factor de Bayes y el método de bisección.

Se utilizó una distribución a priori uniforme, log-gamma y una Gaussiana.
La Figura 3.1, muestra 5 puntos de cambio.

Para el siguiente problema se usan 60 datos y se llega a la división más
pequeña que fue de cuatro datos, es decir tenemos quince divisiones (Tabla
3.2).
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Los puntos de cambio para una distribución a priori uniforme con λ =
2, 1, 4, 7, 6, 1 y en las divisiones de datos o segmentos 8, 7, 15, 15, 8, 7, esto
debido a que en los segmentos dividiendo de dos en dos para 30 datos, quedo
en un segmento 15 y en el otro 15, al dividir 15 quedo en un segmento 8
datos y en el otro 7. El resultado para la detección de los puntos de cam-
bio fueron como se muestra en la Tabla 3.2. Los puntos de cambio son los
primeros cuatro y el séptimo.

Con los mismos puntos de cambio y con la distribución a priori log-gamma
con parámetros 0.01 y 0.01, el resultado se muestra en la Tabla 3.2. Se
puede observar que en comparación con la distribución uniforme las log-
verosimilitudes de la log-gamma son más pequeñas, sin embargo también
detectan los puntos de cambio.

Con la distribución a priori Gaussiana con media cero y parámetro de preci-
sión 0.001 para el mismo número de puntos de cambio como la distribución
uniforme y la log-gamma se detectaron los cinco puntos de cambio, se pue-
de observar en los datos a continuación en la Tabla 3.2, son los primeros
cuatro y el siete, aunque el valor de la log-verosimilitud del séptimo punto
de cambio es menor en comparación con las siguientes posiciones como se
puede observar.

Los 5 puntos de cambio que se observan en la tabla 3.2, fueron detectados
con el factor de Bayes B mencionado anteriormente, los valores para B
indican la fuerza de la evidencia a favor de la hipótesis del punto de cambio,
valores menores a 1 indican que no existe punto de cambio. Los datos en
negrita que son los puntos de cambio se detectaron de la siguiente forma: el
valor de 1 fue detectado a la mitad de los datos, el valor 2 en el dato número
15, el valor 3 en el dato 45, el número 4 en el dato número 8 y el 7 en el dato
53, como se puede observar los valores en negrita de los puntos de cambio
no son iguales entre si ni con el resto, en cambio en donde no sucedio un
punto de cambio los valores son iguales, por ejemplo los valores 5 y 6 son
iguales; el 8,10 y 14 también son iguales; el 9, 11, 13 y 15 son iguales, por
lo que todos estos valores estan indicando que no existen puntos de cambio.
La fuerza de la evidencia a favor de la hipótesis alternativa indica según los
puntos de cambio que al aplicar el método de bisección e ir detectando los
puntos de cambio, la evidencia es fuerte en el primer punto de cambio y va
disminuyendo en los siguientes, obsérvese ésto en la tabla 3.2

Los puntos de cambio se muestran en la Figura 3.1 y son en 8, 15, 30, 45 y 53.
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Tabla 3.2: Puntos de cambio.

Num uniforme log gamma Gaussiana
1 49.565011 43.644575 42.972975
2 24.392282 25.829232 26.592785
3 13.940830 26.041694 28.329433
4 16.000633 9.990938 11.641769
5 12.478724 2.387813 4.477951
6 12.478724 2.387813 4.477951
7 12.572475 4.498905 5.523642
8 5.701123 1.835601 5.801758
9 4.732525 1.384310 4.912561
10 5.701123 1.835601 5.801758
11 4.732525 1.384310 4.912561
12 5.701123 1.835601 5.801758
13 4.732525 1.384310 4.912561
14 5.701123 1.835601 5.801758
15 4.732525 1.384310 4.912561

Figura 3.1: Grá�ca de 5 puntos de cambio.

3.5 Para 6 puntos de cambio

Con el mismo modelo uniforme se detectaron 6 puntos de cambio para λ =
2, 1, 4, 7, 6, 1, 2 y en las divisiones de datos o segmentos de 8, 7, 15, 15, 8, 4, 3.

Los puntos de cambio que se detectaron son los primeros cuatro, el séptimo
y el último. Se muestran estos en las Tablas 3.3 y 3.4.

Con la distribución a priori el logaritmo de gamma, para los 6 puntos de
cambio que son los 4 primeros, el siete y el último, también se detectaron los
6 puntos de cambio, la diferencia con la uniforme es que la log verosimilitud
es más pequeña, como se puede observar en la Tabla 3.3.

Para la distribución a priori Gaussiana también se detectaron los 6 puntos
de cambio, se muestran enseguida en valores de log verosimilitud, es un poco
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parecida a la uniforme. Estos son los puntos de cambio, los cuatro primeros,
el siete y el último, se muestran enseguida en la Tabla 3.3. La diferencia en-
tre la Gaussiana y la uniforme es que el último punto de cambio es menor a
los valores de log verosimilitud anteriores, en donde no hay punto de cambio.

Con la distribución logit-beta con parámetros 2 y 2 se detectaron 6 puntos
de cambio, y son los mismos que para la distribución uniforme y la distri-
bución log-gamma, los puntos de cambio se detectan bien, son los cuatro
primeros, el séptimo y último. No se visualizan grandes diferencias con res-
pecto a la uniforme.

Para la distribución a priori normal truncada con parámetros media 0 y pre-
cisión 0.001, la verosimilitud es más pequeña comparada con la uniforme,
esta es muy parecida a la log-gamma, sin embargo también se detectaron
6 puntos de cambio, los cuatro primeros, el siete y el último, el resultado
está en las Tablas 3.3 y 3.4.

De forma similar como en el problema anterior se presentan los puntos de
cambio que se observan en las tablas 3.3 y 3.4, éstos valores no se repiten
entre ellos ni entre el resto. En cambio el resto de los valores si se repiten
se puede observar por ejemplo que los valores 5 y 6 son iguales; el 8, 10, 12
y 14 también son iguales ; el 9, 11 y 13 son iguales, por lo tanto todos estos
valores aún cuando sean mayores que 1 no indican punto de cambio, pues
se estan repitiendo.

Tabla 3.3: 6 puntos de cambio.

Num uniforme log-gamma Gaussiana
1 37.382628 44.717137 38.258157
2 23.107912 28.913661 26.506732
3 22.987741 27.851420 26.529322
4 16.466681 5.045601 11.798824
5 12.478724 2.387813 4.477951
6 12.478724 2.387813 4.477951
7 16.555598 3.062915 12.572375
8 5.701123 1.835601 5.801758
9 4.732525 1.384310 4.912561
10 5.701123 1.835601 5.801758
11 4.732525 1.384310 4.912561
12 5.701123 1.835601 5.801758
13 4.732525 1.384310 4.912561
14 5.701123 1.835601 5.801758
15 4.733385 1.720949 4.280097
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Tabla 3.4: 6 puntos de cambio.

Num logit-beta normal
truncada

1 49.664317 51.841263
2 30.567246 16.016904
3 18.174484 33.658036
4 9.944739 7.969972
5 4.633706 2.186421
6 4.633706 2.186421
7 11.248933 1.984581
8 4.076750 1.881876
9 3.794214 1.783849
10 4.076750 1.881876
11 3.794214 1.783849
12 4.076750 1.881876
13 3.794214 1.783849
14 4.076750 1.881876
15 4.405551 2.260447

Los puntos de cambio se muestran en la Figura 3.2, estan dados en 8, 15
30, 45 ,53 y 57.

Figura 3.2: Grá�ca de 6 puntos de cambio.

Se programó en R, el programa se encuentra en el apéndice y es etiquetado
como programa 1.

Se creó un algoritmo para el problema de detectar 6 puntos de cambio con
el factor de Bayes el cual se presenta a continuación:

Algoritmo 1: Detecta 6 puntos de cambio
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Entrada La función INLA regresa variables mp1, mp2, y mp las cuales
contienen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una
familia Poisson para datos A, datos B y datos.

Salida El vector respuesta guarda las verosimilitudes de 15 divisiones.

Inicializar se inicializan los vectores mp1, mp2, y mp los cuales contie-
nen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una familia
Poisson para datos A, datos B y datos.

Regresa respuesta vector que guarda las verosimilitudes de las divisiones.

El vector datos se divide de 1 a 30 y de 31 a 60 y se asigna a datos A y
datos B.

i) Se calcula la verosimilitud de datos A y datos B y se guarda en vector
respuesta,
ii) Se dividen a la mitad los vectores datos A y datos B y se asignan los
datos a datos C y datos D,
iii) Se calcula la verosimilitud para datos C y datos D.
iv) Se repiten los pasos i) y ii) con las nuevas divisiones de los datos hasta
llegar a la división de solo dos datos.
v) se registran los resultados obtenidos.

3.6 Múltiples puntos de cambio en espacio

tiempo

Para múltiples puntos de cambio en espacio tiempo, lo que se hizo fue asig-
nar posiciones, la primera en el centro y el resto alrededor de ésta en forma
ascendente y en contra de las manecillas del reloj. Se aproximó la distribu-
ción a posteriori con el paquete R-INLA, se utilizó la distribución a priori
uniforme, el factor de Bayes y el método de bisección, así como la simula-
ción de valores se hizo para un proceso Poisson homogéneo, se utilizaron 4
valores de λ aleatorios del 1 al 15 para cada posición, es decir se estimaron
3 puntos de cambio, estos valores de λ son dados en cada �la de la Tabla 3.5.

Y el resultado de los puntos de cambio son dados en las Tablas 3.6, 3.7, 3.8
y 3.9, son los primeros tres, es decir, se encuentran en 15, 30 y 45.

El comportamiento de los valores es de forma similar como en el primer
problema presentado en este Capítulo, los puntos de cambio que se indican
en negrita en las tablas 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9 no se repiten, a diferencia del
resto en los que si existe repetición. De acuerdo a la fuerza de la evidencia
del factor de Bayes B los valores menores que 1 indican que no existe punto
de cambio, éstos valores se observan en la tabla 3.7, posición 6, valor 3 y en
la tabla 3.8, posición 9, valor 2.
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Tabla 3.5: Valores de λ.

[1] [2] [3] [4]
[1] 10 3 5 13
[2] 8 12 6 5
[3] 14 8 13 5
[4] 5 4 7 12
[5] 12 7 6 8
[6] 12 9 1 6
[7] 1 13 5 3
[8] 11 14 1 3
[9] 1 13 5 15
[10] 13 1 7 4
[11] 5 11 8 9
[12] 10 3 7 15
[13] 1 13 12 6
[14] 7 1 11 12
[15] 13 12 4 1
[16] 5 6 12 7

Tabla 3.6: Puntos de cambio espacio tiempo.

[1] [2] [3] [4]
1 33.693643 44.955163 35.315124 41.732270
2 27.795301 25.226235 28.387088 19.482977
3 28.727677 21.122882 27.775696 28.697886
4 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
9 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
10 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
11 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
12 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
13 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
14 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
15 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
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Tabla 3.7: Puntos de cambio espacio tiempo.

[5] [6] [7] [8]
1 33.574630 61.47789451 52.546434 44.358894
2 27.549217 27.37020690 18.324691 21.142981
3 28.777261 -0.08807506 20.678559 1.851282
4 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
9 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
10 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
11 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
12 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
13 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
14 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
15 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525

Tabla 3.8: Puntos de cambio espacio tiempo.

[9] [10] [11] [12]
1 71.06948660 35.332035 34.663739 28.888859
2 -0.08807506 28.183967 26.321000 25.185406
3 19.83004426 27.173106 28.558468 28.850767
4 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
9 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
10 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
11 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
12 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
13 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
14 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
15 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
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Tabla 3.9: Puntos de cambio espacio tiempo.

[13] [14] [15] [16]
1 55.319548 36.493439 53.350957 37.905475
2 7.263903 27.399136 14.610914 25.226621
3 28.683089 26.696299 17.792607 28.209964
4 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
9 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
10 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
11 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
12 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
13 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
14 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
15 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525

Fue programado en R, el programa se encuentra en el apéndice y está eti-
quetado como programa 2.

Se construyó un algoritmo para detectar 3 puntos de cambio en espacio
tiempo en 16 posiciones, éste es dado a continuación:
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Algoritmo 2: Detecta 3 puntos de cambio en espacio tiempo

Entrada La función INLA regresa variables mp1, mp2, y mp las cuales
contienen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una
familia Poisson para datos A, datos B y datos.

Salida La matriz respuesta guarda las verosimilitudes de 15 divisiones
en 16 posiciones.

Inicializar Se inicializan los vectores mp1, mp2, y mp los cuales con-
tienen los datos simulados con autoregresivo AR1 y de una familia Poisson
para datos A, datos B y datos.

Para i en 1:n

Se calculan 4 parámetros lambda de un proceso Poisson aleatoriamente de
1 a 15 y se incluyen en el vector vlambda.

Se incluye en él vector datos que tiene espacio para 60 datos los 4 vectores
simulados con puntos de cambio para los 4 parámetros lambda.

Fin Para se termina el ciclo Para
Para i en 1:n

El vector datos se divide de 1 a 30 y de 31 a 60 y se asigna a datos A y
datos B.

i) Se calcula la verosimilitud de cada vector en datos A y datos B y se
guarda en la matriz respuesta,
ii) Se dividen a la mitad los vectores datos A y datos B y se asignan los
datos a datos C y datos D,
iii) Se calcula la verosimilitud para datos C y datos D.
iv) Se repiten los pasos i) y ii) con las nuevas divisiones de los datos hasta
llegar a la división de solo dos datos.
v) se registran los resultados obtenidos.
Fin, se detiene

Regresa la matriz respuesta, que contiene las verosimilitudes de 15 di-
visiones en 16 posiciones.

3.7 Método de umbrales

El siguiente es un ejemplo de puntos de cambio con el método de umbra-
les, cuyo método es explicado en Altieri(2015), el cual consiste en asociar a
los datos una probabilidad a posteriori y de�nir un umbral, entonces si la
probabilidad es menor que ese umbral, existe un punto de cambio.
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Para asociar probabilidades se da un ejemplo con regresión lineal múltiple:

Yi = β0 +

4∑
j=1

βjXj,i + εi.

Para este ejemplo se consideró la base de datos cement de Gómez(2020).
En el modelo, Yi representa el calor evolucionado de la observación i y Xj,i
es la proporción de la componente j en la observación i. El parámetro β0

es un intercepto y βj , j = 1, . . . , 4 son coe�cientes asociados con las cova-
riables. Finalmente, εi, i, . . . , n es un término de error con una distribución
Gaussiana con media cero y precisión τ .

La base de datos cement se muestra en la Tabla 3.10.

Tabla 3.10: Datos de regresión.

X1 X2 X3 X4 Y
7 26 6 60 78.5
1 29 15 52 74.3
11 56 8 20 104.3
11 31 8 47 87.6
7 52 6 33 95.9
11 55 9 22 109.2
3 71 17 6 102.7
1 31 22 44 72.5
2 54 18 22 93.1
21 47 4 26 115.9
1 40 23 34 83.8
11 66 9 12 113.3
10 68 8 12 109.4

Para el ejemplo del punto de cambio se utilizó la variable X1, se le asignaron
probabilidades de la distribución a posteriori a estos datos y posteriormente
se �jó un umbral de 3.041631e − 07, aquellos datos que tuvieran una pro-
babilidad menor que este umbral son los puntos de cambio.

Se elaboró un programa en R (apéndice), y es etiquetado como programa
3.

El resultado es:

0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1
El cambio es donde empiezan los unos a ser más constantes, es decir, es
donde al asignarle a los datos una probabilidad a posteriori y de�nir un
umbral, entonces la probabilidad fue menor que ese umbral, por lo tanto
existe un punto de cambio, esto sucede en la posición diez y tres, con un
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umbral de 3.041631e-07.

Se creó un algoritmo el cual detecta múltiples puntos de cambio con el mé-
todo de umbrales, éste se describe a continuación:

Algoritmo 3: Detecta múltiples puntos de cambio con el método
de umbrales

Entrada Matriz cement, matriz datos, umbral, regresión en ml.

Salida Vector menores incluye ceros y unos, 1 signi�ca que la probabilidad
a posteriori es menor que el umbral y 0 que es mayor que el umbral.

Inicializar n=13 es el número de datos.

Para h en 1:n

Se calcula la probabilidad a posteriori de cada dato.

Fin, se detiene

Para h en 1:n

Si la probabilidad a posteriori es menor que el umbral se guarda un 1 en el
vector menores de lo contrario si es mayor se guarda un cero.

Fin, se detiene

Imprime menores

3.8 CUSUM con datos de accidentes de

trá�co

El método consiste en lo siguiente:

1.- Se calcula el promedio x1+x2+...+x32
32

,

2. Empieza la suma acumulativa en cero S0 = 0,

3. Se calculan las otras sumas acumulativas de la forma Si = Si−1 +
(Xi − X̄) para i = 2, . . . , 32,

S0 = 0,

S1 = S0 + (X1 − X̄),

S2 = S1 + (X2 − X̄),

. . .
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S32 = S31 + (X32 − X̄).

Se realiza también un bootstrap, pero antes de ello se requiere un estimador
de la magnitud del cambio. Una opción que funciona bien independiente-
mente de la distribución y a pesar de los múltiples cambios es Sdiff .

Sdiff = Smax− Smin, donde, Smax = maxi=0,...,33Si,

Smin = mini=0,...,33Si.

Un análisis bootstrap consiste en realizar una gran cantidad de bootstrap y
contar la cantidad de bootstrap para los cuales Sodiff es menor que Sdiff .
Sea N el número de muestras de bootstrap realizado y sea X el bootstrap
para los cuales Sodiff < Sdiff . Luego el nivel de con�anza de que se pro-
dujo un cambio como porcentaje se calcula de la siguiente forma:

Nivel de con�anza=100X
N

%.

La magnitud del cambio es Sdif , nos da un valor positivo que indica que
hubo un cambio de menor a mayor, es decir cambiaron los accidentes de
trá�co que es el tema de este problema de menor a mayor. Enseguida se
realiza un análisis de bootstrap, una sola rutina. El procedimiento es el si-
guiente:

1. Se generó una muestra de bootstrap de 32 unidades, denotada por
Xo

1 , X
o
2 , . . . , X

o
32, reordenando aleatoriamente, los 32 valores originales. Es-

to se llama muestreo sin reemplazo.

2. Basado en las muestras bootstrap, se calcula el bootstrap CUSUM,
denotado por So0 , S

o
1 , . . . , S

o
32.

3. Se calcula el máximo y el mínimo y la diferencia de bootstrap CU-
SUM denotado por Somax, Somin, y Sodiff .

4. Se determina si la diferencia bootstrap Sodiff es menor que la dife-
rencia Sdiff .

Esto se aplicó a datos de accidentes de trá�co en 32 ciudades, los datos
fueron obtenidos de la página de INEGI y se presentan en la Tabla 3.11:

De acuerdo a la magnitud del cambio, la suma mínima es de −439.6875, y
esta suma se encuentra en el dato con posición 7. Enseguida las estadísticas
son:

Smax = 183.875,
Smin = −439.6875,
Sdif = 623.5625.

Para 100 muestreos bootstrap el Nivel de con�anza=100X
N

% = 83 %.
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Tabla 3.11: Datos de accidentes de trá�co.

Datos Datos Datos Datos
74 188 206 37
60 56 146 83
26 36 69
24 351 113
94 49 278
22 171 208
78 68 41
270 42 136
223 229 80
104 36 140

Se puede observar en la Figura 3.3 que el punto de cambio se encuentra en
el valor 7, donde cambia de menor número de accidentes de trá�co a mayor
número.

Figura 3.3: Grá�ca con punto de cambio en 7.

Se aplicó lo que dice el algoritmo y se elaboró un programa, el cual se en-
cuentra en el apéndice, etiquetado como programa 4.
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Se creó un algoritmo con el método de suma acumulativa, éste detecta un
solo punto de cambio, el algoritmo es mostrado a continuación:

Algoritmo 4: Detecta un solo punto de cambio

Entrada matriz datos

Salida parciales son las sumas acumulativas de los datos, rparciales son
sumas acumulativas con bootstrap, rSdif son las diferencias de remuestreo.

Inicializar n=33 son 33 datos

m=100 es remuestreo de tamaño 100 con 33 datos

Para i en 2:n

Se calcula la suma acumulativa se guarda en parciales

Fin, se detiene

se calculan el máximo de los datos Smax=max(parciales), el mínimo
Smin=min(parciales) y la diferencia Sdif=Smax-Smin

Para k en 2:n

Se calcula la suma acumulativa del remuestreo y se guarda en rparciales
Fin, se detiene

Se calcula el máximo de rparciales rSmax=max(rparciales)

el mínimo rSmin=min(rparciales), y la rSdif=rSmax-rSmin

Regresa rSdif regresa el vector de diferencias de remuestreo
Para j en 1:m se hace un remuestreo en bootstrap de tamaño 100 con 33
datos

Se calculan las diferencias de cada remuestreo

diferencias[m] = remuestreo(sample(datos, 32))

Fin, se detiene

Para j en 1:m

Si las diferencias del remuestreo son menores que Sdif la diferencia normal
se guardan en el vector respuesta.

Fin, se detiene
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Se calcula el intervalo de con�anza

Ncon�anza=100*sum(respuestas)/length(respuestas)

3.9 Otras Pruebas de datos de accidentes

de trá�co

Se realizaron las pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de ho-
mogeneidad normal estándar a los mismos datos de accidentes de trá�co, y
para todas las pruebas el resultado fue el punto de cambio en la posición 7.
Se utilizó la librería Trend de R, el código utilizado es el siguiente:

library(trend)
datos < −c(74, 60, 26, 24, 94, 22, 78, 270, 223, 104, 188, 56, 36, 351, 49,
171, 68, 42, 229, 36, 206, 146, 69,
113, 278, 208, 41, 136, 80, 140, 37, 83)
y < −ts(datos, start = c(1900), freq = 1)
x < −ts(datos, start = c(1900), freq = 1)
prueba de rangos de bushand
br.test(y,m = 20000)
prueba petitt
pettitt.test(x)
prueba de homogeneidad normal estandar
snh.test(x,m = 20000)

3.10 CUSUM con datos de coronavirus

Se utilizaron datos de coronavirus de la página coronavirus.gob.mx con el
método de suma acumulativa para detectar los puntos de cambio, los gru-
pos de datos se tienen en la Tabla 3.12, se formaron tres grupos, uno con 8,
el otro con 7 y el último con 5, los datos corresponden a mayo del 2020. En
cada base de datos se detectó donde ocurrió el cambio de menor a mayor, es
decir en donde empezaron a ocurrir un mayor número de casos de contagios,
esto en todo el país. En la base de datos están divididos en contagios de
hombres y mujeres, para analizar los cambios se sumaron y se presentan los
totales de hombres más mujeres. La Tabla 3.12 muestra los datos utilizados.

Los datos de contagios se muestran en una grá�ca de barras, en la Figura
3.4. Dicha grá�ca muestra como disminuyen el número de contagios y vuel-
ven a incrementar.

Los incrementos o cambios sucedieron en el primer grupo en el dato del 4
de mayo, en el segundo en el dato del 11 de mayo y en el último grupo en
el dato 18 de mayo, esto se observa en la grá�ca de sumas acumulativas
CUSUM que se muestran en la Figura 3.5.
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Tabla 3.12: Datos de contagios de coronavirus.

Fecha datos Fecha datos Fecha datos
1 1225 9 1270 16 1483
2 1241 10 1161 17 1145
3 1121 11 2512 18 2747
4 2298 12 2428 19 2261
5 1840 13 2516 20 2083
6 2024 14 2353
7 2085 15 2564
8 2071

Figura 3.4: Grá�ca de contagios.

Para cada suma acumulativa las estadísticas y el porcentaje son los mos-
trados en la Tabla 3.13.

Tabla 3.13: Estadísticas y porcentaje.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Sdif = 1627.375 Sdif = 1798.714 Sdif = 1259.6
Smax = 0 Smax = 0 Smax = 0
Smin = −1627.375 Smin = −1798.714 Smin = −1259.6
Ncon�anza=89% 83% 61%
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Figura 3.5: Datos grupos 1, 2 y 3



Capítulo 4

Conclusiones

� Se investigaron y analizaron metodologías desarrolladas en el estudio
de puntos de cambio y sus diferentes aplicaciones.

� Muchos de los trabajos en puntos de cambio tanto paramétricos como
no paramétricos aplican la metodología de puntos de cambio en preci-
pitación, temperatura, cambio en la temperatura del aire, temperatu-
ra y �ujo del agua, por mencionar algunos. Aunque estos problemas
de aplicación se presentan con frecuencia, también existen algunos
otros que han sido resumidos en las tablas del Capítulo 2, en la sec-
ción de aplicaciones, sin embargo, las variables hidrometeorológicas
como se puede observar son de principal interés.

� Es de interés cuando se hace inferencia identi�car los puntos de cam-
bio ya que eso daría resultados más precisos o exactos.

� Se elaboraron programas para los métodos factor de Bayes, umbra-
les y CUSUM, la �nalidad fue detectar numéricamente los puntos de
cambio y comparar los resultados de las distribuciones a priori utili-
zadas, esto en el caso del factor de Bayes. Para los métodos umbrales
y CUSUM el objetivo fue detectar los puntos de cambio. Se utilizaron
bases de datos de coronavirus, trá�co de autos, de regresión (cement)
y una base de datos simulada con un proceso Poisson.

� Se usaron los métodos Pettitt, homogeneidad normal estándar y ran-
gos de Buishand, se aplico el paquete Trend de R el cual contiene
éstos métodos para detectar los puntos de cambio.

� Se puede concluir que los métodos de umbrales y de CUSUM de-
tectan bien los puntos de cambio, la diferencia es que con el método
de umbrales se detectan múltiples puntos de cambio en una regresión.

� Con el método CUSUM sólo se detecta un punto de cambio, esto
también sucede con los métodos Pettitt, homogeneidad normal es-
tándar y rangos de Buishand. Con el método CUSUM se detectan
los cambios aún cuando la base de datos sea pequeña, que es lo que

71
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sucedió con los datos de coronavirus.

� El método del factor de Bayes detectó bien los puntos de cambio,
la debilidad del mismo es que detecta cambios hasta una división de
cuatro, a menos datos en la división ya no se detectan los puntos de
cambio.



Trabajo a futuro

� Implementar una metodología en espacio-tiempo para analizar puntos
de cambio usando la convergencia a puentes Brownianos para obtener
la distribución asintótica del estadístico de prueba desde el enfoque
de máxima verosimilitud.

� Obtener la estadística de prueba por máxima verosimilitud para uno
o varios puntos de cambio en problemas que involucran espacio y
tiempo.

� Determinar la distribución límite de la estadística de prueba para
puntos de cambio en problemas que involucran espacio y tiempo.

� Aplicar la distribución asintótica de la estadística de prueba para
contrastar juegos de hipótesis de uno o varios puntos de cambio en
espacio-tiempo.
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Apéndice

Programa 1

rm(list = ls())
library(poisson)
library(INLA)
vector < −hpp.event.times(2, 15, num.sims = 1, t0 = 0)
plot(vector)
vector1 < −hpp.event.times(1, 15, num.sims = 1, t0 = 0)
vector2 < −hpp.event.times(4, 15, num.sims = 1, t0 = 0)
vector4 < −hpp.event.times(6, 15, num.sims = 1, t0 = 0)
datos < −c(vector, vector1, vector2, vector4)
plot(datos, type = ”l”)
datosA = datos[1 : 30]
datosB = datos[31 : 60]
datos
datosA
datosB
vec_res = rep(0, 20)
factor_b < −function(datosA, datosB, datos){
p1 < −data.frame(”num” = seq(1, length(datosA), 1), ”datosA” = datosA)
p2 < −data.frame(”num” = seq(1, length(datosB), 1), ”datosB” = datosB)
mp1 < −inla(num f(datosA,model = ”ar1”), data = p1, family = ”poisson”)
mp2 < −inla(num f(datosB,model = ”ar1”), data = p2, family = ”poisson”)
midf < −data.frame(”num” = seq(1, length(datos), 1), ”datos” = datos)
mp < −inla(num f(datos,model = ”ar1”), data = midf, family = ”poisson”)
respuesta < −as.numeric(mp1$mlik[1, 1])+as.numeric(mp2$mlik[1, 1])−
as.numeric(mp$mlik[1, 1])
return(respuesta)
}

vec_res[1] = factor_b(datosA, datosB, datos)
vec_res

datosC = datosA[1 : 15]
datosD = datosA[16 : 30]
vec_res[2] = factor_b(datosC, datosD, datosA)
vec_res
datosE = datosB[1 : 15]
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datosF = datosB[16 : 30]
vec_res[3] = factor_b(datosE, datosF, datosB)
vec_res
datosG = datosC[1 : 8]
datosH = datosC[9 : 15]
vec_res[4] = factor_b(datosG, datosH, datosC)
vec_res
datosI = datosD[1 : 8]
datosJ = datosD[9 : 15]
vec_res[5] = factor_b(datosI, datosJ, datosD)
vec_res
datosK = datosE[1 : 8]
datosL = datosE[9 : 15]
vec_res[6] = factor_b(datosK, datosL, datosE)
vec_res
datosM = datosF [1 : 8]
datosN = datosF [9 : 15]
vec_res[7] = factor_b(datosM, datosN, datosF )
vec_res
datosO = datosG[1 : 4]
datosP = datosG[5 : 8]
vec_res[8] = factor_b(datosO, datosP, datosG)
vec_res
datosQ = datosH[1 : 4]
datosR = datosH[5 : 7]
vec_res[9] = factor_b(datosQ, datosR, datosH)
vec_res
datosS = datosI[1 : 4]
datosT = datosI[5 : 8]
vec_res[10] = factor_b(datosS, datosT, datosI)
vec_res
datosU = datosJ [1 : 4]
datosV = datosJ [5 : 7]
vec_res[11] = factor_b(datosU, datosV, datosJ)
vec_res
datosX = datosK[1 : 4]
datosY = datosK[5 : 8]
vec_res[12] = factor_b(datosX, datosY, datosK)
vec_res
datosW = datosL[1 : 4]
datosZ = datosL[5 : 7]
vec_res[13] = factor_b(datosW, datosZ, datosL)
vec_res
datosAA = datosM [1 : 4]
datosBB = datosM [5 : 8]
vec_res[14] = factor_b(datosAA, datosBB, datosM)
vec_res
datosCC = datosN [1 : 4]
datosDD = datosN [5 : 7]
vec_res[15] = factor_b(datosCC, datosDD, datosN)
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vec_res

Para utilizar otra función a priori se cambia en el programa por la siguiente
instrucción, donde se incluye la distribución a priori a utilizar y sus pará-
metros, ya el paquete INLA tiene las distribuciones a priori a utilizar.

prec.prior < −list(prec = list(prior = ”logtgaussian”, param = c(0, 0.001)))
mp1 < −inla(num f(datosA,model = ”ar1”, hyper = prec.prior), data =
p1, family = ”poisson”)

Programa 2

rm(list = ls())
library(poisson)
library(INLA)
esp_t = matrix(0, 60, 16)
matriz_resp = matrix(0, 15, 16)
mlambdas = matrix(0, 16, 4)

factor_b < −function(datosA, datosB, datos){
p1 < −data.frame(”num” = seq(1, length(datosA), 1), ”datosA” = datosA)
p2 < −data.frame(”num” = seq(1, length(datosB), 1), ”datosB” = datosB)
mp1 < −inla(num f(datosA,model = ”ar1”), data = p1, family = ”poisson”)
mp2 < −inla(num f(datosB,model = ”ar1”), data = p2, family = ”poisson”)
midf < −data.frame(”num” = seq(1, length(datos), 1), ”datos” = datos)
mp < −inla(num f(datos,model = ”ar1”), data = midf, family = ”poisson”)

respuesta < −as.numeric(mp1$mlik[1, 1])+as.numeric(mp2$mlik[1, 1])−
as.numeric(mp$mlik[1, 1])
return(respuesta)
}

for(i in 1 : 16){
vlambda = sample(1 : 15, 4)
vector < −hpp.event.times(vlambda[4], 15, num.sims = 1, t0 = 0)
plot(vector)
mlambdas[i, ] = vlambda
vector1 < −hpp.event.times(vlambda[1], 15, num.sims = 1, t0 = 0)
vector2 < −hpp.event.times(vlambda[2], 15, num.sims = 1, t0 = 0)
vector4 < −hpp.event.times(vlambda[3], 15, num.sims = 1, t0 = 0)
datos < −c(vector, vector1, vector2, vector4)
espt[, i] = datos
}
for(indice in 1 : 16){
datosA = esp_t[1 : 30, indice]
datosB = esp_t[31 : 60, indice]
datos = esp_t[, indice]
datosA
datosB
matriz_resp[1, indice] = factor_b(datosA, datosB, datos)
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datosC = datosA[1 : 15]
datosD = datosA[16 : 30]
matriz_resp[2, indice] = factor_b(datosC, datosD, datosA)
datosE = datosB[1 : 15]
datosF = datosB[16 : 30]
matriz_resp[3, indice] = factor_b(datosE, datosF, datosB)
datosG = datosC[1 : 8]
datosH = datosC[9 : 15]
matriz_resp[4, indice] = factor_b(datosG, datosH, datosC)
datosI = datosD[1 : 8]
datosJ = datosD[9 : 15]
matriz_resp[5, indice] = factor_b(datosI, datosJ, datosD)
datosK = datosE[1 : 8]
datosL = datosE[9 : 15]
matriz_resp[6, indice] = factor_b(datosK, datosL, datosE)
datosM = datosF [1 : 8]
datosN = datosF [9 : 15]
matriz_resp[7, indice] = factor_b(datosM, datosN, datosF )
datosO = datosG[1 : 4]
datosP = datosG[5 : 8]
matriz_resp[8, indice] = factor_b(datosO, datosP, datosG)
datosQ = datosH[1 : 4]
datosR = datosH[5 : 7]
matriz_resp[9, indice] = factor_b(datosQ, datosR, datosH)
datosS = datosI[1 : 4]
datosT = datosI[5 : 8]
matriz_resp[10, indice] = factor_b(datosS, datosT, datosI)
datosU = datosJ [1 : 4]
datosV = datosJ [5 : 7]
matriz_resp[11, indice] = factor_b(datosU, datosV, datosJ)
datosX = datosK[1 : 4]
datosY = datosK[5 : 8]
matriz_resp[12, indice] = factor_b(datosX, datosY, datosK)
datosW = datosL[1 : 4]
datosZ = datosL[5 : 7]
matriz_resp[13, indice] = factor_b(datosW, datosZ, datosL)
datosAA = datosM [1 : 4]
datosBB = datosM [5 : 8]
matriz_resp[14, indice] = factor_b(datosAA, datosBB, datosM)
datosCC = datosN [1 : 4]
datosDD = datosN [5 : 7]
matriz_resp[15, indice] = factor_b(datosCC, datosDD, datosN)
indice = indice+ 1
}
matriz_resp
mlambdas

Programa 3

library(INLA)
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cement
m1 < −inla(y x1 + x2 + x3 + x4, data = cement)
dato < −c(7, 1, 11, 11, 7, 11, 3, 1, 2, 21, 1, 11, 10)

m1$marginals.fixed$x1
1− inla.pmarginal(0,m1$marginals.fixed$x1)

probas = seq(1, 13)
for(h in 1 : 13){
probas[h] = inla.pmarginal(dato[h] + 0.2,m1$marginals.fixed$x1)
−inla.pmarginal(dato[h]− 0.2,m1$marginals.fixed$x1)
}

menores = seq(1, 13)
umbral = 3.041631e− 07
for(h in 1 : 13){
menores[h] = probas[h] < umbral
}
menores

Programa 4

datos < −c(74, 60, 26, 24, 94, 22, 78, 270, 223, 104, 188, 56, 36
, 351, 49, 171, 68, 42, 229, 36, 206,
146, 69, 113, 278, 208, 41, 136, 80, 140, 37, 83)
promd < −mean(datos)
promd
parciales < −seq(1, 33)
parciales[1] = 0
for(iin2 : 32){
parciales[i] = parciales[i− 1] + datos[i− 1]− promd
}
parciales
Smax = max(parciales)
Smin = min(parciales)
Sdif = Smax− Smin
Sdif
Smax
Smin
plot(parciales, type = ”l”)

remuestreo < −function(rdatos){
rpromd < −mean(rdatos)
rparciales < −seq(1, 33)
rparciales[1] = 0
for(k in 2 : 33){
rparciales[k] = rparciales[k − 1] + rdatos[k − 1]− rpromd
}
rSmax = max(rparciales)
rSmin = min(rparciales)
rSdif = rSmax− rSmin
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return(rSdif)
}

diferencias = seq(1, 100)
for(m in 1 : 100){
diferencias[m] = remuestreo(sample(datos, 32))
}
diferencias

respuestas < −seq(1, 100)
for(m in 1 : 100){
respuestas[m] = diferencias[m] < Sdif
}
respuestas
diferencias
Sdif

NConfianza = 100 ∗ sum(respuestas)/length(respuestas)
NConfianza


