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Introduccion

Cuando se escucha decir punto de cambio la primer pregunta que
surge es jqué es un punto de cambio? Chen y Gupta (2012) lo defi-
nen como el sitio o punto en el tiempo %, en una sucesién de datos
{z:,} i =1,...,n observados y ordenados respecto al tiempo tal que
dichas observaciones siguen una distribucién F}, antes de un punto,
y en otro posterior la distribucién a seguir es Fy. Es decir, desde el
punto de vista estadistico, la sucesién de observaciones muestra un
comportamiento no homogéneo. El problema de punto de cambio es
considerado como uno de los problemas centrales de inferencia esta-
distica, pues relaciona a la teoria de control estadistico, a las pruebas
de hipotesis (al detectar si existe algiin cambio en la  sucesién de
variables aleatorias observadas), y a la teoria de estimacion (al esti-
mar el niimero de cambios y sus correspondientes localizaciones). Esto
bajo los enfoques clasico y Bayesiano, segin Chen y Gupta (2012).

Chen y Gupta (2012) indican que los problemas de puntos de cambio
originalmente surgieron en control de calidad y en general pueden ser
encontrados en la modelacién matematica de diversas disciplinas ta-
les como Medio Ambiente, Epidemiologia, Procesos de senal sismica,
Economia, Finanzas, Geologia, Medicina, Biologia, Fisica, etc.

En general el problema de puntos de cambio segiin Chen y Gupta
(2012) se visualiza de la forma siguiente:

Sean X, Xo,..., X, una coleccién de vectores (variables) aleatorios

independientes con funciones de distribucion de probabilidad Fy, Fy, . ..

F,,, respectivamente. Entonces el problema de puntos de cambio con-
siste en probar la hipotesis nula Hy de la no existencia de cambio
contra la alternativa H, de que existe al menos un punto de cambio;
lo cual se expresa de la siguiente manera:

H0:F1:F2:...:Fn
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vS
Ha:Fl:..':F(kl)#F(k1+l):...:F(k2)7éF(k2+l):
= Fg) #F Fege) =0 = I

donde 1 < k1 < kg < -+ < kg < n, qes el nimero desconocido de pun-
tos de cambio y ki, ko, - , kg son las posiciones desconocidas respec-
tivas que tienen que ser estimadas. Si las distribuciones Iy, Fy, ..., F,
pertenecen a una familia paramétrica comian F'(#), donde 6 € RP,
entonces el problema de puntos de cambio consiste en probar la hi-
potesis nula Hy sobre la no existencia de cambio en los parametros
0;,i=1,...,n de la poblacién contra la alternativa H, de que existe
al menos un punto de cambio; lo cual se expresa de la siguiente forma:

Hy:0, =60y="--- =0, =0(desconocidos)
vs
Hy:0r = =00)) # Okyyr)) = = Ohp) 7
Ohorr) = = Otieg) 7 Othysr) = -+ = On,
donde q y k1, k2, ..., kq tienen que ser estimados. Estas hipotesis re-

velan los aspectos de inferencia de puntos de cambio para determinar
si existe algin punto de cambio en el proceso, estimar el nimero de
éllos y sus respectivas posiciones.

En diversos casos se asume que las observaciones son independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.), el analisis resulta més complejo si
se presenta dependencia entre las observaciones Chen y Gupta (2012).
En el caso de series de tiempo la dependencia esté presente entre las
observaciones dentro de cada segmento de tiempo; en el caso de datos
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espacio-temporales, la dependencia sucede sobre el espacio y el tiempo.

En este trabajo de tesis como inicio se plantean los objetivos. En el
Capitulo 1 se incluye una pequena historia de cémo se dieron los avan-
ces en puntos de cambio, posteriormente se da una seccién de puntos
de cambio en Estadistica Espacial con razon de verosimilitud y final-
mente se da una seccion con inferencia Bayesiana, la cual es utilizada
en el capitulo 3 para detectar puntos de cambio. En el Capitulo 2
se tratan los diferentes puntos de cambio, ellos son: segin Brodsky y
Darkhovsky (1993, 2000), visualizacién de puntos de cambio abrupto
y gradual, puntos de cambio espacio tiempo segin Xun et al. (2014).
Posteriormente se tratan algunas metodologias paramétricas y no pa-
ramétricas y se presentan algunas aplicaciones. En el Capitulo 3 se
hace un analisis de puntos de cambio con el factor de Bayes, umbra-
les y CUSUM. Para el anélisis de puntos de cambio con el factor de
Bayes se simularon datos Poisson; el método de umbrales se trabajo
con una regresion y para la CUSUM se utilizaron datos de INEGI y
de Coronavirus. En el Capitulo 4 se dan las conclusiones. Finalmente
se incluye la propuesta de trabajo a futuro.






Objetivos

En este apartado se plantean el objetivo general y los objetivos espe-
cificos del trabajo de investigaciéon sobre puntos de cambio.

Objetivo general

Implementacién de procedimientos computacionales en el anélisis y
deteccion de puntos de cambio, considerando sus estadisticas de prue-
ba, resultados numéricos y aplicaciones.

Objetivos especificos

e Investigar y analizar las metodologias desarrolladas en el estudio
de puntos de cambio y sus diferentes aplicaciones.

e Examinar las estadisticas de prueba y metodologias paramétri-
cas y no paramétricas de puntos de cambio.

e Desarrollar programas, estudiar y comparar los resultados de al-
gunos procedimientos aplicados en la deteccién de los puntos de
cambio, en particular el factor de Bayes, el método de umbrales
y la estadistica de suma acumulativa (CUSUM).



Capitulo 1

Puntos de cambio

En este Capitulo se incluye una pequena historia de cémo se dieron los
avances en puntos de cambio, posteriormente se introduce una seccién
de puntos de cambio en Estadistica Espacial con razén de verosimi-
litud y finalmente se incorpora una seccién con inferencia Bayesiana,
la cual es utilizada en el Capitulo 3 para detectar puntos de cambio.

1.1 Historia de puntos de cambio.

Las primeras publicaciones sobre andlisis de puntos de cambio apare-
cieron hacia la mitad del siglo pasado. Uno de los primeros trabajos
sobre el problema de punto de cambio retrospectivo (a posteriori) in-
cluye a Page (1957) quien propuso dicho método. El asumié una suce-
sién de variables aleatorias independientes observadas con un cambio
abrupto, se planted la hipotesis nula que las observaciones provinieron
de una sola distribucién y la hipotesis alternativa que las primeras m
observaciones provinieron de una distribucién y el resto de otra. Supu-
so ademas que los parametros de tales distribuciones eran conocidos.
Para probar la hipétesis nula Hy que se planted, adoptd un enfoque
de discriminante, dividi6 el espacio muestral en n subconjuntos a los
cuales les asigné una hipétesis, la hipotesis H;, para ¢« = 1,...,n
fue aceptada para z en la region R; si la verosimilitud en esa regién
fue mayor que la de otra regién en comparacién. El estimador del
punto de cambio fue ¢ = inf{k : Sp_1 > S;,j = 2,...,n}, don-
k
de S =Y [Inf(x:|01) — Inf(x:]02)], f(x:]61) es la funcién antes del
t=1
punto de cambio y f(z¢|02) es la funcion después del punto de cambio.

Por otra parte Hinkley (1970) mediante el uso de caminatas aleatorias,
obtuvo las estadisticas de prueba bajo diferentes suposiciones respecto
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a los parametros, los cuales consider6 correspondian a una distribu-
cién normal. Obtuvo las distribuciones asintoticas de las estadisticas
de prueba y la del estimador de maxima verosimilitud del punto de
cambio. Su método lo condujo a distribuciones asintéticas basadas
en integrales extremadamente complejas, y al comparar las varian-
zas del estimador empirico de punto de cambio con los resultados de
sus aproximaciones, determiné que sus resultados fueron pobres, ya
que los valores no fueron parecidos entre si, principalmente en mues-
tras de tamano pequenas. Los tamanos de muestra que tomé fueron
T = 50, 100, 200. Por su parte Hawkins (1977) por medio de un proce-
so de Markov, obtuvo la distribucién nula de la estadistica de prueba
de la razéon de log verosimilitud de un solo punto de cambio sobre la
media de una sucesiéon de variables i.i.d. a una distribucién normal,
supuso a la varianza o conocida e igual a 1. Asi mismo, proporciond
la distribucién nula del punto de cambio, sus resultados de simulacién
mostraron que la aproximacién es buena cuando el tamano de mues-
tra n y el nivel de significancia a son  pequefios pero con errores
moderados.

Miés tarde Yao y Davis (1986) mostraron que la estadistica de prue-
ba cuando cambia la media de una distribucién normal con varianza
igual a uno, es igual en distribucién al maximo de un puente Brow-
niano normalizado. Derivaron también la convergencia débil de la
distribucién nula de la estadistica de prueba de razon de verosimi-
litud del punto de cambio sobre la media de una distribucién normal
cuando la varianza es conocida y cuando la varianza es desconocida;
por su parte Horvarth (1993) obtuvo la distribucion nula asintética de
la estadistica de prueba de la razén de verosimilitud en el caso de una
normal univariada cuando ambas media y varianza pueden cambiar,
en éstos tres casos la convergencia fue hacia la distribucion doble ex-
ponencial. Yao y Davis (1986), determinaron que dicha distribucion
para n pequena no provee una buena aproximacion a la distribucién
nula, para esto se basaron en resultados de la teoria de valores extre-
mos expuesta en Hall (1979), la cual dice que si se cuenta con una
sucesion de variables aleatorias provenientes de una distribucién nor-
mal estdndar, entonces el maximo de tal sucesiéon estandarizado por
funciones a,, y b, converge en distribucién a la distribucién de valo-
res extremos Gumbel, y la tasa de convergencia es aproximadamente
1/logn lo cual indica una convergencia muy lenta principalmente en
muestras pequenas. Horvarth (1993) determiné también por medio de
simulacién que la convergencia es lenta para muestras pequenas, tomo
muestras de tamanos n = 20,50 y 100. La estadistica de prueba para
la media, la convergencia en distribucién a puentes Brownianos y la
distribucién Gumbel bajo Hy presentadas en Yao y Davis (1986), son
dadas a continuacion:
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Estadistica de prueba de maxima verosimilitud

Enseguida se incluye la estadistica de prueba de maxima verosimilitud,
de la cual se obtiene la igualdad en distribucién a puentes Brownianos
y la distribucién asintética Gumbel.

=V = _max |Tk|, donde ,

1/2
Ti = (i k)) Z“‘I

n es el tamano de muestra
Convergencia en distribucién a puentes Brownianos

Teorema 1.1. Sean W, = X1+ Xo +...+ X, 1 <k <n-—1, donde
las variables aleatorias X} tienen distribucion normal y {B(t);0 <t <
oo} un movimiento Browniano estandar; entonces de las propiedades
de la variable aleatoria normal, ver Yao y Davis (1986),

{M;lgkgn} {B(k);lgkgn},
n

N

(2) significa igualdad en distribucién. Ademas,

i~

W, kW,| [k kY2
U= [E-ETE[Ra- b
o We  Wn NIV
= Jndx on st /[t —1)]
B Wk ku % _nu /2

nt=1

= mix |Bo(n)] /It~ 0)]/2,

nt=1,..

£ I{léx 1B — B /[t~ 0)"/?

donde t = £, By(t) = B(t) — tB(1) es un puente Browniano Yao y

Davis (1986).
Distribucién de valores extremos Gumbel
Teorema 1.2. Para —oco < z < o0

lim Pla; (U —b,) > 2] = exp{—27"/2e""},

n—oo

donde a,, = (2loglogn)~'/2, b, = a; '+ %an logs n. U es la estadistica
de prueba de maxima verosimilitud.
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En lo que respecta a la Estadistica Multivariada Srivastava y Worsley
(1986) usaron una prueba de razon de verosimilitud para probar un
cambio en el vector de medias de una distribucién normal multivariada
suponiendo varianzas iguales pero desconocidas. La prueba de razén
de verosimilitud para ¢t (punto de cambio desconocido) esta basada en
el maximo de la estadistica T2 de Hotelling:
T£2 = max TE,

donde # es el punto en el cual ocurre el maximo. En la expresién
de la estadistica Tt? que se presenta més adelante, se tiene a y; =
{N;N;}/N}?(z,— ;) donde N; es el niimero de obervaciones antes del
punto de cambio, IV} es el nimero de observaciones después del punto
de cambio y N es el nimero total de observaciones, lo que se observa
entre paréntesis es la diferencia estandarizada entre las observaciones
antes y después del punto de cambio, y la estadistica 7?2 de Hotelling
para probar estas diferencias es T = y;Wyy;, t = 1,...,n — 1, donde,

Ny N
e {Z(”" @)@ =3+ Y (= 7)) —fry} /(N ~2),

i=1 i=N,

es la matriz de varianza muestral unida. Srivastava y Worsley (1986)
encontraron una técnica conservativa para la distribucién nula de T£2’
basada en una desigualdad Bonferroni mejorada, para ello trabajaron
en términos de la siguiente estadistica equivalente:

Sp =T2/(N—=2+T2) = 4,V 'y, donde V = SN | (z;—Zn)(xi—Tn ).

Srivastava y Worsley (1986) aportaron la desigualdad Bonferroni me-
jorada, ellos se basaron en dos propuestas enumeradas a continuacion:

N-1

1. Desigualdad Bonferroni P(S; > ¢) < ZP(Et), donde E; son los
t=1

eventos tal que S; > ¢, conc>0yce Z.

N-1 N-1
2. P(S; > ¢) < Py, donde P, = Y P(E;) = Y P(E; N Eyp1).
t=1 t=1

Su aporte:
N-2 N-2

3. P(S; >¢) < P, = 1—Gpu(c)+ qlzkzt - qQZkf, donde
t=1 =1

ke = (1—p)'/2,

@1 = gpof{2e(1 — o) /m PP T{S(p+v - D}/ T{3(p+v—-1)},
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e =q{@p’-1)/c+ @ -1)/1-c)=(p+v)(p+v—1)}/12(p +v)

Y gpv €s la densidad de una variable aleatoria beta con paradmetros
ip, 3v,v =N —p—1, la expansion es vélida si v > 8.

Su resultado fue obtenido al expandir la probabilidad conjunta en se-
ries de Taylor sobre p; = 1, P = P(E; N Eyy1) = P(S; > ¢, S¢11 > ¢).

Encontraron la distribuciéon nula conjunta de S; y S; bajo Hy y me-
diante integraciéon numérica obtuvieron la distribucién de la estadisti-
ca de prueba Tt2 = méx{y; Wiy }, para p = 2,4, 6 (nimero de variables
usadas) y N = 10,20,40 (N tamafio de muestra), los niveles de signi-
ficancia utilizados fueron oo = 0.10, 0.05,0.01. Calcularon también los
limites para las dos propuestas en las que se basaron y los resultados
mostraron que: el limite para la primera debia ser usado para v < 8
(v pardmetro de forma de la distribucién beta usada en su aproxi-
macion), su propuesta fue razonablemente exacta para N = 20,40 y
v > 8 y ambos fueron conservativos para N > 40, ver Srivastava y
Worsley (1986). El segundo limite en el que ellos se basaron fue exac-
to para N < 50 y conservativo para N > 50. Ademés notaron que la
exactitud parece incrementar cuando el niimero de variables p crece.
Mencionan ademas que su método es ttil cuando se tienen multiples
puntos de cambio pues puede aplicarse el método de biseccion.

Debido a que las distribuciones de las diferentes estadisticas de prue-
ba resultaron ser adecuadas para muestras pequenas y en algunos
casos con errores; para muestras suficientemente grandes en donde
la convergencia resultd ser lenta y en otro caso los limites resultaron
ser conservativos, se cre6 una metodologia nueva para convergencia
asintotica en donde se utilizan puentes Brownianos. Esta nueva me-
todologia demostré tener una convergencia asintética rapida, ser no
conservativa y ser apropiada para tamanos de muestra pequenos, mo-
derados y grandes, ver Srivastava y Worsley (1986).

1.2 Problemas de puntos de cambio espa-
ciales
En esta seccién se tratan puntos de cambio espaciales modelados en

forma lattice (o modelo areal), donde una lattice es una cuadricula
que puede ser regular o irregular.

Segun Xun et al. (2014), los tipos de modelado en Estadistica Espa-
cial son de tres clases: modelado Geoestadistico; modelado Lattice (o
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modelo Areal), en este tipo de modelado se utilizan procesos de los
datos tales como el autorregresivo espacial y los campos aleatorios de
Markov; y finalmente Procesos Puntuales.

Un trabajo en modelado Lattice con procesos autorregresivos multiva-
riados para estudiar puntos de cambio de forma espacial es el de Otto
y Wolfgang (2016), quienes analizan cambios en los parametros de la
media y covarianza de tal proceso. El proceso tiene un punto inicial
el cual es considerado como el centro de origen sy € Dy; D, denota
la region de estudio y desde el cual evoluciona en toda dimensién del
espacio g-dimensional, los cambios en los parametros ocurren a una
cierta distancia desde el centro.

Sean si,...,S,, localizaciones en Dy, las cuales son ordenadas con
respecto a su distancia desde el origen como 0 < d(s1, s0) < d(s2, 80) <
<+ < d(8n, So). Sea Y ;(s) la i-ésima componente de Y (s) v Y;(s) =
(Yi(s1),...,Yi(5,))T. El proceso autorregresivo considerado es dado
por:

Yi = ui]-n + sz(Yifl - Uz]-n) + £ia i= ]-7 ceey Dy

donde 1,, es un vector de unos, {;,...,&,} es una coleccién de vec-
tores aleatorios independientes, p; es un parametro autorregresivo de
ponderaciéon de BY ;, u; es la media de Y;, B es una matriz de pon-
deraciones espaciales. Asumiendo que cada & ~ Nn(0,0'giIn)) , se
sigue que Y'; ~ Ny (uily, (I, — piB)~'0Z [(In — p:B)"]7"), en donde
I,, es la matriz identidad n-dimensional. Se asume que los vectores
&,...,€, e Yq1,..., Y, son independientes, pero los componentes
de cada uno de los Y; son correlacionados. Por otra parte, la dis-
tribucion de la l-ésima observacion es Y (s;) ~ Np(u,3(s;)), donde
(s1) = diag(oi(si),...,00(s1)), L = 1,...,py w = (ur,...,up)"
Todos los componentes de Y (s;) se asumen que independientemente
siguen un proceso autorregresivo espacial. La varianza o2 (s;) es obte-
nida como la l-ésima entrada de la diagonal de la matriz de covarianza
(I — piB) 102 (L — piB)T] .

Se considera que puede ocurrir un cambio en los pardmetros del mode-
lo a una distancia desconocida § desde el origen sy = 0. Se asume que
0 € D, ={D(s0),D(s1)...,D(spn), 0}, y D, tiene dos elementos si
todas las estaciones tienen la misma distancia positiva desde el origen
(ie. 0= D(sg) < D(s1) =---=D(sp) < 00) y tiene n+ 1 elementos
si todas las estaciones tienen una distancia positiva diferente desde el
origen (i.e. 0= D(sg) < D(s1) < -+ < D(s,) < 00) donde § = oo se
refiere al caso en que no existe un cambio estructural. En particular el
enfoque es sobre cambios en la media y los parametros autoregresivos

pP = (pl,...,pp)T.
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Si {X(s) : s € Ds} es el proceso observado y se supone que ocurre
un cambio a = (ay,...,a,)" € RP\{0} a una distancia d, entonces el
proceso observado y su esperanza son:

[ Y(s), i D(s) <6,
X(s) = { a+Y(s), :i D(s) >0,

E<X<s>>={ e 4 DOSS

para cada localizacion s.

Se define una funcion indicadora v(d) = (Ip(s)>d)i=1,....n Para la
distancia y al incluir el cambio en la media del proceso autorregresivo,
el proceso observado se reescribe como:

X =uly +ai(l, —piB)Y(0) + piB(X; —uly) +§;, i=1,...,p.

Ademaés, puede haber cambios en los parametros autorregresivos del
proceso y si = (r1,...,7,)T € RP\{0} denota la magnitud de dicho
cambio el cual ocurre a la distancia J, entonces el proceso se especifica
como:

X =wl, + (pidy, +ridiag(y(6))B(X; —w;l,) +&;, i=1,...,p.

Los cambios en los parametros autorregresivos conducen a cambios en
la matriz de covarianza del proceso.

De acuerdo con Otto y Wolfgang (2016), el contraste de hipotesis sobre
la decisién de si existe un cambio estructural dentro del proceso a una
distancia maximal § de todas las localizaciones se especifica como:

Ho:0>D(sp) vs Hyi:d<D(sp),

donde D(s,,) son todas las distancias posibles medidas a partir del ori-
gen a cualesquiera localizaciones de la region de estudio. La decisién
de si existe un cambio se basa en la razén de verosimilitud entre el
modelo con § = oo y el modelo mejor ajustado con § > 0. Asumiendo
que los vectores &; son distribuidos normalmente, las log verosimilitu-
des son:

Bajo Hy:
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L(O)(p,agvu;Xl, .. .,Xp) - 7%2171(27(0—27)

—22 2 E(O) 3 ©) donde £ =T, —p:B)(X; —uil,).

z

Para cambio en la media:

P
LW (p,o¢,u,a,0; Xq,...,X,) = f%Zln(Qwogi)

=1
_Z 5(1) (1)
20 2

z

donde eV = (I, — piB)(X; — wiI,, — a;h(5)).

Para cambio en el pardmetro autorregresivo:

NE

L(Q)(puo'£7u7T,6;X1,...,Xp) = —%

_ZQU 5(2)

donde 555 = ( n — (piIn + Todla9(¢(5)))3)(Xz - uiln)-

ln(27m§i)
l

1

La razon de log verosimilitud es:

20, (X1,...,X,) = gggxz(L“)(ég”;Xl, LX)

—LO@O: X,,..., X)),

donde 8 denota el punto donde el maximo de la log verosimilitud
L) es alcanzado y égl) denota el méximo de la log verosimilitud del
modelo de punto de cambio para algin punto de cambio dado 4.

Dado que la distribucién limite exacta de la razén de log verosimilitud
no pudo ser obtenida de una manera cerrada, se realizé6 un estudio
de simulacién del proceso por medio de Monte Carlo y los cuantiles
de la distribucion estimada de A,, para lo cual se utilizdé un kernel
Gaussiano, fueron comparados con los de la distribucién Gumbel Xun
et al. (2014).

1.3 Inferencia Bayesiana

En esta seccién, se enfocarad la atencion sobre los temas Bayesianos
tomando informacion de William(2007 ), Lee (2012) y Bayesiano con
puntos de cambio de Altieri (2015). Esto se realiz6 con el objetivo
de resolver alguna de las hipotesis de punto de cambio propuestas en
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Altieri en el Capitulo 3 de este trabajo; ya que Altieri propone con-
trastes de hipotesis de puntos de cambio temporal, espacial y espacio
temporal. Los temas Bayesianos analizados seran utiles para el anéali-
sis de los casos mencionados anteriormente y si es posible con alguna
modificacién en cuanto a la distribucién a priori, ya que se utiliza para
el anélisis de los puntos de cambio en Altieri (2015) una distribucion
apriori uniforme, lo cual permite cosiderar la posibilidad de utilizar
otra distribucién a priori.

Asi, en el Capitulo 3 donde se analiza el caso de estudio ademas de
utilizar la distribucién a priori uniforme, se utilizan la distribucién
log-gamma, la Gaussiana, la logit-beta y la normal truncada.

En la inferencia Bayesiana generalmente se requiere la distribucién a
posteriori para los modelos, por ejemplo, la distribucién de los para-
metros dados los datos, o distribucién predictiva a posteriori (para
prediccién o pronédstico de la distribucién de nuevos valores dados los
observados).

La distribucién a posteriori es igual a la verosimilitud de datos multi-
plicada por la distribucién a priori sobre la constante de normalizacién
(por lo que la distribucién a posteriori se integra a uno), esto es, por
el teorema de Bayes:

pl0ls) = B < al0)p(0)

en un enfoque frecuentista, a menudo se maximiza la verosimilitud de
los datos utilizando métodos numéricos como Newton Raphson, para
obtener una estimacion puntual para un parametro dado (que es fijo
pero desconocido) y se utiliza la idea del remuestreo teérico para esti-
mar un intervalo de confianza correspondiente alrededor de ese para-
metro estimado. En un anélisis Bayesiano se obtiene una distribucién
a posteriori para el pardmetro para la cual se pueden proporcionar
resumenes estadisticos (mediana, media y moda) y cuantiles para ob-
tener directamente intervalos de alta credibilidad.

Si se usan distribuciones a prioris conjugadas para cada pardmetro
(una especie de distribuciones canénicas que facilitan los célculos),
entonces se puede determinar la distribucién a posteriori en forma
cerrada Lee (2012). Generalmente, la integral en el denominador es
intratable, por lo que se utilizan métodos numéricos como los Métodos
de Montecarlo basados en cadenas de Markov (MCMC), para tomar
muestras de las distribuciones condicionales y estimar la distribucién
marginal para cada pardmetro de interés.
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Si la distribucion a priori pertenece a una familia conjugada, la dis-
tribucién a posteriori puede calcularse analiticamente, de lo contrario
se recurre a métodos numéricos. Una definicién de una distribuciéon a
priori conjugada se da a continuacion.

Definicién 1.1. Una distribuciéon a priori es conjugada para una fa-
milia de distribuciones si la distribucién a priori y la distribucién a
posteriori son de la misma familia Lee (2012).

Las distribuciones a priori conjugadas son usuales debido a que siem-
pre se obtiene la distribucién a posteriori en forma analitica, asi existe
una conveniencia matemaética. La familia exponencial incluye muchas
distribuciones comunes (normal, Gamma, Poisson, Binomial, etc.),
una distribucién a priori conjugada para la familia exponencial tie-
ne la forma de una distribucién de la familia exponencial.

Dos ejemplos de distribuciones a prioris conjugadas son la Binomial y
la Poisson. La verosimilitud Binomial esta dada de la siguiente forma:

(=)

p(z|r) x 7%(1 — )

la distribucién a priori para m tiene la forma:

p(m) (1 —m) P,

para 0 < 7w < 1, esto es tiene una distribucion Beta m ~ Be(a, f3),

entonces la distribuciéon a posteriori tiene la forma:

p(rlz) oc m@HET (1 — m)Ptnent

esto es 7|z ~ Be(a + x,8 +n — z), es claro que la familia de la dis-
tribucién Beta es conjugada para una verosimilitud Binomial.

Para una distribuciéon Poisson la verosimilitud es:

I(Az) oc AT exp(—n)),

donde T es la estadistica suficiente T = > x;. La distribucion a priori
conjugada es :

p(N) ox A2 Lexp(—1/250M).
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La densidad a posteriori es:

p(A|z) oc XVF2D/271 oy (—1/2(Sy + 2n)\).

Para este ejemplo la familia conjugada es la Gamma.

Ademas, también para la verosimilitud Poisson se tiene las distribu-
cion a priori uniforme que es g(u) = 1 para p > 0, y la distribucion a
priori de Jeffrey g(u) o ﬁ, para p > 0.

Teorema de Bayes para la media normal con una distribucion
a priori continua.

Para una distribucién normal, la verosimilitud de la muestra aleato-
ria es proporcional a la verosimilitud de la media muestral §. Asi la
distribucién a posteriori es

sl 7 0=

3577 (U — 1)?dp

9(M|y17~-~>yn) fg

Esto funciona para cada distribucion a priori continua g(u). Sin em-
bargo requiere integraciéon que puede hacerse numéricamente, ver Wi-
lliam (2007).

La distribucién a priori plana da a cada valor p igual peso. La distribu-
cién a priori plana no es realmente una distribucién a priori adecuada
ya que —oo < p < 00, por lo que no puede integrarse a 1. Sin em-
bargo, esta distribucién a priori impropia funciona bien. Aunque la
distribucién a priori es impropia, la distribucién aposteriori integrara
a 1, por lo que es apropiada. La distribucién a priori de Jeffrey para la
media de una distribucién normal resulta ser la distribucién a priori
plana.

La distribucion a posteriori para la media se reescribe como g(u|y) «

1 ()2
e 22 7m W) , asi la distribucién a posteriori es normal con media ¥

y varianza o2 /n.
Densidad a priori normal para p.

La densidad a priori es g(u) ¢~ a7 (h=m)® y la forma de la verosi-

w=mw?
militud es f(y|u) o« e~ 27 . Realizando el producto y eliminando
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la constante de proporcionalidad, se tiene que la distribucién a poste-
riori es una distribucién normal que tiene media y varianza dadas por:

o2s?

o’m + sz
(02 +5%)

N2 __
O'2+82 )y (8) -

m' = (

Esto demuestra que la distribucién normal a priori N (m, s?) pertene-
ce a la familia conjugada para la distribucién de observaciéon normal
con varianza conocida.

Intervalo creible Bayesiano para la media Normal

Teorema 1.3. Cuando la varianza es conocida, el intervalo de con-
fianza Bayesiano de (1—a) % para p es m'+za zs’, ver William (2007).

Teorema 1.4. Cuando la varianza es desconocida, el intervalo Baye-
siano es m’ £+ tq xs’, ver William (2007).

Distribucién a priori no normal Cuando la distribucién a priori
es no normal, se encuentra la distribucién a posteriori para u usando
el teorema de Bayes y se tiene que integrar numéricamente. La distri-
bucién a posteriori serd no normal. El intervalo (1 — a) % creible al
encontrar un valor inferior p; y superior i, tales que

l

Im
/ gulyrs . yn)dp=1—a.
“w

Hay muchos de tales valores, la mejor opcién p; y p, nos daria el
intervalo més corto posible. Estos valores también satisfacen:

g(lul|y1’ s ayn) = g(ﬂu|y1a oo 7y71)

A veces es mas facil encontrar el intervalo creible con areas de cola
inferior y superior que son iguales.

Inferencia de la media Bayesiana y frecuentista
En la estadistica clasica hay varios tipos distintos de inferencia que se

pueden hacer: estimacion puntual, estimacion por intervalo y pruebas
de hipétesis. Cada uno de estos tipos de inferencia se pueden hacer
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de forma Bayesiana.

Desde el punto de vista frecuentista, el estimador de la media u es
el promedio Y, con esta estadistica el estimador es insesgado y de
varianza minima. El estimador Bayesiano para p es:

1/s? n/o?
ip=F ey Yn) = g.
,UB (,U|y1, ayl) n/02+1/82xm+n/02+1/82my

Se sabe que la media a posteriori minimiza el cuadrado medio a poste-
riori, esto es fip es el estimador 6ptimo para la media dados nuestros
datos de la muestra William (2007). La media a posteriori es una fun-
cién lineal de la variable aleatoria Y, asi su valor esperado es

) 1/s2 n/o?
E(ip) = ——1> LA ——
(i5) n/02+1/52xm+n/02+1/82xu

El sesgo de la media a posteriori es su valor esperado menos el valor
2
verdadero del parametro el cual simplifica a ns;’iﬂrz(m — ),

2 2

la varianza de la media a posteriori es [ﬁ]gx%

~ 2 . . X 7
Esta es mas pequena que -, la cual es la varianza del estimador Y
el estimador Bayesiano tiene un error cuadrado medio més pequeno.

Relacion entre un intervalo frecuentista e intervalo creible
Bayesiano de la aproximacion a priori plana.

Con una distribuciéon a priori plana para p, la media a posteriori es
igual a m’ = §j, y la varianza a posteriori es igual a (s')? = %2 En este
caso el intervalo creible frecuentista y el intervalo creible Bayesiano
tienen la misma forma:

y+tza  —.
Yy=xzg \/ﬁ

La interpretacion frecuentista es que p es fija. Los puntos finales del
intervalo aleatorio se calculan utilizando una declaracién de proba-
bilidad sobre la distribucién de muestreo de la estadistica y. En la
interpretaciéon Bayesiana se permite que p sea una variable aleatoria.
El intervalo creible se calcula a partir de la distribucién a posterio-
ri dados los datos de muestras que ocurrieron, tiene la probabilidad
condicional establecida de contener y dados los datos.
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Inferencia Bayesiana para regresion lineal simple

A veces es necesario modelar una relaciéon entre dos variables z y y.
Es posible que se requiera encontrar una ecuaciéon que describa tal re-
lacién. A menudo se planea usar el valor de x para ayudar a predecir
y usando esta relacién. Los datos consisten en n ordenadas (z;,y;)
para i =1,...,n. z es considerada la variable predictora y se conoce
sin error y y es una variable de respuesta que depende de x de alguna
manera desconocida, cada y observado contiene un término de error.

La verosimilitud de la observacién i es:

(0, B) oc ™ b= (b))

esto siempre es asi.
La verosimilitud de toda la muestra de todas las observaciones es el
producto de la verosimilitudes individuales

R S | Py —z))]12
lmuestra(aitaﬂ) ocl_I?:le 2 z v~ (oo tBlo:=2)] .

El exponente se simplifica en SS, =Y (v — 9)%, ¥
552y = Z?:l(yi — )z —2),y S8z = Z?:1(xi — )%

La verosimilitud eliminando la constante de proporcionalidad, es el
producto de dos funciones de masa asociadas con sendas distribucio-
nes normales y el resultado es el siguiente:

SSzyq2 _
lmuestra(ag‘caﬁ) X e_m[ﬁ_ ss:] 6{7ﬁ[(aiiy)2]}.

Noétese que la pendiente de minimos cuadrados es 3 = SSSS’;’ y§= Az,
el estimador de minimos cuadrados del intercepto de la linea vertical

x = . La distribucién a priori conjunta para 8y az es

g(az, B) = glaz)g(B).

La distribucién a posteriori conjunta para 8 y a, es proporcional a
la distribucién a priori conjunta por la verosimilitud conjunta, esto es:
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g(aia 5|dat08) X g(ai» ﬁ)lmuestra(aa’ca B)

Modelos Gausianos Latentes
Los modelos Gausianos Latentes son una clase muy general de modelos
Bayesianos jerarquicos donde se supone que la variable de respuesta
pertenece a una familia exponencial y es condicionalmente indepen-
diente dado un campo latente (normalmente distribuido) y algunos
hiperparametros.
El modelo jeradrquico puede ser escrito como:

y|(n,02) ~ 7(y|n,0) = Wip(yi|ni, 02), verosimilitud.

n|01 ~ p(n]61) = N(0,3), campo latente.

0 = [61,02)" ~ p(0), hiperpardmetros.
Donde y es un conjunto de datos observados, n es la distribucién
conjunta de todos los parametros en el predictor lineal (incluido el
mismo), 6 son los hiperparametros del campo latente que no son Gaus-

sianos.

La distribucién marginal de cada parametro es:

1 -1
(miln—i) ~ N (i — Z Qij(mj — 1), Qi)
Qii =
J#i
donde 7_; son los otros parametros que no son ¢, combinando los 3
niveles la distribucién a posteriori conjunta resulta en:

m(n,0y) oc w(0)N (0, £)ILim (yilni, 0),

el analisis tiene como objetivo encontrar las distribuciones a posteriori
marginales para todos los elementos del campo latente.

La distribucién normal en el nivel del campo latente puede sustituir-
se por algunas otras distribuciones, algunas de éllas son los Campos
Aleatorios Gaussianos de Markov Intrinsecos (IGMRF), que a menu-
do se denominan CAR intrinseco o paseo aleatorio en dos dimensiones
(RW2d) y el Besag. La densidad del primero es:

(n—2)

1 1
rlulri) o 7" eap(— T Qp),
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donde la matriz de precision es () = 7, R. El pardmetro 7, denota la
precisién mientras que R refleja la estructura de vecindad especifica
del modelo. Mientras el modelo Besag esta definido por la densidad
conjunta

k
m(x|k) o k(n_l)/zeffp(—izmjwij(xi —a;)%),

donde j ~ i significa que n; pertenece a una vecindad de ; y wj;
denota pesos positivos y simétricos para pares de nodos adyacentes.
Se asumen incrementos independientes

Xi — Xj ~ ]\7(07 1/wijk),

y la matriz correspondiente a () ahora tiene elementos:

YhikniWik, = J;
Qij = —k(wiy), i~ (L.1)
0, d.o.f.
Campos Aleatorios Gaussianos de Markov(GMRF)

Los Campos Aleatorios Gaussianos de Markov y las distribuciones
marginales se sustituyen por distribuciones condicionales. Un campo
aleatorio de Markov puede definirse como un conjunto de variables
aleatorias que tienen la propiedad de Markov y cuando todas las va-
riables se distribuyen normalmente se tiene un GMRF.

Se puede definir un GMRF por su media condicional y precision, la

media condicional es una suma ponderada de los vecinos, con pesos
correspondientes a los valores en @

1
Eni|n-i] = pi — asziQij(nj = 15)-

La precision es

Prec[nin-i] = Qi

Se pueden usar en diferentes tipos de campos aleatorios para mode-
lar el efecto espacial en una red; uno de ellos es el GMRF Intrinseco
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(IGMRF). Los modelos CAR a menudo se llaman CAR intrinsecos o
paseos aleatorios en dos dimensiones (RW2D), y se caracterizan por
una matriz de precision que no es de rango completo (tiene al menos
un valor propio cero).

El analisis de puntos de cambio en Altieri (2015) lo hacen con procesos
Cox Log Gaussianos, estos procesos se definen de la siguiente forma:

El proceso Cox Log Gaussiano es un proceso puntual doblemente es-
tocastico formado como un proceso de Poisson no homogéneo con una
intensidad estocéstica. Estos procesos fueron introducidos por Cox en
una dimensién temporal. Su definicion en el espacio y en el tiempo es:
1. {A(s,t),s € S,t € T} es un proceso estocastico no negativo.

2. Condicionando a {A(s,t) = A(s,t),s € S,t € T}, los eventos for-
man un proceso Poisson no homogéneo con intensidad A(s,t).

Supongamos que z = {Z(s,t),s € S,t € T} es un proceso Gaussiano
evaluado en los reales con media p(s,t) = E[Z(s,t)] y funcién de co-
varianza C[(s;,t;), (sj,t;)] = Cov[Z(ss,t;), Z(s4,t;)]. Si la funcién de
intensidad esta definida como A(s,t) = exp[Z(s,t)], entonces el co-
rrespondiente proceso Y es también un proceso Cox Log Gaussiano,
ver Altieri (2015).

Los procesos Cox Log Gaussianos suponen que la distribucién de pun-
tos sobre el espacio se debe a la heterogeneidad ambiental estocastica
modelada con una funcién de intensidad aleatoria A(s); dada A(s) la
distribucién de puntos sigue un proceso de Poisson no homogéneo. En
los procesos Cox log Gaussianos se supone que el logaritmo de la super-
ficie de intensidad sobre una ventana de observacion W es un campo
Gaussiano (latente) sobre(s), es decir A(s) = [ A(s)ds = exp(n(s)),
y condicionado sobre 7(s), el numero de puntos es N ~ Poi(A(s)).

La Estadistica Espacial se divide en tres ramas: Geoestadistica, Proce-
sos Areales y Procesos Puntuales. Los que son de interés en inferencia
Bayesiana son los Procesos Puntuales, estos tienen las siguientes ca-
racteristicas:

e N(w): Es el namero aleatorio de puntos del proceso en la obser-
vacion de la ventana w.

e X son procesos puntuales definidos sobre un espacio medible y
observado en el interior de la ventana w.
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e X;,i=1,...,N: punto genérico (evento del proceso).
e P(N(W = n)), nimero de distribuciones univariadas.

e E(N(w)) =n(w), nimero esperado de puntos en W.

E(N(ds))

La funcion de intensidad A(s) = limgs—0 s

es decir, el nimero de puntos en una regiéon extremadamente pequena.
La intensidad puede ser constante, en este caso el proceso es llama-
do uniforme/homogéneo, o inconstante, en cuyo caso el proceso es no
uniforme/no homogéneo.

La intensidad es homogénea cuando el nimero de puntos en una re-
gién es:

N(w) ~ Poi(A(w)),

por lo tanto,

PN () = n) = exp(~Aul) A2,

esto implica que A(s) = A, es decir el ntimero medio de eventos por
unidad de area no depende de la localizaciéon s, la intensidad del pro-
ceso es no homogénea si,

N(w) ~ Poi(A(w)), donde, A(s) = E(N(w)) = [, A(s)ds,
y A(s) es la intensidad de primer orden en la localizacion s.

Una clase amplia de Procesos Puntuales estd dada por los procesos
de Cox. Los Procesos Cox Log Gaussianos son Procesos Puntuales
de Cox donde se supone que el logaritmo de la superficie de intensi-
dad es Gaussiana. La inferencia para estos modelos es histéricamente
muy dificil de tratar, sin embargo el procedimiento de Aproximacion
de Laplace Anidada Integrada (INLA) abre nuevas posibilidades para
poder realizar la inferencia con estos procesos,ver Altieri (2015).

Para obtener estimaciones a posterioris se puede utilizar INLA, que
es un método en el que se usa una distribucién Gaussiana para apro-
ximar una funcién de densidad de probabilidad dada (en el anélisis
Bayesiano la distribuciéon a posteriori).
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La INLA explota a la distribucién Gaussiana y la expansion de la serie
de Taylor de la aproximaciéon de Laplace para obtener una expansiéon
manejable y computacionalmente réapida de la distribucién original.

Definicion 1.2. Sea {n(s)}sew un campo aleatorio; este es un campo
Gaussiano si y sélo si dados sq, ..., S, un conjunto de localizaciones
y b1,...,b, un conjunto de ntimeros reales, tales que, bin(s1) + ... +
bnn(sy) es normalmente distribuido, los vectores n(s1), ..., 7(sy) siguen
una distribucién normal multivariada para cualquier localizacién s.

Una transformacion para definir una intensidad no negativa para un
proceso Cox es:

A(s) = / A(s)ds = exp(A(s)).

Por construccion {n(s)}s € w, es también un campo aleatorio.

La distribucién de un LGCP X, se define através de la distribuciéon
del campo Gaussiano {n(s)}s € w que se especifica por su media, va-
rianza y estructura de correlacion (semidefinida positiva). Si el proceso
es estacionario e isotropico, la distribucion conjunta (X,7) es inva-
riante bajo movimientos rigidos.

La distribucién de los LGCP estacionarios se caracteriza por su inten-
sidad y la funcién de correlacién por pares .

Bajo estacionariedad, 1 = F(A(0)) = A es la media del campo de
intensidad. Sea o2 la varianza y C(r) la funcién de covarianza del
campo latente a la distancia r (es estacionario, por lo que solo depen-
de de la distancia), es decir C(r) = 02K (r) = Cov{n(s),n(s—r)}. Por
las propiedades de momentos de la distribucién Lognormal, la inten-
sidad de primer orden de un LGCP es A = E(A(0)) = E(exp(n(0)) =
exp(p + 30°) y la intensidad de covarianza es:

g(r) = Nexp(c*K (r)) — 1].

Un LGCP espacio temporal puede ser definido como un proceso Poi-
sson espacio temporal no homogéneo condicionado sobre una funcién
de intensidad estocéastica que varia en espacio y tiempo, la funcion de
intensidad esta dada de la siguiente forma:
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A(s,t) = exp(n(s,t)) donde n(s,t) es un proceso Gaussiano.

La intensidad en modelos separables es descompuesta como
A(s,t) = Xo(s,t)R(s,t) = No(8)uo(t) exp(n(s,t),

donde Ag(s,t) = Ao(8)uo(t) es un producto de una componente pura-
mente espacial y otra puramente temporal.

La correlacion espacio temporal es K (r,v) = Kq(r) K¢ (v).
Obteniendo estimaciones aposterioris con INLA

Para obtener estimaciones a posterioris se utiliza la aproximaciéon La-
place (INLA). El objetivo de INLA es proporcionar aproximaciones
deterministicas precisas y rapidas a todas o al menos a algunas de las
a posterioris marginales para los 7;s.

La aproximacion aplicada por INLA tiene como objetivo encontrar la
distribucién a posteriori marginal, es decir, la distribucién condicio-
nal del campo latente 7, dados los datos m(n;|y) y de 8, 7(6;]y) sin
integrarse sobre ;. Los pasos para esto son los siguientes:

1. La aproximacién de Laplace & de la a posteriori conjunta de los
hiperparametros:

m(n,0,y) _ w00y 70y
(6, y)m(y)  7(ml0,y)  7c(lf,y

7T(77|y) = )|77:77; = 7T(9, y)7
TG es una aproximacion Gaussiana (Laplace) de w(n|6,y) con la ca-
racteristica de hacer coincidir la verdadera distribucién a posteriori en
la moda. La verdadera distribucién condicional completa del campo
latente se aproxima mediante una distribucién Gaussiana evaluada
en la moda 7;. Esta aproximacion es muy precisa en la mayoria de los
casos ya que (1|0, y) parece casi Gaussiana debido a la suposicion de
que la distribucion a priori 7(n|f) es Gaussiana.

2. Se integra numéricamente para encontrar la marginal a posteriori
(aproximada) 7(0;|y).

3. Se integra fuera de 6 para encontrar las marginales a posterioris
m(n:]y). En la integracion de Laplace de w(0|y) (ya obtenida) se ex-
plota numéricamente para encontrar los puntos del soporte 6, para la
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integraciéon numérica. Estos puntos tienen pesos de area A, que estan
conectados a la suma que se aproxima a la integral:

F(mily) = / #0116, )7 (0ly)d6 ~ 7 (10, )7 (0, 9) A

La Aproximacién de Laplace Anidada Integrada primero explora la
distribucién marginal conjunta a posteriori de los hiperpardmetros 6
para localizar la moda que se convertira en la media de la distribucién
a posteriori Gaussiana aproximada.

Estimando modelos con INLA

Los modelos Gaussianos Latentes son una subclase de modelos de re-
gresion aditiva, es decir, un subconjunto de todos los modelos aditivos
Bayesianos con un predictor aditivo estructurado Altieri (2015).
Definicion 1.3. Un modelo aditivo estructurado puede ser escrito
como: y; = ; +&; con g(pi) = Bo + XBrzk, + Xwj; fi(25:) + ps, donde
el campo latente es n = {fo, Bu(K = 1,...k), f;(j = 1,...,J), (i =
1,...,N)}, i.e. una coleccion de todos los parametros aleatorios y es-
pecificamente.

1. B es un intercepto.

2. Bk son efectos lineales fijos de covariables.

3. fj(#;:) son efectos espaciales suaves.

4. p; es un término de error no estructurado.

5.1~ N(0,Q~!) todos los efectos son asumidos normales con media
cero.

6. @ debe tomarse en cuenta para cuando se tienen un numero de
hiperparametros menor o igual que 7.

7.8~ N(0, 76_1]), se supone que todos los efectos lineales, son inde-
pendientes y dependen del mismo hiperparédmetro.

8. La matriz de precision general @) tiene valores diagonales no nulos
que solo correspondan a los efectos estructurales no lineales.
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9. p ~ N(O,lelI), los términos de error lineal p; son iid y 7, ~
Ga(a, ). Note que E(7,) = ap y o5, = % ~ INVGA(a, ), don-

de INVGA es una distribucion Gamma Inversa. Esto significa que
2

E(o}) =B/a—1yv(o}) = (a—l)%m
Estimando Procesos Cox Log Gausianos (LGCP) con INLA.

En el caso particular de LGCP, la log intensidad del proceso Poisson
puede ser descrita por un predictor lineal como y; = A; +&; ~ Poi(\;)
donde y; = N(C;). La aproximacion del Proceso Puntual X por un
proceso discreto Poisson y es bueno cuando las celdas son lo suficien-
temente pequenas con:

log(\i) = Bo + Shkon Brzk, + Sfoqwjif(z50) +

donde [y es una intersecciéon comun y [j son intersecciones especi-
ficas de tiempo y explican la variacién en la intensidad a través del
tiempo/espacio. El campo latente Gaussiano es n = {fo, Bk, (k =
1,..,k), f;(j=1,..,J)} y la distribucién de todos los pardmetros del
campo se aproxima mediante un GMRF.

Introduccion al analisis de puntos de cambio

Un punto de cambio se define como un lugar o un punto de tiempo 7
en una serie y de manera que las observaciones siguen una distribu-
cion Fy hasta ese punto y otra, F; después de ese punto. Se suponen
datos ordenados de 1 a T y el modelo que los describe presenta algu-
nos cambios abruptos, los datos se dividen en segmentos que siguen
el mismo modelo pero diferentes especificaciones de parametros. Los
problemas de puntos de cambio se pueden desarrollar en diferentes
niveles de complejidad por ejemplo: un punto de cambio con locali-
zacion desconocida en 7y, nimero desconocido de puntos de cambio,
con localizaciones desconocidas, y el niimero desconocido de puntos
de cambio pueden ser m = 1,..., M, con localizaciones desconocidas
T1yeees T

Distribuciones a priori

Hay dos clases posibles de escenarios de distribuciones a priori. El
primero esta estructurado en dos niveles: en primer lugar, se define
una distribucion a priori 7(m), m =0, ..., M, en el ntimero de puntos
de cambio y luego condicionado en m, se establece un conjunto de
distribuciones a priori para las posiciones de los puntos de cambio,
construidas donde cada punto de cambio en la distribucién a priori
depende de la siguiente posicién del punto de cambio:
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1) 7(m).

2) T (T1y ooy Tin) = T (Ton) T (Trn—1|Tm.) -« - T (71| 72),
por definicion se tiene 9 =0y Trp1 =1

El segundo ajuste de la distribucién a priori consiste en una distribu-
cioén a priori conjunta sobre el niimero y posicién de puntos de cambio,
construido modelando la ocurrencia de puntos de cambio mediante un
proceso de punto discreto, se tendria un Proceso Puntual en dos ni-
veles: un proceso temporal en el nivel de la distribucién a priori, y
un proceso espacio temporal en el nivel de los datos, el Proceso Pun-
tual en el nivel de la distribucién a priori se construye observando la
funcion de densidad de masa g(v) entre el tiempo V entre dos puntos
de cambio sucesivos. Como la distribucién es discreta su funcién de
distribucién acumulativa G(v) = X},_;g(p1) serd gradual y la distribu-
cién a priori es:

T (7150 Tm) = 9o (1) (H209(7; = 7j-1)(1 = G(Tig1 — ),

donde go(71) es la funcion de masa en el primer punto de cambio,
como valor inicial para la serie de productos una opcién natural para
la distribuciéon de v es la distribucién Binomial negativa.

v~ BN(k,p), go(v) = 25, (") 2P g () = (22F)pF(1—p)*,

donde k es el nimero de puntos de cambio hasta que se detiene la
sucesion y p es la probabilidad de cada juicio Bernoulli i.i.d..

Distribucion a posteriori

Para cada m se obtiene una distribucion a posteriori siguiendo la regla
de Bayes y utilizando la verosimilitud aproximada dado un niimero m
de puntos de cambio Lém), se obtiene:

m(mly) o w(ylm)m(m) ~ L™ w(m).

La distribucién a posteriori de m permite elegir el mejor nimero de
puntos de cambio dados los datos, digamos M.Si M >1se eligen las
mejores posiciones de puntos de cambio de la distribucién a posteriori.
Las posiciones mas probables se encuentran utilizando las recursiones
(va calculadas) para m = M através de la distribucién condicional.
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Puntos de cambio

Para los puntos de cambio se utiliza una distribucién a priori en dos
niveles, por lo tanto se establece una distribucién a priori en el nimero
(0 0 1) de puntos de cambio. Para obtener detalles de esta configura-
cion de la distribucién a priori, se da la misma masa de probabilidad
a ambos valores.

05, M=0,1
(M) = { 0, M>1 (1.2)
Se debe tener en cuenta que una distribucién a priori uniforme implica
que la razon de las distribuciones a priori % es 1, por lo tanto cual-

quier célculo que involucre la razén de las distribuciones a posteriori
que es producto de razones de verosimilitud y distribuciones a priori
puede simplificarse.

En el trabajo de Altieri (2015) se encuentran los puntos de cambio so-
bre la intensidad homogénea A considerando los contrastes siguientes:

Modelo con efectos fijos
Hy:log\(t) =p+& parat=1,...,T
vs
Hy :logh(t) = p1 + & para t <T*; log\(t) = pe + & para t > T,

donde u; es una intercepcioén especifica en el tiempo, constante en el
espacio pero que puede variar en el tiempo, su variacién ocurre en
correspondencia del punto de cambio, en una posicién en el intervalo
[t1,t2] ¥ € es un término de error no estructurado.

Modelo con efecto temporal

Se mantiene el supuesto de homogeneidad espacial, los datos pueden
mostrar dependencia temporal del patrén de puntos de tiempo. La
dependencia solo se permite dentro de segmentos de tiempo no entre
segmentos. El contraste es:

Hy:logh(t)=p+ ¢ +&, para, t =1,...,T
vs

Hy :logA(t) = p1 + ¢1 + &, para, t < T*; log A(t) = p2 + ¢2 + &, para,
t>T".
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Dentro de cada segmento de tiempo, ¢ es un efecto aleatorio modelado co-
mo un modelo autorregresivo de orden 1 (AR(1)), es decir se supone que
el logaritmo de la funcién de intensidad en cada punto de tiempo dependa
de su propio valor en el momento anterior: ¢y = py:—1 + u: donde co-
mo es usual |p| < 1. Los hiperparametros para la precision cumplen que
vy ~ Gamma(owy, By).

Este contraste de hipoétesis es utilizado en el Capitulo 3 de este trabajo
donde se trata sobre el tiempo y se programa para obtener los puntos de
cambio con el factor de Bayes.

Modelo con efectos espaciales
El contraste es:
Hy : log\(t,s) =0+ ¢ps + &s parat=1,...,Tys=1,...5
vs
Hi :log\(t,s) =0+ p1s +&sparat <Txys=1,...,8
log\(t,s) =0 4 ¢2s + &s parat > Txy s=1,...,5,

donde 4 es un intercepto comin y ¢ describe la dependencia espacial, es-
t4 indexado por s ya que puede tomar diferentes valores en la cuadricula.
Bajo H: un solo valor define la intensidad de cada celda en todo el primer
segmento de tiempo, y después del punto de cambio cambia el valor de cada
celda. El efecto espacial como una caminata aleatoria en dos dimensiones
en una red (CAR) intrinseco. Aqui también el parametro de precision se
puede modelar como vy ~ Gamma(ag, Be).

Modelo general

Se incluyen ambos efectos, se permite la falta de homogeneidad espacial,
la dependencia temporal dentro de segmentos y la dependencia espacial en
cada momento. El contraste es:

Hy :logh(t,s) = A+ + ¢s + &, para, t=1,...,. Tys=1,...,5.
vs
Hi :log\(t,s) =6 + 1 + ¢p1s + &s, para, t < Txys=1,...,5;
log\(t,s) = 0 + 12 + Pas + sy para, t > Txy s=1,...,5.

Se supone que la dependencia temporal esta dentro de los segmentos no a
través de ellos. En un proceso no homogéneo, la dependencia AR(1) con-
cierne a las celdas, la intensidad de cada celda depende de su valor anterior.
El valor final estimado para ¢ es una sintesis de los valores de las celdas en
el espacio. El parametro de precision para los efectos temporales y espacia-
les tiene una distribuciéon a priori Gamma que esté configurada por defecto
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como no informativa.

31



Capitulo 2

Modelos clasicos espacio
tiempo

En este Capitulo se tratan las diferentes clasificaciones de puntos de cambio:
segtn Brodsky y Darkhovsky, visualizaciéon de puntos de cambio abrupto y
gradual, puntos de cambio espacio tiempo segin Xun et al. (2014). Poste-
riormente se tratan algunas metodologias paramétricas y no paramétricas
y finalmente se presentan algunas aplicaciones.

2.1 Puntos de cambio segiin Brodsky y
Darkhovsky

De acuerdo con Brodsky y Darkhovsky (1993, 2000), los problemas y mé-
todos de diagnostico de puntos de cambio se pueden clasificar de la manera
siguiente:

1. Por el caracter de la informacion sobre el objeto de diagnéstico:
Analisis restrospectivo (a posteriori) y anélisis secuencial.

2. Por el caracter de métodos de diagndstico estadistico: Métodos
paramétricos, no paramétricos y semiparamétricos.

3. Por el caracter del objeto de diagnéstico: Problemas de diagnés-

tico estadistico para procesos aleatorios (en tiempo discreto o continuo) y
problemas de diagnéstico estadistico para campos aleatorios.

32
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4. Por el caracter de dependencia estadistica entre observaciones:
se pueden formular problemas de puntos de cambio para sucesiones alea-
torias con observaciones independientes, y problemas de puntos de cam-
bio para observaciones dependientes en el tiempo o espacio, en forma uni-
dimensional y multidimensional, con un solo punto de cambio o multiples
puntos de cambio.

5. Por el mecanismo de cambio en el estado del objeto de diag-
noéstico: Deteccién de cambio abrupto (problemas de puntos de cambio),
deteccion de cambio gradual, deteccién en relaciones de regresion. Dichos
cambios son observados en las caracteristicas probabilisticas de las obser-
vaciones.

Los tipos de cambio que se tratan en este trabajo de tesis son, por el caracter
de métodos de diagnoéstico estadistico: paramétricos y no paramétricos y por
el mecanismo de cambio en el estado del objeto de diagnoéstico: Deteccion
de cambio abrupto.

2.2 Puntos de cambio abrupto y gradual

Los puntos de cambio abrupto y gradual se visualizan en la Figura 2.1 la
cual fue obtenida de Brodsky y Darkhousky (1993), s (¢) es la funcién con
punto de cambio referente a los 6:

*
T 1 T 1
: : |' : 1|F‘rc|t:-lemal\.lr
s :
[3 1
Gt ¢
| | | e |
R I ' Problema Vv
|1 I i i‘_l !
i} : H H 1 : 1 t
o6 & & 8 & &9

Figura 2.1: Grafica de puntos de cambio.

Observando la Figura 2.1 de arriba hacia abajo se presentan los puntos de
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cambio de la siguiente forma:

Problema I) Muestra un punto de cambio abrupto.
Problema IT) Muestra un cambio gradual.
Problema III) Muestra dos cambios abruptos.
Problema IV) Muestra cinco cambios abruptos.
Problema V) Muestra seis cambios abruptos.

En el dltimo problema en la Figura 2.1 el cambio ya no es homogéneo.

2.3 Puntos de cambio en espacio-tiempo

El problema de puntos de cambio en espacio-tiempo analiza diferentes ti-
pos de cambios, segiin Xun et al. (2014), los cambios espacio temporales se
clasifican de diferentes formas: cambio en parametros estadisticos; cambio
en el valor, es decir la diferencia entre un valor de un dato y sus vecinos
en localizacién o tiempo; cambio en el modelo ajustado a los datos, el cual
se refleja en el cambio del comportamiento de la tendencia la cual puede
ser lineal y polinomial; y cambio en los atributos de la derivada, es decir
la diferencia entre la prediccién y el valor actual es considerada un cambio,
también se analizan cambios solo temporales en series de tiempo.

En una serie de tiempo: cambio en la media de una serie de tiempo,
cambio en el valor de una serie de tiempo y cambio en modelos lineales en
una serie de tiempo.

Tipos de cambios espaciales

Basado en imégenes: Los cambios en imagenes incluyen una sola imagen o
un conjunto de imagenes (méas de 2 imagenes).

Basado en rdster: Cambio en el patrén de escala la cual puede ser local,
focal o zonal, estos tipos de cambio se muestran en la Figura 2.2.



2.4. METODOS DE PUNTOS DE CAMBIO EN ESTADISTICA CLASICA35
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(a) Campo rdster, dos cambios(D)  Cambio zonal en ve- (¢) cambio zonal.
focales. getacion.

Figura 2.2: Cambios espacio-temporales, la Figura fue obtenida de
Xun et al.(2014).

Basado en vectores, los cambios pueden ser entre: puntos, lineas, poligonos
b) ) b)
y redes, estos cambios se muestran en la Figura 2.3.

(a) cambio de limites (lineas.) (b) Cambio en poligonos, lat-(C) Cambio por distancia en
tice irregular. red (por crimenes de estado).

Figura 2.3: Cambios basados en vectores, la Figura fue obtenida de
Xun et al.(2014).

También se analizan cambios basados en imagenes: los cambios en image-
nes incluyen una sola imagen o un conjunto de imagenes. Para cambios en
espacio-tiempo el andlisis es para las diferentes combinaciones de cambios
temporales y espaciales.

Ademaés de los diferentes puntos de cambio, para realizar inferencia sobre
los puntos de cambio en la estadistica clasica, se requiere una estadistica de
prueba y contrastar un juego de hipotesis, asi existen métodos paramétricos
y no paramétricos. De aqui en adelante se incluye el contenido del articulo
publicado, Muiiiz L.,et al. (2019).

2.4 Métodos de puntos de cambio en esta-
distica clasica

En esta seccion se presentan algunos métodos paramétricos y no paramé-
tricos de puntos de cambio. Enseguida se describe en qué consiste cada uno
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de éllos.

Meétodos paramétricos

Los métodos paramétricos son: la prueba de homogeneidad normal estan-
dar Alexandersson (1986), Von Newman Von Neumann (1941), Rangos de
Buishand Buishand (1982), Movimiento ¢ Yin et al. (2015), Analisis de es-
pectro singular (Moskvina 2001, Moskvina y Zhigljavsky 2003), la Prueba
de Anomalia Acumulativa Ran et al. (2010) y una mas basada en kernel
Jansenberger y Steinnocher (2014).

Prueba de homogeneidad normal estandar.

La prueba de homogeneidad normal estandar fue desarrollada por Alexan-
dersson (1986) para comparar la media de los primeros k afios del registro
con el de los dltimos n — k afios, el contraste de hipotesis es:

Ho:pr=p2 vs Hg:py # p2

donde p1 es la media de los primeros k£ afios y p2 de los dltimos n — k anos.
La estadistica T'(k) es calculada como:

T(k)=kz; +(n—k)zs k=1,...,n, donde z =

> =

k
E Zi,
i=1

Si ocurre un cambio en el afo ko, entonces T'(k) alcanza un méaximo cerca
del afio k = ko. La estadistica de prueba Tp se calcula como:

To = méx(T'(k)) para 1<k <n.

La hipoétesis nula se rechaza cuando 7y es méas grande que un cierto valor
critico, es decir existe un punto de cambio.

Prueba de relaciéon Von Neumann

La prueba de relacién de Von Neumann (1941) esta relacionada con el coe-
ficiente de correlacion serial de primer orden. La relacion de Von Neumann
se define como la razon de la diferencia del cuadrado medio sucesivo (aiio
con afio) N. Su estadistica de prueba para detecciéon de punto de cambio
en la serie temporal de X1, X2, X3, ..., X;, se describe como:

S (X — Xioa)?

N = n v ’
Zi=1(Xi - X)2

(2.1)

las X; son distribuidas normalmente con media p y varianza o2, las hipote-
sis respecto al punto de cambio con respecto a la media son las siguientes:
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Hy: E(N), i=1,...,m, es decir la media es constante,

vs

H,:E(N)+A, i=m+1,...,n existe un cambio de tamaiio A.

Para series homogéneas, el valor esperado bajo la hipo6tesis nula es constan-
te E(N) = 2. Las series o muestras no homogéneas con un cambio tendran
un valor de N menor que 2, cualquier otro valor implica que la serie de
tiempo tiene una variaciéon rapida en su media.

Prueba de rangos Buishand

Buishand (1982) desarrollé esta prueba estadistica. Aqui, la suma parcial
ajustada, que es la suma acumulada de la desviacién de la media para la
observacion k de una serie X1, X, X3, ..., X, con media (u) se puede cal-
cular como:

Sox =0y Spx =" (X, —X), k=1,...,n.

Donde las X; tienen distribucién normal. Para series homogéneas, los va-
lores de Si* flucttian alrededor de cero ya que en la serie de tiempo aleatoria
la desviacion de su media se distribuye generalmente en ambos lados de la
media de la serie. Si la serie se rompe en el afio K, entonces Si* alcanza
un maximo (cambio negativo) o un minimo (desplazamiento positivo) cerca
del afio k = K.

Las sumas parciales reajustadas son obtenidas por dividir a Si* por la des-
viacién estandar muestral:

Sk * % = %‘:, k=0,...,n, conD=>" (X;—X)*/n.
La prueba de homogeneidad est4 basada en las sumas parciales reescaladas
ajustadas Si * *. La estadistica para desarrollos de homogeneidad es:

Q = méxo<p<n |Sk * %/,
valores altos de @ son una indicacién para un cambio Buishand (1982).
Prueba de movimiento t

El método de la prueba del movimiento-t es utilizada por Yin et al. (2015)
éllos la usaron para detectar los posibles puntos de cambio abruptos. La
prueba del movimiento ¢ es la prueba ¢ de dos muestras Snedecor y Co-
chran (1989) la cual es usada para determinar si dos medias poblacionales
son iguales. Los datos pueden ser pareados o no pareados. Si son pareados
significa que existe una correspondencia uno a uno entre los valores en las
dos muestras, para muestras pareadas usualmente se calcula la diferencia.
Para muestras no pareadas, los tamaifios de muestra para dos muestras pue-
den no ser iguales. Las varianzas de las muestras pueden asumirse que son
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iguales o diferentes.

El contraste de hipoétesis respecto a la media para detectar un cambio es:
Ho:pr=p2 vs Hg:pr # p2

cuando las varianzas son iguales la estadistica de prueba es:

= _ = 2 2
po T g g [masitmest (2.9)
s /L 4+ L ni +ng — 2

Esta estadistica de prueba es usada para detectar un punto de cambio, para
una serie de tiempo dada {z,} la cual tiene n muestras aleatorias indepen-
dientes, el punto de referencia es establecido para un tiempo dado. Las
muestras de dos subsucesiones antes y después de un dato puntual son nq
y Na. &1 y T2 son el promedio y s? v s3 son las varianzas de las respectivas
subsucesiones.

La prueba de movimiento ¢ segtin Yin et al. (2015) se lleva a efecto en tres
pasos para detectar el cambio abrupto. Primero, se define la misma lon-
gitud de dos subsecciones antes y después del dato puntual; normalmente,
n1 = n2. Segundo, de acuerdo a la expresion (2.2), el valor estadistico de dos
subsecciones es sucesivamente calculado usando el método de movimiento t
para un conjunto de datos puntuales. Tercero, los valores promedio de dos
muestras son comparadas en un nivel de significancia dado para detectar
el cambio. Si |t;| < to donde t; es la estadistica de prueba al considerar al
i-ésimo punto como punto de referencia para construir la estadistica 2.2 y
to es el cuantil de tamafio «, entonces la variable analizada tiene cambio
abrupto en el dato puntual.

Analisis de espectro singular (SSA)

El analisis de espectro singular (Moskvina 2001, Moskvina y Zhigljavsky
2003) es una técnica potente del analisis de series de tiempo que se utiliza
para detectar puntos de cambio.

Algoritmo para detectar puntos de cambio

Sea x1,x2, ...,z una serie de tiempo con 7' < co. Se seleccionan: el ancho
de la ventana N (N < T), el parametro lag M(M < J) k=N-M+1y
0<px<gq,I=(1,...,l) donde ! denota el nimero de eigenvectores que
forman la base del subespacio Ly, 1, | < M.

Para cadan =0,1,... se calcula:

1. La matriz de base X(")7 llamada la matriz de trayectoria, X tiene
datos multivariados con M caracteristicas y k observaciones. Las columnas
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Xj(.n) conj=1,...,kde X ™) son consideradas como vectores que caen en

el espacio RM dimensional.
2. La matriz de covarianza lag. R, = X™ (X ()T,
3. Los M eigenvalores y eigenvectores de R,.

4. La matriz de prueba Dy, 1 p«,q €s la matriz de la suma de las diferen-
cias , sus vectores X](") (j = px+1,...,q) forman las columnas de la matriz.
Datipeia = Xjmpua (X)X = (X)) TUUGX]),

y Ui1,...,U; denota los [ eigenvectores que forman la base del subespacio
Ln,I, < M.

5. La distancia cuadrada normalizada S,,, donde

Sy = D’%ﬂ’““ Y Dutpeq = 3(a—psy Pnl.p,q 12 cual es la suma norma-
lizada de distancias cuadradas (la normalizacion es hecha con respecto al
ntmero de elementos en la matriz de prueba). Un estimador de la suma
normalizada de distancias cuadradas l~7n,1,p*7q es v; en los intervalos de
tiempo [j + 1,5 + N] donde la hipotesis de no cambio puede ser aceptada.
Se sugiere usar 557[70,;@, donde n es el valor més grande de j < n tal que

la hipotesis nula de no cambio en el intervalo [j+1, j+ N| ha sido aceptada.

La regla de decision en el algoritmo que se propone es declarar un cambio si
para algin n, S, > H. Donde H es un umbral fijo, es decir valores grandes
de Dy 1,px,q ¥ Sn indican que existe un cambio en la estructura de la serie.

Nota: Una recomendacién general es seleccionar px > k; esto hace que las
columnas de la base y la matriz de prueba consistan de elementos diferen-
tes. En este caso, el algoritmo es mas sensible a cambios que su versiéon
economica (en el sentido del nimero de x; involucrado en cada iteracion n)
cuando p* < k y asi algunas de las columnas de la base y las matrices de
prueba coinciden.

Para obtener un comportamiento méas suave de la estadistica de prueba
Dy, 1,px,q, necesita seleccionarse ¢ ligeramente mas grande que p*. Si la di-
ferencia g — p* es también grande, entonces el comportamiento de Dy, 1 p« g
llega a ser también més grande; esto quizd por ejemplo cuando px = 0 y
g = px (esto es, la base y la matriz de prueba coinciden).

Prueba de Anomalia Acumulativa

Ran et al.(2010), utilizan el método de anomalia acumulativa para reve-
lar cambios abruptos de descargas del agua y concentraciéon de sedimentos
suspendidos (SSC). Segin Ran et al. la anomalia acumulada es un método
para distinguir un cambio de tendencia de datos discretos y es ampliamente
usado en meteorologia para analizar variaciones en precipitacién y tempe-
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ratura. Para una serie discreta {z;}, la anomalia acumulativa (X;) para
datos puntuales x; puede ser expresada como:

Xe=" (wi—X),t=1,2,...,m,
X= %Z?:lxi’

donde X es el valor medio de la serie {x;}, y n es el niimero de puntos
discretos. Como lo sugiere la ecuacién, la anomalia acumulativa puede ser
usada para analizar la magnitud de la fluctuaciéon de una serie de datos
discretos, normalmente, el incremento del valor de anomalia acumulativa
indica los datos puntuales involucrados que son mas grandes que el prome-
dio, de otra manera més bajos que el promedio. En su estudio la variable =
representa la descarga promedio anual y el promedio anual de concentraciéon
de sedimentos suspendidos (SSC), respectivamente.

Esta es una prueba que ha sido utilizada por algunos otros investigadores
ademéas de Ran et al., para analizar cambios, ellos son: Wang et al. (2012)
y para cambios en espacio-tiempo Xiujing et al. (2013).

Otra prueba de puntos de cambio es con kernels y es la siguiente.

Jansenberger y Steinnocher (2014) realizaron una contribucion la cual se
enfoca en cambios espacio-temporales. Para la cuantificacion espacial de
tales cambios fue usado el método de estimacién de densidad de kernel dual
(KDE). Para tal método, dos conjuntos de datos diferentes fueron relacio-
nados uno con otro. Se analizaron los cambios en concentracién espacial de
tiendas de comestibles de dos grupos minoristas en la provincia de Austria
y de Austria Superior para 1998 y 2001.

Las investigadoras utilizan una funcion kernel cuartica. Sin embargo, dado
que el resultado de un anéalisis no es fuertemente influenciado por la fun-
cion seleccionada, no existen reglas concernientes con la seleccién de una
funcién apropiada Jansenberger y Steinnocher (2014). Existe un nimero de
diferentes funciones kernel, la funcién kernel més comun es la funcién de

distribucién normal:
d; 1 1/d;\?
)= —eap |-z (& 2.
k(u) 2ﬂ_ewp|: 2<u):|’ (2.3)

), basandose en esta funcion la estimacion de la densidad se

Sq

— (5=
con u = (%5
expresa como:

5 1< d;
== K| — 2.4
for=pr (%) (2.4
donde d; es la distancia entre los puntos s y la localizacién del punto ob-
servado s;. Debido a que el ancho de banda b es la desviacion estandar
de la distribuciéon normal, esta funcién se extiende al infinito en todas las
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direcciones, es decir, ésta fue aplicada a cada uno de los puntos en la region.

En este analisis se utiliza la funcién kernel cuértica que tiene un radio cir-
cunscrito b, el cual es también el ancho de banda. La funcién kernel cdartica
es aplicada a un area limitada alrededor de cada localizacién y tiene la si-
guiente forma funcional

3(1—4*)%, para u®<1

01 dOf

Se estima también la densidad kernel, la cual es una técnica de interpola-
cién que relaciona localizaciones puntuales individuales o puntos s; para un
area entera y provee estimaciones de la densidad, A(s), en una localizacion
dentro de la region de estudio R.

A(s) = ;zn;k (%) (2.5)

Cuando el KDE es aplicado a una variable el resultado es una estimacion
de la densidad singular, esta es llamada una estimacion de la densidad dual.
En el dltimo caso, una densidad kernel es estimada para cada una de las
variables individualmente y entonces las dos estimaciones de la densidad
son relacionadas una con la otra mediante una simple operacién algebraica
tal como la suma, la diferencia y el cociente. La operacién més usada es
el cociente. En este estudio, sin embargo, fue usada la diferencia en valor
absoluto de las densidades y con ella se visualizaron los cambios espacio-
temporales en la regién de estudio.

Meétodos no paramétricos

Dentro de las pruebas no paramétricas se tiene: la de Pettitt (Pettitt, 1979),
Mann-Kendall Liu Liu et al. (2012), Mann-Whitney Jean y Subhabrata
(2003) y Lepage Lepage (1971):

Prueba de Pettitt

La prueba no parameétrica Pettitt (Pettitt, 1979), detecta un cambio en un
tiempo desconocido, se basa en una version de la prueba de dos muestras
Mann-Whitney, y calcula su significancia estadistica. Considera una serie
de tiempo {z;}(1 <4 < n) y usa una estadistica U,n, que es equivalente
a una estadistica de Mann-Whitney, la cual se usa para probar que las dos
muestras xi,...Tt y Titl,- .-, Tn son de la misma poblacion. La hipotesis
nula Hy de la prueba Pettitt es la ausencia de puntos de cambio, mientras
la hipoétesis alternativa es la existencia de un punto de cambio. Se considera
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a D;; = sgn(x; — x;), donde

1, z > 0;
sgn(z) =< 0, x=0;
-1, z < 0.

La estadistica de prueba es:

t
Ut’n:ZiDij’ t:2,...,TL.

i=1 j=i+1

La prueba Pettitt usa la estadistica K; = lrgé<x |Ut,nl.
t<n

Para la prueba de una cola y para el cambio en direcciones, se usan las
estadisticas:

K = méx |Upn|, K; = min U,

1<t<n 1<t<n

Debe notarse que en la hipotesis nula, E(D;;) = 0 y la distribucion de
U:,n es simétrica alrededor de cero para cada ¢ y la hipdtesis alternativa
E(Di;) #0. Asi K, y K, tiene la misma distribucion nula.
Las estadisticas K;" y K; son de una cola, y usan la teoria de Mann-
Whitney, se puede esperar que K, sea grande si ha habido un cambio
hacia abajo en el nivel del comienzo de la serie. K;" puede ser grande si
Fi(z) < Fa(z), con la desigualdad estricta para al menos algin z. Similar-
mente se puede esperar que K,; sea grande si ha habido un cambio hacia
arriba o Fi(x) > Fa(x).

El punto de cambio significativo se encuentra en el valor |U,,| maximo y el
nivel de significancia asociado con ki, k; se determina aproximadamente
por la probabilidad p = 2 exp{—6k?/(n* +n?)}, si p es mas pequefio que el
nivel de significancia especifico, por ejemplo 0.05, la hipdtesis nula es recha-
zada. En otras palabras, si existe un punto de cambio significativo, la serie
de tiempo es dividida en 2 partes en la localizacion del punto de cambio t.
La probabilidad de significancia aproximada para un punto de cambio es
definida como pg = 1 — p.

Prueba no paramétrica de Mann-Kendall

1.- La prueba Mann-Kendall, es un método no paramétrico para la detec-
cion de tendencia y puntos de cambio debido a su robustez y simplicidad.
La prueba Mann-Kendall ha sido ampliamente usada para evaluar la signi-
ficancia de tendencias monotonicas de variables hidrometeorologicas.

Liu Liu et al(2012) citan esta prueba en su analisis y hacen mencién de la
prueba Mann-Kendall- Sneyers, por su parte Sneyers (1990) a esta estadis-
tica la llama estadistica de Mann.

Para las series de tiempo, las magnitudes z;(i = 1,2, ..., n) significan series
de tiempo que son comparadas con z;(j = 1,2,...,7—1). Para cada compa-
racién, se cuenta el ntimero de casos x; > x; el cual es denotado por 7;. La
hipoétesis nula Hj indica la existencia de no tendencia en la serie de tiempo,
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mientras la hipotesis alternativa Hy establece que existe una tendencia en el
conjunto de datos. Bajo la hipotesis nula (no tendencia), la serie de rangos
es:

k
Sk = Z Ti,
i—1
donde

+1, si x; > xj,
T = 5 j:172735"'7i7
0, si oz < xj,

tiene distribucién aproximadamente normal con media y varianza dadas

por: E(Sy) = 2 yap(8y) = AE=DERES)

La estadistica secuencial forward

vp = B EGI
var(Sk)

es una variable normal estandarizada. La sucesiéon backward UBj es es-
timada usando la misma ecuacién pero con una serie invertida de datos.
En una prueba de tendencia de 2 colas, la hipétesis nula se acepta con un
nivel de significancia a si [UFy| < (UFyk)1-g donde (UFi)i—g es el valor
critico de la distribuciéon normal estandar con una probabilidad 0 < o < 1.
UF, > 0 denota una tendencia hacia arriba, mientras lo contrario denota
una tendencia a la baja (i.e U By, es similar a UF}). La version secuencial de
la prueba usada permite la deteccion del tiempo aproximado de ocurrencia
del cambio de tendencia localizando la interseccién de las curvas forward y
backward (Lapiedra (2004)) de la estadistica de prueba. Un punto de inter-
seccion dentro del intervalo de confianza indica un punto de cambio.

2.- Otra forma de la estadistica de Mann-Kendall utilizada por Xiaomeng
et al. (2014) es considerada de la siguiente forma: para una serie de tiempo
dada x1,x2,...,Tns, la estadistica de Mann-Kendall S es definida como

n

S = i Z sgn(x; — ;).

i=1 j=it+1

Donde n es la longitud del dato registrado, x; y x; son los valores de los
datos secuenciales.

La estadistica S esta distribuida aproximadamente normal con media y
varianza:

n(n—1)2n+5) — >0, t:(2)(¢ — 1)(2¢ +5)
18 ’
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donde t; es considerada como el nimero de uniones en la muestra ¢. La esta-
distica de prueba es una normal estandar Z utilizada de la siguiente manera

S—1
——— S >0,
v/ Var(S)
Z=4 0, 5=0,
S+1
IVars’ §<0.

La hipotesis nula de que no existe tendencia en los datos es rechazada (no
rechazada) si la estadistica Z es méas grande (menor) que el valor critico
Zq 2 obtenido en el nivel de significancia a. Un valor positivo (negativo) de
Z significa un valor de tendencia hacia adelante (hacia atras).

Ademas, la prueba Mann-Kendall no paramétrica puede también ser usada
para detectar los puntos de cambio de series de tiempo. Similarmente, los
valores de UB se calculan hacia atras desde el final de la serie de tiempo. Si
las curvas UF y UB se intersectan, entonces divergen y adquieren valores
de umbral especificos, entonces existe una tendencia estadisticamente signi-
ficativa. El punto de interseccién muestra el punto de cambio aproximado
en el cual empieza la tendencia.

Prueba Mann-Whitney

La prueba Mann-Whitney, es una prueba no paramétrica de comparaciéon de
dos muestras independientes. La estadistica de prueba U de Mann-Whitney
es definida como el nimero de veces que y precede a x en el arreglo ordena-
do combinando observaciones de las 2 muestras aleatorias independientes
1,22, ,Tm Y Y1,Y2,-...,Yn, cuando hay empates se saca una especie
de promedio y se reparten esos valores

en una sucesion singular de m+n = N variables crecientes en magnitud. Se
asume que las 2 muestras provienen de distribuciones continuas, asi que la
posibilidad x; = y; para algunos ¢ y j no son necesariamente considerados.

Si las variables aleatorias indicadoras mn son definidas como

1, si y; <z
D = para t=1,2,....m, j=12,...,n
0, si y; >z

entonces una representacién simbolica de la estadistica U Mann Whitney
es:

U=>> Dy.

i=1 j=1
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En el contraste de hipotesis, la hipotesis nula considera que las muestras
provienen de una misma poblacion, esto es:

Hy : Fy(x) = Fo(x) wvs Hgy: Fy(x) # Fy(x).

La regién de rechazo es:
U—-—mn=2>k.
Prueba de punto de cambio de Lepage

La prueba Lepage es una prueba no paramétrica de dos muestras para ubi-
cacion y dispersion Lepage (1971), que ha sido ampliamente utilizada para
detectar cambios tales como tendencias a largo plazo, variaciones ciclicas
y cambios escalonados para la precipitacién. Lepage, supone que el tama-
fio de la serie de estudio es igual o mayor a diez y la estadistica Lepage
(HK) sigue la distribucion Chi-cuadrada (x?) con dos grados de libertad.
Se supone que las muestras provienen de distribuciones continuas y que son
independientes. La estadistica de Lepage (HK) es la siguiente

W —EW)P? | [A-EA)
V(W) v(4)
donde A y W se escriben més adelante en este mismo apartado. Sea z1, z2,
vy Tnl Y Y1,Y2, ..., Yn2 dos muestras independientes de tamaiio n; y na. Se
asume que u; = 1 si la i-ésima observaciéon mas pequena en una muestra
combinada del tamaifio (n1,n2) pertenece a z y u; = 0 si pertenece a y.

HK = (2.6)

La hipétesis nula Hy de la prueba Lepage supone que las distribuciones de
donde provienen las dos muestras son iguales, se contrasta contra la alter-
nativa H, en la cual se considera que son diferentes. Si la estadistica de
prueba HK excede 5.99 la diferencia entre dos muestras es juzgada como
significativa en el nivel de confianza del 95 por ciento (nivel de significancia
del 5 por ciento), es decir se rechaza la hipo6tesis nula de que las distribu-
ciones son iguales, por lo tanto existe un punto de cambio.

Los términos en ecuacion (2.6) se pueden derivar en base a las siguientes
ecuaciones:

W = Zgzrnz i, E[W] = "1("1;”24'1), VW] = nzn1(n12+n2+1>_
Ademas
A=1Ini(n+ne+ 1)+ 302 i — 2(n1 4+ no + 1)|ui.

Si n1 + ng es par, entonces E[A] y V[A] seran estimados como: E[A] =
n1(n1+no+2) V(A) = ning(nit+nz—2)(n1+ns+2)
1 y = 18(n1tna—1) .
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ny(ny+ns+1)>2

Sini+ns esimpar, E[A] y V[A] seran estimados como: E[A] = i)

ning(ni+no+1)[(n1+n 2+3
yV(A) =™ 2( 148(2n1£[7§2)12 2)°+3]

Las caracteristicas estadisticas de los segmentos divididos por los puntos
de cambio se detectan por la media y el coeficiente de variacion (C.). Asi,
e = Elz] = g} y Cp = 2=, donde

R

En la siguiente seccién se presentan tablas con aplicaciones de la metodo-
logia de puntos de cambio.

2.5 Aplicaciones

Enseguida se presentan tres tablas 2.1, 2.2 y 2.3, las cuales resumen los
diferentes problemas de aplicacién de puntos de cambio estudiados vy la
metodologia utilizada para su deteccién, asi como los investigadores que
han utilizado dichas metodologias. Las tablas constan de tres columnas las
cuales contienen el problema o aplicacién, el autor o autores y el modelo o
metodologia utilizada para detectar el punto o puntos de cambio.

Se puede observar en las tablas que los estudios de variables hidrometeoro-
logicas son de principal interés. Como pudo observarse en las metodologias
introducidas tanto paramétricas como no parameétricas, lo que se hizo fue
encontrar la estadistica de prueba y es por medio de ésta que al contrastar
las hipétesis se decide si existe o no puntos de cambio. Por lo que si se quiere
crear otra metodologia el objetivo es encontrar la estadistica de prueba. En
cuanto a aplicaciones, por ejemplo en los modelos Bayesianos, para encon-
trar la distribuciéon a posteriori se pueden trabajar tanto distribuciones a
priori informativas como no informativas.
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Tabla 2.1: Regresion, Kernel, Analisis de espectro singular, Pettitt,
Movimiento t, Rangos de Buishand, Homogeneidad normal estandar

y Von Newman.

Concentracién espacial

de tiendas de comestible

Jansenberger, E. y

Steinnocher , S. (2014)

Problema Autores Modelos
Indice de sequedad Abdol et al. (2016) Regresion
Temperatura en lago Yankova et al. (2017)

Precipitacién, temperatura Skliris et al. (2014)

Incendios Anabela et al. (2010)

Concentracién de contaminante Abdel H. et al. (2011)

Precipitacién,temperatura Chengjing Nie et al.(2012)

Cambio en aerosoles en océano Cermak et al. (2010)

Crecimiento de abetos chinos Ma. et al. (2006)

Cambio de uso de la tierra Bollinger et al. (2007)

Temperatura en superficie Gonzalez y Andén (2012)

del mar

Cambio de grano y Monica G. et al. (1989)

extensién del paisaje

Indice de vegetacion Luan et al. (2018)

Kernel

Hidrologfa (flujo)

Yang et al. (2009)

Analisis de espectro

singular

Clima(Precipitacién)

Xiujing et al. (2013)

Pettitt

Rangos de Buishand

Clima(Temperatura

Yin et al. (2015)

Movimiento t

Clima (Temperatura)

Malekian, A. y Kazemzadeh, M. (2015)

pettitt
Movimiento t
pettitt

Rangos de Buishand

Cambio en temperatura del aire

Chakraborty et al. (2017)

Von Neumann
Pettitt

Rangos de Buishand
Homogeneidad

normal estandar

Contaminacion por zink

Precipitacién y temperatura Depesh Pettitt
y Madan (2016)
Concentracién de un contaminante Abdel H. et al. (2011) Weibull
lognormal
Tlili et al. (2011) Estadistica

Multivariada

Crecimiento de abetos chinos

Ma. et al. (2006)

Coeficiente de Gini

Coeficiente de Lorentz

Comunidad de bacterias

Mahaffee

y Kloeppe(1996)

Indice de Shanon

Indice de Hill

Indice de Simpson
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Tabla 2.2: MANOVA, ARIMA, Bayesiano

Mediana y ANOVA.

especial, Mann-Kendall,

Problema Autores Modelos
Vegetacién exotica Tierney y MANOVA
Cushman (2005)
ANOVA

Cambio de uso de la tierra

Bollinger et al. (2007)

Regresion Logistica

agua del suelo

Respiracion del suelo Akburak y Makineci, (2012) ANOVA

Campo solar magnetico Mordvinov MANOVA
y Plyusnina (2000)

Precipitacién Won-Ho et al. (2015) ANOVA

Deteccién de fraude Hilas et al. (2013) ARIMA

en telecomunicaciones

Clima (Temperatura) Luo et al. (2005) Mediana

Contenido de Cubera ANCOVA

agua del suelo y Moreno(2007)

Contenido de Jian et al. (2009) I de Moran

Tasas de precipitacién

Chavaillaz et al. (2015)

Mann-Kendall

Movimiento t

Diversidad de

especies de vegetacién

Horward (1975)

Ecuacién MeclIntosh

Clima(Precipitacién, Temperatura)

Zhao et al. (2016)

Método de Yamamoto

Método de Wavelet

Tasa de tendencia

Cambios en dos tipos

de plantas del desierto

Zuo et al. (2005)

Binomial negativa

Precipitacién, Temperatura

Chengjing et al. (2012)

Spline

Cambio de uso de la tierra Yu (2013) Autémata celular

Cadenas de Markov
Cambio en serie Xin y Pao Bayesiano temporal
de ciclones tropicales (2005)

Coeficiente intelectual
Clima(precipitacién)
Tasa de incidencia

de cancer

Cai et al. (2016)
Chen et al. (2016)

Sarate C. et al. (2011)

Bayesiano espacial

Violencia en

ventas de alcohol

Yanjun Xu et al. (2012)

Bayesiano

espacio tiempo
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Tabla 2.3: Mann-Kendall, Pettitt, Lepage, Bayesiano, spline, compa-
rativo de datos e imégenes.

Problema

Autores

Modelos

Hidrologia (flujo)
Clima(precipitacién)

Clima (Precipitacién, flujo)
Clima (Precipitacién)
Clima (Precipitacién)
Clima(Temperatura)

Clima (Temperatura)

Clima (Precipitacion, flujo)
Clima(Precipitacién)
Temperatura del agua
Precipitacién y temperatura
Temperatura en el lago
Incendios

Incendios forestales
Precipitacion

Precipitacion

Patrones de vegetacién

Yang et al. (2009)1

Liu Liu et al. (2012)2:3
Bing et al. (2013)2:3
Xiujing et al. (2013)3
Xiaomeng et al. (2014)2
Yanyu et al. (2015)2
Malekian

y Kazemzadeh?:3 (2015)
Tesfay et al. (2017)2:3
Biana et al.(2017)2:3
Peter A.(2017)3

Deepesh y Madan (2016)3
Yankova et al. (2017)2
Anabela et al. (2010)%
Inga et al. (2007)°
Adeyeri et al. (2017)3
Tomozeiu et al. (2013)2:3
James

y Carl (1999)%

1.Lepage
2.Mann-Kendall

3. Pettitt

4. Wilcoxon

5. Variables ordinales

y nominales

Indices de vegetacion

Cambio de habitat

en estuario.

Marcoe y Pilson (2017)7

7. Comparativo

de datos

Cubierta de bosques

Madhushree et al. (2012)8

8. Comparacién

de mapas

Cambio en Isla calurosa

Shurtilipi et al. (2007)9

9. Fotografias aéreas

Cambio de la playa

Michalowska et al. (2016)10

10. Imagenes

Cambio geografico

Yang et al. (2009)7




Capitulo 3

Deteccion de puntos de
cambio

En este Capitulo se incluye la programacion de algunos procedimientos para
determinar los puntos de cambio, para ello se define el factor de Bayes el
cual fue utilizado para seleccionar puntos de cambio temporales y espacio
temporales. Se define también un proceso Poisson homogéneo, ya que se
simulan datos con este proceso. Se detectaron con el factor de Bayes mul-
tiples puntos de cambio temporales y puntos de cambio espacio tiempo. Se
detectaron también cambios con el método de umbrales y con el método
de suma acumulativa(CUSUM). Finalmente se aplicaron algunas pruebas
como pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de homogeneidad
normal estandar, las cuales confirmaron el punto de cambio con el método
de suma acumulativa. Para el método con el factor de Bayes y el método de
umbrales se aplicaron métodos propuestos en la tesis de Altieri (2015), para
el método de suma acumulativa se utilizo el articulo de Taylor (2000). Las
pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de homogeneidad normal
estandar ya fueron revisadas con anterioridad.

Para todo el trabajo se elaboraron algoritmos y programas, estos tltimos
se hicieron con el objetivo de detectar los puntos de cambio, se analizan y
comparan sus resultados, fueron creados con algunas instrucciones del pa-
quete INLA de R presentadas en los libros Gomez (2020) y Blangiarto y
Cameleti (2015) para ello se usaron las librerias INLA y Poisson, la tnica
excepcion fue para las pruebas de homogeneidad normal estandar, Pettitt
y rangos de Buishand para las cuales se utiliz6 el paquete trend de R pro-
puesto en Thorsten (2020).

Las bases de datos trabajadas en este Capitulo son la cement que se tomo
del libro de Gomez(2020), es una base de datos de un ejemplo de regresion
y se utilizo para trabajar el método de umbrales, la de datos de accidentes
de trafico tomada de la pagina de INEGI y la de coronavirus tomada de
la pagina coronavirus.gob.mz, fueron utilizadas para detectar los puntos de
cambio con la estadistica CUSUM . También se utiliz6 una base de datos

a0
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simulada de un proceso Poisson, con la cual se detectaron los cambios con
el factor de Bayes en tiempo y espacio-tiempo.

3.1 Factor de Bayes

Si se presenta un problema de seleccion de modelos en el que se debe ele-
gir entre dos posibles modelos, en base a un conjunto de datos observados
D, la plausibilidad de los dos diferentes modelos M; y Ma, parametrizados
por vectores de parametros 61 y 62 se puede medir mediante el factor Bayes.

El factor de Bayes se define como:

_ P(D|My) o, P(DI6v, M1)II(01]M:)d

~ P(D[Mz) ~ [, P(D|02, Mz)I1(02]M>)d6:

0

B

donde P(D|M;) se denomina verosimilitud marginal o verosimilitud inte-
grada. Esto es similar a lo que se hace en las pruebas de la razén de ve-
rosimilitudes pero ahora, en lugar de maximizar la verosimilitud, el factor
Bayes realiza un promedio ponderado mediante la distribucién de los para-
metros.

Un valor de B > 1 significa que M; es apoyado por los datos més que Mo.

En el caso del factor de Bayes, Jeffreys estableci6 una escala de interpreta-
cion de B, la cual se muestra en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Escala de interpretacion de B, segtun Jeffreys.

B Fuerza de la evidencia a favor de M;
B<1 Negativa apoya My
1<B<3 Muy escasa

3<B<10 Sustancial
10< B <30 Fuerte

30 < B <100 | Muy fuerte
> 100 Decisiva

Otra forma de considerar el factor de Bayes es la siguiente:

Supongamos dos hipotesis Hy y Hi tales que las probabilidades de las dis-
tribuciones a priori son fo = P(Ho) y fi = P(Hi) Después de obser-
var una muestra, las probabilidades a posteriori de ambas hipdtesis son
oo = P(Ho|z) y an = P(Hi|z). Se define el factor de Bayes a favor de Hy
como
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@o

B= %1 — aof1
jﬁ—? a1 fo

Asi, el factor de Bayes representa la plausibilidad a posteriori dividida entre
la plausibilidad a priori. Nos informa de los cambios en nuestras creencias
introducidas por los datos. Tiene la propiedad de que es casi objetivo y
elimina parcialmente la influencia de la distribucién a priori.

Como ejemplo supoéngase el contraste simple:

Ho:@zeo vS H()Z@:Gl.

Tenemos que las distribuciones a posteriori son:

_ _ foL(0o|x) _ _ f1L(01]x)
a0 = P(Hol|z) = fr@ointhtes ¥ @ = PUHe) = wrg iy hies

Entonces el factor de Bayes es:

_aoft _ foL(Bolx)fi _ L(6o|z)
Caafo fil(0i]x)fo  L(6i]x)’

que coincide con la razén de verosimilitudes, de modo que la distribucion a
priori no influiria en este caso en el factor de Bayes.

Asi el factor de Bayes para el punto de cambio cuando se divide en dos
segmentos esta dado por la razén de verosimilitudes:

Ly _ Q1Q2

Lo Lo ’
donde @i es la verosimilitud del segmento 1 y Q2 es la verosimilitud del
segmento 2 bajo la hipdtesis alternativa y Lo es la verosimilitud bajo la
hipotesis nula.

Aplicando el logaritmo se tiene

B = log{Q1} + log{Q2} — log{Lo}.

3.2 Proceso de Poisson homogéneo

Definicién 3.1: Una coleccion de variables aleatorias {N(t) : ¢t > 0} defi-
nidas en un espacio de probabilidad (w, F, P) se llama proceso de Poisson
(homogéneo) con intensidad A > 0 si satisface las siguientes propiedades:
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ii) Para todo 0 < s < t, N(t) — N(s) tiene distribucion de Poisson de
parametro A(t — s).

iii) Para todo 0 < t1 < ... < tn, n > 1 (es decir para todo conjunto
finito de tiempos), las variables aleatorias N (¢,) — N(tn—1),...,N(t2) —
N(t1),N(t1) — N(0),N(0), son independientes. Esta propiedad se conoce
como propiedad de incrementos independientes.

3.3 Meétodo de biseccion

Para determinar los puntos de cambio con el factor de Bayes se utilizo el
método de biseccion. Este consiste en dividir los datos a la mitad y se busca
un punto de cambio con el factor de Bayes y las verosimilitudes correspon-
dientes a la hipdtesis nula y la alternativa, enseguida se va a la izquierda y
se divide también a la mitad, posteriormente se divide el lado derecho y asi
se sigue sucesivamente yendo a la izquierda y a la derecha dividiendo a la
mitad y buscando puntos de cambio con el factor de Bayes.

3.4 Miltiples puntos de cambio tempora-
les

Con el objetivo de detectar, analizar y comparar resultados de puntos de
cambio se programé para detectar 5 puntos de cambio, los datos utilizados
son simulados de un proceso Poisson del cual se obtuvo un conjunto de 60
datos con 6 valores diferentes para el pardmetro A. Se pretende en este pro-
blema detectar los cambios que se generan con los distintos valores de A, se
hizo ademas un comparativo de los resultados al utilizar a prioris uniforme,
log-gamma y una Gaussiana.

Se corri6 un programa en R, para detectar miltiples puntos de cambio tem-
porales, en total para 5, se utilizaron 60 datos y el segmento mas pequefio
fue de 4 puntos. Se simul6 un proceso Poisson uniforme con diferentes pa-
rametros A y se aproximoé a la distribuciéon a posteriori con el paquete de
R INLA, el cual aproxima con series de Taylor. Para detectar los puntos de
cambio se utilizo el factor de Bayes y el método de biseccion.

Se utiliz6 una distribucién a priori uniforme, log-gamma y una Gaussiana.
La Figura 3.1, muestra 5 puntos de cambio.

Para el siguiente problema se usan 60 datos y se llega a la divisién mas
pequeiia que fue de cuatro datos, es decir tenemos quince divisiones (Tabla
3.2).
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Los puntos de cambio para una distribuciéon a priori uniforme con A =
2,1,4,7,6,1 y en las divisiones de datos o segmentos 8,7,15,15,8,7, esto
debido a que en los segmentos dividiendo de dos en dos para 30 datos, quedo
en un segmento 15 y en el otro 15, al dividir 15 quedo en un segmento 8
datos y en el otro 7. El resultado para la deteccion de los puntos de cam-
bio fueron como se muestra en la Tabla 3.2. Los puntos de cambio son los
primeros cuatro y el séptimo.

Con los mismos puntos de cambio y con la distribuciéon a priori log-gamma
con parametros 0.01 y 0.01, el resultado se muestra en la Tabla 3.2. Se
puede observar que en comparacién con la distribucién uniforme las log-
verosimilitudes de la log-gamma son més pequeilas, sin embargo también
detectan los puntos de cambio.

Con la distribucién a priori Gaussiana con media cero y pardmetro de preci-
si6én 0.001 para el mismo nimero de puntos de cambio como la distribucién
uniforme y la log-gamma se detectaron los cinco puntos de cambio, se pue-
de observar en los datos a continuacién en la Tabla 3.2, son los primeros
cuatro y el siete, aunque el valor de la log-verosimilitud del séptimo punto
de cambio es menor en comparaciéon con las siguientes posiciones como se
puede observar.

Los 5 puntos de cambio que se observan en la tabla 3.2, fueron detectados
con el factor de Bayes B mencionado anteriormente, los valores para B
indican la fuerza de la evidencia a favor de la hipotesis del punto de cambio,
valores menores a 1 indican que no existe punto de cambio. Los datos en
negrita que son los puntos de cambio se detectaron de la siguiente forma: el
valor de 1 fue detectado a la mitad de los datos, el valor 2 en el dato nimero
15, el valor 3 en el dato 45, el ntimero 4 en el dato niimero 8 y el 7 en el dato
53, como se puede observar los valores en negrita de los puntos de cambio
no son iguales entre si ni con el resto, en cambio en donde no sucedio un
punto de cambio los valores son iguales, por ejemplo los valores 5 y 6 son
iguales; el 8,10 y 14 también son iguales; el 9, 11, 13 y 15 son iguales, por
lo que todos estos valores estan indicando que no existen puntos de cambio.
La fuerza de la evidencia a favor de la hipoétesis alternativa indica segin los
puntos de cambio que al aplicar el método de biseccion e ir detectando los
puntos de cambio, la evidencia es fuerte en el primer punto de cambio y va
disminuyendo en los siguientes, obsérvese ésto en la tabla 3.2

Los puntos de cambio se muestran en la Figura 3.1 y son en 8, 15, 30, 45 y 53.
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Tabla 3.2: Puntos de cambio.

Num | uniforme log gamma | Gaussiana
1 49.565011 | 43.644575 | 42.972975
2 24.392282 | 25.829232 | 26.592785
3 13.940830 | 26.041694 | 28.329433
4 16.000633 | 9.990938 | 11.641769
5 12.478724 2.387813 4.477951
6 12.478724 2.387813 4.477951
7 12.572475 | 4.498905 5.523642
8 5.701123 1.835601 5.801758
9 4.732525 1.384310 4.912561
10 5.701123 1.835601 5.801758
11 4.732525 1.384310 4.912561
12 5.701123 1.835601 5.801758
13 4.732525 1.384310 4.912561
14 5.701123 1.835601 5.801758
15 4.732525 1.384310 4.912561
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Figura 3.1: Grafica de 5 puntos de cambio.

3.5 Para 6 puntos de cambio

95

Con el mismo modelo uniforme se detectaron 6 puntos de cambio para A =
2,1,4,7,6,1,2 y en las divisiones de datos o segmentos de 8,7,15,15,8,4, 3.

Los puntos de cambio que se detectaron son los primeros cuatro, el séptimo
y el dltimo. Se muestran estos en las Tablas 3.3 y 3.4.

Con la distribucién a priori el logaritmo de gamma, para los 6 puntos de
cambio que son los 4 primeros, el siete y el dltimo, también se detectaron los
6 puntos de cambio, la diferencia con la uniforme es que la log verosimilitud
es més pequena, como se puede observar en la Tabla 3.3.

Para la distribucién a priori Gaussiana también se detectaron los 6 puntos
de cambio, se muestran enseguida en valores de log verosimilitud, es un poco
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parecida a la uniforme. Estos son los puntos de cambio, los cuatro primeros,
el siete y el dltimo, se muestran enseguida en la Tabla 3.3. La diferencia en-
tre la Gaussiana y la uniforme es que el dltimo punto de cambio es menor a
los valores de log verosimilitud anteriores, en donde no hay punto de cambio.

Con la distribucién logit-beta con parametros 2 y 2 se detectaron 6 puntos
de cambio, y son los mismos que para la distribuciéon uniforme y la distri-
bucién log-gamma, los puntos de cambio se detectan bien, son los cuatro
primeros, el séptimo y tltimo. No se visualizan grandes diferencias con res-
pecto a la uniforme.

Para la distribucién a priori normal truncada con pardmetros media 0 y pre-
cision 0.001, la verosimilitud es més pequeiia comparada con la uniforme,
esta es muy parecida a la log-gamma, sin embargo también se detectaron
6 puntos de cambio, los cuatro primeros, el siete y el dltimo, el resultado
estd en las Tablas 3.3 y 3.4.

De forma similar como en el problema anterior se presentan los puntos de
cambio que se observan en las tablas 3.3 y 3.4, éstos valores no se repiten
entre ellos ni entre el resto. En cambio el resto de los valores si se repiten
se puede observar por ejemplo que los valores 5 y 6 son iguales; el 8, 10, 12
y 14 también son iguales ; el 9, 11 y 13 son iguales, por lo tanto todos estos
valores atin cuando sean mayores que 1 no indican punto de cambio, pues
se estan repitiendo.

Tabla 3.3: 6 puntos de cambio.

Num uniforme log-gamma Gaussiana
1 37.382628 | 44.717137 | 38.258157
2 23.107912 | 28.913661 | 26.506732
3 22.987741 | 27.851420 | 26.529322
4 16.466681 5.045601 11.798824
) 12.478724 2.387813 4.477951
6 12.478724 2.387813 4.477951
7 16.555598 3.062915 12.572375
8 5.701123 1.835601 5.801758
9 4.732525 1.384310 4.912561
10 5.701123 1.835601 5.801758
11 4.732525 1.384310 4.912561
12 5.701123 1.835601 5.801758
13 4.732525 1.384310 4.912561
14 5.701123 1.835601 5.801758
15 4.733385 1.720949 4.280097
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Tabla 3.4: 6 puntos de cambio.

57

Num logit-beta normal
truncada
1 49.664317 | 51.841263
2 30.567246 | 16.016904
3 18.174484 | 33.658036
4 9.944739 7.969972
5 4.633706 2.186421
6 4.633706 2.186421
7 11.248933 1.984581
8 4.076750 1.881876
9 3.794214 1.783849
10 4.076750 1.881876
11 3.794214 1.783849
12 4.076750 1.881876
13 3.794214 1.783849
14 4.076750 1.881876
15 4.405551 2.260447

Los puntos de cambio se muestran en la Figura 3.2, estan dados en 8, 15
30, 45 ,53 y 57.
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Figura 3.2: Gréfica de 6 puntos de cambio.

Se programoé en R, el programa se encuentra en el apéndice y es etiquetado
como programa 1.

Se cre6 un algoritmo para el problema de detectar 6 puntos de cambio con
el factor de Bayes el cual se presenta a continuacion:

Algoritmo 1: Detecta 6 puntos de cambio



58 CAPITULO 3. DETECCION DE PUNTOS DE CAMBIO

Entrada La funciéon INLA regresa variables mpl, mp2, y mp las cuales
contienen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una
familia Poisson para datos A, datos B y datos.

Salida El vector respuesta guarda las verosimilitudes de 15 divisiones.

Inicializar se inicializan los vectores mpl, mp2, y mp los cuales contie-
nen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una familia
Poisson para datos A, datos B y datos.

Regresa respuesta vector que guarda las verosimilitudes de las divisiones.

El vector datos se divide de 1 a 30 y de 31 a 60 y se asigna a datos A y
datos B.

i) Se calcula la verosimilitud de datos A y datos B y se guarda en vector
respuesta,

ii) Se dividen a la mitad los vectores datos A y datos B y se asignan los
datos a datos C y datos D,

iii) Se calcula la verosimilitud para datos C y datos D.

iv) Se repiten los pasos i) y ii) con las nuevas divisiones de los datos hasta
llegar a la division de solo dos datos.

v) se registran los resultados obtenidos.

3.6 Mauiltiples puntos de cambio en espacio
tiempo

Para miltiples puntos de cambio en espacio tiempo, lo que se hizo fue asig-
nar posiciones, la primera en el centro y el resto alrededor de ésta en forma
ascendente y en contra de las manecillas del reloj. Se aproxim¢ la distribu-
cion a posteriori con el paquete R-INLA| se utiliz6 la distribuciéon a priori
uniforme, el factor de Bayes y el método de biseccion, asi como la simula-
cion de valores se hizo para un proceso Poisson homogéneo, se utilizaron 4
valores de )\ aleatorios del 1 al 15 para cada posicién, es decir se estimaron
3 puntos de cambio, estos valores de A son dados en cada fila de la Tabla 3.5.

Y el resultado de los puntos de cambio son dados en las Tablas 3.6, 3.7, 3.8
v 3.9, son los primeros tres, es decir, se encuentran en 15, 30 y 45.

El comportamiento de los valores es de forma similar como en el primer
problema presentado en este Capitulo, los puntos de cambio que se indican
en negrita en las tablas 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9 no se repiten, a diferencia del
resto en los que si existe repeticién. De acuerdo a la fuerza de la evidencia
del factor de Bayes B los valores menores que 1 indican que no existe punto
de cambio, éstos valores se observan en la tabla 3.7, posicién 6, valor 3 y en
la tabla 3.8, posicién 9, valor 2.
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Tabla 3.5: Valores de .

(1] | 2] | [3] | [4]
M (103 [5 |13
2] [8 [12]6 |5
3 [14 |8 |[13]5
[4 [5 |4 |7 |12
5] (127 |6 |38
6] 129 |1 |6
7] [1 [13]5 |3
8 |11 [ 14 [ 1 |3
O [1 [13]5 |15
0] [13 |1 |7 |4
(1] [5 |11 [8 |9
210 |3 |7 |15
3] [1 |13 [12]6
4 [ 7 [1 |11 |12
[15] [ 13 [ 12 [4 |1
[16] [5 |6 |12 7

Tabla 3.6: Puntos de cambio espacio tiempo.

] 2 B] ]
1 33.693643 | 44.955163 | 35.315124 | 41.732270
2 27.795301 | 25.226235 | 28.387088 | 19.482977
3 28.727677 | 21.122882 | 27.775696 | 28.697886
4 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123

9 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
10 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
11 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
12 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
13 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
14 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
15 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
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Tabla 3.7: Puntos de cambio espacio tiempo.

[5] [6] [7] 8]
1 33.574630 | 61.47789451 | 52.546434 | 44.358894
2 27.549217 | 27.37020690 | 18.324691 | 21.142981
3 28.777261 | -0.08807506 20.678559 | 1.851282
4 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.47872437 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
9 | 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
10 | 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
11 | 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
12 | 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
13 | 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525
14 | 5.701123 5.70112304 5.701123 5.701123
15 | 4.732525 4.73252533 4.732525 4.732525

Tabla 3.8: Puntos de cambio espacio tiempo.

[9] [10] [11] [12]
1 71.06948660 | 35.332035 | 34.663739 | 28.888859
2 -0.08807506 28.183967 | 26.321000 | 25.185406
3 19.83004426 | 27.173106 | 28.558468 | 28.850767
4 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.47872437 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
9 | 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
10 | 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
11 | 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
12 | 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
13 | 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
14 | 5.70112304 5.701123 5.701123 5.701123
15 | 4.73252533 4.732525 4.732525 4.732525
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Tabla 3.9: Puntos de cambio espacio tiempo.

[13] [14] [15] [16]
1 55.319548 | 36.493439 | 53.350957 | 37.905475
2 7.263903 27.399136 | 14.610914 | 25.226621
3 28.683089 | 26.696299 | 17.792607 | 28.209964
4 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
5 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
6 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
7 12.478724 12.478724 12.478724 12.478724
8 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
9 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
10 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
11 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
12 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
13 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525
14 | 5.701123 5.701123 5.701123 5.701123
15 | 4.732525 4.732525 4.732525 4.732525

Fue programado en R, el programa se encuentra en el apéndice y esta eti-

quetado como programa 2.

Se construy6é un algoritmo para detectar 3 puntos de cambio en espacio

tiempo en 16 posiciones, éste es dado a continuacién:
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Algoritmo 2: Detecta 3 puntos de cambio en espacio tiempo

Entrada La funcién INLA regresa variables mp1l, mp2, y mp las cuales
contienen los datos simulados con un modelo autoregresivo AR1 y de una
familia Poisson para datos A, datos B y datos.

Salida La matriz respuesta guarda las verosimilitudes de 15 divisiones
en 16 posiciones.

Inicializar Se inicializan los vectores mpl, mp2, y mp los cuales con-
tienen los datos simulados con autoregresivo AR1 y de una familia Poisson
para datos A, datos B y datos.

Para i en 1:n

Se calculan 4 parametros lambda de un proceso Poisson aleatoriamente de
1 a 15 y se incluyen en el vector vlambda.

Se incluye en él vector datos que tiene espacio para 60 datos los 4 vectores
simulados con puntos de cambio para los 4 pardmetros lambda.

Fin Para se termina el ciclo Para
Para i en 1:n

El vector datos se divide de 1 a 30 y de 31 a 60 y se asigna a datos A y
datos B.

i) Se calcula la verosimilitud de cada vector en datos A y datos B y se
guarda en la matriz respuesta,

ii) Se dividen a la mitad los vectores datos A y datos B y se asignan los
datos a datos C y datos D,

iii) Se calcula la verosimilitud para datos C y datos D.

iv) Se repiten los pasos i) y ii) con las nuevas divisiones de los datos hasta
llegar a la division de solo dos datos.

v) se registran los resultados obtenidos.

Fin, se detiene

Regresa la matriz respuesta, que contiene las verosimilitudes de 15 di-
visiones en 16 posiciones.

3.7 Meétodo de umbrales

El siguiente es un ejemplo de puntos de cambio con el método de umbra-
les, cuyo método es explicado en Altieri(2015), el cual consiste en asociar a
los datos una probabilidad a posteriori y definir un umbral, entonces si la
probabilidad es menor que ese umbral, existe un punto de cambio.
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Para asociar probabilidades se da un ejemplo con regresion lineal multiple:

4
Yi=Bo+ Zﬂij,i + €.

j=1

Para este ejemplo se consider6 la base de datos cement de Gomez(2020).
En el modelo, Y; representa el calor evolucionado de la observaciéon i y Xj ;
es la proporcién de la componente j en la observacion ¢. El pardmetro 5o
es un intercepto y f5;, j = 1,...,4 son coeficientes asociados con las cova-
riables. Finalmente, €;, ¢,...,n es un término de error con una distribucién
Gaussiana con media cero y precisiéon 7.

La base de datos cement se muestra en la Tabla 3.10.

Tabla 3.10: Datos de regresion.

X | Xo | X3 | X4 1Y
7 126 |6 |60 | 785
1 |29 |15 |52 | 743
11 |5 |8 |20 | 1043
11 |31 |8 |47 |87.6
7 |52 06 |33 959
11 |55 |9 |22 |109.2
3 |71 |17 |6 | 1027
1 |31 |22 |44 | 725
2 |54 |18 | 22 | 93.1
21 |47 |4 |26 | 115.9
1 |40 |23 |34 | 838
11|66 |9 |12 | 1133
10 |68 |8 |12 | 109.4

Para el ejemplo del punto de cambio se utiliz6 la variable X, se le asignaron
probabilidades de la distribucién a posteriori a estos datos y posteriormente
se fij6 un umbral de 3.041631e — 07, aquellos datos que tuvieran una pro-
babilidad menor que este umbral son los puntos de cambio.

Se elabor6é un programa en R (apéndice), y es etiquetado como programa
3.

El resultado es:

0 o0 1 1 0 1 o0 o0 O 1 o0 1 1
El cambio es donde empiezan los unos a ser mas constantes, es decir, es
donde al asignarle a los datos una probabilidad a posteriori y definir un
umbral, entonces la probabilidad fue menor que ese umbral, por lo tanto
existe un punto de cambio, esto sucede en la posicién diez y tres, con un
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umbral de 3.041631e-07.

Se cre6 un algoritmo el cual detecta miltiples puntos de cambio con el mé-
todo de umbrales, éste se describe a continuacion:

Algoritmo 3: Detecta miultiples puntos de cambio con el método
de umbrales

Entrada Matriz cement, matriz datos, umbral, regresiéon en ml.

Salida Vector menores incluye ceros y unos, 1 significa que la probabilidad
a posteriori es menor que el umbral y 0 que es mayor que el umbral.

Inicializar n=13 es el nimero de datos.

Para h en 1:n

Se calcula la probabilidad a posteriori de cada dato.
Fin, se detiene

Para h en 1:n

Si la probabilidad a posteriori es menor que el umbral se guarda un 1 en el
vector menores de lo contrario si es mayor se guarda un cero.

Fin, se detiene

Imprime menores

3.8 CUSUM con datos de accidentes de
trafico

El método consiste en lo siguiente:
1.- Se calcula el promedio m’”;’%,
2. Empieza la suma acumulativa en cero Sy = 0,

3. Sﬁe calculan las otras sumas acumulativas de la forma S; = S;_1 +
(X; — X) parai=2,...,32,
So =0,

S1 =S50+ (X1 — X),

ngSl+(X2—X),
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Sz = S31 + (X2 — X).

Se realiza también un bootstrap, pero antes de ello se requiere un estimador
de la magnitud del cambio. Una opciéon que funciona bien independiente-
mente de la distribucion y a pesar de los multiples cambios es Sdif f.

Sdif f = Smax — Smin, donde, Smaxr = mazi—o,... 335,
Smin = min;—o,...,335i.

Un anadlisis bootstrap consiste en realizar una gran cantidad de bootstrap y
contar la cantidad de bootstrap para los cuales S°dif f es menor que Sdif f.
Sea N el namero de muestras de bootstrap realizado y sea X el bootstrap
para los cuales S°dif f < Sdif f. Luego el nivel de confianza de que se pro-
dujo un cambio como porcentaje se calcula de la siguiente forma:

Nivel de conﬁanzaleO% %.

La magnitud del cambio es Sdif, nos da un valor positivo que indica que
hubo un cambio de menor a mayor, es decir cambiaron los accidentes de
trafico que es el tema de este problema de menor a mayor. Enseguida se
realiza un analisis de bootstrap, una sola rutina. El procedimiento es el si-
guiente:

1. Se gener6 una muestra de bootstrap de 32 unidades, denotada por
X7, X3,..., X5, reordenando aleatoriamente, los 32 valores originales. Es-
to se llama muestreo sin reemplazo.

2. Basado en las muestras bootstrap, se calcula el bootstrap CUSUM,
denotado por Sg, S7,...,S5%.

3. Se calcula el méximo y el minimo y la diferencia de bootstrap CU-
SUM denotado por S°maz, S°min,y S°diff.

4. Se determina si la diferencia bootstrap S°dif f es menor que la dife-
rencia Sdif f.

Esto se aplico a datos de accidentes de trafico en 32 ciudades, los datos
fueron obtenidos de la pagina de INEGI y se presentan en la Tabla 3.11:

De acuerdo a la magnitud del cambio, la suma minima es de —439.6875, y
esta suma se encuentra en el dato con posicién 7. Enseguida las estadisticas
son:

Smax = 183.875,
Smin = —439.6875,
Sdif = 623.5625.

Para 100 muestreos bootstrap el Nivel de conﬁanzazloo% % = 83 %.
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Tabla 3.11: Datos de accidentes de tréfico.

Datos | Datos | Datos | Datos
74 188 206 37
60 56 146 83
26 36 69

24 351 113

94 49 278

22 171 208

78 68 41

270 42 136

223 229 80

104 36 140

Se puede observar en la Figura 3.3 que el punto de cambio se encuentra en
el valor 7, donde cambia de menor nimero de accidentes de trafico a mayor
nimero.

parciales
=100 0 100 200
| | | |

-200
1

=300
1

-400

| | | T | | |
0 5 10 15 20 25 30
indice

Figura 3.3: Grafica con punto de cambio en 7.

Se aplico lo que dice el algoritmo y se elaboré un programa, el cual se en-
cuentra en el apéndice, etiquetado como programa 4.
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Se cred un algoritmo con el método de suma acumulativa, éste detecta un
solo punto de cambio, el algoritmo es mostrado a continuacién:

Algoritmo 4: Detecta un solo punto de cambio
Entrada matriz datos

Salida parciales son las sumas acumulativas de los datos, rparciales son
sumas acumulativas con bootstrap, rSdif son las diferencias de remuestreo.

Inicializar n=33 son 33 datos

m=100 es remuestreo de tamaiio 100 con 33 datos
Para i en 2:n

Se calcula la suma acumulativa se guarda en parciales
Fin, se detiene

se calculan el maximo de los datos Smax=max(parciales), el minimo
Smin=min(parciales) y la diferencia Sdif=Smax-Smin

Para k en 2:n

Se calcula la suma acumulativa del remuestreo y se guarda en rparciales
Fin, se detiene

Se calcula el maximo de rparciales rSmax=max(rparciales)

el minimo rSmin=min(rparciales), y la rSdif=rSmax-rSmin
Regresa rSdif regresa el vector de diferencias de remuestreo

Para j en 1:m se hace un remuestreo en bootstrap de tamafio 100 con 33
datos

Se calculan las diferencias de cada remuestreo

diferencias|m]| = remuestreo(sample(datos, 32))

Fin, se detiene

Para j en 1:m

Si las diferencias del remuestreo son menores que Sdif la diferencia normal
se guardan en el vector respuesta.

Fin, se detiene



68 CAPITULO 3. DETECCION DE PUNTOS DE CAMBIO

Se calcula el intervalo de confianza

Nconfianza—100*sum (respuestas) /length(respuestas)

3.9 Otras Pruebas de datos de accidentes
de trafico

Se realizaron las pruebas de rangos de Buishand, Pettitt y prueba de ho-
mogeneidad normal estandar a los mismos datos de accidentes de tréfico, y
para todas las pruebas el resultado fue el punto de cambio en la posicion 7.
Se utiliz6 la libreria Trend de R, el codigo utilizado es el siguiente:

library(trend)

datos < —c(74,60, 26,24, 94,22, 78,270, 223,104, 188, 56, 36, 351, 49,
171,68, 42, 229, 36, 206, 146, 69,

113,278,208, 41, 136, 80, 140, 37, 83)

y < —ts(datos, start = ¢(1900), freq = 1)

x < —ts(datos, start = ¢(1900), freq = 1)
prueba de rangos de bushand

br.test(y, m = 20000)

prueba petitt

pettitt.test(z)

prueba de homogeneidad normal estandar
snh.test(z, m = 20000)

3.10 CUSUM con datos de coronavirus

Se utilizaron datos de coronavirus de la pagina coronavirus.gob.mx con el
método de suma acumulativa para detectar los puntos de cambio, los gru-
pos de datos se tienen en la Tabla 3.12, se formaron tres grupos, uno con 8,
el otro con 7 y el dltimo con 5, los datos corresponden a mayo del 2020. En
cada base de datos se detect6 donde ocurrié el cambio de menor a mayor, es
decir en donde empezaron a ocurrir un mayor nimero de casos de contagios,
esto en todo el pais. En la base de datos estan divididos en contagios de
hombres y mujeres, para analizar los cambios se sumaron y se presentan los
totales de hombres més mujeres. La Tabla 3.12 muestra los datos utilizados.

Los datos de contagios se muestran en una grafica de barras, en la Figura
3.4. Dicha grafica muestra como disminuyen el nimero de contagios y vuel-
ven a incrementar.

Los incrementos o cambios sucedieron en el primer grupo en el dato del 4
de mayo, en el segundo en el dato del 11 de mayo y en el dltimo grupo en
el dato 18 de mayo, esto se observa en la grafica de sumas acumulativas
CUSUM que se muestran en la Figura 3.5.
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Tabla 3.12: Datos de contagios de coronavirus.

Fecha | datos | Fecha | datos | Fecha | datos
1 1225 9 1270 16 1483

2 1241 | 10 1161 | 17 1145

3 1121 | 11 2512 | 18 2747

4 2298 12 2428 19 2261

5 1840 | 13 2516 | 20 2083

6 2024 | 14 2353

7 2085 | 15 2564

8 2071
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Figura 3.4: Grafica de contagios.

Para cada suma acumulativa las estadisticas y el porcentaje son los mos-
trados en la Tabla 3.13.

Tabla 3.13: Estadisticas y porcentaje.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Sdif =1627.375 Sdif =1798.714 Sdif = 1259.6
Smax =0 Smax =0 Smax =0

Smin = —1627.375 | Smin = —1798.714 | Smin = —1259.6
Nconfianza=89 % 83 % 61%
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Figura 3.5: Datos grupos 1,2y 3



Capitulo 4

Conclusiones

e Se investigaron y analizaron metodologias desarrolladas en el estudio
de puntos de cambio y sus diferentes aplicaciones.

e Muchos de los trabajos en puntos de cambio tanto paramétricos como
no paramétricos aplican la metodologia de puntos de cambio en preci-
pitacion, temperatura, cambio en la temperatura del aire, temperatu-
ra y flujo del agua, por mencionar algunos. Aunque estos problemas
de aplicacién se presentan con frecuencia, también existen algunos
otros que han sido resumidos en las tablas del Capitulo 2, en la sec-
cion de aplicaciones, sin embargo, las variables hidrometeorolégicas
como se puede observar son de principal interés.

e Es de interés cuando se hace inferencia identificar los puntos de cam-
bio ya que eso daria resultados méas precisos o exactos.

e Se elaboraron programas para los métodos factor de Bayes, umbra-
les y CUSUM, la finalidad fue detectar numéricamente los puntos de
cambio y comparar los resultados de las distribuciones a priori utili-
zadas, esto en el caso del factor de Bayes. Para los métodos umbrales
y CUSUM el objetivo fue detectar los puntos de cambio. Se utilizaron
bases de datos de coronavirus, trafico de autos, de regresion (cement)
y una base de datos simulada con un proceso Poisson.

e Se usaron los métodos Pettitt, homogeneidad normal estandar y ran-
gos de Buishand, se aplico el paquete Trend de R el cual contiene
éstos métodos para detectar los puntos de cambio.

e Se puede concluir que los métodos de umbrales y de CUSUM de-
tectan bien los puntos de cambio, la diferencia es que con el método
de umbrales se detectan miltiples puntos de cambio en una regresion.

e Con el método CUSUM séblo se detecta un punto de cambio, esto
también sucede con los métodos Pettitt, homogeneidad normal es-
tandar y rangos de Buishand. Con el método CUSUM se detectan
los cambios atin cuando la base de datos sea pequena, que es lo que
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sucedi6 con los datos de coronavirus.

e El método del factor de Bayes detect6 bien los puntos de cambio,
la debilidad del mismo es que detecta cambios hasta una divisiéon de
cuatro, a menos datos en la divisiéon ya no se detectan los puntos de
cambio.



Trabajo a futuro

e Implementar una metodologia en espacio-tiempo para analizar puntos
de cambio usando la convergencia a puentes Brownianos para obtener
la distribucion asintética del estadistico de prueba desde el enfoque
de maxima verosimilitud.

e Obtener la estadistica de prueba por méaxima verosimilitud para uno
o varios puntos de cambio en problemas que involucran espacio y
tiempo.

e Determinar la distribucion limite de la estadistica de prueba para
puntos de cambio en problemas que involucran espacio y tiempo.

e Aplicar la distribucién asintotica de la estadistica de prueba para
contrastar juegos de hipotesis de uno o varios puntos de cambio en
espacio-tiempo.
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Apéndice

Programa 1

rm(list = 1s())

library(poisson)

library(INLA)

vector < —hpp.event.times(2, 15, num.sims = 1,t0 = 0)

plot(vector)

vectorl < —hpp.event.times(1,15, num.sims = 1,10 = 0)

vector2 < —hpp.event.times(4, 15, num.sims = 1,t0 = 0)

vector4d < —hpp.event.times(6, 15, num.sims = 1,10 = 0)

datos < —c(vector, vectorl, vector2, vector4)

plot(datos, type ="17)

datosA = datos[1 : 30]

datosB = datos[31 : 60]

datos

datosA

datosB

vec_res = rep(0, 20)

factor b < — function(datosA, datosB, datos){

pl < —data. frame("num” = seq(1,length(datosA),1),” datosA” = datosA)
p2 < —data. frame("num” = seq(1, length(datosB), 1),” datosB” = datosB)
mpl < —inla(num f(datosA, model =”arl”),data = pl, family = ”poisson”)
mp2 < —inla(num f(datosB, model = ”arl”),data = p2, family = "poisson”)
midf < —data.frame("num” = seq(1,length(datos), 1),” datos” = datos)

mp < —inla(num f(datos, model = "arl”), data = midf, family = " poisson”)
respuesta < —as.numeric(mpl$mlik[1,1])+as.numeric(mp2$mlik(1,1])—
as.numeric(mp$mlik(1, 1])

return(respuesta)

vec_res[l] = factor _b(datosA, datosB, datos)
vec_res

datosC = datosA[l : 15]

datosD = datosA[16 : 30]

vec_res[2] = factor _b(datosC,datosD,datosA)
vec_res

datosE = datosB|1 : 15]
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datosF = datosB[16 : 30]

vec_res[3] = factor _b(datosE, datosF, datosB)
vec_res

datosG = datosC|1 : 8]

datosH = datosC|9 : 15]

vec_res[d] = factor _b(datosG, datosH, datosC')
vec_res

datosI = datosDI]1 : §]

datosJ = datosD]9 : 15]

vec_res[b] = factor _b(datosI,datosJ, datosD)
vec_res

datosK = datosE|1 : 8]

datosL = datosE]9 : 15]

vec_res[6] = factor _b(datosK, datosL, datosE)
vec_res

datosM = datosF[1 : §]

datosN = datosF'[9 : 15]

vec_res[7] = factor _b(datosM, datosN, datosF)
vec_res

datosO = datosG]1 : 4]

datosP = datosG|[5 : 8]

vec_res[8] = factor _b(datosO, datosP, datosQ)
vec_res

datos@Q = datosH]|1 : 4]

datosR = datosH|[5 : 7

vec_res[9] = factor _b(datosQ,datosR, datosH)
vec_res

datosS = datosI|1 : 4]

datosT = datosI[5 : §]

vec_res[10] = factor _b(datosS, datosT, datosI)
vec_res

datosU = datosJ[1 : 4]

datosV = datosJ[5 : 7]

vec_res[11] = factor _b(datosU, datosV, datosJ)
vec_res

datosX = datosK]|1 : 4]

datosY = datosK|[5 : 8|

vec_res[12] = factor _b(datosX, datosY, datosK)
vec_res

datosW = datosL][1 : 4]

datosZ = datosL[5 : 7|

vec_res[13] = factor _b(datosW,datosZ,datosL)
vec_res

datosAA = datosM]|1 : 4]

datosBB = datosM]I5 : 8]

vec_res[14] = factor _b(datosAA, datosBB, datosM)
vec_res

datosCC = datosN|1 : 4]

datosDD = datosN[5 : 7]

vec_res[15] = factor _b(datosCC,datosDD,datosN)
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vec_res

Para utilizar otra funcion a priori se cambia en el programa por la siguiente
instruccién, donde se incluye la distribucién a priori a utilizar y sus para-
metros, ya el paquete INLA tiene las distribuciones a priori a utilizar.

prec.prior < —list(prec = list(prior = "logtgaussian”, param = ¢(0,0.001)))
mpl < —inla(num f(datosA, model = "arl”, hyper = prec.prior), data =
pl, family = " poisson”)

Programa 2

rm(list = 1s())

library(poisson)

library(INLA)

esp_t = matriz(0, 60, 16)
matriz_resp = matriz(0, 15, 16)
mlambdas = matriz(0,16,4)

factor _b < — function(datosA, datosB, datos){

pl < —data.frame("num” = seq(1,length(datosA), 1),” datosA” = datosA)
p2 < —data.frame("num” = seq(1,length(datosB),1),” datosB” = datosB)
mpl < —inla(num f(datosA, model ="arl”), data = pl, family = "poisson”)
mp2 < —inla(num f(datosB, model = "arl”), data = p2, family = "poisson”)
midf < —data.frame(”num” = seq(1,length(datos),1),” datos” = datos)

mp < —inla(num f(datos, model =" arl”), data = midf, family = ”poisson”)

respuesta < —as.numeric(mpl$mlik[1, 1])+as.numeric(mp2$mlik|[1,1])—
as.numeric(mp$mlik[1, 1])
return(respuesta)

}

for(i in 1:16){

vlambda = sample(1 : 15,4)

vector < —hpp.event.times(vlambdal4], 15, num.sims = 1,10 = 0)
plot(vector)

mlambdas[i,] = vlambda

vectorl < —hpp.event.times(vlambdal[l], 15, num.sims = 1,t0 = 0)
vector2 < —hpp.event.times(vlambda[2], 15, num.sims = 1,10 = 0)
vectord < —hpp.event.times(vlambdal[3], 15, num.sims = 1,10 = 0)
datos < —c(vector, vectorl, vector2, vector4)

espt[,i] = datos

}

for(indice in 1:16){

datosA = esp_t[1 : 30, indice]

datosB = esp_t[31 : 60, indice]

datos = esp_t[, indice]

datosA

datosB

matriz_resp[l,indice] = factor _b(datosA,datosB, datos)



86 APENDICE

datosC = datosA[l : 15]

datosD = datosA[16 : 30]

matriz_resp(2,indice] = factor _b(datosC, datosD, datosA)
datosE = datosB|1 : 15]

datosF = datosB[16 : 30]

matriz_resp[3,indice] = factor _b(datosE, datosF, datosB)
datosG = datosC|1 : 8]

datosH = datosC|9 : 15]

matriz_resp[4,indice] = factor _b(datosG,datosH, datosC')
datosI = datosDI]1 : §]

datosJ = datosD]9 : 15]

matriz_resp[b,indice] = factor _b(datosl, datosJ, datosD)
datosK = datosE|1 : 8]

datosL = datosE]9 : 15]

matriz_resp[6,indice] = factor _b(datosK,datosL, datosE)
datosM = datosF[1 : §]

datosN = datosF'[9 : 15]

matriz_resp(7,indice] = factor _b(datosM, datosN, datosF')
datosO = datosG]1 : 4]

datosP = datosG[5 : §]

matriz_resp[8,indice] = factor _b(datosO, datosP, datosG)
datosQ = datosH]|1 : 4]

datosR = datosH|[5 : 7]

matriz_respl9,indice] = factor _b(datosQ, datosR, datosH )
datosS = datosI|1 : 4]

datosT = datosI[5 : §]

matriz_resp[10,indice] = factor _b(datossS, datosT, datosl)
datosU = datosJ[1 : 4]

datosV = datosJ[5 : 7]

matriz_resp[l1,indice] = factor _b(datosU, datosV, datosJ)
datosX = datosK]|1 : 4]

datosY = datosK|[5 : 8|

matriz_resp[12,indice] = factor _b(datosX, datosY, datosK)
datosW = datosL][1 : 4]

datosZ = datosL[5 : 7|

matriz_resp[13,indice] = factor _b(datosW, datosZ, datosL)
datosAA = datosM|1 : 4]

datosBB = datosM]I5 : 8]

matriz_resp[l4,indice] = factor _b(datosAA, datosBB, datosM)
datosCC = datosN|1 : 4]

datosDD = datosN[5 : 7]

matriz_resp[15,indice] = factor__b(datosCC, datosDD, datosN)
indice = indice + 1

}

matriz_resp

mlambdas

Programa 3

library(INLA)
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cement
ml < —inla(y 1 + 22 + 23 + 24, data = cement)
dato < —c(7,1,11,11,7,11,3,1,2,21, 1,11, 10)

ml$marginals. fized$xl
1 — inla.pmarginal(0, m1$marginals. fized$z1)

probas = seq(1,13)

for(h in 1:13){

probas[h] = inla.pmarginal(dato[h] + 0.2, m1$marginals. fized$3x1)
—inla.pmarginal(dato[h] — 0.2, m1$marginals. fized$z1)

}

menores = seq(1,13)

umbral = 3.041631e — 07

for(h in 1:13){

menores|h] = probas[h] < umbral

}

menores

Programa 4
datos < —c(74, 60,26, 24,94, 22, 78,270, 223,104, 188, 56, 36
,351,49, 171, 68, 42, 229, 36, 206,
146, 69,113, 278, 208, 41, 136, 80, 140, 37, 83)
promd < —mean(datos)
promd
parciales < —seq(1,33)
parciales[1] =0
for(#in2 : 32){
parciales[i] = parciales[i — 1] + datos[i — 1] — promd
}
parciales
Smaz = maz(parciales)
Smin = min(parciales)
Sdif = Smax — Smin
Sdif
Smax
Smin
plot(parciales, type = 71")

remuestreo < — function(rdatos){

rpromd < —mean(rdatos)

rparciales < —seq(1, 33)

rparciales[1] = 0

for(k in 2:33){

rparciales[k] = rparciales[k — 1] + rdatos[k — 1] — rpromd

rSmax = max(rparciales)
rSmin = min(rparciales)
rSdif = rSmaxr — rSmin
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return(rSdif)
}

diferencias = seq(1,100)
for(m in 1:100){
di ferencias|m] = remuestreo(sample(datos, 32))

}

diferencias

respuestas < —seq(1,100)

for(m in 1:100){

respuestas|m] = diferencias[m] < Sdif
}

respuestas

diferencias

Sdif

NConfianza = 100 * sum(respuestas)/length(respuestas)
NConfianza



