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Introducción

„En muchos casos, el conocimiento de que ciertas
felicidades eran simple fábrica del azar, hubiera
aminorado su virtud...

— Jorge Luis Borges
(La lotería de Babilonia, Ficciones)

La caminata aleatoria del elefante es un proceso estocástico a tiempo discreto, tal
que los incrementos presentan algún tipo de dependencia de largo alcance. Fue
presentada por Gunter Schütz y Steffen Trimper [38] en 2004, con el propósito de
estudiar los efectos de la memoria en la evolución del proceso, los cuales, conducen
a la difusión anómala.

La difusión es un fenómeno que resulta del movimiento aleatorio de partículas, por
medio del cual, hay un flujo neto de materia desde una región de alta concentración a
una región de baja concentración. Esto significa que; esencialmente, es un mecanismo
que transporta materia o alguna otra cantidad física de un lugar a otro en un espacio
determinado.

Una de las maneras más comunes de modelar y estudiar la difusión es a través de
caminatas aleatorias. Los procesos de difusión están caracterizados por el desplaza-
miento cuadrado promedio del caminante aleatorio que los modela. Dicho proceso
se denomina difusivo si el desplazamiento cuadrado promedio es proporcional al
tiempo. Por otro lado, desde la segunda década del siglo XX se han encontrado
sistemas tanto físicos como biológicos, en donde el desplazamiento cuadrado pro-
medio de la sustancia que se difunde es proporcional a una función exponencial
del tiempo; i.e., proporcional a tγ . Este fenómeno se denomina difusión anómala, y
puede dividirse en dos regímenes: súper-difusivo (γ > 1) y sub-difusivo (γ < 1).
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La súper-difusión se hace presente en el modelo del elefante por medio del parámetro
de memoria p. De este modo, existe una transición de difusivo a súper-difusivo en
p = 3/4.

A pesar de su nombre, la difusión anómala es muy común, y sus aplicaciones rebasan
el campo de la física, resultando de utilidad en la modelación de diversos sistemas
complejos, así como en la caracterización de la manera en la que distintas especies
de animales buscan alimento, y en la descripción del movimiento del agua.

En este trabajo se realizó un análisis del comportamiento asintótico de la caminata
aleatoria del elefante a través de teoremas límite para martingalas y series regresivas
basado en [4], y está organizado como se describe a continuación. La siguiente
sección es un resumen sobre el estado del arte en cuanto a la caminata aleatoria del
elefante se refiere. Dicho resumen no pretende ser exhaustivo, pero sí lo suficien-
temente informativo para obtener un panorama de lo que resta por hacer y sobre
futuras líneas de investigación. En las secciones 1 y 2 del capítulo 1 se da a conocer
un resultado sobre transformaciones matriciales regulares de sucesiones, así como
los teoremas límite asocidados a martingalas de cuadrado integrable.

En las secciones 1 y 2 del capítulo 2, se introduce el proceso en cuestión, y se deducen
propiedades relacionadas a las probabilidades de transición que rigen a la posición
del elefante hasta asociar una martingala que brinde más información del proceso. A
continuación, en la sección 3, se usan los teoremas presentados en el capítulo 1 para
obtener resultados asintóticos sobre la caminata aleatoria, y se brindan argumentos
formales de la transición de fase que existe en p = 3/4. Finalmente, se presentan las
conclusiones y algunas preguntas relacionadas a las aplicaciones.

Se recomiendan las siguientes referencias para consultar la teoría básica de esperanza
condicional y martingalas: [7], [44] o [40]. Para una exposición más completa puede
consultarse [32], [33] o incluso [23].
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Estado del arte

Los modelos estocásticos con memoria de toda su historia no son nuevos [35],
pues surgen de manera natural en distintas disciplinas como química, biología o
finanzas [30]. La caminata aleatoria del elefante tiene su génesis en la dificultad de
estudiar dichos procesos. A pesar de la variedad de técnicas para realizar un análisis
significativo sobre los efectos de la memoria, dos deficiencias se hacen presentes,
y tienen que ver con el error inducido de las aproximaciones y con el origen de la
memoria, el cual, se oscurece durante el proceso de estudio [38].

El valor de dicho artículo radica en el proceso estocástico mismo, así como en la
deducción de una ecuación de Fokker-Planck no markoviana que describe la evolución
temporal de las probabilidades, lo que implicaba que; en el límite, el elefante
presentaba el mismo comportamiento que el de una partícula sujeta al movimiento
Browniano en cualquier valor de p.

Pasaron cerca de 10 años para que la evidencia numérica sobre el régimen súper-
difusivo se hiciera presente, y mostrara que la distribución límite del proceso escalado
no es gaussiana [11].

No pasó mucho tiempo para que este proceso despertara interés en la comunidad
científica. Por ejemplo, en 2014, Hyun-Joo Kim [24] considera varios modelos
de caminatas no Markovianas que describen difusión anómala, y entre ellos, una
variante de la caminata aleatoria del elefante que resulta ser equivalente al modelo
de Schütz y Trimper. Al año siguiente, Rüdiger Kürsten presenta una maravillosa
y sorprendente conexión entre la caminata aleatoria del elefante y los árboles
aleatorios recursivos a través del modelo de Kim [26]. El propósito del trabajo de
Kürsten es traducir los resultados conocidos sobre la caminata aleatoria del elefante
en propiedades relativas a los procesos de percolación.

Jean Bertoin y Erich Baur [2], por su parte, realizan un estudio sobre la caminata
del elefante mediante urnas de Pólya generalizadas: considere un proceso de urna
con pelotas de dos colores, negro y rojo. La composición de la urna al instante n está

xi



dada por un vector aleatorio de dimensión dos. La dinámica es la siguiente. En el
instante n se saca una pelota de la urna de manera uniforme, se observa su color y es
regresada a la urna junto con una pelota del mismo color con probabilidad p, y con
probabilidad 1− p, es regresada junto con una pelota de diferente color. Ahora, la
posición del elefante al instante n está dada por la diferencia de las coordenadas del
vector aleatorio (compare con la Definición 2.1). El comportamiento ad infinitum de
la composición de la urna queda determinado por los valores y vectores propios de
su matriz de remplazo; de modo que, esta conexión permite formalizar las razones
de la transición de fase en p = 3/4.

A continuación, Bernard Bercu [4] observa que la caminata aleatoria del elefante
tiene propiedades multiplicativas respecto a la esperanza condicional, lo que permite
construir una martingala a tiempo discreto. Su estrecha relación con la función Γ
brinda un argumento distinto al de Bertoin y Baur de la existencia del cambio de
fase. Además, se obtiene una prueba rigurosa de que la distribución límite no es
gaussiana en el caso súper-difusivo.

En 2019, Silvia Businger [8] propone una nueva caminata aleatoria con memoria de
todo el pasado. Las diferencias respecto a la del elefante son, en primer lugar, que la
distribución de los incrementos es cualquier distribución α-estable, y en segundo
lugar, que al considerar el modelo de Kim para construir este nuevo proceso, no es
equivalente a la construcción dada por Schütz y Trimper. Businger retoma la conexión
con los árboles aleatorios dada por Kürsten para estudiar el comportamiento de este
proceso.

Hasta hoy, se desconoce la distribuición límite de la caminata aleatoria del elefante
en el régimen súper-difusivo; y otra pregunta que surge de manera natural es la
recurrencia y transitoriedad de este proceso. Muy recientemente, Coletti y Papa-
georgiou [10] dan respuesta a esta interrogante mediante funciones de Lyapunov;
concluyendo que la caminata del elefante es recurrente positiva cuando p < 1/2.
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1Preliminares

1.1 Teoremas límite para martingalas

La palabra martingala tiene historia por sí misma, más allá de designar propiamente
a una clase especial de procesos estocásticos. El concepto que ésta determina lo
introdujo Paul Lévy en 1934, recibiendo su nombre en 1939 por J. André Ville. El
desarrollo de toda una teoría alrededor de las martingalas se debe a Joseph L. Doob,
y una de las ideas que motivó su estudio fue exhibir la inexistencia de estrategias
ganadoras en juegos de azar. A continuación se enlistan todos los conceptos y
propiedades relativas a martingalas. El propósito de la presente lista no es servir
como un texto de martingalas a tiempo discreto, sino a) mostrar qué formas de
los conceptos y resultados son necesarios; b) para indicar al principiante con qué
conceptos y propiedades debe familiarizarse antes de estudiar o leer el capítulo 2, y
c) servir como una referencia simple de las cosas que el lector debe mantener en
mente.

1.1.1 Conceptos previos

Como es usual, se asume la existencia de un espacio de probabilidad subyacente
(Ω,F ,P), así como cada enunciado sobre variables aleatorias será entendido en el
sentido casi-seguro (c.s.), y será señalado cuando pueda existir ambigüedad alguna
a lo largo de todo el trabajo.

El espacio Lp es el conjunto de todas las variables aleatorias p-integrables, y está
dotado con la norma ||X||p := E [|X|p]1/p. Una sucesión {Xn} de elementos en Lp

es acotada si supn||Xn||p es finito.

Una filtración es una sucesión creciente de σ-álgebras {Fn} tal que, para cada
número natural n, Fn ⊆ F . Un proceso {Xn} es adaptado a una filtración {Fn} si,
para cada número natural n, Xn es Fn-medible. El proceso {Xn} es predecible si es
adaptado a la filtración {Fn−1}, donde, convencionalmente, F0 := {∅,Ω}.

Un proceso adaptado {Mn} es una martingala si, para cada número natural n,
Mn ∈ L1 y E [Mn+1 | Fn] = Mn c.s. Una martingala en diferencias es un proceso
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adaptado {Xn} con la propiedad de que la sucesión de sus sumas parciales es una
martingala. Sea {Mn} una martingala; si para cada número natural n, Mn ∈ Lp,
se le llama martingala p-integrable. Una martingala p-integrable es convergente
casi-seguramente y en Lp siempre que sea acotada en Lp, donde p es mayor a uno
[42].

En particular, si p = 2, se llama martingala cuadrado integrable o martingala
de cuadrado integrable. Dada una martingala de cuadrado integrable, el proce-
so {〈M〉n} definido por 〈M〉0 := 0, y para cada número n mayor o igual a cero,
〈M〉n+1 − 〈M〉n := E

[
(Mn+1 −Mn)2 | Fn

]
, es llamado proceso creciente o va-

riación cuadrática predecible. Si el proceso creciente es convergente, entonces
{Mn} converge c.s. a una variable aleatoria finita [46]. En lo sucesivo, se hará uso
del símbolo “→” para indicar convergencia. En particular, “ P−→” y “ D−→” denotarán
convergencia en probabilidad y convergencia en distribución, respectivamente.

1.1.2 Resultados principales

El término caminata aleatoria generalmente se utiliza para designar a la clase de
procesos que pueden descomponerse en sumas de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas. Sin embargo, desde hace varios años el concepto
corresponde a un conjunto más grande de modelos estocásticos, en el sentido de
que la única propidedad que lo define es la descomposición de sus elementos como
sumas de variables aleatorias. Para evitar ambigüedades, en esta sección se utilizará
el concepto de caminata aleatoria o caminata al azar para designar a la primera clase
descrita, con el fin de motivar los resultados subsecuentes.

Las martingalas constituyen una fascinante y poderosa clase de procesos que gene-
raliza adecuadamente a las caminatas aleatorias de media cero; de modo que 1)
la independencia de los incrementos no es necesaria y 2) “conservan” el comporta-
miento promedio de éstas. En este sentido, es natural preguntarse qué tan adecuada
es. Dicho de otro modo, ¿los teoremas presentes en la teoría de caminatas al azar
tienen su respectivo lugar en esta generalización?. La respuesta es afirmativa, y el
resultado más representativo en el contexto de martingalas es la ley de los grandes
números. Una versión de este teorema se debe a Neveu y puede consultarse en [34].
La versión que se presenta a continuación se debe a T.L Lai y C.Z. Wei [29], y se
utilizará en el siguiente capítulo.

Teorema 1.1 (Ley de los grandes números para martingalas). Sea {εn} una martin-
gala en diferencias en L2, y tal que

sup
n
E
[
ε2
n+1 | Fn

]
≤ C,
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donde C es una variable aleatoria finita. Supóngase que {an} es un proceso predecible
respecto a la filtración {Fn}. Si

sn :=
n∑
k=1

a2
k y Mn :=

n∑
k=1

akεk,

y el límite de {sn} es infinito, entonces

ĺım
n→∞

Mn

sn
= 0, c.s., y |Mn|2 = O (log (sn)sn) .

Además, si {εn} es una sucesión de variables independientes e indénticamente
distribuidas, y ak = 1 para todo k ≥ 0, se obtiene la ley de los grandes números
atribuida a Kolmogorov y es el resultado visto en un curso básico de probabilidad.
La demostración del Teorema 1.1 puede consultarse en [16] o en [29].

Por otra parte, la ley del logaritmo iterado es un resultado que debe su origen a
la teoría de números, y brinda información acerca de los puntos de acumulación
de una caminata aleatoria. La primera versión de este teorema se atribuye a A. Y.
Khinchine en 1924. Un resultado más general se debe a Kolmogorov en 1929. Una
de las primeras versiones para martingalas es de W. Stout, publicada en 1970. La
versión que se presenta a continuación está inspirada en la demostración dada por
Stout [43], y es un resultado de M. Duflo [15].

Teorema 1.2 (Ley del logaritmo iterado para martingalas). Sea {εn} una martingala
en diferencias y tal que,

1. ĺım supE
[
|εn+1|2 | Fn

]
≤ c2;

2. ∃ η, 0 < η < 1, tal que supn≥0E
[
|εn+1|2(1+η) | Fn

]
<∞.

Sea {an} un proceso predecible. Defínase

Mn =
n∑
k=1

akεk y sn =
n∑
k=1

a2
k,

y suponga además que ĺım sn =∞ y
∑
a

2(1+η)
k s

−(1+η)
n <∞.

1. Entonces,
ĺım sup [2sn log (log sn)]−1/2 |Mn| ≤ c. (1.1)
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2. Más aún, si ĺım supE
[
|εn+1|2 | Fn

]
= c2 y |an| = o

(
sn (log (log sn))−1/η

)
en-

tonces,
ĺım sup [2sn log (log sn)]−1/2Mn = c. (1.2)

Más detalles sobre este tipo de resultados para martingalas pueden revisarse en [21]
o [36].

Quizá el resultado más emblemático en la teoría de caminatas al azar es el teorema
central del límite, el cual, justifica la aproximación de varias distribuciones a través
de la distribución normal apropiada. Lo más sorpendente de este teorema es que,
para n suficientemente grande, la función de distribución depende únicamente de la
media y varianza de los incrementos de la caminata aleatoria. Naturalmente, este
resultado también tiene lugar en la teoría de martingalas. El teorema que se presenta
a continuación es corolario de un resultado válido para arreglos triangulares de
martingalas.

Teorema 1.3 (Teorema central del límite para martingalas). Sean {Mn} una mar-
tingala de cuadrado integrable y {bn} una sucesión de números reales creciente que
diverge a infinito. Si

1. b−1
n 〈M〉n converge en probabilidad a un úmero real ` > 0,

2. La condición de Lindeberg se satisface:

∀ ε > 0: b−1
n

n∑
k=1

E
[
(Mk −Mk−1)2 1|Mk−Mk−1|≥ε

√
bn
| Fk−1

] P−→ 0.

Entonces
Mn√
bn

L−→ N (0, `) (1.3)

Una demostración de este teorema puede consultarse en el libro de Hall y Heyde
[21], o bien, en [42].

El último resultado de esta sección es conocido como ley cuadrática fuerte, y puede
pensarse como un refinamiento de la ley de los grandes números para martingalas.
En el siguiente capítulo será evidente en qué sentido es un refinamiento.

Teorema 1.4. Sean {εn} una martingala en diferencias tal que ĺımE
[
ε2
n+1 | Fn

]
= σ2,

y {an} un proceso predecible. Supóngase que existe p ∈ N tal que

sup
n≥0

E
[
εan+1 | Fn

]
<∞, para algún a > 2p.
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Además,

ĺım
n→∞

a2
n

sn
= 0, donde sn :=

n∑
k=1

a2
k,

entonces

ĺım
n→∞

1
log sn

n∑
k=1

a2
k

sk

(
M2
k

sk

)p
= σ2p (2p)!

2pp! . (1.4)

Una prueba de este resultado puede verse en [3].

1.2 Transformaciones regulares de sucesiones

Un resultado básico de análisis afirma que la sucesión

tn = 1
n

n∑
k=1

sk (1.5)

converge a `, donde S = {sn} es una sucesión convergente cuyo límite también es `.
Esta proposición puede escribirse de forma matricial como sigue. Sea A la matriz
cuyas entradas están definidas por

anm =


1
n si m ≤ n,

0 si m > n.
(1.6)

Entonces tn = An · S, donde An es el n-ésimo renglón de la matriz A, y a S se
considera como un “vector” en R∞. Por lo tanto, si T = {tn} se cumple que

T = A · S, y ĺımT = ĺımA · S = ĺımS. (1.7)

Informalmente, la ecuación (1.7) permite hablar de una transformación A, cuyo
dominio y contradominio son las sucesiones convergentes, y que “preserva” límites.
Obsérvese que las entradas de la matriz A satisfacen las siguientes dos propieda-
des:

ĺım
n→∞

anm = 0, y
∞∑
m=1

anm = 1,

las cuales, son suficientes para caracterizar a todas las transformaciones que cumplen
con (1.7), y es el teorema que se presenta a continuación.

Teorema 1.5 (Toeplitz). Sean A = (anm) una matriz infinita que satisface que:

ĺım
n→∞

∞∑
m=1

anm = 1, y sup
n≥1

∞∑
m=1
|anm| <∞, (1.8)
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y {xm} una sucesión que converge a un número real x, entonces

ĺım
n→∞

n∑
m=1

anmxm = x ⇐⇒ ∀ m ∈ N : ĺım
n→∞

anm = 0. (1.9)

A una matriz A que cumple con (1.8) y (1.9) se denomina transformación regular.

Este teorema se hará presente en las demostraciones del capítulo 2, en particular, en
la ley cuadrática fuerte y en el teorema del límite central para la caminata aleatoria
del elefante. Su prueba puede ser consultada en [30] o [38].

1.3 Notación Asintótica

Los conceptos que se presentan a continuación no son complicados, y pueden
consultarse en cualquier libro de cálculo o análisis (vea, por ejemplo, [39]). Sin
embargo, se hacen presentes en las pruebas del capítulo siguiente.

La notación asintótica es usada para describir el comportamiento límite de sucesiones,
usualmente, en términos de otras más sencillas de manipular. El primer concepto es
el de equivalencia: dos sucesiones reales {an} y {bn} son asintóticamente equiva-
lentes si an/bn → 1 cuando n→∞, y se denota por an ∼ bn. Si an/bn → 0 cuando
n→∞, la sucesión {an} es o-pequeña de {bn}, denotado por an = o (bn). Si existen
constantes C > 0 y n0 ∈ N tales que |an| ≤ C|bn| para cada n ≥ n0, entonces la
sucesión {an} es O-grande de {bn}, denotado por an = O (bn).

Las propiedades respectivas pueden deducirse inmediatamente de la definición;
algunas de ellas se enlistan a continuación. Si an ∼ bn, entonces arn ∼ brn donde r es
un número real cualquiera. Adicionalmiente, si los términos de dichas sucesiones son
iguales a 1 sólo una cantidad finita de veces, entonces log an ∼ log bn. Si {cn} es otra
sucesión, an = O (bn) y bn = O (cn), entonces an = O (cn). La última propiedad es
conocida como transitividad, y un resultado análogo es válido para el caso o (an).
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2Caminata aleatoria del elefante

„Al principio puede apantallar; pero una vez que
le metes las manos, te das cuenta que no es la
gran cosa

— Víctor Vázquez
(Profesor de la FCFM)

Suponga que un elefante realiza una visita a los números enteros, iniciando en
el punto cero y siguiendo la siguiente dinámica. En el primer instante; n = 1, el
mamífero decide moverse a la derecha con probabilidad q, o a la izquierda con
probabilidad 1 − q. Para la etapa n + 1, el elefante cuenta con un historial de
n movimientos, ya sea a izquerda o derecha. En este punto, el elefante elige un
punto en el pasado con probabilidad 1/n, y el mamífero persiste en su elección con
probabilidad p, o cambia de signo con probabilidad 1− p.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad donde el proceso estocástico descrito a
continuación existe. Cuando sea mencionado que una propiedad se satisface casi-
seguramente (c.s.), se hace con respecto a la medida P.

Sea Sn la posición del elefante al tiempo n. De acuerdo al párrafo anterior, S0 = 0 y
S1 = X1 con

X1 =

+1 con prob. q,

−1 con prob. 1− q.
(2.1)

La evolución descrita arriba indica una construcción recursiva del proceso. Hasta el
tiempo n, el elefante ha realizado n movimientos, a saber X1, . . . , Xn. La dependen-
cia de la (n+ 1)−ésima elección en los tiempos previos está determinada por una
variable aleatoria; denotada por Xn+1, que satisface:

Xn+1 =

+Xk con prob. p,

−Xk con prob. 1− p,
(2.2)
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donde k se escoge de manera uniforme sobre {1, . . . , n}. Por lo tanto, la posición del
mamífero al tiempo n+ 1 está dada por

Sn+1 = Sn +Xn+1. (2.3)

Una elección entre los n tiempos previos puede expresarse mediante una variable
βn que tiene una distribución uniforme sobre el conjunto {1, . . . , n}. Por lo tanto, la
ecuación (2.2) puede escribirse de diferentes maneras. Por ejemplo,

Xn+1 = (−1)Y−1Xβn

donde Y es una variable aleatoria Bernoulli de parámetro p. Siguiendo la presenta-
ción del proceso en [4], puede verificarse que

Xn+1 = αnXβn , (2.4)

es equivalente a (2.2); en donde αn es una variable aleatoria que tiene una dis-
tribución Rademacher de parámetro p; esto significa que p = P (α = +1) = 1 −
P (α = −1). Dicha distribución se denota por R (p). Puede verse que αn y βn son
independientes entre sí. De hecho, αn es independiente de X1, . . . , Xn. Estas propie-
dades son de utilidad porque permiten que los cálculos relacionados a Sn sean, si no
sencillos, agradables.

Por otro lado, el proceso descrito líneas arriba es llamado caminata aleatoria del
elefante en alusión al famoso dicho que los elefantes recuerdan dónde han estado.
De hecho, p es llamado parámetro de memoria por obvias razones.

En resumen, {Sn} es un proceso a tiempo discreto con espacio de estados Z, inicia
en cero y sus incrementos no son independientes. Para convencer al lector de esto
último, considere un contexto de apuestas: Sn, las ganancias acumuladas hasta el
tiempo n, evolucionan de acuerdo a (2.3) y (2.4). Esto significa que el historial de
ganancias en cada tiempo, tiene impacto uniforme sobre la próxima apuesta; y por
lo tanto, p es una medida de la tendencia del juego. Es decir, la frecuencia con la que
una ganancia es seguida de otra ganancia o viceversa.

Definición 2.1. Sea {Sn : n ≥ 0} un proceso estocástico a tiempo discreto con espacio
de estados Z. {Sn : n ≥ 0} es llamado caminata aleatoria del elefante si satisface las
siguientes condiciones:

a) S0 = 0 c.s.,

b) S1 = X1, donde X1 ∼ R (q) y q ∈ [0, 1],
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c) Para cada n ≥ 1, Sn+1 = Sn+Xn+1, donde Xn+1 = αnXβn . Además αn ∼ R (p)
y βn ∼ U{1, . . . , n}.

2.1 Propiedades básicas

Como es de esperarse, parte de entender la dinámica de {Sn} es hallar sus probabili-
dades de transición. Sin embargo, la deducción de la fórmula podría parecer oscura
y por arte de magia. El siguiente teorema esclarece los pasos a seguir.

Teorema 2.1. Las probabilidades de transición de {Sn} satisfacen la siguiente relación:

P (Xn+1 = x | X1, . . . , Xn) = 1
2n

n∑
k=1

[1 + (2p− 1)x ·Xk] , x ∈ {−1, 1}.

Demostración. Sea 1 ≤ k ≤ n. La ocurrencia del evento {βn = k} implica que Xn+1

toma el valor Xk con probabilidad p o toma el valor −Xk con probabilidad 1 − p.
Ahora, el teorema de probabilidad total implica que

P (Xn+1 = x | X1, . . . , Xn) =
n∑
k=1

P (Xn+1 = x | X1, . . . , Xn, βn = k) · P (βn = k)

= 1
n

n∑
k=1

P (Xn+1 = x | X1, . . . , Xn, βn = k)

= 1
n

n∑
k=1

P (αnXk = x | Xk)

Finalmente, observe que [1 + (2p− 1) (1)] = 2p y [1 + (2p− 1) (−1)] = 2(1− p). Por
lo tanto,

P (Xn+1 = x | X1, . . . , Xn) = 1
n

n∑
k=1

[1 + (2p− 1)x ·Xk

2

]
como afirma el teorema.

Es natural preguntarse acerca de las probabilidades de transición cuando p = 1/2.
Intuitivamente, el proceso Sn pierde memoria de su pasado, y el único estado del
cual se requiere información es Sn−1. Basta una simple sustitución en la fórmula del
Teorema 2.1 para ver que esto es cierto.

Ahora bien, considere la filtración generada por los incrementos de {Sn}; esto es,
Fn = σ (X1, . . . , Xn). Como el valor esperado de Sn es finito, y en virtud de la
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memoria de la caminata aleatoria, tiene sentido hablar del efecto de Fn sobre el
valor esperado de Sn+1. En otras palabras, el interés es hallar una expresión para

E [Sn+1 | Fn] .

El siguiente lema es una respuesta parcial a esta pregunta.

Lema 2.2. Si Fn = σ (X1, . . . , Xn), entonces

E [Xβn | Fn] = Sn
n
, c.s. (2.5)

Demostración. El primer paso es convencerse de la siguiente igualdad:

P (Xβn = x | Fn) = 1
n

n∑
k=1

1{x} (Xk) . (2.6)

Por la definición de esperanza condicional, y algunas propiedades de funciones
indicadoras se obtiene que:

E [Xβn | Fn] = (1)P (Xβn = 1 | Fn) + (−1)P (Xβn = −1 | Fn)

= 1
n

n∑
k=1

Xk

(
1{1} (Xk) + 1{−1} (Xk)

)
= Sn

n
,

lo que precisamente se deseaba demostrar.

En realidad, el lema anterior es más que una respuesta parcial; ya que basta utilizar
propiedades básicas de esperanza condicional para obtener la expresión deseada.

Teorema 2.3. Con la notación del lema anterior,

E [Sn+1 | Fn] = γnSn, c.s., (2.7)

en donde γn := (n+ 2p− 1) /n.

Demostración. En virtud de la identidad (2.3), basta realizar los cálculos para Xn+1.
La independencia de αn con Fn y βn, conduce a las siguientes igualdades:

E [Xn+1 | Fn] = E [αnXβn | Fn]

= E [αn]E [Xβn | Fn]

= (2p− 1) Sn
n
, c.s. (2.8)
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En consecuencia,

E [Sn+1 | Fn] = Sn + (2p− 1) Sn
n
, c.s.

Ahora, (2.7) es evidente.

Enseguida, la tarea es asociar una martingala {Mn} al proceso {Sn}, de modo que,
las propiedades que logren deducirse sobre Mn sean útiles para dilucidar las de
Sn. Con este propósito en mente, el factor γn tiene un papel muy importante. La
notación es sugerente, porque el coeficiente tiene estrecha relación con la función Γ.
Esta conexión se hace explícita en la proposición que sigue.

Proposición 2.4. El producto de los primeros n términos de la sucesión {γ−1
k } puede

calcularse a través de la función Γ de la siguiente manera:

n∏
k=1

γ−1
k = Γ (n+ 1) Γ (2p)

Γ (n+ 2p) . (2.9)

La prueba es muy sencilla y será omitida. Sin embargo, hay puntos a considerar
sobre la proposición anterior. La función Γ no está definida en cero, pues las únicas
restricciones impuestas a p son la no negatividad y que no exceda el valor de uno.

Una solución ante dicha dificultad es considerar a Γ∗ definida de la forma

Γ∗ (x) =

1, si x = 0,

Γ (x) , si x > 0,

y sustituir en (2.9) cuando el argumento es 2p.

Bajo el supuesto que p tome el valor cero, el comportamiento del elefante es intere-
sante: después de dos pasos regresa a cero. Dicho lo anterior, el lector notará que el
producto en (2.9) comienza a tener sentido cuando n = 3, y el valor inicial de k es
dos.

En estas circunstancias, es necesario que el lector preste atención para los cambios
requeridos cuando p = 0. En realidad, los argumentos generales son válidos incluso
en este caso singular, y por lo tanto, ya no serán mencionadas en lo subsecuente.

De vuelta a la principal tarea de asociar una martingala con la caminata aleatoria,
será suficiente que una constante multiplicativa afecte a Sn. De hecho, los productos
finitos de {γ−1

k } son esta constante. Por lo tanto, es conveniente considerar

an :=
n−1∏
k=1

γ−1
k , para cada n ≥ 2. (2.10)
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y a0 := 1 =: a1. Es claro de la definición que an = γnan+1. El siguente teorema es la
solución a la labor primordial de esta sección.

Teorema 2.5. El proceso {Mn} es una martingala con respecto a la filtración {Fn},
donde

Mn := anSn, para cada n ≥ 0. (2.11)

Por convención, F0 := {∅,Ω}.

Demostración. Las identidades (2.11), (2.10) y (2.7) implican que

E [Mn+1 | Fn] = an+1 (γnSn)

= anSn, c.s.,

como se afirmó.

A pesar del éxito alcanzado, no es suficiente para conocer con propiedad el comporta-
miento del elefante. El propósito de la sección que sigue es hallar una descomposición
pertinente de Mn, permitiendo el uso de teoremas sobre martingalas en diferencias.

2.2 Descomposición de Mn

Un proceso {εn} que es adaptado a una filtración dada, es una martingala en
diferencias si el valor de su esperanza condicional respecto a dicha filtración es cero.
En otras palabras, las sumas finitas de εn forman una martingala.

La manipulación algebraica adecuada sobre {Mn}, conducirá a expresiones sorpren-
dentes, y mostrarán que es acotada en los espacios L2 y L4; lo cual, permite deducir
su convergencia casi-segura cuando el parámetro p se encuentra en el conjunto
(3/4, 1].

La manera más natural de consumar el propósito de esta sección, consiste en
investigar el valor de

∆Mn := Mn −Mn−1, para cada n ≥ 1.

Como ak−1 = γk−1ak, cálculos directos muestran que

∆Mk = ak (Sk − γk−1Sk−1) , (2.12)
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permitiendo considerar la notación εk := Sk − γk−1Sk−1 para cada número natural.
Más todavía, Mn puede escribirse como la suma de los primeros n términos de
∆Mk

1. La expresión (2.12) conduce a

Mn =
n∑
k=1

akεk, para cada n ≥ 1. (2.13)

La proposición que se presenta a continuación, brinda información sutil sobre εn, la
cual, será una herramienta importante para el estudio asintótico de Mn.

Proposición 2.6. La colección {εn} es una martingala en diferencias con respecto a la
filtración {Fn}; es decir:

E [εn+1 | Fn] = 0, para cada n ≥ 0. (2.14)

Más aún,

E
[
ε2
n+1 | Fn

]
= 1− (2p− 1)2

(
Sn
n

)2
, (2.15)

y

E
[
ε4
n+1 | Fn

]
= 1− 3 (2p− 1)4

(
Sn
n

)4
+ 2 (2p− 1)2

(
Sn
n

)2
. (2.16)

ambas válidas para cada n ≥ 0.

La demostración consiste de varios pasos, y en orden de no complicar la prueba, se
establece un lema que simplificará los cálculos.

Lema 2.7. Las expresiones cerradas para los momentos segundo y cuarto condicionales
de Sn son:

E
[
S2
n+1 | Fn

]
= 1 + (2γn − 1)S2

n, (2.17)

y
E
[
S4
n+1 | Fn

]
= 1 + (4γn − 3)S4

n + (4γn + 2)S2
n (2.18)

Demostración. Las igualdades (2.3) y (2.8), junto con la linealidad de la esperanza
condicional, implican que

E
[
S2
n+1 | Fn

]
= S2

n + 2SnE [Xn+1 | Fn] + 1

= 1 + 2 (γn − 1)S2
n.

Así, (2.17) es válida. Ahora bien, por el teorema del binomio,

E
[
S4
n+1 | Fn

]
= 1 +

(
1 + 4 (2p− 1)

n

)
S4
n +

(
6 + 4 (2p− 1)

n

)
S2
n.

1Es tautológico que Mn =
∑

∆Mk.
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Un poco de álgebra elemental conduce a

E
[
S4
n+1 | Fn

]
= 1 + (4γn − 3)S4

n + (4γn + 2)S2
n

lo que comprueba la validez del lema.

Demostración (Propisición 2.6). La ecuación (2.14) es evidente en virtud del Teore-
ma 2.3. Como consecuencia inmediata de lo anterior, se verifica que:

E
[
ε2
n+1 | Fn

]
= E

[
S2
n+1 | Fn

]
− γ2

nS
2
n.

Ahora, (2.17) implica que

E
[
ε2
n+1 | Fn

]
= 1−

(
γ2
n − 2γn + 1

)
S2
n.

La última igualdad desemboca en (2.15).

Por otro lado, mostrar que (2.16) es cierta requiere más trabajo computacional. De
hecho, a lo largo de la prueba, ciertas igualdades son tan extensas que requieren ser
escritas a lo largo de las páginas. Esto conlleva a desmenuzar la demostración en
dos importantes pasos.

Paso 1. Nuevamente, el teorema del binomio implica

E
[
ε4
n+1 | Fn

]
=

4∑
i=0

(−1)i
(

4
i

)
E
[
S4−i
n+1 | Fn

]
γinS

i
n.

Así, los cálculos se reducen a cada sumando. De hecho, gran parte del trabajo está
listo. Solo es necesario hallar una expresión para el segundo término. Es muy sencillo
ver que

E
[
S3
n+1 | Fn

]
= (3γn − 2)S3

n + (γn + 2)Sn. (2.19)

En consecuencia,

E
[
S3
n+1 | Fn

]
γnSn = γn (3γn − 2)S4

n + γn (γn + 2)S2
n.

Esto muestra que cada sumando, en su desarrollo, contiene únicamente, potencias
pares de Sn.

Paso 2. La suma, término a término, concluye en una expresión de la forma:

1 +AnS
4
n +BnS

2
n,
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donde An y Bn son constantes. En realidad,

An = −3 (γn − 1)4 y Bn = 2 (γn − 1)2 .

Esto significa que

E
[
ε4
n+1 | Fn

]
= 1− 3 (γn − 1)4 S4

n + 2 (γn − 1)2 S2
n.

De donde, inmediatamente se deduce (2.16).

La Proposición 2.6 tiene tanto valor que, de manera elemental, se obtienen cotas
superiores sobre εn. Dichas desigualdades toman un papel muy importante en el
resto del trabajo; en particular, en el caso donde el parámetro de memoria es mayor
a 3/4.

Corolario 2.8. La sucesión {εn} es acotada en L2 y L4; esto es:

sup
n
E
[
ε2
n+1 | Fn

]
≤ 1 y sup

n
E
[
ε4
n+1 | Fn

]
≤ 4/3. (2.20)

Demostración. Basta considerar a f(x) = 1− 3x4 + 2x2 y maximizar.

Continuando con la idea de obtener información de un proceso estocástico a través
de otro, el proceso creciente es importante en el estudio de martingalas de cuadrado
integrable.

El teorema siguiente brinda una fórmula para el proceso creciente de la martingala
{Mn}; obteniendo además, una relación precisa con los coeficientes an.

Teorema 2.9. El proceso creciente asociado a Mn tiene la siguente expresión:

〈M〉n =
n∑
k=1

a2
k − (2p− 1)2 ζn, donde ζn =

n−1∑
k=1

a2
k+1

(
Sk
k

)2
. (2.21)

Demostración. Por definición, junto con la igualdad (2.15) se obtiene que

〈M〉n =
n∑
k=1

E
[
(∆Mk)2 | Fk−1

]
= a2

1 +
n∑
k=2

a2
k

[
1− (2p− 1)2

(
Sk−1
k − 1

)2
]

=
n∑
k=1

a2
k − (2p− 1)2

n−1∑
k=1

a2
k+1

(
Sk
k

)2

y la prueba está completa.
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Ahora, la expresión (2.21) implica directamente que

〈M〉n ≤ νn, donde νn :=
n∑
k=1

a2
k.

Por lo tanto, es suficiente conocer el comportamiento límite de la sucesión {νn}. De
hecho, como cada elemento puede expresarse en términos de la funcón Γ, resultados
elementales de análisis aseguran la validez de la siguiente proposición; no sin antes
establecer un poco de notación.

El símbolo

3F2

[
a, b, c

d, e
; z
]

corresponde a la función hipergeométrica generalizada evaluada en z; y se define por
medio de la expresión

3F2

[
a, b, c

d, e
; z
]

:=
∞∑
k=0

(a)k (b)k (c)k
(d)k (e)k k! z

k,

donde, para cualquier número real a, la notación (a)k corresponde al símbolo de
Pochhammer:

(a)k := a (a+ 1) (a+ 2) · · · (a+ k − 1)

y (a)0 := 1.

Proposición 2.10. En el caso 0 ≤ p ≤ 3/4, νn tiende a infinito. La velocidad de
crecimiento está dada por los siguientes límites:

1. ĺım
n→∞

νn
n3−4p = [Γ (2p)]2

3− 4p , si p 6= 3/4, (2.22)

y
2. ĺım

n→∞
νn

logn = π

4 , si p = 3/4. (2.23)

En otro caso, la sucesión es convergente:

3. ĺım
n→∞

νn = 3F2

[1, 1, 1
2p, 2p ; 1

]
. (2.24)

La demostración será omitida, porque no forma parte de los propósitos de este
trabajo. Sin embargo, vale la pena mencionar que los casos 1 y 2 se obtienen
mediante una simple aplicación de las desigualdades presentadas en [28] y la
fórmula de Faulhaber [32], la cual, es válida para cada potencia real a mayor que
−1. Para el último caso, revise [26].
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2.3 Resultados asintóticos

El trabajo realizado hasta ahora ha rendido frutos: una martingala y la variación
cuadrática predecible; ambos procesos, de alguna manera, asociados a la posición
del elefante Sn. La finalidad de esta sección es obtener propiedades asintóticas de la
caminata aleatoria del elefante, a través de Mn y el proceso creciente relacionado
con dicha martingala.

En realidad, la Proposición 2.10 hace notorias las diferencias de comportamiento
que presenta el elefante de acuerdo al valor del parámetro de memoria. Por lo tanto,
es conveniente considerar la siguente definición.

Definición 2.2. Se dice que la sucesión {Sn} está en el régimen difusivo si p < 3/4;
en el régimen crítico si p = 3/4; y en el régimen súper-difusivo si p > 3/4.

2.3.1 Régimen difusivo

Ahora, el resto de la sección está enfocada al análisis de {Sn} bajo el supuesto que
p < 3/4. El primer resultado tiene que ver con convergencia casi-segura. Incluso, a
simple vista se notará que la conclusión del teorema es una mera aplicación de la
ley fuerte de los grandes números clásica cuando p = 1/2.

Teorema 2.11. El cociente entre la posición del elefante y el tiempo n converge a cero
casi-seguramente. En símbolos:

ĺım
n→∞

Sn
n

= 0, c.s. (2.25)

Demostración. En virtud del Teorema 1.1 se cumple que:

Mn

νn
→ 0, c.s.

Gracias a la Proposición 2.10, esta convergencia es válida sobre todo Ω. Más aún, la
identidad (2.22) asegura que

Mn

n3−4p → 0, c.s.

Ahora, la segunda parte del mismo teorema implica

M2
n

νn
= O (log (νn)) , c.s.
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Nuevamente, haciendo uso de (2.22) se obtiene

M2
n

n3−4p = O (log (νn)) , c.s.

Como (2.22) implica que |log (νn)− log
(
`n3−4p)| → 02, entonces

M2
n

n3−4p = O (log (n)) , c.s.

Por otro lado, resultados estándar sobre la función Γ garantizan la convergencia de
la sucesión ann2p−1 al número real Γ (2p), el cual, es positivo. Luego

S2
n

n
= O (log (n)) , c.s. (2.26)

lo cual, es consecuencia inmediata de la siguiente identidad

S2
n

n
= M2

n

n3−4p ·
(
ann

2p−1
)−2

.

Ahora bien, sea ω ∈ Ω para el cual (2.26) es cierta. Entonces existen nω y Cω > 0
tales que:

0 ≤ S2
n (ω)
n

≤ Cω log (n) , para cada n ≥ nω.

Dividiendo por n, y tomando el límite cuando n tiende a infinito se concluye que

Sn (ω)
n

−→ 0,

válido para cada ω ∈ Ω que satisface (2.26). Ya que dicho subconjunto de Ω tiene
probabilidad uno de ocurrencia, (2.25) es verdadera.

Corolario 2.12. La sucesión de segundos momentos condicionales de εn converge a
uno. Esto es,

ĺım
n→∞

E
[
ε2
n+1 | Fn

]
= 1, c.s. (2.27)

Demostración. Es consecuencia inmediata de (2.15).

Una pregunta natural es si el Teorema 2.11 es suficiente para asegurar la conver-
gencia de las sumas parciales de Sn/n. El siguiente resultado muestra que esto no
es cierto, pero es posible conocer la velocidad a la que crecen a infinito las sumas
parciales de (Sn/n)2.

2Aquí, ` se define como el lado derecho de (2.22).
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Teorema 2.13. Las sumas parciales de (Sn/n)2 divergen a velocidad logarítmica. Esto
significa que

ĺım
n→∞

1
log (n)

n∑
k=1

(
Sk
k

)2
= 1

3− 4p, c.s. (2.28)

Demostración. Sea fn := a2
n/νn. Se afirma que fn tiende a cero. En efecto, la identi-

dad
a2
n

νn
=
(
ann

2p−1
)2
·
(
n3−4p

νn

)
· 1
n
,

hace evidente dicha afirmación. La igualdades (2.27) y (2.20), junto con la conver-
gencia de fn, implican la conclusión del Teorema 1.4, así

ĺım
n→∞

1
log (νn)

n∑
k=1

fk

(
M2
k

νk

)
= 1, c.s.

Ahora, el límite (2.22) implica que log (νn) ∼ log
(
n3−4p). En consecuencia

ĺım
n→∞

1
(3− 4p) log (n)

n∑
k=1

a4
k

(
Sk
νk

)2
= 1, c.s.

Además, es claro que
ν2
k (3− 4p)2

a4
k · k2 → 1.

Por lo que el lema de Toeplitz-Silverman (Teorema 1.5) implica que

ĺım
n→∞

1
log (n)

n∑
k=1

ν2
k (3− 4p)2

a4
k · k2 · a2

k ·M2
k

ν2
k (3− 4p)

= 1, c.s.

Cálculos directos muestran que (2.28) es cierta, como se afirmó.

Bajo el contexto de apuestas, las ganancias (o pérdidas), eventualmente, son muy
grandes en un periodo de tiempo prolongado; pero, ¿qué tan grandes?. El siguiente
resultado es la respuesta a esta pregunta.

Teorema 2.14. Se cumple la ley del logaritmo iterado; es decir

ĺım sup
n→∞

( 1
2n log logn

)1/2
Sn = 1√

3− 4p, c.s. (2.29)

Demostración. Por la ley del logaritmo iterado para martingalas (Teorema 1.2) es
suficiente mostrar que

∞∑
k=1

a4
k

ν2
k

<∞. (2.30)
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De la demostración del Teorema 2.13 se obtiene que

a4
n · ν−2

n

(3− 4p)n−2 → 1.

De donde

n∑
k=n1

a4
k · v−2

k ≤ 2 (3− 4p)2
n∑

k=n1

k−2, para algún n1 ≥ 1.

El criterio de comparación implica que (2.30) es cierta. Por lo tanto

ĺım sup
n→∞

( 1
2νn log log νn

)1/2
Mn = 1, c.s.

Como Mn = anSn, entonces

ĺım sup
n→∞

(
a2
n

2νn log log νn

)1/2

Sn = 1, c.s.

Por otra parte, es fácil ver que

ĺım
n→∞

log νn
log (n3−4p) = 1,

y en consecuencia

ĺım
n→∞

log log νn
log logn = 1.

Esto último conduce a que

ĺım sup
n→∞

(
a2
n

2νn log logn

)1/2

Sn = 1, c.s.

Ahora, la convergencia establecida en (2.22) implica que

ĺım sup
n→∞

(
a2
n (3− 4p)

Γ (2p)2 2n3−4p log logn

)1/2

Sn = 1, c.s.

Finalmente, el límite

ĺım
n→∞

an
√

3− 4p
Γ (2p)n1−2p =

√
3− 4p,

muestra la validez de (2.29), como se deseaba probar.

El último resultado es sobre normalidad; el cual, establece que el factor adecuado
de escalamiento es

√
n para que las sumas parciales converjan en distribución a

una variable aleatoria normal. Observe una vez más que, en el caso p = 1/2, se
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presenta el teorema clásico para variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas.

Teorema 2.15. La sucesión {Sn/
√
n} converge en distribución a una variable aleatoria

gaussiana de media cero y varianza (3− 4p)−1.

Demostración. El Teorema 2.11, junto con la convergencia establecida en (2.22),
implica que

ĺım
n→∞

ζn
νn

= 0, c.s.

y en virtud de la igualdad (2.21) se cumple que

ĺım
n→∞

〈M〉n
νn

= 1, c.s.

Para hacer uso del Teorema 1.3, resta mostrar que la condición de Lindeberg se
satisface. Para este propósito, note que(

ε2νn
) (
|∆Mk|21|∆Mk|≥ε

√
νn

)
≤ |∆Mk|41|∆Mk|≥ε

√
νn
, c.s.

En consecuencia,

1
νn

n∑
k=1

E
[
|∆Mk|21|∆Mk|≥ε

√
νn
| Fk−1

]
≤ 1
ε2ν2

n

n∑
k=1

E
[
|∆Mk|4 | Fk−1

]
.

Ahora bien, el Corolario 2.8 implica que

1
νn

n∑
k=1

E
[
|∆Mk|21|∆Mk|≥ε

√
νn
| Fk−1

]
≤ 4

3ε2ν2
n

n∑
k=1

a4
k.

En virtud de (2.30) y el lema de Kronecker se obtiene que

ĺım
n→∞

1
ν2
n

n∑
k=1

a4
k = 0,

por lo tanto,
1
νn

n∑
k=1

E
[
|∆Mk|21|∆Mk|≥ε

√
νn
| Fk−1

] P−→ 0;

y la condición de Lindeberg se satisface. Entonces, el teorema central del límite para
martingalas implica que

1
√
νn
Mn

D−→ N (0, 1) ; (2.31)

además, de la prueba del Teorema 2.13, se puede verificar el siguiente límite

ĺım
n→∞

cn = 1√
3− 4p, donde cn :=

√
νn (3− 4p)√
n (3− 4p)an

.
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Esto último, con la convergencia (2.31) y la igualdad siguente

Sn√
n

= cn
Mn

νn
,

hacen evidente el resultado.

2.3.2 Régimen crítico

Al igual que en la sección anterior, la finalidad es obtener convergencia casi-segura,
una ley del logaritmo iterado y un teorema central de límite cuando el párametro de
memoria toma el valor 3/4. Dicho lo anterior, las técnicas usadas arriba brindan un
esquema para el caso crítico; en otras palabras, sería suficiente recurrir a mutatis
mutandis para obtener resultados similares a los ya mencionados.

En orden de hacer evidente dicho esquema, las demostraciones serán desarrolladas
casi en su totalidad, y el primer resultado es de convergencia casi-segura del proceso
{Sn}. Observe que, ahora, el factor de escala es

√
n logn.

Teorema 2.16. El cociente entre Sn y
√
n logn converge a cero casi-seguramente. En

símbolos,

ĺım
n→∞

Sn√
n logn = 0, c.s. (2.32)

Demostración. El Teorema 1.1 implica que

Mn

νn
→ 0, c.s.

sobre el conjunto {ν∞ = ∞}. Gracias a la Proposición 2.10, esta convergencia es
válida sobre todo Ω. Más aún, la identidad (2.23) asegura que

Mn

logn → 0, c.s.

Ahora bien, la segunda parte del mismo teorema implica la tasa de convergencia

M2
n

νn
= O (log νn) , c.s.

Nuevamente, haciendo uso de (2.23) se obtiene que

M2
n

logn = O (log νn) , c.s.
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Como (2.23) implica que |log (νn)− log ((π/4) log(n))| → 0, entonces

M2
n

logn = O (log logn) , c.s.

Por otro lado, resultados estándar de la función Γ garantizan la convergencia de la
sucesión na2

n a π/4, un número real positivo. Luego

S2
n

n logn = O (log logn) , c.s. (2.33)

lo cual, es una consecuencia inmediata de la siguiente identidad

S2
n

n logn = M2
n

logn ·
(
na2

n

)−1
.

Ahora bien, sea ω ∈ Ω para el cual (2.33) es cierta. Entonces existen nω, y Cω > 0
tales que

0 ≤ S2
n (ω)

n logn ≤ Cω log logn, para cada n ≥ nω.

Dividiendo por logn y tomando límite cuando n tiende a infinito se concluye que

Sn (ω)√
n logn → 0,

válido para cada ω ∈ Ω que satisface (2.33). Ya que dicho subconjunto de Ω tiene
probabilidad uno de ocurrencia, (2.32) es verdadera.

Corolario 2.17. La sucesión de segundos momentos condicionales de εn converge a
uno. Esto es,

ĺım
n→∞

E
[
ε2
n+1 | Fn

]
= 1, c.s. (2.34)

Demostración. Es consecuencia inmediata de (2.15).

Observe que el Teorema 2.16 implica que Sn/ (n logn) converge a cero con proba-
bilidad uno. El siguiente resultado es un refinamiento de dicha convergencia: la
cantidad Sn/ (n logn) es pequeña, pero no lo suficiente para asegurar la existencia
del límite para sus sumas parciales.

Teorema 2.18. Las sumas parciales de la sucesión {(Sn/ (n logn))2} divergen a infini-
to. Más aún,

ĺım
n→∞

1
log logn

n∑
k=2

(
Sk

k log k

)2
= 1, c.s. (2.35)
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Demostración. Una vez más, sea fn := a2
n/νn. Se afirma que tiende a cero. En efecto,

la igualdad
a2
n

νn
= 1
n logn ·

logn
νn
·
(
na2

n

)
hace evidente dicha afirmación. Ahora, (2.34) y el Corolario 2.8; junto con la
convergencia de fn, implican la conclusión del Teorema 1.4, así

ĺım
n→∞

1
log νn

n∑
k=1

fk

(
M2
k

νk

)
= 1, c.s.

El límite (2.23) implica que log νn ∼ log logn. En consecuencia

ĺım
n→∞

1
log logn

n∑
k=1

a4
k

(
Sk
νk

)2
= 1, c.s.

Además, es claro que
ν2
k

log2 n
· 1
k2a4

k

→ 1,

por lo que el lema de Toeplitz-Silverman implica que

ĺım
n→∞

1
log logn

n∑
k=2

a4
k

(
Sk
νk

)2
· ν2

k

k2a4
k log2 k

= 1, c.s.

Cálculos directos muestran que (2.35) es cierta, como se afirmó.

Ahora, se establece una ley del logaritmo iterado para p = 3/4. Observe que la tasa
de crecimiento descrita en el siguiente teorema es muy inusual.

Teorema 2.19. Es válida la siguente ley del logaritmo iterado

ĺım sup
n→∞

( 1
2n logn log log logn

)−1/2
Sn = 1, c.s. (2.36)

Demostración. Basta mostrar que

∞∑
k=1

a4
k

ν2
k

<∞. (2.37)

De la prueba del teorema anterior, se desprende que

ĺım
n→∞

a4
kν
−2
k

k−2 log−2 k
= 1.

De donde,

n∑
k=n1

a4
k · ν−2

k ≤ 2
n∑

k=n1

k−2 log−2 k, para algún n1 ≥ 1.
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Ahora, el criterio de comparación implica que (2.37) es cierta. Por lo tanto,

ĺım sup
n→∞

( 1
2νn log log νn

)−1/2
Mn = 1, c.s.

Como Mn = anSn, entonces

ĺım sup
n→∞

(
a2
n

2νn log log νn

)−1/2

Sn = 1, c.s.

Sea ` := π/4. El límite (2.23) implica

ĺım sup
n→∞

(
a2
n

2` logn log log logn

)−1/2

Sn = 1, c.s.

Finalmente, como na2
n converge a `,

ĺım sup
n→∞

( 1
2n logn log log logn

)−1/2
Sn = 1, c.s.

lo cual, concluye la demostración.

El último resultado es sobre convergencia en distribución. Observe que la normalidad
también se hace presente en este caso, con el factor de escala adecuado.

Teorema 2.20. La sucesión {Sn/
√
n logn} converge en distribución a una variable

normal estándar. Más precisamente,

Sn√
n logn

D−→ N (0, 1) . (2.38)

Demostración. Del mismo modo que en el Teorema 2.15 se verifica que:

ĺım
n→∞

〈M〉n
νn

= 1, c.s. (2.39)

Por otra parte, ĺım νn/ logn = ĺımna2
n implica que

ĺım
n→∞

a2
nν
−1
n

(n logn)−1 = 1.

Una vez más, el criterio de comparación muestra que

∞∑
k=1

a4
k

ν2
n

<∞, (2.40)
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a través de la serie
∞∑
k=2

1
k2 (log k)2 .

La cual, es convergente en virutd del criterio de condensación de Cauchy. Ya se
mostró en el Teorema 2.15 que (2.40) es suficiente para exhibir que la condición
de Lindeberg es satisfecha. En consecuencia, el teorema central del límite para
martingalas implica

Mn

νn

D−→ N (0, 1) .

Un sencillo artífice algebraico conduce a (2.38).

Puede notarse que, tanto para el caso difusivo como para el crítico, se recurre a los
mismos argumentos en las demostraciones de los teoremas respectivos; haciendo
evidente el esquema mencionado al inicio de la presente sección.

2.3.3 Régimen súper-difusivo

En contraste con los casos anteriores, las técnicas para obtener conclusiones sobre
este régimen tienen como base teoremas relacionados a la convergencia en Lp.

El Corolario 2.8 es un excelente lugar para iniciar con el análisis asintótico, de modo
que, los valores de p son p = 2 y p = 4. El primer resultado de esta índole asegura la
existencia del límite M∞.

Teorema 2.21. La martingala {Mn} converge casi-seguramente a una variable aleato-
ria finita M∞. Más aún, M∞ es no degenerada y esta convergencia también es válida
en L4.

Demostración. Será suficiente mostrar que {Mn} es una martingala acotada en L4.
Primero, nótese que {Mn} es acotada en L2. En efecto, la identidad

E
[
M2
n

]
= E [〈M〉n] ,

demuestra que el valor esperado de M2
n está dominado por νn; i.e.,

E
[
M2
n

]
≤ νn, para cada n ≥ 1.

Dado que {νn} es una sucesión monótona convergente, se cumple que

sup
n≥0

E
[
M2
n

]
<∞.
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Por otro lado, M4
k+1 = (ak+1εk+1 +Mk)4, de modo que,

E
[
M4
k+1 | Fk

]
=

4∑
i=0

(
4
i

)
aik+1M

4−i
k E

[
εik+1 | Fk

]
. (2.41)

Al igual que en la prueba de la Proposición 2.6 se verifica que

E
[
ε3
k+1 | Fk

]
= 2 (2p− 1) Sk

k

(
(2p− 1)2

(
Sk
k

)2
− 1

)
,

de donde se obtiene la siguiente desigualdad:

MkE
[
ε3
k+1 | Fk

]
≤ 2 (2p− 1)

(
(2p− 1)2 − 1

)
.

En consecuencia,

MkE
[
ε3
k+1 | Fk

]
≤ 0, para cada k ≥ 0.

En virtud de (2.20) y (2.41), se concluye de manera inmediata que

E
[
M4
k+1 | Fk

]
≤ 4

3a
4
k+1 + 6a2

k+1M
2
k +M4

k .

Tomando esperanza de ambos lados de la desigualdad se obtiene que

E
[
M4
k+1

]
− E

[
M4
k

]
≤ 4

3a
4
k+1 + 6a2

k+1E
[
M2
k

]
Al realizar la suma sobre k se cumple

E
[
M4
n

]
≤ 4

3

n∑
k=1

a4
k + 6

n∑
k=1

a2
kE
[
M2
k−1

]
≤ 6

(
n∑
k=1

a4
k + νn

n∑
k=1

a2
k

)

= 6
(

n∑
k=1

a4
k + ν2

n

)
.

Finalmente, nótese que, para cada k ∈ N, ak ≤ 1 y por lo tanto,

E
[
M4
n

]
≤ 6

(
νn + ν2

n

)
= 6 (1 + νn) νn,

haciendo evidente que la martingala {Mn} es acotada en L4.

Corolario 2.22. El límite escalado de la caminata aleatoria del elefante existe casi-
seguramente. Dicha convergencia también es válida en L4.
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Demostración. Por el Teorema 2.21, Mn →M∞ c.s., donde

M∞ =
∞∑
k=1

akεk, c.s.

Como Mn = anSn, y la sucesión {n2p−1an} converge a Γ (2p), se obtiene que:

ĺım
n→∞

Sn
n2p−1 = M∞

Γ (2p)
:= L, c.s.,

exhibiendo, además, que el cambio de escala es n2p−1. Argumentos análogos son
suficientes para mostrar la convergencia en L4.

Note que la convergencia casi-segura de {Mn} hacia una variable aleatoria M∞
también queda garantizada por la finitud del proceso creciente ad infinitum. Sin
embargo, el Teorema 2.21 brinda una herramienta para exhibir, de manera elemental,
que la distribución límite del proceso escalado no es gaussiana.

La herramienta en cuestión es la capacidad de intercambiar límites por integrales, es
decir,

ĺım
n→∞

E [Ln] = E
[

ĺım
n→∞

Ln
]
.

El siguiente resultado permite conocer con exactitud los primeros cuatro momentos
de L, y a través de un análisis de la asimetría (skewness) y de la curtosis, se muestra
que la distribución límite es sub-gaussiana.

Teorema 2.23. Los primeros cuatro momentos de la variable aleatoria L son:

E [L] = 2q − 1
Γ (2p) , (2.42)

E
[
L2
]

= 1
(4p− 3) Γ (2 (2p− 1)) , (2.43)

E
[
L3
]

= 2p (2q − 1)
(2p− 1) (4p− 3) Γ (3 (2p− 1)) , (2.44)

E
[
L4
]

= 6
(
8p2 − 4p− 1

)
(8p− 5) (4p− 3)2 Γ (4 (2p− 1))

. (2.45)

La demostración de este teorema no es complicada, sin embargo, requiere de mucho
trabajo computacional; razón por la cual, se omite. Puede consultarse en [4]. El
método utilizado en la prueba descansa en la manipulación de sumas de cocientes
de la función Γ y del intercambio entre límites y esperanza.
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La utilidad del teorema inmediato anterior es probar que Sn/n2p−1 no presenta
normalidad en el límite. Para este fin, recuerde que la asimetría y la curtosis están
definidas como

α =
E
[
(L− µ)3

]
σ3 , y κ =

E
[
(L− µ)4

]
σ4 ,

respectivamente; donde µ es la media y σ2 es la varianza. Bajo el supuesto q = 1/2,
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.24. La distribución de la variable aleatoria L es simétrica respecto a su
media y no es gaussiana. Más precisamente,

1 ≤ κ < 3; (2.46)

lo que implica que es sub-gaussiana.

Demostración. Como q = 1/2, el Teorema 2.23 implica que

µ = 0 y α = 0.

La última igualdad significa que la distribución de L es simétrica respecto al origen.
Ahora, por la definción de curtosis,

κ = 6
(
8p2 − 4p− 1

)
(Γ (2 (2p− 1)))2

(8p− 5) Γ (4 (2p− 1)) .

Sencillos artífices algebraicos permiten concluir que κ es decreciente como función
de p.

Por lo tanto, una simple evaluación de κ en los extremos del intervalo (3/4, 1]
muestra la validez de (2.46).

2.3 Resultados asintóticos 29





3Simulación

„¡Son tan contradictorias las flores! Pero yo era
demasiado joven para saber amarla

— El Principito
(Antoine de Saint - Exúpery)

El propósito de este capítulo es agrupar y representar graficamente los resultados
del capítulo precedente, de modo que su importancia sea clara. Se comparan los
resultados respectivos entre cada régimen del proceso.

3.1 Ley de los grandes números

La idea general de la Ley de los grandes números es hallar dos sucesiones {an} y
{bn} (podrían ser aleatorias) que satisfacen:

Sn − an
bn

c.s.−−→ 0,

donde {bn} es una sucesión que crece a infinito. En muchos casos, an = 0 para
todo n ∈ N. Particularmente, en los regímenes difusivo y crítico, se puede observar
que {bn} no depende de p y q. Más precisamente, bn = n para cada n ∈ N en el
primer caso, y bn =

√
n logn en el último. A continuación se presentan simulaciones

respectivas a los casos difusivo y crítico, las cuales, ilustran numéricamente (2.25) y
(2.32).

Observe que (
√
n logn) /n → 0, esto significa que la sucesión {bn} para el caso

crítico crece lentamente en comparación con la del régimen difusivo. El resultado es
sorprendente en sí mismo dada la posición de p: en el caso crítico, p es más “grande”,
por lo que se esperaría que {bn} crezca a infinito más rápido que la del régimen
difusivo. Entonces, se clarifica el valor del adjetivo “crítico” cuando p = 3/4.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se ilustran las respectivas Leyes de los grandes números
para la caminata aleatoria de elefante, observando que en ambos casos, se da la
convergencia casi-segura a cero con cierta rapidez.
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Figura 3.1: Cuatro trayectorias con diferentes valores de p del régimen difusivo
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Figura 3.2: Cuatro trayectorias del caso crítico.

3.2 Teorema del límite central

El Teorema del central del límite es sin duda uno de los descubrimientos más impor-
tantes en las áreas de Probabilidad y Estadística. El resultado clásico postula que la
suma de variables aleatorias independientes tiene una distribución normal cuando
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el número de sumandos es muy grande. Observe que el teorema clásico no requiere
que todos los sumandos sean idénticamente distribuidos, pero sí independientes.
Sin embargo, condiciones adicionales deben ser añadidas. La propiedad principal
es la condición de Lindeberg, la cual, intuitivamente, estipula que las fluctuaciones
aleatorias se deben a las masas concentradas en un intervalo, cuya longuitud es
pequeña comparada con Sn (en el caso martingala, con Mn) [18].

Nuevamente, el problema es hallar dos sucesiones {an} y {bn}, pero con la propiedad
de que la siguente convergencia

Sn − an
bn

D−→ N (0, 1) ,

se cumpla. En el caso de la caminata aleatoria del elefante, tanto en el caso difusivo
como en el crítico, las sucesiones {an} son cero. La sucesión respectiva al caso
crítico no es nueva, pues hay ejemplos de variables independientes y con la misma
distribución que presentan la misma sucesión normalizante {bn}, salvo constantes
[17, 18].

En las Figuras 3.3 y 3.4 se ilustra el Teorema del límite central para los casos difusivo
y crítico, en ambos casos se consideraron 1,000 trayectorias de tamaño 10,000. En
ellas se observa un ajuste apropiado de las simulaciones respecto a la densidad
normal correspondiente.

−2 −1 0 1 2
0.0

0.1
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0.3

0.4
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0.6

Teorema del ĺımite central con p = 3/10

Figura 3.3: Histograma (azul) del cociente Sn/
√
n. Función de densidad (naranja) de

N (0, 1/(3− 4p)).
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Figura 3.4: Histograma (azul) del cociente Sn/
√
n logn. Función de densidad (naranja) de

N (0, 1).

3.3 Ley del logaritmo iterado

La Ley del logaritmo iterado es un resultado intermedio. Se sitúa “entre” la ley de
los grandes números y el teorema del central del límite. Para ilustrar esto, suponga
por un momento que p = 1/2: la ley de los grandes números afirma que Sn crece
lentamente en comparación con n, y el teorema del central del límite permite mostrar
que [19]:

ĺım sup
n→∞

Sn√
n

=∞, c.s.

Por lo tanto, el propósito de la ley del logaritmo iterado es hallar una sucesión {bn}
tal que, para cada n ∈ N,

√
n ≤ bn ≤ n, y que

ĺım sup
n→∞

Sn
bn

= 1, c.s.

En otras palabras, la ley del logaritmo iterado es un resultado que brinda información
acerca del crecimiento de Sn cuando n es suficientemente grande. Ya que p = 1/2,
bn =

√
2n log logn, de donde, el resultado obtiene su nombre [10]. Sorprendente-

mente, la misma sucesión es válida para cada p < 3/4, salvo algunas constantes que
dependen del parámetro de memoria.
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Ahora bien, la ley del logartimo iterado clarifica el comportamiento de Sn en el caso
crítico, complementando la ley de los grandes números como sigue: Si los valores de
Sn son arbitrariamente grandes, es natural pensar que la convergencia a cero sea
más lenta.

En las Figuras 3.5 y 3.6 puede apreciarse este resultado para el caso difusivo y
crítico, respectivamente. En ambos casos se consideraron 100 trayectorias de tamaño
10,000. Observe que la mayoría de las trrayectorias permanece dentro del área
delímitada por las sucesiones {±bn}.
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100

200
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2n log log n
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Figura 3.5: Trayectorias de Sn con p = 7/10 (régimen difusivo).
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Figura 3.6: Trayectorias de Sn (régimen crítico).
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Conclusiones

Quizá, la caminata aleatoria del elefante es el proceso más natural con memoria
de toda su historia. Es un modelo fascinante que despertó interes en la literatura, y
cuenta con multiples extensiones o modificaciones. Por ejemplo, el caso donde el
elefante recuerda el primer y último paso [20], o bien, donde el elefante sólo tiene
dos opciones: avanzar o permanecer [1]. El modelo original ya es interesante por
sí mismo, y al parecer, posee la mayoría de propiedades deseables en este tipo de
procesos.

Por otro lado, la teoría de martingalas luce como la más adecuacada para estudiar el
proceso en cuestión. Obsérvese, por ejemplo, que el trabajo necesario después de
la correcta aplicación de los teoremas relativos a martingalas es álgebra de límites
así como de tasas de crecimiento. Observe que, para la martingala {Mn} la sucesión
{an} es constante, por lo que también es predecible. Esto permite que se conserve la
propiedad martingala de las sumas parciales de la sucesión {εn}. De hecho, es lo
único que se requeire. Las referencias citadas presentan una discrepancia con los
índices, pero las conclusiones siguen siendo válidas por lo mencionado anteriormente.
Puede consultarse [29] para más detalles.

Por otra parte, en el año 2018, fue publicado un artículo sobre el uso de la caminata
aleatoria del elefante como una herramienta en la detección temprana de autismo
[33]. Las consideraciones matemáticas en dicho trabajo son mínimas, pero el pro-
pósito es reflejar síntomas del espectro autista en un proceso que depende de la
posición del elefante. En 2019, Bercu, Chebanol y Ruch [7] utilizan las expresiones
del Teorema 2.23 para demostrar identidades relativas a funciones hipergeométricas,
las cuales, tienen importancia en ecuaciones diferenciales y teoría de números. Erich
Baur, por su parte, señala su potencial para ser aplicada en otras áreas como inte-
ligencia artificial [1], pero no se aborda algo en concreto, salvo la idea de que los
movimientos microscópicos de partículas siguen trayectorias dictadas por caminatas
aleatorias [25].
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Finalmente, como trabajo a futuro, el autor cree que es posible obtener resultados
de recurrencia y transitoriedad permaneciendo en el contexto de martingalas a
tiempo discreto; lo que permite un enfoque más propio de la probabilidad que el de
funciones de Lyapunov. En adición, una pregunta interesante desde el punto de vista
matemático es conocer propiamente al proceso {Rn}, donde

Rn = máx
k≤n

Sk.

Muy recientemente, Bercu y Laulin [5] analizan el centro de masa de la caminata
aleatoria del elefante a través de martingalas multidimensionales. El centro de masa,
así como el diámetro de la envoltura convexa de la caminata son de interés en física
y mecánica estadística. Note que el diámetro podría dar información acerca del
proceso Rn.

Cabe señalar que la caminata aleatoria del elefante no despertó interes sino hasta
2014, como puede observarse en la bibliografía, por lo cual, es un tema actual que
sigue atrayendo a la comunidad científica, en particular, a la de mecánica estadística
y física en general.
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Notación

〈M〉(·) Variación cuadrática predecible del proceso {Mn}.

Lp Espacio de funciones medibles p−integrables modulo igualdad casi-segura.

E [X] Esperanza de X.

E [Y | Fn] Esperanza condicional de Y dado Fn.

σ (X1, . . . , Xn) σ-álgebra generada por X1, . . . , Xn.

an = O(bn) ĺımn→∞
|an|
|bn| ≤ C para alguna constante positiva C > 0.

an = o(bn) ĺımn→∞
an
bn

= 0.
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