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Resumen

En el presente trabajo de tesis se analizan dos sistemas biolégicos con retardos tem-
porales, que corresponden al modelo de evolucion de células tumorales relacionado con
el padecimiento de cancer y al modelo del sistema regulador glucosa-insulina relacio-
nado con la diabetes. Estos modelos se seleccionaron debido a los temas de interés que
abordan y a la inclusién de retardos temporales en sus modelos matematicos.

Los retardos temporales son un factor que siempre existe en la naturaleza y aunque
no es un valor que usualmente se contemple, en algunos casos como el de los siste-
mas biolégicos propuestos en este trabajo de tesis, la inclusion de retardos temporales
muestra un cambio significativo en su comportamiento |1}2].

El calculo fraccionario representa un orden no entero en las ecuaciones diferenciales
del modelo matematico que componen el sistema y en algunos casos el orden fraccio-
nario muestra un comportamiento distinto al del sistema de orden entero. Por lo tanto
se realiz6 el andlisis de la dindmica no lineal variando el orden fraccionario asi como
el valor de los retardos para ambos sistemas biolégicos y se escogieron los valores que
mejor representan el comportamiento de los sistemas bioldgicos reales [3].

Posteriormente se disenné una red compleja que representa la comunicacion entre
las células de estudio de cada sistema bioldgico con la finalidad de observar su com-
portamiento y representar una poblacién mayor de células debido a que la poblacién
real en el cuerpo es superior a la indicada en ambos sistemas [4].

También se realizo la implementacion electronica de los sistemas biologicos de orden
fraccionario con retardos para representar los sistemas de una manera practica para
aplicaciones futuras, como puede ser el uso médico. Finalmente se incluye una etapa
de control en la red compleja, debido a que ambos sistemas representan estados de
enfermedad. Donde el control representa agentes externos a la red capaces de cambiar
el comportamiento de la red a un estado saludable.
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Introduccion

Los sistemas se definen como la combinacién de varios elementos que interactian
entre si para un fin especifico. Para su investigacion o estudio un sistema puede re-
presentarse mediante un modelo matematico, el cual representa lo mas fiel posible el
comportamiento del sistema real por medio de expresiones matemaéticas conocidas [546].

El comportamiento de los sistemas reales responde a diversos factores, como pueden
ser el clima, lugar, posicion, tiempo etc. por lo que muchos de los sistemas reales
son sistemas no lineales y variantes en el tiempo, debido a esto es comun que su
modelo matematico sea descrito mediante ecuaciones diferenciales. En el caso de los
sistemas biologicos normalmente se busca modelar mateméaticamente enfermedades o
padecimientos humanos para asi crear modelos lo més fieles posibles que sirvan como
herramienta de estudio para combatir o solucionar estos males [7114].

Por lo tanto, en el presente trabajo de tesis se analizan dos modelos matematicos
que representan padecimientos de gran impacto e interés para la sociedad, correspon-
dientes a un sistema regulador glucosa-insulina el cual es responsable de padecimientos
asociados con la Diabetes y un sistema de evolucion de células tumorales que se asocian
al Cancer.

El cancer es un término genérico con el cual se asocia a un amplio grupo de enferme-
dades que pueden afectar a cualquier parte del organismo; normalmente relacionadas
con tumores o neoplasias malignos. Una de las principales caracteristicas del cancer es
la multiplicacién rapida de células anormales o defectuosas que se extienden més alla
de sus limites habituales y pueden llegar a invadir partes adyacentes o incluso propa-
garse a otros 6rganos, a este proceso se le denomina metastasis y es la principal causa
de muerte por cancer [15]16].

En el 2015 el cancer representé la segunda causa de muerte en el mundo, ocasio-
nando 8,8 millones de defunciones. Casi una de cada seis defunciones en el mundo se
debe a esta enfermedad, donde el 70 % de las muertes por cdncer se registran en paises
de ingresos medios y bajos. Existen cinco principales factores de riesgo asociados a la
conducta y dieta causantes de cancer, los cuales son: indice de masa corporal elevado,
ingesta reducida de frutas y verduras, falta de actividad fisica, consumo de tabaco y
consumo de alcohol, siendo el tabaquismo el principal factor de riesgo que ocasiona
aproximadamente el 22 % de las muertes por cancer [16}/17].

Lamentablemente unos de los problemas mas frecuentes son la falta de diagnostico,
tratamiento o un diagnostico en fase avanzada. En 2017, solo el 26 % de los paises de
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Introduccién

ingresos bajos informaron contar con servicios de patologia para atender a la poblaciéon
en general, mientras que mas del 90 % de los paises de ingresos altos ofrecen tratamiento
a los enfermos oncolégicos [164|17].

La dinamica de los tumores cancerigenos es un tema de gran importancia tanto
para matematicos como oncologos aplicados, debido al crecimiento impredecible de las
células tumorales [18]. Por lo tanto, un modelo matematico que describa la evolucién de
las células tumorales aportaria grandes beneficios en el area de la medicina y supondria
una herramienta no invasiva para el estudio de un tratamiento. Se han desarrollado
varios modelos que describen la evolucién de células tumorales sin embargo al tratarse
de un sistema biologico se busca aquel que mejor describa las caracteristicas del sistema
real [18-23].

La diabetes es el nombre de un grupo de enfermedades caracterizadas por trastornos
en los procesos metabodlicos del cuerpo humano, en los que se interrumpe el mecanismo
de control del nivel de azicar en la sangre, donde la insulina, que es el elemento
principal de control no se secreta o las células del cuerpo ignoran su presencia. existen
dos tipos principales de diabetes, el primero es diabetes mellitus tipo 1 donde hay una
deficiencia de insulina, normalmente causada por una destrucciéon autoinmune de las
células pancreaticas, y la diabetes mellitus tipo 2, donde la causa es una combinacién
de resistencia a la accién de la insulina (generalmente asociada a obesidad) y una
inadecuada respuesta secretora compensatoria [24-27].

En México, datos recabados de la Encuesta Nacional de Salud (ENSA) 2000, la
Encuesta Nacional de Salud y Nutricién (ENSANUT) 2006, 2012 y MC 2016, muestran
que la prevalencia de diabetes por diagnéstico previo ha aumentado con una tendencia
anual positiva de 2.7 %. En 2016, la prevalencia de diabetes fue de 9.4 % mayor respecto
a la de 2012 y al menos en México hasta el 2016 habia poco mas de 6.4 millones de
personas diagnosticadas con diabetes, cerca de 60 000 més que en 2012 [26,28].

Datos de la OMS muestran que la diabetes en el mundo aumenté de 108 millones
en 1980 a 422 millones en 2014 y entre 2000 y 2016, se registré un incremento del
5% en la mortalidad prematura por diabetes. La diabetes también puede provocar
otros padecimientos, como son la ceguera, insuficiencia renal, infarto de miocardio,
accidentes cerebrovasculares y amputacién de los miembros inferiores. Se estima que
en 2016 la diabetes fue la causa directa de 1,6 millones de muertes y es fue séptima
causa principal de mortalidad en 2016. Casi la mitad de todas las muertes atribuibles
a la hiperglucemia tienen lugar antes de los 70 anos de edad [29,30].

Por lo anterior el estudio y la generacién de modelos matematicos que describan
la dindmica entre la generacion de glucosa-insulina es de gran importancia tanto para
médicos como para matematicos debido al aumento de personas con obesidad que es
una de las principales causas de diabetes en el mundo. Existen varios modelos que
describen diferentes caracteristicas de la diabetes sin embargo como se ha mencionado
anteriormente, en esta clase de sistemas lo importante es la fidelidad con el sistema
real [26,31-35].

Los modelos matematicos que usan ecuaciones diferenciales ordinarias con orden en-
tero han demostrado ser valiosos para comprender la dinamica de los sistemas biol6gi-
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cos. Sin embargo, el comportamiento de la mayoria de los sistemas biolégicos tienen
memoria o secuelas. Por lo que modelar los sistemas en orden fraccionario es de gran
importancia ya que hay perdida de informacién con los métodos de orden entero. En
consecuencia, el calculo fraccionario ha ganado popularidad e importancia, principal-
mente debido a su precision, por lo que tiene aplicaciones en numerosos campos, como
fisica, quimica, hidrologfa, medicina y finanzas [36-38|.Esto se debe al hecho de que
las derivadas e integrales fraccionarias permiten una descripcion mejor de la dinamica
real de un sistema. Por lo tanto, existe una creciente necesidad de estudiar y utilizar
las ecuaciones diferenciales e integrales de orden fraccionario [3].

Aunado a la precision que ofrecen los sistemas de orden fraccionario se pueden inte-
grar los sistemas con retardo puesto que dichos sistemas también mejoran la dindmica
de los sistemas reales al contemplar retardos que suelen existir en la naturaleza, y que
los sistemas de ODEs normales no toman en cuenta |2|. Por tal motivo se asume que
la integracion de dichos sistemas permite una representacion aun mas fiel y precisa del
sistema real, ya se han realizado algunos trabajos que integran estos dos métodos y por
lo general se encuentran soluciones dentro del campo de la medicina donde la precision
en muchos casos es de vital importancia [1,39-42).

Pero en la naturaleza existen una gran cantidad de sistemas diferentes que dificil-
mente se encuentran aislados ya que suelen interactuar con otros sistemas iguales o
diferentes para llevar a cabo una accion. Dicha interaccién entre sistemas es conocida
como un sistema complejo, estos estdn compuestos de varias partes que interactien
entre si, donde cada parte tiene su propia estructura interna y una funcién especifi-
ca [4,43]. Un sistema complejo de igual manera que los sistemas “normales”tiene una
representaciéon matematica conocida como red compleja ademas de tener una repre-
sentacién grafica llamada grafo, la cual consiste en varios nodos conectados entre si
mediante enlaces [44], donde los nodos representan los sistemas que conforman la red
y los enlaces las interacciones entre los nodos.

La sincronizacién de una red es un fenémeno que se da de forma natural y con-
siste en la accion grupal de varios sistemas entre si. Existen una gran cantidad de
sistemas reales que son capaces de sincronizarse ya sea entre sistemas del mismo tipo
u otros. Algunos ejemplos son los cardimenes, parvadas, enjambres etc., que son un
conjunto de individuos que se coordinan para formar ciertas figuras o secuencias pa-
ra un fin especifico, donde ningin elemento en particular funge como lider del grupo.
Algunos ejemplos que se han representado con redes complejas son la propagacion de
una enfermedad de transmisién sexual [45], la propagacién de una epidemia [46], entre
otros [44,/47,/48].

Por lo tanto, al incorporar los tres efectos antes mencionados, los cuales son orden
fraccionario, retardos temporales y redes complejas a los sistemas bioldgicos que se
analizan en el presente trabajo de tesis se obtienen modelos con caracteristicas mas
fieles a las de los sistemas reales.

Para validar el modelo matematico propuesto de los sistemas bioldgicos, es im-
portante reproducirlo experimentalmente mediante una implementacién electréonica de
los modelos. La implementacion electréonica permite estudiar la relacion entrada-salida
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(excitaciones y respuestas) del sistema, ademds de que tiene varios usos, por ejemplo, la
reproduccién experimental de un sistema bioldgico puede usarse en laboratorios espe-
cializados y hasta en escenarios quirurgicos, ademéas de poder fungir como un sistema
experimental o de pruebas cuando el sistema real es de dificil acceso, dificil de mani-
pular, peligroso o de alto costo. Esta reproduccion electréonica del sistema bioldgico se
realizo mediante una tarjeta embebida Raspberry Pi, puesto que ofrecen un hardware
portable, una arquitectura conocida y de facil acceso.

El diagrama de la metodologia a seguir para la elaboracién de la tesis se muestra
en la Figura[l]

Figura 1: Diagrama de la metodologia a seguir para el desarrollo de la tesis.
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Justificacion

El presente trabajo de tesis incorpora tres efectos principales para mejorar la ca-
racterizacién de sistemas biolégicos, los cuales son los retardos temporales, el orden
fraccionario y las redes complejas.

Se usan retardos temporales, debido a que los sistemas bioldgicos en la naturaleza
suelen presentar retardos. Existen articulos que demuestran que al incorporar retardos
en los modelos matemaéticos de los sistemas se obtienen cambios en su comportamien-
to que representan caracteristicas reales de los mismos [1}2,/42,49]. Como el modelo
descrito por Shujuan Geng et al que describe una masa neuronal cuyos resultados in-
dican que un retraso en la transmision de la senal entre las neuronas puede causar una
actividad similar a una convulsién en el cerebro cuando el grado de retraso alcanza un
cierto valor [50]. El modelo de Bachar, Mostafa y Anita Dorfmayr muestra los posibles
efectos del tratamiento antirretroviral sobre la dindmica de la propagacion de la enfer-
medad de la infecciéon por el virus de la inmunodeficiencia humana en una poblacién
de tamano variable, donde el retraso inducido por el tratamiento representa el periodo
de tiempo minimo que los pacientes tienen que estar bajo tratamiento médico hasta
que se produzcan efectos positivos [51].

El orden fraccionario a diferencia de los sistemas de orden entero incorpora una
memoria en el sistema que produce comportamientos diferentes [3,42]. Como en el
modelo de W. W Teka et al que representa el comportamiento de las neuronas, en este
caso el modelo de orden fraccionario presenta diferentes tipos de oscilaciones que pueden
ser el resultado de la dependencia e interaccién a largo plazo de las corrientes idénicas
intracelulares y extracelulares |38]. Otro modelo de orden fraccionario es el propuesto
por I. Assadi et al que representa un modelo respiratorio donde las variaciones en el
orden fraccionario corresponden a un sistema sano, con asma y EPOC [52].

Las redes complejas son tutiles para caracterizar sistemas complejos los cuales se ha
demostrado que abundan en la naturaleza ya que hay una gran variedad de sistemas
que interactian entre sistemas del mismo o diferente tipo [4}44-48,53]. Las redes
complejas permiten analizar una gran cantidad de sistemas que interactian entre si;
algunos ejemplos son, el modelo de red compleja de Mohammed Diykh y Yan Li el
cual propone un método de clasificacién de las etapas del sueno eficiente en el que
evaluaron un nimero mayor de caracteristicas que mejoro la precisién del modelo [54],
y el modelo de red compleja de Nicola Amoroso et al que presenta nuevas conexiones
cerebrales que coinciden con la enfermedad de Parkinson con lo que se demuestra que
la conectividad de varias regiones del cerebro esta significativamente relacionada con
esta enfermedad [55].

Por lo anterior se incorporan los tres efectos mencionados en el sistema de evo-
lucion tumoral y el sistema regulador de glucosa-insulina, con el fin de obtener un
comportamiento mas cercano al de los sistemas reales.
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Objetivos

Objetivo general

Analizar los efectos que los retardos en el tiempo (time-delay), y la memoria
inducida por el orden fraccionario de las derivadas de los modelos matematicos
tienen sobre la observaciéon y prediccién de fenémenos bioldgicos; y asi poder
sincronizar las condiciones biolégicas a un estado deseado. Ademds, validar las
observaciones tedricas usando hardware electronico embebido.

Objetivos especificos

» Estudiar diversos sistemas biolégicos para seleccionar en cuales incorporar la
memoria y el retardo en el tiempo.

= Simular la dindmica de al menos dos sistemas biologicos de orden fraccionario
con retardos en el tiempo usando Matlab.

» Caracterizar los efectos causados por la memoria y el retardo en el tiempo sobre
la dindamica no lineal de sistemas biolégicos mediante los métodos de series de
tiempo, estabilidad de los puntos de equilibrio, diagramas de fase, bifurcaciones,
exponentes de Lyapunov y bases de atraccion.

= Sincronizar los sistemas bioldgicos de orden fraccionario y con retardos en el
tiempo usando redes complejas.

= Implementar electronicamente los sistemas biolégicos de orden fraccionario y con
retardos en el tiempo usando hardware embebido.

Organizacién de la tesis

A continuacién, se presenta una breve descripcién de la organizacién de la tesis.
En el Capitulo 1 se presentan las definiciones de los tres elementos principales que se
ocuparon en los sistemas dindmicos biolégicos propuestos, los cuales corresponden a
retardos temporales, orden fraccionario y redes complejas. En el Capitulo 2 se abordan
los sistemas biologicos a implementar, asi como su modelo matematico, series de tiempo
y diagramas de fase ademas de incluir los analisis necesarios para determinar el orden
fraccionario, los retardos y la presencia de caos, como son los diagramas de bifurcacion.
En el Capitulo 3 se presenta la metodologia necesaria para el diseno de un programa
que modela una red de N nodos para los sistemas biol6gicos con retardos temporales
de orden fraccionario, asi como el control propuesto para cada sistema. Por tltimo, en
el Capitulo 4 se incluyen los resultados de la implementacién de cada sistema biolégico
como de la red controlada.
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Marco teorico

En el presente capitulo se abordan los conceptos de las herramientas que se ocuparon
para llevar a cabo el trabajo de tesis, algunos temas son los sistemas con retardo, orden
fraccionario, redes complejas, entre otros.

1.1. Sistemas dinamicos no lineales con retardo

En la naturaleza existen varios fenémenos bioldgicos que generan una gran varie-
dad de senales, las cuales se pueden representar con funciones de una o mas variables
independientes que contienen informacion acerca de la naturaleza o comportamiento
de estos fenémenos [6}56].

A grandes rasgos, un sistema es una combinacién de componentes que interactian
para alcanzar un objetivo en especifico respondiendo a senales particulares y produ-
ciendo otras sefiales, es decir poseen elementos de entrada y salida [5].

Las senales describen fenémenos fisicos y contienen la informacién del sistema y se
representan matematicamente como funciones de una o més variables independientes.
Por su naturaleza las senales pueden variar de forma continua en el tiempo o evolucionar
de forma discreta [57].

Dado un sistema de tiempo continuo, un estado se define como la cantidad minima
de informacién necesaria en un instante conociendo la entrada, y a partir de este
se puede determinar cualquier variable del sistema en cualquier instante posterior.
Esta cantidad minima se representa por un conjunto de variables x;(t) cuyos valores
dependen del estado t por lo que se denominan variables de estado del sistema. Este
conjunto de variables z(?) también recibe el nombre de vector de estado |58,59].

Los sistemas dinamicos pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales debido a
que contienen variables de estado que siguen una serie de reglas temporales, es decir
que los parametros del sistema cambian con respecto a alguna variable, que por lo
general es el tiempo.

Los sistemas dinamicos se clasifican en lineales y no lineales, los sistemas dindmicos
lineales cumplen con el principio de superposicién. Este principio establece que la
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respuesta producida por la aplicacion simultanea de dos funciones de excitacion, es
la suma de dos respuestas individuales, por lo que las complicadas soluciones de las
ecuaciones diferenciales se pueden obtener de la suma de soluciones simples, mientras
que los sistemas no lineales u oscilatorios en general no tienen soluciones analiticas y
son aquellos donde la dependencia entre las variables del sistema es no lineal. Estos
sistemas no lineales son de gran importancia debido a que la mayoria de los sistemas
que describen fenémenos bioldgicos son no lineales [5].

Un sistema dindmico puede ser auténomo, es decir, no requerir una senal de exci-
tacion externa, donde las ecuaciones diferenciales del espacio de estado tienen la forma
siguiente:

&= f(x),

donde z € R.

En un sistema es de gran importancia la prediccion de su comportamiento, esta
prediccién se basa en una descripcién matemaética de las caracteristicas dinamicas del
sistema, y se conoce como modelo matemdtico [5].

Para realizar el modelo matematico que describa un sistema en especifico es im-
portante conocer las condiciones iniciales en las que el sistema realiza su funcién co-
rrectamente, sin embargo, en sistemas reales no se cuenta con las condiciones iniciales
exactas.

Dentro de los sistemas dinamicos no lineales se encuentran los sistemas con retardo,
los cuales son de naturaleza abundante. Estos ocurren en una amplia variedad de
sistemas fisicos, quimicos, de ingenieria, econdémicos, biolégicos etc. Algunos ejemplos
de estos sistemas son los espectadores sentados en un estadio de fitbol, que a pesar de
que todos estan aplaudiendo en sincronia, aquellos que estan sentados en direcciones
opuestas no escuchan los aplausos en sincronia con los suyos debido al retraso de
propagacién de un extremo al otro, también los ecos en un auditorio e incluso la
actividad neuronal, donde la informacién no se recibe de forma instantanea puesto
que tiene que ser procesada.

Los sistemas con retardo se representan mediante ecuaciones diferenciales con re-
tardos o DDEs por sus siglas en inglés (Delay differential equations) y se representan
de la siguiente forma,

T = f(t,x(t),z(t — 7)), (1.1)

donde 7 es el retardo, el cual puede ser constante, discreto (7; con i=1,2,3---), depen-
diente de un estado (7(t,z(t))) y dependiente del tiempo (7(t)).

La dindmica de un sistema con retardo se representa como en la Figura [I.1] donde
se puede apreciar que el sistema inicia en ¢ = —7 es decir la solucién de la funcién fy(¢)
estd definida en el intervalo t € (7,0) y ®7 es un operador de evolucién cuya funcién es
tomar una funcion definida durante un intervalo de tiempo de longitud 7 y mapearla
en otra funcién definida durante un intervalo de tiempo similar posterior. En algunos
casos simples, uno puede resolver este mapeo analiticamente como puede ser el caso de
una ecuacion diferencial de retardo lineal (LDDE).
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Figura 1.1: Descripcién del comportamiento de un sistema con retardo 7 [2].

1.1.1. Métodos de solucion numérica para sistemas con retar-
do

Como se ha mencionado, muchos de los sistemas estan representados por ecua-
ciones diferenciales ordinarias (ODE), los cuales para observar su comportamiento re-
quieren de métodos de integracién numérica. Estos métodos son necesarios cuando se
desea observar el comportamiento de las ecuaciones diferenciales dadas por un sistema
y consisten basicamente en tomar pequenos intervalos de tiempo en los que se evalian
las funciones para formar una grafica del sistema mediante aproximaciones sucesivas a
la solucién, empezando desde una estimacién inicial 1.

Existen varios métodos de soluciéon numérica para ODEs, los cuales se clasifican de
acuerdo a la exactitud que ofrecen en:

» Sistemas de primer orden
= Sistemas segundo orden
= Sistemas de orden superior

Siendo los de primer orden los més basicos y los de orden superior los que ofrecen menos
errores. Algunos de los métodos mas conocidos son, los métodos de Runge-Kutta, Euler
y método de Taylor [2].

En cuanto a los sistemas con retardo es posible implementar estos métodos de solu-
cién numérica realizando algunas modificaciones a los mismos. Dichas modificaciones
de los métodos ya conocidos son lo que realizan algunos softwares disenados especial-
mente para la solucion de sistemas con retardo como son dde-biftool 1, ddesolver 2 e
incluso Fortran o MATLAB.

En los sistemas con retardo, el retardo puede ser constante, dependiente del tiempo
o de otra variable, en el presente documento sélo se abordara el estudio de los métodos
de solucién numérica con retardos cuando el retardo es una constante.
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Método de Euler

Este método de primer orden consiste en tomar en cuenta la solucién de la iteracion
anterior para calcular la solucién presente |2].

Caso ordinario: Dado un sistema ordinario de la forma

i = f(t (). (1.2)
El método de Euler se usa de la siguiente manera.

Tpt1 = Tn + hf(tm xn)a

tn-‘rl =1+ h) (13)

donde t es el tiempo, h el paso de integracion, z la variable de la funcién y n es el
nimero de iteracién.

Como se puede ver, en este caso los métodos de soluciéon numérica aplicados a un
sistema dependiente del tiempo modifican el sistema de tal forma que ahora, siguen
dependiendo del tiempo, pero este a su vez esta discretizado en pasos de tamano h,
donde cada paso es una iteracion.

Caso retrasado: En cuanto a los sistemas con retardo, es decir aquellos representa-
dos de la siguiente forma:

&= f(t,z(t), z(t — 7). (1.4)

El paso de integracion h = £, con N igual al nimero de iteraciones que corresponden
a 7, puesto que se debe cumplir que el tiempo este discretizado en algin multiplo de
T para asi poder regresar a un nimero de iteracion que corresponda al valor de 7. Por
lo que el método de Euler retrasado se representa de la siguiente manera [2]:

Tpt1 = Ty + bk f(tn, xn, x(t, — 7),

Método Runge-Kutta

El método Runge-Kutta surgié de la necesidad de mejorar el método de Euler
calculando la siguiente iteracién en dos etapas [2]. Para la primera iteracién:

1. Calcula f(to, o) de tal forma que x; = xo + hf(to, o)
2. Calcula f(t(), Zo, ZL’l)
3. Calcula una mejor aproximacion de x; por el promedio

) =x0+hf(t°’x°)+£(t°+h’x1>. (1.6)
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También se puede representar como
1 = X —+ hbnf(to, ZL’()) + blgf(to + h, 1’1), (17)

donde f(to, xo) esigual a x; = zo+arhf(ty,z0) yas = 1y by = bip = % que representan
el promedio entre dos del ecuacion (|1.6)).

Caso ordinario: Dada la explicacion anterior el método de Runge-kutta se describe
de la siguiente manera:

]Cl = f(to + a *hax0+h2j‘:1b1j *k?j),"'
k’s = f(to + Qg * h,l‘g + thzl bsj * kj),

1 = X —I— thzl Cj k k?j,

t, = to + h.

(1.8)

Caso con retardo temporal: El caso del método de Runge-kutta se representa en
la ecuacion, donde h = .

]{?1 = f(to + CL1h7 ZTo + h Zj‘:l bljkja (,D(to + a1h>>, cee
]{35 = f(t() + ash, To + h Z;:l bsjkja (,D(t() + ash)),

1 = Xy + hz;zl Cj k k’j,

ty =19+ h.

(1.9)

1.2. Sistemas de orden fraccionario

El calculo fraccionario es una generalizacion de la diferenciacién e integracién de
funciones a un orden no entero, dado por el operador integro-diferencial continuo ,DY,
donde a y t son los limites de la operacién y ¢ € R . El operador se define como:

d?
@7 q > 07
D = A (1.10)

f(f (dr)?, ¢<0.

Las tres definiciones més frecuentemente utilizadas para generar funciones de orden
fraccionario se muestran a continuacién [3|:

= Griinwald-Letnikov: La diferenciacion e integracién de orden fraccionario se
puede definir de forma unificada como

JDEF() = Tim — 3 (~1) () £(t — jh), (1.11)

h—0 hd =0 J
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donde (3) son los coeficientes binomiales, los subindices a la izquierda y dere-
cha de D son los limites inferior y superior de la integral, donde el valor de ¢
puede ser positivo o negativo, correspondiente a la diferenciacion e integracion
respectivamente y es no entero.

Para el cédlculo de los coeficientes binomiales se usa una relacién entre la funcién
Gamma de Euler y el factorial, definida como

a\ ¢ I'(qg+1)
(.)—j!(q — = — S (1.12)

j - TG+DI(g—j+1)

= Riemann-Liouville: La integral de orden fraccionario esta dada por

DAf(t) = f 0 dr, (1.13)

donde 0 < g < 1, y a es el valor inicial. La definicion de Riemann-Liouville es
ampliamente utilizada para la diferenciacion e integracion de orden fraccionario.
De manera similar, la derivada de orden fraccionario se define como

dn
DU = Gl | g et (1.14)

donde n = [q].

= Caputo: La derivada de orden fraccionario de Caputo se puede escribir como

oDif(t) = ft t_:<q)n+1d7' (1.15)

n_q o

donde n = [¢]. De forma similar la integracién esta descrita por

t
oD f(t) = f f ) T g>0. (1.16)
)o (t—q)t
Para las definiciones anteriores, I' se define como
[(z) = [t e tdt. (1.17)
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1.2.1. Meétodo de solucién numérica de Griinwald-Letnikov
para orden fraccionario con retardo
Para el calculo de derivadas de orden fraccionario se puede usar la definicién de

derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov. La relacion con la aproximacion numérica
de la derivada qth en los puntos kh, (k =1,2,---) es la siguiente:

k

oy DS (1) ~ 1S (1) (j)f(tk—j), (1.18)

J

donde Lm es el tamano de memoria, ¢, = kh, h es el paso de calculo y (—1)7 (;1)

son los coeficientes binomiales cg-q) (=0,1,---). Los cuales se calculan con la siguiente
expresién [3:
1
P =1,c9 = (1 - ﬂ) A0, (1.19)
J

Entonces la solucién numérica general de la ecuacién diferencial , Dfx(t) = f(x(t, t—
T), puede ser expresada como

2(tipr) = f(@(ty, te — 7))h7 — ch.q)m(tk,j). (1.20)

Para el termino de memoria expresado por la suma, es usado un principio de memoria
corta que dice que v = 1 para k < (Lm/h) y v = k — (Lm/h) para k > (Lm/h), en
caso de requerir memoria completa v = 1. La memoria corta es usada puesto que hay
valores en la suma que ya son casi cero y no alteran el comportamiento del sistema,
ademds de reducir el tiempo de cémputo.

En el caso de un sistema de orden fraccionario con retardo solo es necesario realizar
pequenas modificaciones al modelo anterior, una es que el Lm deben ser multiplo del
retardo 7 y al igual que en el método de Euler el valor del retardo 7 = ht,, donde el
tamano de 7 (t,) es el nimero de pasos hacia atrds en la memoria [2,/3].

1.2.2. Sistemas cadticos

El caos es un comportamiento que se presenta en sistemas dinamicos no lineales
y es determinista a pesar de su condicién cadtica, por lo tanto, las trayectorias no
tienden a un punto fijo a lo largo del tiempo, pero tienden a un atractor extrano. Otra
caracteristica de los sistemas cadticos es que son altamente sensibles a las condiciones
iniciales lo que quiere decir que al minimo cambio de las condiciones iniciales dadas, el
sistema puede presentar un comportamiento totalmente diferente [60-62].

Por lo tanto, el caos se define como un comportamiento aperiédico de un sistema de-
terminista a largo término. Este fenémeno se presenta en sistemas o procesos dindmicos
importantes tales como la turbulencia en fluidos, dispositivos laser retro alimentados,
vibraciones mecanicas debidas a friccién, procesos biolégicos, etc [8,9,/11,48].
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El caos no ocurre en sistemas lineales y es condicién necesaria pero no suficiente
la no linealidad. La aperiodicidad es otro factor importante, las érbitas cadticas son
aperiédicas pero la aperiodicidad no implica la presencia de caos [10,/63,/64]. Por lo
tanto, es necesario realizar una serie de analisis para verificar la presencia de caos en
un sistema como son los mapas de Poincaré, diagramas de bifurcacién y exponentes de
Lyapunov.

1.2.3. Analisis de la dinamica no lineal de sistemas de orden
fraccionario

Para un sistema de ecuaciones diferenciales se sabe que es estable si las raices de su

correspondiente polinomio caracteristico son negativas o si son complejos conjugados

con la parte real negativa . Es decir que las raices se encuentran dentro del lado izquierdo
del plano complejo.

Im

AN %
3

Figura 1.2: Estabilidad de los sistemas de orden fraccionario en el plano complejo [3].

En el caso de un sistema de orden fraccionario, no es posible determinar la estabili-
dad solo con el signo de la parte real de sus raices, puesto que el sistema también puede
ser estable teniendo raices en la parte derecha del lado complejo como se muestra en
la Figura (1.2

Teorema 1: Para un sistema descrito de la forma

Dax(t) = f(x(t), ). (1.21)

Los puntos de equilibrio son asintdticamente estables si los valores propios \;(i =
1,2,...,n) satisfacen la siguiente condicion [3]:

larg(n)] > %” (1.22)
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Se define como el punto de equilibrio como el valor de la funcién f(x) donde su
derivada es cero, f'(x) = 0.

El analisis de sistema dindmicos es necesario para determinar la presencia de caos.
La estabilidad local se obtiene a partir de los eigenvalores, los cuales se calculan a partir
de la siguiente ecuacion:

det |J(xx) — NI| =0, (1.23)

donde x* representa cada uno de los puntos de equilibrio del sistema y J representa
el Jacobiano del mismo, definido como:

J(z) = Af(x) = "7 0 S (1.24)
0 Oa ... O
ox1 oz 0xn

los puntos de equilibrio son asintéticamente estables si todos los eigenvalores ;
(1=1,2,...,n) de la matriz jacobiana J = ¢ f/dx, satisface la siguiente condicién,

larg(eig(J))| = |arg(\;)| > %,i =1,2,..n. (1.25)

Mapas de Poincaré

Es una técnica para analizar sistemas dindmicos que consiste en colocar un plano
llamado seccién de Poincaré que atraviese al sistema dindmico, de tal forma que se
obtengan solo los puntos del sistema que toquen el plano desde una misma direccién,
como se muestra en la Figura [1.3]

Figura 1.3: Representacién de una seccién de Poincaré [65].



Capitulo 1. Marco tedrico

El mapa de Poincaré muestra los puntos de la seccién de Poincaré y en él se puede
observar que tan periodico es el sistema puesto que, si la distancia entre los puntos es
la misma, el sistema es periddico [65]66].

La ubicacién de la seccién de Poincaré depende del comportamiento del sistema,
se puede seleccionar un punto de alguna de las variables del modelo matematico por
el cual cruce varias veces el modelo. Por ejemplo, dado el modelo matemaético ({1.26])
del articulo Infinitely many hidden attractors in a new fractional-order chaotic system
based on a fracmemristor [67], se selecciondé un valor que cruce a la variable z de
tal forma que se seleccionen los puntos de las variables restantes que comparten los
instantes de tiempo donde la senal x cruza por el valor seleccionado, este valor es el
mapa de Poincaré y se selecciona con x — a = 0 donde x es la variable y a es el punto
donde se colocara el mapa de Poincaré, esto se puede apreciar mejor en la Figura (a).
Por 1ltimo el mapa de Poincaré se obtiene de graficar los puntos obtenidos del paso
anterior como se muestra en la figura [1.4]b).

DYy = 2 + v,

D0.95y =1- |ZE| )
D%%z = —x — 0.12W(w), (1.26)
D%y =10z,

W (w) = —0.2 + 0.01w?

2 P T : ‘ 1.3
XO I L
—2T ‘ 1.1t
310 340 t(s) 370 400 I
2
- . . 0.9¢
y1l; zZ |
0 I . 0.7/ )
5 310 340 t(s) 370 400 |
z0INANANANAANANAANAN 0.5!
-2

310 340 t(s) 370 400 O3, 45 i e
. 8y L .
(a) (b)

Figura 1.4: Obtencién del mapa de Poincaré del modelo ([1.26) mediante z —a = 0
donde a = 1, en (a) se muestra la evolucién en el tiempo de las variables de estado
x,y,z y en (b) el mapa de Poincaré obtenido.

Diagramas de bifurcacién

“Un cambio cualitativo puede ocurrir solo cuando el sistema es estructuralmen-
te inestable. Asi, el conjunto de valores de bifurcacion es el conjunto de valores de

10
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parametros en los cuales el sistema es estructuralmente inestable ”. Es decir, que
los diagramas de bifurcaciéon nos muestran los valores para los cuales un parametro
muestra inestabilidad.

El diagrama de bifurcacién estd compuesto de una gran cantidad de mapas de
Poincaré. Para obtener cada seccién o mapa es necesario calcular la distancia r que
hay entre cada punto del mapa de Poincaré, mediante r = \/ xp? + yp? + - -+, donde
xp y yp son los valores de las variables z y y que cruzaron la secciéon de Poincaré
una vez obtenido r se vuelve a calcular el mapa de Poincaré pero variando el valor de
un parametro seleccionado, esto se repite una gran cantidad de veces para formar el
diagrama de bifurcacién final.

Debido a que el diagrama de bifurcaciéon permite detectar valores para los cuales
el sistema es “inestable” [66], es de gran importancia para estimar posibles regiones
de caos puesto que se obtiene una gran cantidad de puntos dispersos con los sistemas
caoticos por su condicion determinista aparentemente inestable puesto que converge a
un atractor.

Para detectar caos en los diagramas de bifurcacion es necesario someter el sistema
a diferentes condiciones iniciales por cada mapa de Poincaré, puesto que una de las
caracteristicas principales de los sistemas caoticos es su sensibilidad a las condiciones
iniciales, esto se logra tomando condiciones iniciales aleatorias pero acotadas de tal
manera que la diferencia entre ellas sea minima. otra condiciéon importante es eliminar
el transitorio, esto debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales y a la propiedad
determinista de los sistemas cadticos. Para reflejar mejor como se compone un diagrama
de bifurcacién se retoma el ejemplo de las ecuaciones (1.26]), en la Figura (a)se
muestra un mapa de Poincaré que conforma al diagrama de bifurcacién de la Figura

(b).

12 ,
10| |
8 | § _

6l |
4 : |
2 » | Xel, Y p
0_05 () 05 ¢ 1 15 9 00.9 0.92 0.9;1- 096 -.0.58

(a) (b)

Figura 1.5: Mapa de Poincaré (a) y diagrama de bifurcacién (b) del sistema de ecua-
ciones diferenciales ([1.26|) variando el orden fraccionario ¢ .

11



Capitulo 1. Marco tedrico

1.3. Redes complejas

Los sistemas complejos poseen diferentes caracteristicas, entre las més impor-
tantes se encuentran las siguientes [4]:

» Estan compuestos de varios elementos que interactiian entre si.

= Cada elemento tiene su propia estructura interna y estd encargada de llevar a
cabo una funcién especifica.

= Lo que ocurra a cada elemento del sistema afecta de manera altamente no lineal
a todo el sistema.

= Presentan comportamientos emergentes, de tal manera que el todo no es la simple
suma de sus partes.

Una red compleja es la representacion de un sistema complejo y esta compuesta por
varios nodos los cuales representan los sistemas que conforman la red, estos se comuni-
can entre si mediante enlaces para llevar acabo alguna accién, estos enlaces representan
las interacciones entre los sistemas. En el mundo real estas conexiones son complejas,
es decir, cuentan con una gran cantidad de nodos y conexiones diferentes entre ellos
como se puede ver en la Figura[1.6

Figura 1.6: (a) Sistema de conexiones de algunas direcciones IP en internet y (b)
Sistema de conexiones entre proteinas [4].

1.3.1. Grafos

Una de las mejores formas de representar redes complejas es mediante grafos.
Un grafo es la representacién grafica de una red y estd integrado por nodos y las
interacciones que existen entre ellos, mismas que representan, los sistemas y enlaces

12
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que componen la red. Los grafos surgieron en 1736 y constituyen la base del estudio
de las redes complejas, Leonhard Eiiler quien es conocido como el padre de la teoria
de grafos lo implemento por primera vez para resolver el conocido problema de los
siete puentes de Konigsberg, el cual consiste en recorrer mediante los 7 puentes toda
la ciudad sin pasar por el mismo puente otra vez , para su solucién Eiiler diseno un
grafo donde los sitios de la ciudad se representaron como nodos y los puentes como los
enlaces entre los sitios como muestra la Figura[l.7, una vez teniendo la representacién
grafica del problema (grafo) lo resolvié mediante herramientas mateméticas dando
como resultado que no se podia recorrer la ciudad sin repetir al menos un puente en el
trayecto.

Figura 1.7: Diseno del grafo del problema de los 7 puentes de Konigsburg .

1.3.2. Parametros de una red

Para modelar la red compleja existen tres importantes parametros a tomar en cuen-
ta, los cuales son [4,[48]:

» Longitud de camino promedio (L): Se define como el valor promedio de todas las
distancias de la siguiente forma.

2
L‘NWTEE%' (1.27)
Donde N es el nimero de nodos en la red y d;; la distancia minima de enlaces
recorridos del nodo 7 al j, como se ve en la Figura[l.8] Otro pardmetro importante
es el didametro D que es la distancia mas larga que existe entre todos los nodos,
es decir el valor de d;; mas grande.

» Coeficiente de agrupamiento o clustering (C): Es la probabilidad de que dos nodos
conectados directamente a un tercero sean vecinos entre ellos , en la Figura
1.9]se representa el coeficiente de agrupamiento el cual se define a continuacion.

2F;

Q:mmfny

(1.28)
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Figura 1.8: Ubicacién del enlace d en la red, donde en rojo, verde y amarillo se muestran
los diferentes caminos que enlazan al nodo ¢ con el j, siendo el enlace d el recorrido
més corto [4].

Donde Kj; es el niimero de nodos vecinos de ¢ y F; es el nimero de enlaces reales
existentes entre estos nodos.

Figura 1.9: Muestras de clustering en la red, donde en rojo se presentan 3 nodos

interconectados, pero no vecinos y en verde 3 nodos interconectados donde 2 son vecinos
[4].

= Distribucion de grado de nodo: El grado K; se define como el niimero total de
conexiones del nodo ¢. En la Figura se muestra cémo se define cada grado
en una red compleja. La distribucion de grado de los nodos en una red viene
dada por la funcién de distribucién P(k), que es la probabilidad de que un nodo
seleccionado de forma aleatoria tenga exactamente k enlaces.

1.3.3. Tipos de redes complejas

Después de que Eiiler desarrollard la teoria de grafos para el problema de los
siete puentes, el avance de los estudios en este ramo se detuvo hasta 1950, pero a partir
de ese momento comenzo su evolucién gracias también al avance de la tecnologia.

Existen varios tipos de redes complejas, algunas son: mundo pequeno, escala libre
y aleatoria. Donde la principal diferencia radica en la conexién entre nodos como se
puede apreciar en la Figura|l.11] En la red de mundo pequeno, dos nodos de la red se
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RELACION DISTANCIA

Amigos Grado 1
Amigos de Grado 2
tus amigos
Amigos d

HHBOS € Grado 3
los amigos

de tus amigos

Grado 4

Figura 1.10: Grafo de relaciones de amistad de una red social que muestra la relacion
entre enlaces y grados .

comunican por un camino de nodos intermedios relativamente pequeno. Para la red de
escala libre existen nodos con muchas conexiones y otros con muy pocas. Por ultimo
las redes aleatorias, no solo tienen conexiones de diferentes tamanos, sino que estas
conexiones varfan con el tiempo agregandose nuevos nodos a la red .

a) b) c)

Figura 1.11: Tipos de redes complejas: (a) mundo pequeno, (b) aleatoria y (c) escala
libre [4].
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Red aleatoria

También conocida como red de Erdos-Rényi fue desarrollada por dos matemati-
cos hingaros, Paul Erdés (1913-1996) y Alfréd Rényi (1921-1970), a finales de la década
de 1950, y se considera la primera teoria de grafos, rigurosa y completa sobre re-
des [4,48]. Esta teoria menciona que cada enlace esté presente o ausente con la misma
probabilidad, como se observa en la Figura m (b), por lo tanto, la distribucién de
grados corresponde a una topologia de Poisson como se muestra en la ecuacion .
Las redes del mundo real son en su mayoria son muy diferentes al grafo aleatorio en
sus distribuciones de grados. La distribucién de grados de Erdds-Rényi viene dada por
la siguiente ecuacién

P(K) = e "= (1.29)

Un inconveniente importante de los grafos aleatorios de Erdos-Rényi es la muy baja
probabilidad de presentar caracteristicas como triangulos y otras estructuras ciclicas
para un gran numero de nodos, lo que da como resultado un valor de coeficiente de
agrupamiento muy bajo. Esto es muy diferente a la mayoria de las redes complejas del
mundo real estudiadas empiricamente [43].

Red de mundo pequeno

Watts y Strogatz en 1998 propusieron un modelo simple que integra la caracteristica
de una pequena longitud de camino promedio de los grafos aleatorios con el gran
coeficiente de agrupamiento presentado por los grafos regulares, los cuales constituyen
la forma més simple de grafos donde todos los nodos tienen el mismo ntimero de nodos
vecinos [43].

Se puede generar una red de mundo pequeno Watts-Strogatz mediante el siguiente
algoritmo [48]:

1. Inicia con una red en forma de anillo con N nodos, en el que cada nodo esta
conectado a 2 % K vecinos, donde K > 0 es un ntmero entero (generalmente
pequeno).

2. Para cada par de nodos conectados en la red en forma de anillo, se vuelve a co-
nectar un enlace de tal manera que se mantenga un extremo, pero el otro extremo
se desconecte con probabilidad p y se conecte a un nodo elegido aleatoriamente
desde la red (siempre evitando los auto bucles y multiples enlaces). Esta ope-
raciéon de cableado se realiza enlace por enlace en la red en forma de anillo en
sentido horario (o antihorario) [4},48].

Claramente, el Paso 2 anterior introducird algunas conexiones de largo alcance.
Donde en el caso de que p = 0 se tiene una red regular (la red en forma de anillo
original), mientras que el caso de p = 1 corresponde a una clase de redes de grafos
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aleatorios de Erdos-Rényi. Por lo tanto, al ajustar el valor de p, se puede obtener una
transicién de una red completamente regular a una red de tipo aleatorio, como se ilustra
en la Figura(l1.12]

Regular Mundo pequefio Aleatorio

p:O p=1

Figura 1.12: Modificacion de una red tipo mundo pequeno variando la distribucién de
grado [47].

Red de escala libre

Una caracteristica comun de las redes de grafos aleatorios y de las redes de mundo
pequeno es que sus distribuciones de grado de nodo estan descritas por la distribucién
de Poisson. En particular, los nodos con grados muy altos no existen. Por esta razon,
este tipo de redes se llama redes homogéneas o exponenciales. Sin embargo, se ha
encontrado que muchas redes del mundo real, incluidas las tipicas como Internet, redes
metabdlicas, etc., no son redes homogéneas; En cambio, su conectividad es heterogénea.
Mas importante ain, sus distribuciones de grado de nodo tienen una forma de ley
de potencia como se ve en la ecuacién y son independientes de la escala de
conectividad, por lo que se las denomina redes de escala libre ,. Este modelo de
red fue implementado por Barabasi y Albert y es el modelo que mejor representa los
sistemas en evolucion.

P(K)=Ck™ (1.30)

1.4. Modelo matematico de una red compleja

Como se vio anteriormente el grafo es la representacién grafica de una red com-
pleja, pero esta representacion solo ayuda a tener una perspectiva mas clara del sistema
que se desea conocer. Al momento de modelar la red lo que se busca es tener una re-
presentacion matematica. Las matrices son la forma mas facil de representar una red,
puesto que pueden contener una gran informacion de forma clara y compacta. Por
ejemplo, una red de 3 nodos como la mostrada en la Figura se puede representar
como la matriz A donde a;; es el nimero de enlaces entre el nodo ¢ y j, y se

17



Capitulo 1. Marco tedrico

conoce como matriz Laplaciana que tiene solo valores de 0 o 1 dependiendo de si hay
(1) o no (0) conexion entre los nodos.

3 2

Figura 1.13: Ejemplo de red de 3 nodos, para la representacién en matriz de una red.

11 Aaiz2 Q12
A= |an an ays| =

e )

11

0 1]. (1.31)
asy azgx ass Lo
Asi como los sistemas dinamicos tienen su representacion matematica, una red

compleja también. Este modelo esta dado por los pardmetros de red, los cuales se
vieron a fondo en la seccién (1.8.2) y se representa con la ecuacion (3.6)).

N
Fi=f(x:)+c > ayTL, i=12-- N, (1.32)
=1, j#i
donde N es el niimero de nodos, f(z;) es la funcién del sistema, I' es la matriz de
acoplamientos internos con valores de 1 o 0 que indica si hay o no acoplamiento, a;;
representa las conexiones entre nodos i y 7, ¢ es la fuerza de acoplamiento y L es la
matriz Laplaciana que representa la diferencia entre el nodo vecino y el nodo actual

(IL’j — .TZ)

18



Capitulo 2

Analisis de los sistemas bioldgicos

Un modelo es una representacion simplificada de un sistema. Puede ser conceptual,
verbal, gréfico, fisico o formal (matemético). Para el estudio de los sistemas y su imple-
mentacién en una red compleja se necesita la representacion del sistema en un modelo
matemadtico [69]. Existen una gran cantidad de sistemas los cuales representan compor-
tamientos sociales, quimicos, fisicos, biolégicos, eléctricos entre otros, incluso existen
modelos matematicos que no representan sistemas reales pero que son ttiles para rea-
lizar estudios [12,/14,|39,/40} 46|, 56]. Los sistemas en la naturaleza son muy complejos y
dificiles de modelar, por lo que requieren un gran estudio que se basa en la observacion
y experimentacion para ser avalados, puesto que deben representar el comportamiento
de un sistema real lo mas fiel posible, aun asf es dificil igualar al sistema real por lo que
se busca el sistema cuyos errores sean minimos [44,56,/69] por lo tanto estos sistemas
tienen un comportamiento no lineal y variante en el tiempo que se representa mediante
ecuaciones diferenciales.

2.1. Modelo de evolucion de células tumorales de
orden fraccionario con retardos temporales

2.1.1. Antecedentes y descripcién del modelo biolégico

El cancer representa un conjunto de enfermedades relacionadas. En donde algunas
de las células del cuerpo empiezan a dividirse sin detenerse y se extienden a los tejidos
cercanos |15.|16].

El cancer puede surgir practicamente en cualquier lugar del cuerpo humano. Nor-
malmente, las células crecen y se dividen para formar nuevas células y cuando enve-
jecen o se danan, mueren, y células nuevas las remplazan. Sin embargo, en el cancer
este proceso se descontrola de tal forma que las células viejas o danadas sobreviven
cuando deberian morir y células nuevas se forman cuando no son necesarias. Estas
células adicionales pueden dividirse sin interrupcién llegando a formar masas llamadas
tumores [15]16].
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El cdncer es un mal que en los ultimos anos se ve con mayor regularidad, tan solo
en México de 2011 a 2016, dos de cada 100 000 habitantes de 0 a 17 anos fallecen
anualmente por un tumor en érganos hematopoyéticos (conformado entre otros, por
la leucemia). Entre los jovenes de 18 a 29 anos, mueren tres de cada 100 000 hombres
contra dos de cada 100 000 mujeres. Tres de cada 10 muertes por cancer en la poblacién
de 30 a 59 anos, son consecuencia del cancer en érganos digestivos. Para la poblaciéon
de 60 anos y mas, cuatro de cada 10 defunciones por cancer en mujeres se deben a
tumor en 6rganos digestivos, contra tres de cada 10 en varones. Respecto al cancer de
mama, en 2016 se observaron 16 defunciones por cada 100 000 mujeres de 20 anos y
mas [28]. El céncer es la principal causa de muerte a nivel mundial, en 2015 provocd
aproximadamente 8.8 millones de defunciones.

Por lo anterior, en el presente trabajo se analiza el modelo matematico propuesto
por Subhas Khajanchi et al [49] que describe la evolucién de las células tumorales
para posteriormente proponer un orden fraccional tomando en cuenta el andlisis de
estabilidad y diagramas de bifurcaciéon. Esto debido a que el calculo fraccional ha
demostrado resultados mas cercanos a la realidad al igual que la consideracion de
retardos temporales puesto que ambos integran un efecto de memoria [23},36,37,41].

2.1.2. Descripcion del modelo matematico

Se propone un modelo de poblacion de células tumorales e inmunes descrito por
Subhas Khajanchi et al que describe fenémenos clinicos observados, como el desliza-
miento, las oscilaciones en el tamano del tumor, la remisién y recurrencia tumoral. El
modelo incluye células inmunes cuyo crecimiento puede ser estimulado por la presencia
del tumor y que puede destruir las células tumorales a través del sistema inmune, pero,
aunque la presencia de un tumor sea detectada no implica necesariamente que el tumor
ha escapado por completo de la supervision del sistema inmune. Es completamente po-
sible que la respuesta del sistema inmune no sea suficiente para combatir por completo
el rapido crecimiento de la poblacion de células tumorales y el eventual desarrollo en
un tumor [19}49].

A continuacion, se presenta el modelo matematico propuesto por Subhas Khajanchi
et al [49] que describe cémo las células tumorales (T') evolucionan y sobreviven al
breve encuentro con el sistema inmune, mediado por las células efectoras (F) y las
células huésped (H). Las células inmunes efectoras son elementos importantes en el
sistema inmune puesto que destruyen las células tumorales a través de un proceso
cinético por el cual las células tumorales entran en contacto con las células efectoras
y las hacen funcionalmente inactivas. Ademas, las células tumorales secretan citocinas
inmunosupresoras (TGF-$3), prostaglandina (E2), IL-10, etc., que pueden estimular la
proliferacion de células tumorales. Por lo tanto, instantaneamente, las células efectoras
no pueden destruir las células tumorales, por lo que hay un intervalo de tiempo entre
la desactivacién de las células tumorales por las células efectoras inmunes dado [49).
Para comprender lo anterior, esta interaccion entre células se representa en la Figura

2.1
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J . ACélulasdelsistema
Q r O

1 " inmune
Retardo / \ 4

temporal

Células normales Células tumorales

Figura 2.1: Imagen que muestra la interaccion de las células tumorales y el retardo
temporal 7 que presentan las células inmunes ante la parecencia de células tumorales.

El intervalo de tiempo de respuesta puede considerarse como un retraso de inter-
accién, por lo que se genera el modelo matematico de la ecuacién (2.1) que integra en
retardo temporal con la finalidad de representar mejor al sistema real.

dx prz

fzi_t_ g4z Plt=m) —da,

g—i =ay(l —y) — nyz, 21)
z

dat 2(1—2z) = Pox(t —7)2(t — 7) — n2yz.

Los pardmetros del modelo se muestran en la Tabla[2.1] donde ademds x representa
las células inmunes efectoras F, y representa la poblacion de células huésped o nor-
males H y z la poblacion de células tumorales T' y se asumen las condiciones iniciales
[2(0),y(0), 2(0)] = [0.1,0.55,0.12] que representan una etapa en la que hay una poca
cantidad de células tumorales .

Teniendo el modelo matematico se hizo uso de la herramienta de MATLAB pa-
ra obtener los diagramas de series de tiempo y fase mediante el método de solucién
numérica de Euler con retardo, obtenido los resultados de la Figura 2.2] los cuales
pueden ser validados en el documento “The influence of time delay in a chaotic cancer
model” [49].

21



Capitulo 2. Analisis de los sistemas bioldgicos

Tabla 2.1: Parametros del modelo matematico de evolucién de células tumorales.

Parametros Definiciéon Valores

Tiempo entre la desactivacion de las
T . . 0.12
células tumorales por las células efectoras

p Maximo reclutamiento de células efectoras 4.5

Coeficiente de precipitacion de las células
inmunes

1.0

Fracciones de células inmunes destruidas

b por células tumorales 0.2

Tasa de descomposicion de las células

o . 0.5
efectoras inmunes
Tasa de proliferacién de las células
e} . 0.5
huésped
Muerte fraccionada de células huésped 15
n por células tumorales '
B2 Tasa de inactivacion de células tumorales 2.5
Tasa de desactivacion de las células
2 1.0

tumorales

) g;g;}‘\\\\“\““H‘“W‘\‘\_\!‘\‘*M‘l“
1 tlempo
> 0.5p/ A W
"o w0, S0 1200
tiempo
N §g ‘\“I‘ \“‘ ‘I‘v‘ “\I"“‘ \I“‘ H\I‘ ““[
0 OJ\/////,,:u/,uzlv:‘bjo/;w'/./,“‘J/J_ét‘)fo/w//(h//«/s‘i‘ 00
tiempo
(a) (b)

Figura 2.2: Evolucién en el tiempo de las células huésped y, tumorales z y efectoras x
con 7 = 0.12 (a) y atractor del modelo que describe la evolucién de las células tumorales
en orden entero (b).
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Este modelo exhibe oscilaciones aperiddicas, asi como un comportamiento cadtico
como se muestra en la Figura[2.2] para este sistema dicho comportamiento es indicador
de una evolucién tumoral a largo plazo [19,49].

2.1.3. Modelo de orden fraccionario propuesto

Existen varias definiciones para generar funciones de orden fraccionario entre las
que destacan la de Griinwald-Letnikov, Riemann-Lioville y Caputo, para el presente
documento se consideré el método de solucién numérica derivado de la definicién de
Griinwald-Letnikov (2.2), debido a que ocupa un efecto de memoria [3}[70].

k
_ i d
et DEL )~ 70 S () ). (2:2)
=0
Donde ¢ es el orden fraccionario, L'm es el tamano de memoria, t;, = kh, h es el
paso de integracién y (—1)7 (;1) son los coeficientes binomiales ng) (j =0,1,---). Los
cuales se calculan con la siguiente expresién [3,70]:

1
=1, o= (1 T q> A9 (2.3)

j =t

Entonces la soluciéon numérica general de una ecuacién diferencial con retardos de
la forma D}z (t) = f(x(t,t — 7)), puede ser expresada como

T(tpsr) = fla(ty, te — 7))h? — Z D (t—;). (2.4)

Para el término de memoria expresado por la suma, es usado un principio de memoria
corta que dice que v = 1 para k < (Lm/h) y v = k — (Lm/h) para k > (Lm/h), en
caso de requerir memoria completa v = 1.

Como el presente caso trata un sistema de orden fraccionario con retardo, Lm debe
tener un valor que sea multiplo del retardo 7 y 7 = h(t,), donde ¢, es el tamano de 7
y representa el nimero de pasos hacia atras en la memoria [1}3}41].

Tomando en cuenta la definicién anterior, el modelo de la ecuacion se repre-
senta en orden fraccionario como en la ecuacion (2.5))

pTZ
Dlx(t) =
falr) = L2

— pfrx(t — 1) — oz,
Diy(t) = ay(1l —y) — nyz,
Diz(t) = 2(1 — 2z) — Pax(t — 7)2(t — 7) — Y2yz.

Por lo tanto la representaciéon de la solucién numérica del sistema de evolucion de
células tumorales, de acuerdo con la definicién de Griinwald-Letnikov (2.2)) se presenta

en la ecuacién ((2.6]).

(2.5)
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k

x(tgr1) = ( pr= frz(t —71) — (5.75) hi — ch.q)x(tk,j),

g+z o
k
Y(trsr) = (ay(l —y) — nyz) b — Z Py(ty—y), (2.6)
2(trs1) = (2(1 = 2) = Bom(t — 7)2(t — 7) — Yayz) AT — Z A2t y),

donde se propone h = 0.01 por ser multiplo de 7 = 0.12 y ¢ sera propuesto a partir
del andlisis de estabilidad y diagramas de bifurcacion.

2.1.4. Analisis del modelo fraccionario

En esta seccién se presentan algunas de las propiedades analizadas del sistema
de orden fraccionario de la ecuacion ([2.5)), entre las que se encuentran los puntos de
equilibrio, valores propios y diagramas de bifurcacion.

Diagramas de bifurcacion

Como se ha mostrado anteriormente las graficas de tiempo y fase del modelo de la
evolucion de células tumorales presentan un comportamiento aparentemente cadtico.
A continuacién se implementaron diagramas de bifurcacién para analizar cémo afec-
tan ciertos cambios en los pardmetros al sistema con r = /y(t;)? + 2(t)? que es la
distancia por cada cruce de x(x) en el mapa de Poincaré. De acuerdo con el modelo
de células tumorales, se estudio cuales parametros pueden presentar variaciones en el
sistema real para realizar sus correspondientes diagramas de bifurcacién y asi poder se-
leccionar los valores de los parametros que se implementaran en el modelo fraccionario.
De acuerdo con los articulos [19-22,/49] los parametros 7 31,0,71, p y o pueden presen-
tar variaciones entre pacientes, por lo tanto se realizaron los diagramas de bifurcacién
correspondientes a cada parametro con g = 1.

Del diagrama de bifurcacién de la Figura (a) se puede observar que las dreas
donde existe una mayor dispersién de puntos son las regiones donde es posible encontrar
caos, esto quiere decir que hay valores del retardo 7 para los cuales el sistema presenta
0 no, un comportamiento cadtico. Lo mismo sucede cuando se incrementa la tasa de
inhibicién 3; de las células efectoras, de acuerdo con la Figura[2.3](b) el modelo presenta
un comportamiento cadtico entre menor sea el valor de f;.

En la Figura y Figura se observan los diagramas de bifurcacion correspon-
dientes a 9, 71, p y « respectivamente para d y ; se puede ver que aparentemente
existe un comportamiento cadtico mientras menor sea su valor, mientras que para p y
a el comportamiento cadtico se presenta mientras su valor incrementa.
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Figura 2.3: Diagramas de bifurcaciéon con 0 < 7 > 0.25 (a) y 0 < 51 > 0.8 (b) con los
valores descritos en la Tabla2.1]y ¢ = 1.

0.2
35 4 4.5 5 55 6 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Figura 2.5: Diagramas de bifurcacién con 3.5 < p > 6 (a) y 0.4 < a > 0.8 (b) con los
valores descritos en la Tabla2.1]y ¢ = 1.

Una vez realizados los diagramas de bifurcacion de los pardametros del modelo de
células tumorales, se seleccionan los valores que se ocuparan en el sistema fraccionario
, como los valores descritos en la Tabla cumplen con generar un compor-
tamiento cadtico, se usan los mismos para el sistema de orden fraccionario. Pero es
necesario seleccionar un orden fraccionario por lo que también se realizé un diagrama
de bifurcacion para estimar valor del orden fraccionario g.
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0.9 0.9

01 0.3
0.4 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.8 1 12 14 16 18 2

Figura 2.4: Diagramas de bifurcacién con 0.4 < 6 > 0.65 (a) y 0.8 <3 > 2 (b) con los
valores descritos en la Tabla2.1]y ¢ = 1.

0.65 0.56
06

0.55

045

041

0.35 0.36
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

Figura 2.6: Diagramas de bifurcacién variando el orden fraccionario ¢ de 0.95 a 1 con
los valores descritos en la Tabla 2.1, 7 = 0.12 para (a) y 7 = 0 para (b).

En la Figura (a) se muestra que mientras el orden fraccionario ¢ se acerca a
1 el sistema presenta un comportamiento cadtico. En la Figura (b) se vuelve a
realizar un diagrama de bifurcacién para ¢ pero en esta ocasion con 7 = 0, esto con el
fin de observar si el retardo 7 modifica el modelo fraccional. Se puede observar que si
no existe un retardo 7 en el sistema de orden fraccional no es posible que presente un
comportamiento cadtico, lo que quiere decir que hubo una pronta respuesta del sistema
inmune, mientras que si existe un retardo 7, existe una regién aproximada de 0.998 — 1
de valores en el orden fraccional ¢ donde es posible que presente caos, lo que se traduce
en un retardo en la repuesta del sistema inmune insuficiente para actuar eficientemente
contra el desarrollo de las células tumorales [19[20,49].

Es necesario senalar que para los diagramas de bifurcacion realizados se usaron
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condiciones iniciales aleatorias cercanas a las condiciones iniciales descritas por Subhas
Khajanchi et al para cada mapa de Poincaré, esto con el fin de tomar en cuenta
que los sistemas caodticos son altamente sensibles a las condiciones iniciales, pero como
se menciono en la seccién aunque las condiciones iniciales afecten al sistema, al
transcurso de un periodo largo de tiempo el sistema converge al mismo atractor, por
lo que se desprecié un transitorio del 50 % para realizar los diagramas de bifurcacién
mostrados en esta seccién.

Dado que el modelo propuesto ain no tiene asignado un valor para el orden frac-
cionario ¢, este se propuso a partir los resultados del diagrama de bifurcacién de la
Figura [2.6, puesto que con 7 = 0 no es posible que el sistema presente un comporta-
miento cadtico, por lo que se seleccioné un valor arbitrario de ¢ dentro del intervalo
0.998 > ¢ < 1, seleccionando ¢ = 0.9988.

S TN TN TN TR INVTVAARN

40 600 800 1000 0.6

1 | | ] 0.4

Figura 2.7: Series de tiempo (a) y fase (b) del sistema fraccionario propuesto con
q = 0.9988, 7 = 0.12 y los pardmetros descritos en la Tabla [2.1]

Como se puede ver de la Figura con ¢ = 0.9988 y 7 = 0.12 el sistema de orden
fraccionario con retardo propuesto presenta un comportamiento cadtico, mientras que
con ¢ = 0.9988 y 7 = 0 el sistema presenta un comportamiento periddico, como se
muestra en la Figura [2.8
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gnnnon

40

Figura 2.8: Series de tiempo (a) y fase (b) del sistema fraccionario propuesto con
g = 0.9988, 7 = 0 y los pardmetros descritos en la Tabla .

También es posible analizar el efecto que tiene el retardo 7 en el modelo propuesto
una vez fijado un valor para el orden fraccionario arbitrario ¢ = 0.9988 como se ve en
la Figura , que indica que con un retraso temporal (0.1 < 7 < 0.153) en la respuesta
inmune, el tumor puede desarrollarse a un nivel mas hostil, ya que en esta zona hay
presencia de caos lo que se puede corroborar con los resultados de la Figura

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacién sistema fraccionario propuesto (2.10) con ¢ =
0.9988, 0 > 7 < 0.25 y los parametros descritos en la Tabla [2.1]

De lo anterior se puede observar que al variar algunos de los parametros del siste-
ma en un amplio rango, la interaccion entre el sistema inmune y el tumor demuestra
dindmicas complejas como comportamientos peridédicos regulares, irregulares y aleato-
rios como escenarios cadticos o de alta periodicidad. De acuerdo a Subhas Khajanchi
et al, los comportamientos periddicos regulares indican un proceso de equilibrio donde
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el sistema inmune controla la evolucion de las células tumorales, mientras la aparicion
de un comportamiento desordenado indica que el tumor puede desarrollarse a un nivel
mas hostil, este ultimo es el comportamiento que se busca puesto que es importante
analizar el sistema en su estado hostil con el fin de proponer métodos que contrarresten
este estado.

Estabilidad asintdtica

Resolviendo f(z,y,z) = 0 donde f(x,y,z) es el sistema de evolucién de células
tumorales dado por el modelo matemético de la ecuacion ([2.5)),se obtienen los puntos
de equilibrio.

Posteriormente, se obtiene la estabilidad asintotica local de los puntos de equilibrio
calculando la matriz jacobiana Jg en la cual serdn sustituidos cada uno de los puntos
de equilibrio, la cual se deriva de la ecuacién ((2.7)) |1,/41]:

Tz — M| = 0. (2.7)

Donde Jg = Jy + e’ J., Jy es la matriz jacobiana del sistema de evolucién de
células tumorales para un retardo 7 = 0, J, es la matriz jacobiana para el sistema
con 7 = 0.12, [ es la matriz identidad y \; representa los valores propios del punto de
equilibrio. Por lo tanto se obtuvo la siguiente la matriz jacobiana Jg:

J11 0 J13
JE = 0 JQQ J23 . (28)
J31 Jza Js3
9z* 2*e~MT 1 9z* xre N7 9™ z*
onde I = 5 5 27713 = 9 19 5 20 + 1)z 72
1—3z* . —3y* —52*6_)‘“— i} _51,*6—)\,—7 .
—y, Jag = —y>J31 = T’Jw =2 yJz= 1_2Z*_T_y :

estos resultados se obtuvieron con los valores de los parametros indicados en la Tabla
2.1 donde z*,y* y z* son los puntos de equilibrio.

Por lo tanto lo puntos de equilibrio y estabilidad del sistema de evolucién de células
tumorales se presentan en la Tabla [71].
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Tabla 2.2: Estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema de evolucion de células
tumorales.

Puntos de equilibrio Valores propios Estabilidad

)\1 - —05, .
B\ = (0,0,0) Ao = 0.5, P‘;I?g‘i)cslga’
A3 =1.0 )
A = —0.5,
Ey =(0,1,0) Ay = —0.5, No hiperbdlico
)\3 == O
A = —1,0, ,
Es = (0,0,1) Ao = —1.0, P?ggfcsﬂlla’
A3 = 1.5846 i
A = 0.3012, .
Ey = (0.3470,0,0.1325) Ay = 0.3012, NOd;é?fst:?ble’
A3 = 0.3012 -
A = —27.8012,
Es = (—7.1470,0, 18.8675) Ay = —27.8012, Nofrf’diej;ag’le’
A3 = —27.8012 -
A = —0.5014,
Ee = (0.1060,0.6025,0.1325) A, = —0.5014, Nofidiesetagﬂe’
A3 = —0.5014 i

Como todos los valores propios no tienen parte imaginaria no es posible determinar
el orden fraccionario minimo ¢, dado que los sistemas de orden fraccionario pueden ser
estables para ciertos valores del lado derecho del plano complejo [3,71].

2.2. Modelo del sistema regulador glucosa-insulina
de orden fraccionario con retardos temporales

2.2.1. Antecedentes y descripcién del modelo biolégico

La diabetes técnicamente llamada diabetes mellitus, es un grupo de enfermedades
caracterizadas por trastornos en los procesos metabdlicos del cuerpo humano, en los
que se interrumpe el mecanismo de control del nivel de azicar en la sangre. En estos
casos la insulina, el elemento principal de control no se secreta o las células del cuerpo
ignoran su presencia [24}26,27].

Diversos procesos patologicos estan involucrados en el desarrollo de diabetes me-
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llitus, aunque la gran mayoria de los casos pueden incluirse en dos categorias. En la
primera de ellas, diabetes mellitus tipo 1, donde la causa es una deficiencia absoluta
en la secrecion de insulina, a menudo con evidencia de destruccién autoinmune de las
células pancredticas. En la segunda categoria y mucho mas prevalente esta la diabe-
tes mellitus tipo 2, donde la causa es una combinacién de resistencia a la accion de
la insulina (generalmente asociada a obesidad) y una inadecuada respuesta secretora
compensatoria [24}26-28].

La glucemia es la medida de concentracion de glucosa libre en la sangre, un alto
nivel de glucemia aparece cuando el organismo no cuenta con la suficiente cantidad de
insulina o cuando la cantidad de insulina es muy escasa, a este proceso derivado de
la diabetes se le llama técnicamente hiperglucemia que se caracteriza por altos niveles
de azucar en la sangre. La hiperglucemia crénica se asocia con lesiones a largo plazo
en diversos 6rganos, particularmente ojos, rinén, nervios, vasos sanguineos y corazon.
Si la hiperglucemia no es tratada puede conllevar a sufrir a una afeccién denominada
cetoacidosis (coma diabético) la cual puede provocar la muerte.

Por lo contrario, la hipoglucemia también conocida como bajo nivel de glucosa o de
azucar en la sangre, ocurre cuando el nivel de glucosa en la sangre cae por debajo de lo
normal. Para muchas personas con diabetes, eso se refiere a un nivel de 70 miligramos
por decilitro (mg/dL) o menos. La hipoglucemia puede ser un efecto secundario de la
insulina y otros tipos de medicinas para la diabetes que ayudan al cuerpo a crear mas
insulina.

A continuacion, se presentan algunos datos estadisticos sobre la poblacion diagnos-
ticada con esta enfermedad en México, donde datos recabados de la Encuesta Nacional
de Salud (ENSA) 2000, la Encuesta Nacional de Salud y Nutricién (ENSANUT) 2006,
2012 y MC 2016, muestran que la prevalencia de diabetes por diagndstico previo ha
aumentado con una tendencia anual positiva de 2.7 %. En 2016, la prevalencia de dia-
betes fue de 9.4 % mayor respecto a la de 2012 y al menos en México hasta el 2016
habia poco méas de 6.4 millones de personas diagnosticadas con diabetes, cerca de 60
000 més que en 2012 [28].

El 48.1% de las personas con diabetes tiene adicionalmente diagndstico previo de
hipertensién. Esta prevalencia aumenta a 50.4 %, si viven en dreas urbanas, y a 60 %, si
tienen 60 anos o més de edad. El 50.4 % de las personas con diabetes también presentan
diagndstico médico previo de colesterol alto, que aumenta a 52.6 %, si viven en zonas
rurales, y a 55.5 %, si tienen entre 40 y 59 anos de edad. El 40.4 % de las personas con
diabetes tienen ademads obesidad; esta prevalencia aumenta a 49.7 % si tienen entre 40
y 59 anos de edad [28].

La dindmica de la interaccion entre la generacion de glucosa-insulina es un tema de
gran importancia tanto para matematicos como para médicos, debido al aumento de
poblacién con diabetes al igual que al aumento de personas con obesidad e hipertensién
ya que son personas propensas a padecer esta enfermedad [26]27]. Por lo tanto, un
modelo biolégico que describa la dindmica del sistema regulador de insulina glucosa
podria ayudar a hacer predicciones confiables y estudios hacia un tratamiento efectivo
de la diabetes mellitus y una regulacion eficiente del mecanismo de retroalimentacion

31



Capitulo 2. Analisis de los sistemas bioldgicos

de insulina glucosa, algunos trabajos acerca de este tema son los descritos por Sadeghi
et al., Lenbury et al., J. S. Bajaj et al. y Sarika et al. [26}31][32/[35].

Por lo tanto, en el presente trabajo se analiza el modelo matematico de ecuaciones
diferenciales con retardo propuesto por Sadeghi et al. que describe el comportamiento
dindmico del sistema de regulador glucosa-insulina que involucra a las células S e
incorpora dos retardos de tiempo, uno para la generacién de insulina y el otro para la
deteccion de glucosa .

Se propone ampliar el modelo descrito por Sadeghi et al. a orden fraccionario
debido a que la implementacion del calculo fraccionario el cual es el estudio de derivadas
e integrales de orden no entero a demostrado comportamientos nuevos en los sistemas
que no son posibles de ver en los sistemas de orden entero y que resultan mas fieles a

la dindmica real de estos sistemas ,,,,.

2.2.2. Descripcion del modelo matematico

retardo 7;
Higado
Infusién de glucosa: El higado Pancreas retardo 7,

ingestion de comida, convierte el

ingesta oral, glucGgeno en {Julas A 3
; ¥ secrecién
infusién constante glucosa celulas crecic
de insulina
I produccion
de insulina
produccion la glucosa
de glucosa controla la insulina
Y —/ secrecién de
glucosa insulina
utilizacién aclaramiento
de glucosa la insulina de insulina
ayuda a las
L J células a
inde ie dependientes i »
1ndcpe d}onte pendies / consumir la degradacién
de insulina: de insulina: glucosa : ;
, . de insulina:
células cerebrales células grasas ‘
receptor, enzimas
y otras y otras

y otras

Figura 2.10: Descripcion grafica del modelo que describe el control de glucosa-insulina.

El modelo descrito en el articulo “A Nowel Approach to Numerical Modeling of Me-
tabolic System: Investigation of Chaotic Behavior in Diabetes Mellitus” de Sadeghi et
al. incorpora retardos temporales en un modelo del sistema regulador glucosa-insulina
el cual describe al control primario de la secrecién de insulina como un sistema de
retroalimentacion negativa dirigida entre las células § pancreaticas y la concentracion
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de glucosa en la sangre que fluye hacia ellas, como se muestra en la Figura Un
nivel elevado de glucosa en sangre, como durante la ingesta de una comida, estimula
directamente a las células  para sintetizar y liberar insulina. El aumento del nivel de
insulina, a su vez, reduce el nivel de glucosa en plasma a la normalidad, promoviendo
el uso y almacenamiento de nutrientes. Por el contrario, una caida de la glucosa en san-
gre por debajo de lo normal, como durante el ayuno, inhibe directamente la secrecién
de insulina. La disminucion de la tasa de secrecion de insulina desplaza el metabolis-
mo de la fase de absorcién a la fase post-absorcion. Por lo tanto, este simple sistema
de retroalimentacién negativa puede mantener un suministro relativamente constante
de glucosa a los tejidos esencialmente sin requerir la participacién de nervios u otras
hormonas [26].

Tabla 2.3: Tabla de parametros del modelo matematico del sistema regulador glucosa-
insulina.

Parametros Valores

T 0.472
T9 0.25
Rs 0.82
Ry 0.6
Rs 0.3
Rg 0.3
Ry 0.2
m 1.42
N 1.27
T 1.5
c1 0.1
Cy 0.8

El modelo matematico del sistema regulador glucosa-insulina descrito por Sadeghi
et al. se muestra en la ecuacién (2.9) el cual estd basado en el modelo propuesto por
Chuedoung et al [34], Bajaj et al [35] y el modelo de Sarika et al [32].

d
=iyt =72t = 7)) — e+ ezt - 7,),
gy B RgN

g 2

i Rs(y —y)(T — 2) + Rez(T — z) — Rzz,

- R4ZL‘(t - Ti) + CQ, (29)
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donde z(t) es la concentracién de insulina, y(t) es la concentracién de glucosa, z(t)
es el numero de células § y ¢ es la diferencia entre el nivel de glucosa en ayunas y su
nivel basal, 7, = 0.56 es el retraso en la secrecién de insulina en respuesta al aumento
del nivel de glucosa en sangre y 7; = 0.05 es el retraso en la caida de glucosa debido al
aumento del nivel de insulina, donde un mal funcionamiento en el ajuste de cualquiera
de los dos retardos temporales de tiempo puede conducir a una pérdida de estabilidad
que podria resultar en que el nivel de glucosa en sangre se vuelva drasticamente alto
(hiperglucemia) o extremadamente bajo (hipoglucemia), 1,79, +, R7,¢1 y Co son cons-
tantes de velocidad, N es el niimero normal de células y T es la densidad total de las
células divisorias y no divisorias que se supone constante [25,31.34] .

Dado el valor de los pardmetros de la Tabla[2.3]y las condiciones iniciales [x(0), y(0),
2(0)] = [6.03,1.79, 0.82] se realizaron los diagramas que muestran la dindmica no lineal
del modelo de ecuaciones diferenciales (2.9)) obteniendo los resultados de la Figura .

6 -

600 t(::i(; | 800 1o
R
t(min)
IO e ™

(a) (b)

Figura 2.11: Evolucién en el tiempo (a) y fase (b) de la concentracién de insulina
(x),glucosa (y) y células § (z) con 7, = 0.05 y 7, = 0.56.

2.2.3. Modelo de orden fraccionario propuesto

Tomando en cuenta la representacion de derivada fraccionaria, el modelo de la
ecuacion ([2.9) se representa en orden fraccionario de la siguiente forma:

Diz(t) = ry(t — 1p)z(t — 175) — rox + c12(t — 7,),

N
Dify(t) = RZ — Ryx(t —7;) + Oy, (2.10)
Diz(t) = Rs(y —y)(T — 2) + Re2(T — 2) — Ryz.

Por lo tanto la representacion de la solucién numérica del sistema regulador glucosa-
insulina, de acuerdo con la definiciéon de Griinwald-Letnikov de la ecuacién (2.2) se

presenta en la ecuacién ([2.11]).
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k
) = (ry(t — 7)2(t = 75) — oz + erz(t — 7)) b =Y P a(tyy),
Jj=v

N W
y(tk+1) = > — R4x(t — 7'2‘) + CQ h? — ZC]- y(tk,j), (211)
Jj=v i
(i) = (Rs(y — 9)(T — 2) + Rex(T — 2) — Ryz) ht =y e\ (ty_;),
Jj=v

donde h = 0.01 por ser multiplo de 7; = 0.05 y 7, = 0.56 ademas de que ¢ sera
propuesto a partir del andlisis de estabilidad y diagramas de bifurcacion.

2.2.4. Analisis del modelo fraccionario
Diagramas de bifurcacién

Dado que el modelo de ecuaciones presenta un comportamiento periédico
con 7, = 0.56 y 7; = 0.05, lo que se traduce en un buen funcionamiento del sistema
regulador glucosa-insulina y lo que se busca es un comportamiento caotico, ya que
segin Sadeghi et al este comportamiento representa un sistema enfermo [26,[34]. Por
lo tanto se propone un nuevo valor para 7, y 7; en base a diagramas de bifurcacién
donde r = /y(tx)? + z(tx)? y es la distancia para cada cruce de z(f;) a través de una
superficie de Poincaré [67].

101 101
8 8
- 6 - '
47 i
2 : 2
1.5 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3
T. T
i g
(a) (b)

Figura 2.12: (a) Diagrama de bifurcacién variando 7; con los pardametros descritos en
la Tabla , 7, = 0.56 y ¢ = 1, (b) diagrama de bifurcacién variando 7, con los
pardmetros descritos en la Tabla[2.3] 7; = 2.55 y ¢ = 1.
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Como se puede observar en la Figuram (a) el sistema muestra un comportamiento
periddico para el valor de 7; = 0.05, se observa que mientras el valor de 7; aumenta el
sistema presenta un comportamiento aparentemente cadtico. Por lo tanto, se propone
un nuevo valor para 7; = 2.55 debido a que el estudio de Forrest et al muestra que
para ninos con desnutricién el retardo temporal 7; puede ser de hasta 10 minutos y el
valor propuesto se encuentra dentro de este rango ademas de que cumple con producir
un comportamiento caético |74].

De la misma forma se puede estimar un valor para ¢, realizando el diagrama de
bifurcacién correspondiente obteniendo la Figura [2.13] Donde se puede observar un
comportamiento cadtico para valores cercanos a 0.95 por lo que se propone un valor
aleatorio de ¢ = 0.964.

10

Nlroudananniota s ot s et st

0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 2.13: Diagrama de bifurcacién variando ¢ con los pardmetros descritos en la
Tabla2.3| 7, = 0.56 y 7; = 2.55.

Con el valor del orden fraccionario seleccionado se realizaron nuevamente los dia-
gramas de bifurcacién para los retardos temporales 7; y 7, que se muestran el la Figura
2.14] (a) y (b) donde se observa que la regién en la que el sistema fraccionario presenta
un comportamiento cadtico incremento a comparacion de los resultados de la Figura
212

Por lo tanto, dados los resultados obtenidos de los diagramas de bifurcaciéon ante-
riores, se puede concluir que los valores de los parametros propuestos para el modelo
de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario descritos en Tabla ademas
de 7, = 0.56, 7; = 2.55 y ¢ = 0.964 cumplen con producir un comportamiento cadtico
en el sistema.

Estabilidad asintdtica

A continuacién, se muestra el andlisis de estabilidad correspondiente al modelo de
orden fraccionario propuesto.
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Figura 2.14: (a) Diagrama de bifurcacién variando 7; con los pardametros descritos en
la Tabla , 7, = 0.56 y ¢ = 0.964, (b) diagrama de bifurcacién variando 7, con los
parametros descritos en la Tabla , 7; = 2.55 y ¢ = 0.964.

Se calculan los puntos de equilibrio resolviendo f(x,y,z) = 0 siendo f(z,y,z) el
sistema regulador glucosa-insulina de la ecuacién obteniendo los puntos de equi-
librio By = (—1.9691,1.7726, —0.5256) y Es = (3.1871,1.5910, 0.9363).

Posteriormente se obtiene la estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio
del sistema regulador de glucosa-insulina de la ecuacion . Calculando A; dela
ecuacion , por lo tanto primero se resuelve la matriz jacobiana Jg en la cual
serdn sustituidos cada uno de los puntos de equilibrio [1}[41}142]:

T — N, (2.12)

donde Jg = Jy + e’\”JTm., Jo es la matriz jacobiana del sistema para un retardo
7 =0, J;, - es la matriz jacobiana para el sistema con 7, = 0.56 y 7; = 2.55, [ la
matriz identidad y \; los valores propios para cada punto de equilibrio. De lo anterior
se obtuvo la siguiente la matriz jacobiana Jg:

Jii Jiz Jis
Je=|Ja 0 Joz|, (2.13)
0 Jz Js3
1 59z%e i e (B9 1 3e M
CODJH__ZL’JIQ—T’JB_Q <E+E)7J21—— 5 ,Jog =
5207 9 3z* 169 3z* 3y*

" 50002*2° Ja2 = 20 E y Js3 : ﬁ BT estos resultados se obtuvieron
con los valores de los parametros indicados en la Tabla donde z*,y* y z* son los

puntos de equilibrio dados por £* = x*, y*, 2* y \; son los valores propios.
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Dados los puntos de equilibrio se desarrollé la ecuacion (2.12)) obteniendo dos ecua-
ciones para cada punto de equilibrio.
Para E;:

— A2+ 0.2006)% — 0.4099¢ 956X c=255% _ 9 176\ + 0.1488\e 096272552 _ (. 5728 = 0.
(2.14)
Para FEs:

— 22— 0.6131\% — 0.2917)\ — 0.1826e 05622554 _ () 2652 \e 09622552 _ ().05022 = 0.
(2.15)
Resolviendo la ecuacion ([2.14]) y (2.15) se obtienen los valores propios \;,i = 1,2

con los cuales se puede determinar la estabilidad de cada punto de equilibrio, como
muestra la Tabla [71].

Tabla 2.4: Estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema regulador glucosa-insulina.

Puntos de equilibrio Valores propios Estabilidad

Ap = 0.2179 + 1.19044,
By = (—1.9691, 1.7726, —0.5256) A» = —0.2972 + 0.4954i,  No hiperbélico
A3 = 0.2888 — 1.6859

A= 0.147121072 4 1.44744,
FE, = (3.1871,1.5910,0.9363) A = —0.6160,
A\ =0.147121072 — 1.4474i

Punto silla,
indice-2

Debido a que tenemos un modelo de orden fraccionario la ubicacién de los valores
propios del lado izquierdo o derecho del plano complejo no es una condicién con la cual
se pueda demostrar la estabilidad puesto que para los sistemas de orden fraccionario
existe un angulo en el plano complejo a partir del cual el sistema es estable, como se
muestra en la Figura [3,/71].

Por lo tanto, el sistema propuesto es estable si la siguiente condicién se cumple

arg(\)| > %, (2.16)

donde \; son cada uno de los valores propios del sistema. Como ya se cuentan con

los \; del sistema de orden fraccionario, al resolver la ecuacién anterior para ¢

se obtiene que el sistema de orden fraccionario es estable para un orden minimo

q < 0.8847 lo que coincide con los resultados del diagrama de bifurcacion de la Figura

y por lo tanto el orden fraccionario propuesto ¢ = 0.964 se encuentra dentro del
rango inestable.

Con todos lo parametros definidos del sistema regulador glucosa-insulina de orden
fraccionario con retardo, se obtienen los diagramas de series de tiempo y fase de la
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6 r T T T T ]

HIN s
250 300 350 400 450 500

t(min)

o PV T

250 300 350 400 450 500

t(min)
N
0 L il L 1
250 300 350 400 450 500
t(min)

(a)

Figura 2.15: Evolucién en el tiempo (a) y fase (b) de la concentracién de insulina
(x),glucosa (y) y células 8 (z) con 7; = 2.55 y 7, = 0.56.

Figura [2.15] donde se eliminé un transitorio del 50 % con la finalidad de observar el
atractor generado el cual tiene comportamiento cadtico.

Por lo tanto, de acuerdo al andlisis anterior, el modelo propuesto del sistema re-
gulador glucosa-insulina de orden fraccionario a demostrado variaciones en su com-
portamiento debido a la incorporacién del orden fraccionario junto con los retardos
temporales en el modelo de la ecuaciéon descrito por Sadeghi et al, el cual al pre-
sentar un comportamiento inestable y cadtico se relaciona con un sistema enfermo, y
al presentar un comportamiento estable y periddico se relaciona con un sistema sano
de acuerdo con [26].

Debido a la importancia de analizar el sistema en su estado no saludable con el
fin de desarrollar herramientas capaces de estabilizarlo y obtener un comportamiento
saludable se propusieron los pardmetros 7, = 0.56, 7; = 2.55 que coinciden
con los vistos en pruebas realizadas en seres humanos, donde regularmente son de 1-2
minutos, pero en pruebas realizadas a menores con desnutricién estos retardos fueron

de hasta 10 minutos [25}[74].
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Capitulo 3

Diseno de una red compleja para
los sistemas bioldgicos de orden
fraccionario con retardos

En este capitulo se aborda el diseno de la red compleja el cual se implementa con
los sistemas biolégicos de orden fraccionario con retardos temporales propuestos en el
capitulo [2|

3.1. Programacion de una red compleja de N nodos
para sistemas de orden fraccionario con retar-
dos

Para el desarrollo de un cédigo en Python que modela una red compleja para
sistemas de orden fraccionario se uso el modelo matematico de una red compleja y sus
pardametros en forma matricial vistos en la seccién [I.3.2]

Para representar una red compleja de N nodos se toma en cuenta la representacién
en matrices de los pardmetros del modelo de una red compleja ya que es més facil anadir
elementos a las matrices que anadir ecuaciones, como se muestra a continuacion.

011 1
1 01 1

A=111 0 - L, (3.1)
111 0
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fraccionario con retardos

T1 0
0 T9
r=10 0
0 O

0O --- 0
0O --- 0
rg - 0 (3.2)
0 - 7,

Para poder simular cada variable es necesario representar las variables como un

vector de estados de la siguiente manera:

'f; = [.Z'l,l'g,.%g"' >xN]T7
y_;' = [3/17927313“‘ 7yN]T7 (33)
Z_’Z — [Z17227Z3”' )ZN]T7

donde i representa el niimero de nodo y N el niimero total de nodos.
A continuacién, se muestra el cédigo de una red compleja de tipo mundo pequeno
con N nodos para sistemas de orden fraccionario:

1 #
2 alpha= 0.9988

3 tau= 0.12

1+ Re= 100

5 h= 1/Re

¢ 1lm= (h*x500)
[*numpy.arange (0, tau,h)]
int (tau*Re)

7 vtau=
s ttau=

10 # Par\’ametros de la red compleja:

11 R= 6

12 J= 2
G = nx.watts_strogatz_graph(R,J,p)

16 figl=plt.figure (1)

17 nx.draw_circular (G)

s figl.show ()

19 A = nx.to_numpy_matrix(G)

21 # Condici\’on de difusividad:
22 for i in range(R): A[i,i] =
23 # Fuerza de acoplamiento:

24 sigma = 1

25 # Matriz de acoplamientos intermnos
26 Gamma = [1,1,1]

27 # Tiempos:

22 pxl, px2 = 200, 400

20 t1 = np.arange(0.0,px1,h)

30 t2 = np.arange (0.0,px2,h)

31t = np.arange (0.0, pxl+px2, h)

Par\’ametros del m\’etodo num\’erioco:

# Orden fracccionario
# Valor del retardo

# Vector de tau
# Tama\"no de vector tau

# N\’umero de nodos

# Conexiones con nodos vecinos
# Grafo Mundo Peque\"no con

# probabilidad de conexi\’on

# aleatoria (p:0-1)

# Forma del grafo circular

# Matriz de acoplamientos A

-np.sum(A[i])

[x,y,z]:

# Tiempo sin acoplamiento
# Tiempo con acoplamiento
# Tiempo total
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Del cédigo anterior, se muestran los parametros tanto del método numérico de
Griinwald Letnikov como de los parametros de la red compleja de tipo mundo pequeno,
que se define en la linea 13, donde R es el nimero de nodos de la red, J la conexién
con nodos vecinos y p la probabilidad de que que la conexion sea aleatoria. Ademas
de que se especifican los tiempos de iteracién necesarios, donde t1 es el parametro de
tiempo sin acoplamiento que corresponde a un tiempo igual a 200 y t2 corresponde al
tiempo restante en el que hay acoplamiento con el fin de apreciar como los sistemas se
sincronizan.

Para llevar a cabo el acoplamiento es necesario definir cudles y cuantos son los nodos
que componen la red, en este caso los nodos seran los sistemas biolégicos de orden
fraccionario que se programaron en base al método numérico de Griinwald Letnikov
al igual que como se realiz6 en MATLAB, este programa se muestra a continuacién y
se repite el nimero de nodos que se requiera, ademas que por cada nodo se ocupan
condiciones iniciales distintas para generar sistemas con diferente comportamientos.

1 # Sistema no acoplado

2> def Sistema(C,t,sOx,s0y,s0z):

3 n = len( t )

! x= np.zeros(n+1l) # Variable x
5 y= np.zeros(n+l) # Variable
6 z= np.zeros(n+1l) # Variable z
7 xx= np.zeros ((n,R))

8 yy= np.zeros ((n,R))

9 zz= np.zeros ((n,R))

<

11 for i in range (R):

12 # Condiciones iniciales
13 x[0]= sOx[il]

14 y[0]= sOy[il

5 z[0]= s0z[i]

17 # Memoria corta

18 for k in range(n):
19 lim= (lm/h)

20 if k <= lim:

21 v=0

22 else:

23 v=k-1im

25 v=int (v)

26 Cr= C[O0:k-v+1]

27 rev= Cr[::-1]

28 sx= revx*x x[v:k+1]
29 sy= rev* yl[v:k+1]
30 sz= rev* z[v:k+1]
31 Sx=sum (sx)

32 Sy=sum(sy)

33 Sz=sum(sz)
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# Sistema con retardo

r= k-ttau
if r<=0:
r=0

fx= ((p*x[kl*z[k])/(g+z[k]))-Bl*x[rl*z[r]-d*x[k]
fy= axy[kl*(1-y[k])-yixy[k]l*z[k]
fz= z[k]l*(1-z[k])-B2*x[rl*z[r]-y2*y[k]l*z[k]

# M\’etodo de solucil’on n\’umerico
x[k+1]=(fx*h*xalpha) -Sx
y[k+1]=(fy*h*xalpha) -Sy
z[k+1]=(fz*xh**xalpha)-Sz

xx[k,i]l=x[k]; yylk,il=y[k]; zzl[k,il=z[k]
return np.array(xx), np.array(yy),np.array(zz);

De la misma manera se disena la red, anadiendo el acoplamiento en el sistema por
cada nodo, a diferencia de que las condiciones iniciales son los valores finales del sistema
sin acoplamiento.

# Sistema acoplado

def RedSistema(x,y,z,C,t,tt):
n = len( t )

X= np.zeros(n+1) # Variable x
Y= np.zeros(n+1) # Variable y
Z= np.zeros(n+1) # Variable =z

xx= np.zeros ((n,R))
yy= np.zeros ((n,R))
zz= np.zeros ((n,R))
m= tt-1

for k in range (n):

K= m+k
for i in range (R):
if k ==

X[0]= x[m, il
Y[0l= y[m, il
Z[0]l= z[m, il
# Acoplamiento
SumaX = 0; SumaY = 0; SumaZ = O
for j in range(R):
SumaX += sigmax*A[i,jl*Gamma [0]*x[K, j]
SumaY += sigmax*A[i,jl*Gamma[1]*y[K, j]
SumaZ += sigmax*A[i,jl*Gamma[2]*z[K, j]
# Memoria corta
lim= (1m/h)
if K <= lim:
v=0
else:
v=K-1lim
v=int (v)
Cr= C[0:K-v+1]
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rev= Cr[::-1]
sx= rev* x[v:K+1,i]
sy= rev* y[v:K+1,i]
sz= rev* z[v:K+1,i]
Sx=sum (sx)
Sy=sum (sy)
Sz=sum(sz)
# Sistema con retardo
r= K-ttau
if r<=0:
r= 0
fx= ((p*x[K,il*z[K,1i])/(g+z[K,i]))-Bl*x[r,il*z[r,i]-d*x[K
,i]l+ SumaX
fy= a*xy[K,i]l*(1-y[K,i]l)-yi1*y[K,il*z[K,1i]
+ SumayY
fz= z[K,i]l*(1-z[K,i])-B2*x[r,il*z[r,i]l-y2*xy[K,il*z[K,i]
+ SumaZz

# M\’etodo de solucil’on n\’umerico
X[k+1]=(fx*h**alpha)-Sx
Y[k+1]=(fy*h*xalpha) -Sy
Z[k+1]=(fz*h**xalpha)-Sz

xx[k,il=X[k+1]; yylk,il=Y[k+1]; =zz[k,il=Z[k+1]

x=np.append (x, [xx[k]], axis=0)
y=np.append(y, [yyl[k]ll, axis=0)
z=np.append(z, [zz[k]], axis=0)

return np.array(x), np.array(y), np.array(z);

3.1.1. Error

La mejor forma de corroborar que la red esta sincronizada es calculando el error,
el cual se define como la diferencia entre las variables como se muestra en la ecuaciéon
(3-4). Usando la formula N(N —1)/2 donde i y j corren de 1 a N y N es el ndmero
de nodos, se pueden calcular las posibles variables del error, uno por cada posible par
de nodos.

€y = Tj — Xy v27]:1,N (34)

A continuacién, se muestra el segmento de codigo que es anadido al cédigo anterior
para obtener el calculo de los errores.

fig=plt.figure(1l)# error

3 for i in range(R):

for j in range(i+1,R):
plt.subplot (311)
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plt.plot(t,[np.abs(xi[i]l-xi[j]) for xi in X],color=colors[i])
plt.axvline (x=pxl,linewidth=1.,color=’"red’,linestyle=’--")

plt.subplot (312)
plt.plot(t,[np.abs(xi[il-xi[j]) for xi in Y],color=colors[i])
plt.axvline (x=pxl,linewidth=1.,color=’"red’,linestyle=’--")

plt.subplot (313)

plt.plot(t,[np.abs(xil[il-xi[j]) for xi in Z],color=colors[i])

plt.axvline (x=pxl,linewidth=1.,color="red’,linestyle=’--")
plt.show ()

3.1.2. Control por Pinning

El control por Pinning consiste en aplicar un control local a algunos de los nodos
de la red, de tal forma que se logre el control de la red completa. El control por
Pinning consiste en conectar un nodo maestro a la red compleja siguiendo la ecuaciéon

(B5) [75[76).

N

i(t) = flai(t) + ¢ ayTL +us, (3.5)

j=1

donde w;(t) = —ég;I'(xz; — &) es anadido a cada ecuacién diferencial que compone
la red, con ¢ = 1 si hay conexién con el nodo maestro y ¢ = 0 si no hay conexion, g;
indica la fuerza de control y (z; — Z) es la diferencia entre el nodo z;, i = 1,2,--- | N
y el nodo maestro .

Por lo tanto, el control por Pinning se programé como muestra el codigo siguiente
donde se agreg6 la etapa de control a la red:
#Sistema con control

def ControlSistema(x,y,z,C,t,tt,xm,ym,zm):
n = len( t )

X= np.zeros(n+1) # Variable x
Y= np.zeros(n+1) # Variable y
Z= np.zeros(n+1) # Variable z

xx= np.zeros ((n,R))
yy= np.zeros ((n,R))
zz= np.zeros ((n,R))
m= tt-1 # tiempo inicial del control

for k in range (n):

K= m+k
for i in range (R):
if k ==

X[0]l= x[m, il

Y[0]= y[m, il

z[0]l= z[m, i]
# Acoplamiento
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;il+

SumaX = 0; SumaY = 0; SumaZ = O
for j in range(R):
SumaX += sigmax*A[i,jl*Gamma [0]*x[K, j]
SumaY += sigma*A[i,jl*Gamma [1]*y[K, j]
SumaZ += sigmax*A[i,jl*Gamma [2]*z[K, j]
# Memoria corta
lim= (1m/h)
if K <= lim:
v=0 ####
else:
v=K-1lim

v=int (v)

Cr= C[0:K-v+1]

rev= Cr[::-1]

sx= rev* x[v:K+1,i]
sy= rev* y[v:K+1,i]
sz= rev* z[v:K+1,i]
Sx=sum (sx)

Sy=sum(sy)

Sz=sum(sz)

# Sistema con retardo

r= K-ttau
if r<=0:
r= 0
# Conexiones con nodo maestro
if i<=Rm:
cc=1
else:
cc=0
# Control

controlX= cc*sigma*fc*(xm[K]-x[K,i])
controlY= cc*sigma*fc*x(ym[K]-y[K,i])
controlZ= cc*sigma*fc*x(zm[K]-z[K,i])

# Sistema con acoplamiento y control

fx= ((p*x[K,il*z[K,il)/(g+z[K,i]))-Bl*x[r,il*z[r,i]l-d*x[K

SumaX + controlX

fy= axy[K,il*x(1-y[K,i]l)-y1*y[K,il*z[K,1i]

SumaY + controlY
fz= z[K,i]l*(1-z[K,1])-B2*x[r,il*z[r,i]l-y2*y[K,il*z[K,1i]
SumaZ + controlZ

X[k+1]=(fx*h*xalpha)-Sx
Y[k+1]=(fy*xh*xalpha)-Sy
Z[k+1]=(fzxh**xalpha)-Sz

xx[k,1i]=X[k+1]; yylk,il=Y[k+1]; zz[k,il=Z[k+1]

x=np.append (x, [xx[k]], axis=0)
y=np.append(y, [yy[kl]l, axis=0)
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z=np.append(z, [zz[k]], axis=0)
return np.array(x), np.array(y), np.array(z);

3.2. Sincronizacion del sistema de orden fracciona-
rio que describe la evolucién de células tumo-
rales

Del modelo que describe el crecimiento tumoral se busca que la poblacion celular
sea minima, moviendo el sistema hacia un estado de equilibrio sano y estable ya que
es posible interrumpir un tratamiento en ese estado debido a que el sistema continua
avanzando hacia un estado libre de enfermedad de acuerdo con Khagjanchi et al [49)].

En la naturaleza las células normales y las células tumorales compiten por los
recursos disponibles mientras que las células inmunes y las células tumorales combaten
entre ellas. Por lo que se buscan tratamientos que minimicen la poblacion tumoral final,
asi como la poblacién tumoral promedio a lo largo del tiempo, mientras se mantienen
las células normales por encima del nivel requerido, esto se traduce en obtener un
resultado libre de tumores o un ambiente de coexistencia en el que se mantenga al
sistema estable [77,77,78].

La sincronizacién de las células de mamiferos es esencial para las investigaciones que
involucran la proliferacion celular. Todavia no se ha encontrado un método simple para
obtener sincronia en todo tipo de células, a través de varios ciclos y con perturbaciones
metabolicas minimas. Un posible tratamiento consiste en sincronizar células normales
y tumorales reversiblemente en la fase G1 del ciclo celular, mediante un tratamiento
a base Lovastatina, usado normalmente para disminuir la cantidad de colesterol en
la sangre. Lo anterior debido a que es posible detener la proliferacion de las células
malignas en la fase G1 del ciclo celular, ademés de que la sincronizaciéon inducida por
Lovastatina puede usarse para lograr un gran numero de células en la fase G1 y la
eficacia de la sincronizacion inducida por Lovastatina no esta relacionada con el tipo
de célula [77-83].

Se ha demostrado que la Lovastatina detiene diferentes tipos de células en la fase
G1, ademas de tener las siguientes ventajas: La sincronizacion inducida por Lovastatina
puede usarse para lograr un gran numero de células en la fase G1; 4) La eficacia de
la sincronizaciéon inducida por Lovastatina no esta relacionada con el tipo de célula, la
densidad celular y el medio de cultivo, por lo que es una herramienta interesante para
combatir la proliferacion de células tumorales que pueden provocar céncer [78.81}82].

3.2.1. Modelo matematico de la red compleja

Una red compleja es la representacion de un sistema complejo, esta se compone de
varios nodos enlazados entre si, los cuales representan a los sistemas que integran la

red [41/69470}73].
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Para el desarrollo de la red compleja del sistema de orden fraccionario propuesto
se uso una red tipo Mundo Pequeno, ya que este tipo de red ha demostrado ser la que
mejor representa a los sistemas bioldgicos [4.37,/68]. Las caracteristicas principales de
la red de mundo pequeno es que poseen una pequena longitud de camino promedio y
un gran coeficiente de agrupamiento.

Asi como se mencioné en el capitulo 1, las redes complejas también tienen su re-
presentacion matematica, dada por la ecuacién (3.6)).

N
&= f(z:)+c Y ayl'L, (3.6)
J=1j#1
donde f(x) es la funcién del sistema propuesto, ¢ es la fuerza de acoplamiento, I'
es la matriz de acoplamiento interno, a;; representa la conexién entre nodos i y j dada
por el grafo, siendo 1 si hay conexién y 0 en caso contrario y L la diferencia entre el
nodo vecino y actual x; — z; [4|70].
Usando la ecuacién , fue disenada la red compleja del modelo que describe la
evolucién de las células tumorales de orden fraccionario con retardos temporales de la
siguiente manera:

Dizi(t) = gpfz — pra(t—7) — bz + c; aiT(a;(t) — (1)),
Diyi(t) = ay(1 —y) = myz + CZ ai T (y; () = 4:(2)), (3.7)
Dizi(t) = 2(1 —z) — fox(t — 7)2(t — T) — Yoyz + CZ a;I'(z;(t) — zi(t)).

Debido a que el tratamiento propuesto actia sobre las células tumorales y normales
se seleccion6 I' = [1, 1, 0], ya que estos pardmetros estan representados por las variables
x y y del sistema.

3.2.2. Programacion de la red compleja

En base al modelo de red propuesto en la ecuacion y a la representacion
en matrices de los pardametros que componen la red compleja, fue disenada una red
compleja, donde cada nodo estd compuesto por el modelo de orden fraccionario con
retardos de la ecuacién (2.10)).

El modelo propuesto por Khajanchi et al., representa una poblacion celular de entre
10% a 10° equivalente a una poblacién de células normales con capacidad de carga con
un volumen aproximado a una esfera con didmetro entre 5.8 y 12.4 centimetros, aunque
depende de cada tumor [23]. Por lo tanto, se propone una red de 6 nodos debido a que
representa una region aceptable para examinar la poblacion de células tumorales.
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En la Figura [3.1]se muestran los grafos, series de tiempo y grafica de error obtenidos
al usar diferentes valores para la fuerza de acoplamiento la red compleja de tipo mundo
pequeno y con condiciones iniciales aleatorias en los rangos 0.05 < x(0) < 0.5, 0.05 <
y(0) < 0.6 y 0.05 < 2(0) < 0.6. Considerando el valor de ¢ = 0.8, ,probabilidad de
conexién p = 0.5 y conexién con nodos vecinos J = 4 para la Figura|3.1| (a), (b) y (c),
c¢=0.5,J =4yp= 0.5 paralaFigura3.1 (d), (e) y (f),yc = 0.2, J =4y p = 0.5 para
la Figura[3.1] (g), (h) y (i) ademés de mostrar un limite de tiempo #(d) = 200 a partir
del cual se realiza la sincronizacion en las graficas de series de tiempo y error completo.
Comparando los resultados se observa que la sincronizacién es mejor al aumentar la
fuerza de acoplamiento ¢ ya que entre mayor sea ¢ menor es el error de sincronizacion.
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Figura 3.1: Resultados de la red compleja del modelo de evoluciéon tumoral de orden
fraccionario con retardos temporales con ¢ = 0.8 (a), (b) y (¢), ¢ = 0.5 (d), (e) y (f), y

¢ =02 (g), (h)y ().

En la Figura [3.2] se muestran las series de tiempo y el atractor que se forma des-
pués de la etapa de sincronizaciéon a partir de ¢ = 200 usando una fuerza de aco-
plamiento ¢ = 0.8; para estas figuras se ocuparon las siguientes condiciones iniciales:
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2;[0] =[0.1, 0.23992, 0.131882, 0.425695, 0.422928, 0.353096], y;[0] =[0.55, 0.265438,
0.552736, 0.0845128, 0.356163, 0.323553] v 2[0] =[0.12, 0.526941, 0.530642, 0.546314,
0.188711,0.0677966] con i = 1,2,--- ,N y N = 6.
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Figura 3.2: Series de tiempo (a) y atractor (b) de la red propuesta de 6 nodos para el
sistema de evolucién tumoral de orden fraccionario con retardos.

3.2.3. Control de la red compleja

Los dos estados de equilibrio que el sistema deberia abordar idealmente, en el
contexto del desarrollo de la terapia de tratamiento son: el equilibrio libre de tumores
y cualquier equilibrio coexistente entre las células normales y las células tumorales
debido a que en estos estados la poblacion celular normal estd cerca de su estado
saludable. Por lo tanto, se propone un control que estabilice la red compleja debido a
que la sincronizacion por si sola produce un comportamiento cadtico.

Como se mencion6 anteriormente, el uso de un tratamiento a base de Lovastatina
ha demostrado sincronizar las células tumorales y normales a un estado de la fase del
ciclo celular donde es posible detener la produccion de células tumorales estabilizando
la reproduccién de estas células. Por lo tanto, se propone el uso de un control por Pin-
ning que emule el tratamiento propuesto para sincronizar la red a un comportamiento
estable.

Usando la ecuacion (3.5) para el control por Pinning, es anadido a cada ecuacién
diferencial que compone la red w;(t) = —¢;I'(z; — ) como se muestra en la ecuacién
(3.8]) para la red de evolucién de las células tumorales,
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N
pTz _ _
Diz;(t) = — Gzt —7)—0x+c Yy ail(v;—x;) + el (x; — ),
fzi(t) o Pra(t —7) JZIJ(J ) ( )
N
Diyi(t) = ay(1 —y) —myz + Y aiyT(y; — z) + &1 (y: — ),
=1
’ N
Diz(t) = 2(1—2) = ozt — 7)z(t = 7) —qayz + Y _al(z — z) + &l(z — 2),
j=1

(3.8)

donde el nodo maestro es dado por el mismo sistema de orden fraccionario de la

ecuacion [2.5| pero con ¢ = 0.96 y representa una poblacién recuperada mediante un

tratamiento externo, en este caso puede ser Lovastatina. El valor de ¢ fue escogido en

base a la Figura[2.6], ya que con este valor para el orden fraccionario el sistema muestra

un comportamiento estable, el cual se puede observar en la Figura |3.3| que muestra las
series de tiempo y fase del nodo maestro respectivamente.
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Figura 3.3: Series de tiempo (a) y atractor (b) del nodo maestro propuesto para el
control.

El control por Pinning consiste en incorporar un nodo maestro a la red que puede
estar conectado a diferente niimero de nodos, esto indica que el acoplamiento es mejor
entre mas nodos estén conectados al nodo maestro, este comportamiento se puede
apreciar en la Figura donde se realizaron pruebas de control por Pinning aplicado
a 1, 2 y 3 nodos de la red; para estos resultados se usaron la siguientes condiciones
iniciales: x;[0] =[0.1, 0.23992, 0.131882, 0.425695, 0.422928, 0.353096|, y;[0] =[0.55,
0.265438, 0.552736, 0.0845128, 0.356163, 0.323553] v z;[0] =[0.12, 0.526941, 0.530642,
0.546314, 0.188711,0.0677966] con i = 1,2,--- ,N y N = 6.
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Figura 3.4: Resultados de la red compleja con control por Pinning a 1 nodo (a), (b) y
(¢), a 2 nodos (d), (e) y (f) y a 3 nodos (g), (h) y (i).

Diferentes estudios muestran la alta eficacia de la Lovastatina para regresar a la fase
G1 diferentes tipos de células relacionadas con el cancer, por lo que se puede concluir
que la probabilidad de sincronizacion es alta ,. Por lo tanto se propone una fuerza
acoplamiento ¢ = 0.8 y para simular la alta probabilidad de sincronizacién en la red
debido a la Lovastatina.

Para observar la diferencia entre la red sin acoplamiento, con acoplamiento y con
control, se realizaron diferentes pruebas, usando las mismas condiciones iniciales que
en la Figura |3.4. Estos resultados se muestran en la Figura donde se ocupo una
probabilidad de conexién p = 0.5, una fuerza de acoplamiento ¢ = 0.8 y la conexién
del nodo maestro fue de 2 nodos para el control por Pinning.

En consecuencia, la red compleja de orden fraccionario con retardos temporales
propuesta, asi como el control propuesto, describen el comportamientos relacionados
con una sistema enfermo, en presencia de caos y un sistema saludable con un com-
portamiento periédico. En la Figura se observa que la red compleja por si sola
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Figura 3.5: Resultados de la red compleja sin sincronizacién (a), (b) y (c¢), con sincro-
nizacién (d), (e) y (f) y con control por Pinning (g), (h) y (i).

no estabiliza la red, sin embargo la red se sincroniza a un comportamiento cadtico y
al aplicar el control por Pinning la red compleja muestra un comportamiento esta-
ble el cual representa un estado saludable del sistema que coincide con el tratamiento

sugerido [4]/49,78].

3.3. Sincronizacion del sistema regulador glucosa-
insulina de orden fraccionario

En el organismo humano el sistemas regulador glucosa-insulina describe como al
ingerir alimentos estos son transformados en glucosa que viaja a través de la sangre
hasta llegar al pancreas donde las células [ al reconocer la glucosa generan insulina, la
cual funciona como llave para que las células del organismo absorban la glucosa y la
transformen en energia.

53



Capitulo 3. Diseno de una red compleja para los sistemas bioldgicos de orden
fraccionario con retardos

Cuando el ajuste entre glucosa e insulina no funciona correctamente puede derivar
en diabetes. Existen dos principales tipos de diabetes, la diabetes mellitus tipo 1 se
produce cuando el pancreas no genera suficiente insulina provocando la acumulacién
de glucosa en la sangre. En la diabetes mellitus tipo 2 las células del organismo no
reconocen la insulina y por lo tanto no se activa la absorcién de la glucosa por lo que
esta permanece en la sangre. Por lo tanto, la produccion de insulina es dependiente
de la presencia de glucosa, asi como la absorcién de glucosa en la sangre depende de
la presencia de insulina por lo que una correcta sincronizacién del sistema regulador
glucosa-insulina permite mantener un nivel de glucosa saludable en la sangre [24168,72].

Debido a que se ha demostrado que las células [ se comunican entre si para producir
la cantidad de insulina necesaria que regule los niveles de glucosa, se propone el uso de
una red compleja para describir la sincronizacién entre los niveles de insulina y glucosa
debida a las células [ del pancreas [24},68,(72].

3.3.1. Modelo matematico de la red compleja

De igual manera que con el sistema que describe la evolucién de las células tumora-
les, se propuso una red de tipo mundo pequeno para representar el sistema regulador
glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos temporales debido a que al poseer
una pequena longitud de camino promedio y un gran coeficiente de agrupamiento ha
demostrado ser el tipo de red compleja que mejor representa a los sistemas biologi-
cos [4,137.,/68].

Por lo tanto, usando la representacién matematica para redes complejas de la ecua-
cién , se obtuvo la ecuacion que corresponde a la red compleja del siste-
ma regulador glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos temporales. Donde
[' =[1,1, 0], ya que estos pardmetros son los que se desean acoplar y corresponden a la
concentracion de insulina x y la concentracion de glucosa y, L esta representada por la
diferencia entre el nodo vecino y el nodo actual x; — x; y a;; representa las conexiones
entre nodos dadas por el grafo de tipo mundo pequeno.

Dfzilt) = rig(t = )2t = 1) — raw + a2l = 1) + €D a Ty (0) = (1),
Diyi(t) = @ — Ryx(t —7) + Cy + CZ ai;L'(y;(t) — vi(t)), (3.9)
Dizi(t) = Rs(y — y)(T — 2) + Rez(T — 2) — Rz + CZ a;; D (z(t) — zi(t)).

3.3.2. Programacion de la red compleja

El modelo del sistema regulador glucosa-insulina propuesto describe las variacio-
nes entre la concentracién de glucosa e insulina debida a la poblacion de células 5. El
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comportamiento cadtico que muestra coincide con un mal funcionamiento en la gene-
racion de insulina por las células 8 por lo que se propone una red compleja de 6 nodos
para abarcar una poblaciéon mayor de células [ ademas de poder simular poblaciones
diferentes ya que la diabetes produce la degradacion de las células (.
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Figura 3.6: Resultados de la red compleja del modelo del sistema regulador glucosa-
insulina de orden fraccionario con retardos temporales con ¢ = 0.8 (a), (b) y (¢), ¢ = 0.5

(d), (e) y (), y c=0.2 (g), (h) y (i).

En la Figura se muestran diferentes resultados de la sincronizaciéon ante dife-
rentes valores para la fuerza de acoplamiento ¢ y una probabilidad de conexion alea-
toria p = 0.5 para la red tipo mundo pequeno. El acoplamiento se realiza a partir
de t = 200 y la condiciones iniciales ocupadas son: x;[0] =[6.03, 6.51176, 4.62355,
7.33030, 4.44262, 7.42015], y;[0] =[1.79, 2.45326, 0.93703, 2.06561, 1.51147, 2.30192] y
z;[0] =[0.82, 0.50857, 1.07258, 0.43502, 1.16460, 0.95785] con i = 1,2,--- Ny N =6

De la Figura (b) anterior se observa que aun con un acoplamiento practicamente
completo se sigue generando un comportamiento aparentemente cadtico el cual se puede
corroborar en la Figura[3.7] que muestra el atractor generado después del acoplamiento.
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Figura 3.7: Series de tiempo (a) y atractor (b) de la red propuesta de 6 nodos para el
sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos.

3.3.3. Control de la red compleja

Debido a que en la diabetes una constante es el mal funcionamiento de las células
es normal buscar soluciones a este mal que sean capases de regenerar estas células a un
estado saludable. Como muestra el estudio de Sachs et al hecho en ratones, donde
la poblacion de células  en ratones tratados con la combinacion de insulina pegilada
(PEG-insulina) y GLP-1-estrégeno se localizé cerca de los niveles de poblacién de
células [ de ratones sanos. Lo que mostré una recuperacién funcional de las células
(. Es decir, que estas células recuperaron su capacidad de comunicarse entre ellas
para estabilizar la produccion de insulina, mejorando la funcion de las células 3 y
la hiperglucemia, ya que reduce los requerimientos diarios de insulina y aumenta la
supervivencia y regeneracién de células 3 provocando la remision de la diabetes .

Por lo anterior se propone el uso de un control por Pinning para simular la accion
del tratamiento propuesto por Sachs et al y al acoplamiento natural que tienen las
células (. Para el control se usé la ecuacién y se aplicé al sistema de orden
fraccionario con retardos, obteniendo la ecuacién donde u;(t) = —ég;I'(x; — ) es
anadido a cada ecuacién diferencial que compone la red. Si hay conexién con el nodo
maestro ¢ = 1y ¢ = 0 si no hay conexioén, ¢; indica la fuerza de control y (z; — %) es la
diferencia entre el nodo z;, i =1,2,--- , N y el nodo maestro z.
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N
Diwz;(t) = rmy(t — 15)z(t — 75) — rox + c12(t — 75) + CZ a;l'(z; — x;) + el (z; — @),
j=1
. RyN al ) )
Diyi(t) = =~ — Rax(t —m) + Ca + ¢ ayT(y; — yi) + el (yi — 1),
=1
’ N
Diz(t) = Rs(y — 9)(T — 2) + Rez(T — 2) — Ryz + Y _ ayl'(z; — %) + el (2 — 2).
j=1

(3.10)

Para el control se propone un nodo maestro que simule a una seccién regenerada

de células 8 donde los niveles de insulina y glucosa se mantienen estables por lo que

se selecciond el sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos

temporales con un valor de ¢ donde el sistema es estable. Este nodo maestro se propone

del diagrama de bifurcacién de la Figura donde se muestra el comportamiento

deseado con ¢ = 0.85 el cual se puede corroborar en la Figura donde se usaron las
condiciones iniciales z[0] = 6.03, y[0] = 1.79 y z[0] = 0.82.
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Figura 3.8: Series de tiempo (a) y atractor (b) del nodo maestro propuesto para el
control.

Como se ha mencionado anteriormente el control por Pinning consiste en conec-
tar un nodo maestro a la red compleja, esta conexién puede ser a uno o mas nodos
de la red, por lo que en la Figura se muestran los resultados de usar el control
por Pinning usando un numero distinto de nodos de la red que tienen conexién con el
nodo maestro. Para poder realizar comparaciones, se usaron las mismas condiciones
iniciales que en la Figura (3.6 el control se realizé a partir del tiempo ¢t = 200 y se
us6 una fuerza de acoplamiento ¢ = 0.8 que simula un acoplamiento de células alto.
Se observa que al aumentar la conexion entre los nodos de la red con el nodo maestro
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el error disminuye, ademas de que el acoplamiento de la red muestra mayor similitud
con el comportamiento del nodo maestro, esto se puede comprobar comparando estos
resultados con los de la Figura [3.9y la Figura [3.7 que corresponden a la red compleja

sin control.
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Figura 3.9: Resultados de la red compleja con control por Pinning a 1 nodo (a), (b) y
(¢), a 2 nodos (d), (e) y (f) y a 3 nodos (g), (h) y (i).

En la Figura se muestran los diferentes resultados de la red al no presentar

acoplamiento, con acoplamiento y con control por Pinning.

Por lo tanto, el modelo de red compleja, asi como el control propuesto para la red
del sistema regulador glucosa- insulina presentan diferentes dindamicas. La red compleja
produce un comportamiento cadtico el cual representa a un sistema enfermo, por lo que
es necesario la incorporacién de un control a la red para obtener un comportamiento
estable (saludable) el cual se obtiene al aplicar un control por Pinning a la red compleja
que emula el tratamiento a base de insulina pegilada con GLP-1-estrogeno .
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Figura 3.10: Resultados de la red compleja sin sincronizacion (a), (b) y (c), con sincro-
nizacién (d), (e) y (f) y con control por Pinning (g), (h) y (i).
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Capitulo 4

Implementacion electréonica de los
sistemas biologicos

En esta seccion se abordan los elementos y pasos necesarios para la implementacion
electronica de los sistemas propuestos, que sirven de preambulo para la implementacién
de dichos sistemas en una red compleja [11}41}53].

Para la implementacion de los sistemas se propuso el uso de la tarjeta ARM Rasp-
berry Pi 3, debido a su bajo costo y compatibilidad con diversos esquemas de procesa-
miento de datos digitales.

4.1. Simulaciéon en Python

Debido a la compatibilidad de la tarjeta ARM Raspberry Pi 3 con Python fue
conveniente realizar los codigos de los sistemas bioldgicos en Python, para esto se
tomaron en cuenta los cédigos antes realizados usando MATLAB.

4.1.1. Simulacion del modelo de evolucion tumoral de orden
fraccionario con retardos

El sistema de orden fraccionario que describe la evolucién tumoral usando Python
se muestra en la Figura[4.1] los resultados pueden ser comparados con los de la Figura
2.7] que corresponde al mismo sistema realizado en MATLAB.
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Figura 4.1: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), x — 2 (¢) y y — z (d)
del sistema propuesto de orden fraccionario con ¢ = 0.9988, 7 = 0.12 y los pardmetros
descritos en la Tabla 2.1}

Una vez verificados los resultados con los antes obtenidos en MATLAB, se continuo
con la transformacién de los resultados a valores de 12 bits para poder obsérvalos en
un osciloscopio mediante el siguiente cédigo.

def dec_bin(num) :
bina = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
if num == O0:
sal_bina = bina
return bina
else:
if num == 1:
bina[11]
sal_bina = bina
return sal_bina
else:

I
-
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for i in range (11):
div = num//2

res = num - div*2

binal[i] = res

num = div

if num == 1:
bina[i+1] = 1
sal_bina = binal[::-1]

return sal_bina

El codigo anterior muestra una funcién llamada dec_bin en la linea 1 donde num
es el valor que se desea en binario. Una vez realizada la transformacion se obtuvieron
los resultados de la Figura que muestran el resultado esperado en el osciloscopio
donde se multiplicaron por cerca de 4500 los resultados de la Figura con el fin de
obtener la menor perdida de informacion al momento de la implementacion debido a
que los datos del sistema son muy pequenos para ser transformados a datos de 12 bits.

4000 4

= 2000 1
04 . j : ] : 35001
0 100 200 300 400 500 600 3000

t(d)
25001

=200 VWV 2000
O_

0 100 200 300 400 500 600 15001
t(d)

1000
0 160 200 300 400 500 600 0 500 100015002000250030003500
t(d) x
(a) Series de tiempo (b) Atractor plano x-y
3000+ 3000+
25001 25001
2000 2000
N 1500 N 1500
1000 1 1000 1
500 500
oL, , ‘ ‘ . ‘ o — -
0 500 100015002000250030003500 500 1000150020002500300035004000
x y
(c) Atractor plano x-z (d) Atractor plano y-z

Figura 4.2: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), z — 2z (¢) y y — z (d)
del sistema de evolucién de células tumorales de orden fraccionario transformado.
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4.1.2. Simulaciéon del modelo del sistema regulador glucosa-
insulina de orden fraccionario con retardos
El sistema de orden fraccionario que representa el sistema regulador glucosa-insulina

realizado en Python se muestra en la Figura[d.3]y se puede observar que los resultados
obtenidos son similares a los de la Figura [2.15| usando MATLAB.

2.5] ‘ ‘ ‘ ‘
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2.5
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T I

N

01 ‘ ‘ ‘ ‘

0 100 200 300 400 500
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(a) Series de tiempo

c) Atractor plano x-z d) Atractor plano y-z
(c) p plano y

Figura 4.3: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), x — 2 (¢) y y — z (d)
del sistema propuesto de orden fraccionario con ¢ = 0.964, 7, = 0.56, 7; = 2.55 y los
pardmetros descritos en la Tabla [2.3]

Posteriormente usando la funcién dec_bin del cédigo de la seccion anterior se realizod
la transformacién de los resultados del sistema a valores de 8 bits para obtener la
simulacién del resultado esperado en el osciloscopio que se muestra en la Figura [4.4]
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Cabe destacar que para estos resultados se multiplicaron por cerca de 100 los resultados
de la Figura para obtener la menor perdida de informaciéon debido a que los datos
del sistema son muy pequenos para ser transformados a datos de 8 bits, de igual manera
se sumo la cantidad de 50 a todos los datos para evitar nimeros negativos.
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Figura 4.4: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), z — 2z (¢) y y — z (d)
del sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario transformado.
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4.2. Implementacién de los sistemas biolégicos

Dado que uno de los objetivos del presente trabajo de tesis es la implementacion
electrénica de los sistemas fraccionarios con retardo, se propuso el uso de una tarjeta
Raspberry Pi 3 debido a su costo accesible y facil implementacién con el lenguaje de
programacion Python.

La tarjeta Raspberry Pi 3 cuenta con 24 pines de salidas digitales los cuales se
nombran GPIO, estas salidas se encuentran identificadas en la Figura Como los
resultados del sistema de evolucién de células tumorales de orden fraccionario se trans-
formaron a 12 bits se usaron 2 salidas de 12 bits correspondientes a los pines GPIO(2,
3,4, 17, 27,22, 10, 9, 11, 5, 6, 13) v GPIO(18, 23, 24, 25, 8, 7, 12, 16, 20, 21, 26, 19) de
la Raspberry Pi 3 para las salidas x, y y z segin se desee. Mientras que para el modelo
del sistema regulador glucosa-insulina se usaron 2 salidas de 8 bits, correspondientes a
los pines GPIO(4, 17, 27, 22, 5, 6, 13, 19) y GPIO(23, 24, 25, 12, 16, 20, 21, 26) de la
Raspberry Pi.

Figura 4.5: Posicién y nombres de los pines de la tarjeta Raspberry Pi.

4.2.1. Implementacién del modelo de evolucién de células tu-
morales de orden fraccionario con retardos

Una vez conectados los pines correspondientes a las salidas del sistema, estas se
conectaron a un DAC312HP siguiendo la configuracion recomendada por el fabricante,
mostrada en la Figura y se realizé la implementacién del circuito mostrada en la

Figura [4.7]
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Entradas digitales
B1 ' B12

Vref T T o
0—’\/\/\/1—4 i
15|  DAC-312 741 Lo
17 16 20 13 +

Figura 4.6: Conexion propuesta por el fabricante para el DAC312HP.

Figura 4.7: Circuito implementado del DAC312HP con la Raspberry Pi 3.

En la Figura se muestran los resultados de la implementaciéon del modelo de
evolucién de células tumorales donde se observan las series de tiempo y el atractor
generado por el sistema de orden fraccionario con retardos. En la Figura [4.8(a) en
amarillo se muestra z(t) correspondiente a la poblacién de células normales y en verde
la poblacién de células tumorales y(t), para la Figura [4.8(c) se muestran en amarillo
z(t) y la poblacién de células inmunes z(¢) en verde, por tltimo en la Figura[d.8|e) en
amarillo y(t) y en verde z(t).
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4.2.2. Implementacién del modelo del sistema regulador glucosa-
insulina de orden fraccionario con retardos

Una vez identificados los pines correspondientes a las salidas del sistema en la
tarjeta Raspberry Pi 3 estas se conectaron a un DACO0800 siguiendo la configuracién
recomendada por el fabricante, mostrada en la Figura|4.9, se realiz6 la implementacion
del circuito mostrada en la Figura [4.10]

Entradas digitales

I I Y

0—’\/\/\/1—4
15 DACO0800 741 —o

Figura 4.10: Circuito implementado del DAC con la Raspberry Pi 3.

Los resultados obtenidos se muestran a continuacién. En la Figura [4.11](a) se mues-
tran las series de tiempo del sistema regulador de insulina-glucosa, en amarillo la con-
centracién de insulina z(t) y en verde la concentracién de glucosa y(t), para la Figura
4.11)(c) se muestran en las series de tiempo con amarillo de la concentracién de insulina
z(t) y la concentracién de células 3 z(t) en verde y por ultimo en la Figura [4.11](e) en
amarillo la concentracion de células 5 z(t) y en verde la concentracién de glucosa y(t).
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Figura 4.11: Resultados de vistos en el osciloscopio para el modelo de ajeste entre

glucosa e insulina de orden fraccionario con retardos.

De igual forma que en el modelo de evolucién de células tumorales de orden frac-
cionario la implementacion del modelo del sistema regulador glucosa-insulina de orden
fraccionario presenté resultados similares a los vistos en las simulaciones hechas tanto
en MATLAB como en Python por lo que el uso de la tarjeta Raspberry Pi 3 representa
una herramienta confiable y accesible para la implementacion de los sistemas de orden

fraccionario con retardos propuestos.
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4.3. Implementacion del control de la red compleja
de los sistemas biolégicos

En esta seccion se procede con la implementacién de los sistemas bioldgicos con
el control por Pinnig sugerido en el capitulo 3. Debido a que se usé un osciloscopio
Tectronix TDS 2022C que cuenta con dos canales no es posible apreciar con claridad el
acoplamiento de la red, sin embargo, el acoplamiento con el control se aprecia mejor,
mediante las series de tiempo y el formato XY del osciloscopio.

Para los resultados mostrado se uso la tarjeta Raspberry Pi 3 y 2 salidas de 12 bits
correspondientes a los pines GP1O(2, 3, 4, 17, 27, 22, 10, 9, 11, 5, 6, 13) y GPIO(18,
23,24, 25, 8, 7, 12, 16, 20, 21, 26, 19) para ambas redes complejas.

4.3.1. Implementacién del control por Pinnig del modelo de
evolucion tumoral de orden fraccionario con retardos

De igual forma que con el sistema sin acoplamiento, se realizé la simulacién de la
red compleja para tener un estimado del resultado visible en el osciloscopio, obteniendo
los resultados de la Figura[4.12] donde se usaron 6 nodos para la red con las condiciones
iniciales de la Figura [3.4] una fuerza de acoplamiento ¢ = 0.8, una conexién de 3 nodos
de la red con el nodo maestro y de igual forma que en la implementacion del sistema sin
acoplamiento, se multiplicaron los datos por 4500 para evitar perdida de informacion
al convertir los datos a valores de 12 bits, en esta ocasion se incremento el tiempo para
hacer mas visible el momento en el que inicia el control marcado en ¢ = 400.

Como se menciona al inicio de la seccién debido a que el osciloscopio usado cuenta
con solo dos canales, se escogié un nodo de la red para la implementacion. Los resultados
se observan en la Figura [4.13] donde se muestran las series de tiempo del nodo de la red
en el instante en el que se aplica el control, senalado por una franja roja y los planos
generados después de aplicar el control. En la Figura[{.13] (a) en verde se muestra z(t)
correspondiente a la poblacién de células normales y en amarillo y(t) correspondiente
a la poblacién de células tumorales, para la Figura[4.13] (c) en verde z(t) y en amarillo
la poblacién de células inmunes z(t) y en la Figura[t.13] (e) en verde y(t) y en amarillo
z(t). Para estos resultados se us6 un DAC312HP con la conexién recomendada por el
fabricante mostrada en la Figura [4.6
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Figura 4.12: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), z— 2z (¢) y y — 2z (d) de
la red compleja controlada del sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario.

Por lo tanto, al poder representar fielmente de forma electrénica los resultados ob-
tenidos de las simulaciones realizadas tanto en Python como en Matlab es posible hacer
uso de la implementacién electronica como una herramienta de estudio para el sistema
bioldgico real. Los resultados mostrados se pueden relacionar con la dindmica del sis-
tema enfermo cuando se ocupa una red sin control, con el sistema bajo tratamiento al
usar el control ademas de ofrecer la posibilidad de manipular la poblacion de estudio
al incrementar o disminuir el nimero de nodos conectados a la red.
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Figura 4.13: Resultados de vistos en el osciloscopio para el modelo de evolucién de
células tumorales de orden fraccionario con retardos.
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4.3.2. Implementacién del control por Pinnig del modelo del
sistema regulador glucosa-insulina de orden fracciona-
rio con retardos
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Figura 4.14: Series de tiempo (a) y atractor del plano z —y (b), z— 2 (¢) y y — 2 (d) de
la red compleja controlada del sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario.

Para la implementacion de la red y el control propuesto del sistema regulador
glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos, se realizé una simulacién que per-
mitié observar los resultados esperados en la implementacién, ademas de que la simu-
lacién nos permite ver el comportamiento de todos los nodos que conforman la red
debido a que solo es posible observar un nodo por el osciloscopio. Estos resultados se
observan en la Figura [4.14] donde se usaron las condiciones iniciales de la Figura [3.5]
una fuerza de acoplamiento ¢ = 0.8, una conexién de 3 nodos de la red con el nodo
maestro y los resultados se multiplicaron por cerca de 1000 para evitar perdida de
informacion al convertir los datos a valores de 12 bits.
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Figura 4.15: Resultados vistos en el osciloscopio del control de la red compleja del
sistema regulador glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos.

Se escogié un nodo de la red para la implementacion. Los resultados observados en
el osciloscopio se observan en la Figura donde se muestran las series de tiempo
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del nodo de la red en el instante en el que se aplica el control, senalado por una franja
roja y los planos generados después de aplicar el control. En la Figura m (a) en
verde se muestra x(t) correspondiente a la concentracién de insulina y en amarillo y(t)
correspondiente a la concentracién de glucosa, para la Figura [4.15] (c) en verde z(t) y
en amarillo la poblacién de células 8 z(t) y en la Figura [£.17] () en verde y(t) y en
amarillo z(t). Para estos resultados se usé un DAC312HP con la conexién recomendada
por el fabricante mostrada en la Figura [1.6]

Por lo anterior, los resultados observados coinciden con los resultados esperados en
las simulaciones, por lo que la implementacion del sistema como de la red controlada
representan fielmente las diferentes dindmicas del sistema, como es una poblacién de
células § danadas al usar la red compleja sin acoplamiento, la poblacién de células 3
recuperada mediante tratamiento al usar control en la red ademaés de que es posible
disminuir o aumentar nodos a la red de tal manera que se modifique poblacién de
estudio.
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Conclusiones

El estudio de modelos matematicos que describan el comportamiento de sistemas
bioldgicos es de gran importancia para generar herramientas de andlisis no invasivas.
Debido a su importancia se busca que el modelo matematico tenga la mayor exactitud
respecto al sistema biolégico real.

Por lo que en el presente trabajo se presenté un estudio amplio sobre la incorpo-
racién de retardos temporales y derivadas de orden fraccionario en la definicién de
modelos bioldgicos, asi como también se abordé el problema de la sincronizacién desde
el enfoque de redes complejas. En particular, se analizaron dos modelos matematicos
de orden fraccionario basados en la derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov. El pri-
mero emula el comportamiento entre células tumorales y células del sistema inmune;
mientras que el segundo representa la interaccion entre la glucosa y la insulina.

Para desarrollar el andlisis de la dindmica no lineal de los sistemas bioldgicos, se
desarrollé una extensién del método numérico de Griinwald-Letnikov para incorporar
los retardos temporales en su definicién. Esto permitio calcular los diagramas de bifur-
cacion y los planos de fase de los atractores. Ademas, para ambos modelos, se encontré
que la incorporacion de las derivadas de orden fraccionario condujo a la deteccion de
regiones en el mapa de bifurcacién en las cuales se encontrd caos, el cual podria estar
asociado a un funcionamiento incorrecto del sistema biolégico bajo estudio. Este re-
sultado no es posible de obtener cuando unicamente se consideran derivadas de orden
entero. Por lo tanto, se observé que la evolucién de los sistema biolégicos tiende a
estados estables (presumiblemente el sistema bioldgico funciona de manera correcta) o
caoticos dependiendo de la magnitud del orden fraccionario.

Por otro lado, es bien conocido que los sistemas biolégicos no funcionan de forma
aislada, sino que tienden a agruparse en estructuras funcionales denominadas desde un
punto de vista matematico como redes complejas. Por lo tanto, en este trabajo de tesis
también se demostro la sincronizacion entre varios sistemas biolégicos en los dos casos
analizados (modelo del céncer, y modelo glucosa-insulina) mediante una red compleja
de tipo mundo pequeno. Sin embargo, la sincronizacion se logré cuando la fuerza de
acoplamiento entre los nodos de la red es muy alta. No obstante esta sincronizaciéon no
modifica la dindmica mostrada por los nodos de la red, es decir, si estos se encuentran
en estado caotico, seguiran mostrando caos pero de forma sincrona. Finalmente, para
lograr que la dindmica de la red compleja evolucione a un estado deseado (por ejem-
plo un comportamiento estable asociado a supuesto funcionamiento sano del sistema
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bioldégico) fue necesario introducir una estrategia de control por Pinning en al menos
un nodo de la red. Este ultimo resultado, es importante desde un punto de vista biol6gi-
co dado que podria ser utilizado para estudiar los mecanismos de control (terapias o
medicamentos) sobre el sistema bioldgico para llevarlo a un funcionamiento correcto
(estado estable).

Finalmente, los resultados tedricos y de simulacién experimental fueron contrasta-
dos con la implementacion en hardware electronico embebido demostrando una correcta
concordancia.

Como trabajo futuro se espera:

= Generalizar los resultados numéricos para una clase de sistemas bioldgicos de
orden fraccionario en funcién del tipo de estabilidad.

= Generar otras métricas de analisis de la dinamica no lineal tales como bases de
atraccion para obtener un mapa perimétrico bidimensional. Para esto se requiere
de programacién de alto rendimiento en la supercomputadora.

= Incrementar el nimero de nodos en la red compleja para evaluar una mayor
poblacién de sistemas bioldgicos sincronizados.
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Apéndice A
Publicaciones

A continuacion se presentan los articulos presentados en el transcurso del trabajo
de la presente tesis de maestria.

= On the dynamical behavior of a fractional-order chaotic cancer model with time-
delay, 29a Reunién Internacional de Comunicaciones, Computacion, Electrénica,
Automatizacién, Robética y Exposicién Industrial (ROC&C 2020). Sede: Aca-
pulco, Gro., pospuesto al 20 a 23 de Julio de 2021. Congreso Internacional.

= Implementacién electrénica y andlisis de la dindamica de un sistema regulador
glucosa-insulina de orden fraccionario con retardos temporales, Séptimo Congreso
Internacional de Robética y Computacién (CIRC 2020). Sede: La Paz, B.C.S., a
25 de Mayo de 2020. Congreso Internacional.
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Resumen—Cancer is a disease that causes millions of deaths
around the world. Mathematical models about this disease repre-
sent the possibility of studying a treatment without intervening in
the human body. This document shows the mathematical model
of fractional order with time delays that considers the evolution
of tumor cells and the reaction to the immune system.

Index Terms—Cancer, fractional order, time-delay, chaotic
attractor.

I. INTRODUCCION

Los modelos matematicos de sistemas bioldgicos son de
gran importancia debido a que permiten analizar la interaccion
de las variables que lo comprenden asi como manipular el
modelo de tal forma que no se tenga que interactuar con el
modelo real [1]-[3].

La elaboracién de modelos mds cercanos a la realidad es
de gran interés para la comunidad cientifica donde la meta
es encontrar el que mejor describa el comportamiento real
[4]-[6]. Se ha demostrado que los modelos cadticos son mas
aproximados a los sistemas bioldgicos reales debido a su
naturaleza cadtica [1], [7].

Por otro lado, el cancer es un mal que en los dltimos afios
se ve con mayor regularidad, tan solo en México de 2011
a 2016, dos de cada 100 000 habitantes de O a 17 afios
fallecen anualmente por un tumor en érganos hematopoyéticos
(conformado entre otros, por la leucemia). Entre los jovenes
de 18 a 29 anos, mueren tres de cada 100 000 hombres contra
dos de cada 100 000 mujeres.Tres de cada 10 muertes por
cancer en la poblacién de 30 a 59 afios, son consecuencia
del céncer en Organos digestivos. Para la poblaciéon de 60
afios y mds, cuatro de cada 10 defunciones por cdncer en
mujeres se deben a tumor en Organos digestivos, contra tres
de cada 10 en varones.Respecto al cancer de mama, en 2016

se observaron 16 defunciones por cada 100 000 mujeres de
20 afios y mas [8]. El cancer es la principal causa de muerte a
nivel mundial, en 2015 provocé aproximadamente 8.8 millones
de defunciones.

La dindmica de los tumores cancerigenos es un tema de
gran importancia tanto para matematicos como onc6logos
aplicados, debido al crecimiento impredecible de las células
tumorales [9]. Por lo tanto, un modelo bioldgico que describa
la evolucién de las células tumorales, aportaria grandes bene-
ficios en el drea de la medicina y supondria una herramienta
no invasiva para el estudio de un tratamiento [10]-[12].

Por lo anterior, en el presente trabajo se analiza el modelo
matemadtico propuesto por Subhas Khajanchi et al [15] que
describe la evolucion de las células tumorales para poste-
riormente proponer un orden fraccional tomando en cuenta
el andlisis de estabilidad y diagramas de bifurcacién. Esto
debido a que el célculo fraccional ha demostrado resultados
mds cercanos a la realidad al igual que la consideracion de
retardos temporales puesto que ambos integran un efecto de
memoria [2], [3], [13], [14].

II. MODELO MATEMATICO

A continuacidn, se presenta un modelo matemadtico descrito
por Subhas Khajanchi et al , que describe como las células
tumorales evolucionan y sobreviven al breve encuentro con
el sistema inmune, mediado por las células efectoras y las
células huésped. Las células inmunes efectoras son elementos
importantes en el sistema inmune puesto que destruyen las
células tumorales a través de un proceso cinético por el
cual las células tumorales entran en contacto con las células
efectoras y las hacen funcionalmente inactivas [10], [11],



[15]. Ademas, las células tumorales secretan citocinas inmu-
nosupresoras (TGF-$3), prostaglandina (E2), IL-10, etc., que
pueden estimular la proliferacién de células tumorales. Por
lo tanto, instantdneamente, las células efectoras no pueden
destruir las células tumorales, por lo que hay un intervalo
de tiempo entre la desactivacion de las células tumorales por
las células efectoras inmunes [10], [11], [15]. Esta interaccién
entre células se representa en la Fig. 1 .

®) Y ~ Células del
/ 2 = sistema
& T inmune
T & Nl
\ OPs.
aj
, LI
Células oo0 > Células
normales 4 tumorales

Figura 1. Imagen que muestra la interaccion de las células tumorales con el
sistema inmune

Por lo anterior el intervalo de tiempo de respuesta puede
considerarse como un retraso de interaccion,que se ve reflejado
en el modelo matemadtico descrito por las ecuaciones diferen-
ciales (1) con la finalidad de representar mejor al sistema real

d
G =5 - Pa(t — 1) — oz,

o =ay(l —y) —mnyz, (1
T =2(1=2) = Pox(t —7)2(t = 7) — 2yz.

Los pardmetros del modelo se muestran en la Tabla I,
donde ademds x representa las células inmunes efectoras, y
representa la poblacion de células huésped y z la poblacién
de células tumorales donde las condiciones iniciales empleadas
son [2(0),y(0),z(0)] = [0.1,0.55,0.12].

El modelo propuesto presenta un comportamiento cadtico
el cual fue verificado por los diagramas de series de tiempo
(Fig. 2) y fase (Fig. 3), este comportamiento es la causa por la
que este modelo fue escogido, puesto que esta caracteristica
se asemeja a la del sistema real [10], [15]. Para este sistema
de ecuaciones diferenciales la presencia de caos indica recaida
de cancer a largo plazo.

I1I. MODELO DE ORDEN FRACCIONARIO
PROPUESTO

III-A.  Método de solucion numérica

Existen varias definiciones para generar funciones de orden
fraccionario entre las que destacan la de Griinwald-Letnikov,
Riemann-Lioville y Caputo, para el presente documento se
ocupo un método de soluciéon numeérica derivado de la defini-
cién de Griinwald-Letnikov, debido a que ocupa un efecto de
memoria, el cual se describe en la ecuacién 2 [7], [16].

Tabla I
TABLA DE PARAMETROS
Parametros Definicion Valores
- Tiempo entre la desactivacion de las 0.12

células tumorales por las células efectoras

P Maiximo reclutamiento de células efectoras 4.5

Coeficiente de precipitacion de las células 10
inmunes '

Fracciones de células inmunes destruidas

& por células tumorales 02

Tasa de descomposicion de las células

é . 0.5
efectoras inmunes
Tasa de proliferacion de las células

e’ p 0.5
huésped
Muerte fraccionada de células huésped

71 Ailac 1.5
por células tumorales

B2 Tasa de inactivacion de células tumorales 2.5
Tasa de desactivacion de las células

72 1.0
tumorales

0 200 400 600 800 1000
t(d)

t(d)

Figura 2. Series de tiempo del modelo de orden entero.
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Figura 3. Diagrama de fase del modelo de orden entero
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(k—Lm/m) Dy f(t) = h™1 Z(_l)j (j) fk—3) (@)

=0

Donde ¢ es el orden fraccionario (no entero), Lm es el
tamafio de memoria, ¢, = kh, h es el paso de calculo y
(—1)7(%) son los coeficientes binomiales cgq) (j=0,1,---).
Los cuales se calculan con la siguiente expresion [7], [16]:

1 g
(0 =1, = (1 — ‘J) o 3)

Entonces la solucién numérica general de la ecuacién dife-
rencial ,Diy(t) = f(y(t),t, puede ser expresada como

k

y(te) = fly(te), t)h? = > Pyt —5). @)

Jj=v

Para el término de memoria expresado por la suma, es usado
un principio de memoria corta que dice que v = 1 para k <
(Lm/h) y v =Fk — (Lm/h) para k > (Lm/h), en caso de
requerir memoria completa v = 1.

Como el presente caso trata un sistema de orden fraccionario
con retardo, s6lo es necesario realizar pequefias modificaciones
al modelo anterior, donde Lm debe ser multiplo del retardo
7 y el valor del retardo 7 = h(t,), donde ¢, es el tamafio de
T y representa el nimero de pasos hacia atrds en la memoria
[16]-[18].

Tomando en cuenta la definicidon anterior, el modelo de la
ecuacion 1 se representa en orden fraccionario de la siguiente
forma:

Dixz(t) = &2 — pra(t — 1) — ow,
Diy(t) = ay(1 - y) — nyz, %)

DE(t) = (1 — 2) — fan(t — 7)2(t — 7) — a2,

Del sistema de ecuaciones anterior se aflade una variable
al sistema original correspondiente al orden fraccional ¢ cuyo
valor sera propuesto a partir del andlisis de estabilidad.

IV. PROPIEDADES DINAMICAS

En esta seccidén se presentan alguna de la propiedades
analizadas del sistema de orden fraccional entre las que se
encuentran los puntos de equilibrio, valores propios y diagra-
mas de bifurcacién.

IV-A. Puntos de equilibrio

Se obtuvieron 6 puntos de equilibrio (£) del modelo

fraccional propuesto (5), los cuales son: E; = (0,0,0)
correspondiente a la ausencia de células vivas, Fs = (0,1, 0)
que indica ausencia de células tumorales, E3 = (0,0,1)

donde s6lo se encuentran presentes células tumorales, ademas
de E; = (0.347000.1325), E5 = (—7.1470018.8675) y
Egs = (0.10600.60250.1325), los cuales coinciden con Subhas
Khajanchi et al.

IV-B. Andlisis de estabilidad

A continuacidén se obtiene la estabilidad asintética local de
los puntos fijos biolégicamente factibles de (5) alrededor de
cada uno de los puntos de equilibrio. Para esto, se calcula
la matriz jacobiana Jg en la cual serdn sustituidos cada uno
de los puntos de equilibrio, la cual se deriva de la ecuacién
caracteristica de sistema dada por [17], [18]:

|Jo + €T — M| (6)

Donde Jg = Jy + e J,, Jp es la matriz jacobiana para un
retardo 7 = 0, J; es la matriz jacobiana para el sistema con
7 > 0y I la matriz identidad. De lo anterior se obtuvo la
siguiente la matriz jacobiana Jg:

Ju 0 Ji3
Je= 0 Jao J3 @)
J31 J32 J33
9z* ¥ e M 1 9z*
Dopde T oarm m Te T s = g -
S S A ELIS
#,Jgg =—z"yJygz3=1-22"— M—y*, estos

resultados se obtuvieron con los valores de los pardmetros
indicados en la Tabla I donde z*,y* y z* son los puntos de
equilibrio.

Desarrollando la ecuacién caracteristica 6 se obtuvieron los
valores propios A;. A1 23 = (—0.5,0.5,1.0) para E1, A1 23 =
(—0.5, —0.5,0) para E2, )\172,3 = (—1.0, —1.07 1.5846)
para E3, /\1,273 = (03012, 03012, 03012) para E4,
A,2.3 = (—27.8012,—27.8012, —27.8012) para E5 y A1 23 =
(—0.5014, —0.5014, —0.5014) para Ej.

Posteriormente se obtuvieron los diagramas de bifurcacién
con r = /y(tr)? + z(tx)? que es la distancia por cada cruce
de x(ty) a través de una superficie Poincaré y con ¢ siendo el
orden fraccional variando de 0.95 a 1. En la Fig.4 se observa
que al aumentar el valor de g el sistema empieza presentar una
dindmica cadtica para un valor de ¢ muy cercano a 1 cuando
existe un retardo temporal de 7 = (.12, mientras que en la
Fig. 5 con 7 = 0 el sistema siempre presenta una condicion
periddica para los valores de ¢ de 0.95 a 1 [19].

0.65

0.55

0.45

0.35

0.95 0.96 0.97 0.98

q

0.99 1

Figura 4. Diagramas de bifurcacién variando el orden fraccional ¢ de 0.95
a 1 con los valores descritos en la Tabla (I) y 7 = 0.12
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Figura 5. Diagramas de bifurcacién variando el orden fraccional g de 0.95
a 1 con los valores descritos en la Tabla (I) y 7 = 0

Dado que el modelo propuesto atn no tiene asignado un
valor para el orden fraccional g, este se propuso a partir los
resultados del diagrama de bifurcacién de la Fig. 4, puesto
que con 7 = 0 no es posible que el sistema presente un
comportamiento cadtico, por lo que se selecciono un valor
arbitrario de ¢ dentro del intervalo 0.998 > ¢ < 1, seleccio-
nando ¢ = 0.9988.

0

400 600 800

1
0

400 600 800

: |

400 600 800

Figura 6. Series de tiempo del sistema fraccional propuesto con g = 0.9988,
7 = 0.12 y los parametros descritos en la Tabla (I).

Figura 7. Atractor cadtico del sistema fraccional propuesto con ¢ = 0.9988,
7 = 0.12 y los pardmetros descritos en la Tabla (I).

Como se puede ver de la Fig. 6 y Fig. 7 con ¢ = 0.9988

y 7 = 0.12 el sistema de orden fraccional con retardo pro-
puesto presenta un comportamiento cadtico, mientras que con
q = 0.9988 y 7 = 0 el sistema presenta un comportamiento
periddico, como se muestra en la Fig. 8 y Fig. 9 .

><o.5m M nnhﬂﬁ M NNM‘\ MM
0
400 600 800 1000
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1
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0
400 600 800 1000
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Figura 8. Series de tiempo del sistema fraccional propuesto con ¢ = 0.9988,
7 = 0 y los pardmetros descritos en la Tabla (I).

Figura 9. Atractor del sistema fraccional propuesto con ¢ = 0.9988, 7 = 0
y los pardmetros descritos en la Tabla (I).

V. RESULTADOS

Considerando el sistema propuesto (5) de orden fraccio-
nario con retardo temporal que describe la evolucién de las
células tumorales ante el sistema inmune, en los diagramas
de bifurcaciéon realizados variando el orden fraccional g y
el valor de retardo 7 el sistema presenta cambios en su
comportamiento que cambia de periédico a cadtico, estos
diagramas se realizaron omitiendo un transitorio del 40 % con
el fin de observar si el comportamiento cadtico persiste. De
la Fig.4 y 5 se puede observar que si no existe un retardo 7
en el sistema de orden fraccional no es posible que presente
un comportamiento cadtico, lo que quiere decir que hubo
una pronta respuesta del sistema inmune, mientras que si
hay presencia del retardo 7, existe una regién aproximada
de 0.998 — 1 de valores en el orden fraccional ¢ donde es
posible que presente caos, lo que se traduce en un retardo
en la repuesta del sistema inmune insuficiente para actuar
eficientemente contra el desarrollo de las células tumorales
1.



También es posible analizar el efecto que tiene el retardo
7 en el modelo propuesto (5) una vez fijado un valor para el
orden fraccional arbitrario ¢ = 0.9988 como se ve en la Fig.
10, que indica que con un retraso temporal (0.1 < 7 < 0.153)
en la respuesta inmune, el tumor puede desarrollarse a un nivel
mads hostil, ya que en esta zona hay presencia de caos lo que
se puede corroborar con los resultados de la Fig. 6.

0 0.05 0.1

Figura 10. Diagrama de bifurcacién sistema fraccional propuesto (5) con
q =0.9988, 0 > 7 < 0.25 y los parametros descritos en la Tabla (I).

En el presente documento se analizé solamente como el
sistema propuesto evoluciona al ser alterados 7 y ¢, sin
embargo en el modelo real los pardmetros de la Tabla I
pueden presentar variaciones dependiendo de la naturaleza del
individuo de estudio, [10], [11], como se muestra en la Fig.
11.
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0.55

0.45

0.35

0.95 0.96 0.97 0.98

q

0.99 1

Figura 11. Diagrama de bifurcacién variando el orden fraccional g de 0.95
a 1 con los valores descritos en la Tabla (I) excepto p = 5

Donde se asigno p = 5 manteniendo todos los demads
valores de la Tabla I incluyendo 7 = 0.12, se puede observar
que la regiéon donde es posible que el sistema presente un
comportamiento cadtico se increment6 y ahora es posible
asignar un valor a ¢ de 0.9886 — 1.

De lo anterior se puede observar que al variar algunos de
los pardmetros del sistema en un amplio rango, la interaccion
entre el sistema inmune y el tumor demuestra dindmicas
mds complicadas como comportamientos periddicos regula-
res, irregulares y aleatorios como escenarios cadticos o de
alta periodicidad. Los comportamientos periddicos regulares

indican un proceso de equilibrio donde el sistema inmune
controla la evolucién de la células tumorales, mientras la
aparicién de un comportamiento desordenado indica que el
tumor puede desarrollarse a un nivel mds hostil, este dltimo
es el comportamiento que se busca puesto que es importante
analizar el sistema en su estado hostil con el fin de proponer
métodos que contrarresten este estado.

VI. CONCLUSION

El presente trabajo propone un modelo de orden fraccio-
nario con retardos temporales que describe la evolucién de
células tumorales, con el fin de acercar ain mas el modelo al
sistema bioldgico real. El orden fraccional representa variables
externas, que pueden llevar a un comportamiento totalmente
diferente, lo cual es normal que ocurra en los sistemas reales.
Ademads de que se ha demostrado que los sistemas cadticos
representan mejor la naturaleza de los sistemas bioldgicos atin
mds si contemplan la presencia de retardos temporales [2], [3].

Por lo tanto el modelo propuesto de orden fraccional con
retardos temporales al presentar diferentes dindmicas en su
comportamiento representa nuevos objetivos de andlisis, que
cumplen con la dindmica de la naturaleza real del sistema.
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Resumen—En este articulo se presenta el andlisis dinamico de
un sistema bioldgico que describe la interaccion entre la glucosa
e insulina. De esta manera es posible estudiar dos escenarios:
libre de diabetes (dinamica regular) o padeciendo diabetes
(dinamica caética). Este modelo incorpora retardos temporales y
las ecuaciones diferenciales que lo describen se basan en la teoria
de célculo de orden fraccionario. En consecuencia, el sistema de
orden fraccionario presenta nuevos efectos que son de interés
para su estudio y anilisis, los cuales podrian ayudar a describir
mejor la enfermedad de la diabetes mellitus. Para la validacion
del modelo, se ha realizado la implementacién electrénica usando
un procesador ARM. Los resultados experimentales concuerdan
con la teoria relacionada demostrando la viabilidad del modelo
propuesto.

Index Terms—orden fraccionario, time-delay, atractor caético,
glucosa, insulina, diabetes.

I. INTRODUCCION

La diabetes técnicamente llamada diabetes mellitus, es un
grupo de enfermedades caracterizadas por trastornos en los
procesos metabdlicos del cuerpo humano, en los que se
interrumpe el mecanismo de control del nivel de azicar en
la sangre. En estos casos la insulina, el elemento principal
de control no se secreta o las células del cuerpo ignoran su
presencia [1]-[3].

Diversos procesos patoldgicos estdn involucrados en el
desarrollo de diabetes mellitus, aunque la gran mayoria de
los casos pueden incluirse en dos categorfas. En la primera de
ellas, diabetes mellitus tipo 1, donde la causa es una deficiencia
absoluta en la secrecidn de insulina, a menudo con evidencia
de destruccidén autoinmune de las células pancredticas. En la
segunda categoria y mucho més prevalente esta la diabetes me-
Ilitus tipo 2, donde la causa es una combinacién de resistencia
a la accién de la insulina (generalmente asociada a obesidad)
y una inadecuada respuesta secretora compensatoria [1]—[4].

Por un lado, la glucemia es la medida de concentracién de
glucosa libre en la sangre, un alto nivel de glucemia aparece
cuando el organismo no cuenta con la suficiente cantidad de

insulina o cuando la cantidad dc insulina ¢s muy escasa, a
este proceso derivado de la diabetes se le llama técnicamente
hiperglucemia que se caracteriza por altos niveles de azicar en
la sangre. Por el otro lado, la hipoglucemia, también conocida
como bajo nivel de glucosa o de azicar en la sangre, ocurre
cuando el nivel de glucosa en la sangre cae por debajo de
lo normal. La hipoglucemia puede ser un efecto secundario
de la insulina y otros tipos de medicinas para la diabetes que
ayudan al cuerpo a crear mds insulina.

A continuacioén se presentan algunos datos estadisticos sobre
la poblacién diagnosticada con esta enfermedad en México,
donde datos recabados de la Encuesta Nacional de Salud
(ENSA) 2000, la Encuesta Nacional de Salud y Nutricién (EN-
SANUT) 2006, 2012 y MC 2016, muestran que la prevalencia
de diabetes por diagnéstico previo ha aumentado con una
tendencia anual positiva de 2.7 %. En 2016, la prevalencia de
diabetes fue de 9.4 % mayor respecto a la de 2012 y al menos
en México hasta el 2016 habia poco més de 6.4 millones de
personas diagnosticadas con diabetes, cerca de 60 000 mas
que en 2012 [4]. Por lo tanto, se requiere seguir estudiando y
comprendiendo la diabetes en la mayorfa de los escenarios.

Los modelos matematicos de sistemas bioldgicos son de
gran importancia debido a que permiten analizar la interaccién
entre sus variables y asi como manipular el modelo de tal
forma que no se tenga que interactuar con el sistema real [5]—
[8]. La elaboracién de modelos matematicos més cercanos a la
realidad es de gran interés para la comunidad cientifica donde
la meta es encontrar el que mejor describa el comportamiento
del fendmeno bajo estudio. En los ultimos afios también se
han desarrollado varios modelos que describen un comporta-
miento biolégico los cuales suponen nuevas herramientas para
combatir problemas médicos [9]-[12].

Una clase de modelos muy interesante son aquellos que
incluyen retardos temporales (time-delay). En la naturaleza los
retardos temporales realmente influyen en varios aspectos de
nuestras vidas, por ejemplo, los reflejos humanos donde una
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Figura 1: Sistema de control de insulina-glucosa estudiado por Chuedoung et al. [23].

pronta respuesta puede ser la diferencia entre recibir o no un
golpe. Como el factor del tiempo existe y afecta a muchos sis-
temas la inclusién de estos a los modelos matemadticos resulta
en una mejor manera de representar su comportamiento [13]—
[15]. En la literatura podemos encontrar retardos temporales
en modelos fisicos, quimicos, de ingenierfa y en sistemas
biolégicos [2], [13].

Dentro de los modelos bioldgicos se ha demostrado que
los modelos cadticos son mds aproximados a los sistemas
bioldgicos reales debido a su naturaleza cadtica, ya que pre-
sentan comportamientos inesperados e impredecibles lo cuales
se encuentran en muchos de los sistemas bioldgicos reales [7],
[16]. Por lo anterior el estudio de modelos bioldgicos cadticos
que incorporen retardos temporales es de gran importancia
para el estudio de sistemas que describen trastornos o enfer-
medades en el ser humano ya que describen de mejor manera
estos problemas de interés social. En los dltimos afios se
han desarrollado modelos que describen varios padecimientos
tales como el modelo propuesto por S. Kajanchi et al [13] el
cual describe la presencia de cdncer mediante la interaccién
entre las células tumorales y el sistema inmune, también el
propuesto por Z. Mukandavire [17] que describe el sindrome
de inmunodeficiencia adquirida (SIDA), entre otros [18], [19].

Considerando la discusién anterior, un modelo biol6gico
que describa la dindmica del sistema regulador de insulina-
glucosa podria ayudar a hacer predicciones confiables y es-
tudios hacia un tratamiento efectivo de la diabetes mellitus.
Algunos trabajos anteriores de este tema son los descritos por
P Sadaghi et al., Lenbury et al., J. S. Bajaj et al. y Sarika et
al. [2], [20]-[22]. En el presente trabajo se analiza el modelo
matematico de ecuaciones diferenciales con retardo propuesto

por Chuedoung et al. [23] que describe el comportamiento
dindmico del sistema de retroalimentacién de glucosa-insulina
que involucra a las células 3 e incorpora dos retardos de
tiempo uno para la generacién de insulina y el otro para la
generacion de glucosa [2].

Se propone ampliar el modelo descrito por Chuedoung
et al. a orden fraccionario debido a que la implementacién
del célculo fraccionario, el cual es el estudio de derivadas e
integrales de orden no entero, ha demostrado comportamientos
nuevos en los sistemas que no son posibles de observar en
sistemas de orden entero. [8], [24]-[29]. Por ultimo, una
vez descrito el modelo propuesto de orden fraccionario que
incorpora retardos temporales se presenta una implementacion
de este usando una tarjeta ARM, para posteriormente poder
visualizar sus correspondientes series de tiempo y fase en un
osciloscopio.

El manuscrito se organiza como sigue. En la seccion 2 se
introduce el modelo regulador glucosa-insulina con retardos
temporales. En la seccién 3 se presenta el modelo propuesto
considerando la teorfa de cédlculo de orden fraccionario. En
la seccién 4 se analiza la estabilidad del sistema regulador
glucosa-insulina. En la seccién 5 se implementa el sistema
bilégico en una tarjeta ARM y se discuten los resultados
experimentales. Finalmente, en la seccién 6 se dan las con-
clusiones.

II. MODELO MATEMATICO

El control primario de la secrecién de insulina es un
sistema de retroalimentacién negativa dirigida entre las células
pancredticas y la concentracién de glucosa en la sangre que
fluye hacia ellas. Un nivel elevado de glucosa en sangre,
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como durante la ingesta de una comida, estimula directamente
las células para sintetizar y liberar insulina. El aumento del
nivel de insulina, a su vez, reduce el nivel de glucosa en
plasma a la normalidad, promoviendo el uso y almacenamiento
de nutrientes. Por el contrario, una caida de la glucosa en
sangre por debajo de lo normal, como durante el ayuno, inhibe
directamente la secrecién de insulina. La disminucién de la
tasa de secrecién de insulina desplaza el metabolismo de la
fase de absorcién a la fase post-absorcién. Por lo tanto, este
simple sistema de retroalimentacion negativa puede mantener
un suministro relativamente constante de glucosa a los tejidos
esencialmente sin requerir la participacion de nervios u otras
hormonas. El comportamiento del sistema se representa en la
figura 1.

Ademds, ¢l modelo matemético descrito por las ecuaciones
diferenciales (1) representa el comportamiento dindmico del
sistema de retroalimentacién de glucosa-insulina que involucra
a las células 3, e incorpora dos retrasos de tiempo, uno siendo
el retraso de produccién de insulina desencadenado por la
glucosa 74, y el otro es el retraso de glucosa hepdtica 7;.

92— pyy(t — 7g)2(t — 79) — 2w+ c12(t — 1),
H =N — Ryt —7) + Cs, )

& = Rs(y —9)(T — 2) + Rez(T — 2z) — Ryz,

donde z(t) es la concentracién de insulina, y(l) es la
concentracién de glucosa, z(t) es el nimero de células 3y
7 es la diferencia entre el nivel de glucosa en ayunas y su
nivel basal, 7, es el retardo en la secrecién de insulina en
respuesta al aumento del nivel de glucosa en sangre segtn la
evidencia clinica informada por Palumbo et al. [30] y 7; es
¢l retardo en la cafda de glucosa debido al aumento del nivel
de insulina segin la evidencia clinica informada por Prager
et al. [31]. 71,79, R3_7,c1 y Cy son constantes de velocidad,
N es el nimero normal de células y 1" es la densidad total de
las células divisorias y no divisorias que se supone constante.

En un sujeto sano, existe un ajuste entre el retardo de
tiempo 7, en la produccion de insulina en respuesta a la
variacion de glucosa en plasma, y el retardo correspondiente
7;. Esto significa que si el retardo de la glucosa hepdtica
7; aumenta, el sistema regulador de retroalimentacién podra
mantener estabilidad al acortar el retardo de produccién de
insulina 7,. Un mal funcionamiento en el ajuste de cualquiera
de los dos retardos de tiempo puede conducir a una pérdida
de estabilidad que podria resultar en que el nivel de glucosa
en sangre se vuelva drdsticamente alto (hiperglucemia) o
extremadamente bajo (hipoglucemia). Segin lo informado por
Bertram y Pernarowski [32], tipicamente se observa un retraso
de 1 a 2 minutos en la actividad eléctrica de los islotes de
Langerhans, encargados de la liberacién de insulina.

Dado el valor de los parametros de la tabla 1 y las
condiciones iniciales [x(0), y(0), 2(0)] = [6.03,1.79,0.82] se
obtuvieron los correspondientes diagramas de fase y tiempo
de las figura 2 y 3 respectivamente ocupando los valores de
T7g = 0.56 y 7; = 0.05. En ambas figuras se observa una

Tabla I: Tabla de pardmetros para el sistema (1).

Parametros | Valores
71 0.472
2 0.25
R3 0.82
Ry 0.6
Rs 0.3
Rg 0.3
Ry 0.2

Yy 1.42
N 1.27
T 1.5
c1 0.1
Cy 0.8

6
PO
: |

mmmmmmmmm
) ; t(m i n)

Figura 2: Series de tiempo del sistema de orden entero (1) con
Tg = 0.56 y 7 = 0.05.

dindmica periddica (tiempo y fase) indicando que el sistema
regulador glucosa-insulina funciona de manera normal.

III. MODELO DE ORDEN FRACCIONARIO PROPUESTO

Existen varias definiciones para el operador integrodife-
rencial de orden fraccionario entre las que destacan la de
Griinwald-Letnikov, Riemann-Lioville y Caputo. Para el pre-
sente documento se ocupo un método de solucién numérica
derivado de la definicion de Griinwald-Letnikov, debido a que
ocupa un efecto de memoria, el cual se describe en la ecuacién

(2) [16], [33].
k
hqz () (t—y)- @
Jj=

Donde ¢ es el orden fraccionario (no entero), I'm es el
tamafio de memoria, ty = kh, h es el tamafio de paso
de integracién y (—1)7 ('71) son los coeficientes binomiales
c;-q)(j = 0,1,---). Los cuales se calculan con la siguiente
expresion [16], [33]:

c(())—l C(Q) (1—

(b—Lm/m) D £ (t)

1+
Tq) 9. 3)
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Figura 3: Diagrama de fase del sistema de orden entero (1)
con 7, =0.56 y 7; = 0.05.

Entonces la soluciéon numérica general de la ecuacién dife-
rencial ,Diy(t) = f(y(t),t) puede ser expresada como

k
y(te) = Fylte) b =Y Pyt —5). @)
j=v

Para el término de memoria expresado en la suma, es usado un
principio de memoria corta en el cual v = 1 para k < (Lm/h)
y v =k — (Lm/h) para k > (Lm/h), en caso de requerir
memoria completa v = 1.

Como cl presente caso trata un sistema de orden fraccionario
con retardos, es necesario realizar consideraciones al modelo
anterior. Lm debe ser miiltiplo del retardo 7, y 7;, mientras
que el valor de los retardos 74 = h(t;4) y 7; = h(t;;), donde
lr¢ Y tr; son el tamafio de memoria de 74 y 7; respectivamente
y representan el ntimero de pasos hacia atrds en la memoria
[14], [26], [33].

Tomando en cuenta la definicién anterior, el modelo de la
ecuacion (1) se representa en orden fraccionario de la siguiente
forma:

Dia(t) = ry(t — 14)2(t — 74) — rox 4+ c12(t — 74),
Diy(t) = RZN — Ryx(t — ) + Cy, ()

Diz(t) = Rs(y —9)(T — z) + Ro2(T — 2) — Rzz.

Del sistema de ecuaciones anterior se aflade una variable
al sistema original correspondiente al orden fraccional ¢ cuyo
valor serd propuesto a partir del andlisis de estabilidad de la
siguiente seccion.

Dado que el modelo de ecuaciones (1) presenta un compor-
tamiento periddico con 7, = 0.56 y 7; = 0.05 lo que se traduce
en un buen funcionamiento del ajuste de glucosa-insulina,
buscamos ahora un comportamiento inestable. Para esto se
propone un nuevo valor para 7, y 7; en base a diagramas de
bifurcacién con r = /y(tx)? + z(l)? que es la distancia por
cada cruce de z(t) a través de una superficie Poincaré y con
q = 1 siendo el orden fraccional [28].

Como se puede observar en la figura 4 en efecto el sistema
muestra un comportamiento aparentemente estable para el

~
e, -

[6)]
e T SN

Figura 4: Diagramas de bifurcacién variando 7; con los
pardmetros descritos en la Tabla I 'y 7, = 0.56.
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Figura 5: Diagramas de bifurcacién variando 7, con los
pardmetros descritos en la Tabla I y 7, = 2.55.

valor de 7; = 0.05, se observa que mientras el valor de 7; au-
menta el sistema presenta un comportamiento aparentemente
cadtico, por lo tanto se propone un nuevo valor para 7; = 2.55.
Para corroborar que el nuevo valor de 7; proporciona el
comportamiento deseado se obtuvo el diagrama de la figura
5 donde se puede apreciar que existe un comportamiento
aparentemente cadtico para 7, = 0.56.

De la misma forma se puede estimar un valor para g, reali-
zando el diagrama de bifurcacién correspondiente obteniendo
la figura 6. Dado los resultados obtenidos de los diagramas de
bifurcacién anteriores se proponen los valores de 7, = 0.56,
T; = 2.55 y aparentemente ¢ > 0.935 para el modelo de
ecuaciones diferenciales de orden fraccional propuesto (5).

IV. ANALISIS DE ESTABILIDAD

A continuacién se muestra el andlisis de estabilidad co-
rrespondiente al modelo de orden fraccionario propues-
to. Se procede a calcular los puntos de equilibrio resol-
viendo X = F(X) = 0 con X = [z,9,2]7 ¢
R™. Como resultado, se obtuvieron 4 puntos de equili-
brio (E;," = [z*,y*2*], con ¢ = 1,2,3,4) del mo-
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10

0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 6: Diagramas de bifurcacién variando el orden fraccio-
nal ¢ con los pardmetros descritos en la Tabla I, 7, = 0.56 y
T; = 2.55.

delo fraccionario propuesto (5), los cuales son: F; =
(—1.9691,1.7726, —0.5256), F, = (3.1871,1.5910,0.9363),
Ey = (1.9696+0.81877, —0.0340+0.65107, 1.0272—1.32184)
y By = (1.9696 — 0.8187¢,—0.0340 — 0.6510¢,1.0272 +
1.32184).

Para obtener la estabilidad asintética local de los puntos fijos
biolégicamente factibles (equilibrios reales) del modelo (5)
alrededor de cada uno de los puntos de equilibrio, se calcula
la matriz jacobiana Jy, y la ecuacidn caracteristica del sistema
dada por [14], [25], [26]:

|Jo+ e T — Al (©)

donde Jg = Jy + e J,, Jy es la matriz jacobiana para un
retardo 7 = 0, J. es la matriz jacobiana para el sistema con
7 > 0y [ la matriz identidad. De lo anterior se obtuvo la
siguiente la matriz jacobiana Jg:

Jin Ji2 Jiz
Jp=1Ja 0 Jo3 @)
0  Jz2 Ja3
1 59z*e"*7a
Donde J11 = — 7 J12 = o5 > Jlg =
e AT ()Fzy> + 1_10) Joy = —2€ ;ny‘]z:; = —someeTs Js2 =

29—0 — % y J3z = % — 3% — if/o— estos resultados se

obtuvieron con los valores de los parametros indicados en la
Tabla I donde z*,y* y z* son los puntos de equilibrio.
Dados los puntos de equilibrio reales [y y [y se
desarrolla la ecuacién caracteristica (6) obteniendo:
0.2096A%  —  0.4099¢~0-56A =255 2.176
A3 4 0.1488\e70-50A=2:55A 0.5728 para K, vy
—0.2917X\ — 0.1826e~0762e=255A — (613102 — \* —
0.2652\e™0-562¢=2:55X _ (0.05022 para F5, respectivamente.
Los valores propios respectivos son A\; = 0.2179 + 1.19043,
Ay = —0.2972 + 0.49544, yA3 = 0.2888 — 1.6859¢ para FEj;
y A1 = —0.6160, Ay 3 = 0.001471 + 1.44744 para F-.
Debido a que tenemos un modelo de orden fraccionario la
ubicacién de los valores propios del lado izquierdo o derecho

Im

Re

Figura 7: Estabilidad en el plano complejo para sistemas de
orden fraccionario.

del plano complejo no es una condicién con la cual se pueda
demostrar la estabilidad puesto que para los sistemas de orden
fraccionario existe un dngulo en el semiplano derecho del
plano complejo a partir del cual el sistema es estable, como
se muestra en la figura 7 [33] .

Por lo tanto el sistema propuesto es estable si la siguiente
condicién se cumple

arg)| > 2, ®)
donde X\; ¢ = 1,2,3 son los valores propios para cada
equilibrio real del sistema. Para conocer el valor minimo de ¢
que origine caos, s¢ depeja ¢ de (8). Al resolver la ecuacion
anterior se obtiene que el sistema de orden fraccionario (5) po-
siblemente presente comportamiento cadtico para ¢ > 0.8847.
resultado en lo que coincide con los resultados del diagrama
de bifurcacién de la figura 6. Por lo tanto se propone un orden
fraccionario ¢ = 0.964. Las series de tiempo y los diagramas
de fase se muestran en las figuras 8 y 9 respectivamente,
donde se aprecia el comportamiento esperado segtn el andlisis
realizado.

GW/\V\/W\/\\AN\MM
X4

250 300 350 400 450 500
t(min)

4 . . .

~o NN NNV

250 300 350 400 450 500
t(min)

0

250 300 350 400 450 500
t(min)

Figura 8: Series de tiempo del sistema de orden fraccionario
propuesto con ¢ = 0.964, 7, = 0.56, ; = 2.55 y los
parametros descritos en la Tabla (I).
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Figura 9: Diagrama de fase del atractor cadtico del sistema
de orden fraccionario propuesto con ¢ = 0.964, 7, = 0.56,
7; = 2.55 y los pardmetros descritos en la Tabla (I).

Para corroborar la presencia de caos se elimino un tran-
sitorio del 50 % del total de iteraciones para el resultado
mostrado en la figuras 8 y 9 con la finalidad de observar si cl
comportamiento cadtico persiste.

I\
250 300 350 400 450 500
t(min)
~ TNV
250 300 350 400 450 500
t(min)
SV
250 300 350 400 450 500
t(min)

Figura 10: Series de tiempo del sistema discretizado.
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Figura 11: Diagrama de fase xy del sistema discretizado.

V. IMPLEMENTACION

Se propuso el uso de la tarjeta ARM Raspberry Pi 3 para la
implementacién del sistema propuesto, debido a su bajo costo
y compatibilidad con diversos esquemas de procesamiento
de datos digitales, ademéds que dentro de los programas que
soporta se encuentra Python. Por lo que se transcribieron los
programas de Matlab a Python para poder implementar los
sistemas.

Es esta seccion donde el uso de memoria corta dentro de
los sistemas de orden fraccionario, adquiere mas importancia,
ya que el uso de memoria corta ayuda notablemente con la
reduccion del tiempo de computo.

Para la implementacién del sistema se realizé una discre-
tizacién de los valores de las variables del sistema a valores
de 8 bits. Los resultados de simulacién mediante Python se
muestran en las figuras 10, 11, 12 y 13.

851
801
75+
70+
65
601
551
501

120 140 160 180 200 220 240
X

Figura 12: Diagrama de fase xz del sistema discretizado.

851
801
75+
70+
651
601
551
501

0 25 50 75 100 125 150 175
y

Figura 13: Diagrama de fase yz del sistema discretizado.

Una vez obtenidas las salidas digitales en Python, las cuales
serdn 2 salidas de 8 bits, por lo que se escogieron los pines
GPIO(4,17,27,22,5,6,13,19) y GPIO(23,24,25,12,16,20,21,26)
de la Raspberry Pi 3 para las salidas z, y y 2. Posteriormente,
los pines correspondientes a las salidas del sistema se conectan
a un convertidor digital analégico DACO0800 [34].

Los resultados se obtuvieron utilizando un osciloscopio
marca Agilent. En la figuras 14 y 15 se muestran las series
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Figura 14: Series de tiempo experimentales de los estados x
y y del sistema (5) con ¢ = 0.964, 74y = 0.56, y 7; = 2.55.
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Figura 16: Series de tiempo experimentales de los estados x
y z del sistema (5) con g = 0.964, 74 = 0.56, y 7; = 2.55.
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Figura 15: Diagrama de fase x — y del atractor cadtico del
sistema regulador glucosa-insulina.

de tiempo y fase del sistema regulador de insulina-glucosa,
en verde la concentracién de insulina 2(¢) y en amarillo la
concentracién de glucosa y(t). Para las figuras 16 y 17 se
muestran las series de tiempo la concentracién de insulina x(t)
en amarillo y la concentracién de células S z(t) en verde.
Por dltimo en las figuras 18 y 19 se muestra en verde la
concentracion de células 3 z(t) y en amarillo la concentracién
de glucosa y(t).

VI. CONCLUSION

El presente trabajo presenté un modelo de orden fraccio-
nario con retardos temporales que describe el sistema de
ajuste de glucosa e insulina en el cuerpo humano el cual
se encarga de regular los niveles de azicar en la sangre.
Considerando el andlisis de estabilidad para sistemas de orden
fraccionario con retardos temporales, se determind el valor
minimo para el orden fraccionario. Este valor determina el
punto de bifurcacién para observar comportamiento periddico
y cadtico, el cual indica un funcionamiento normal y no desea-
do, respectivamente, del sistema regulador glucosa-insulina.
Ademads, se demostré que el sistema de orden fraccionario
modifica los retardos previamente reportados. Los valores

Figura 17: Diagrama de fase x — 2z del atractor cadtico del
sistema regulador glucosa-insulina.

modificados de los retardos 7, = 0.56 y 7; = 2.55 coinciden
con los esperados vistos en prucbas realizadas en seres hu-
manos, donde regularmente son de 1-2 minutos de retrasado
en el sistema glucosa-insulina, pero en pruebas realizadas a
menores con desnutricién estos retardos fueron de hasta 5-10
minutos [32], [35]. Finalmente, los resultados tedricos fueron
implementados en una tarjeta ARM.

El presente trabajo podria ser utilizado como referencia
para el andlisis de la diabetes al presentar un grado extra de
liberta por el orden fraccionario, conduciendo a posible mejor
entendimiento del sistema regulador glucosa-insulina.
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Figura 18: Series de tiempo experimentales de los estados z
y y del sistema (5) con ¢ = 0.964, 74y = 0.56, y 7; = 2.55.
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Figura 19: Diagrama de fase z — y del atractor cadtico del
sistema regulador glucosa-insulina.
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