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5.15. Datos de calibración de la cámara. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.16. Altitud del veh́ıculo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.17. Datos de la orientación del veh́ıculo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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1
Introducción

Los veh́ıculos aéreos no tripulados Unmanned Aerial Vehicles (UAV’s por sus siglas
en Inglés) son veh́ıculos sin tripulación, capaces de mantener de manera autónoma un
nivel de vuelo controlado. El diseño de los UAV’s tiene una amplia variedad de formas,
tamaños, configuraciones y caracteŕısticas. Debido a la gran variedad existente, la comu-
nidad cient́ıfica los ha clasificado de acuerdo a su peso y rango de operación tal como se
muestra en la Tabla 1.1.

Tipo Peso máximo Rango máximo
Nano 200 grs 5 Km
Micro 2 Kg 25 Km
Mini 20 Kg 40 Km

Ligero 50 Kg 70 Km
Pequeño 150 Kg 150 Km

Tabla 1.1: Clasificación de UAV’s

Especial interés han recibido los micro veh́ıculos aéreos Micro Aerial Vehicles (MAV’s
por sus siglas en Inglés) debido a su tamaño reducido. En la Figura 1.1 se muestran las
subcategoŕıas que comprende ente tipo de veh́ıculos [1].

MAV

Alas giratoriasAlas fijas Alas batientes

Helicóptero Cuadricóptero Hexacóptero Octocóptero

Figura 1.1: Clasificación de MAV’s.

11
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De entre ellos los cuadricópteros han cobrado interés debido a sus particulares carac-
teŕısticas que lo diferencian de otros tipos de veh́ıculos aéreos, tales como: su estructura
simple, la habilidad de mantenerse en vuelo estacionario y la capacidad de despegar y
aterrizar de forma vertical. Un cuadricóptero como su nombre lo indica es un veh́ıculo con
cuatro rotores los cuales se encuentran distribuidos de manera estratégica para formar una
estructura en forma de cruz. Cada rotor se ubica en cada extremo de forma equidistante
hacia el centro de masa del cuadricóptero.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Veh́ıculos Cuadricópteros

El primer veh́ıculo tipo cuadrirrotor fue presentado en Francia por los hermanos
Brèguet en 1907 y es conocido como el Giroplano Brèguet-Richet No. 1, Figura 1.2. Cada
rotor consist́ıa de dos hélices tipo biplano las cuales estaban interconectadas mediante un
complejo sistema de poleas. El veh́ıculo estaba propulsado por un motor de combustión
interna. Los cuatro rotores fueron configurados del tal forma que un par girara en sen-
tido horario y el otro par en sentido antihorario con el objetivo de cancelar los efectos
de torsión. Este diseño se sigue utilizando en los cuadricópteros modernos el cual se ha
convertido en un estándar. Debido a inestabilidad del modelo y por falta de un sistema
de control adecuado, el veh́ıculo resulto ser poco práctico [2].

Figura 1.2: Giroplano Breguet-Richet No. 1.

En 1920 Étienne Oehmichen experimentó con el prototipo Oehmichen No. 2, Figura
1.3, el cual incorporaba 4 rotores de dos aspas ubicados en los extremos del marco principal
construido a partir de tubos de metal. Las hélices utilizadas permit́ıan variar el ángulo de
ataque por lo que provéıa cierto grado de control. Cinco hélices ubicadas en los laterales
permit́ıan controlar el ángulo en yaw. Este modelo es considerado más bien como una
combinación entre un cuadrirrotor y un helicóptero. El veh́ıculo tuvo cierto grado de
estabilidad permitiendo realizar más de mil vuelos de prueba. Consiguió permanecer varios
minutos en el aire y en 1924 logró desplazarse una distancia de 360 metros. Su máximo
logro fue el haber viajado 1 kilómetro de distancia en un tiempo de 7 minutos [3].
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Figura 1.3: Cuadrirrotor Oehmichen No. 2.

En 1922 George de Bothezat e Ivan Jerome mejoraron el diseño de Oehmichen al incluir
rotores de 6 aspas, Figura 1.4. Además de añadir ruedas en la parte inferior del veh́ıculo
con el objetivo de conseguir despegues y aterrizajes más suaves. Este veh́ıculo efectuó su
primer vuelo en octubre de 1922 y hasta 1923 ya hab́ıa completado más de 100 vuelos
exitosos, alcanzando una altura máxima de 5 metros [4].

Figura 1.4: Modelo de George de Bothezat e Ivan Jerome.

A pesar del interés inicial en el desarrollo de cuadricópteros, no hubo avances signi-
ficativos durante las siguientes dos décadas, no fue sino hasta 1956 cuando el veh́ıculo
Convertawings Modelo A fue presentado, Figura 1.5. Los rotores de este veh́ıculo eran
propulsados por dos motores. Este cuadrirrotor fue el primero el efectuar desplazamientos
frontales. Diferentes pruebas de vuelo fueron efectuadas de manera exitosa, sin embargo,
debido al carente interés comercial el proyecto fue abandonado, [4].
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Figura 1.5: Cuadrirrotor Convertawings Modelo A.

En 1958 la empresa Curtiss Wright diseñó el modelo Curtiss-Wright VZ-7 para el
ejército de los Estados Unidos, Figura 1.6. La innovación de este cuadricóptero es que se
utilizaron 4 controladores de velocidad, uno para cada rotor. Este diseño es considerado
el precursor de los cuadricópteros modernos.

Figura 1.6: Curtiss-Wright VZ-7.

La investigación relacionada con cuadricópteros ha incrementado especialmente en el
nuevo milenio debido a los avances en las tecnoloǵıas de la computación, sensores, y alma-
cenamiento de enerǵıa. Los modelos actuales se caracterizan por ser de tamaño reducido,
Figura 1.7.
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Figura 1.7: Dron Phantom 3 de la empresa DJI.

1.1.2. Estrategias de control

Los veh́ıculos cuadrirrotores han cobrado especial interés en el área de control automáti-
co debido a la naturaleza no lineal, multivariable y subactuada del modelo dinámico. El
control de un cuadricóptero se logra variando las velocidades angulares de cada rotor,
los cuales generalmente están constituidos por motores eléctricos. El principio básico pa-
ra el control de un veh́ıculo cuadrirrotor consiste en calcular las velocidades angulares
adecuadas para que el veh́ıculo siga una trayectoria determinada.

Frecuentemente el modelo dinámico es dividido en subsistemas para llevar a cabo su
análisis por separado y aśı diseñar controladores independientes. Se han propuesto una gran
variedad de estrategias de control para este tipo de plataformas tales como: controladores
PID [5], [6] los cuales fueron de los primeros tipos de controladores empleados en estos
sistemas; Backstepping por ejemplo: [7], en donde el modelo dinámico es dividido en tres
subsistemas tomando en consideración la dinámica de los rotores, el controlador se diseña
basándose en la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov; no lineales H∞ como en [8] donde el
modelo es dividido en dos subsistemas, un controlador MPC para el control de movimientos
traslacionales y un controladorH∞ para el control de la orientación del veh́ıculo; LQR [9] y
[10] los cuales emplean el modelo dinámico linealizado en condición de vuelo estacionario
para el cálculo de la señal de control; PD, por ejemplo: [11], el cual emplea el modelo
dinámico no lineal obtenido a partir de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange;
par calculado [12], este compensador no lineal se emplea para resolver el problema de
seguimiento de trayectorias; entre otros. En [13] se realiza una recopilación de los trabajos
dedicados al control de cuadricópteros empleando distintas estrategias. En la Figura 1.8
se clasifican las estrategias de control encontradas en la literatura.

A pesar de que existe una gran variedad de algoritmos de control, la mayoŕıa no toma
en consideración la posible saturación en los actuadores, aśı como posibles restricciones
f́ısicas. Por tal motivo, en la última década ha habido un incremento en el diseño de
controladores predictivos para veh́ıculos aéreos, especialmente controladores MPC Model
Predictive Control. Este tipo de controladores tienen la habilidad de incluir restricciones
en el proceso de optimización, y con ello obtener una secuencia de control capaz de cumplir
con el objetivo de control obedeciendo las restricciones establecidas.
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El control MPC puede ser empleado tanto en sistemas lineales como en sistemas no
lineales. La sintonización de controladores MPC resulta una tarea sencilla.

Control de

Cuadricópteros

Control no

Lineal

Control Lineal

Robusto

Control

Inteligente

PID LQR H-infinito Linealización

por

Realimentación

Backstepping Control por

Modos

Deslizantes

MPC Lógica

Difusa

Redes

Neuronales

Figura 1.8: Estrategias para el control de cuadricópteros.

En la literatura se pueden encontrar una gran variedad de controladores MPC para el
control de cuadricópteros. En [14] se presenta un controlador MPC para el seguimiento
de trayectorias de un cuadricóptero donde únicamente se emplea un controlador MPC
que involucra la posición y orientación. Los resultados obtenidos son comparados con el
tradicional controlador PID y con un controlador Backstepping no lineal. En [15] y [16]
se emplean controladores MPC en cascada que utilizan funciones ortonormales para el
cálculo de la secuencia de control, esta estructura divide la dinámica del cuadricóptero en
dos subsistemas: traslación y rotación, los cuales son controlados por dos algoritmos inde-
pendientes cada uno con diferentes ganancias de control. Finalmente en [17] de igual forma
se emplean funciones ortonormales para calcular la secuencia de control, sin embargo, el
modelo dinámico es dividido en tres subsistemas cada uno con su respectivo controlador
MPC. Existen trabajos en los que se emplean controladores tradicionales en conjunto con
un controlador MPC, tal es el caso de [18] en donde se usa un control H∞ para controlar
los movimientos rotacionales y un MPC para el control del subsistema de traslación.

1.2. Estado del Arte

Existe actualmente una área de investigación activa que tiene como objetivo principal
desarrollar estrategias de control para volver a los cuadricópteros veh́ıculos completamen-
te autónomos. Alrededor del mundo hay distintos centros de investigación enfocados al
estudio de MAV’s, especialmente trabajos relacionados con cuadricópteros. Estos grupos
hacen uso de plataformas comerciales e incluso algunos de ellos se dedican a la construcción
de prototipos. El incremento en las investigaciones relacionadas con veh́ıculos cuadrirro-
tores se debe al creciente número de aplicaciones cotidianas, tales como: operaciones de
búsqueda aérea [19], inspección de edificios [20], agricultura [21], vigilancia de tráfico en
carreteras [22], recolección de información para la predicción meteorológica [23], vigilancia
de bosques [24], fotograf́ıa aérea [25], etc.
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1.3. Justificación

El Control Predictivo de Modelo tiene la caracteŕıstica principal de adelantarse a la
aparición de perturbaciones, por lo que es de especial interés en el seguimiento de trayec-
torias de veh́ıculos aéreos. Actualmente y gracias a que las computadoras a bordo de los
drones han aumentado su capacidad de cómputo es posible implementar controladores de
bajo y alto nivel.

1.4. Objetivos

1.4.1. General

Diseño de un controlador basado en control predictivo de modelo y odometŕıa visual
para el seguimiento de trayectorias de un dron basado en puntos de referencia.

1.4.2. Particulares

• Estudiar los diferentes métodos de localización basados en odometŕıa visual.

• Estudiar los métodos de control predictivo de modelo.

• Seleccionar el método de localización a utilizar.

• Seleccionar el método de control predictivo basado en modelo a utilizar.

• Implementar el método de localización basado en odometŕıa.

• Implementar el método de control basado en modelo para seguimiento de trayecto-
rias.

• Diseñar un marco experimental para evaluar la localización visual y el seguimiento
de trayectorias utilizando el MPC.

• Publicación de resultados.

• Escritura de la tesis



2
Modelo Dinámico

Un cuadricóptero es un tipo de helicóptero con cuatro rotores, los cuales se encuentran
ubicados estratégicamente para formar una estructura tipo “X” (Figura 2.1). Las hélices
generan un empuje en dirección perpendicular al plano definido por los rotores. La posición
y orientación del cuadricóptero se pueden controlar variando las velocidades angulares de
los rotores, sin embargo, esto resulta ser un reto debido a que se cuentan únicamente con
cuatro motores contra los seis grados de libertad del dron lo cual hace que el cuadricóptero
sea considerado como un sistema subactuado. Los motores se encuentran divididos en dos
pares, cada par se caracteriza por su ubicación opuesta en la estructura del cuadricóptero,
además de girar en el mismo sentido. Los motores 1 y 3 giran en el sentido contrario de las
manecillas del reloj, mientras que los motores 2 y 4 giran en el sentido de las manecillas
del reloj.

Figura 2.1: Diagrama de cuerpo libre de un Cuadricóptero.

18
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Dependiendo de la velocidad de rotación de cada motor es posible efectuar cada uno de
los movimientos básicos del cuadricóptero. Al aumentar o disminuir la velocidad angular
de los cuatro rotores de manera simultánea se obtiene un movimiento vertical a lo largo
del eje z (Figura 2.2).

Figura 2.2: Movimiento vertical.

Al aumentar la velocidad en el par de rotores traseros (2 y 3), y al mismo tiempo
disminuyendo la velocidad en el par de rotores frontales (1 y 4), se obtiene un desplaza-
miento frontal en dirección x (movimiento en pitch). De manera opuesta, se obtiene un
desplazamiento en dirección −x (Figura 2.3).

Figura 2.3: Movimiento en pitch.

Aumentando la velocidad en el par de rotores de la derecha (1 y 2), y al mismo tiempo
disminuyendo la velocidad en el par de rotores de la izquierda (3 y 4), se obtiene un
desplazamiento lateral en dirección y (movimiento en roll). De manera opuesta, se obtiene
un desplazamiento en dirección −y (Figura 2.4).
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Figura 2.4: Movimiento en roll.

Incrementando la velocidad en el par de rotores (1 y 3), y al mismo tiempo disminu-
yendo la velocidad en el par de rotores (2 y 4), se obtiene una de rotación alrededor del
eje z (movimiento en yaw) en el sentido de giro contrario a las manecillas del reloj. De
manera opuesta, se obtiene una rotación en el sentido de giro a las manecillas del reloj
(Figura 2.5).

Figura 2.5: Movimiento en yaw.

En la literatura existen principalmente dos enfoques para la obtención de las ecuaciones
de movimiento que describen la dinámica de un cuadricóptero: Las ecuaciones de Euler-
Lagrange [26] y las ecuaciones de Newton-Euler [26]. Sin embargo, para este trabajo se
ha decidido seguir el formalismo de Euler-Lagrange debido a que este método describe de
manera expĺıcita el balance de enerǵıa de un cuerpo en movimiento. El modelo dinámico
de un cuadricóptero consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales que describen los
movimientos traslacional y rotacional.
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Antes de efectuar dicho estudio se hacen las siguientes suposiciones:

• El cuadricóptero es un cuerpo ŕıgido.

• La estructura mecánica es simétrica.

• Las hélices se consideran ŕıgidas.

• El efecto suelo es ignorado.

La posición relativa del sistema de referencia del veh́ıculo {B} con respecto al sistema
de referencia inercial {I} se encuentra definida por el vector ξ ∈ R3 (Figura 2.1).

ξ =

xy
z

 (2.1)

Aśı mismo la orientación del veh́ıculo estará representada por el vector η ∈ R3 el cual
está compuesto por los ángulos de Euler.

η =

φθ
ψ

 (2.2)

Por lo tanto, las coordenadas generalizadas del veh́ıculo estarán dadas por el vector
q ∈ R6.

q =

[
ξ
η

]
(2.3)

De esta forma se definen las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇

]
− ∂L(q, q̇)

∂q
=

[
Fξ
τ

]
(2.4)

Donde L(q, q̇) representa el Lagrangiano del sistema, el cual resulta de la diferencia
entre la enerǵıa cinética K(q, q̇) y la enerǵıa potencial U(q).

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q) (2.5)

Como se puede notar la dinámica total del sistema está compuesta por la dinámica
traslacional y la dinámica rotacional. Por tanto el análisis se lleva a cabo de forma in-
dependiente, sin embargo, al final podremos darnos cuenta de que ambos subsistemas se
encuentran ı́ntimamente interconectados.
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2.1. Ecuaciones de movimiento traslacional

La enerǵıa cinética del robot está dada por la siguiente expresión:

K(ξ, ξ̇) =
1

2
mξ̇T ξ̇ (2.6)

Donde m representa la masa del veh́ıculo. La enerǵıa potencial está relacionada direc-
tamente con la altura del cuadricóptero.

U(ξ) = mgz (2.7)

Donde g representa la constante de aceleración gravitacional. De esta forma, el La-
grangiano de la dinámica traslacional queda expresado de la siguiente manera:

L(ξ, ξ̇) =
1

2
mξ̇T ξ̇ −mgz (2.8)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para el sistema de traslación están
determinadas por la siguiente expresión:

d

dt

[
∂L(ξ, ξ̇)

∂ξ̇

]
− ∂L(ξ, ξ̇)

∂ξ
= Fξ (2.9)

Evaluando las derivadas se obtiene la siguiente expresión:

mξ̈ +mg = Fξ (2.10)

Donde Fξ ∈ R3 representa la fuerza aplicada al cuadricóptero generada por empuje
total de los rotores, misma que se representa de la siguiente forma:

Fξ = RF̂ (2.11)

R ∈ R3×3 determina la orientación del veh́ıculo relativa al sistema de coordenadas
inercial {I}. R(η) ∈ SO(3) es el resultado de la multiplicación de las siguientes matrices
de rotación [27]:

Rx(φ) =

1 0 0
0 Cφ −Sφ
0 Sφ Cφ

 (2.12)

Ry(θ) =

 Cθ 0 Sθ
0 1 0
−Sθ 0 Cθ

 (2.13)

Rz(ψ) =

Cψ −Sψ 0
Sψ Cψ 0
0 0 1

 (2.14)
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Donde Sφ = sen(φ), Cφ = cos(φ), Sθ = sen(θ), Cθ = cos(θ), Sψ = sen(ψ) y Cψ =
cos(ψ).

R(η) = Rz(ψ)Ry(θ)Rx(φ)

=

CθCψ SφSθCψ − CφSψ CφSθCψ + SφSψ
CθSψ SφSθSψ + CφCψ CφSθSψ − SφCψ
−Sθ SφCθ CφCθ

 (2.15)

Al mismo tiempo se tiene que:

F̂ =

0
0
F

 (2.16)

Donde F representa la sumatoria de los empujes ejercidos por cada rotor.

F =
4∑
i=1

fi (2.17)

El empuje de cada motor está dado por:

fi = cTρAir
2
iω

2
i (2.18)

Para i = 1, 2, 3, 4. cT es el coeficiente de empuje que depende directamente de la
geometŕıa de las hélices. ρ representa la densidad del aire. Ai es el área del disco generada
por la rotación de la i-ésima hélice, ri indica el radio de la misma. Por último, ωi ∈ R es
la velocidad angular del i-ésimo motor. De forma alterna, la expresión anterior se puede
reescribir de la siguiente forma:

fi = kTω
2
i (2.19)

Donde kT > 0 es la constante de empuje. Sustituyendo a (2.15) y (2.16) en (2.11) se
obtiene la siguiente ecuación:

Fξ =

CφSθCψ + SφSψ
CφSθSψ − SφCψ

CφCθ

F (2.20)

Sustituyendo a (2.20) en (2.10) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

m

ẍÿ
z̈

 =

CφSθCψ + SφSψ
CφSθSψ − SφCψ

CφCθ

F −
 0

0
mg

 (2.21)

Estas ecuaciones describen la dinámica traslacional de cuadricóptero.
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2.2. Ecuaciones de movimiento rotacional

Para este caso, la enerǵıa cinética estará dada por la siguiente expresión:

K(Ω, Ω̇) =
1

2
ΩT IΩ (2.22)

Donde Ω ∈ R3 representa el vector de velocidades angulares de {B} con respecto a
{I} expresado en {B}.

Ω =

pq
r

 (2.23)

Además, suponiendo que la distribución de masa del cuadricóptero es simétrica se
considera el tensor de inercia I ∈ R3×3 la cual es una matriz diagonal con la siguiente
estructura.

I =

Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

 (2.24)

Las componentes del vector de velocidad angular del cuadricóptero en el sistema de
referencia {B} se pueden representar de la siguiente forma:

Ω = φ̇i+ θ̇RT
x (φ)j + ψ̇RT

x (φ)RT
y (θ)k

O bien, pq
r

 =

φ̇0
0

+

1 0 0
0 Cφ Sφ
0 −Sφ Cφ

0

θ̇
0

+

 Cθ 0 −Sθ
SφSθ Cφ SφCθ
CφSθ −Sφ CφCθ

0
0

ψ̇

 (2.25)

Efectuando las operaciones correspondientes y agrupando términos, se obtiene la si-
guiente expresión: pq

r

 =

1 0 −Sθ
0 Cφ SφCθ
0 −Sφ CφCθ

φ̇θ̇
ψ̇

 (2.26)

Ω = Wηη̇ (2.27)

Donde Wη ∈ R3×3 es el Jacobiano del sistema de rotación.

Wη =

1 0 −Sθ
0 Cφ SφCθ
0 −Sφ CφCθ

 (2.28)

De forma alternativa se tiene la siguiente expresión para el vector de velocidades an-
gulares.
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Ω =

 φ̇− ψ̇Sθ
ψ̇SφCθ + θ̇Cφ
ψ̇CφCθ − θ̇Sφ

 (2.29)

Sustituyendo a (2.27) en (2.22) se tiene lo siguiente:

K(η, η̇) =
1

2
η̇TW T

η IWηη̇

De la expresión anterior es posible definir la matriz de inercia del cuadricóptero M(η) ∈
R3×3 la cual es definida positiva y por lo tanto simétrica.

M(η) = W T
η IWη (2.30)

Por lo tanto, la enerǵıa cinética para el sistema de rotación se puede reescribir de la
siguiente manera:

K(η, η̇) =
1

2
η̇TM(η)η̇ (2.31)

De esta forma, el Lagrangiano de la dinámica rotacional queda expresado de la siguiente
manera, nótese que para la dinámica rotacional no se toma en cuenta la enerǵıa potencial
debido a que para este subsistema no existe variación en la altura.

L(η, η̇) =
1

2
η̇TM(η)η̇ (2.32)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para el sistema de rotación están
determinadas por la siguiente expresión:

d

dt

[
∂L(η, η̇)

∂η̇

]
− ∂L(η, η̇)

∂η
= τ (2.33)

Para:

τ =

τφτθ
τψ

 =

 (f3 − f1)l
(f2 − f4)l

M1 −M2 +M3 −M4

 (2.34)

Donde l es la distancia entre los ejes de los motores y el centro de gravedad del veh́ıculo.
Mi es el par generado alrededor del eje de rotación del i-ésimo rotor.

Mi = kDω
2
i (2.35)

kD es conocido como coeficiente de arrastre. Finalmente se obtienen las siguientes
expresiones: [

∂L(η, η̇)

∂η̇

]
= M(η)η̇ (2.36)

d

dt

[
∂L(η, η̇)

∂η̇

]
= M(η)η̈ + Ṁ(η)η̇ (2.37)[

∂L(η, η̇)

∂η

]
=

1

2

∂

∂η

[
η̇TM(η)η̇

]
(2.38)
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De esta forma:

M(η)η̈ + Ṁ(η)η̇ − 1

2

∂

∂η

[
η̇TM(η)η̇

]
= τ (2.39)

M(η)η̈ +

[
Ṁ(η)− 1

2

∂

∂η

[
η̇TM(η)

]]
η̇ = τ (2.40)

Esta última expresión puede reescribirse de la siguiente manera:

M(η)η̈ + C(η, η̇)η̇ = τ (2.41)

Aqúı C(η, η̇) = Ṁ(η) − 1
2
∂
∂η

[
η̇TM(η)

]
representa la matriz de fuerzas centŕıpetas y

de Coriolis [28]. Con lo anterior se obtiene la expresión del sistema de ecuaciones para la
dinámica rotacional del cuadricóptero.

M(η)η̈ = τ − C(η, η̇)η̇ (2.42)

Donde la matriz de inercia queda representada de la siguiente manera:

M(η) =

 Ixx 0 −IxxSθ
0 IyyC

2
φ + IzzS

2
φ [Iyy − Izz]SφCφCθ

−IxxSθ [Iyy − Izz]SφCφCθ IxxS
2
θ + IyyS

2
φC

2
θ + IzzC

2
φC

2
θ

 (2.43)

La matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis se obtiene a partir de la matriz de inercia
con la ayuda de los śımbolos de Christoffel [28].

C(η, η̇) =

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 (2.44)

C11 = 0

C12 = (Iyy − Izz)(θ̇CφSφ + ψ̇S2
φCθ) + (Izz − Iyy)ψ̇C2

φCθ − Ixxψ̇Cθ
C13 = (Izz − Iyy)ψ̇CφSφC2

θ

C21 = (Izz − Iyy)(θ̇CφSφ + ψ̇S2
φCθ) + (Iyy − Izz)ψ̇C2

φCθ + Ixxψ̇Cθ

C22 = (Izz − Iyy)φ̇CφSφ
C23 = −Ixxψ̇SθCθ + Iyyψ̇S

2
φSθCθ + Izzψ̇C

2
φSθCθ

C31 = (Iyy − Izz)ψ̇C2
θSφCφ − Ixxθ̇Cθ

C32 = (Izz − Iyy)(θ̇CφSφSθ + φ̇S2
φCθ) + (Iyy − Izz)φ̇C2

φCθ

+ Ixxψ̇SθCθ − Iyyψ̇S2
φSθCθ − Izzψ̇C2

φSθCθ

C33 = (Iyy − Izz)φ̇CφSφC2
θ − Iyyθ̇S2

φCθSθ − Izz θ̇C2
φCθSθ + Ixxθ̇CθSθ

Las ecuaciones (2.21) y (2.41) describen la dinámica completa de un cuadricóptero,
como se puede apreciar dichas expresiones se componen de términos no lineales. Las en-
tradas al sistema se encuentran determinadas por las ecuaciones (2.17) y (2.34), mismas
que se pueden escribir de forma matricial:
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
F
τφ
τθ
τψ

 =


kT kT kT kT
−lkT 0 lkT 0

0 lkT 0 −lkT
kD −kD kD −kD



ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 (2.45)

En la Figura 2.6 se pueden notar las entradas y salidas del sistema.

Figura 2.6: Entradas y salidas del modelo dinámico.

En la siguiente sección se presenta un procedimiento para llevar a cabo la linealización
del modelo dinámico para su posterior empleo en el diseño de controladores.

2.3. Linealización del modelo dinámico

Debido a la naturaleza subactuada de un cuadricóptero únicamente las coordenadas z,
φ, θ y ψ se pueden controlar de manera directa tal como se aprecia en las Figuras 2.2, 2.3,
2.4 y 2.5. Las coordenadas x e y se pueden controlar indirectamente a través de los ángulos
θ y φ respectivamente. La linealización del modelo dinámico se lleva a cabo considerando
la situación en la que el veh́ıculo se encuentra en vuelo estacionario (hovering), en donde
se satisfacen las siguientes condiciones de operación:

ξ = ξ0

φ = 0

θ = 0

ψ = ψd

(2.46)

Lo cual implica,

ξ̇ = 0

φ̇ = 0

θ̇ = 0

ψ̇ = 0

(2.47)

Donde ξ0 es un vector de posición constante y ψd el ángulo en yaw constante deseado.
Empleando la aproximación para ángulos pequeños se obtienen las siguientes aproxima-
ciones:
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senφ ≈ φ ≈ 0

sen θ ≈ θ ≈ 0

cosφ ≈ 1

cos θ ≈ 1

(2.48)

Considerando lo anterior, la expresión (2.41) adquiere la siguiente forma:Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

φ̈θ̈
ψ̈

 =

τφτθ
τψ

 (2.49)

Como se puede apreciar, la matriz de inercia M(η) se reduce a una matriz diagonal
y, debido a que la matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis C(η, η̇) multiplica al vector
de velocidades angulares, esta se vuelve cero. Adicionalmente, Wη se reduce a la matriz
identidad, por lo que la expresión (2.26) se reduce a lo siguiente:pq

r

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

φ̇θ̇
ψ̇

 (2.50)

Con lo anterior se tiene que las velocidades angulares son aproximadamente las mismas
tanto en el sistema de referencia inercial {I}, como en el sistema de referencia unido al
veh́ıculo {B}.

p ≈ φ̇

q ≈ θ̇

r ≈ ψ̇

(2.51)

Con las consideraciones anteriores es posible obtener el modelo dinámico linealizado
del cuadricóptero de la siguiente manera:ẍÿ

z̈

 =

θCψd
+ φSψd

θSψd
− φCψd

1

 F
m
−

0
0
g


φ̈θ̈
ψ̈

 =

τφ/Ixxτθ/Iyy
τψ/Izz

 (2.52)

Cuando el veh́ıculo se encuentra en condición de vuelo estacionario, la entrada de
control F debe ser capaz de compensar los efectos gravitacionales para mantener al cua-
dricóptero suspendido de forma estable en el plano x−y. Por lo tanto se sustituye F = mg
en los componentes x e y de las expresiones previas. Como resultado se obtienen las si-
guientes ecuaciones:
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ẍ = g [θCψd
+ φSψd

]

ÿ = g [θSψd
− φCψd

]

z̈ = F/m− g
φ̈ = τφ/Ixx

θ̈ = τθ/Iyy

ψ̈ = τψ/Izz

(2.53)

Si se considera ψd = 0 las ecuaciones anteriores se reducen a lo siguiente:

ẍ = gθ

ÿ = −gφ
z̈ = F/m− g
φ̈ = τφ/Ixx

θ̈ = τθ/Iyy

ψ̈ = τψ/Izz

(2.54)

En su forma matricial:

d

dt



x
y
z
ẋ
ẏ
ż
φ
θ
ψ

φ̇

θ̇

ψ̇



=



0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −g 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





x
y
z
ẋ
ẏ
ż
φ
θ
ψ

φ̇

θ̇

ψ̇



+



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1
m

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1

Ixx
0 0

0 0 1
Iyy

0

0 0 0 1
Izz




G
τφ
τθ
τψ



(2.55)
Donde G = F −mg. Como se verá más adelante, las expresiones resultantes serán de

gran utilidad durante la etapa de diseño de controladores para el seguimiento de trayec-
torias.



3
Control Predictivo de Modelo

El Control Predictivo de Modelo MPC, Model Predictive Control se desarrolló a finales
de los años setenta y ha tenido un desarrollo considerable desde entonces. El término
Control Predictivo no designa a una estrategia de control particular, sino a un conjunto
de métodos de control que hacen uso expĺıcito de un modelo de la planta para obtener
la señal de control minimizando una función de costo, [29], [30], [31]. Estos métodos de
control dan lugar a controladores que tienen básicamente la misma estructura y los mismos
elementos:

• Uso expĺıcito de un modelo para predecir la evolución del proceso en los instantes
futuros.

• Minimización de una función de costo.

• Uso de un horizonte de control finito y deslizante que implica el cálculo de la secuencia
de control óptima para todo el horizonte pero con la aplicación de la primera señal
de la secuencia de control y la repetición de todo el proceso en el siguiente instante
de muestreo.

Los distintos algoritmos de control predictivo difieren en el tipo de modelo utilizado
para representar al sistema, las perturbaciones y la función de costo considerada. El control
MPC presenta una serie de ventajas sobre otros métodos, entre las que destacan:

• Es una técnica particularmente atractiva para los operadores que requieren pocos
conocimientos de control porque los conceptos son muy intuitivos y la sintonización
relativamente simple.

• Se puede utilizar para controlar una gran variedad de procesos, desde procesos muy
simples hasta procesos con dinámicas complejas como procesos con grandes tiempos
muertos, procesos de fase no mı́nima, procesos inestables o procesos multivariables.

• Su carácter predictivo lo hace compensar intŕınsecamente los tiempos muertos.

• Introduce un control anticipativo y de forma natural se compensan las perturbaciones
medibles.

30
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• La ley de control resultante es fácilmente implementable.

• Es muy útil cuando se conocen las referencias futuras, como ocurre en el caso de
robótica o procesos por lotes.

• Permite tratar las restricciones de una forma sistemática y conceptualmente muy
simple durante la fase de diseño.

Como es lógico, también tiene sus inconvenientes:

• Aunque su implementación no es compleja, resulta más dif́ıcil que la de los clásicos
controladores PID.

• Si la dinámica del sistema no cambia y no existen restricciones, la mayor parte de
los cálculos se puede realizar fuera de ĺınea y el controlador resultante es simple,
pudiéndose aplicar a plantas con dinámicas rápidas; en caso contrario, los requisitos
de cálculo son mucho mayores.

• La mayor dificultad que presenta para su aplicación es la necesidad de un modelo
apropiado del proceso cuya obtención requiere conocimientos mı́nimos de control.

El control predictivo ha demostrado ser en la práctica una estrategia razonable de
control y ha sido aplicado con éxito a numerosos procesos industriales.

3.1. Estrategia del MPC

La metodoloǵıa de todos los controladores pertenecientes a la familia MPC se carac-
teriza por la siguiente estrategia (Figura 3.1):

1. Las salidas futuras para un horizonte determinado Np, llamado horizonte de predic-
ción, se predicen cada instante k utilizando el modelo de la planta. Estas predicciones
de la salida ŷ(k + j|k) para j = 1 . . . Np dependen de los valores conocidos hasta
el instante k (entradas y salidas conocidas) y de las señales de control u(k + j|k),
j = 0 . . . Nc − 1, que han de ser calculadas y enviadas al sistema.

2. La secuencia de señales de control futuras se calcula minimizando un criterio para
mantener al proceso lo más cerca posible de la trayectoria de referencia. Este criterio
toma normalmente la forma de una función cuadrática del error entre la salida predi-
cha y la trayectoria de referencias futuras. En la mayor parte de los casos se incluye
también el esfuerzo de control dentro de la función de costo. La solución expĺıcita se
puede obtener cuando el criterio es cuadrático y el modelo lineal; en caso contrario
se ha de utilizar un método numérico para buscar la solución.

3. La señal de control u(k|k) se env́ıa a la planta mientras que el resto de las señales
calculadas no se consideran, ya que en el instante siguiente de muestreo ŷ(k + 1)
es ya conocida y los pasos anteriores se repiten con este nuevo valor. Por lo que
u(k + 1|k + 1) se calcula con información diferente y en principio será también
diferente de u(k + 1|k).
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La Figura 3.2 muestra la estructura básica necesaria para implementar el MPC. Se usa
un modelo o planta para predecir la evolución de la salida o estado del proceso a partir de
las señales de entrada y salidas conocidas. La acciones de control futuras se calculan con
el optimizador, que considera la función del coste y las posibles restricciones. El modelo
de proceso juega, en consecuencia, un papel decisivo en el controlador.

…

.
.

.

.

.

FuturoPasado

.

Referencia

Salida predicha

Secuencia de control

Figura 3.1: Estrategia del MPC.

El modelo elegido debe ser capaz de capturar la dinámica del proceso para predecir de
forma precisa la evolución del sistema. Al mismo tiempo, debe ser suficientemente simple
de implementar y entender. Las distintas metodoloǵıas del control predictivo difieren fun-
damentalmente en el tipo de modelo utilizado. El optimizador es otra parte fundamental
de la estructura, ya que permite obtener las acciones de control a aplicar. Si la función
de coste es cuadrática, el modelo lineal y no existen restricciones, la solución se puede
obtener de forma anaĺıtica. Si este no es el caso se ha de acudir a un algoritmo numérico
de optimización que requiere una mayor demanda de coste computacional. El tamaño del
problema resultante depende del número de variables, de los horizontes de control y pre-
dicción y del número de restricciones, aunque se puede decir que en general los problemas
de optimización resultantes en este contexto son problemas más bien modestos [32].
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Optimizador

Predictor

Función de costo Restricciones

Planta

MPC

Figura 3.2: Estructura básica del MPC.

3.2. MPC lineal

Existen dos razones principales para el uso de controladores MPC lineales: La identi-
ficación de un modelo lineal resulta una tarea fácil cuando se cuentan con los datos de la
planta, además los modelos lineales presentan un buen desempeño cuando la planta opera
cerca del punto de equilibrio. La mayoŕıa de las veces el uso de un modelo lineal resulta
más que suficiente para obtener buenos resultados. Además, el uso de un modelo lineal
en conjunto con una función de costo cuadrática da lugar a un problema de optimización
convexo cuya solución es bien conocida dentro de la comunidad cient́ıfica.

Considérese un sistema lineal con n estados y m entradas. A continuación procedemos a
definir a x ∈ Rn como el vector de estados y u ∈ Rm como el vector de entradas de control.
De forma similar definimos a xref ∈ Rn como los estados de referencia y a uref ∈ Rm como
la secuencia de control en estado estacionario. Tomando en cuenta restricciones lineales,
el problema de optimización se formula de la siguiente manera [33]:

mı́n
U ,X

N−1∑
k=0

(∥∥xk − xrefk ∥∥2

Qx
+
∥∥uk − urefk ∥∥2

Ru
+
∥∥uk − uk−1

∥∥2

R∆

)
+
∥∥xN − xrefN ∥∥2

P

s.a. xk+1 = Axk +Buk +Bddk;

dk+1 = dk, k = 0, . . . , N − 1

uk ∈ U
x0 = x(t0), d0 = d(t0).

(3.1)
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Donde Qx ∈ Rn×n � 0 representa el peso dado a la minimización del error de estados
en el proceso de optimización, Ru ∈ Rm×m � 0 indica el peso dado a la minimización
de la secuencia de control, R∆ ∈ Rm×m � 0 denota el peso dado a la minimización de
los incrementos en la secuencia de control, P ∈ Rn×n es el peso dado al error de estados
terminal. dk son las perturbaciones externas estimadas y N el horizonte de predicción.

3.3. MPC no lineal

El comportamiento de los sistemas dinámicos se representa de mejor forma empleando
ecuaciones diferenciales no lineales las cuales capturan la dinámica de los sistemas de una
manera más precisa. El MPC no lineal hace uso del modelo dinámico no lineal para el
cálculo de las señales de control óptimas en presencia de restricciones. La extensión de las
ideas del MPC lineal a procesos no lineales resulta realmente sencillo, al menos de forma
conceptual. En este caso, el problema de optimización se define de la siguiente forma [33]:

mı́n
U ,X

∫ T

t=0

(∥∥x(t)− xref (t)
∥∥2

Qx
+
∥∥u(t)− uref (t)

∥∥2

Ru
+
∥∥u(t)− u(t− 1)

∥∥2

R∆

)
dt

+
∥∥x(T )− xref (T )

∥∥2

P

s.a. ẋ = f(x,u);

u(t) ∈ U
x(0) = x(t0).

(3.2)

Donde f(x,u) es el modelo dinámico no lineal. A pesar de los avances relacionados
con el uso de controladores MPC no lineales, aún existen dificultades derivadas del uso de
modelos no lineales, tales como:

• Existe una carencia de técnicas de identificación para sistemas no lineales.

• El problema de optimización resultante es no convexo y requiere de un mayor tiempo
de cómputo.

• El estudio de la estabilidad y robustez resulta en una tarea compleja para modelos
no lineales.

Algunos de los problemas anteriores han sido resueltos de forma parcial y se esperan
tener avances importantes a corto plazo debido a la intensa investigación en esta área.



4
Odometrı́a Visual

4.1. Fundamentos

La visión humana es un sentido muy poderoso la cual nos permite percibir una enorme
cantidad de información sobre el entorno que nos rodea. Es por ello que en los últimos años
la comunidad cient́ıfica ha tratado de dotar a robots con sensores que emulen el sistema de
visión humano. Los sistemas de visión por computador se dividen principalmente en dos
etapas. La primera parte consiste en el desarrollo de dispositivos capaces de convertir la
luz en imágenes digitales. La segunda etapa se enfoca en el desarrollo de algoritmos para el
procesamiento de dichas imágenes y de esta forma efectuar tareas de propósito espećıfico
tales como: estimación de profundidad, detección de movimiento, detección de color, de-
tección de caracteŕısticas, etc. [34]. Debido a la importancia de este tema, a continuación
se hace una revisión de los fundamentos relacionados con la visión por computadora.

4.1.1. Modelo de la cámara obscura

El diagrama de la Figura 4.1 muestra el modelo básico de una lente delgada.

Figura 4.1: Diagrama simplificado de la formación de una imagen.

35
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Empleando el principio de los triángulos semejantes se puede obtener la siguiente re-
lación:

Figura 4.2: Diagrama de la lente delgada.

h′

h
=
e

z

h′

h
=
e− f
f

=
e

f
− 1

e

f
− 1 =

e

z

1

f
=

1

z
+

1

e
(4.1)

Donde z representa la distancia hacia el objeto, e la distancia hacia la imagen, y f la
distancia focal de la lente. Cualquier objeto en la escena que satisfaga con la ecuación (4.1)
estará enfocado. Es necesario ajustar el plano de la imagen de tal forma que los objetos en
el infinito se mantengan enfocados. Mientras los objetos en la escena parezcan estar más
alejados, el plano de la imagen estará más cerca del plano focal. De la ecuación anterior
se hace la siguiente consideración.

1

z
≈ 0

Por lo tanto:

1

f
≈ 1

e

f ≈ e

Finalmente se obtiene la siguiente relación:

h′

h
=
f

z
(4.2)
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O bien,

h′ =
f

z
h (4.3)

Figura 4.3: Modelo aproximado de la cámara obscura.

La expresión (4.3) explica por qué en una imagen digital los objetos lejanos aparentan
ser mas pequeños.

4.1.2. Modelo matemático de una cámara

Pc

O

u

v

p

Xc

y

x

C

Zc

Yc

[R|T]

W

Zw

Yw

Xw

≡ Pw

Figura 4.4: Geometŕıa de una cámara que emplea el principio de la cámara obscura.

Considérese a (Xc, Yc, Zc) como las componentes del sistema de coordenadas de la
cámara con origen en C y el eje Zc coincidente con el eje óptico. A continuación se introduce
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un sistema de referencia bidimensional (x, y) para el plano de la imagen con origen en O
y los ejes u y v alineados con los ejes x y y respectivamente [34]. El objetivo principal
consiste en mapear un punto arbitrario representado en el sistema de referencia global Pw
a su equivalente en coordenadas dentro de la imagen (u, v) dada en ṕıxeles. El proceso
completo consta de las siguientes etapas:

1. Representar Pc a su equivalente en coordenadas bidimensionales (x, y).

2. Convertir (x, y) a (u, v) dada en ṕıxeles.

3. Realizar una transformación para representar a Pc en coordenadas con respecto al
sistema de referencia global Pw.

Paso 1 : Por medio del principio de triángulos semejantes es posible obtener las siguien-
tes relaciones:

Figura 4.5: Proyección del punto Pc en el plano de la imagen.

x

f
=
Xc

Zc
⇒ x =

fXc

Zc
(4.4)

y

f
=
Yc
Zc

⇒ y =
fYc
Zc

(4.5)

De este modo el punto Pc = (Xc, Yc, Zc) es proyectado en el plano de la imagen
p = (x, y, f). Ignorando a f , el mapeo R3 7→ R2 es llevado a cabo mediante la siguiente
expresión:

(Xc, Yc, Zc)
T 7→

(
fXc

Zc
,
fYc
Zc

)T
(4.6)

Las ecuaciones (4.4) y (4.5) pueden ser representadas mediante coordenadas homogéneas.
Considérese los siguientes vectores:

p̃ =

xy
1

 , P̃c =


Xc

Yc
Zc
1

 (4.7)
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Como las coordenadas homogéneas de p y Pc respectivamente. Las ecuaciones de pro-
yección se pueden reescribir de forma matricial:

λxλy
λ

 =

f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0



Xc

Yc
Zc
1

 (4.8)

Nótese que λ = Zc representa a la tercera coordenada de p la cual coincide con la
distancia que hay entre la base de la cámara y el plano de la imagen, también conocida
como escala. La ecuación (4.6) asume que el origen del sistema de coordenadas del plano
de la imagen se ubica sobre el eje óptico, lo que en la práctica no siempre resulta ser cierto.

Paso 2 : Al tratarse de ṕıxeles, el origen del sistema de coordenadas se suele ubicar
en la esquina superior izquierda del plano de la imagen, por lo que es necesario agregar
un offset. Además, debido a que las coordenadas de un punto en la imagen se miden en
ṕıxeles se debe considerar un factor de escala para las direcciones horizontal y vertical.

O

v

(0,0)
u

(u0,v0) x

y p

Figura 4.6: Plano de la imagen en ṕıxeles.

De este modo se tienen las siguientes ecuaciones:

u = u0 + kux ⇒ u = u0 +
kufXc

Zc
(4.9)

v = v0 + kvy ⇒ v = v0 +
kvfYc
Zc

(4.10)

Para efectuar el siguiente mapeo.

(Xc, Yc, Zc)
T 7→

(
u0 +

kufXc

Zc
, v0 +

kvfYc
Zc

)T
(4.11)

Lo anterior es expresado en coordenadas homogéneas.
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λuλv
λ

 =

kuf 0 u0 0
0 kvf v0 0
0 0 1 0



Xc

Yc
Zc
1

 (4.12)

Paso 3 : Suponiendo que el sistema de referencia global (Xw, Yw, Zw) no coincide con el
sistema de referencia de la cámara (Xc, Yc, Zc) es necesario añadir una transformación entre
ambos sistemas (ver Figura 4.4). Dicha transformación está compuesta por una rotación
R seguida por una traslación t. Xc

Yc
Zc

 = R

Xw

Yw
Zw

+ t (4.13)

Con esta transformación la ecuación (4.12) se puede reescribir de la siguiente forma:

λuλv
λ

 =

kuf 0 u0

0 kvf v0

0 0 1

r11 r12 r13 t1
r21 r22 r23 t2
r31 r32 r33 t3



Xw

Yw
Zw
1

 (4.14)

λp̃ = K[R|t]P̃w (4.15)

Donde K se conoce como matriz de parámetros intŕınsecos y [R|t] como matriz de
parámetros extŕınsecos [35]. Estos parámetros se obtienen durante el proceso de calibración
de la cámara.

4.1.2.1. Modelo de distorsión

La ecuación (4.15) describe como una cámara efectúa el mapeo de puntos tridimen-
sionales dados en coordenadas con respecto al sistema de referencia global a puntos bidi-
mensionales en el plano de la imagen. Sin embargo, las cámaras incorporan lentes que a
menudo distorsionan las imágenes con mayor o menor medida dependiendo de su fabri-
cación. Afortunadamente el modelo de la cámara puede ser extendido para contemplar el
modelo de distorsión.

ud = u0 + δu

vd = v0 + δv

Para la mayoŕıa de las cámaras un modelo cuadrático produce buenos resultados.[
δu
δv

]
=

[
(u− u0) (1 + k1r

2)
(v − v0) (1 + k1r

2)

]
(4.16)

Donde r2 = (u− u0)2 + (v − v0)2.
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Sin distorsión

k1 > 0 k1 < 0

Distorsión positiva Distorsión negativa

Figura 4.7: Efecto que induce la distorsión radial en las imágenes.

En el modelo anterior únicamente se contempla la distorsión radial la cual se manifiesta
cuando se proyectan ĺıneas curvas en lugar de ĺıneas rectas (ver Figura 4.7). Sin embargo,
el modelo de distorsión se puede extender considerando términos de orden superior dentro
del modelo de distorsión radial, aśı como la inclusión de una expresión para la distorsión
tangencial la cual surge cuando la lente no se encuentra alineada de forma paralela al
plano de la imagen.[
δu
δv

]
=

[
(u− u0) (1 + k1r

2 + k2r
4 + k3r

6)
(v − v0) (1 + k1r

2 + k2r
4 + k3r

6)

]
︸ ︷︷ ︸

radial

+

[
2p1 (u− u0) (v − v0) + p2

[
r2 + 2 (u− u0)2]

p1

[
r2 + 2 (v − v0)2]+ 2p2 (u− u0) (v − v0)

]
︸ ︷︷ ︸

tangencial

(4.17)
De este modo, considerando el modelo de distorsión completo se obtienen cinco paráme-

tros adicionales los cuales también son considerados como parámetros intŕınsecos.

D =
[
k1 k2 p1 p2 k3

]T
(4.18)

4.1.3. Calibración de la cámara

El proceso de calibración consiste básicamente en obtener los parámetros intŕınsecos y
extŕınsecos del modelo de la cámara. Conociendo las coordenadas en ṕıxeles de los puntos
en la imagen p̃ y sus correspondientes coordenadas tridimensionales P̃ , es posible calcular
los parámetros K, R y t al resolver la ecuación (4.15).

4.1.3.1. Calibración de la cámara por medio de mallas planares

Este método consiste en ubicar frente a la cámara un objeto con cierto número de
puntos de los cuales se conocen sus coordenadas tridimensionales, comúnmente se suele
utilizar una cuadŕıcula semejante a un tablero de ajedrez (aunque no es el único) debido
a que resulta más fácil efectuar la detección de las esquinas. Esta técnica requiere que la
cámara capture varias imágenes de la cuadŕıcula con diferentes posiciones y orientaciones
(mı́nimo 6), cuidando que dicho tablero ocupe la mayor parte del campo de visión de la
cámara.
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Figura 4.8: Calibración por medio de mallas planares.

Empleando algoritmos de optimización es posible determinar los parámetros intŕınsecos
y extŕınsecos previamente descritos. La precisión de la calibración incrementa a medida que
se aumenta el número de imágenes utilizadas. Estos algoritmos han sido implementados
de forma exitosa en plataformas como MATLAB1 y OpenCV2.

4.2. Odometŕıa Visual

La odometŕıa visual consiste básicamente en estimar la pose de un agente teniendo
como entrada únicamente imágenes proporcionadas por una o varias cámaras. El término
fue elegido por su similitud a la odometŕıa convencional, la cual de manera incremental
estima la pose de un veh́ıculo al integrar el número de vueltas de las ruedas. La odometŕıa
visual opera del mismo modo al estimar de forma incremental la pose de un veh́ıculo
examinando los cambios que el movimiento induce en las imágenes. La ventaja que ofrece
la odometŕıa visual con respecto a la odometŕıa convencional es que la primera no se
ve afectada por el deslizamiento de las ruedas. A menudo la odometŕıa visual es usada
en conjunto con otro tipo de sensores (Encoders, GPS, IMU y Láseres) para concebir
sistemas de localización más precisos. En años recientes ha incrementado el interés de la
comunidad cient́ıfica por dotar a robots con sistemas de odometŕıa visual para volverlos
completamente autónomos. El éxito de esta tecnoloǵıa es tal, que robots exploradores
en Marte han sido dotados con este tipo de sistemas, tal es el caso de los rovers Spirit

1http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib doc/
2https://docs.opencv.org/2.4/modules/calib3d/doc/camera calibration and 3d reconstruction.html

http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib_doc/
https://docs.opencv.org/2.4/modules/calib3d/doc/camera_calibration_and_3d_reconstruction.html
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y Opportunity [36], [37], además del veh́ıculo aéreo Mars Helicopter Ingenuity el cual
incorpora un sistema de odometŕıa visual inercial.

(a) Rover Spirit (b) Dron Ingenuity

Figura 4.9: Robots exploradores que incorporan sistemas de odometŕıa visual.

Un aspecto en contra de los sistemas de odometŕıa visual es que la trayectoria estimada
solo se puede recuperar a un factor de escala. Afortunadamente, la escala absoluta se
puede determinar a partir de mediciones directas, restricciones de movimiento o mediante
la integración con otros sensores.

4.2.1. Antecedentes

El problema de estimar la pose de un veh́ıculo a partir de una entrada visual comenzó
a principios de la década de 1980 y fue descrito por Hans Moravec (Figura 4.10) en su
tesis doctoral3. Durante el periodo de 1980-2000 la mayor parte de las investigaciones se
realizaron para su implementación en robots exploradores y fue motivada por el programa
de exploración espacial de Marte de la NASA en un esfuerzo para proporcionar a los rovers
la habilidad de efectuar la estimación de sus estados.

Figura 4.10: Hans Moravec.

3https://frc.ri.cmu.edu/˜hpm/project.archive/robot.papers/1975.cart/1980.html.thesis/index.html

https://frc.ri.cmu.edu/~hpm/project.archive/robot.papers/1975.cart/1980.html.thesis/index.html
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No fue sino hasta 2004 cuando la comunidad cient́ıfica retomó el interés en esta área
con el art́ıculo de David Nister [38] en donde se acuñó por primera vez el término “Odo-
metŕıa Visual”. A partir de este año ha habido un gran incremento en el desarrollo e
implementación de algoritmos de odometŕıa visual, en parte debido al aumento en la ca-
pacidad de procesamiento de los computadores. Actualmente existe un enfoque que tiene
como objetivo el desarrollo de sistemas de odometŕıa visual para veh́ıculos aéreos.

4.2.2. Formulación del problema

En este caso el análisis se llevará a cabo considerando un sistema de odometŕıa visual
monocular. Para extender al caso estéreo basta con considerar la distancia existente entre
ambas cámaras, tomando como origen la cámara del lado izquierdo. Un agente se mueve a
través de un entorno tomando imágenes con una cámara en instantes de tiempo discreto
k. En el caso de un sistema monocular, el conjunto de imágenes tomadas en los tiempos k
estará denotado por I0:n = {I0, . . . , In} [39], [40]. La Figura 4.11 ilustra esta configuración.

Figura 4.11: Ilustración del problema de Odometŕıa Visual. Las poses relativas Tk,k−1 de las
posiciones adyacentes de la cámara son calculadas a partir de caracteŕısticas visuales y posterior-
mente concatenadas para obtener la pose absoluta Ck con respecto al sistema de coordenadas
inicial en k = 0.

Por simplicidad, se considera que el sistema de coordenadas de la cámara es también
el sistema de coordenadas del agente. Dos posiciones de la cámara en instantes de tiempo
adyacentes k−1 y k están relacionadas por la transformación Tk,k−1 ∈ R4×4 de la siguiente
forma:

Tk,k−1 =

[
Rk,k−1 tk,k−1

0 1

]
(4.19)

Donde Rk,k−1 ∈ SO(3) es la matriz de rotación, y tk,k−1 ∈ R3×1 el vector de traslación.
El conjunto T1:n = {T1,0, . . . , Tn,n−1} contiene todos los movimientos subsecuentes.
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Figura 4.12: Transformación entre dos imágenes consecutivas.

Para simplificar la notación, desde ahora en adelante, se emplea Tk en lugar de Tk,k−1.
El conjunto de poses de la cámara C0:n = {C0, . . . , Cn} contiene las transformaciones de la
cámara con respecto al sistema de coordenadas inicial en k = 0. La pose actual Cn puede
ser calculada concatenando todas las transformaciones Tk donde k = 1 . . . n. Por lo tanto:

Cn = Cn−1Tn (4.20)

Con C0 siendo la pose de la cámara en el instante k = 0. Después de este paso se puede
realizar un refinamiento iterativo sobre las últimas m poses para obtener una estimación
más precisa de la trayectoria local.

...

Figura 4.13: Refinamiento iterativo sobre las últimas m poses.

Este refinamiento iterativo funciona al minimizar la suma de los cuadrados de los erro-
res de reproyección de los puntos 3D reproyectados en las últimas m imágenes, conocido
como windowed-bundle adjustment. Los puntos tridimensionales se obtienen por triangu-
lación de los puntos detectados en cada imagen.



46 Caṕıtulo 4. Odometŕıa Visual

Figura 4.14: Error de reproyección.

El diagrama a bloques del algoritmo de odometŕıa visual se resume en la Figura 4.15.
Para cada nueva imagen Ik, el primer paso consiste en detectar las caracteŕısticas más so-
bresalientes de la imagen. Para el segundo paso se puede emplear ya sea la correspondencia
entre los puntos de la imagen actual Ik con los detectados en la imagen anterior Ik−1 o el
seguimiento de los mismos en imágenes posteriores. El tercer paso consiste en calcular el
movimiento relativo Tk entre las imágenes Ik−1 e Ik (Figura 4.12). Para el caso monocular
unicamente se puede estimar el movimiento a partir de correspondencias 2D-2D debido a
que de antemano se supone que no se tiene conocimiento de las dimensiones de objetos 3D
en la escena. La pose de la cámara Ck se calcula mediante la concatenación de Tk con las
poses anteriores. Finalmente, se puede realizar un refinamiento de las últimas m imágenes
para obtener una estimación más precisa de la trayectoria.

Secuencia de imágenes

Detección de características

Correspondencia

de características

Seguimiento

de características

Estimación de movimiento

Optimización local

2D-2D 3D-3D 3D-2D

Figura 4.15: Diagrama a bloques que muestra los componentes principales de un sistema basado
en odometŕıa visual.
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4.2.3. Detección de caracteŕısticas

El concepto de puntos de interés se basa en la idea de trabajar con puntos espećıficos
de una imagen para su análisis de forma local en lugar de procesar la imagen como un
todo. Esta aproximación funciona bien mientras se cuente con suficientes puntos en la
escena, además de que estos puntos sean lo suficientemente distinguibles para que puedan
ser localizados de manera precisa. Idealmente los puntos de interés debeŕıan ser detectados
en la misma escena, sin importar el punto de vista, escala, u orientación desde la cual la
imagen haya sido tomada. Existen dos enfoques principales para calcular el movimiento
relativo Tk: métodos basados en apariencia, los cuales utilizan la información de la inten-
sidad de todos los ṕıxeles en la imagen, y métodos basados en caracteŕısticas, los cuales
solo utilizan caracteŕısticas destacadas y repetibles. Los métodos basados en apariencia
son menos precisos que los métodos basados en caracteŕısticas y demandan mayor capa-
cidad de cómputo. Los métodos basados en caracteŕısticas requieren de la capacidad de
relacionar (o rastrear) las caracteŕısticas a través de las imágenes, pero resultan ser más
rápidos y precisos. Por consecuencia, la mayoŕıa de las implementaciones de odometŕıa
visual emplean métodos basados en caracteŕısticas.

4.2.3.1. Detectores de caracteŕısticas

Uno de los detectores de esquinas más conocido es el desarrollado por Chris Harris
y Mike Stephens en 1988 [41]. El cual básicamente se encarga de calcular la diferencia
en intensidad para un desplazamiento el todas direcciones, a partir de los valores propios
obtenidos en cierta región, es posible detectar esquinas. El detector GFTT (Good Features
To Track) propuesto por Shi y Tomasi [42] es una versión mejorada del detector de Harris,
el cual hace que las esquinas detectadas se encuentren distribuidas de manera más uniforme
dentro de la imagen, además evita el uso del parámetro k.

(a) Detector Harris (b) Detector GFTT

Figura 4.16: Detectores basados en el algoritmo de Harris

Los detectores anteriores constituyen una solución sencilla al problema de detección,
sin embargo, ambos demandan considerable carga computacional, ya que el algoritmo en
śı implica el uso de derivadas. El operador FAST (Features from Accelerated Segment
Test) [43] fue concebido para realizar una rápida detección de los puntos de interés, su
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algoritmo se basa en la comparación rápida de un conjunto pequeño de ṕıxeles. Este
algoritmo es recomendado para aplicaciones donde varios puntos deben ser detectados de
forma simultánea y de manera eficiente.

Figura 4.17: Detector FAST

Una de las propiedades más importantes de los detectores es la invarianza al cambio en
la escala, es decir, la capacidad de reconocer caracteŕısticas sin importar el cambio en la
escala en imágenes consecutivas. Dentro de los detectores invariantes ante el cambio en la
escala sobresale el operador SIFT Scale-Invariant Feature Transform [44]. Como se aprecia
en la Figura 4.18 los ćırculos trazados son proporcionales a la escala de cada caracteŕıstica
detectada, de forma similar la ĺınea en el interior de los ćırculos ı́ndica la orientación de cada
caracteŕıstica. El detector SURF Speeded Up Robust Features [45] parte del detector SIFT,
sin embargo, este emplea distintos algoritmos que reducen la carga computacional lo que
da lugar a un operador más eficiente. Ambos detectores poseen robustos descriptores que
permiten reconocer los mismos puntos de interés en imágenes subsecuentes. Es importante
mencionar que tanto el detector SIFT como el detector SURF se encuentran patentados
por lo que su uso comercial se encuentra sujeto a términos y licencias.

(a) Detector SIFT (b) Detector SURF

Figura 4.18: Detectores patentados

Recientemente se han propuesto un par de detectores que cumplan con la tarea de
una rápida detección aśı como invarianza a los cambios en la escala, el detector BRISK
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Binary Robust Invariant Scalable Keypoints [46] se basa en el operador FAST para la
detección y para la propiedad de la invarianza a la escala emplea un algoritmo similar al
de SIFT, la desventaja que presenta es su alto costo computacional. ORB Oriented FAST
and Rotated BRIEF [47] es otro tipo de detector eficiente e invariante al cambio de escala
el cual comparte caracteŕısticas similares al detector BRISK. Ambos detectores surgen
como una alternativa libre a los operadores SIFT y SURF.

(a) Detector BRISK (b) Detector ORB

Figura 4.19: Detectores invariantes al cambio en la escala

4.2.3.2. Descripción y correspondencia entre caracteŕısticas

Una vez detectados los puntos de interés dentro de una imagen, el siguiente paso
consiste en detectar las mismas caracteŕısticas en la imagen consecuente. Ciertamente
un solo ṕıxel no es suficiente para realizar una comparación entre dos caracteŕısticas,
es por ello que se sugiere efectuar el análisis considerando un área alrededor de dichas
caracteŕısticas, si las dos áreas corresponden al mismo elemento en la escena, entonces,
uno podŕıa esperar que los ṕıxeles exhiban valores similares.

Figura 4.20: Correspondencias entre caracteŕısticas

Algunos de los detectores previamente descritos cuentan con descriptores los cuales no
son más que vectores de 1 o 2 dimensiones compuestos de valores binarios, enteros, o de
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punto flotante que describen el punto de interés y su vecindario. Un buen descriptor debe
ser capaz de representar de manera única a cada una de las caracteŕısticas detectadas en la
imagen; debe ser robusto a posibles cambios en la iluminación o variaciones geométricas.
Una de las aplicaciones más comunes que emplea detectores de caracteŕısticas en conjunto
con descriptores es la correspondencia entre imágenes subsecuentes.

4.2.3.3. Flujo óptico

El flujo óptico se define como el patrón de aparente movimiento de objetos dentro de
dos imágenes consecutivas causado por el desplazamiento de la cámara. En [48] Bruce
Lucas y Takeo Kanade describen detalladamente un algoritmo que permite implementar
este procedimiento tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

• La intensidad de los ṕıxeles que conforman un objeto no cambian en imágenes con-
secutivas.

• Ṕıxeles en un vecindario aparentan movimiento similar.

Figura 4.21: Flujo óptico

Una de las aplicaciones más interesantes de esta técnica se encuentra relacionada con
el seguimiento de puntos de interés a través de imágenes. Para iniciar el proceso de se-
guimiento, primeramente se deben detectar las caracteŕısticas en una primera imagen, a
continuación, empleando el algoritmo de flujo óptico estimar la ubicación de dichas carac-
teŕısticas en las imágenes subsecuentes. A medida que la escena cambie completamente
con respecto a la imagen inicial, inevitablemente llegará el momento en que se pierda el
rastro de algunas de caracteŕısticas iniciales, por tal motivo es buena idea detectar nuevas
caracteŕısticas cada vez que el número de puntos de interés se reduzca por debajo de un
umbral preestablecido.
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4.2.4. Estimación de movimiento 2D-2D

En esta etapa, se calcula el movimiento de la cámara entre la imagen actual y la imagen
anterior.

(a)

(b)

Figura 4.22: Estimación de movimiento a partir de correspondencias 2D-2D.

Mediante la concatenación de todos estos movimientos individuales, se puede recuperar
la trayectoria completa de la cámara y por lo tanto del agente. A continuación se explica
cómo la transformación Tk entre dos imágenes Ik−1 e Ik se puede calcular a partir de dos
conjuntos de caracteŕısticas fk−1, fk. Aqúı únicamente se abordará el caso en el que las
correspondencias se especifican en 2D-2D (puntos representados en coordenadas de las
imágenes) debido a que el sistema en cuestión incorpora una cámara monocular.

4.2.4.1. Cálculo de la matriz esencial

Las relaciones geométricas entre el par de imágenes Ik e Ik−1 de una cámara calibrada
están descritas por la denominada matriz esencial E ∈ R3×3. Esta contiene los parámetros
de movimiento de la cámara:

Ek ' t̂kRk (4.21)

Donde:

t̂k =

 0 −tz ty
tz 0 −tx
−ty tx 0

 Rk =

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

 (4.22)
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El śımbolo ' es usado para denotar que la igualdad es válida a un factor de escala.
La matriz esencial puede ser calculada a partir de correspondencias 2D-2D para posterior-
mente extraer la rotación y traslación directamente de E. La estimación del movimiento
2D-2D hace uso de la restricción epipolar la cual se describe a continuación:

Figura 4.23: Restricción epipolar.

Considérese el esquema de la Figura 4.23, utilizando únicamente la imagen de la iz-
quierda C1 es imposible hallar el correspondiente punto 3D P de p̄1 debido a que cada
punto sobre la ĺınea C1P se proyecta sobre el mismo punto de la imagen. Al añadir una
nueva imagen ahora varios puntos de la ĺınea C1P proyectan diferentes puntos p̄2 en la
segunda imagen. Con las dos imágenes es posible obtener la correcta ubicación de P me-
diante triangulación. La proyección de distintos puntos sobre C1P forman una ĺınea en la
segunda imagen l2 conocida como ĺınea epipolar correspondiente al punto p̄1. Lo anterior
significa que para encontrar el punto p̄1 en la segunda imagen basta con buscar a lo largo de
la ĺınea l2 lo mismo aplica con cada punto cada uno con su correspondiente ĺınea epipolar.
Lo anterior se conoce como restricción epipolar. El plano formado por C1PC2 es llamado
plano epipolar. En la imagen 4.23 C1 y C2 son los centros de las cámaras, la proyección
de C2 aparece en la primera imagen e1 conocido como eṕıpolo de forma inversa e2 es la
proyección de C1 en la segunda imagen. En algunos casos no será posible ubicar el eṕıpolo
dentro la imagen, el cual podŕıa estar fuera de ella. Todas las ĺıneas epipolares deben pasar
por su correspondiente eṕıpolo. La restricción epipolar se define de la siguiente manera:

p̄T2Ep̄1 = 0 (4.23)

Donde p̄2 es la ubicación de una caracteŕıstica en la imagen actual Ik y p̄1 es la ubi-
cación de la misma caracteŕıstica en la imagen previa Ik−1. p̄1 y p̄2 son coordenadas de la
imagen normalizadas de la forma: p̄ = [ū, v̄, 1]T . La matriz esencial se calcula a partir de
correspondencias 2D-2D haciendo uso de la restricción epipolar. Una solución simple y di-
recta para n ≥ 8 puntos no coplanares es el algoritmo de ocho puntos de Longuet-Higgins
[49], el cual se muestra a continuación. Cada correspondencia entre dos puntos genera una
restricción de la siguiente forma:[

ū2ū1 ū2v̄1 ū2 v̄2ū1 v̄2v̄1 v̄2 ū1 v̄1 1
]
E = 0 (4.24)

Donde:
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E =
[
e11 e12 e13 e21 e22 e23 e31 e32 e33

]T
(4.25)

Al apilar restricciones de ocho puntos se obtiene el sistema de ecuaciones lineal QE = 0.
Este sistema de ecuaciones homogéneo se puede resolver utilizando la técnica de descom-
posición en valores singulares (SVD) y con ello obtener los parámetros de E. Tener más
de ocho puntos conlleva a tener un sistema sobre-determinado. La descomposición en va-
lores singulares de Q tiene la forma Q = USV T , y la estimación por mı́nimos cuadrados
de E con ‖E‖ = 1 se puede encontrar en la última columna de V . Sin embargo, esta
estimación lineal de E no cumple con las restricciones internas de una matriz esencial,
las cuales provienen de la multiplicación de la matriz de rotación R y la matriz de trasla-
ción antisimétrica t̂. Estas restricciones son visibles en los valores singulares de la matriz
esencial. Una matriz esencial válida después de la descomposición en valores singulares es
E = USV T y tiene su diagonal diag(S) = {s, s, 0}, lo que significa que los valores singula-
res primero y segundo son iguales y el tercero es cero. Para obtener una matriz esencial E
válida que cumpla con las restricciones, la solución debe proyectarse en el espacio de ma-
trices esenciales válidas. La matriz esencial proyectada es Ē = U diag {1, 1, 0}V T . Observe
que la solución del algoritmo de ocho puntos se degenera cuando los puntos 3D son copla-
nares. Finalmente, observe que el algoritmo de ocho puntos funciona tanto para cámaras
calibradas (perspectiva u omnidireccional) como para no calibradas (solo perspectiva).

4.2.4.2. Extracción de R y t a partir de E

A partir de la estimación de E, se pueden extraer las partes de rotación y traslación. En
general, hay cuatro soluciones diferentes para R, t para una matriz esencial; sin embargo,
mediante la triangulación de un solo punto, se puede identificar el par R, t adecuado. Las
cuatro soluciones son:

R = U(±W T )V T (4.26)

t̂ = U(±W )SUT

Donde:

W T =

 0 ±1 0
∓1 0 0
0 0 1

 (4.27)

La solución correcta es en la que el punto triangulado se encuentra frente a las dos
cámaras (Figura 4.24a). Después de seleccionar la solución correcta se debe realizar una
optimización no lineal de los parámetros de rotación y traslación utilizando la estimación
de R, t como valores iniciales.
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Figura 4.24: Posibles soluciones para R y t.

4.2.4.3. Cálculo de la escala relativa

Para recuperar la trayectoria de una secuencia de imágenes, las diferentes transforma-
ciones T0:n deben ser concatenadas. Para esto, las escalas relativas deben calcularse de
forma apropiada, ya que la escala absoluta de la traslación no se puede calcular solamente
con dos imágenes. Sin embargo, es posible calcular las escalas relativas para las transfor-
maciones posteriores. Una forma de hacerlo es triangular los puntos 3D de Xk−1 y Xk a
partir de dos pares de imágenes. A partir de los puntos 3D correspondientes, se pueden
calcular las distancias relativas entre cualquier combinación de dos conjuntos de puntos
3D. La escala apropiada se puede determinar a partir de la relación de la distancia r entre
un par de puntos en Xk−1 y un par en Xk.

r =
‖Xk−1,i −Xk−1,j‖
‖Xk,i −Xk,j‖

(4.28)

Por robustez, se calculan las relaciones de escala para muchos pares de puntos y se
utiliza la media (o en presencia de valores at́ıpicos, la mediana). El vector de traslación t
se escala con esta relación de distancia. Observe que el cálculo de escala relativa requiere
que las caracteŕısticas se asocien (o rastreen) en múltiples imágenes (al menos tres). En
lugar de realizar una triangulación expĺıcita de los puntos 3D, la escala también se puede
recuperar aprovechando la restricción trifocal entre correspondencias de caracteŕısticas 2D
en tres vistas. Por último, el algoritmo de odometŕıa visual para correspondencias 2D-2D
se resume en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1. Odometŕıa visual a partir de correspondencias 2D-2D

1: Capturar una nueva imagen Ik.
2: Extraer y relacionar caracteŕısticas entre Ik−1 e Ik.
3: Calcular la matriz esencial para el par de imágenes Ik−1, Ik.
4: Descomponer la matriz esencial en Rk y tk, y formar a Tk.
5: Calcular la escala relativa y escalar a tk.
6: Concatenar la transformación calculando a Ck = Ck−1Tk.
7: Repetir desde 1.
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Plataforma experimental

El sistema de control se implementará dentro del entorno de ROS. La versión que
se empleará en este trabajo será la de ROS Kinetic Kame debido a que es una versión
de soporte prolongado. La versión de ROS indicada previamente se instalará dentro del
sistema operativo Ubuntu 16.04 LTS. La plataforma de hardware será el cuadricóptero
Bebop 2 de la compañ́ıa Francesa Parrot.

5.1. Dron Bebop 2

Parrot es una compañ́ıa de telecomunicaciones con sede en Paŕıs, Francia, la cual pro-
duce productos tales como el cuadricóptero Bebop 2. Este modelo fue lanzado al mercado
en noviembre del 2016, el cual resulta ser la versión mejorada de su antecesor el Bebop 1,
una comparación entre ambos modelos se puede encontrar en el sitio web1. En el sitio ofi-
cial2 del Bebop 2 se puede encontrar una descripción más detallada sobre las caracteŕısticas
de este modelo, a continuación se enlistan las más sobresalientes.

Caracteŕıstica Valor
Precio aproximado 550 USD
Autonomı́a de vuelo 25 minutos
Velocidad horizontal máxima 16.6 m/s
Velocidad vertical máxima 5.8 m/s
Alcance de la señal Wifi hasta 300 metros
Cámara 14 Megaṕıxeles; FOV: 180°

Peso 500 gramos
Dimensiones 38.2 cm x 32.8 cm x 9 cm
Diámetro de las hélices 15.2 cm

Tabla 5.1: Especificaciones generales del Bebop 2.

1https://blog.parrot.com/2016/01/12/comparison-bebop-2-vs-bebop-drone/
2https://www.parrot.com/es/drones/parrot-bebop-2
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https://blog.parrot.com/2016/01/12/comparison-bebop-2-vs-bebop-drone/
https://www.parrot.com/es/drones/parrot-bebop-2
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.1: Dron Bebop 2 de la compañ́ıa Parrot.

Este dron tiene un peso de 500 gramos de aspecto compacto y diseño aerodinámico con
una autonomı́a de 25 minutos. Sus prestaciones le permiten volar y filmar al mismo tiempo
con excelente resolución, tanto en interiores como en exteriores. La cámara incorporada
de 14 megaṕıxeles permite filmar en Full HD 1080p con un ángulo de captura de 180° en
horizontal y vertical [50].

Figura 5.2: Dron Bebop 2 en pleno vuelo.

Este veh́ıculo puede alcanzar una velocidad máxima de 60 km/h en horizontal y 21
km/h en vertical. Puede alcanzar su velocidad máxima en 14 segundos y resistir vientos
de hasta 60 km/h. Además, puede detenerse por completo en poco más de 4 segundos [50].
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5.2. ROS

ROS Robot Operating System o sistema operativo robótico es un framework para el
desarrollo de software para robots que provee la funcionalidad de un sistema operativo en
un clúster heterogéneo. ROS es considerado más bien como un meta-sistema operativo, ya
que es instalado sobre un sistema operativo ya existente. ROS se desarrolló originalmente
en 2007 bajo el nombre de switchyard por el Laboratorio de Inteligencia Artificial de
Stanford. ROS provee los servicios estándar de un sistema operativo tales como abstracción
del hardware, control de dispositivos de bajo nivel, implementación de funcionalidad de
uso común, paso de mensajes entre procesos y mantenimiento de paquetes. Está basado
en una arquitectura de grafos donde el procesamiento toma lugar en los nodos que pueden
recibir, mandar y multiplexar mensajes de sensores, control, estados, planificaciones y
actuadores, entre otros. La libreŕıa está orientada para el sistema Ubuntu Linux, a pesar
de que existen adaptaciones para otros S.O. esta no garantiza su estabilidad. ROS está
bajo la licencia open source, BSD Berkeley Software Distribution [51].

Figura 5.3: Versiones de ROS.

Normalmente las versiones de ROS están referidas por un sobrenombre en vez de
por una versión numérica. Dichas versiones se encuentran ordenadas de forma alfabética
tomando como referencia la primera letra del sobrenombre [52]. Debido al éxito de ROS,
distintas instituciones y compañ́ıas han comenzado a adaptar sus productos para ser usados
en ROS. Existe una larga lista de robots compatibles con ROS, mismos que se pueden
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encontrar en el sitio oficial de ROS3. En dicho sitio se pueden encontrar una gran variedad
de robots los cuales se subdividen en 4 categoŕıas principales: Aéreos, Terrestres, Marinos
y Manipuladores. En la Figura 5.4 se muestran algunos de estos robots.

(a) Robot móvil Turtlebot3
Waffle PI

(b) Dron Bebop 2

(c) Robot industrial Baxter (d) Vehiculo terrestre Husky

Figura 5.4: Ejemplos de plataformas de hardware compatibles con ROS.

5.2.1. Terminoloǵıa

5.2.1.1. Nodos

Un nodo4 se puede pensar como un programa ejecutable. ROS recomienda crear un
nodo para cada tarea con el afán de promover su reusabilidad. Por ejemplo, para el caso
de un robot móvil, el programa principal se suele subdividir en funciones espećıficas tales
como: percepción, navegación, control y reconocimiento de obstáculos. Un nodo necesita
registrase ante el maestro para iniciar la transmisión de información por medio de Tópicos,
Servicios o Acciones. Los nodos que deseen recibir información necesitan solicitarlo ante
el maestro para que este habilite la transmisión de datos (Figura 5.5).

3https://robots.ros.org/
4http://wiki.ros.org/Nodes

https://robots.ros.org/
http://wiki.ros.org/Nodes
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Maestro

Nodo 1 Nodo 2

Información

del Nodo 1

Información

del Nodo 2

Información de conexión

Transmisión de información

(Tópicos, Servicios, Acciones)

Figura 5.5: Metodoloǵıa de comunicación entre nodos.

5.2.1.2. Tópicos

La comunicación a través de tópicos5 necesita de un nodo publicador y un nodo subs-
criptor ambos con el mismo tipo de mensaje. Es importante que ambos nodos se refieran
al mismo tópico. El nodo subscriptor se conecta directamente al nodo publicador para
iniciar la transmisión de información. La comunicación mediante tópicos es un tipo de
comunicación unidireccional aśıncrona tal como se aprecia en la Figura 5.6.

Nodo 1 Nodo 2

Tópico

Figura 5.6: Comunicación a través de tópicos.

5.2.1.3. Servicios

Un servicio6 es una forma de comunicación bidireccional śıncrona de tipo cliente-
servidor. El proceso inicia con la solicitud del cliente para un servicio en particular (gene-
ralmente para la ejecución de una tarea) y al término se obtiene una respuesta del servidor
indicando la finalización de la misma. La comunicación entre el cliente y el servidor fina-
liza una vez que la tarea ha sido completada. La Figura 5.7 muestra una descripción más
gráfica.

5http://wiki.ros.org/Topics
6http://wiki.ros.org/Services

http://wiki.ros.org/Topics
http://wiki.ros.org/Services
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Nodo 1 Nodo 2

Solicitud de servicio

Respuesta a servicio

Figura 5.7: Comunicación a través de servicios.

5.2.1.4. Acciones

La comunicación entre nodos con base en acciones7 se emplea cuando una tarea to-
ma un largo tiempo en ser completada, por lo tanto es necesaria información adicional.
Este método de comunicación es similar al de cliente-servidor con algunos componentes
adicionales, los cuales nos permiten conocer el progreso de la tarea encomendada (Figura
5.8).

Nodo 1 Nodo 2

Objetivo

Estado

Cancelar

Retroalimentación

Resultado

Figura 5.8: Comunicación a través de acciones.

5.2.2. Instalación de ROS Kinetic Kame

Para efectuar la instalación de ROS Kinetic Kame se da por hecho que se cuenta con
un computador corriendo Ubuntu 16.04 LTS, no se recomienda hacer uso de una máquina
virtual. La instalación de Ubuntu 16.04 se puede realizar siguiendo las instrucciones del
sitio web8, eligiendo adecuadamente la versión, misma que se puede descargar desde su
página oficial9. Todo el proceso se lleva a cabo dentro de la terminal de Ubuntu por lo
que es necesario tener conocimientos sobre los comandos básicos de Linux, en su defecto,
se recomienda revisar tutoriales sobre el tema10. A continuación se enumeran los pasos a
seguir para la correcta instalación de ROS Kinetic Kame, si se desean más detalles sobre
el proceso de instalación, se recomienda visitar la página oficial de ROS11.

7http://wiki.ros.org/actionlib
8https://tutorials.ubuntu.com/tutorial/tutorial-install-ubuntu-desktop#0
9https://ubuntu.com/download/alternative-downloads

10http://www.ee.surrey.ac.uk/Teaching/Unix/
11http://wiki.ros.org/kinetic/Installation/Ubuntu

http://wiki.ros.org/actionlib
https://tutorials.ubuntu.com/tutorial/tutorial-install-ubuntu-desktop#0
https://ubuntu.com/download/alternative-downloads
http://www.ee.surrey.ac.uk/Teaching/Unix/
http://wiki.ros.org/kinetic/Installation/Ubuntu
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5.2.2.1. 1. Configurar repositorios

Para comenzar, es necesario configurar los repositorios de Ubuntu. Para ello se accede
al administrador de Software de Ubuntu, en la pestaña Software de Ubuntu se elige la
opción Oŕıgenes y actualizaciones, y en Software de Ubuntu se marcan las casillas
correspondientes de acuerdo a la Figura 5.9.

Figura 5.9: Configuración de los repositorios.

5.2.2.2. 2. Agregar repositorios

El siguiente comando añade los repositorios para la descarga de los paquetes necesarios.

$ sudo sh -c ‘echo "deb http://packages.ros.org/ros/ubuntu $(lsb_release -sc)

main" > /etc/apt/sources.list.d/ros-latest.list’

5.2.2.3. 3. Key

Este paso consiste en confirmar que el origen del código es correcto. Normalmente
cuando se agrega un nuevo repositorio se tienen que añadir las llaves de dicho repositorio.

$ sudo apt-key adv --keyserver ‘hkp://keyserver.ubuntu.com:80’ --recv-key

C1CF6E31E6BADE8868B172B4F42ED6FBAB17C654

Si se presentan problemas al conectar con el servidor se recomienda sustituir dentro de
las comillas la URL hkp://keyserver.ubuntu.com:80 por hkp://pgp.mit.edu:80.

5.2.2.4. 4. Instalando ROS Kinetic Kame

Antes de comenzar con la instalación se sugiere tener actualizado el sistema para evitar
problemas con libreŕıas y versiones de software.

$ sudo apt-get update

El siguiente comando instalará la versión completa de ROS la cual incluye ROS, rqt,
RViz, Gazebo y libreŕıas relacionadas con percepción y navegación.

$ sudo apt-get install ros-kinetic-desktop-full
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5.2.2.5. 5. Inicialización de rosdep

Antes de usar ROS se necesita inicializar rosdep, la cual es una herramienta que permite
descargar e instalar paquetes externos.

$ sudo rosdep init

$ rosdep update

5.2.2.6. 6. Configuración del entorno

Es conveniente que cuando se ejecute una nueva terminal las variables de entorno de
ROS sean agregadas automáticamente.

$ echo "source /opt/ros/kinetic/setup.bash" >> ~/.bashrc

$ source ~/.bashrc

5.2.2.7. 7. Instalación de las dependencias para la construcción de paquetes

El siguiente paso consiste en instalar una herramienta que permita la instalación de
paquetes con un solo comando.

$ sudo apt install python-rosinstall python-rosinstall-generator

python-wstool build-essential

5.2.2.8. 8. Examinando el entorno de ROS

El entorno ROS se configura a través de una serie de variables que le indican al sis-
tema donde encontrar los paquetes. Para verificar si las variables de entorno de ROS se
encuentran configuradas adecuadamente se hace uso del siguiente comando:

$ printenv | grep ROS

Si todo se encuentra funcionando correctamente, la salida del comando anterior debeŕıa
ser similar a la siguiente:

declare -x ROSLISP_PACKAGE_DIRECTORIES=""

declare -x ROS_DISTRO="kinetic"

declare -x ROS_ETC_DIR="/opt/ros/kinetic/etc/ros"

declare -x ROS_MASTER_URI="http://localhost:11311"

declare -x ROS_PACKAGE_PATH="/opt/ros/kinetic/share"

declare -x ROS_ROOT="/opt/ros/kinetic/share/ros"

declare -x ROS_VERSION="1"
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5.2.2.9. 9. Creación de un espacio de trabajo

Un espacio de trabajo es básicamente una carpeta en donde se almacenarán y modifi-
carán los paquetes de ROS. Para la creación de dicho espacio de trabajo es suficiente con
ingresar los siguientes comandos.

$ mkdir -p ~/catkin_ws/src

$ cd ~/catkin_ws/

$ catkin_make

A continuación se actualiza el archivo de configuración.

$ source devel/setup.bash

Lo anterior se puede realizar de forma automática añadiendo dicha instrucción en el
archivo de configuración.

$ echo "source ~/catkin_ws/devel/setup.bash" >> ~/.bashrc

$ source ~/.bashrc

Para verificar si el espacio de trabajo se encuentra propiamente configurado se debe
ingresar el siguiente comando:

$ echo $ROS_PACKAGE_PATH

Si todo se encuentra configurado de manera correcta se debe obtener la siguiente res-
puesta en la terminal.

/home/usuario/catkin_ws/src:/opt/ros/kinetic/share

5.2.2.10. 10. Iniciando ROS

Para comprobar la correcta instalación de ROS Kinetic Kame se procede a abrir una
terminal en Ubuntu para la Inicialización de ROS.

$ roscore

A continuación con la combinación de teclas ctrl+alt+t se abre una nueva terminal
y se ejecuta el siguiente comando:

$ rosrun turtlesim turtlesim_node

Si la instalación de ROS Kinetic Kame se efectuó de manera correcta se abrirá una
ventana como el de la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Ejecución de ros.

Ahora que ya se cuenta con ROS, se recomienda comenzar con los tutoriales del sitio
oficial12, además de revisar referencias especializadas [53], [54], [55], [56].

5.2.3. Paquete bebop autonomy

El dron Bebop 2 puede ser controlado a través de ROS por medio del driver bebop autonomy

el cual fue desarrollado por Mani Monajjemi de la universidad Simon Fraser. Este paque-
te se basa en el kit de desarrollo Parrot ARDrone SDK3. En su sitio oficial13 se puede
encontrar información detallada sobre las caracteŕısticas este paquete. A continuación se
presentan los pasos para la instalación de paquete bebop autonomy, mismos que pueden
encontrarse en la sección de instalación14 del sitio antes mencionado. Los comandos que a
continuación se presentan fueron probados en Ubuntu 16.04 con ROS Kinetic Kame.

5.2.3.1. Instalación

Como primer nos ubicamos dentro de la carpeta /src de nuestro espacio de trabajo.

$ cd catkin_ws/src

A continuación se lleva a cabo la descarga del paquete desde un repositorio de github.

12http://wiki.ros.org/ROS/Tutorials
13https://bebop-autonomy.readthedocs.io/en/latest/
14https://bebop-autonomy.readthedocs.io/en/latest/installation.html

http://wiki.ros.org/ROS/Tutorials
https://bebop-autonomy.readthedocs.io/en/latest/
https://bebop-autonomy.readthedocs.io/en/latest/installation.html
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$ git clone https://github.com/AutonomyLab/bebop_autonomy.git

Volvemos a nuestro espacio de trabajo y compilamos.

$ cd ~/catkin_ws

$ catkin_make

En la Figura 5.11 se muestra el paquete recién descargado el cual está integrado por
un conjunto de subcarpertas en la que /bebop driver cobra más relevancia.

src bebop_autonomy

catkin_ws src bebop_autonomy

bebop_autonomy bebop_description bebop_driver

bebop_msgs bebop_tools docs

Figura 5.11: Paquete bebop autonomy.

5.2.3.2. Ejecución del driver

Antes de trabajar con el Bebop 2 se recomienda colocar las hélices de manera correcta15,
verificar que la bateŕıa esté cargada, además de contar con un área despejada en donde
se pueda llevar a cabo el vuelo del dron. Una vez considerado lo anterior, comenzamos
con establecer la comunicación entre la PC remota y el Bebop 2, para ello encendemos el
Bebop 2 presionando el botón ubicado en su parte trasera. Después de un par de minutos
aparecerá una red Wifi la cual tendrá como nombre Bebop2-xxxxxx, los d́ıgitos al final
indican el número de identificación del dron.

IP = 192.168.42.1

PC REMOTA BEBOP 2

Figura 5.12: Red inalámbrica.

A continuación, nos conectamos a dicha red. Para verificar que la conexión se haya
establecido de manera exitosa, abrimos la terminal e ingresamos el siguiente comando:

$ ping 198.168.42.1

15https://www.youtube.com/watch?v=vk4M8ZS4Ido

https://www.youtube.com/watch?v=vk4M8ZS4Ido


5.2. ROS 67

Lo cual devolverá un mensaje de manera repetida sobre el tiempo de env́ıo y recepción
de datos. Una vez verificado lo anterior procedemos a abrir una nueva terminal con la
combinación de teclas ctrl+alt+t dentro de la cual ejecutamos el siguiente comando:

$ roslaunch bebop_driver bebop_node.launch

Después de ejecutar el comando anterior, el dron comenzará a publicar información
sobre el estado de sensores tales como: cámara, unidad de medición inercial IMU, sensor
de altitud y nivel de voltaje. De la misma forma, el dron estará preparado para recibir
comandos que controlen su movimiento.

5.2.3.3. Env́ıo de comandos al Bebop

Una forma rápida de verificar el correcto funcionamiento del dron mediante ROS es
a través de la ejecución de un simple despegue y aterrizaje. Para efectuar el despegue
publicamos un mensaje del tipo std msgs::Empty al tópico /bebop/takeoff. Con el driver
corriendo en una terminal abrimos una nueva y ejecutamos lo siguiente:

$ rostopic pub --once /bebop/takeoff std_msgs/Empty

Con lo anterior el dron se elevará aproximadamente a 1 metro del suelo y se mantendrá
en vuelo estacionario de manera indefinida. Para el aterrizaje publicamos un mensaje del
tipo std msgs::Empty al topico /bebop/land con lo cual el veh́ıculo volverá a posarse
sobre suelo.

$ rostopic pub --once /bebop/land std_msgs/Empty

Para desplazar al Bebop es necesario publicar mensajes del tipo geometry msgs::Twist

al tópico /bebop/cmd vel. Estos mensajes deben ser publicados mientras el veh́ıculo se
encuentre en vuelo estacionario. El efecto de como este mensaje influye en el movimiento
del dron se describe en la Tabla 5.2:

Componente Descripción
linear.x = kx Desplazamiento hacia adelante
linear.x = -kx Desplazamiento hacia atrás
linear.y = ky Desplazamiento a la izquierda
linear.y = -ky Desplazamiento a la derecha
linear.z = kz Ascenso
linear.z = -kz Descenso
angular.z = kψ Rotación CCW
angular.z = -kψ Rotación CW

Tabla 5.2: Componentes del mensaje geometry msgs::Twist para el pilotaje del Bebop 2.

Donde kx, ky, kz, kψ ∈ [0 . . . 1]. El dron ejecutará el último comando recibido mien-
tras el driver se encuentra activo. Estos valores se vuelven cero cuando el dron recibe
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un comando de despegue o aterrizaje. Para mantener al veh́ıculo en vuelo estacionario
en su posición actual es necesario asignar ceros a todas las componentes del mensaje
geometry msgs::Twist.

Figura 5.13: Diagrama de cuerpo libre del dron Bebop 2.

Las componentes linear.x y linear.y del mensaje geometry msgs::Twist controlan
los ángulos pitch y roll del dron y eventualmente los desplazamientos en el plano x-y. Estos
ángulos dependen directamente del parámetro PilotingSettingsMaxTiltCurrent (αmax)
el cual es especificado en grados y puede ser modificado, el valor por defecto es 20◦. De
este modo:

θcmd = kxαmax (5.1)

φcmd = kyαmax (5.2)

La componente linear.z controla la velocidad vertical del dron. Este valor depende
del parámetro SpeedSettingsMaxVerticalSpeedCurrent (βmax) el cual también puede
ser modificado, el valor por defecto es 1 m/seg. Por lo tanto:

żcmd = kzβmax (5.3)

La componente angular.z controla la velocidad angular del veh́ıculo (alrededor del eje
z ), dicho valor depende del parámetro SpeedSettingsMaxRotationSpeedCurrent (γmax),
el cual también puede ser modificado cuyo valor por defecto es 100◦/seg.

ψ̇cmd = kψγmax (5.4)
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5.2.3.4. Lectura de datos del Bebop

El driver transmite la lectura de los sensores a través de tópicos. El v́ıdeo de la cámara
frontal del dron es publicado en el tópico /bebop/image raw mediante un mensaje del
tipo sensor msgs::Image tal como se muestra en la Figura 5.14.

Figura 5.14: Cámara frontal del Bebop 2.

Figura 5.15: Datos de calibración de la cámara.

La información de calibración se publica en el tópico /bebop/camera info (Figura
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5.15), esta información se obtiene tras el proceso de calibración de la cámara, el archivo
generado debe ubicarse en: /bebop driver/data/bebop camera calib.yaml el cual se
carga cada vez que se ejecuta el driver.

Por medio de un mensaje bebop msgs::Ardrone3PilotingStateAltitudeChanged el
driver publica información de la altitud del veh́ıculo (en metros) con respecto al punto de
despegue. En el tópico /bebop/states/ardrone3/PilotingState/AltitudeChanged se
puede acceder a dicha información (Figura 5.16).

Figura 5.16: Altitud del veh́ıculo.

En el tópico /bebop/states/ardrone3/PilotingState/AttitudeChanged se publi-
can mensajes del tipo bebop msgs::Ardrone3PilotingStateAttitudeChanged a una ve-
locidad de 5 Hz los cuales incluyen datos sobre la orientación del dron (Figura 5.17),
mismos que están dados en radianes.

Figura 5.17: Datos de la orientación del veh́ıculo.

El driver incorpora un sistema visual-inercial el cual efectúa la estimación de la odo-
metŕıa del veh́ıculo la cual se publica en el tópico /bebop/odom a través de un mensaje
del tipo nav msgs::Odometry (Figura 5.18), a una velocidad de transmisión de 5 Hz. Este
mensaje contiene la posición y orientación, aśı como la velocidad del Bebop la cual está
representada en el sistema de referencia ESD. Esta información puede ser de gran utilidad
en el diseño de controladores.
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Figura 5.18: Datos de odometŕıa del Bebop 2.

De igual forma se puede acceder a la información del GPS por medio del tópico
/bebop/fix el cual publica información de la latitud, longitud y altitud del veh́ıculo en
un mensaje del tipo sensor msgs::NavSatFix tal como se muestra en la Figura 5.19.

Figura 5.19: Datos del GPS del dron.

Por último, el tópico /bebop/states/common/CommonState/BatteryStateChanged

publica información sobre el porcentaje de carga de la bateŕıa (5.20), el cual emplea un
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mensaje del tipo bebop msgs::CommonCommonStateBatteryStateChanged. Esta informa-
ción es importante y se debe verificar antes de efectuar cada vuelo.

Figura 5.20: Datos sobre el estado de la bateŕıa del Bebop 2.

Para facilitar el uso del Bebop a través de ROS se ha creado un repositorio16 el cual
incluye distintos ejemplos para el pilotaje del dron, aśı como para efectuar la lectura de
los datos proporcionados por el driver.

16https://github.com/EDU4RDO-SH/bebop ros examples.git

https://github.com/EDU4RDO-SH/bebop_ros_examples.git
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6.1. Estimación de estados por medio de odometŕıa

visual

El sistema de odometŕıa visual fue diseñado de acuerdo a los pasos descritos en el
Caṕıtulo 4, las pruebas experimentales se llevaron a cabo utilizando la secuencia de imáge-
nes 2011 10 03 drive 00271 del dataset KITTI [57], el cual es un conjunto de imágenes
muy conocido en la comunidad cient́ıfica para realizar pruebas de algoritmos de visión por
computadora. Para usar este dataset dentro de ROS fue necesario convertir las imágenes a
un archivo .bag de ROS. kitti2bag es un paquete 2 que nos permite efectuar esta tarea.
El archivo .bag generado incluye la secuencia de imágenes a color y en escala de grises
del dataset original, las transformaciones entre los diferentes sistemas de referencia del
veh́ıculo que capturó los datos, información de la IMU, aśı como información del LIDAR.
Los datos anteriores son publicados a través de tópicos.

Figura 6.1: Caracteŕısticas detectadas en la primera imagen.

Una vez realizada la configuración inicial, se procede a realizar la implementación del
algoritmo de odometŕıa visual con la ayuda de las libreŕıas de OpenCV3, el cual actual-

1http://www.cvlibs.net/datasets/kitti/raw data.php?type=residential
2https://github.com/tomas789/kitti2bag
3https://opencv.org/
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mente es considerado como el software más importante para el desarrollo de algoritmos
de visión por computadora. Como primer paso, se procede a ejecutar el archivo .bag

generado previamente y nos subscribimos al tópico que publica la secuencia de imáge-
nes. A continuación, detectamos los puntos de interés con la función cv::FAST() en la
primera imagen tal como se muestra en la Figura 6.1. A continuación, las posiciones
de dichas caracteŕısticas son estimadas en la segunda imagen con ayuda de la función
cv::calcOpticalFlowPyrLK() como se ilustra en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Flujo óptico de las dos primeras imágenes del dataset.

Una vez calculadas las posiciones de los puntos de interés de la segunda imagen es
posible calcular la matriz esencial con la función cv::findEssentialMat(). Esta función
requiere principalmente de los vectores de las posiciones de los puntos de interés en la
primera y segunda imagen y de la matriz de calibración (6.1).

K =

718.8560 0 607.1928
0 718.8560 185.2157
0 0 1

 (6.1)

Las componentes de la posición t ∈ R3 y orientación R ∈ R3×3 se pueden extraer
directamente de la matriz esencial tal como lo indica la ecuación (4.26). La función
cv::recoverPose() permite recuperar la posición y orientación eligiendo la solución más
apropiada de (4.26). Esta función requiere principalmente de la matriz esencial previa-
mente calculada y de la matriz de calibración (6.1). La trayectoria completa tf ∈ R3 y
Rf ∈ R3×3 se obtiene tras concatenar las poses consecutivas empleando las expresiones
(6.2) cada vez que una nueva imagen es procesada.

tf = tf +Rf t

Rf = RRf

(6.2)

Parte del resultado se puede apreciar en la Figura 6.3, o bien en el siguiente v́ıdeo4.

4https://youtu.be/A9sfLDSboQg

https://youtu.be/A9sfLDSboQg
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Figura 6.3: Trayectoria generada tras concatenar poses consecutivas.

A pesar de haber obtenido buenos resultados con el algoritmo anterior está claro que
hay varias mejoras que se deben realizar, como la teoŕıa lo establece la trayectoria obtenida
mediante un sistema de odometŕıa visual monocular solo es válida a un factor de escala,
por lo que es necesario conocer el tamaño real de un objeto en la escena o la altura de la
cámara con respecto al suelo para recuperar la trayectoria real. También es posible fusionar
los datos de odometŕıa con otros sensores para obtener mejores resultados. Esta es un área
activa de investigación y cada vez se proponen métodos más sofisticados para resolver el
problema de odometŕıa visual monocular de una manera eficiente. Debido a lo anterior la
estrategia de control MPC será evaluada utilizando los datos de odometŕıa proporcionados
por el driver del Bebop, como se mencionó en el Caṕıtulo 5 los datos se obtienen del tópico
/bebop/odom, estos datos son publicados por el driver el cual por medio de un sistema de
odometŕıa visual-inercial efectúa la estimación de los estados del robot. En la Figura 6.4
se muestra la odometŕıa del dron dentro del entorno de RViz.

Figura 6.4: Odometŕıa del Bebop en RViz.
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En la Figura 6.5 se muestran las componentes de la posición estimadas por la odometŕıa
del dron.
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Figura 6.5: Posiciones estimadas por el Bebop.

En la Figura 6.6 se muestran las mismas componentes graficadas en el espacio tridi-
mensional.

0

-10

1

2

-5

3

12
10

8
6

4
20 0

-2

Figura 6.6: Posiciones estimadas en el espacio 3D.
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De forma similar en la Figura 6.7 se muestran las componentes de la orientación.
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Figura 6.7: Componentes de la orientación estimadas.

Finalmente, en la Figura 6.8 se presentan las componentes de la velocidad lineal.
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Figura 6.8: Velocidades lineales estimadas.

Distintas pruebas realizadas para la evaluación de la odometŕıa del Bebop se pueden
apreciar de mejor forma en el siguiente enlace5.

5https://youtu.be/jZMR8T6uhwY

https://youtu.be/jZMR8T6uhwY
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6.2. Implementación del control MPC para el segui-

miento de trayectorias

6.2.1. Modelo dinámico

La pose de un veh́ıculo aéreo se puede definir estableciendo un sistema de referencia
inercial I y un sistema de referencia en el centro de gravedad del robot B. La posi-
ción del sistema de referencia del veh́ıculo con respecto al plano inercial se denota por

ξ =
[
x y z

]T
. De manera similar, la orientación del veh́ıculo se representa median-

te η =
[
φ θ ψ

]T
. Donde φ, θ y ψ son conocidos como los ángulos roll, pitch y yaw

respectivamente.

6.2.1.1. Modelo dinámico lineal

El modelo lineal se obtiene al considerar que el veh́ıculo se encuentra en vuelo estacio-
nario, además de tomar en cuenta la aproximación de ángulos pequeños y que el ángulo
ψ = 0 se encuentra alineado con el eje x del sistema de coordenadas inercial I [58]. De
esta manera:

ẋ = ẋ

ẏ = ẏ

ż = ż

ẍ = g Iθ − Axẋ+ dx

ÿ = −g Iφ− Ayẏ + dy

z̈ =
1

τż
(kż żcmd − ż)− Az ż + dz

φ̇ =
1

τφ
(kφ

Iφcmd − Iφ)

θ̇ =
1

τθ
(kθ

Iθcmd − Iθ)

(6.3)

Como se puede notar, en el modelo dinámico se han considerado tanto el efecto de
arrastre aśı como posibles perturbaciones. En su representación matricial se tiene:

ẋ(t) =



0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −Ax 0 0 0 g
0 0 0 0 −Ay 0 −g 0
0 0 0 0 0 −Az − 1

τż
0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
τφ

0

0 0 0 0 0 0 0 − 1
τθ


︸ ︷︷ ︸

Ac

x(t) +



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 Kż
τż

Kφ
τφ

0 0

0 Kθ
τθ

0


︸ ︷︷ ︸

Bc

u(t) +



0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Bd,c

d(t)

(6.4)

Donde x =
[
x, y, z, ẋ, ẏ, ż, Iφ, Iθ

]T
es el vector de estados, u =

[Iφcmd, Iθcmd, żcmd
]T

el vector de entradas y d =
[
dx, dy, dz

]T
el vector de perturbaciones externas. En este
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modelo la orientación se ha representado dentro del sistema de coordenadas inercial I
con el objetivo de eliminar al ángulo ψ del modelo. De este modo, las señales Iφcmd y
Iθcmd son calculadas dentro del plano inercial I y a continuación convertidas al sistema
de coordenadas del veh́ıculo B realizando una rotación al rededor del eje z.

[
φcmd
θcmd

]
=

[
cosψ senψ
− senψ cosψ

] [Iφcmd
Iθcmd

]
(6.5)

6.2.1.2. Sistema de control de bajo nivel

Para lograr que el veh́ıculo siga una trayectoria de referencia de manera precisa es
necesario tomar en consideración la dinámica interna del dron, la cual es desconocida
cuando se trata de drones comerciales. Por lo que es necesario efectuar la identificación
del sistema en lazo cerrado del controlador para cada una de las entradas de control, las
cuales se puede aproximar por medio de un sistema de primer orden:

φ̇ =
1

τφ
(kφφcmd − φ) (6.6)

Figura 6.9: Lazo de control del ángulo φ.

θ̇ =
1

τθ
(kθθcmd − θ) (6.7)

Figura 6.10: Lazo de control del ángulo θ.

z̈ =
1

τż
(kż żcmd − ż) (6.8)
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Figura 6.11: Lazo de control para el empuje vertical ż.

ψ̇ = ψ̇cmd (6.9)

Donde kφ, kθ y kż son las ganancias de los sistemas de primer orden; τφ, τθ y τż las
constantes de tiempo, los parámetros anteriores se obtienen tras el proceso de identifi-
cación. φcmd, θcmd y żcmd son las entradas de control comandadas. ψ̇cmd es la velocidad
angular comandada alrededor del eje z. En este caso se considera que la velocidad an-
gular ψ̇ alcanza la referencia de manera instantánea, lo anterior es válido debido a que
el movimiento en este eje no afecta en la traslación del veh́ıculo. La identificación de los
parámetros anteriores se lleva a cabo siguiendo el procedimiento descrito en6.

6.2.2. Discretización

Debido a que el controlador a implementar se trata de un control MPC, es necesa-
rio efectuar la discretización del modelo dinámico (6.4) con la ayuda de las siguientes
expresiones [59]:

A = eAcTs

B =

∫ Ts

0

eAcsdsBc

Bd =

∫ Ts

0

eAcsdsBd,c

(6.10)

Donde Ts es el periodo de muestreo. El cálculo del costo terminal P se obtiene tras
resolver la ecuación algebraica de Riccati de manera iterativa.

6.2.3. Control MPC

La estructura de control empleada consiste en un controlador de bajo nivel en conjunto
con un controlador MPC externo el cual se encarga de controlar la posición del robot.

6https://github.com/ethz-asl/dji onboard sdk ros/wiki/Dynamic-System-Identification

https://github.com/ethz-asl/dji_onboard_sdk_ros/wiki/Dynamic-System-Identification
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Controlador
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Figura 6.12: Lazo de control.

El problema de optimización para el control MPC se formula de la siguiente manera:

mı́n
U ,X

N−1∑
k=0

(xk − xrefk )TQx(xk − xrefk ) + (uk − urefk )TRu(uk − urefk )

+ (uk − uk−1)TR∆(uk − uk−1) + (xN − xrefN )TP (xN − xrefN )

s.a. xk+1 = Axk +Buk +Bddk;

dk+1 = dk, k = 0, . . . , N − 1

uk ∈ U
x0 = x(t0), d0 = d(t0)

(6.11)

Donde Qx � 0 es el peso dado a la minimización del error de estados en el proceso de
optimización.

Qx =



qxx 0 0 0 0 0 0 0
0 qxy 0 0 0 0 0 0
0 0 qxz 0 0 0 0 0
0 0 0 qxẋ 0 0 0 0
0 0 0 0 qxẏ 0 0 0
0 0 0 0 0 qxż 0 0
0 0 0 0 0 0 qxφ 0
0 0 0 0 0 0 0 qxθ


(6.12)

Ru � 0 indica el peso dado a la minimización de la secuencia de control, de forma
similar R∆ � 0 representa el peso dado a la taza de cambio de la secuencia de control.

Ru =

ruφcmd
0 0

0 ruθcmd
0

0 0 rużcmd

 R∆ =

r∆
φcmd

0 0
0 r∆

θcmd
0

0 0 r∆
żcmd

 (6.13)

Por último, P ∈ R8×8 representa el peso dado al error de estado terminal. El problema
de optimización fue resuelto con la ayuda de CVXGEN7, el cual permite describir el

7https://cvxgen.com/docs/index.html

https://cvxgen.com/docs/index.html
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problema de optimización a través de un lenguaje de alto nivel dando como resultado
un conjunto de libreŕıas en C especificas para el problema en cuestión [60]. Con esta
herramienta resulta relativamente sencillo formular problemas para controladores MPC8.

6.2.4. Simulación del controlador en el veh́ıculo AR.drone

Para evaluar el desempeño del controlador previamente descrito se procede a implemen-
tar dicho algoritmo en el veh́ıculo AR.drone de la compañ́ıa francesa Parrot. Actualmente
el modelo de este veh́ıculo se encuentra disponible dentro del entorno de Gazebo, por lo
que en conjunto con su driver9 es posible implementar algoritmos mediante ROS como si
se tratara del veh́ıculo real. El modelo para la versión de ROS Kinetic se puede descargar
directamente desde Github10.

Figura 6.13: Veh́ıculo AR.drone dentro del entorno de Gazebo.

Para hacer uso del modelo dinámico (6.4) es necesario conocer los parámetros para este
veh́ıculo en particular. De entre los más importantes aparecen las constantes de tiempo
y ganancias de los lazos de control internos, por lo que resulta fundamental realizar la
identificación de los sistemas de primer orden para cada entrada de control. El proceso de
identificación se realizó de acuerdo al método descrito en [61] en donde la identificación de
las funciones de transferencia se efectúa con la ayuda de la función tfest() de MATLAB,
para ello es necesario colectar los datos de las entradas y las salidas en dos experimentos,
el primero para estimar el sistema y el segundo para validar el modelo obtenido. Para el
caso del empuje vertical se tienen los datos de la Figura 6.14.

8https://cvxgen.com/docs/mpc.html
9https://ardrone-autonomy.readthedocs.io/en/latest/

10https://github.com/angelsantamaria/tum simulator

https://cvxgen.com/docs/mpc.html
https://ardrone-autonomy.readthedocs.io/en/latest/
https://github.com/angelsantamaria/tum_simulator
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Figura 6.14: Datos de las entradas y salidas del empuje vertical ż.

La función de transferencia obtenida es la siguiente:

yż(s)

uż(s)
=

1.007

0.415s+ 1
(6.14)

De este modo τż = 0.415 y Kż = 1.007. La comparación entre la respuesta del sistema
real con la respuesta del modelo obtenido aparece en la Figura 6.15. Como se puede
apreciar el modelo estimado captura de manera precisa la dinámica del subsistema para
el empuje vertical.
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Figura 6.15: Respuesta del subsistema para el empuje vertical.

Para el caso de la velocidad angular se tienen los siguientes datos registrados en dos
experimentos.
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Figura 6.16: Datos de las entradas y salidas de la velocidad angular ψ̇.

Estos datos nos permiten estimar la siguiente función de transferencia, la cual corres-
ponde a un sistema de primer orden.

yψ̇(s)

uψ̇(s)
=

0.990

0.040s+ 1
(6.15)

De esta manera se tiene que τψ̇ = 0.040 y Kψ̇ = 0.990. La respuesta del modelo
estimado con respecto a la respuesta real del sistema se puede apreciar en la Figura 6.17,
la cual representa de manera precisa la respuesta de este subsistema.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-50

0

50

Figura 6.17: Respuesta del subsistema para la velocidad angular.

Los parámetros dinámicos para los subsistemas φ y θ son tomados de [61] debido a que
el modelo de AR.drone en Gazebo entrega mediciones de los ángulos un tanto imprecisos
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por lo cual no es posible llevar a cabo la identificación de estos subsistemas como se hizo
con los anteriores.

yφ(s)

uφ(s)
=

1.673

0.472s+ 1
(6.16)

yθ(s)

uθ(s)
=

1.575

0.472s+ 1
(6.17)

El resumen de los parámetros dinámicos para los sistemas de primer orden se muestran
en la Tabla 6.1.

Parámetro φ θ ż ψ̇
τ 0.472 0.472 0.415 0.040

K 1.673 1.575 1.007 0.990

Tabla 6.1: Parámetros de la dinámica interna del AR.drone.

Considerando a los coeficientes de arrastre A =
[
0.01, 0.01, 0

]T
y a g = 9.81 el

modelo dinámico 6.4 para el AR.drone queda definido de la siguiente manera:

ẋ(t) =



0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −0.01 0 0 0 9.81
0 0 0 0 −0.01 0 −9.81 0
0 0 0 0 0 −2.41 0 0
0 0 0 0 0 0 −2.11 0
0 0 0 0 0 0 0 −2.11


︸ ︷︷ ︸

Ac

x(t) +



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 2.42

3.54 0 0
0 3.33 0


︸ ︷︷ ︸

Bc

u(t) +



0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Bd,c

d(t)

(6.18)
Este modelo se utiliza para estimar la secuencia de control dentro del problema de

optimización (6.11), para este caso se eligieron las siguientes matrices de ponderación.
El peso dado a la minimización del error de estados en el proceso de optimización está
representado por la siguiente matriz.

Qx =



90 0 0 0 0 0 0 0
0 90 0 0 0 0 0 0
0 0 100 0 0 0 0 0
0 0 0 30 0 0 0 0
0 0 0 0 30 0 0 0
0 0 0 0 0 35 0 0
0 0 0 0 0 0 20 0
0 0 0 0 0 0 0 20


(6.19)

El peso dado a la minimización de la secuencia de control, aśı como el peso dado a la
taza de cambio de la secuencia de control están dados por:
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Ru =

35 0 0
0 35 0
0 0 2

 R∆ =

0.3 0 0
0 0.3 0
0 0 0.0025

 (6.20)

Las restricciones se establecieron únicamente en las entradas de control con el objetivo
de evitar la saturación de los actuadores.

U =

φminθmin
żmin

 ≤ u ≤
φmaxθmax
żmax

 (6.21)

Los ĺımites se establecieron tomando en cuenta los valores máximos que pueden alcan-
zar las entradas de control. De esta manera:

U =

 −12 [◦]
−12 [◦]
−0.5 [m/s]

 ≤ u ≤
 12 [◦]

12 [◦]
0.5 [m/s]

 (6.22)

La descripción del problema de optimización se llevó dentro del entorno CVXGEN
considerando Np = Nc = 20, las libreŕıas generadas fueron posteriormente utilizadas
dentro de ROS para el desarrollo del controlador.

6.2.4.1. Implementación en ROS

El algoritmo de control fue programado como un nodo dentro de ROS. El programa
principal se subscribe a los datos de odometŕıa provenientes del tópico /ardrone/odometry,
aśı como los estados de referencia del tópico /ardrone/command/trajectory para calcu-
lar la secuencia de control óptima. Las señales de control calculadas son publicadas en
el tópico /ardrone/command/roll pitch yawrate thrust mediante un mensaje del tipo
mav msgs::RollPitchYawrateThrust, debido a que él AR.drone recibe comandos a través
de mensajes del tipo geometry msgs::Twist es necesario normalizar los comandos de con-
trol, dicha tarea se lleva a cabo en el nodo /ardrone/control inputs normalizer node

y publicados en el tópico /cmd vel.

/ardrone/waypoint_publisher_node

/ardrone/ardrone_linear_mpc

/ardrone/ardrone_gazebo_states_node

/ardrone/control_inputs_normalizer_node/gazebo

/ardrone/command/trajectory

/ardrone/odometry

/ardrone/command/roll_pitch_yawrate_thrust

/cmd_vel

/gazebo/model_states

Figura 6.18: Lazo de control del veh́ıculo AR.drone en ROS.
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6.2.5. Implementación del controlador en el veh́ıculo Bebop 2

En esta sección se procede a realizar la implementación del mismo controlador en el
veh́ıculo Bebop 2, en este caso se utilizan los parámetros dinámicos de la Tabla 6.1, aśı
como las matrices de ponderación (6.19) y (6.20). Para este experimento de igual forma se
consideraron restricciones en las entradas de control de acuerdo a la siguiente expresión:

U =

 −10 [◦]
−10 [◦]
−0.5 [m/s]

 ≤ u ≤
 10 [◦]

10 [◦]
0.5 [m/s]

 (6.23)

La cuales corresponden al 50 % del valor máximo que puede alcanzar cada una de las
entradas de control, mismas que fueron descritas en el Caṕıtulo 5. Se han elegido valores
conservativos para evitar la saturación de los actuadores, también para lograr transiciones
entre puntos de referencia con una velocidad baja.

6.2.5.1. Implementación en ROS

Como se puede apreciar en la Figura 6.19 el nodo /bebop/bebop driver se subscri-
be a los comandos de pilotaje a través del tópico /bebop/cmd vel y a su vez este nodo
publica los datos de odometŕıa del robot por medio del tópico /bebop/odom. Debido a
que los datos de odometŕıa del Bebop son publicados a una frecuencia de 5 Hz (la cual
se considera una velocidad relativamente baja en el diseño de controladores) es necesario
volver a publicar dichos datos a una frecuencia mayor, en este caso se ha creado un nodo
el cual simplemente se subscribe al tópico /bebop/odom y vuelven a publicar estos datos
a una frecuencia de 100 Hz en el tópico /bebop/odometry, estos datos en conjunto con
los comandos de referencia provenientes del tópico /bebop/command/trajectory ingre-
san al nodo /bebop/bebop linear mpc node el cual se encarga de calcular las señales de
control adecuadas para conducir al robot hacia los valores de referencia. Las señales de con-
trol calculadas son publicadas en el tópico /bebop/command/roll pitch yawrate thrust

mediante un mensaje del tipo mav msgs::RollPitchYawrateThrust, debido a que el Be-
bop recibe únicamente comandos mediante mensajes del tipo geometry msgs::Twist es
necesario normalizar los comandos de control, dicha tarea se lleva a cabo en el nodo
/bebop/control inputs normalizer node los valores resultantes son publicados en el
tópico /bebop/cmd vel lo cual a su vez permite cerrar el lazo de control.

/bebop/bebop_waypoint_publisher_node

/bebop/bebop_linear_mpc_node

/bebop/bebop_odometry_node

/bebop/control_inputs_normalizer_node/bebop/bebop_driver

/bebop/command/trajectory

/bebop/odometry

/bebop/command/roll_pitch_yawrate_thrust

/bebop/cmd_vel

/bebop/odom

Figura 6.19: Lazo de control del veh́ıculo Bebop 2 en ROS.



7
Análisis de resultados

7.1. Simulación del MPC lineal con el veh́ıculo AR.drone

Los resultados obtenidos tras la implementación del controlador MPC en el modelo
del AR.drone se muestran a continuación. La trayectoria de referencia consiste en trazar
un cuadrado de 10 metros de longitud en cada lado a 4 metros de altura, los resultados
obtenidos se muestran en la Figura 7.1.
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Figura 7.1: Variables de estado de la posición del AR.drone.

Las ĺıneas sólidas indican los valores de referencia y las ĺıneas punteadas representan a
los estados actuales del robot.
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Como se puede apreciar el robot alcanza los valores de referencia de manera satisfac-
toria. Para las componentes x e y el robot se desplaza de 0 a 10 metros con el objetivo de
trazar la trayectoria en forma de cuadrado y después de alrededor de 30 segundos el robot
vuelve a su posición inicial. De manera similar el dron se eleva a una altura de 4 metros
y al final del recorrido el veh́ıculo desciende a 1 metro de altura en donde se mantiene en
vuelo estacionario de manera indefinida a la espera de nuevos puntos de referencia.

En la Figura 7.2 se aprecia la trayectoria trazada por el veh́ıculo. La ĺınea punteada
indica la trayectoria del robot y la ĺınea sólida el trayecto de referencia. Como se puede
notar, el algoritmo de control cumple de manera eficiente con su tarea al mantener al robot
muy cercano a la trayectoria de referencia.
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Figura 7.2: Trayectoria en el espacio 3D trazada por el AR.drone.

Una forma más clara de observar el desempeño del controlador es a través de los
errores de estado. En la Figura 7.3 se muestran los errores de estado para la posición. Las
protuberancias ocurren cada vez que el robot se desplaza de un punto hacia otro, en este
caso, cada vez que se efectúa un desplazamiento en el plano x− y. Se inicia con un error
de 10 metros y, a medida que el tiempo evoluciona la magnitud de los errores convergen a
cero. De manera similar ocurre con la altitud del veh́ıculo, inicialmente se cuenta con un
error de 3 metros, sin embargo, durante el recorrido el controlador tiene la capacidad de
mantener el robot a 4 metros de altura y al final conducirlo a 1 metro de altitud en donde
se mantendrá en vuelo estacionario de manera indefinida.
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Figura 7.3: Errores de posición.
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Figura 7.4: Variables de estado de la orientación del AR.drone.
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En la Figura 7.4 se muestran las variables de estado de la orientación. Como se puede
apreciar, en la mayoŕıa del recorrido los ángulos de orientación se mantienen oscilando
alrededor de cero, únicamente se tienen picos en los ángulos pitch y roll cada vez que el
robot efectúa un desplazamiento en el plano x−y, es importante recordar que para inducir
un desplazamiento dentro del plano 2D es necesaria una inclinación del robot. Debido a
que no existe control para la orientación, ángulo en yaw se mantiene en cero a lo largo del
trayecto.

En la Figura 7.5 se presentan las velocidades lineales para cada uno de los ejes. Como
los resultados lo demuestran las velocidades en el plano x − y alcanzan valores máximos
de alrededor 1 m/seg, para el caso de la velocidad vertical se alcanza un valor máximo
de 0.5 m/seg. Lo anterior permite que el robot se desplace a una velocidad relativamente
baja.
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Figura 7.5: Velocidades lineales del AR.drone.

Las señales de control calculadas y aplicadas al veh́ıculo para el seguimiento de la
trayectoria de referencia aparecen en la Figura 7.6. Como se puede notar los valores calcu-
lados se encuentran dentro de los ĺımites establecidos en la ecuación (6.22). El algoritmo
de control es capaz de alcanzar el objetivo de control a pesar de las restricciones impues-
tas en las entradas de control, esta caracteŕıstica resulta de gran importancia cuando se
trata de la implementación en plataformas reales, debido a que puede darse el caso en que
los actuadores entren en zona de saturación y consecuentemente puedan ocurrir daños de
hardware lo cual se puede traducir en perdidas económicas.
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El entorno de Gazebo nos permite simular y probar algoritmos de control en modelos
de robots los cuales se comportan como si se tratase de plataformas reales, esto permite
realizar experimentos sin poner en riesgo la integridad del robot real.
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Figura 7.6: Señales de control calculadas por el controlador.

En este caso las restricciones se impusieron de acuerdo a los valores máximos que puede
alcanzar él AR.drone, sin embargo, se pudieron haber elegido valores más conservativos
para que el veh́ıculo lograra transiciones suaves. El manejo de restricciones es quizás la
caracteŕıstica más importante de los controladores MPC, aunque se podŕıa pensar que
bastaŕıa simplemente con implementar funciones de saturación a cada entrada de control,
pero no es el caso, en la literatura se discute esta situación y se hace la comparación entre
el manejo de restricciones usando funciones de saturación y mediante la incorporación de
las mismas dentro del problema de optimización en un controlador MPC, los resultados
arrojan que las funciones de saturación pueden ocasionar que el sistema se vuelva inestable
produciendo oscilaciones en las secuencias de control.
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7.2. Implementación del MPC lineal en el Bebop 2

En este apartado se muestran los resultados obtenidos tras la implementación del
control MPC para el control de posición. Para este caso se han elegido dos trayectorias en
el espacio 3D con el objetivo de evaluar el desempeño del controlador.

7.2.1. Trayectoria 1

Esta trayectoria consiste en un cuadrado de 10 × 10 metros, misma que debe ser
trazada a una altura de 4 metros. Tras ejecutar el controlador se obtuvieron los siguientes
resultados: En la Figura 7.7 se aprecian las variables de estado correspondientes a la
posición del robot, en la cual se incluyen los valores de referencia aśı como los estados
actuales del robot. Como se puede notar el controlador cumple con su tarea al mantener
los estados del veh́ıculo lo más cercano a los valores de referencia. Una forma más clara
de observar el recorrido del veh́ıculo es mediante la representación de las variables de
estado de la posición en el espacio 3D tal como se muestra en la Figura 7.8. A pesar
de la existencia de pequeños desv́ıos durante el recorrido del robot, el algoritmo tiene la
capacidad de corregir dichos errores para dirigir al veh́ıculo hacia la referencia deseada.
El desempeño del controlador en la plataforma experimental se puede apreciar de mejor
forma en el v́ıdeo del siguiente enlace1. Los errores de posición se muestran en la Figura
7.9.
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Figura 7.7: Variables de estado de la posición del Bebop.

1https://youtu.be/NI9R8ZSqui8

https://youtu.be/NI9R8ZSqui8
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Figura 7.8: Trayectoria en el espacio 3D trazada por el Bebop.
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Figura 7.9: Errores de posición.
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Los estados correspondientes a la orientación del robot se muestran en la Figura 7.10,
en la cual se puede notar que los ángulos roll y pitch presentan oscilaciones las cuales
inducen un balanceo en el veh́ıculo. Lo anterior se debe principalmente a la baja taza de
transmisión de los datos de odometŕıa por parte del driver del robot. Por tal motivo es
necesario un sistema de estimación de estados más robusto para mejorar los resultados
obtenidos y de esta forma reducir la magnitud de las oscilaciones.

Las velocidades lineales para cada uno de los ejes cartesianos se presentan en la Figura
7.11, en la cual se puede notar que el robot se desplaza a una velocidad de aproximadamente
2.5 m/seg para movimientos en el plano x− y. Para desplazamientos verticales, el Bebop
alcanza una velocidad de alrededor 0.5 m/seg.

El esfuerzo de control que entrega cada una de las entradas se muestra en la Figura
7.12 en donde se puede ver que cada señal de control obedece las restricciones establecidas
en la ecuación (6.23). Para el caso de los ángulos roll y pitch ambas señales se encuentran
restringidas entre −10 [◦], 10 [◦] lo cual permite al Bebop efectuar transiciones suaves en
el plano x − y. En este caso no se realizó el control del ángulo yaw por tal motivo la
entrada ψ̇in se mantiene en cero a lo largo del recorrido, es decir el veh́ıculo se mantiene
en todo momento orientado hacia el polo norte magnético ψ = 0. El empuje vertical se
mantuvo dentro de los valores −0.5 [m/seg], 0.5 [m/seg] de igual manera obedeciendo
las restricciones impuestas durante la etapa de diseño. Es importante recordar que las
restricciones se impusieron considerando únicamente el 50 % de total que cada una de las
entradas de control puede proporcionar.
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Figura 7.10: Variables de estado de la orientación del Bebop.
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Figura 7.11: Velocidades lineales del Bebop.
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Figura 7.12: Señales de control calculadas por el controlador.
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7.2.2. Trayectoria 2

En este caso se decidió implementar una trayectoria con un grado de complejidad mayor
con respecto a la trayectoria anterior. La referencia deseada se trata de una trayectoria
tipo escalera en el espacio tridimensional. El robot realiza movimientos a lo largo del eje
x de una longitud de 8 metros, y a medida que el veh́ıculo se eleva igualmente se desplaza
de manera progresiva a lo largo del eje y, la altura máxima que alcanza el robot es de 10
metros, la cual una vez alcanzada el robot desciende hasta 1 metro de altura en donde se
mantiene en vuelo estacionario hasta que finalmente recibe un comando de aterrizaje.

Los estados del robot aśı como los valores de referencia se muestran en la Figura 7.13 en
donde se puede notar que el controlador cumple con su tarea de conducir al Bebop hacia los
valores deseados. En el caso de la componente en x el veh́ıculo efectúa un desplazamiento
de manera alterna de 0-8 metros, la referencia establecida se alcanza de manera correcta
sin presentar sobreimpulsos en cada transición. Para la componente en y el veh́ıculo se
desplaza desde 0 metros hasta alcanzar un recorrido de 16 metros en donde se mantiene de
manera indefinida una vez finalizado el trayecto. En la misma figura se muestra como el
robot asciende de forma vertical progresivamente hasta alcanzar una altitud máxima de 10
metros, a partir de la cual comienza a descender. En la etapa de descenso el veh́ıculo traza
un trayecto de comportamiento lineal, esto se debe principalmente a que el robot alcanza
la velocidad máxima de descenso la cual fue establecida como una restricción dentro del
problema de optimización, si se deseara tener asensos y descensos más rápidos bastaŕıa
con relajar la restricción antes mencionada, obviamente sin superar el valor nominal del
robot.

Figura 7.13: Variables de estado de la posición del Bebop.
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Figura 7.14: Trayectoria en el espacio 3D trazada por el Bebop.

Una manera más clara de apreciar el trayecto del robot es mediante la representación
de las variables de estado de la posición en el espacio tridimensional tal como se muestra
en la Figura 7.14. El desempeño del controlador en la plataforma experimental para el
seguimiento de la trayectoria de referencia se puede apreciar en el siguiente enlace2.

Los errores de estado se ilustran en la Figura 7.15, en donde los picos y valles ocurren
cada que el robot se le asigna un nuevo punto de referencia. El error en x alterna entre
valores positivos y negativos debido a que el trayecto a lo largo de este eje consiste en un
desplazamiento de 0-8 metros y viceversa. El error en y se compone de valores positivos,
ya que el robot se desplaza únicamente en dirección positiva sobre este eje. Finalmente, el
error en z inicia con picos positivos debido a que es el momento en que el robot efectúa
el asenso progresivo, al final del recorrido se tiene un pico negativo el cual ocurre cuando
el dron comienza a descender. Es importante mencionar que todos los errores tienden
asintóticamente a cero una vez alcanzados los valores de referencia.

Las variables de estado correspondientes a la orientación aparecen en la Figura 7.16, en
donde se tienen los ángulos roll y pitch los cuales presentan oscilaciones, dicho fenómeno
se atribuye principalmente a la baja taza de publicación de los datos de odometŕıa por
parte del driver. El ángulo en yaw se mantiene en cero a lo largo de todo el recorrido
debido a que en este caso no se cuenta con control de orientación.

2https://youtu.be/rTkFIRUJPKw

https://youtu.be/rTkFIRUJPKw
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Figura 7.15: Errores de posición.
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Las velocidades lineales se incluyen en la Figura 7.17, la velocidad a lo largo del eje
x presenta picos y valles los cuales se producen cada vez que el robot se desplaza hacia
adelante y hacia atrás de manera repetida. La componente de velocidad en y presenta
valores positivos, ya que para esta trayectoria el robot únicamente se desplaza hacia la
izquierda. La velocidad ż presenta cambios cada que se asigna una nueva referencia para
el ascenso vertical. Resulta interesante observar que esta componente de velocidad se
mantiene dentro de los ĺımites que se establecieron en la entrada de control para el empuje
vertical, esta velocidad no corresponde a la señal de control sino a una variable de estado
del robot. Es importante mencionar que una vez alcanzado un punto de referencia las
velocidades se mantienen oscilando alrededor de cero, ya que teóricamente el robot alcanza
una posición constante.

Las entradas de control se muestran en la Figura 7.18 en la cual se puede notar que,
de forma similar al experimento anterior, los valores aplicados a la planta obedecen las
restricciones impuestas. Los ángulos φcmd y θcmd se mantienen acotados dentro de los
ĺımites −10◦, 10◦. Para el caso de ψ̇cmd el valor se mantiene oscilando alrededor de cero
durante todo el trayecto, ya que en este caso no se efectúa el control de orientación.
Finalmente, la entrada de control żcmd de igual manera se mantiene dentro de los ĺımites
establecidos, en este caso −0.5 m/seg, 0.5 m/seg. Las restricciones se establecieron al 50 %
de valor máximo de cada una de las entradas de control, si se desearan transiciones más
rápidas bastaŕıa con modificar el valor de las restricciones en el proceso de optimización,
siempre y cuando sin superar el valor nominal de cada entrada.



8
Conclusiones Generales

8.1. Conclusiones

En este trabajo se llevó a cabo el diseño de una estrategia de control MPC lineal
para resolver el problema de seguimiento de trayectorias de un cuadricóptero. Como los
resultados lo demuestran la estructura de control propuesta efectúa el seguimiento de
trayectorias de forma satisfactoria. El algoritmo es capaz de calcular la secuencia de control
óptima para que el robot siga una trayectoria deseada. En este caso fueron consideradas
restricciones en las señales de control las cuales nunca fueron violadas y con ello se evitó
que los actuadores entraran en zona de saturación.

El controlador MPC lineal fue evaluado primeramente en el simulador Gazebo ha-
ciendo uso del modelo AR.drone, los estados del robot fueron tomados directamente del
simulador, por lo que tanto las posiciones como velocidades usadas fueron prácticamente
las ideales. De esta manera los resultados obtenidos en la simulación fueron bastante bue-
nos y sirvieron como punto de partida para la implementación en una plataforma real. El
modelo dinámico se obtuvo tras colectar datos de las entradas y salidas del veh́ıculo, los
parámetros obtenidos fueron utilizados tanto para el modelo dinámico del veh́ıculo en la
simulación, aśı como en la plataforma real.

El mismo controlador fue implementado en el veh́ıculo Bebop, en este caso se consi-
deraron 2 trayectorias de referencia. Los estados del robot se tomaron de la odometŕıa
que el driver del veh́ıculo calcula de manera interna, la desventaja que se presentó es que
los datos son publicados a una frecuencia de 5 Hz por lo que de alguna manera afectó en
el desempeño del controlador. Sin embargo, los resultados obtenidos son aceptables. Las
trayectorias de referencia son seguidas por el robot de manera precisa. En este caso se creó
un nodo para visualizar las trayectorias de referencia aśı como la trayectoria trazada por
el robot.

La inclusión de restricciones durante el diseño de la ley de control permitió diseñar una
estrategia de control más robusta. En este caso únicamente se establecieron restricciones
en las entradas de control, sin embargo, de igual forma se pudieron haber impuesto restric-
ciones en los estados del sistema, por ejemplo se puede dar el caso en el que se requiera que
el veh́ıculo no supere una altura determinada, o que sobrepase algún ĺımite de velocidad de
desplazamiento. El control predictivo basado en modelo es una estrategia que hab́ıa sido
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empleado únicamente en procesos industriales de dinámicas lentas, sin embargo debido a
sus caracteŕısticas ya descritas y a los avances en la tecnoloǵıa de procesadores, este tipo
de controladores han cobrado gran interés para su implementación en la robótica móvil.

Como su nombre lo indica los controladores MPC dependen principalmente del modelo
del sistema, por tal motivo resulta fundamental conocer el modelo dinámico de la planta a
controlar. Por lo que, para este caso es de vital importancia conocer las distintas técnicas
de identificación. Puesto que en la mayoŕıa de los casos el sistema a controlar en primera
instancia carecerá de un modelo matemático.

8.2. Trabajo futuro

La etapa de control solo se trata de una parte en el proceso de navegación autónoma.
Para lograr que un robot móvil sea completamente autónomo es necesario dotarlo de la
habilidad de estimar los estados actuales de manera precisa, además de integrar un sistema
que sea capaz de calcular trayectorias libres de colisiones.

A pesar de haber obtenido buenos resultados, el controlador se le pueden realizar varias
mejoras. Como trabajo futuro se propone diseñar un sistema para la estimación de estados
mucho más robusto, como se sabe el sistema actual está basado en la cámara del robot. El
sistema puede mejorar si se integra una cámara más y de esta manera utilizar algoritmos
de visión estereoscópica los cuales en teoŕıa resultan más ser precisos. Por otra parte el
modelo dinámico puede ser estimado de mejor manera si se conocen los estados de manera
precisa, en este caso se puede hacer uso de sistemas de captura de movimiento para tal
propósito.

Debido a distintas circunstancias el controlador no pudo ser evaluado en laboratorio,
sin embargo, en un futuro la estrategia de control puede ser evaluada con la ayuda de un
sistema de captura de movimiento para verificar el verdadero desempeño del controlador
exponiendo al veh́ıculo a perturbaciones externas, tales como ráfagas de viento.

A lo largo del desarrollo de este trabajo se ha ganado experiencia en el control de
cuadricópteros, desde la etapa de identificación, estimación de estados, hasta la etapa de
control. El siguiente paso lógico consiste en mejorar la estrategia de control mediante el
diseño de un control MPC no lineal, aśı como el desarrollo de un estimador de estados
más robusto e integrar todo en un solo sistema.



9
Apéndice A: Vı́deos demostrativos

En esta sección se incluyen los v́ıdeos demostrativos de los experimentos efectuados,
aśı como los resultados obtenidos. Cada imagen contiene un enlace que direcciona hacia
un sitio externo del v́ıdeo en cuestión. En el primer v́ıdeo se muestran los resultados
obtenidos del cálculo de la odometŕıa haciendo uso del dataset KITTI, en el segundo
v́ıdeo se muestran los experimentos realizados relacionados con la odometŕıa del Bebop,
los dos últimos v́ıdeos muestran el desempeño del controlador MPC lineal implementado
en el Bebop 2.

Figura 9.1: https://youtu.be/A9sfLDSboQg
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Figura 9.2: https://youtu.be/jZMR8T6uhwY

Figura 9.3: https://youtu.be/NI9R8ZSqui8

Figura 9.4: https://youtu.be/rTkFIRUJPKw

https://youtu.be/jZMR8T6uhwY
https://youtu.be/jZMR8T6uhwY
https://youtu.be/NI9R8ZSqui8
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Anexos

En este apartado se incluyen art́ıculos publicados relacionados con el trabajo de tesis,
aśı como las diferentes actividades realizadas a lo largo de este periodo.

Primeramente se muestra el art́ıculo titulado Model-based predictive control for tra-
jectory tracking of a quadrotor el cual fue incluido dentro del número especial 2020 de
la revista digital “Memorias del Congreso Nacional de Control Automático” con ISSN:
2594-2492 publicada el d́ıa 18 de noviembre del 2020. Esta revista se encuentra disponible
en ĺınea1 en el sitio web de la AMCA.

De igual forma se anexa el art́ıculo Seguimiento de trayectorias de un robot móvil dife-
rencial a través del sistema operativo robótico ROS publicado en el libro “Desarrollos con
Enfoque Mecatrónico 2020” con ISBN: 978-607-9394-22-6. Este libro se puede descargar
desde su sitio web2, el cual incluye los trabajos presentados en el 19° Congreso Nacional
de Mecatrónica que se llevó a cabo del 3 al 4 de diciembre del 2020 en formato virtual.

Adicionalmente se adjunta la constancia de participación en el curso Reconstrucción
3D y localización con sensores RGB-D impartido por el Dr. Fernando Israel Ireta Muñoz
del 21 de septiembre al 30 de octubre del 2020 con una duración de 25 horas en formato
virtual.

Finalmente se integra el certificado que avala el dominio del idioma Inglés.

1http://www.amca.mx/RevistaDigital/cnca2020/Index.htm
2http://www.mecamex.net/Libros/2020-Libro-DesarrolloconEnfoqueMecatronico.pdf
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Model-based predictive control for
trajectory tracking of a quadrotor
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Abstract: This paper presents the design of a model-based predictive controller (MPC)
for trajectory tracking of a quadrotor. The dynamic model is obtained using the Euler-
Lagrange equations of motion; the resulting model is linearized around the hovering condition.
The optimal control sequence is applied by following the receding horizon principle. The
optimization problem is based on a quadratic cost function, which incorporates the state errors
and the vector of control inputs. This process is repeated at each sampling instant, considering
the plant model as well as possible constraints. Numerical simulations validate the controller’s
performance, which makes the vehicle follow the desired trajectory precisely.

Keywords: Euler-Lagrange, linearization, predictive control, MPC, trajectory tracking

1. INTRODUCCIÓN

Recientes avances en la tecnoloǵıa de microprocesadores,
miniaturización de sensores, aśı como un incremento en
la capacidad de almacenamiento en las bateŕıas, han he-
cho de los veh́ıculos aéreos no tripulados una realidad.
Espećıficamente los cuadricópteros han cobrado interés
debido a sus particulares caracteŕısticas que lo diferen-
cian de otros tipos de veh́ıculos aéreos, tales como: su
estructura simple, la habilidad de mantenerse en vuelo
estacionario y la capacidad de despegar y aterrizar de
forma vertical. Un cuadricóptero como su nombre lo in-
dica es un veh́ıculo con cuatro rotores los cuales se en-
cuentran distribuidos de manera estratégica para formar
una estructura en forma de cruz.

Este tipo de plataformas han cobrado especial interés en
el área de control automático debido a la naturaleza no
lineal, multivariable y subactuada del modelo dinámico.
Se han propuesto una gran variedad de estrategias de
control para este tipo de plataformas tales como con-
troladores PID: Abdulsalam (2019); Backstepping: Glida
(2020); LQR: Kuantama et al. (2018), Kurak (2018);
PD: Luukkonen (2011); par calculado: Balasubramanian
(2013); entre otros.

En la ultima década ha habido un incremento en el diseño
de controladores predictivos para veh́ıculos aéreos, espe-
cialmente controladores MPC. Este tipo de controladores
tienen la habilidad de incluir restricciones en el proceso de
optimización, y con ello obtener una secuencia de control

Figura 1. Diagrama de cuerpo libre de un cuadricóptero.

capaz de cumplir con el objetivo de control, Camacho
(2007). Comparado con otro tipo de controladores la
sintonización resulta un tarea fácil incluso para sistemas
de múltiples entradas y múltiples salidas.

El problema del seguimiento de trayectorias empleando
controladores MPC ya ha sido estudiado por varios au-
tores. Por ejemplo: En Lopes et al. (2012) se emplea
únicamente un controlador MPC para la posición y ori-
entación. En Chen (2013) y Eskandarpour (2018) se em-
plean controladores MPC en cascada que utilizan fun-
ciones ortonormales para el cálculo de la secuencia de con-
trol, esta estructura divide la dinámica del cuadricóptero
en dos subsistemas: traslación y rotación. Incluso exis-
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ten implementaciones de este tipo de controladores en
plataformas reales: Kamel (2017), registrando un buen
desempeño.

En este trabajo se diseña un control MPC para el
seguimiento de trayectorias de un cuadricóptero similar al
de los trabajos anteriores, pero con la particularidad de
dividir la estructura de control en 3 subsistemas: Altitud,
Rotación y Traslación, cada uno con su propio contro-
lador MPC propiamente sintonizado. Por simplicidad, las
restricciones no son consideradas.

El resto del trabajo se encuentra organizado de la sigu-
iente manera: En la Sección 2 se presenta el modelo
dinámico utilizado y la linealización del mismo. En la
Sección 3 se presenta la estructura de control propuesta.
El diseño del control MPC se incluye en la Sección 4. Los
resultados de las simulaciones numéricas aparecen en la
Sección 5. Finalmente, las conclusiones se integran en la
Sección 6.

2. MODELO DINÁMICO DE UN CUADRICÓPTERO

Para este trabajo se ha decidido seguir el formalismo de
Euler-Lagrange: Garćıa et al. (2013), Luukkonen (2011)
debido a que este método describe de manera expĺıcita el
balance de enerǵıas de un cuerpo en movimiento.

La pose relativa del sistema de referencia del veh́ıculo
{B} con respecto al sistema de referencia inercial {I} se
encuentra definida por el vector de posición ξ ∈ R3 y por
el vector de orientación η ∈ R3 (Figura 1).

ξ = [x y z]
T
, η = [φ θ ψ]

T

2.1 Ecuaciones de movimiento traslacional

Las ecuaciones que describen la dinámica traslacional de
un cuadricóptero están dadas por: Garćıa et al. (2013).

mξ̈ +mg = Fξ

donde m representa la masa del veh́ıculo y g la constante
de aceleración gravitacional. Fξ ∈ R3 representa la fuerza
aplicada al cuadricóptero generada por el empuje total de
los rotores.

Fξ =

[
CφSθCψ + SφSψ
CφSθSψ − SφCψ

CφCθ

]
F

Aqúı, F =
∑4
i=1 fi, donde fi = kTω

2
i . kT > 0 es la

constante de empuje y ωi es la velocidad angular del i-
ésimo rotor.

2.2 Ecuaciones de movimiento rotacional

Aśı mismo la dinámica rotacional del cuadricóptero esta
descrita por la siguiente expresión: Garćıa et al. (2013).

M(η)η̈ + C(η, η̇)η̇ = τ

donde M(η) ∈ R3×3 se conoce como la matriz de inercia
la cual es definida positiva y por lo tanto simétrica.
C(η, η̇) ∈ R3×3 es la matriz de fuerzas centŕıpetas y de
Coriolis. τ es el vector de pares externos aplicados.

τ =

[
τφ
τθ
τψ

]
=

[
(f3 − f1)l
(f2 − f4)l

M1 −M2 +M3 −M4

]

l es la distancia entre el eje de los motores y el centro
de masa del veh́ıculo. Mi = kDω

2
i , donde kD es conocido

como coeficiente de arrastre.

2.3 Linealización

Este proceso se lleva a cabo considerando la situación
en la que el veh́ıculo se encuentra en vuelo estacionario,
en donde se satisfacen las siguientes condiciones de op-
eración:

ξ = ξ0 φ = 0 θ = 0 ψ = ψd

Donde ξ0 es un vector de posición constante y ψd el ángulo
en yaw constante deseado. Empleando la aproximación
para ángulos pequeños,

sen ≈ φ ≈ 0, sen ≈ θ ≈ 0, cosφ ≈ 1, cos θ ≈ 1

la matriz de inercia M(η) se reduce a una matriz diagonal
y la matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis C(η, η̇) se
vuelve cero. Con lo anterior es posible obtener el modelo
dinámico linealizado.

ẍ = gθ

ÿ = −gφ
z̈ = F/m− g

φ̈ = τφ/Ixx

θ̈ = τθ/Iyy

ψ̈ = τψ/Izz

(1)

donde Ixx, Iyy e Iyy son los momentos de inercia.

3. DISEÑO DEL CONTROLADOR

La estrategia de control utilizada se ilustra en la Figura 2.
El controlador de altitud genera el empuje necesario
para mantener al veh́ıculo a una altura determinada.
El controlador de traslación controla las coordenadas x
e y generando las señales de referencia φd y θd que
ingresan directamente al controlador de orientación. Estas
señales en conjunto con ψd ingresan a dicho controlador
el cual genera los pares τφ, τθ y τψ los cuales se aplican
directamente a la planta.

3.1 Controlador de Altitud

Se toma la tercera ecuación de (1) y se hace la repre-
sentación en variables de estado.
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Altitud
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Orientación

Generador

de

Trayectorias
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Traslación

Figura 2. Estructura de control MPC.

d

dt

[
z
ż

]
=

[
0 1
0 0

] [
z
ż

]
+

[
0

1/m

]
G (2)

donde G = F−mg. La salida del subsistema será la altura
del veh́ıculo z.

3.2 Controlador de Traslación

De forma similar se toman las dos primeras ecuaciones de
(1) y se efectúa la representación en el espacio de estados.

d

dt

xẋy
ẏ

 =

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


xẋy
ẏ

+

0 0
g 0
0 0
0 −g

[θdφd
]

(3)

Este subsistema tiene como entradas los ángulos θd y φd,
y como salidas las posiciones en x e y.

3.3 Controlador de Orientación

Se toman las últimas tres ecuaciones de (1) para efectuar
la representación en el espacio de estados tal como se
muestra a continuación:

d

dt


φ

φ̇
θ

θ̇
ψ

ψ̇

 =


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0




φ

φ̇
θ

θ̇
ψ

ψ̇

+


0 0 0

1/Ixx 0 0
0 0 0
0 1/Iyy 0
0 0 0
0 0 1/Izz


[
τφ
τθ
τψ

]

(4)

Como entrada se tiene a τ = [τφ τθ τψ]
T

y como salida a

η = [φ θ ψ]
T

.

4. CONTROL PREDICTIVO DE MODELO

El término Control Predictivo no designa a una estrategia
de control particular sino a un conjunto de métodos

de control que hacen uso expĺıcito de un modelo de la
planta para obtener la señal de control minimizando una
función de costo, Camacho (2007). La minimización de
la función de costo puede obtenerse de manera anaĺıtica
si no existen restricciones, de otra forma es necesaria la
implementación de algún método numérico.

4.1 Modelo aumentado en el espacio de estados

El modelo en el espacio de estados puede ser usado tanto
en el caso monovariable aśı como en el caso multivariable
y se puede extender al caso no lineal, Camacho (2007).
Considere que la planta cuenta con m entradas, q salidas
y s estados.

xm(k + 1) = Amxm(k) +Bmu(k)

y(k) = Cmxm(k)

Donde Am ∈ Rs×s, Bm ∈ Rs×m, Cm ∈ Rq×s. x ∈ Rn
representa el vector de estados, u ∈ Rm el vector de
entradas y y ∈ Rq el vector de salidas. Se definen la
variación del vector de estados y la variación del vector
de entradas de control de la siguiente manera:

∆xm(k + 1) = xm(k + 1)− xm(k)

∆u(k) = u(k)− u(k − 1)

Para dar lugar a la versión aumentada del modelo origi-
nal, Wang (2009).

[
∆xm(k + 1)
y(k + 1)

]
=

[
Am 0Tm

CmAm Iq×q

] [
∆xm(k)
y(k)

]
+

[
Bm

CmBm

]
∆u(k)

y(k) = [0m Iq×q]

[
∆xm(k)
y(k)

] (5)
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Donde Iq×q ∈ Rq×q representa a la matriz identidad y
0m ∈ Rs×q es una matriz cero. Por simplicidad el modelo
aterior suele representarse de la siguiente manera:

x(k + 1) = Ax(k) +B∆u(k)

y(k) = Cx(k)
(6)

Las dimensiones del modelo aumentado están determi-
nadas por n = s+ q.

4.2 Modelo de predicción

En base al modelo en el espacio de estados (6), las vari-
ables de salida futuras se calculan mediante la siguiente
expresión, Camacho (2007):

ŷ(k + j|k) = CAjx(k) +

j−1∑
i=0

CAj−i−1B∆u(k + i)

para j = 1, . . . , Np, donde Np representa el horizonte de
predicción. Además ŷ(k + j|k) indica la salida predicha
en k + j a partir de la información proporcionada por la
planta en el instante k. De la expresión anterior se obtiene
el modelo de predicción.

Ŷ = Fx(k) + Φ∆U (7)

donde,

F =
[
CA CA2 CA3 · · · CANp

]T

Φ =


CB 0 0 . . . 0
CAB CB 0 . . . 0
CA2B CAB CB . . . 0

...
...

...
. . .

...
CANp−1B CANp−2B CANp−3B . . . CANp−NcB


Cuyas dimensiones son: F ∈ RqNp×n y Φ ∈ RqNp×mNc .
Además Nc representa el horizonte de control, general-
mente se elige Nc ≤ Np.

4.3 Ley de control

El objetivo del MPC consiste en llevar la señal de salida
predicha los mas cercana posible al valor de referencia
la cual se considera constante dentro de la ventana de
optimización. Lo anterior se puede traducir como la
búsqueda de la mejor secuencia de control ∆u de tal
forma que una función del error entre el valor de referencia
y el valor predicho sea minimizada. Considere el siguiente
vector el cual contiene los valores de referencia deseados.

RT
s = [1 1 . . . 1]︸ ︷︷ ︸

Np

r(k)

Se define la siguiente función de costo:

J = (Rs − Ŷ )T Q̄(Rs − Ŷ ) + ∆UT R̄∆U (8)

donde el primer término está relacionado con los errores
entre el valor de referencia y la salida predicha, mientras
que el segundo término refleja el peso dado al tamaño de
∆U cuando la función de costo J es minimizada. Además,

Q̄ =


Q 0 . . . 0
0 Q . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Q

 , R̄ =


R 0 . . . 0
0 R . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . R


Aqúı Q̄ ∈ RqNp×qNp y R̄ ∈ RmNc×mNc . Q ∈ Rq×q

y R ∈ Rm×m son matrices diagonales, las cuales son
usadas como parámetros de sintonización. Sustituyendo
el modelo de predicción (7) dentro de la función de costo
(8), derivando e igualando a cero se obtiene la secuencia
de control óptima.

∆U =
[
ΦT Q̄Φ + R̄

]−1
ΦT Q̄ [Rs − Fx(k)]

Considerando que

Rs = [1 1 . . . 1]︸ ︷︷ ︸
Np

r(k) = R̄sr(k)

se tiene

∆U =
[
ΦT Q̄Φ + R̄

]−1
ΦT Q̄

[
R̄sr(k)− Fx(k)

]
(9)

Empleando el principio del control de horizonte deslizante,
únicamente los primeros m elementos del vector ∆U son
aplicados realmente a la planta, dicho procedimiento se
repite en cada instante de muestreo.

5. SIMULACIONES NUMÉRICAS

El proceso consiste en obtener la versión aumentada de
cada subsistema utilizando (5). A continuación el modelo
de predicción se obtiene a partir de (7). Finalmente la
ley de control se calcula con ayuda de (9). La simu-
lación se lleva a cabo contemplando los parámetros del
cuadricóptero que aparecen en la Tabla 1, los cuales son
tomados de Silano et al. (2019).

Para obtener la versión aumentada de cada subsistema es
necesario llevar a cabo la discretización de cada modelo.
En este caso por simplicidad, se emplea el método de
Euler.

Ad = I +AcTs, Bd = BcTs, Cd = Cc

Aqúı Ts representa el periodo de muestreo, I ∈ Rs×s la
matriz identidad cuyas dimensiones dependen del número
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Tabla 1. Parámetros del sistema

Parámetro Valor Unidades

m 0.5 kg
g 9.81 m/s2

l 0.12905 m
Ixx 0.00389 kg ·m2

Iyy 0.00389 kg ·m2

Izz 0.00780 kg ·m2

kT 8.54858 × 10−6 kg ·m
kD 0.016 m

de estados de cada subsistema. Los parámetros de sin-
tonización para cada controlador se muestran en la Tabla
2 los cuales se obtuvieron de forma heuŕıstica.

Tabla 2. Parámetros MPC

Parámetro Altitud Posición Orientación

Ts 0.05 0.05 0.005
Np 10 10 12
Nc 10 10 12
Q diag(20) diag(20) diag(25)
R diag(0.01) diag(0.01) diag(0.1)

La trayectoria de referencia consiste en una espiral, la cual
es descrita por las siguientes ecuaciones:

xd = 2 cos(0.2t), yd = 2 sen(0.2t), zd = 0.5t, ψd = π

Los resultados obtenidos se presentan a continuación: En
la Figura 3 se ilustra la trayectoria trazada por el veh́ıculo
en el espacio tridimensional.
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Figura 3. Trayectoria del veh́ıculo en el espacio tridimen-
sional.

Como se puede apreciar en la Figura 4 y Figura 5 a
medida que el tiempo evoluciona los estados convergen
a hacia los valores de referencia.
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Figura 4. Variables de estado de la posición.
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Figura 5. Variables de estado de la orientación.
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En la Figura 6 aparecen los errores de posición y ori-
entación. Para el caso de la posición, los errores se
mantienen oscilando alrededor de cero, dichos valores
nunca llegan a ser cero, sin embargo, la magnitud de los
mismos se encuentra acotada. Los errores de orientación,
por otra parte tienden asintóticamente a cero a medida
que el tiempo tiende a infinito. Lo anterior garantiza
que la trayectoria deseada sea trazada de forma precisa.
Empleando la siguiente expresión es posible calcular el
indice de desempeño de cada controlador.

L2[e(t)] =

√
1

Ts

∫ Ts

0

∥∥e(t)
∥∥2dt

Considerando todo el tiempo de simulación se obtuvieron
los siguientes valores numéricos para cada controlador: al-
titud: 0.1698, traslación: 0.1485, y orientación: 0.8094.
Lo anterior representa un buen comportamiento debido
a que valores lo mas cercanos a cero se traducen en un
buen desempeño. Siendo el controlador de orientación el
que presenta un desempeño menor en comparación con
los demás controladores.

Por otro lado, en la Figura 7 se muestran las velocidades
angulares elevadas al cuadrado de cada rotor. En el
estado transitorio los cuatro rotores alcanzan su velocidad
máxima debido a que el veh́ıculo se encuentra lejos de
la trayectoria de referencia (Figura 3), por lo tanto, se
necesita un mayor esfuerzo de control para conducir el
cuadricóptero hacia la referencia deseada.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-2

0

2

12

106

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-1

0

1

22

108

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-2

0

2

4

32

106

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t [seg]

-1

0

1

42

108

Figura 7. Velocidades angulares de los rotores.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se llevó a cabo la descripción y simulación
de una estrategia de control MPC para resolver el prob-
lema de seguimiento de trayectorias de un cuadricóptero.
La estructura empleada tiene la particularidad de dividir
al modelo dinámico en tres subsistemas: altitud, posición

y orientación, lo cual reduce la complejidad del análisis aśı
como el diseño de la ley de control. Dentro de la función de
costo se considera el vector de errores aśı como el vector
de entradas de control. En este caso, por simplicidad las
restricciones no fueron consideradas. Como las gráficas lo
demuestran la estructura de control propuesta efectúa el
seguimiento de trayectorias de forma satisfactoria.
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Resumen

 En el presente trabajo se presenta el diseño de un sistema de control lineal para el seguimiento 
de trayectorias de un robot móvil diferencial haciendo uso del sistema operativo robótico ROS en este 
caso se trabajó con la versión Kinetic Kame. Básicamente el procedimiento se divide en tres etapas: La 
primera de ellas consiste en la generación de una secuencia de estados deseados, los cuales permitan 
guiar al robot hacia un punto arbitrario, tomando en consideración restricciones dinámicas y físicas del 
vehículo. La segunda etapa se encarga de estimar los estados actuales del robot con la ayuda de los 
sensores a bordo. Por último, en la etapa de control se evalúan los estados actuales del vehículo con 
respecto a los estados deseados y en base al error se toman decisiones para llevar a cabo acciones 
correctivas. El controlador propuesto consiste en un control lineal que hace uso del modelo dinámico
para calcular las velocidades lineal y angular las cuales se consideran como entradas de control. Las 
pruebas experimentales se llevan a cabo sobre el robot móvil diferencial Turtlebot3 Waffle PI. 

Palabras clave: robot móvil diferencial, control lineal, seguimiento de trayectorias, ROS, Gazebo, 
Turtlebot3 Waffle PI

1. Introducción

En los últimos años ha habido un aumento considerable en los trabajos publicados relacionados 
con robots móviles. Los robots móviles han sido exitosamente empleados en la industria, como robots 
de servicio, en tareas domésticas, exploración de áreas de difícil acceso o peligrosas para el ser 
humano, educación, así como en el sector del entretenimiento [1], [2], [3]. Especialmente los robots 
móviles diferenciales despiertan el interés de la comunidad científica debido a su estructura simple.  La 
estructura de este tipo de vehículos consta de un par de ruedas actuadas fijadas al chasis principal, en
combinación con una o dos ruedas pasivas. 

Uno de los objetivos de la robótica consiste en dotar a robots de habilidades para la ejecución 
de tareas de manera autónoma. Actualmente existe un enfoque que busca crear robots capaces de
efectuar navegación autónoma. Ésta es un área extensa y generalmente se divide en dos partes: 
Planeación de trayectorias y control. La etapa de planeación se enfoca en la generación de una 
trayectoria libre de colisiones para conducir al robot de un punto A hacia un punto B. El algoritmo de 
control es responsable de mantener al robot lo más cercano posible a la trayectoria previamente 
generada al calcular la velocidad lineal y velocidad angular adecuadas. El algoritmo de control depende 
directamente de los errores de estado por lo que resulta crucial conocer los estados actuales del robot, 
para ello existen diferentes métodos de localización tales como: odometría, SLAM o de sistemas de 
captura de movimiento.
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Como se mencionó anteriormente la navegación autónoma depende de un conjunto de
subsistemas los cuales deben trabajar de manera coordinada para lograr un objetivo común. Por tal 
motivo es necesaria una plataforma lo suficientemente robusta para el desarrollo e implementación de 
dichos algoritmos. ROS es un entorno consolidado en donde resulta relativamente sencillo implementar 
algoritmos para la generación de trayectorias, estimación de estados y control. Además, este sistema 
cuenta con robustos simuladores que permiten evaluar dichos algoritmos sin la necesidad de contar con 
una plataforma real. Recientemente ha habido trabajos en los que se hace uso de este sistema operativo 
para llevar a cabo el control de robots móviles diferenciales [4], [5].

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera: En la sección 2 se presenta el modelo 
dinámico del robot el cual está basado en el modelo cinemático. La plataforma de experimentación se 
describe detalladamente en la sección 3. La sección 4 describe el procedimiento llevado a cabo para el 
diseño del sistema de control. Los resultados experimentales obtenidos se presentan en la sección 5. 
Finalmente, las conclusiones se añaden en la sección 6.

2. Modelo dinámico de un robot móvil diferencial

Existen distintas formulaciones para la obtención del modelo dinámico de un robot móvil
diferencial, fundamentalmente se pueden encontrar las que emplean las ecuaciones de movimiento de 
Euler-Lagrange (balance de energías) [6], [7] y las que parten del modelo cinemático para obtener 
modelos dinámicos basados en errores [1], [8], [9]. 

Figura 1. Sistemas de referencia global y local de un robot móvil diferencial.

La pose del robot consta de dos componentes para la posición ( , ), y una componente para la 
orientación en la cual indica el giro del robot alrededor del eje . 

 =  (1)

Estas variables se encuentran definidas con respecto al sistema de coordenadas global. Para el 
caso de la orientación, el ángulo del vehículo resulta de la desviación existente entre el eje del 
sistema de coordenadas del robot con respecto al eje del sistema de coordenadas global, tomando 
como ángulos positivos los que siguen el sentido contrario del giro de las manecillas del reloj. El modelo 
cinemático de un robot con restricciones holonómicas como el de la Figura 1 está representado por las 
siguientes ecuaciones diferenciales [1], [8], [9]:
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=
 0

 0

0 1

(2)

Donde y representan a la velocidad lineal y velocidad angular respectivamente, 
consideradas como entradas de control.

El problema del seguimiento de trayectorias consiste en hacer que el robot siga una trayectoria
de referencia, la cual generalmente es conocida de antemano. La trayectoria debe ser generada
considerando límites en velocidades y aceleraciones, así como las restricciones físicas del robot y del 
entorno. Es común que la etapa de generación de trayectorias sea efectuada de forma independiente 
por otro algoritmo o en tiempo real para un robot autónomo. 

Figura 2. Seguimiento de trayectorias.

Básicamente el robot debe seguir la pose de referencia tal como se muestra en la Figura 2. El 
control debe ser capaz de mantener al robot lo más cercano posible a la referencia haciendo que los 
errores de estado tiendan a cero cuando el tiempo tienda a infinito. 

3. Plataforma de experimentación

3.1 ROS
  

ROS (Robot Operating System) o sistema operativo robótico es un entorno para el desarrollo de
software para robots que provee la funcionalidad de un sistema operativo en un clúster heterogéneo.
ROS es considerado más bien como un meta-sistema operativo ya que es instalado sobre un sistema 
operativo ya existente. ROS se desarrolló originalmente en 2007 bajo el nombre de switchyard por el
laboratorio de Inteligencia Artificial de Stanford. ROS provee los servicios estándar de un sistema
operativo tales como abstracción del hardware, control de dispositivos de bajo nivel, implementación de 
funcionalidad de uso común, paso de mensajes entre procesos y mantenimiento de paquetes. Está 
basado en una arquitectura de grafos donde el procesamiento toma lugar en los nodos que pueden
recibir, mandar y multiplexar mensajes de sensores, control, estados, planificaciones y actuadores, entre 
otros. 

ROS está orientado para el sistema operativo Ubuntu Linux, a pesar de que existen adaptaciones 
para otros S.O. no está garantizada su estabilidad. Debido a su éxito, distintas instituciones y compañías 
han comenzado a adaptar sus productos para ser usados en este entorno. Existe una larga lista de 
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robots compatibles, mismos que se pueden encontrar en [10]. En dicho sitio se pueden encontrar una 
gran variedad de robots los cuales se subdividen en 4 categorías principales: Aéreos, Terrestres, 
Marinos y Manipuladores.

Existen varias herramientas para facilitar la programación de robots en ROS entre ellas se 
encuentra Gazebo el cual es un simulador el cual permite programar robots como si estos se trataran 
de plataformas reales y Rviz en donde se pueden visualizar los datos del conjunto de sensores que 
incorpora un robot.

Recientemente se lanzó una nueva versión de ROS denominada ROS2 la cual resulta ser la 
versión mejorada de su predecesora con varios cambios significativos. 

3.2 Turtlebot3 Waffle PI

TurtleBot3 es una plataforma de hardware estándar de ROS enfocado para su uso en las áreas 
de investigación y educación (Figura 3). Este robot fue concebido para facilitar la programación de 
robots. El éxito de esta plataforma se debe principalmente a su tamaño, y a su relativo bajo costo. El 
objetivo principal del proyecto TurtleBot3 consiste básicamente en reducir el tamaño y precio de la 
plataforma sin sacrificar la calidad y prestaciones que ofrecían sus predecesores TurtleBot1 y 
Turtlebot2. Actualmente existen tres modelos del TurtleBot3: Burger, Waffle (descontinuado) y Waffle
PI. En este trabajo se hará uso del modelo Waffle PI por lo que a continuación se presenta una 
descripción de sus características principales [11], [13]. 

Figura 3. TurtleBot3 Waffle Pi (tomada de [11]). 

3.2.1 Componentes

Las partes principales que integran al robot TurtleBot3 Waffle PI consisten en una Raspberry PI 
cuyo modelo puede ser el B ó B+. Este robot incorpora un par de sensores que le permiten ejecutar
tareas de localización, mapeo y navegación. El primero se trata de un sensor de distancia laser LIDAR
modelo LDS-01. El segundo sensor se trata de una cámara la cual se conecta directamente a la 
Raspberry PI. Además, este robot cuenta con la tarjeta open CR 1.0, la cual sirve como interfaz en el
caso de que se deseara añadir más sensores al robot, incluso ésta misma tarjeta puede ser usada como 
un Arduino Uno debido a que cuenta con los pines de expansión característicos de dicha tarjeta. El
movimiento del robot se lleva a cabo gracias a la incorporación de un par de motores Dynamixel modelo 
XM430.  

3.2.2 Especificaciones

En la Tabla 1 se enlistan las características más importantes del robot Turtlebot3 Waffle PI, más 
detalles sobre el robot se pueden encontrar en su página oficial [11]. 
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Tabla 1. Características del robot TurtleBot3 Waffle PI.

Características Valor

Máxima velocidad traslacional 0.26 m/seg

Máxima velocidad rotacional 1.82 rad/seg

Máxima aceleración traslacional 2.5 m/seg2 

Máxima aceleración rotacional 3.2 rad/seg2 

Carga máxima 30 kg

Tiempo de operación 2 horas

Tiempo de recarga 2.5 horas

Alimentación 12V DC, 5 A

3.2.3 Estructura mecánica

La estructura principal del robot se compone de dos ruedas acopladas a la parte frontal del chasis 
principal y de un par de ruedas pasivas en la parte trasera. Por la configuración anterior, se considera 
que este modelo pertenece al grupo de robots móviles diferenciales. Las dimensiones del robot son de 
aproximadamente 30.6cm x 28.1cm x 14.1cm. El peso total del robot es de alrededor de 1.8 kg. Debido
a la naturaleza Open Source del proyecto Turtlebot3, los diseños CAD de la estructura se encuentran 
disponibles, lo cual permite a los diseñadores acceder a dichos archivos para su descarga1, incluso para 
hacer modificaciones propias.

3.2.4 Configuración del robot para su uso con ROS

Para efectuar este procedimiento, es necesario disponer de una PC remota desde la cual se
efectué el control del robot. El proceso consiste en instalar una distribución de Linux en ambas 
computadoras, a continuación, instalar ROS y finalmente establecer comunicación entre ambos 
dispositivos. Para acceder a la computadora del robot es necesario el empleo de comandos ssh desde 
la PC remota. La configuración empleada se ilustra en la Figura 4. 

Figura 4. Configuración de red.

  Una vez establecida la comunicación lo único que resta es ejecutar el driver2 del robot (el 
conjunto de librerías encargadas de controlar los dispositivos de bajo nivel) desde la PC remota.  Lo 
anterior abrirá paso a la transmisión de información sobre el estado de los sensores, de entre los más 
importantes se encuentran: el estado de la batería, la unidad de medición inercial IMU, el sensor laser, 

1 http://www.robotis.com/service/download.php?no=678
2 https://github.com/ROBOTIS-GIT/turtlebot3.git

ROS_MASTER_URI = http://IP_PC_REMOTA:11311
ROS_HOSTNAME = IP_PC_REMOTA

ROS_MASTER_URI = http://IP_PC_REMOTA:11311
ROS_HOSTNAME = IP_TURTLEBOT3

PC REMOTA TURTLEBOT3
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así como un sistema que se encarga de calcular la odometría del vehículo (posiciones y velocidades). 
El mismo driver es capaz de recibir comandos de velocidad lineal y velocidad angular para el pilotaje
del robot.

4. Desarrollo

El procedimiento para efectuar el control del robot TurtleBot3 Waffle PI se divide en tres etapas
las cuales se describen detalladamente en las siguientes subsecciones.

4.1 Generación de estados deseados

El propósito de un generador de estados deseados consiste en calcular una secuencia de estados 
los cuales conduzcan al robot para que éste siga una trayectoria predefinida tomando en consideración 
las posibles restricciones físicas y limites en los actuadores [12].  

En este trabajo se optó por dividir a la trayectoria completa en segmentos más pequeños, generar 
los estados deseados en cada segmento y al final concatenarlos para obtener la trayectoria completa. 
El procedimiento consiste en calcular la distancia entre dos punto del plano 2D, a continuación 
almacenar los estados intermedios en un mensaje del tipo nav_msgs::Odometry para su posterior 
publicación. 

Los estados calculados se componen de la posición en , la posición en , la orientación en , 
así como las velocidades y . Las velocidades se calculan de tal modo que sigan perfiles trapezoidales 
o triangulares como los de la Figura 5 con el objetivo de lograr que el robot efectué transiciones suaves
entre segmentos. 

Figura 5. Perfiles de velocidad. 

4.2 Estimación de estados del robot

Los estados del Turtlebot3 Waffle PI se obtienen directamente del driver. El nodo principal del 
robot incorpora un sistema que calcula la odometría del vehículo a partir de la información proporcionada 
por los encoders y de la unidad de medición inercial IMU. La información se publica en el tópico /odom
por medio de un mensaje nav_msgs::Odometry. 
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En la Figura 6 se muestra el trayecto generado por el robot tras recibir comandos de 
teleoperación. La trayectoria corresponde a la posición en el espacio 2D a partir de los datos de 
odometría calculados por el robot. 

Figura 6. Odometría del Turtlebot3 Waffle PI.

4.3 Control 

En esta sección se efectúa el diseño del sistema de control el cual tiene como tarea principal 
comandar al robot para que éste siga una trayectoria de referencia. 

Como primer paso se procede a definir al vector de errores laterales , y al error en yaw 
relativos a un segmento de la trayectoria. Un ejemplo de un segmento de una trayectoria deseada es 
una línea que inicia en ( , ) tangente al vector . 

=
( ) 

( ) (3)

Y normal al vector . 

=
( ) 

( ) (4)
  

A continuación, se calcula el error lateral del robot en la posición ( , ) con ayuda de la siguiente 
expresión: 

=
 

(5)

El error se calcula como la diferencia entre el ángulo en yaw actual y el ángulo en yaw 
deseado.

=
(6)

De esta forma el vector de errores queda definido de la siguiente manera:

=
) (7)

0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

y
[m

]

x [m]

Odometria



Desarrollos con enfoque mecatrónico, Capítulo 3, pp. 27 - 38 
ISBN: 978-607-9394-22-6, año 2020 

34

El objetivo del algoritmo consiste en calcular las velocidades y necesarias para hacer que el 
vector de errores tienda a asintóticamente a cero.  

De esta manera: 

= +
(8)

= + +
(9)

Donde , y son las ganancias de control.  Las ecuaciones (8) y (9) son las encargadas de 
calcular las velocidades y aplicadas al robot y con ello cerrar el lazo de control tal como se muestra 
en la Figura 7.  

Figura 7. Lazo de control.

 El controlador fue evaluado dentro del simulador Gazebo (Figura 8), considerando las siguientes 
ganancias de control (Tabla 2): 

Tabla 2. Ganancias de control.

Parámetro Valor

1.0

3.0

10.0

Figura 8. Robot Turtlebot3 Waffle PI dentro del entorno de Gazebo.

Generador de

estados deseados

Controlador

Proporcional
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Tras ejecutar el programa principal el robot comenzó a seguir la trayectoria de referencia tal y 
como se esperaba. La Figura 9 se muestran los errores de estado durante el seguimiento de la 
trayectoria empleando la herramienta de ROS rqt_plot.  

Figura 9. Errores de estado en rqt_plot. 

La manera en que los nodos se encuentran interconectados se muestra en la Figura 10. Los 
nodos están representados por elipses y es donde se lleva a cabo el procesamiento de información. Los 
tópicos se representan por rectángulos y son los buses por los cuales se transmiten los datos. Por 
último, las flechas indican la dirección de flujo. 

Como se puede observar la información fluye de acuerdo con la estructura del lazo de control de 
la Figura 7. El nodo /turtlebot_linear_control_node se subscribe a los datos de odometría provenientes 
del tópico /odom, así como los datos de los estados deseados provenientes del tópico /desired_states
para el cálculo las señales de control, las cuales se mandan directamente el robot a través del tópico 
cmd_vel. 

Figura 10. RQT Graph.
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5. Resultados

El algoritmo de control fue programado como un nodo dentro de ROS. El programa principal se 
subscribe a los datos de odometría, así como los estados deseados y con esta información se obtiene
el vector de errores. Lo errores de estado se usan en las ecuaciones (8) y (9) para el cálculo de las 
señales de control. 

En la Figura 11 se aprecia la trayectoria trazada por el vehículo. La línea punteada indica la 
trayectoria deseada y la línea sólida el trayecto seguido por el robot. Como se puede notar, el algoritmo 
de control cumple de manera eficiente con su tarea al mantener al robot muy cercano a la trayectoria 
de referencia. Las flechas indican la dirección de avance, comenzando en el origen (0, 0) y finalizando 
nuevamente en el origen (0, 0). 

Figura 11. Trayectoria trazada por el robot.

Una forma más clara de observar el desempeño del controlador es a través de los errores de 
estado. Como se muestra en la Figura 12 la magnitud de los errores es muy pequeña y se mantienen 
acotados a medida que el tiempo evoluciona.  

En la misma figura se pueden notar pequeñas protuberancias cada vez que el robot cambia de 
posición, sin embargo, al tratarse de sobreimpulsos de menor magnitud no afecta en el comportamiento 
final del sistema.   

La implementación del controlador en la plataforma real y el desempeño de este mismo se puede 
ver en3.

El comportamiento de las entradas de control al trazar la trayectoria de la Figura 11 se muestra 
en la Figura 13. La gráfica de la parte superior indica la velocidad lineal del robot. Como se aprecia el 
perfil de velocidad obtenido es de tipo trapezoidal.

3 https://youtu.be/gjtTbT0YgIY
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Figura 12. Errores de estado.

Figura 13. Entradas de control.

En la segunda grafica se muestra la velocidad angular del robot alrededor del eje . En este caso 
el perfil de velocidad obtenido es de tipo triangular. Este tipo de perfiles permiten al robot efectuar 
transiciones suaves entre segmentos con la finalidad de evitar posibles colisiones. El plan consiste en 
iniciar con una velocidad baja y lentamente acelerar hasta alcanzar la velocidad máxima, cuando se 
esté a punto de llegar al final del recorrido del segmento nuevamente se reduce la velocidad de manera 
paulatina hasta llegar al estado de reposo. Lo anterior garantiza transiciones suaves entre segmentos. 
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Además, en la misma figura se aprecia que los límites en los actuadores (Tabla 1) nunca son violados, 
por lo que se puede tener la tranquilidad de que los motores nunca alzanzarán el límite de saturación.

6. Conclusiones

Los resultados obtenidos ilustran y validan el desempeño del controlador. El algoritmo es capaz 
de generar los comandos de velocidad adecuados para que el robot siga una trayectoria deseada. A
pesar de que el controlador presentado se trata de un controlador lineal los resultados presentados son 
satisfactorios y cumplen con la tarea de seguimiento de trayectorias. Además, el algoritmo de control
puede ser modificado para implementar leyes de control más robustos en la misma plataforma 
experimental. 

En esta ocasión se hizo uso de los datos de odometría para estimar los estados del robot, sin 
embargo, se pueden utilizar otros métodos para mejorar la precisión en la estimación o incluso fusionar 
los datos proporcionados por los distintos sensores.

Como se mencionó en un inicio, la etapa de control solo se trata de una parte en el proceso de
navegación autónoma, por lo que como trabajo futuro se puede proponer el diseño de un algoritmo 
inteligente capaz de generar trayectorias libres de colisiones, para posteriormente integrar ambas partes 
y así poder evaluar el sistema completo.
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Constancia de asistencia al curso Reconstrucción 3D y Localización usando sensores RGB-D 

 

A QUIEN CORREPONDA :  

 

Por medio de la presente hago constar que el asistente Eduardo Salazar Hidalgo perteneciente a 

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla ha participado y asistido al curso introductorio 

« Reconstrucción 3D y localización con sensores RGB-D », impartido por el Dr. Fernando Israel Ireta Muñoz 

del 21 de Septiembre al 30 de Octubre del 2020, con una duración de 25 horas. En el cual participaron 40 

asistentes de 9 diferentes instituciones mexicanas a través de video conferencias.  

 

El asistente participó activamente en el desarrollo práctico y teórico de los siguientes temas:  

 

Sesión 1. Introducción a SLAM. 

Sesión 2. Estimación de la posición (1ra parte): Formación de la imagen y calibración de cámaras. 

Sesión 3. Estimación de la posición (2da parte) : Posición 6 grados de libertad, lie algebra y transformaciones homogéneas. 

Sesión 4. Estimación de la posición (3ra parte) : Método IRLS (Iteratively Re-Least Squares). 

Sesión 5. RGB-D SLAM (1ra parte): Métodos basados en profundidad y color. 

Sesión 6. RGB-D SLAM (2da parte): Métodos híbridos y técnicas de mapeo. 

 

El curso ha permitido al asistente ampliar su campos de investigación en el área de robotica y visión por 

computadora.  

 

Cordialmente, 

Dr. Fernando Israel Ireta Muñoz 
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