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Resumen

La Termodinamica es la rama de la ciencia que estudia la relacién entre el calor (energia transferida
a través de conduccion, radiacion o friaccion) y otros tipos de energia (como la mecénica o la eléctrica).
Suele impartirse de manera axiomatica: las leyes y férmulas se presentan como resultado directo de la
experimentacién y la mayoria no se deriva de alguna teoria anterior. Por otra parte, puede considerarse a
un sistema termodindmico como un campo fisico, es decir, como un conjunto de funciones (en este caso, las
variables termodindmicas) que a cada punto del espacio euclidiano tridimensional le asignan un valor; esto
permite plantear la termodindmica como una rama de la mecanica de Lagrange para sistemas continuos.
Este tratamiento de un sistema termodinamico permite obtener sus ecuaciones termodinamicas mediante el
mismo tipo de principios que se utilizan para hallar las ecuaciones de movimiento de un sistema dinédmico.

Palabras clave: Termodinamica, Céalculo de variaciones, Mecanica de lagrange, Deformacion, Principio
de Hamilton.
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Introduccion

Este proyecto de revision tiene por propoésito mostrar a alumnos de nivel licenciatura una aplicacion
poco conocida de la formulaciéon de Lagrange para medios continuos. Hasta el posgrado, es comin que los
alumnos vean la teoria lagrangiana s6lo en el caso discreto; si llega a verse el caso continuo, suelen estudiarse
ejemplos que se han estudiado desde hace ya bastante tiempo. Esto, por supuesto, no tiene nada de malo:
el hecho de que tantas generaciones hayan usado los mismos ejemplos es testimonio de que son féciles de
comprender cuando recién se comienza, y lo que méas se desea es precisamente que los alumnos nedfitos
no rehiyan de la mecanica lagrangiana por una percibida dificultad. Sin embargo, los ejemplos comunes
pueden en ocasiones parecer tan simplificados o idealizados, que al estudiante le resulta dificil ver cémo se
aplica la teoria de Lagrange en un contexto diferente. Con esto en mente, la presente tesis busca mostrar al
lector un ejemplo a la vez sencillo y menos estudiado, que permite mas facilmente ver como entra la teoria
de Lagrange en otras areas de la Fisica que no sean la Dinamica. Este trabajo pretende servir de plataforma
al estudiante interesado en teorias de campos, pues el problema se aborda de manera gradual, explicando
paso por paso, y evitando sobrecargar al alumno.

En este trabajo, se usan principios variacionales y densidades lagrangianas para llegar a algunas ecua-
ciones termodindmicas de un fluido bajo ciertas condiciones. Esto también tiene como proposito mostrar
que la teoria de campos puede ser aplicada a sistemas que no sean relativistas o cuanticos, los dos tipos
de sistemas méas comunmente estudiados con este método. Finalmente, este trabajo tiene como intencién
despertar un interés en los alumnos por buscar maneras alternativas de estudiar las ramas de la Fisica: asi
como la Termodin&mica puede tratarse desde un enfoque lagrangiano, hay otros modos de llegar a las teorias
clasicas que pueden brindar nuevas percepciones de éstas, no facilmente visibles con los enfoques tradicionales.

En el primer capitulo, se presentan los métodos que condujeron a la teoria de Lagrange: el calculo de
variaciones y el principio de Hamilton. Tras haber sentado estas bases para sistemas discretos, se hace la
generalizacién a sistemas continuos, aclarando las similitudes y diferencias entre estos dos sistemas. Con esto,
se llega al segundo capitulo, donde se explica qué tipo de sistema termodinamico se estudiaré y se introducen
conceptos y métodos fisicos y mateméticos que seran necesarios para el desarrollo de la teoria lagrangiana en
este sistema. Finalmente, se llega a mostrar la aplicacion directa de estos métodos al sistema, proponiendo
densidades lagrangianas y variables de campo que permiten la obtencién de las ecuaciones que describen la
termodinamica del sistema.
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Capitulo 1

Formalismo de Lagrange

Esta seccién estd basada en los desarrollos presentados en los libros Classical Mechanics, de J. Taylor,
cap. 6; Classical Dynamics of Particles and Systems, de S. Thornton y J. Marion, cap. 6; y Mecdnica Cldsica,
de J. W. Leech, cap. 9.

1.1. CaAlculo de variaciones: Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para hablar de la mecéanica lagrangiana, es necesario enunciar primero las ecuaciones que llevaron a su
desarrollo; dichas ecuaciones surgen del problema varacional. Este problema puede enunciarse de la siguiente
manera: Se tiene una integral de la forma

S= [ flye).y' @) alde. (1.1)
donde y(z) es una curva que une los puntos (z1,41) y (z2,¥2):

y(@1) =y, y(z2) =12 (1.2)

Buscamos la curva que vuelve estacionaria a S. Denotamos a esta curva simplemente por y(z). En
particular, buscamos que S evaluada en y(z) sea menor que el valor de S evaluada en otras curvas Y ().
Denotaremos explicitamente esta diferencia entre y(z) y Y (z) con la siguiente expresion:

Y (@) = y() + an(a). (13)

Es evidente de esta expresion que obtenemos la curva buscada cuando a = 0. Puesto que esta Y (x)
también debe tener los mismos extremos que y(x), debe cumplirse que

n(z1) =0 =n(xs). (1.4)
Estas son las condiciones de frontera. La derivada de la ecuacién 1.3 respecto de x es:
V' =y (z) + an'(z). (1.5)
Ahora, S evaluada en Y'(z) depende del parametro «, es decir:
S =5(a), (1.6)

lo cual significa que, como S(«) es estacionaria para Y (z) = y(z), y esto ultimo sucede cuando o = 0,
buscamos que

ds
—0 1.
da | a=0 0 ( 7)

Podemos entonces reescribir (1.1) de la siguiente manera:



CAPITULO 1. FORMALISMO DE LAGRANGE
1.1. CALCULO DE VARIACIONES: ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

To x2
:/ f(KY/7l‘)d$:/ fly+an,y +an',z)dz, (1.8)
T 1
de manera que la derivada de la integral (1.8) es
ds d *2 2 d
- 4o / fly+an,y +an,z)de = / o/t any +an,z)de. (1.9)
T 1

El paso a la ultima igualdad resulta de la regla de Leibniz para la diferenciaciéon de una integral: Dada

una integral de la forma
b(t)
@t)z/ f(z,t)dz
a(t)
la derivada de esta integral es:

do(t) "M af(z,t) db da
dt _/a(t) o dz + f(b(t),t) 5, + fla(t), 1), - (1.10)

En la ecuacion (1.9), los limites de integracion x; y 2 no dependen de «, asi que los altimos dos sumandos
de (1.10) se anulan; la consecuencia de esto es que el signo de derivada pueda entrar en el signo de integral
sin mayor dificultad.

La derivada total de f respecto de « es:

af _ogdv o av', of de o
da  9Y da  9Y' da = Odz do’ ’
De la ecuacion (1.3), tenemos que
dY  d(y+an)
—_— = 1.12
- da m, (1.12)
mientras que de la ecuacion (1.5) tenemos
" _d@y +ay) _
= =7, 1.13
da do K ( )
Asi, sustituyendo los resultados (1.12) y (1.13) en la ecuacion (1.11), obtenemos
ar_or, . of (1.14)

da oy oy

puesto que x no depende de «. Evaluando en o = 0:

daf of _of ,
ol PP wL A i (1.15)

La condicion de extremidad (1.7) es entonces, usando las ecuaciones (1.8) y (1.14):

as of O T
ol /y [8y n+ g }daz—O. (1.16)

El término de la derecha puede reescribirse de la siguiente manera:

of of dn] [ 0f o dn
[ o o] oe= [ o [ (ay) o
_[or or
<[ o+ |(a)

zy

T2 2 d [of
- — (2L ) dz| =0, (1.17
” /m Tdw (ay) 4 (1.17)
donde el paso de la segunda a la tercera igualdad es resultado de integrar el segundo sumando por partes.
Entonces, de la ultima igualdad, y recordando las condiciones de frontera (1.4):




CAPITULO 1. FORMALISMO DE LAGRANGE
1.1. CALCULO DE VARIACIONES: ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

/ PO e [ Y gy =
oy xl d ay' ) T
d of
- — 1.18
- / ( oy dax ) (19
Dado que n(x) es una funcién con valores arbitrarios y esto debe cumplirse para cualquier valor de n(z),
el resultado (1.18) es posible solo si
of d [0f
——— (=] =0. 1.19
oy  da (51/’) (1.19)

Esta es llamada la ecuacién de Euler-Lagrange. Este caso de una sola variable independiente x y una
sola variable dependiente y puede extenderse al caso de n variables dependientes y; (pero independientes
entre si)

or 4 <8f> 0, (1.20)
3yz’ dy;
para i =1,2,...,n. Si, ademas, estas n variables dependen de m variables independientes x,., tenemos
of ~~ d [ of
_ =0 1.21
Ay ; dx, <8ygyr> ’ (1.21)
donde
dy;
A Ly 1.22
Yir = (1.22)
La condicién de extremidad (1.7) en este caso se escribe como
ds
— iy Yi 7y Tlyeeey Ton) Ay o .. dxyy, = 0, 1.23
ol [ [t ) de s d =0 (123

donde y; = yi(x1, .oy Tin)-

1.1.1. La notacién delta

Para un valor arbitrariamente pequefio de «, el mismo desarrollo que nos condujo a la ecuacion (1.18)
nos conduciria al siguiente resultado:

ds (™ dy (of d of
_/x]da(_ )dx, (1.24)

do oY  dx oY’

donde se ha usado la ecuacion (1.12); de este altimo resultado, tenemos que:

ds *2 4y of d of
Definimos
ﬁ da =45, (1.26)
llamada la variacion de S, y
4 da =4Y, (1.27)
da

llamada la variacidn de Y. Con estas definiciones y (1.12), las condiciones de frontera (1.4) son entonces:

n(z1) da =0Y (x1) =0 =98Y(z2) = n(xs) da. (1.28)




CAPITULO 1. FORMALISMO DE LAGRANGE
1.2. LA ACCION Y EL PRINCIPIO DE HAMILTON

Usando las definiciones de la variacion, (1.25) puede reescribirse como

_ of 4 of
65/301 5y <8Y = 8Y’> dz. (1.29)

La condicion de extremidad es, pues,

08 = 6/ Y, Y z)dz =0. (1.30)

Usando la regla de Leibniz (1.10) y la independencia de los limites de integracion respecto de «, podemos
introducir el simbolo ¢ en la integral

58 = /m Sf(Y,Y' x)dx = 0. (1.31)
Reescribimos entonces (1.14):
5f = j—ida g;iélﬂr 85,5}/’. (1.32)
Sustituyendo esto en la ecuaciéon (1.31), tenemos
58 = / ( 5Y + gg,éyv dz = 0. (1.33)

Ahora, notamos que

C% (0Y) = di (g da) = di (n(z)da) = 7/ (z) da
y que
50 = 4o (44 ) do = e /) + 0/ (@) da = /(o) e
o0 sea,

Con esto, tenemos en la ecuacion (1.33)

8f d
08 = / ( 8Y’ 5Y> dz = 0. (1.34)
Haciendo una integracién por partes como se hizo en el paso (1.17), tenemos
d 6f

Puesto que la variacion dY es arbltrarla, esto resulta de nuevo en las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Usaremos la notacion § en el resto de este texto para indicar variaciones definidas como en (1.26).

1.2. La accidén y el principio de Hamilton

Una aplicacion del calculo de variaciones y de las ecuaciones de Euler-Lagrange es en la mecénica clasica,
para un sistema dindmico discreto. En este caso, llamamos a S la accién del sistema, y definimos de la
siguiente manera el integrando de dicha accién:

Consideramos una funcion dependiente de las n coordenadas generalizadas {q;(t)} del sistema, sus velo-
cidades generalizadas {G;(t)} y el tiempo ¢, definida de la siguiente manera:

L(qiaq.iat) :T_U7 (136)




CAPITULO 1. FORMALISMO DE LAGRANGE
1.3. FORMALISMO DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS (CAMPOS)

donde T es la energia cinética del sistema y U su energia potencial; esto quiere decir que la funciéon L

2
tiene unidades de energia, kgg;” . De esta forma, el problema variacional queda expresado por

to
sz/ L(gi, g, ) dt, (1.37)

ty
mientras que la condiciéon de extremidad es
to t2

tl tl

Esta ltima ecuacién expresa el llamado principio de Hamilton, que enuncia:

De todas las posibles trayectorias que puede segquir un sistema dindmico de una configuracion q(t1) a otra
configuracion q(t2), la trayectoria real que sigue es tal que vuelve estacionaria la accion del sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que satisfacen (1.38) son entonces

oL d (OL
0q;  dt (3%‘) -0 (-39

y son llamadas simplemente ecuaciones de Lagrange en este contexto; resultan de la condicion estacionaria
de la accién y son en efecto las ecuaciones de movimiento del sistema. L es llamada la funcién lagrangiana
del sistema, o simplemente la lagrangiana. Esta manera de obtener las ecuaciones de movimiento es conocida
como formalismo de Lagrange, y es equivalente al conocido formalismo newtoniano, y en ciertos casos resulta
mas conveniente de usar que este tltimo.

1.3. Formalismo de Lagrange para sistemas continuos (campos)

Es posible hacer una extension del formalismo de Lagrange para sistemas continuos. A diferencia del
caso discreto, en el que el sistema tiene un numero finito de grados de libertad, en el caso continuo tenemos
un numero infinito de grados de libertad. Consideramos que nuestro sistema dindmico posee un nimero r
de propiedades fisicas 7, denominadas campos, que asignan un valor a cada punto del espacio-tiempo; es
decir, cada campo es funcion de la posicion y el tiempo. Ademas de estos campos, en la formulacion continua
intervienen sus derivadas temporal y espaciales:

dn') _ HOX ™ _ 9
dt ’ dxi J
En el caso del sistema discreto, definimos la funcién lagrangiana como una funcién dependiente de las
coordenadas y velocidades generalizadas del sistema (variables dependientes) y el tiempo (variable inde-
pendiente). Para el caso continuo, definiremos la densidad lagrangiana, una funcién dependiente de los
campos y sus derivadas (variables dependientes), y de la posicion y el tiempo (variables independientes):

77(’") (xl,xg,ms,t); (1.40)

L= L0 0",0m" 2l 0). (1.41)
La integral sobre una regién ) del espacio euclidiano tridimensional de esta densidad lagrangiana es la
funcion lagrangiana:
L= / Ldz de? da®, (1.42)
Q

kg

>. La accion definida
7 m-s

de manera que la densidad lagrangiana tiene unidades de energia sobre volumen
en la seccién 1.2 puede escribirse como

S:/Ldt:/(/cdxl...dxm) dt. (1.43)

El principio de Hamiliton para sistemas continuos es analogo al caso discreto: la evolucién del sistema de
un estado (") (z}, ..., 27" t1) a un estado n") (x3, ..., 27", t2) es tal que la accion del sistema es estacionaria:




CAPITULO 1. FORMALISMO DE LAGRANGE
1.3. FORMALISMO DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS (CAMPOS)

to "t
65:/Ldt:5/ / cdxld:c?dx3dt:/ /6£dth:O. (1.44)
ty Q t1 Q
Esta condicion lleva a las correspondientes ecuaciones de Lagrange, que de (1.21), son
oL d /oL d oL
— | == - — | =—— ] =0. 1.4
it (357 23 () =* (143)

En el contexto de campos, éstas son llamadas ecuaciones de campo. Igual que en el caso discreto, son
consecuencia de la condicién estacionaria de la accién.




Capitulo 2

Campo termodinamico

En este capitulo, se define el concepto de deformacién en un campo termodindmico y se proponen lagran-
gianas y variables de campo tales que es posible la obtencién de varias ecuaciones termodinamicas importante
como consecuencia del hecho de que la accién del sistema sea estacionaria para variaciones geométricas y
temporales. Posteriormente se aclarara el tipo de sistema termodindmico que se estudiara. Esta seccién esta
basada en los desarrollos presentados en los articulos The Material Point Method for Simulating Continuum
Materials, de C. Jiang, et al., secc. 5; y Termodindmica: una formulacion lagrangiana, de A. Fierros.

2.1. Deformacion

Consideremos una region ° de R? ocupada por un medio continuo en movimiento. Al desplazarse este
medio con el tiempo, ocupa una nueva regiéon Q! C R3. Denotemos por ¢ : 2% — QFf al mapeo que describe
dicho movimiento; este mapeo es llamado mapeo o transformacion de deformacion. Llamamos a los elementos
de Q° puntos materiales, y los denotamos por X. Los puntos de 2 son las posiciones de los puntos materiales
en el tiempo ¢, y los representaremos por x. Cada una de estas x depende tanto del punto material del que
partié como del tiempo transcurrido:

x =x(X,t) = (X, t). (2.1)
Es evidente que para t = 0, x = X. Definimos la velocidad de un punto material en el tiempo t como

00(X.1) _ 0x(X.1)

5 T (2.2)

v(X,t) =

2.1.1. Transformacién de un elemento de volumen

Para determinar la deformacion que sufre un fluido al desplazarse, buscamos la relacién entre un elemento
de volumen en su estado inicial y el elemento de volumen tras la deformacién. Consideramos un elemento de
volumen de Q° de lados dX*:

dVp = dX'dXx?dxs3. (2.3)
De (2.1), tenemos para un ¢t dado
. Ox?
i = Xk 2.4
do' = < dx*, (2.4)

donde los da’ son los lados del volumen transformado. El determinante jacobiano de la transformacion
(2.1) es

ox1 0X?2 0X3 8LE1 8562 61'3
oxT oxz ox7| T “UkpxigXi gx*

(2.5)




CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.1. DEFORMACION

Aqui, €1 es el tensor antisimétrico, cuyos valores son:

1 sit,j,k es una permutacién par de 1, 2, 3,
€ijk = { —1 si,j,k es una permutacién impar de 1, 2, 3,
0 si hay indices repetidos.

Sabemos, de cdlculo multivariable, que para una transformacién de variables, el nuevo elemento de volu-
men estd dado por

Ozt 022 Ox®

v =Jdh = (’“axaxaxk

) Sdxtdx?dxs. (2.6)

2.1.2. Variacién y razén de cambio de un elemento de volumen

Aplicando nuestra definiciéon de la variacion al elemento de volumen transformado,
tenemos

5(dV) = d%(dx/) da = d%(JdVO)dQ (2.7)

para algin pardmetro geométrico .. Puesto que dV} es constante, esto es

(fli da> AV = 6(J) dVp. (2.8)

Es decir, el objeto de interés es realmente la variacién de J. A continuacién mostraremos la forma que
tiene, destacando s6lo los pasos méas importantes, pues el cilculo resulta bastante largo:

9 g (00 0 00)
do da \"*9x7 0X7 OX*
d [ ozt 922 9z° Oxt 022 Oz ozt Ox? 92
~ o (8X1 OX?9X% T 0X2oX3 0X1 | 9X3 0X1 0X?
Oxt 0xz2 9z Oxt 022 9z Ozl 02 8953) 4
X3 0X29X! OXZOHX!0X3 OX!9X3 X2

(2.9)

La derivada respecto de « es aplicada a cada sumando del término entre paréntesis de (2.9); puesto que
cada uno de éstos es un triple producto, esto resulta en una suma de dieciocho derivadas, que se omiten aqui
por cuestion de espacio y de brevedad; sin embargo, debe notar el lector que cada término es de la forma:

ox' Ox? d [ 0xF
_—— . 2.1
X' 9X™ da (8X") do (2.10)

Usando la continuidad (y por consecuencia la simetria) de las segundas parciales, la expresion (2.10)
puede reescribirse para que cada término tenga la siguiente forma:

Ozt 0x7 0 dzF
aXI 9X™ 9X" < da> do. (2.11)

El resultado de esto es que nuestras 18 derivadas iniciales pueden ahora asociarse en 9 términos de la
siguiente forma:

oxt 0! ort Ol 9 dat
<8Xl oxm - oxm 8Xl> oxXn (da da) : (212)

Presentamos los siguientes pasos del desarrolo para el caso en el que ¢t = 1; los otros casos son enteramente
analogos, pero se omiten por brevedad. Tenemos en la expresion (2.12), para este caso,




CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.1. DEFORMACION

(81:2 0z 3 O0x? 89@3) 0 (dm da)
0X20X3 0X320X2) oXx!
n (8372 oz B 0x? Ox® ) 0 (dxlda> N (83:2 ox? 3 Ox? 83@3) 0 (da:1 da) (2.13)
0X30X1 09X'0X3) 0X2 \ da 0X19X2 09X20X2) 0X3 \ da ) )

Ahora, por regla de la cadena, tenemos que

0 ox' 0

oXk  OXk 9zt
Usando el resultado (2.14) en la expresion (2.13), se tiene

or? Ox? B ox? 0z%\ Ox! i dixld
X2 0X3  0X30X2) 0X'| 9zt \ da
n or? ox® B ox? 0z%\ Ox! 0 dsc d
OX39X1  9X'10X3) 0x2| oxt @
or? 0x3 o0x? Oz ozt] o dzt
* [(a)@ axX? ~ 9x? aX2> 8X3} Bt ( da) (2.15)

En éste ultimo resultado, se realiza el producto entre los corchetes y se factoriza el término comun para
obtener la siguiente expresion:

(2.14)

Ox' 022 023  Ox' 022 02®  Ox' 0x% 0P
OXTOXZOX? | OXZOX3 OXI | OX3 OX! OXZ
B Ox! 0x% Ox° B Ox! 0x% 023 B Ox! Ox? 89:3] 0 (dx da>
0X30X20X! 0X20X10X3 0OX'0oX30X2| Ozt

0 da!

Puesto que el procedimiento para los demés términos es analogo, tenemos que

dJ 0 ([ dat 0 ([ da? 0 ([ dad
—da=J— | —d — da —d
da J8x1<da a)JrJaxQ(da >+J83< da a)
0 dat 0 ([ da? 0 da?
— da — | —=d — | —da
o (i) () s ()
g 0 0 dat da? da?
= — Y —,=— | | — da, — da, —d
J K@x“@xw 81‘2) < da ““ da “% da a)] ’
donde el paso de la segunda a la tercera linea se hizo usando la definicién del producto escalar de dos

vectores. De la definicion del gradiente y de la variacién, podemos reescribir este tltimo resultado de la
siguiente manera:

da 7 da da
= Jdivéx (2.17)

1 2 3
J{(a i 8) . (dxda dxdavd:rda>} :J[V.(;X]

Para la razén de cambio respecto del tiempo, se tiene

(2.18)

ﬂ_i - oxl 9x? 9z
at  dt \“*axi 9xi ax*




CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.2. PRINCIPIO DE HAMILTON PARA EL CAMPO TERMODINAMICO

Mediante procedimientos similares a los de la variacién de J, y utilizando tanto la continuidad de las
segundas parciales como la regla de la cadena (2.14), obtenemos:

A7 _S[(9 0 0\ (drl da? di?
dt Oxl’ Ox2’ Oz dt > At dt

Recordando la definicion (2.2), tenemos en esta ultima:

NS
0zl 022 0z ) "

=JV v (2.19)
= Jdivv (2.20)

2.1.3. Teorema de Reynolds

Sea R una region del espacio euclidiano R? y sea F(x,t) una funcién definida en R3. La integral de
volumen de ésta es

/RF(x,t) dv

Si se quiere conocer la razén de cambio de esta integral respecto del tiempo, se utiliza el resultado (2.20).
De la ecuacion(2.6), tenemos

d

d
— [ F(x,t)dV = — F(x,t)J dVp,
dt Jg

dt Jp,

donde Ry es una region fija de R?; es evidente que no depende del tiempo, por lo que es posible introducir
el operador diferencial en la integral:

d dJ  dF
— [ F(x,t)JdV, = F— +—J | dV
it |, T AV /RO< dt+dt> 0

Del resultado (2.20), esto es

/ <FJdivv + dFJ) AV = / (Fdivv + dF) Jdv,
R dt R dt

%/RF(x,t) dV:/RDF(x,t) dv (2.21)

Asi,

Aqui se introdujo el operador D = % + divv, llamado derivada material. Este resultado es conocido
como el teorema de Reynolds.

2.2. Principio de Hamilton para el campo termodinidmico

Se busca describir un campo termodindmico a partir de la mecanica analitica. Esto quiere decir que se
basara la descripcion del sistema en el principio de Hamilton. Recordamos que para una acciéon dada

ta
S = / L4V dt, (2.22)
t1 R

el principio de Hamilton tiene la forma

12
68 =90 / LAV dt=0
t1 Q

Similar a (1.28), las condiciones de frontera en este caso son

10



CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.2. PRINCIPIO DE HAMILTON PARA EL CAMPO TERMODINAMICO

o0 (@], t1) = 0 = on") (2], ta),

para las r variables de campo 7. Como mencionamos en 1.3, las ecuaciones de campo resultan del hecho
de que la accién es estacionaria bajo variaciones espaciales.

Antes de proponer densidades lagrangianas (en adelante sélo lagrangianas, pues no usaremos la funciéon
lagrangiana L en lo que resta de este texto), estudiaremos otro tipo de variaciones de la accion: las temporales.
Definimos la variacion temporal de una funcién f por

d
1) = — dt
Cabe destacar que si una funcioén tiene dependencia del tiempo, ademés de dependencia en otras variables,
(es decir, si f = f(a!,...,2™,t)), podemos pasar de la variacién temporal a la variacion geométrica sin
dificultad usando la regla de la cadena. La variacion geométrica de f(z!,... 2™, t) es
of of of

La ultima igualdad es consecuencia de que el tiempo no depende del pardmetro geométrico respecto del
cual se hace la variacion. La variacion temporal de f es

_Of day of dt

af dz; da af dt da
= 95 @ dt + dt de

a0 de @ ot da dt

- 02t da da=0of
= &f=0f (2.23)

orf

Conviene, antes de realizar la variacion temporal de la accion, mostrar los siguientes resultados:

d d /d d

De (2.20),
dJ . B . odx
O0rJ = (dt) dt = Jdivvdt = J <dwdt> dt
1 2 3
_g( 2 0 0 (dr dat dath
Oxl’ 022’ Ox3 dt ' dt’ dt
o a0 0 dz! dz? dz3
= — = | | —dt, — dt, — dt | = Jdiv(dx). 2.2
J(axl’ax2’ax3) < a a0 ) Jdiv(9x) (225)
Ademas,
dx dx dt

2.2.1. Variacién temporal de la accién

Consideremos, pues, una variacién de nuestra integral de accion (2.22)

to
5 / / Ldvdr, (2.27)
t1 R

con la imposicién de las siguientes condiciones de frontera:

6e(t1) = 0= &(t2). (2:28)

11



CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.2. PRINCIPIO DE HAMILTON PARA EL CAMPO TERMODINAMICO

Usando la regla de Leibniz (1.10) en la variacion (2.27) y recordando las condiciones de frontera (2.28),
podemos simplemente introducir el signo de variaciéon temporal en la integral. Ademas, ya que la variacién
es respecto del tiempo, podemos usar el teorema de Reynolds:

to to to
5t/ / LAV dt = 5t/ £JdV, dt:/ 50( L7 dt) dVp. (2.29)
t1 R t1 RO RO

Recordando que la variacién esta definida a partir de una derivada, esto resulta en la siguiente expresion:

1o 12
/ 5,( £ dt) Vi = / / (6,( L) dtdVy + 6,(J) Lt dVi + 6,(dt) £LTdVe].  (2.30)
R t1

0 Yt

Usando los resultados (2.24) y (2.25), podemos reescribir la ultima integral del siguiente modo:

/ / L)JdtdVy + Jdivdx LAt dVy + 6.(dt) LJ dVp]
Ro Jt1
to
/ / { o L)dtJdVy + (Ldivdx)dtJ dVy + L ( Ot ) dtJdVo}
Ro Jt1 de
:/ / [&L‘—l— Ldivx + Li (5tt] J dtdVj. (2.31)
Ro Jty dt
Notamos que el primer término puede escribirse de una forma alternativa:
dL .~ dLdt d L

Usando esta tltima expresion, el resultado (2.26) para el segundo término y la definiciéon de la derivada
material, podemos reformular (2.31):

/ / H Ot + Ldivv ot } Ei (M} JdtdVy
Ro Jts dt

:// [D.c5tt+ L(Stt],]dtdvo. (2.32)
o i, dt

Integramos ahora el segundo término de (2.32), es decir,

/RO /t ( ddt )dtho. (2.33)

Consideremos

d d
7(£5¢J) E o Ot L (5t )+ L‘éttT‘t]
ac dJ
= Lo (5t )J t(,catw) — Gt — Lot (2.34)

Sustituyendo este dltimo resultado en el integrando de la integral (2.33), tenemos

to
/ / ( d ot >dth0/ / < Eéttj)fd—ﬁéttj Eétth> dt dvj
Ro Jt1 Ro Jt1 de de
to d ta
:/ / —(Lot) dtho—/ / <+ Edlvv) §,t.J dt AV
R() tl dt tl
= / (L‘J{Stt
Ro

) vy — / D Lot dtdV. (2.35)
t1 R Jtq

12



CAPITULO 2. CAMPO TERMODINAMICO
2.3. DENSIDAD DE MASA

Por las condiciones de frontera (2.28), el primer término se anula, asi que resulta

J 1 (e

Insertamos esto en (2.32

d d,t t2
J) dtdvy = — D L6t dtdV. (2.36)
dt R t1

ta
/ /{DL‘—DE} SitdVdl =0 = 8,8 (2.37)
11 R

este resultado nos muestra que la accion también es estacionaria bajo variaciones temporales, indepen-
dientemente de la lagrangiana postulada.

2.3. Densidad de masa

Analicemos una region R C R3, que contiene un fluido cuya masa est4 descrita por

m= /Rp(x7 t)dvV

Aqui, p es una funciéon conocida como densidad de masa, con unidades de %. Por el principio de

conservaciéon de masa, tenemos

dm d

Aplicamos el teorema de Reynolds a esta ultima ecuacion y obtenemos

/R (iﬁ +pdivv> dV =0

Dado que dV es arbitrario, esto se cumple sélo si

dp
dt

Esta es llamada la ecuaciéon de continuidad; mostraremos unos resultados relacionados con ella:

+ pdivv =0 (2.38)

dp . dp dxo ~ —
Eerdlvvf EdthpleE dt = d¢p+ pdivex =0 (2.39)

= §p+ pdivv it = 0. (2.40)

El paso de la primera a la segunda linea es consecuencia del resultado (2.26). Ademas, usando la regla
de la cadena como se indico en (2.23):

. dx do . B

2.4. Ecuaciones de campo: proposicién de lagrangianas

Consideraremos como sistema un medio homogéneo monofasico en reposo. Propondremos dos lagrangia-
nas, y analizaremos las consecuencias que tiene para cada una el hecho de que la accién sea estacionaria,
tanto para variaciones espaciales como temporales. Antes de proponer lagrangianas explicitas, se mostrara
un resultado que sera de utilidad:

La razon de cambio de la accién del sistema respecto del tiempo es:

t2 t2
45 _d /Edth:/ i/ £dV dt. (2.42)
at —at ), Ja . dt g

Usando en esta ultima expresion el teorema de Reynolds:

13
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

ta d ta d
/tl il EJdVodt:/ /Rodt(u)dvodt
to
= —dt / / < + ﬁdlvv> dedV dt
dx
/ /(dt+ £ div {dtdt}) dv dt. (2.43)
t1

Por regla de la cadena, tenemos

dS da t2 dL da dx da

= 65 = / (6L + L£divex) dV dt = 0. (2.44)

2.4.1. Primera Ley (proceso adiabatico)

Proponemos primero una lagrangiana de la forma

L= L(p1), (2.45)

y postulamos ademés que

L=pA, (2.46)

donde A = A(p,t) es llamada la lagrangiana especifica. Recordando las unidades de la lagrangiana y

. . . . . 2
de la densidad de masa, esto quiere decir que A tiene unidades de 5.
Las variaciones de esta lagrangiana son entonces:

dL d dp dA
0L = ada da(p)\) da = ada)\—i— adapf OpA + pdX (2.47)
y

Usando la variaciéon (2.47) en el resultado (2.44) , podemos escribir
ta
45 = / / ([0pA + poA] + pAdivox) dV dt = 0. (2.49)
R
Usando la ecuacion de continuidad (2.41), se tiene
to
/ / ([—pdivxA + pdA] + pAdivéx) dV dt =0
ta
:>/ / poAdV dt = 0. (2.50)
t1 R
Ahora, puesto que A = A\(p, t),

A _OAdp 0N dt

M= el g, a vt B aa @
A dp X
= 9 da da = <6p> op. (2.51)

14
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

Asi, con este resultado y la ecuacion de continuidad (2.41) en la integral (2.50)

tz t?
/ /p(a)\> 5pdth:/ /p(a/\> (—pdivéx)dV dt
t1 JR dp & Jr \Op
to
:/ /—pQQdivédedtzo. (2.52)
ti JR Ip

Analicemos las unidades de —p? 22

m3
_ kg _kgem 1
m-s2 g2 m?’

es decir, tiene unidades de fuerza por unidad de area. Postulamos, entonces, que

8)\
=P,
P op
donde P es llamada la presién del fluido. Consideremos, antes de regresar a la integral, la siguiente

relacion:

(2.53)

1 2 3
divéx = V - (dx do, 377 44, 97 da)
do da

0 dz? 0
9z da ai@mi

Szt

Con este tltimo resultado, podemos escribir en la integral (2.52)

)\
2 _
/ / v 9 saiavat —o. (2.54)

Antes de analizar esta integral, mostraremos un resultado que simplificara el proceso de integracion:

0 5 [ OA i 0 o\ : ox\ 0 _
o (‘p (6p> ‘”) - a( (w))‘s (6 )axié””
ox\ 0 _ 0 oA 0 oA
—p? | == Jrt = — ox' — — d
= (5) et =0 (7 (5)) -5 (7 (3) =)
Sustituyendo esto en el integrando de (2.54), tenemos
2 ) O\ ) O\
. Sat — — 0 dV dt = 0. 2.55
[ e (2 () o =3 (2 (5) )] 239
Notamos que el segundo término tiene la forma
to
/ {/ V. <p2 <8A> 5x> dV} dt.
t1 R ap
Podemos entonces usar el teorema de la divergencia:

[ UL () e [ () ) o)

donde o es la superficie que limita a la regién R. Si dicha superficie es extendida al infinito, y recordando
que dentro del integrando tenemos a la presion, dicha presion sobre la superficie tiende a cero. Entonces, en
la integral (2.55)

15
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

[ [ ()} avaco

Dada la arbitrariedad de las variaciones dz?, esto se cumple sélo si

£ ((3) -

Este resultado implica que p? (@> es igual, hasta alguna constante mutiplicativa, a alguna funcién cuyo

gradiente es cero:

Recordando las unidades de la expresion de la izquierda, podemos proponer que dicha funcion sea la

densidad de energia interna E = v7 dada en % = 7:_-‘;2
oA
2
— | = kE(V,1). 2.58
i (5) = ke (2.58)

Ademés, sabiendo las unidades de A\ (% ) podemos proponer que ésta tenga la siguiente forma:

A=—e+gq, (2.59)

donde e = e(p, t) = % es la energia interna por unidad de masa, o energia interna especifica, con

unidades de %, y qg=q(t) = % es la cantidad de calor por unidad de masa. La relaciéon entre e y E esté
dada por

Uu_mU
E= VTP (2.60)

A partir de la definicion (2.59) en la forma explicita de la lagrangiana (2.46):

L=p(—e+q). (2.61)

Con (2.60) y nuestra definicion de la presion en (2.53), tenemos en (2.58)

kE = p? (g;) = kpe

= —P = kpe
—P = k%e
= —PV = kme. (2.62)

Sabiendo que e es la energia por unidad de masa, me = U es la energia interna del sistema:

—PV = kU
= kdU = —PdV, (2.63)

La ultima ecuacién es la primera ley de la termodinamica para procesos adiabaticoss.

16
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

2.4.2. Primera Ley

Antes de proceder con los resultados de la invariancia de la accién bajo transformaciones temporales,
resultard conveniente probar una identidad. Consideremos nuestra lagrangiana £ = L(p,t) = pA, con
lagrangiana especifica A = A\(p, t). La variacién temporal de la lagrangiana es

oL dp . oL dt

0 L= ——dt + —— dt.
oL op at T o @
Por otra parte, la variacién geométrica es
oL dp oL dt oL
0L =—— — —da = —dp.
L=, T o aade= 5%

Recordamos del resultado (2.23) que debido a la dependencia de L respecto de ¢, la variaciéon geométrica
es idéntica a la variacion temporal, es decir:

wL=06L. (2.64)
Ademés, de la forma explicita de £ (2.46):
0L =3dpX+ pdA.
Como vimos anteriormente,
oA
0= —9¢
ap p’
asi que
OA
OL=(A+p= | dp. 2.
L < +p ap> p (2.65)

Ahora, con p = p(x,t), el resultado (2.23) también aplica, asi que tenemos:
dep = dp. (2.66)
De los resultados (2.64) y (2.65):
A
WL=06L= (/\era) 5p.
dp

De la ecuacion (2.66)

oA
L=+ p= ) dp. 2.
t L < +Pap> P (2.67)
De la ecuacion de continuidad (2.40),
1)) :
L= A+ pa—p (—pdivv dst). (2.68)
Usando las ecuaciones (2.64) y (2.66):
0 L = % op = | —pAdivv — ,02@ divv | §;t.
dp dp

De nuevo por la ecuacion de continuidad (2.41) y con el resultado (2.26), tenemos:

oL oA
—pdivv = pAdivv + p> == divv
ap ap

= Ldivv + p2@ divv. (2.69)
dp

17
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

Habiendo probado esta identidad, podemos pasar a las consecuencias de una variacién temporal. Tenemos

t2
t1 R

Recordemos de la variacion temporal (secc.2.2.1) que esta variacion es

ta
R

/ <5t£—5t)dth:0. (2.71)

Ahora, recordamos que la variacion temporal de la lagrangiana es

oL oL

0 L=—— e

Por la ecuaciéon de continuidad,

— Ot
= (pdivvaﬁ + > Ot. (2.72)
p
De (2.69), esto es

o0 L= < Ldivv — p ? divv + aaf) 0st. (2.73)

Sustituyendo esto en el integrando de la ecuacion (2.71):

dL . 50X oL dL
5,55—751515 <—£d1vv— 8—d1vv+ 8t>5t a

- ac 25» oc

ot

= (—DE —p ? divv + %f) O¢t. (2.74)

Entonces, la integral (2.71) puede escribirse como

to
/ /{(—Dﬁ—p&\dlvv—l—aE) 5tt} dV dt = 0.
4 JR 0 0

Puesto que los §;t son arbitrarios, esto se cumple solo si

o\ oL o\

DL+ p? == divy — == =D L 4 p* 2= divv = 0, (2.75)
p dp

donde la primera igualdad resulta del hecho de que £ no depende explicitamente del tiempo. Tenemos

por definicién

DL = thE—F Ldivv.

Con L = pA, ‘iif = pd2 dt + 242 17, ¥ de la ecuacién de continuidad

dA . dA
DL= ( P )\pdlvv> + Apdivv = P (2.76)

18
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2.4. ECUACIONES DE CAMPO: PROPOSICION DE LAGRANGIANAS

Recordando la forma explicita de A en la ecuacion (2.59),

de dq
DL=—-p— —. 2.
v (2.77)
Recordando ademés que p2g—2 =—P,
o\
p> == divv = —Pdivv.
dp
De la ecuaciéon de continuidad,
divv = ,l%
p dt
Asi,
Pd
—Pdivy = ;?’t’. (2.78)

Sustituyendo los resultados (2.77) y (2.78) en la ecuacion (2.75):

——+ =+ 5—=0. (2.79)

Notamos que el tercer término puede escribirse como

Pdpp< 1 dp)_P - %]

P2 dt p? dt p?
d dp 1
(e [#] 1 3]
. —P =—-P 2.80
La cantidad 7 es conocida como el volumen especifico ¥ = 1 = . Podemos escribir en (2.79):
de dg dv
—— 4+ —=—-—P—=0. 2.81
de + dt de (2:81)
Con
e= g = de = l du;
m m
1
q= Q@ dg = —d@;
m m
1
V= v = d¥ = —dV.
m m
Podemos escribir:
1dU 14dQ PAV
mdt  mdt m dt
dU  d@ dv
——+ ——-P—=0. 2.82
de + dt dt (2:82)
Reacomodando el dltimo renglén de esta igualdad, tenemos:
A _dQ _,av
dt  dt dt
= dU = dQ — PdV. (2.83)

Esta es la forma diferencial de la primera ley de la termodinamica.
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2.4.3. Relacion de Euler

Postulamos que nuestra segunda lagrangiana tenga la forma

L= L(p,s,t)=Ap, (2.84)

_ S

donde A = A(p, ¢,1) es la lagrangiana especifica. En la ecuacion anterior, ¢ = = es la entropia S por

2 . ) . )
7¢==2 - Definiremos ademaés la densidad de entropia

. como la entropia por unidad de volumen .¥ = g De estos dos conceptos, vemos que

unidad de masa, o entropia especifica, con unidades de

S m S
vV vm P (2.85)

Puesto que A S = 2 —dQ, S (y por lo tanto .#) no depende de parametros geométricos, lo cual significa
1 dr
que

0. =0=dps+ pds. (2.86)

De la ecuacion de continuidad (2.41), esto es
—pdivéx s+ pds =0
06 = cdivéx. (2.87)

De la ecuacion (2.84) y tomando en cuenta la forma de A, tenemos que

A A
6£5p)\+p5)\6p)\+p<a5p+a5§> . (2.88)
op as

Hacemos ahora un anélisis de g—é:

[3)\} _ (%2) ~ K-s?-m? K

I 2\ 2. 42
9 s (II(][~IS2 ) m=-S
Justificamos con esto el definir que g—’: = —T, donde T es llamada la temperatura del sistema. Tenemos

entonces que

oA
pPOX=p (8p5p - T(5§) . (2.89)

De la ecuacion de continuidad (2.41) y del resultado (2.87),

pPoN = (—fgz —pT <> divéx. (2.90)

Puesto que L tiene la misma forma que en la seccién 2.4.1, la variaciéon de la accidén es en este caso
idéntica a la ecuacion (2.50):

ta
5S = /paAdthzo
t1 R

N 20X .
=05 = —p“*— — pTs | divéx| dV dt
t1 JR dp
b2 O\ o .
— _ 27 _ i _
_/n /R[( " op pTg) 8;52’54 dVdi =0. (2.91)

Procedemos ahora como se hizo en la seccién 2.4.1:
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oA 0 ., 0 oA ; 0 OA ;
_ 2 _ T _ 2 _ [ _ 2 _ 7
= ( P o pT§> o -0z py ({ P R pTc] 5:5) pys ( p a0 pTg) oz’

Sustituyendo esto en la ecuacion (2.91),

68 = / /axz ([ aA—pTg} M’) dV dt
/ / e < 2% - pT<> sxtdV dt = 0. (2.92)
t1

Consideremos el primer término, que es de la forma

[ he (g

Por el teorema de la divergencia:

[ L (o) e [ {5 )]

donde o es la superficie que hmita a Ry da es el diferencial de area:

2 20N 2 :
/ {?{ ( p 8p>5aczdai} dt—/ {}l{pTg(Wdai} dt.
ty o t1 o

Como mostramos en la seccién 2.4.1, la primera integral se anula al extender la superficie de integracién
al infinito. Para el segundo caso, basta notar que, como estamos considerando un prisma rectangular, el
producto del diferencial de drea con los 6z’ o bien es cero, o se cancela al sumarse con el producto de los 6z
y el diferencial de area opuesto. Asi, en la ecuaciéon (2.92) escribimos:

200 (2& ) ‘
| 0222 4 pT ¢ ) 62 dV dt = 0. 2.93
/tl /Rax, Py TP (2.93)

Puesto que los 6z son arbitrarios, esto se cumple sélo si

0 50X
: — T =0. 2.94
Notando que pT'< tiene también unidades de = 527 propondremos como se hizo anteriormente que
A
0* P +pT s =kE(V, Z,1). (2.95)
Para este caso, proponemos que A sea
A= —e (2.96)
Esto quiere decir que la ecuacion (2.84) es
L = —pe.

Asi, por los resultados (2.85) y (2.96) tenemos en la ecuacion (2.95)

T=kE
pa+p<

= —P+ T = kE. (2.97)
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Como . = £, E = Y la ecuacién (2.97) puede escribirse como

S U
P+ 2T =k
Ty %

= ST — PV = kU. (2.98)

Esta ecuacion es llamada en la Termodindmica la relaciéon de Euler.

2.4.4. Relaciéon termodinamica fundamental o Forma combinada de la primera
y segunda leyes para procesos reversibles
Antes de considerar las consecuencias de la invariancia bajo variaciones temporales, probaremos un

resultado que sera de ayuda.
Para L= L(p, s,t) = pA, con A = A(p, <, 1), tenemos por el resultado (2.23) que

dgs d¢ da
Sic=—dt=——dt =dc. 2.
T da dt ° (2:99)
Ademaés, mostramos ya antes que
0tp = dp. (2.100)

Explicitamente, la variaciéon temporal de la lagrangiana es

oL oL oL

W L=—9 —9 —— Oyt 2.101
t L ap tp+8< ¢S+ ar O (2.101)
Consideremos ahora la variacién geométrica
oL oL
0L=—0dp+ —Is. 2.102
2" + 506 ( )
De la forma explicita de L,
0L =0dp\+ pdA, (2.103)
y de la forma de A:
oA o\
oAN=—dp+ —ds. 2.104
o9 ptgcls ( )
Entonces en la ecuacion (2.103)
oA oA
OL=|A+p=— ]9 —0q. 2.1
L ( +p8p> p+pag S (2.105)
Usamos a continuacion los resultados (2.102), (2.99) y (2.100) en (2.105)
oL oL o\ oA
—9 —0s=|A+p=— )9 — 0t 6. 2.106
o tp+(9< ' ( +p8p) tP+P8< ¢S ( )
Ahora, por regla de la cadena, tenemos que
dg dg¢ dt dg
b= —dt = ——dt = — ;. 2.1
T at dt at (2.107)

Reescribimos el lado derecho de la ecuacion (2.106), utilizando el resultado (2.107) y la ecuacion de
continuidad

oL oL 2N dg
a—p Oep + o s = {(—px\ —p 8/)) divv + pTdt} Ost. (2.108)

Sustituyendo el resultado (2.108) en la forma explicita de la variacion temporal (2.101):
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0 L = < Ldivv — p g—)\dlvv — Tg + %f) Ot (2.109)

Habiendo probado este resultado, consideraremos la consecuencia del hecho de que la variacién temporal
de la accién sea cero. Sustituimos (2.109) en la variacion de la accion (2.71):

ta
= [ [ [se-2Lai] avarmo

to
:/ / {—(ﬁdlvv—k dﬁ)—p 29X oy — prdS aﬂ SitdVdt =0
t1

dt op dt 0
/ / { DL - p? —)\dlvv T%—i— 68/:] o:tdV dt = 0. (2.110)

Puesto que los d;t son arbitrarios, esto se cumple si

5O d¢ 0L

Debido a que la lagrangiana no depende exphmtamente del tiempo, el tltimo sumando se anula y tenemos:

50X d
DL+ p? o dlvv—&—pTTtg 0. (2.111)
Para el primer término, tenemos, usando la forma explicita de L:
. dL . dA dp
DC—L’dlvv—l—dt—p)\dlvv—i-( dt+/\dt>

De la ecuaciéon de continuidad, esto puede reescribirse como

dA
DL = pAdivv + P~ Apdivv =

T
Recordando la forma explicita de A,
A= —e,
tenemos
de
DL=—p—. 2.112
P 3 (2.112)
Recordando nuestra definicién de la presion,
A
P> 8— divv = —Pdivv.
(’)
Como ya vimos en la seccion 2.4.2, esto puede reescribirse como
P d
—Pdivv = — L. (2.113)
p dt

Sustituimos los resultados (2.112) y (2.113) en la ecuacion (2.111):

de Pdp ng

P 0
Pt e TP

=—— P 4+T—=0. (2.114)
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A partir de las definiciones de las variables de campo, obtenemos lo siguiente:

Y de_ldU_
‘TmT & mat
m dt m dt’
_S_ds_1ds
m dt m dt’

Sustituyendo estas tltimas expresiones en la ecuacién (2.114), tenemos

1dv  pPdV T dS _

Tmd madt Tmdt 0
dU dv ds
——P—+T—=0. 2.11
Todt dt + dt 0 ( 5)
Reacomodando esta tltima expresién, obtenemos:
dU =TdS — PdV. (2.116)

Esta es llamada la identidad termodinamica, o la forma combinada de las primera y segunda
leyes para procesos reversibles.
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Conclusi6n

Este trabajo de revision nos muestra que es posible incorporar la Termodinamica a la Mecanica analitica
mediante un tratamiento adecuado. Quienes tratan frecuentemente con la Mecanica analitica miran con cierto
recelo a la Termodindmica, argumentando (correctamente) que es una ciencia fenomenologica. Sin embargo,
este trabajo muestra que puede estudiarse desde un enfoque tedrico, al igual que la Electrodinamica, por
ejemplo.

Muestra también a los estudiantes que tienen interés en la Mecénica teoérica, pero que no se sienten ain
listos para abordar sistemas fisicos modernos (es decir, sistemas que consideran los efectos de la Relatividad
y de la Mecanica cuantica), que es posible manejar sistemas clésicos, y que incluso puede brindar maneras
més faciles de entender resultados cuyos origenes pueden resultar dificiles de percibir para los alumnos. Un
ejemplo claro de esto es que mediante este tratamiento surge la Primera Ley de la Termodinamica, también
conocida como Ley de Conservacion de la Energia, jjusto como predice la independencia temporal de la
lagrangianal

Queda como tarea para futuras generaciones de estudiantes el uso de métodos alternativos para analizar las
teorias que ellos ya conocen, pues es muy probable que haciendo esto, descubran caracteristicas de dichos
teorias que hubieran permanecido imperceptibles u ocultas si continuaran usando exclusivamente los métodos
tradicionales.
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