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Resumen

Este trabajo se ocupard de la formulaciéon de una teoria cuéntica de campos
disipativa por medio de un campo escalar hiper-complejo en un anillo hiper-complejo,
considerando el enfoque de la duplicacion de campos para modelar el sistema de

interés y el entorno.

Esta tesis estd basada en el trabajo ”. En dicha referencia, la formulacion se
desarrolla para los sistemas disipativos usando el formalismo hiperbdlico, en este
trabajo se generaliza esta formulacion, incorporando sistemas cargados, por lo que los
campos ahora son complejos, pudiendo asi, incorporar el formalismo hiper-complejo.
Siguiendo esta referencia, en esta tesis se muestra que la presencia de las rotaciones
hiperbdlicas se revelan como una simetria interna para la dinamica disipativa. Se
identifica un potencial quimico asociado a una carga hiper-compleja, obtenida por el
teorema de Noether, dando lugar a la construcciéon de una funciéon de gran particion.
Por tltimo, se evalta la evolucion del estado del vacio y da como resultado un estado

de modos entrelazados.

OR. Cartas-Fuentevilla, J. Berra-Montiel, and O. Meza-Aldama. Hyperbolic ring based formulation for thermo
field dynamics, quantum dissipation, entanglement, and holography. The European Physical Journal C. Vol 80, 603
(2020).
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Introduccion

A nivel microscopico, el entrelazamiento cuantico ha sido demostrado en sistemas
que involucran fotones, electrones, iones, etc. Sin embargo, a nivel macroscopico el
entrelazamiento es sensible a perturbaciones ambientales, este fenémeno se ha inferi-
do por medio de diversos experimentos que involucran objetos a escala macroscopica
[1]. Ademas, se ha demostrado experimentalmente que la disipacion genera entrelaza-
miento entre dos objetos macroscopicos [2|. La dinamica disipativa es intrinsecamente
estable bajo perturbaciones, estabilizando el entrelazamiento, en contraste con otros
sistemas que estan basados en una evolucién coherente, los cuales siempre son sus-

ceptibles a sufrir decoherencia.

Las teorfas de campos que incluyan efectos disipativos son de interés en fisica de
altas energias; por ejemplo, las técnicas de temperatura finita son necesarias para
estimar los coeficientes de transporte del plasma quark-gluén, y las técnicas hologra-
ficas permiten obtener resultados sobre la viscosidad, en una version stuper-simétrica
del plasma de Yang-Mills [3]. Ademas, el movimiento browniano de un quark pe-
sado ha sido estudiado desde diferentes puntos de vista: desde los agujeros negros
hologréficos [4], el esquema holografico de Schwinger-Keldysh [5] y la dindmica del
campo térmico [6]; los resultados sugieren que los efectos disipativos generados por
la emisién de cuantos gludnicos son relevantes en la dindmica de los quarks, incluso

a temperatura cero, en consistencia con las conclusiones obtenidas en |7].

Aunque estos temas de altas energias son de mi interés, en esta tesis de maestria
solo trabajaremos en un lado de la correspondencia hologréfica, es decir, solo en la

formulacién de una teoria clasica y cuéntica de la disipacién, involucrando solamen-



te campos escalares definidos sobre un anillo hiper-complejo; dichas formulaciones
tienen un interés por si mismas dentro de la fisica moderna. A continuacion descri-

biremos algunos ejemplos de interés.

El entrelazamiento dinamico generado por la disipacion se ha estudiado en el
contexto de la correspondencia ADS/CFT [8]; la correspondencia holografica rela-
ciona las cantidades geométricas con la informacién proveniente de la teoria cuantica
de campos; ademés de que propone la conjetura de que un sistema gravitatorio es
equivalente a una teoria cuantica de campos fuertemente acoplada sin gravedad. En
esta referencia, las formulas de Ryu-Takayanagi para el area de una superficie mi-
nima en una geometria holografica, se utilizan para estudiar el entrelazamiento de
los grados de libertad de las teorias de campo conformal disipativa; la corresponden-
cia holografica sugiere entonces un protocolo de teletransportacion que intercambia
informacion cuantica entre las dos teorias de campos conformes en los limites de la
geometria dual; dicho protocolo es similar al mecanismo que hace que un agujero de

gusano sea transitable [9, 10].

Por otro lado, algunos sistemas de materia condensada de baja dimensién exhi-
ben disipacion, y se debe explorar una interpretacion holografica dentro de la duali-
dad gravedad/materia condensada, siguiendo las lineas descritas anteriormente; por
ejemplo, en la dinamica de una impureza puntual en un condensado de Bose-Einstein
a temperatura cero, la disipacion se genera por la emision de excitaciones elemen-
tales, como los fonoénes [11]; un mecanismo similar funciona en la disipacion de la
turbulencia cuéantica en el superfluido *He [12]. Ademas, en los sistemas de electro-
nes, la decoherencia intrinseca (disipacion) puede ser causada por interacciones de
tipo electron-fonon, electron-electrén y por impurezas magnéticas. Se ha disenado
un conjunto de experimentos con alambres de oro para comprender la dependencia

funcional del tiempo de coherencia de fase de la temperatura [13].



Capitulo 1

Los ntmeros hiperboélicos

El sistema de niimeros reales se puede extender en tres formas; sea un nimero
arbitrario x 4+ By, donde “B” es una unidad compleja, ésta puede tomar el valor de
alguna de las tres unidades complejas posibles: parabdlica con 82 = 0, eliptica con
32 = —1 o hiperbélica con 82 = 1, ésta tltima es la méas relevante y fundamental
para el desarrollo de este trabajo. También se pueden construir mas extensiones no

conmutativas y conmutativas que relacionen a mas de una unidad compleja, ver [14].

De la misma manera en que los nimeros complejos (o elipticos) estan asociados
con la geometria euclidiana, los otros dos sistemas de ntimeros hiper-complejos bidi-
mensionales (parabolicos e hiperbolicos) también pueden asociarse con geometrias de
relevancia fisica, los nimeros parabolicos se pueden asociar con el grupo de Galileo
y los ntimeros hiperbdlicos con el grupo de relatividad especial de Lorentz 15, 16].
Dichos ntimeros sirven no solo para poner a la geometria lorentziana de forma similar
con la geometria euclidiana, sino que, existen diversas aplicaciones de los nimeros
hiperbolicos. En 1986, Fjelstad [17] presenté una aplicacion de estos ntumeros para
interpretar los fenomenos superluminales; Reany [18] también los aplicé pero en las
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden; Kunstatter los ha aplicado a la
relatividad general [17, 19-25]. Ademés, varios autores han proporcionado extensio-
nes a un espacio n-dimensional [26-28], incluido un anélisis de transformaciones de
Fourier hiperbolicas [29]. Band [30], obtuvo los resultados matemaéticos esenciales de

Fjelstad a partir de dos postulados simples [31]. A pesar de la diversidad de aplicacio-
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nes de los nimeros hiperboélicos que se encuentran en la literatura, la mayoria de los
matemaéticos y fisicos no conocen las matemaéticas implicitas y por tanto, tampoco
las posibilidades que estos ntmeros abren para obtener mas aplicaciones a diferencia
de los niimeros complejos ordinarios. Existe toda una serie de teoremas fundamen-

tales para este sistema de niimeros, los cuales no seran mencionados en este trabajo.

En este capitulo se revisaran algunas caracteristicas geométricas y propiedades
bésicas de los niimeros hiperbodlicos, las cuales seran las herramientas base para
el desarrollo y entendimiento de los capitulos posteriores. Ademas, se incluye la
definicién de un anillo algebraico, ya que los niimeros hiperbélicos cumplen todas las
propiedades que definen a un anillo, por otro lado, dicho anillo surgira naturalmente
cuando se construya un lagrangiano con disipaciéon dado en términos de un campo

hiperbélico puro.

1.1. Numeros hiperbdlicos

Los ntimeros hiperboélicos P = R[j] (también llamados nimeros dobles, espacio-
temporales y a veces ntimeros complejos divididos) son los niimeros reales extendidos
para incluir a la unidad compleja j, de la misma manera que los nimeros complejos
C = R]i] son los numeros reales extendidos que incluyen al elemento complejo i. Este

sistema esta definido por,
{U}:l'—i-jy, j2:17 j:_j; xayER}' (11)

El 4lgebra definida por (1.1) se denotara con el simbolo P y la letra w seré reservada

para elementos en P.



Ahora, dados dos ntimeros hiperbélicos wy = x1 + jy1 'y ws = Xy + jys, se

pueden realizar las operaciones bésicas:
Suma : w1 + W = (9(:1 + $2> +](y1 + y2>, (12)

multiplicacion :  wy - wy = (x122 + Y1Y2) + J(T211 + T1Y2). (1.3)

Esta multiplicacion es conmutativa, asociativa y se distribuye sobre la suma.

1.2. Conjugacién e inversion

Un interés primordial es saber que elementos de P tienen inversos. Para esto, se
introduce el concepto de conjugacion que, al igual que para los nimeros complejos,

se puede definir la nocién de complejo conjugado para los niimeros hiperbdlicos.

Dado cualquier nimero hiperbdlico w = x + jy, el conjugado de w, escrito como
w, se define por:

con j = —j. Esto tiene las siguientes implicaciones; para cualquier wq,ws € P, se

tiene:
wy + Wy = Wy + Wo,

w1 - Wo

(w

" Wp y

I
= g

~—

También se tiene otra propiedad importante, el médulo de un niimero hiperbélico,
que esta dado por:

w-w = |w)? = 2? — 17, (1.5)

notando que w - w es real para cualquier niimero hiperboélico w, aunque a diferencia
del caso complejo usual, éste puede tomar valores negativos. El modulo (1.5) es

invariante bajo rotaciones hiperbolicas w — w e/X, con:

e/X = cosh y + jsinh y, x € R. (1.6)



(donde y es un parametro no compacto). Estas rotaciones se pueden representar por
el componente conectado del grupo de Lie SO(1, 1) que contiene al grupo unidad 1,
con y = 0, y se denota por SOT(1,1).
Por otro lado, se observa que si |w|? no se desvanece, el inverso multiplicativo
dado por: B .
_ w x—Jy
w) = P = 5= il (1.7)

es un inverso bien definido para w; es decir, un ntmero hiperbdlico tiene inverso si
y solo si, su moédulo es distinto de cero, |w]? # 0. Por lo tanto w no tiene inverso, en
general. Ademas, nétese que cualquier nimero hiperbélico w = x 4+ jy con x = +y
es un divisor de cero, es decir, no tienen inverso.

Sea 2 un anillo, entonces, un elemento distinto de cero a € 2 se dice que es un
divisor de cero por la derecha si existe un elemento diferente de cero b € 2, tal que
ba = 0. Los divisores de cero izquierdos se definen de manera similar [32]. En el
caso conmutativo, las nociones de divisores de cero por la derecha y por la izquierda
coinciden y se puede hablar simplemente de divisores de cero. Es decir, mientras C
es un campo, P no es un dominio integral [33], es un anillo abeliano [34|. Cuando
se tienen los casos en que x = +y, estos definen dos lineas isotropicas que separan
los cuadrantes del plano hiperbélico fig.(1.1), que a su vez también definen una base
idempotente. La definiciéon y propiedades de un anillo algebraico serdn dadas con

maés detalle.

1.3. Geometria asociada con los nimeros hiperboéli-

COS

Asi como C describe la geometria del plano euclidiano R?, P describe la geometria

del plano de Minkowsky bi-dimensional [35, 36]. El conjunto de puntos:
{w:|w]*=d"}, (1.8)

es una hipérbola para cada valor de a distinto de cero. Esta hipérbola tiene ramas

que pasan por los puntos (a,0) y (—a,0). Si a = 1, se tiene una hipérbola unitaria.
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El conjugado de esta hipérbola esta dado por:
{w:|w]* =—-d}, (1.9)

donde sus ramas pasan por los puntos (0,a) y (0,—a). Ademaés, la hipérbola y su
conjugada estan separadas por dos asintotas diagonales que forman un conjunto de

elementos nulos, separando los cuadrantes del plano hiperbélico, este conjunto es:
{w:|w]*=0}. (1.10)

Estas dos lineas son perpendiculares en R? y tienen pendientes +1.

N

/
Figura 1.1: Hipérbolas: unitaria con ||z|| = 1, conjugada con ||z|| = —1 y asintotas con
|z =0

Asi que los divisores de cero en P acttian como limites naturales entre los cuadran-
tes del plano hiperbolico. El plano hiperbolico a menudo se considera una proyeccion
bidimensional del espacio-tiempo en cuatro dimensiones. Para un ntmero hiperbélico

w = x + Jy, se tiene que:
» Si|z] > |y|, entonces w es un nimero temporal.
» Si |z| < |y|, entonces w es un nimero espacial.
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» Si |z| = |y|, entonces w es un namero luz.

Mas informacion sobre los niimeros hiperbdlicos como: transformaciones polares hi-
perbolicas, rotaciones hiperbdlicas como transformaciones de Lorentz, el angulo hi-
perbolico estan detalladas en [37], algebra hiperbolica [38], geodésicas hiperbdlicas,

longitud de arco hiperbolico, volumen hiperbolico, entre otras, se encuentran en [39].

1.4. Anillo algebraico

Un anillo 2R es un conjunto no vacio con dos operaciones internas que cumplen con
ciertas propiedades [40], estas operaciones son la suma y la multiplicacion, denotadas
por (a +b) y (ab) respectivamente. Se requiere que R sea un grupo abeliano con
respecto a (a+), con el elemento identidad designado como (0) y el opuesto denotado
por (—a). Para la multiplicacion, R es un semi grupo conmutativo, de modo que el
elemento identidad y los inversos no estan necesariamente presentes. Entonces R se

llama anillo si se cumplen los siguientes axiomas:
. (a+b)+c=a+ (b+a), la suma es asociativa.
2. a+b=>b+ a, la suma es conmutativa.
3. Hay un elemento 0 tal que (a +0 = a), Ya € R.
4. Para cada a € R existe un elemento —a tal que (a — a) = a+ (—a) = 0.
5. (ab)c = a(be), la multiplicacion es asociativa.

6. Estas leyes estan vinculadas por las leyes distributivas:
(Va,b,c € R), (a+b)c=ac+bc y cla+b)=ca+ ch.

Cuando fR tiene una identidad multiplicativa, se dice que R es un anillo con 1 o
un anillo con una identidad. Cuando la multiplicaciéon es conmutativa se dice que
R es un anillo conmutativo. El elemento de identidad aditivo 0 se denomina cero
del anillo. En un anillo es posible tener ab = 0 con a # 0 y b # 0. Estos elementos
se denominan divisores de cero. Un anillo conmutativo con 1 que no tiene divisores

de cero se llama dominio integral [41]. Si el anillo R tiene un 1 y a € R es tal que
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existe b € R con ab = 1 = ba, entonces se dice que b es un inverso de a en R. Si
todo elemento distinto de cero del anillo conmutativo SR con un 1 tiene un inverso,

entonces se dice que (R es un campo, por lo que R es un campo si:
= R es un grupo abeliano aditivo,
= R\ {0} es un grupo abeliano multiplicativo,
= las leyes distributivas se mantienen.

El anillo no-conmutativo Mat,, ., (R) de nxn matrices sobre R tiene divisores de cero
(para n > 1). Los sistemas numéricos Q, R, C, son campos. El sistema numérico Z
es un dominio integral que no es un campo. El anillo Z,, de nimeros enteros modulo

n, es un dominio integral (de hecho, un campo) si y solo si n es primo [42].

1.5.  Anillo conmutativo hiperboélico

Espacios vectoriales pueden ser definidos sobre el anillo conmutativo de los niime-
ros hiperbodlicos £ € P. Esto puede ser visto como extension de los nimeros complejos

[38] y se define por :
H={¢=0+jslo,s € C} = {z + iy + j(u+v)|z,y,u,v € R} (1.11)
al igual que P, H también es un anillo conmutativo. Sea £ un niimero hiper-complejo,
E=x+iwy+jutigv, Eel: (1.12)

donde la unidad compleja ¢ y la unidad hiperbdlica j tienen las propiedades:

Ademés i = —i, j = —j, ij = ji y ij = ij. Por lo tanto, la conjugacion de ¢ queda
como:

E=x — iy — ju+ijv. (1.13)
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Con respecto a la conjugacion de Clifford [9], el cuadrado del nimero hiper-complejo
esta dado por:
€ =2+ y* —u? —v* + 2ij(zv — yu), (1.14)

es decir, en general, la conjugaciéon de un nimero hiper-complejo no es un ntamero
real. La expresion (1.14) es invariante bajo las rotaciones en el plano representadas
por el grupo de Lie U(1), y también es invariante bajo rotaciones hiperbolicas dadas

en (1.6), el cual corresponde al grupo SO(1,1).

A diferencia de los ntimeros complejos habituales con sus bases idempotentes ' 0

y 1, el anillo H posee las siguientes bases idempotentes
1 : +\" +
Tt =51 +14), (JH) " =J
1 (1.15)
J‘:é(l—j), (J)'=J, n=1,23..;

las cuales se eliminan entre si:

JtJ=0. (1.16)

Esta propiedad puede ser vista como una propiedad de ortogonalidad entre las bases.

La unidad hiperbdlica j es absorbida por estas bases
jJt=Jt, I =—J". (1.17)

Usando a estas bases, las rotaciones hiperbolicas (1.6) se pueden expresar en términos

de la combinacion de (J*, J7), esto implica:

!X = JteX 4 I, ¢l X=JeX 4 gt (1.18)
cantidades que tienen esta forma, tendran la norma definida positivamente, ya que
el x ’

+ —
el X el TX = X

1Se dice que un elemento e de un anillo 2 es idempotente si €2 = e. Dos idempotentes e y f, se

llaman ortogonales si ef = fe = 0. El cero y la identidad de cualquier anillo son idempotentes. Sin
embargo, pueden existir muchos otros elementos idempotentes [32].
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\/]e? x| = e,

asi que, las expresiones de la ecuacion (1.18) son inversas entre si. Por otro lado,
la expansiéon en serie de la expresion eX va a ser necesaria, esta puede obtenerse

considerando la expansion usual para una funcion real, primero para el término

n! nl
n=0 n=1

R AR T AR A YRS T A
n:ln!

(1.19)

n

Iy e X" e X X"
el X=J 2%5+J =J +J 4+ EH_HJ 25,
n= n= n=

donde se han sumado las expresiones (1.15). Ya que esta series estan construidas
para n > 1, estan bien definidas cuando x corresponde a un operador, mas adelante,

la descripcion de los estados entrelazados va a requerir este tipo de expansiones.

Retomando las bases idempotentes, estas funcionan como proyectores en el anillo

H; entonces, para cualquier elemento del anillo p = p; + ips + jp3 + 174, se tiene:

JTp=J"[pr+ps+i(pa+ pa)],

_ B ) (1.20)
J7p=J"[p1 = ps+i(p2— pa)l.

Notando que las expresiones en (1.20) ayudan a factorizar cualquier elemento del ani-
llo como producto de un ntimero hiperbélico puro y un ntimero complejo puro usual.
Finalmente, si se suman estas proyecciones, el resultado sera un ntimero completo,
es decir,

Jtp+J p=p. (1.21)

Por lo tanto, cualquier niimero hiper-complejo puede descomponerse en las bases
(J*,J7), con ntimeros complejos convencionales como componentes. Esto es la des-

composicion espectral de un elemento de H.
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Capitulo 2
Lagrangiano disipativo

El punto de partida para estudiar un sistema abierto es la formulaciéon de campos
térmicos que duplica el nimero de grados de libertad, representados por un campo
¢ (que vive en un espacio compacto = € R?) para el sistema de interés (A), y un
segundo campo 1 que representa el bano térmico o entorno (B). Al ubicarse en
el marco del campo ¢, se observa que existe un proceso disipativo que puede ser

representado por una ecuacion de movimiento [8]:
(0F = V)¢ +7010 = 0. (2.1)

La ecuaciéon correspondiente para 1) es similar a la ecuacion para ¢, pero difiere en

un cambio de signo en el término disipativo:
(07 = V)¢ — 70 = 0; (2.2)

donde v representa a la disipacién. Esta tltima expresion dice que el campo 1) es
una copia idéntica del campo fisico ¢ pero que evolucionara con la direccién del
tiempo invertida. El comportamiento disipativo que ocurre en el sistema de interés
esta determinado por la interacciéon entre ¢ y ¢.

En este capitulo se obtendra un lagrangiano dado en términos de cuatro campos
escalares, generalizando al lagrangiano dado en [43]. También se mostrara la solucion
a la ecuacion de movimiento del sistema de interés, asi como las implicaciones del

formalismo lagrangiano y hamiltoniano.
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2.1. Lagrangiano disipativo

Se tiene un lagrangiano, el cual reproduce la ecuaciéon de movimiento (2.1):

L= / Az p[(02 — V2)) + 101 (2.3)

si el lagrangiano (2.3) es integrado por partes y se ignoran términos de frontera, se

obtiene:

£~ [ s 0,000+ L(60w - va0)) (2.4

A partir de este lagrangiano se obtendran las ecuaciones de movimiento para el
campo fisico dado por la ecuacion (2.1), asi como para el entorno dado por (2.2); estas
ecuaciones se obtienen al hacer la variaciéon con respecto a ¢ y ¢, respectivamente.
Luego, con la definicion:

_otvy U — u; (2.5)

V2 2

el lagrangiano (2.4) puede reescribirse como:

)

L(D,T) = % / dz? {(aucp)? — (0, 0)2 + (VD — qnif)] . (2.6)

® y ¥ son campos reales, el punto sobre estos campos representa una derivada tem-
poral. Este lagrangiano corresponde a la ecuacion (10) en la referencia [43|. Siguiendo

a [43], donde se define el siguiente campo hiperbolico,
Q=+, (2.7)

se pueden construir objetos invariantes tanto bajo rotaciones hiperbolicas globales,

asi como bajo transformaciones de tipo PT, es decir:

0,00 - 0"Q = (9,9)* — (9,¥)*, SO(1,d—1), SO(1,1),
. . . (2.8)
%[jQQch.c.] =Vd — VU, SO(1,1).
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Cuando se introduce disipacion, aparece un problema, la ruptura de la covarianza
de Lorentz. La disipacion es un proceso tipico que rompe la invariancia en los boost;
ademas, ya que la disipacion define una "flecha del tiempo", en un proceso disipativo

hay un marco natural preferido, el del bano termal.

Usando a las expresiones en (2.8), el lagrangiano dado en (2.6), se reescribe como

un invariante bajo SO(1,1), en donde se agregara el término de masa:

£(0,Q) = % / 4 [, 00+ (00 + ) — m*(0)] (2.9)

El lagrangiano (2.9) esté construido con un campo hiperbdlico puro 2 que esté dado
en (2.7); éste se generalizard al introducir campos complejos usuales, obteniendo
dos campos complejos (cargados) interactuando por disipacion, ampliando el caso
anterior donde se tenian campos escalares neutros (reales), también interactuando
por disipacion,

Q= ¢ +ige, W =1+ iy, (2.10)

donde ¢1, ¢, 11,15 € R. Ya que el campo €2 se ha generalizado a cuatro componentes,
surge la presencia de una simetria adicional. Para visualizarla, se observan a los
objetos que constituyen al lagrangiano dado en (2.9) pero en términos de las cuatro

componentes:

0,2 0" = (04 61)” + (0 62)* — (04 1)* — (D ¥2)?
+ 205 (O 1 Oy tha — By 2 0,11,

%[jQQ—l—c.c} = (¢2¢2+¢1¢1—¢2¢2—¢1¢1)
+U(¢1¢2+¢2€Z‘51—¢2¢1—¢1¢32) (Y

Q0 = (PO — V) + j (VD — V)
= (67 + ¢5 — U7 — 3) + 2ij (patd1 — dotn).

En esta formulacion no habra una teoria de campo libre, necesariamente las

interacciones estan presentes en el modelo mas simple, esto es porque se tiene la
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cantidad invariante mas sencilla que se puede construir en H, es decir, la norma vy,
como se observa, los elementos anteriores tienen esta forma, dada en (1.14). Entonces,
cuando se tiene al lagrangiano construido de forma hiper-compleja, éste se puede re-
interpretar en términos de las dos variables de campo hiper-complexificadas (€2, Q)
con la norma &£. Por lo que la simetria adicional que surge al generalizar el campo €2
es el grupo U(1) x SO(1,1). Asi que las simetrias son del lagrangiano. Por otro lado,

usando las bases idempotentes dadas en (1.15), el campo (2.7) se expresa como:
Q=JHO+ V) +J (- VU). (2.11)
Ademas, el lagrangiano (2.9) escrito en términos de estos dos campos complejos es,

L(P,V,|P,V) = ;/ {0, 0"® — 0,V "V + j (9,¥ O*® — 0,D O"T)

+%[\I'<i> — BT 4 (@B — VD) + e.d — m2 0D — VT + j(TP — qnif)]} dz?.

(2.12)

En lo siguiente, se obtendran las ecuaciones de movimiento y sus soluciones para el
lagrangiano en (2.9). El lagrangiano (2.12) arroja cuatro ecuaciones de movimiento,
por simplicidad solo se tomarén las ecuaciones de movimiento en términos de (2.
Siempre es posible regresar al lagrangiano original al no tomar en cuenta la parte

hiperbélica y la masa en (2.12).

2.2. Ecuaciéon de movimiento

Poniendo atencion en la accion (2.9), donde las variables dinamicas corresponden
al par (€, ), recordando que el campo 2 esta construido en términos de dos campos
complejos usuales, es decir, (Q,Q) — (®,¥;®, ¥). Al hacer la variacion de (2.9)

respecto a €, se obtiene la ecuacion:
0, 0"Q + jvy 0,2 + m*Q = 0. (2.13)

Similarmente la variacion respecto a 2, arroja el complejo conjugado de (2.13). La
sustitucion de la expresion (2.11) en la ecuacion de movimiento (2.13), entrega la
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descomposiciéon espectral de las ecuaciones de movimiento,

IV [0,0M(® + W) + 0, (P + ) + m*(® + V)]

(2.14)
+ J7[0,0M(® — U) — 70u(® — T) + m*(® — ¥)] = 0.

Donde se hizo uso de las propiedades dadas en (1.17).

2.3. Solucién a la ecuacion de movimiento

La solucién propuesta para la ecuacion de movimiento (2.13), la cual se compone

de una frecuencia puramente imaginaria, asi como de su compleja conjugada es:
((I) + \I/) _ ae[(wl—kiwi)t—ikl-m] + be[(wl—iwi)t—}—ikl-m]‘ (215)

Y de manera similar para (® —W). Al introducir estas soluciones en (2.14), se obtiene

la relacion de dispersion:

2
WP —ky -k + (% — mz) =0, (2.16)
y las frecuencias son:
2
w1 :—% : wizi\/—%jt(kf—i—m?). (2.17)

De la misma manera se obtiene wy y w) para la solucion (¢ — ¢). Por lo que ambas
componentes J y J~ tienen la misma relacion de dispersion. Teniendo en cuenta

que el sistema tiene frecuencias reales, ya que 7y define un corte de IR.

El campo 2 dado en (2.11) puede escribirse como:

O = J—&-e—%t alei(wi—kzl-m) + a2€7i(wifk1-m)} + J—B%t [blei(wgszg-w) + b267i(w§7k2-a:)i| .
(2.18)
Donde se ha utilizado la primera propiedad dada en (1.18).
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2.4. Campos cuanticos y conmutadores de campo

Definiendo w| = wy, y wh = wy,, la combinaciéon de soluciones en términos de las

bases (J*,J~) para el campo € es:

Q(a:,t) = J'f‘e_%t [al ei(wklt—kl'm) + & e—i(wklt—k;l.m):|
. . (2.19)
+J e [61 ci(wrst-kaz) | b e—Z(%t—kz-fc)} ,

donde ay, as, by, by son coeficientes arbitrarios. Por otro lado, se definen los rangos

de los parametros espectrales k, de acuerdo con:
(—00,00) <+ Jt y (—00,00) ¢ J . (2.20)

Asi, la descomposicion espectral del operador de campo se construye a partir de la
solucion (2.18), esto es:

Q(x,t) = N {J* / |1 (o) e elont=Rre) g gf (y) 30 e (o =R) | gy
I (2.21)
—|—J_/ [61 (kg) e%t ei(wk2t—kz-m) + 62 (kg) e%t e—i(kat—kz.m)} dkg} )

— 00
Donde N es un factor de normalizacion. Luego, el conmutador de campo es:

A

Oz, 1), O (2, t)]
= N? / " ik / ) arly {7+ [ellon e )mrm ko] [g) (1)) by (k)]
tellonron)r=krakon] g (k) b (k’)}

+e™ [(wk1+wk2 t—k:la: k'2m |: g ):|

n ei[(wké_wkl)t+k1~m—k2~ ] [ég (k1) ,b2 (kg)}
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Una de las mayores dificultades que aparecen en el estudio de sistemas disipativos en
la mecéanica cuantica que involucran la duplicaciéon de campos, es que las relaciones
de conmutacién candnicas no se mantienen debido a la evoluciéon temporal de la
disipacion [44]. En el conmutador (2.22), dicha evoluciéon temporal se ha eliminado
debido a que e*zt(Jt . J7) = 0, siendo causante de esto la propiedad (1.16) de
la base J*,J~. Ahora, considerando las siguientes reglas de conmutacion para los

operadores de aniquilacién y creacion:

[51,2 (k1) ,b12 (klg)] = p12340 (k1 — k3)

61,2 (K5), AI,2 (k1)| = pr23.40 (k1 — KY)

s (k1) B, ()| = (22
al, (k1) b1 (Kh)| =

donde p;234 son elementos arbitrarios en el anillo que, en general dependen de

(k1, k}); conduciendo al conmutador (2.22) a la forma:

o0

Q(ﬂ% t), Of (', t)] - NQ/ [<P1 + p2) €' K@) 4 (py — p2) e @) dk

=47 N?§ (2’ — ) p.
(2.24)
De la expresion (2.9), se obtienen los momentos canonicos conjugados correspondien-

tes a los campos (€2, Q):

oL -
o = 2= _Q—ﬂQ Mg + jIl,, Il = Il — 411, (2.25)

El operador de momento conjugado es construido a través de esta expresion clasica:
~ 0 ~ ¥ . A.'. ~ .
Mo(x,t) = {J+/ W, { (k2) eFtemi(wpt—kow) _ b, (k2) eitel(“’ﬁt_k?'m)} dks

+J- / Zwkl kl 6 2te l(wklt—k1~$) o 5,2 (kl) 67%t€_i<wk1t_k1'$>:| dkl},
(2.26)
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dando lugar a la construcciéon del conmutador de campo:
To(@,0), 1, (2/,)| =

e [ [ ) {7 [ e )

Tl (ugmem)ermar =kl fgt oy ot )

il (g )i ke + k] (b1 (K3) .l (k)|

i [(wkl +wk/2)t —kya’ — k/gm]

+e _Bg (k53) , a1 (kl)_

| [51 0 ] )] (e (e bt

T oo (k1) by (k)] o (7o)t R ]

t—kyix— kéz’]

[ )
+ [52 (kl) 7131 (k:é)] ei[<wk’2+w’<1)t—k1-m—k'2~fcl]:| } s
(2.27)

que, al usar las reglas de conmutacion (2.23) y, al resolver la integral ? da origen a:
[ﬁg(w,t),ﬁg (:B’,t)] =

N2/ wié |:(p1 o p2) eiké-(m’—m) + (Pl + p2) efiklg-(w’,w)} dk/2 (228)

—00

2
= —47N? (—1 +m2> p28" (' — ).

Notese la presencia del factor cuadratico de la frecuencia, la cual es dependiente de
ki, de acuerdo con (2.17).

2Tomando en cuenta que con f,(z) = ffﬂ k2 e**dk, una secuencia de funciones suaves f,,
converge en el sentido de distribuciones [45] a 2m6"” (z) .
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Para la construcciéon de otro conmutador:
[ﬁ(w,t),ﬁg (a:’,t)} -
e [ [ i [ ) )
=g )immea ke 1) (k1) B} (k)]

+ eii[(w’“lwk’z)t*klm*k/?'ml] [é; (k1) b1 (ké)}

=)ok g gy B )] (29)
st [0 s {5
- [AI (k) , a2 (kl)} (g reny )t Kyw— k]
+ [Bs (k) ] (k)] il (g roomy )+ by
[

— [b2 (Kb) . 42 (k1)) ei[@’fl“"k’z)”ké'm"“'*’”/]] } .

. .« . . ol . . .
Nuevamente la dependencia de los factores disipativos e*2* ha sido eliminada. En
los tratamientos convencionales, el conmutador de campo (el tnico) [, 1], es una

funcién delta de Dirac, sin ninguna senal de la dimension de fondo y de la interaccion.
Al usar los conmutadores dados en (2.23) en la expresion (2.29), esta se reduce,
[ﬁ(wa t)? ﬁQ (wla t):| =
— NZ/ iwké [(Pl +p2) eikg-(m’,w) + (p1 _ p2) efik/g'(w/,m)} deZ
fﬁ + m2 72
. 2 2

Donde Ki(x) es una funcion de Bessel modificada. Esta integral depende solo de la

(2.30)

dimension espacial debido a la presencia de la frecuencia wy, . Para la resolucion de

la integral (2.30) ver el apéndice A.

20



Capitulo 3

Mecanica estadistica

Comunmente se encuentra en la literatura de la mecanica estadistica de sistemas
en equilibrio tres tipos de ensambles, conocidos como el ensamble micro-canénico,
canbnico y gran-canoénico. El ensamble micro-candnico es utilizado para describir
sistemas aislados en los que la energia, su nimero de particulas N y su volumen
V', son fijos. El ensamble canoénico se utiliza para describir sistemas que estan en
contacto con un reservorio térmico o entorno con una temperatura 7'y los sistemas
pueden intercambiar energia con el reservorio, sin embargo, el niimero de particulas
y el volumen siguen siendo fijos. Por tltimo, el ensamble gran-canénico, que describe
sistemas en los que hay un potencial quimico p fijo; ademas, los sistemas pueden
intercambiar particulas y también energia con el reservorio térmico, tanto el volu-
men como la temperatura atn son cantidades fijas. En este capitulo se obtendra el
operador hamiltoniano que como se vera, es independiente de los factores disipativos
ey, que a su vez ayudara a la construccion del operador de evolucién; también se
construiréd el operador de carga y la funcién de particion, esto mediante el uso del

ensamble gran-canoénico.
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3.1. Operador de evolucién temporal y funciéon de

gran particiéon

El hamiltoniano cléasico que se construy6 en [8] se puede reescribir como:

1 . - ? ~
H = 5/ |:HQHQ + 0,020, +]’§ (QHQ - QHQ) - (Vz - m2) QQ} da?, (3.1)

y, como anteriormente, cada término es un invariante de U(1) x SO(1, 1), similar al
lagrangiano calculado en el capitulo previo. Cada término en el hamiltoniano (3.1)
no dependen de los factores disipativos e®*, ya que los términos que contienen esta
dependencia van acompanados por J*J~ = 0. Entonces, el operador hamiltoniano,
en el caso presente, tiene la forma (ver apéndice B),

ﬁ(t'v) =

17/ dzﬁ/ [y, [T+ {80 (k) By (k) )+~ {8l (k) 8] (~5))
e {b2 (—k}) .41 (kl)} +J- {62 (—k}) &l (kl)}] (3:2)
+ H gy {ﬁ {a* (K1), by (—k;)} - {32 (ky), B! (—k;)}

7 {a] (k1) B3 (~H5) |+ {82 (k1) Ba (k) }]} k.

Este operador hamiltoniano tiene la estructura J+{a;s,bi o} + J‘{éb,ﬁb} =
J +{él,2,61,2} + h.c; ademés, es hermitiano. También se han definido las siguientes

funciones complejas:

E (ki kh;yit) = l<w’€1_w""2)tG(k1,kg;Ll,LQ) = (2m)%0 (k1 — Kb)
. 2
(3
Hyyp,, = wiywi, + k1 - Ko + 57 (wk; + wkl) - WZ +m? (3.3)
2

— 1y y

Ademss, se tiene que la funcion G(ky, ky; Ly, Ly) = [e®~k)ddz es esencial-
mente un delta de Dirac al tomar la integracién en todo el espacio, por lo que,
(L1, Ly) — (—00,00), respectivamente; reduciendo el operador hamiltoniano a una
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sola k-integracion. Entonces el operador hamiltoniano (3.2) queda reescrito como,

H(t;y) =

Donde se ha reemplazado (Hyyk,, H_gyr,) — (Hy+, Hy-), respectivamente. La teoria
cuantica de campos hibrida en construccion, es decir, con las dos unidades complejas
17, puede evolucionar de forma unitaria y la disipaciéon sera generada por la diné-
mica de todo el sistema. Un operador de evolucion unitario (en el sentido hibrido),
se puede construir como la exponencial del operador hamiltoniano, utilizando una
combinacion lineal de la unidad hiperboélica y la unidad imaginaria usual, esto es,

eI Ht+iHt _

exp [(i = D)m* ({a1 (k) b(—k)} + {B3(~K), &1 (k)} + (8] (), b1 (~K)} + {8 (k). By (—k)} ) ¢

(=i = 1)mT ™ ({81 (k). BL(~k)} + {Ba(—k), & (k)} + {a2(k), B} (~k)} + {a2(k), ba(~K)}) 1]
(3.5)
Si no se toma en cuenta el complejo conjugado de las soluciones a la ecuacion de
onda en la expresion (2.18), los elementos ag, ég vy b, B; desaparecen y, considerando
solamente a la parte hiperbdlica en la exponencial (3.5), el operador de evolucion
(3.5) se reduce al operador de evolucion de [43], salvo un signo (-) global. Aqui se
uso la propiedad (1.17), ademaés, la integracion y las funciones H's en (3.4) se han

omitido por simplicidad. Obteniendo la descomposicion espectral del operador de

evolucion.
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3.2. Operador de carga, el potencial quimico y la
funcién de gran particiéon
La siguiente ley de conservacion es una implicacion directa de que el lagrangiano
es invariante bajo U(1) x SO(1,1):
0,(Q2 — Q0 + j70Q) + 8, (QW'Q — Q') = 0. (3.6)
Con jo = (QQ — 00 +7709) v j' = (Q0'Q — Q'Q?). Notese que j° tiene el término

adicional 7, con respecto a la expresion habitual de la teoria libre. Asi que la carga

asociada con esta corriente, esta dada por:
Q= /jo d"v = / (QHQ — QHQ) d"z. (3.7)

El momento ha sido definido en la expresion (2.25). En términos de las componentes

reales de los campos, la carga puede toma la forma,
Q= / [i(</52¢1 — 1y + Yty — ¢21/)1) + j(¢1¢1 + 1oy — Prahy — éz%) d"z

y en el limite, cuando ¢ = 1), = 0, se recupera la carga U(1) dada por i(dag —d1¢s).

Luego, el operador de carga es:
. j o[k ~
O (Ly, Lo;t) = _5/ [j {Q Q} —i—c.c] dz, (3.8)
Ly

obteniendo, (ver apéndice C'),

Q (L1, Lait) =



Notese que el operador de carga es anti-hermitiano, debido a que tiene la forma
J [JJF {812,012} + {51,2,6;2}} = Jt {a12,012} — hec.

Entonces se tiene que Qf = —Q; ademas, la carga dada en (3.9) y el hamiltoniano
en (3.4) conmutan, es decir, [7—2,@] = 0 (ver apéndice D), ya que tienen la forma
J*[a,b] + J~[4,b]" como operadores.

3.2.1. Funcién de gran particiéon

Para seguir con el desarrollo de la teoria, especificamente en este punto donde el
objetivo es llegar a la funcién de gran particion, se tiene que introducir el concepto

de temperatura en teoria de campos.

Para visualizar la forma que tiene esta funciéon de gran particiéon se considera un
sistema fisico con un ntamero constante de particulas N, cuyo hamiltoniano no tiene
una dependencia explicita del tiempo. Al ponerse en contacto con un entorno a una
temperatura T' y ademas ha alcanzado el equilibrio, las propiedades termodinamicas
pueden obtenerse a través de las siguientes reglas: a nivel de la mecénica clasica,
cada elemento de volumen en el espacio de fase

dpdq  dpdq

— 1
h 2mh (3.10)

—H(p,q)
estd ocupado con una probabilidad proporcional al factor de Boltzmann e *s7 . La

cantidad kBLT tiene la dimension de una energia inversa y comunmente se denota
por . (A veces se toma a T para medirla en unidades de energia kg por Kelvin en
vez de hacerlo solo por Kelvin, entonces se puede dejar kg en todas las formulas.)
La integral sobre los factores de Boltzmann de todos los elementos que estén en el
espacio fase (como es un volumen fijo V', se suprime el argumento de volumen V' en

todas partes.)

dpd
cha’sica(T> E/%B—H(pﬂI)/kBT, (311)

es llamada la funcion de particion cldsica. Esta contiene toda la informacion clésica

del sistema. Para un sistema hamiltoniano general con un ntmero infinito de grados
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de libertad, la integral del espacio fase es

dpy, dgn
_ 3.12
1;[/ 2h ( )

JPor qué a una expresion que contiene a h se le llama clasica?. Porque h se pue-
de omitir al calcular cualquier promedio termodinamico. En la estadistica clasica se
proporciona un factor de normalizacion irrelevante que hace que Z no tenga dimen-
siones. En la estadistica cuantica, el hamiltoniano se reemplaza por el operador H
y la integral sobre el espacio fase se reemplaza por la traza en el espacio de Hilbert.

Esto conduce a la funcién de particion de la estadistica cuantica
Z(T) = Ty (e 4T = Tr (e H00/0T) (3.13)

donde TT(O) denota la traza del operador O. Si H es un hamiltoniano de Schrédinger
con N particulas, este es un ensamble canonico. En breve se dard la funciéon de

particion para el ensamble de interés.

Para sistemas que contienen una gran cantidad de particulas, se puede reemplazar
la restriccion inconveniente de un ntmero fijo de particulas por su potencial quimico
(4 y nimero promedio de particulas. En el ensamble gran-canénico, el sistema puede
intercambiar tanto elementos constituyentes como energia con el entorno (o depositos
de particulas) descrito por su potencial quimico (suponiendo en general que hay
varias especies de elementos presentes). Es decir, las energias de un solo elemento
se miden en relaciéon con su potencial quimico H — H — ) 11sN,. En este caso, la
funcién de particion en lugar de ser una funcién del nimero de particulas, es una

funcion de la temperatura y de los potenciales quimicos de la especie en cuestion
ZG’ran—Cano’nico(Ta ,u) =Tr <6_(ﬁ_uN)/kBT) 5 (314)

donde N es el operador que cuenta el nimero de particulas en cada estado del
conjunto. Para los sistemas de particulas donde no se conserva el niimero total de
elementos, es decir, donde el operador hamiltoniano y el nimero total no conmutan,
como los fonones y los fotones, el potencial quimico se desvanece y se emplea el

ensamble canoénico. Para la representacion integral de la funciéon de gran particion,
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es decir, para sistemas con simetrias continuas, se puede expresar a Z como una
integral sobre campos y sus momentos conjugados [46]. Para hacer esta conexion,
se realiza el cambio a una variable temporal imaginaria, 7 = it. Trabajando con la

parte real e imaginara, en el sentido hiperbolico del campo,
Q=+ ,5U. (3.15)

Ademas, como el sistema admite una carga conservada, se hace el reemplazo H —
H — pN, donde N es una densidad de carga conservada. Asi que la funcion de gran

particion, dada en cuatro dimensiones esta dada por [46-48]:
Z = / DII4DIT, / DODY - U5 drJ a(ille 52 iy 57 (e [y 0 ) 41°) } (3 16)

donde se ha usado la corriente de Noether conservada j*, dada en las ecuaciones
(3.6) y (3.7). Los IT's representan los momentos canénicos conjugados de los campos
® y U, ademéas, H es la densidad hamiltoniana dada en (3.1). Ahora, al realizar la
integracion sobre los momentos candnicos conjugados, esta ultima expresion de Z

queda,

7 = /D@Dq/-exp [i/d% (—2 ((g—f) —z’v\I/>2+2 ((%) —m@)z

—(V®)? + (V¥)? + %2@2 - %2\112 —m? (®* - 0?%) )|,
(3.17)
donde v = —p + 7, es el ajuste del potencial quimico debido a la disipacion. Para la
funcién de gran particiéon de un campo complejo libre, se sabe que al elegir un valor
adecuado para el potencial quimico conduce a una condensaciéon de Bose-Einstein,
por lo que es valido preguntarse si esto también es cierto para la funcién de gran

particion presente [46, 47, 49].
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En términos de los cuatro campos, ® = ¢ +i¢o y ¥ = ¢); + 179, e identificando
la parte real y la parte imaginaria, se tiene:

2 2 2 2
7 = /D(¢1 + i) D(h1 + i1p2) -exp{i/d% l—Q ((%qi1> — (6(;?) — <881Z:> + (?;f) )
0 0 0 0
2 (52— 052 e Gt =GR ) (e = v o =) = (00 + (V)
2
+ (Vo) = (V-4h)* + (78 —mz) (61 — 03 — 07 —v3) +2i [2 <8¢1> <8¢2) —9 (8%) <8¢2>

o )or ) 2o ) Uar
2 (5 0n G G S ) 2 (G 610n) — (T (V- n) 4 (70T )

+ <§ - m2> (¢102 — 772111/)2)” } ;
(3.18)

que al hacer cero a la parte imaginaria de los campos ® y U, es decir, g2 = ¥y = 0, la
expresion (3.18) se reduce a la funcion de gran particion dada en [43]. Esta bien establecido
que cuando una particula interactiia con un campo, esta se “viste” desde el punto de vista
de la teoria cuantica de campos. Asi que, la interaccién con el campo se absorbe como una

masa efectiva de la particula vestida y parece una particula libre [50].
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Capitulo 4
Estados entrelazados

En la mecanica clésica, dos (0 mas) sistemas que no interactian, que no ejercen
ningun tipo de fuerza entre si, estan completamente separados, es decir, los expe-
rimentos que se realicen localmente en uno de ellos no pueden influir de ninguna
manera en los experimentos realizados localmente en el otro. Por otro lado, en la
mecanica cuantica si se admite que puede haber una forma de correlacién incluso en
ausencia de interaccion fisica. Este tipo de correlacién recibe en nombre de entrela-
zamiento. El entrelazamiento significa no factorizabilidad del vector de estado que

describe un sistema con al menos dos grados de libertad diferentes [51].

Existe una representacion indicada para establecer comparaciones entre las teo-
rias cuéntica y clasica, que es la representacion de estados coherentes, esto es, estados
con la minima incertidumbre permitida por el principio de indeterminaciéon de Hei-
senberg, que al evolucionar a lo largo de la trayectoria clasica no se deforma con
el paso del tiempo. Estos estados pueden definirse matematicamente y generalizarse
para cualquier sistema cuantico a partir de las propiedades de su grupo dindmico
asociado [52]. Es posible definir diferentes medidas del entrelazamiento de un siste-
ma. El entrelazamiento puede ser cuantificado, para esto pueden utilizarse diversos
cuantificadores, entropias, por ejemplo. Sin embargo, una verdadera medida debe-
ria estar motivada por alguna razon fisica, es decir, la cantidad de entrelazamiento
tendria que cuantificar, de alguna forma, una magnitud que pueda relacionarse con

otras magnitudes fisicas.
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Hasta la fecha, los experimentos que investigan las superposiciones cuénticas y
el entrelazamiento se ven obstaculizados por la decoherencia. Un sistema cuéntico
mantendria la coherencia si estuviera perfectamente aislado, pero seria imposible
manipularlo e investigarlo; si el aislamiento no es perfecto, en una medicién, por
ejemplo, la coherencia se compartiria con el entorno y pareceria que se pierde con
el tiempo, este proceso es llamado decoherencia cudntica. La decoherencia se puede
ver como la perdida de informacion de un sistema con el entorno (frecuentemente
modelado como un bafio térmico) [53|, ya que cada sistema estda acoplado con el
estado energético de su entorno. Al ver esto de una forma aislada, resulta que la
dindmica del sistema no es unitaria (pero el sistema y el entorno juntos, evolucionan
de forma unitaria) [54], por lo que la dindmica del sistema por si sola es irreversible.
Como ocurre con cualquier acoplamiento, se genera entrelazamiento entre el sistema

y el entorno.

En este capitulo el estado de vacio y los valores de expectaciéon de vacio para
las observables cuanticas como el hamiltoniano y la carga son obtenidos. Concluyen-
do con el estado de vacio evolucionado construido como dos estados de dos modos

entrelazados.

4.1. El vacio como un estado coherente

El vacio va a ser definido como un estado coherente para los siguientes operadores

que involucran al menos un operador de aniquilacion [14],

Tt {a1(k),bu(k2) }[0) = TFAL[0), T {aa(ka),ba(ka) } [0) = TN [0),  (4.1)
Tt {a1a(k1), b1 5 (ko) } 0) = TFA10), T {a]o(k1),Braka) } 0) = TF A0, (4.2)

para todo ki,ks y Aj_4 son elementos del anillo P; por lo que, para estas com-
binaciones cuadraticas de operadores, el vacio es un estado propio, pudiendo asi
determinar la accion de las proyecciones J™~ de las observables sobre el vacio. Con
esta definicion de vacio la accién de observables como el hamiltoniano y operador
de carga estan bien definidas. Por otro lado, la acciéon de la proyeccion de J~ de las
observables sobre el estado de vacio, genera un estado simetrizado en los operadores
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de creacion,

J~ (@1 k1), 51 (k2) Y 10) = 7~ (k1)B] (k2) 0) + J 5] (k2)a] (k1) [0) W)
(lak’l’ bkz +| bk, , ak:1>)7 '
T~ {aa(k1), ba(k2) } 10) = T~ (Pag, 2 br,) + Pbry 2ar,)) ; (4.4)

la notacion para los estados excitados dada en (4.3), dice que el primer estado con-
tiene un bosén b con momento ky y un bosén a con momento kq, de manera similar
para (4.4); dado que los operadores ai y bi no conmutan, los bosones a y los boso-
nes b son distinguibles, asi, los dos estados superpuestos en la expresion (4.3) son
distinguibles, similarmente para la expresion en (4.4). Tomando en cuenta que en los

estados simetrizados (4.3) y (4.4), los bosones pueden ser intercambiados.

Para obtener los valores de expectacion del vacio correspondientes al hamiltoniano
y al operador de carga, respectivamente, donde son utilizadas las expresiones dadas
n (4.1) y (4.2), obteniendo

O[L[0) = imN2 (|0(J+ A1 + c.c. + A +c.c.)yo>/ Hyr di

+irN? (0] (J*Ag + c.c. + T T Ao + c.c.) |0) / Hy.- dk,

(0|Q|0) = N2 (0| (J*A —ce.+ Tt A3 —ce
00 (4.6)
+J A —ce.+ T A —cc) ]O)/ Q. dk.
Las posibles divergencias de estos valores de expectacion pueden ser controladas al

fijar \y_4 = 0. Ahora, al considerar

A1 = A1+ JA, A2 = A1 + J A, (4.7)
A3 = Ay + JAvr, A1 = Avir + JAvirr (4.8)

se tiene,
J+)\1 +c.c. = )\I + )\II; J+/\1 — C.C. = j()\]: + )\II); (49)
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similarmente para las deméas \'s. La condiciéon A\; = — ;7 y, de manera similar con el
resto de \'s, conduce a la desaparicion de estos valores de expectacion del vacio, esto
corresponde al caso en que A\, ~ J~ y, por lo tanto, a una solucién que desaparece

para el valor propio con la forma J*(J~A;_4) = 0 en las expresiones (4.1) y (4.2).

Por otro lado, ademas de controlar las divergencias de los valores de expectaciéon
cuando \'s son cero, esto también causa que no exista evolucion, por lo tanto, para
que el vacio pueda evolucionar, se requiere encender al menos una A para cada

término en los valores de expectacion, por lo que se considera \; y Ao # 0, entonces,

(O[I0) = 7N (0]0) (J A + c.c.) / Hy- di

o (4.10)
+imN?(0[0) (J* s + c.c.) / Hy- dk
(01Q[0) = 27 N2 (0]0) [(JFt A1 — c.c.) + (JF A — c.c)] /_00 wy dk. (4.11)

4.2. Estados entrelazados

Al considerar las definiciones del vacio en (4.1) y (4.2), la accion del operador de
evolucion en su forma (3.5), conduce a dos estados de dos modos entrelazados,

0(t)) =P+t o) =
exp [(z’ - 1)wN2J+tA1/ Hy+ dk + (=i — 1)wN2J*t/ Hp+ dk{é}(k),ﬁj(—k)}

(i — 1)wN2J+tA2/ Hy- dk + (i — 1)7TN2J’t/ H,- dk {a;(k),sf(k)}] 10) .
- - (4.12)
Este estado representa un estado normalizado para cualquier ¢ siempre que el vacio

original esté normalizado,
(O(1)]0(t)) = (0] URIHHD . GREHD 0y — (p|0) . (4.13)
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También, el estado evoluciona siempre alineado con el estado de vacio original,

(0]0(t)) = exp [tN27r ((/\I + A1) /: Hy+ dk + (Arrr + Arv) /O; Hy,- dkﬂ
~ {cos (tN27r ((/\1 + A1) /O; Hy+ dk + (A1 + Av) /Z Hy,- dk:)> (4.14)
+ isin (tN27T <(>\1 + A1) /Z Hy+ dk + (A1 + Arv) /Z Hy,- dk>)] .

La exponencial real en (4.14) es la que gobierna, ya que la exponencial imaginaria
esta acotada. Enfocando la atenciéon sobre la exponencial real y considerando que

A1 = A1 ¥ Av = A1, se tiene,

exp l—t <N27r(/\1 + A1) /_oo (Hy+ + Hy-) dk)] :

o0

La integral diverge, por lo que la dependencia esté en las \'s, teniendo los casos:
1. Si A\ = — A1, la exponencial es 1.
2. Si A1 + A > 0, se tiene que cuando t — 0o, la exponencial tiende a cero.
3. Si A\t + A < 0, se tiene que cuando t — 0o, la exponencial tiende a infinito.

Entonces, la expresion (4.14) es diferente de cero cuando se tienen los casos 1y 3. El

caso restante conduce a la evolucion temporal fuera del espacio original de estados,
lim exp (=t XxI'x) = 0.
t—o0

Esto es lo que sucede en la mecénica cuantica donde solo se consideran sistemas
con un nimero finito de grados de libertad. En el limite de un volumen infinito se
tienen infinitas representaciones unitariamente desiguales. Por otro lado, también se
puede considerar el limite V' — oo, usando la relacion de limite continuo habitual
Sr — (V/(27)3) [ dPk, en el limite de un volumen infinito se tiene (para [ dkT
finito y positivo),

(0[0()) Vo 0, vt

La desigualdad unitaria expresada por la ecuacion anterior, significa que en el limite
de volumen infinito, el estado |0(¢)), no se puede expresar en términos del estado
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|0). Teniendo la transicion a la fisica no perturbativa. La desigualdad unitaria entre
|0(t)) v |0) surge, ya que se desprecian las contribuciones del orden de (1/V)y_o0.
Estas contribuciones infrarrojas (o (1/V)y o) estan necesariamente ausentes debido
a la "localidad"de cualquier observacion de laboratorio, donde el volumen V' siem-
pre se puede considerar extremadamente grande (infinito) con respecto a la finitud
de la region espacial cubierta por las observaciones. Por lo tanto, la localidad del
formalismo de la teoria cuantica de campos es exactamente el origen de la "diferen-
cia"(desigualdad unitaria y, por lo tanto diversidad fisica observable) entre el estado
entrelazado [0(t)) y el no entrelazado |0). En conclusion, se ha llegado al teorema
de Von Neumann, que establece que para sistemas con un numero finito de grados
de libertad, que es siempre el caso de la mecénica cuéntica, las representaciones de
las relaciones de conmutaciéon candnicas son todas unitariamente equivalentes entre
si y, por tanto, fisicamente equivalentes. En este sentido, la mecanica cuéntica solo
puede describir sistemas en una tnica fase fisica especificada. En teoria cuantica de
campos, el nimero de grados de libertad es infinito y el teorema de Von Neumann
no se cumple, es decir, existen infinitas representaciones unitariamente desiguales de
las relaciones de conmutacion canodnicas. La existencia de muchas representaciones
unitariamente desiguales permite la descripcion de sistemas que pueden estar en fa-
ses fisicamente diferentes bajo diferentes condiciones de contorno [55-57].

Similarmente para dos tiempos diferentes ¢,t’, la descomposicién del operador de
evolucion temporal dado en (4.13) es,

e—(j?—lt/+i7:lt’) . e(j';:tt+mt) _

exp (i = 1)J* ({1(k),B1(—k)} + {B}(—k),1(k)} + {8h(k), b1 (~k)} + {al(R), BY(~k)} ) (¢ — 1)

(=i = 1)J7 ({81 (k), B} (~k)} + {ba(—k). &] (k)} + {a2(k), B (~k)} + {az(k), ba(~R)}) (t — ¥)]
(4.15)
por lo tanto,

(0()]0()) = exp <—N27T()\1 Fee)t—t) [ O:O Hye dle — N2r(hs + c.c)(t — 1) [ O:O Hy dk)
. {cos (—N%(Al +eo)t—t) [ O; Hyo dk — N2m(h + c.c)(t —¢) [ Z H dk)

+isin (—N27r(/\1 Fee)t—t) / Hys dk— N27(0g + c.c)(t — 1) / H dk)}
- - (4.16)
la igualdad o desigualdad de esta tltima expresion, estd basada en los mismos

argumentos que se utilizaron para la ecuacion (4.14).
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4.2.1. Entrelazamiento

Para seguir con los estados entrelazados, a continuaciéon se dara una definiciéon de
entrelazamiento. El entrelazamiento es una caracteristica de los sistemas cuénticos
compuestos. En el caso mas simple, se tienen dos sistemas y el sistema total se llama

bipartito.

En lo que sigue, H4 y Hp son dos espacios de Hilbert de dimension finita [58].

Definicion. Sea n un vector en H ® Hp. El vector n se llama

1. Factorizado si n = ¢ ® 1 para algunos vectores ¢ € Ha, ¥ € Hp,

2. Entrelazado de otra manera.

El siguiente ejemplo ofrece una ilustracion concreta de vectores entrelazados. Sea
©1, 2 € H dos vectores unitarios ortogonales y sean «, § dos niimeros complejos

diferentes de cero, tales que |a|* + |8|* = 1. El vector unitario
nN=ap e+ Lps@ps € HOH, (4.17)

esta entrelazado. Para ver esto, tomese vectores unitarios s, @4, ... € H, tal que el
conjunto {1, Y9, ...} €s una base orto-normal para H. Entonces un vector factorizado

general en H ® H toma la forma:

$® P = (Z cjgo]) ® (Xk: dk¢k> :

J

donde c1,¢a, ... y di,ds, ... son nimeros complejos. Comparando esta expresion con
(4.17), se obtienen las condiciones

cdy = a, cady = 3, c1de = cadyp = 0.

Al multiplicar las dos primeras y las dos tdltimas ecuaciones juntas y observar que
los lados izquierdos coinciden, se deduce que a8 = 0. Pero esto contradice el hecho
de que tanto o como [ fueron elegidos como ntmeros distintos de cero y, por lo

tanto, n esta entrelazado.
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Ahora, se define un estado entrelazado como un estado del espacio de Hilbert
Hr =Hi @ Ho ® ... ® H,, que no se puede expresar como un producto tensorial de
estados en los diferentes espacios H;. Un ejemplo, es el de dos objetos con dos niveles

que forman un estado de Bell [59]:

1

%) 7

El significado de que dos objetos estén entrelazados es que no son independientes

(10) ©[1) = 1) ©10)) # |a) @ [b) - (4.18)

entre si, sino que entre ellos existen correlaciones. Retomando el ejemplo anterior,
cuando se realiza una medicion sobre el primer estado y se obtiene el valor |0),
en automatico se sabe que el segundo estado tendra el valor |1) o viceversa. El
entrelazamiento dice que, aunque se tenga el conocimiento completo de un sistema
cuéantico, eso no implica que se tenga un conocimiento completo de cada una de sus

partes por separado [60].

Regresando a la obtencion de los estados entrelazados de la formulacion presente,
hasta este momento se ha considerado que A; A Ay # 0; sin embargo, note el estado
(4.12), que es donde se tiene a la dindmica del entrelazamiento, construida en la
direccion J—, donde se encuentran los estados excitados. A partir de aqui se impone
la restriccion A; = Ay = 0, por lo que el estado (4.12), queda escrito como:
ej?-lt+i7:£t |0> _
o o o [T At ~te s o 1 [T At AV
exp [(—i— 1)N=nJ"t dk Hp+ &) (k),by(=k) ¢ + (=t — 1)N*wJ "¢t dk Hy- <&5(k),by(—k) ¢ | |0)

— 00

_ \0)+J‘§: (—711!)" </_o;1f{a{(k),6{(—k)}dk +/_OO

=1 oo

21 {abt. bk} ak) 0

=0y —J~ [/OO YF(Mak, bog) 4+ "ok,  ak)) dk+/fo 2f (Par2bog) + [Po_k. 2 ay)) dk + ] 0),
(4.19)

donde:
L =(i 4+ )TN Hyet, 2f =(i + 1)7TN? Hy-t, (4.20)

las funciones H's estan dadas en (3.3), ademas se hizo uso de a notacion para estados
excitados dada en (4.3) y (4.4) y se hizo uso la expansion dada en (1.19). Este estado
esté entrelazado en los momentos, ya que no se pueden factorizar en un producto de

modos tnicos.
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4.2.2. Estado entrelazado sin disipacién

Anteriormente, el estado dado en (4.12), describi6 un estado entrelazado incluso
con un parametro disipativo 7 que no aparece. Ahora, retoméndolo y, con v = 0, las

funciones dadas en (3.3) son:
Hyv = 2(kK* +m?), H,— =2m?, (4.21)
por lo que, para el estado general (4.12) se obtiene,

10(£)) = exp | (=i — 1)27TN2J_t/OO (k2 + m?) {a}(k),ﬁi(—k)} dk
e (4.22)
(=i 1)27rm2N2J_t/ {a;<k>,5;<_k>} dk] 10) .

—0o0

Al hacer uso de la expansion (1.19) y definiendo,
=0 f = 27(i + 1)N?Jt(k* + m?), =0 f = 27(i + 1)N*J tm?, (4.23)
se tiene,

0(2)) = 0) —J~ [/OO b=0f (Yag, o) + ['o_i,' ar)) dk
o (4.24)

+/ B0f (Pag " bog) + [P0, ar)) dk...| |0).

La ecuacion (4.24) es el caso particular de (4.19) cuando vy = 0. El entrelazamiento
estd presente incluso en ausencia de disipacién. En teoria cuantica de campos la
nocion de entrelazamiento entra de forma natural a través de la estructura de estado

coherente del estado de vacio [56].

4.2.3. Estado entrelazado con disipacién

Un estado con disipacion se puede determinar para el estado entrelazado general
dado en (4.12). Ahora las funciones dadas en (3.3) con v # 0 son,

2 2

Hyo = 2(k* +m?) — % + iy, H, = 2m?— % + i, (4.25)
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por lo que el estado (4.12) queda escrito como:

10(1)) = exp [(—i _ 1)7rN2J_t/OO

—00

(2(k2 +m?) + iqwg — 7;) {a{(k),ﬁi(—k)} dk

(i 1)7TN2J_t/OO <2m2 - 722 n iwk> {ag<k),6;(_k>} dk] 10).

—00

(4.26)
Usando nuevamente la expansion (1.19), y definiendo

2 2
Lf=(Gi+1)nN% (2(k2 +m?) — % + i’ywk) , Bf=(@+1)aN*t <2m2 - % + i’ywk) (4.27)

la expresion (4.26) queda como,

0 = [0) — T~ [ [ (et og + ot ) ak
R (4.28)
+/ 2 F (a2 o) + [2b_g,2 ag)) d + ] 0) .

—00

Este estado se reduce consistentemente al estado (4.24) cuando no se tiene al factor

disipativo (y = 0).

Lo que distingue a los estados entrelazados de los estados producto, es el poder
predictivo que se tiene para mediciones locales sobre las partes. Para estados pro-
ducto, se tiene méxima informacion sobre las partes del sistema, mientras que para
estados entrelazados se tiene informacion no-maxima. Ademés, cuando se tiene un
sistema puro, la condicién necesaria y suficiente para que dos de sus partes estén en-
trelazadas, es que sus matrices reducidas correspondan a estados combinados. Esto
permite elaborar diferentes medidas de entrelazamiento, como la entropia de entre-
lazamiento. En la actualidad, el entrelazamiento se concibe como un recurso fisico

que puede generarse, manipularse y utilizarse para realizar alguna tarea.
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Conclusiones

En la formulaciéon presente, no se pueden seguir los pasos de la cuantizacion de un
oscilador arménico ya que, al estar construida en un anillo hiperbélico, la estructura
algebraica de éste pone cierta limitacion al identificar simetrias del sistema y el plano
hiperbolico. Como consecuencia directa de la estructura algebraica del anillo hiper-
bolico, es la presentacion de nuevas relaciones de conmutacion, las cuales conducen
a una teoria de campo no conmutativa; ademas, muestran que la cuantizaciéon es no
canonica en el sentido que los conmutadores de campo no satisfacen las relaciones

de conmutacién candnica usuales.

En esta formulacion no habra una teoria de campo libre, necesariamente las
interacciones estan presentes en el modelo mas simple, esto es porque se tiene la
cantidad invariante mas sencilla que se puede construir en H, es decir, la norma.
Entonces, cuando se tiene al lagrangiano construido de forma hiper-compleja, éste se
puede re-interpretar en términos de las dos variables de campo hiper-complexificadas
(©2,9Q) con la norma £€. Por lo que la simetria adicional que surge al generalizar el
campo €2 es el grupo U(1) x SO(1,1).

Una de las mayores dificultades que se presenta al estudiar sistemas con disipacion
en la mecanica cuantica que involucran duplicaciéon de campos, es que las reglas de
conmutacion canoénicas no se cumplen debido a la evoluciéon temporal de la disipaciéon
[61]. En la formulacién de la teoria presente, la evolucion temporal se desvanece

debido a la inmersion de la teoria en el anillo.

El esquema estandar se basa en la cuantizacion del oscilador armoénico, donde los

A A A~ . .9 . , . .. .
conmutadores [a,4'] y [b,b'] # 0 son imprescindibles, asf que los términos disipativos
se mantienen; en la formulacién presente no aparecen dichos conmutadores. Para la

cuantizacion estandar, el conmutador [a(k), b(k")] = 0; sin embargo, en la formulacién
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presente se mantiene, es decir, [a(k), b(k')] # 0, asi que los demas conmutadores de
campo son dependientes de dicho conmutador.

Para la formulacién presente, hay dependencia tanto temporal como de la in-
teraccion v entre el entorno y el sistema de interés en las integrales resultantes de
los conmutadores de campo. Esto es una carencia en las formulaciones ya realizadas
sobre el tema, donde los conmutadores de campo son funciones delta de Dirac en
n-dimensiones.

Ya que se obtuvo una carga conservada, se identifica un potencial quimico con esta
carga, que a su vez, se determina una funcion de gran particion con la duplicacion de
grados de libertad en el formalismo de la teoria del doble campo. La nueva simetria
continua implica un cambio cualitativo en la construccion de la funcién de particion
correspondiente, incluye ahora el término correspondiente a la carga conservada; este
nuevo término no se considera en los tratamientos anteriores.

La definicion de vacio que se utilizé esta construida con transformaciones de Bo-
goliubov en [14]; en general, la duplicacion de los grados de libertad es intrinseca a
la transformacion de Bogoliubov, de modo que se maneja un sistema duplicado cada
vez que se trabaja con estas transformaciones. Ademas, se observa que la duplica-
cion de los grados de libertad en teoria cuantica de campos, permite parametrizar la
representacion unitariamente inequivalente de las relaciones canénicas de conmuta-
ciéon por un tiempo t, y por tanto, la evolucion temporal se describe en términos de

trayectorias en el espacio de representaciones.
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Apéndices

Apéndice A
La integral dada en (2.30) tiene la forma:
/ iVE2 4+ ae™dk (4.29)

Para su resolucion, se considera que a > 0 y sea a = b*> > 0. Denotando a la integral

en cuestion por

I(b,z) = / i(k? + b))% etk gk, (4.30)
y se tiene
o e8] ikx
< I(b,x) = ib ¢ (4.31)

2% ey dk.

Ahora, surge una nueva integral con la forma

Esta integral no converge absolutamente, pero si converge para la mayoria de los

valores de u. Primero, suponiendo que u = v? > 0. Es bien sabido que:

e eikm oo eit‘blz
O i == L (433)

donde Ky(z) es una funciéon de Bessel modificada. La integral diverge cuando b — 0.

Se puede producir la integral en cuestion (3) a partir de ésta tomando una derivada

41



con respecto a x que da

Tk = 2 Kollble) = —2{bl K (Jble) (4.34)

que de nuevo converge muy bien para cualquier valor distinto de cero de z, b. También
la integral converge para a < 0 ya que los puntos de ramificacion en el eje real son

integrables. Usando este resultado, se sigue que

S 10,5) = 2lblKo( o), (4.35)

ahora, tratando a x como una constante y sustituyendo b — bx = c,

0 21

%I(c, T) = P/CK()(C) dc = = (—c, Ki(c)), (4.36)

siendo nuevamente K7 (c) una funcion de Bessel modificada.

Insertando el valor de ¢ = bx, se tiene

100,2) = ~22 () (4.37)

Apéndice B. Hamiltoniano

El primer anticonmutador en el hamiltoniano es:

1 /L2 . .
— Ho(z, t), Ho(x',t)  do =
), 4 }

) ) wn. —w ) )t —i(k1+kh)Ly1 _ ,—i(k1+k5) Lo R .
ik [ (g, ) {e< by ( : )[J*{al(m),bl(ké)}w{az(kl),bz(ké)}]
—o0 —o0

k:l-‘rk’/Q

i(w, ) —w i(k1+kb)L1 _ Li(k14+kh) Lo R )
+e( Ky ~wRt [ € 2 e/ 2 [J+{b£(7k’2),é;(k1)}+J—{51{(k1)?bl{(,k/2)}]
k1 + K
—i i(k1—kh)Ly _ Li(k1—kb) Lo
W, twgs )t 2 2 . R L )
+e i( kq “)kz) (8 8/ > [J+{a£(k1),b1(—k/2)}+J {bQ(—ké),a.{(kl)}]
ki — k)
i(w / —i(k1—k5)L1 _ o—i(k1—kb)L2 X )
Lot @r ey )t <e 2 i Z/ 2 > [J+{b§(—k:’2),él(k1)}+J{52(k1)7b1(_k/2)}]}
17 R

(4.38)
donde se tienen términos con la forma f e®Fdal, esto es esencialmente un delta
de Dirac, reduciendo el operador hamiltoniano a una sola integral. También se ha
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considerado que wy; = w_y. También se tiene el término,

1R
er 0;9,0;Q"}dx =
N2 Ll{ }dx
Y e oo (W, —w,; s )t . N R . B —i(k1+kY) Ly _ (k1 +k)) Lo
z/ dkl[ ks [e e ({1 (k1) Br(—ko)} T + {ba(—k), a2(k1) } J )<e k1+]:/
—o0 — 00 2
i(wys —wp, )t . R . . B ei(k1+k’2)L1 _ei(k1+k§)L2
e R T (Ll (), BY (k) } I+ (Bl (—kb). 8l e) } ) ( i
2
~Hwry Ty )t s . R i(k1—kb)L1 _ gilk1+kb)Lo
+e H(wry twpy) <_ {ag(kl),b1(—k'2)}¢]+ _ {b2(—ké)7éi(k1)}t}*) (e 2 . Z, 2
1= R
i(wpy Fwpr )t R . R . 3 e—ilki—kh)L1 _ p—i(k1—k}) Lo
CI <— {a1(k1),b£(—k'2)}J+_{bI(—k’Q),ag(lq)}J ) < P
2
(4.39)
y para otro término,
L2 2) [ e O (2 _
el (*Z +m )/Ll {9(z,t),9 (w,t)}dx_
° o °° i(Why —wyr —i(k1tky) L1 _ g—i(ki+ky) L1 . .
i(fler?)/ dkl/ dk?, e( Kk —wg)t (€ 2 e 2 [JH{a1(k1),br(—ky)} + T~ {ba(—kb), a2(k1)}]
4 - —oo k1 + kb
i(whey @, —i(k1—k5)L1 _ g—i(k1—kp) L2 . R
+e( kytwpg )t € 2 e 2 [J"r{él(kl),bg(—k/z)}+J_{bJ{(_k’2)’52(k1)}]
ki — kb
—i , i(k1—kb)L1 _ ,i(k1—kb)Lo R )
+e i(wiy gy )t (e 2 . Z/ 2 > [J+{é£(k1),b1(—k’2)}+J*{b2(_k§)7éi(k1)}]
1= R
i(wy s —wk i(k14+kh)L1 _ gi(k1+kb) Lo R )
Lt eng TRt [ € 5 6/ 2 [J+{é$(k1),b£(—k§)}+J*{b{(—k§),é{(k1)}]
k1 + k5
(4.40)

por ultimo,

s (1) [ (1010} +he) do =

N2\ 2/ [,
T oo (@ —w s )t e—i(k1+ky)L1 _ o—i(k1+k5) Lo R ) o )
=y wdk;{e L ( . g 7 (a1 (1), Ba (k) + o, T (B (kD). B2k}
i(wp, 4w )t [ e~ iR1—k3)L1 _ o—i(k1—k3)La A A o R
el T ( - (i T {BE(—kb), &1 ()} + wiy I~ {Bo (K1), B (—k5)} ]
2

—i(wp, +w, )t [ k1K) L1 _ gi(k1—ky)La A ) o )
te T < e [cong 7+ {83 (K1), Ba (=)} + o T~ (8] (k1) a(—5)}
]

(W) —wg, )t ei(k1+ky)L1 _ gi(ki+kb) Lo R R o )
+e T < P [oony T 481 (k). BE(—kh)} + wi, I~ (B (—ka). & (1)}
2

(4.41)
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Apéndice C. Operador de carga

/LL2 [j{fl,f[g + c.c.} dx

1

_ /_OO dk /_Oo dk’ {iEl [iwkéfr{él(k:l),ﬁl(ké)} + iwklj_{BQ(ké)’QQ(kl)}]
+iEs [iwké JT{bL(kL), a1 (k1) } + iwp, J{aa(ky), gj(ké)}}
+iF;3 [iwkéﬁ{ag(kl),ﬁl(k;)} + iwg, J—{ai(kl),gz(ké)}}

iy [y T8 (1), Bh(k)} + ieon, T~ B (Ky), & (k1 )}

(4.42)
Al considerar la delta de Dirac dada por las E’s, se obtiene,
Q (L1, Last) =
~2i%rj / g {7 [{81 (R2) By ()} + {B (—kb) & (5) }
+{ah (ky) b1 (—k3) |+ {a) (k5) B (—kp) }] (443)
+J7 |

Apéndice D. [7:[,@} =0

El operador hamiltoniano esta dado en (3.4), y la carga esta dada en (3.9), por
lo que se tiene,

71,0] =#AQ - on (4.44)
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donde el primer término es,

7 =
- (2i3N47r2j)/ dk;/ dkly [Hyywpy (T - 4) + Hygwpy (I - i) + H_jywpy (TIT - 4) + H_ g wpy (IV - i)
T (4.45)
y el segundo término,
(2@'3]\[4772]')/ dk;/ dkly [wiy Hyy (i - T) + wiy Hig (66 - TT) + wpg H_y (i - TIT) + wyy H_ gy (i3 - IV)] .
T (4.46)
Con los valores correspondientes al operador hamiltoniano,
T = % ({81(k5), ba(—kh)} + {a(—K5), a1 (K5)}) (4.47)
1T = 7~ ({a](K5), B} (~k)} + {ba(—kp), &l (k3)}) (4.48)
ITT = J* ({a}(ky), b1 (—k5)} + {8 (k)), Bh(—k9)} ) (4.49)
= (a gy T ’ NS TANES /
1V = 7~ ({aa(Ky), ] (—k)} + {a2(kh). ba(—Ky)}) (4.50)
y para el operador de carga,
i = T ({81 k), B (~kh)} + {Bh(—kp), &1 (k))} )
4.51
+{af(K5), b1 (—k)} + {ab(kh). BY(~K5)})
it = I~ ({8l (k). BL(=kh)} + {Ba(—kp). & (k))}
(4.52)

+{a2(k3), b1(—k5)} + {a2(k3), ba(—K3)}) ,
los demés términos que resultan del producto en (8) y (9), han desaparecido debido

a que tienen la forma J*J~ = 0. Por lo tanto,

[’H, Q} =HQ - QH =0 (4.53)
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