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Introduccion

La linea de investigacion del presente trabajo de tesis esta en la inter-
seccién de dos ramas de la topologia: la teoria de homotopias y la teoria
equivariante, conocida también como la teoria de grupos de transformacio-

nes. Esta dltima tiene sus fundamentos en los trabajos clésicos de S. Lie.

En la teoria equivariante, en general, se estudian los G-espacios y las G-
funciones (o funciones G-equivariantes)!. La categoria G-T'OP de G-espacios
y G-funciones (obtenida para un grupo topolégico G dado), es en cierto
sentido “paralela” a la categoria TOP de espacios topoldgicos y funciones
continuas. Naturalmente se pueden trasladar muchos conceptos de la teoria
clasica de homotopias a la teoria equivariante y obtener de este modo nociones
tales como homotopia equivariante o G-homotopia, retracto equivariante o

G-retracto, espacio AN R equivariante o G-AN R, etc.

IEn el Capitulo 1 de preliminares serdn dadas todas las nociones bésicas

IIT



iv Introduccion

El concepto de una G-fibracién representa una versién equivariante del
concepto de una fibraciéon de Hurewicz. Mas precisamente, una G-funcién
se llama G-fibracion si tiene la propiedad de levantamiento de G-homotopias
para la clase de todos los G-espacios; esto es, si tiene la propiedad equivariante
de levantamiento derecho (ERLP) con respecto a los G-encajes X x {0} —

X x [0, 1] (ver, por ejemplo, [12, p.53]).

Las G-fibraciones juegan un papel importante en la teoria equivariante
de homotopias, tanto como las fibraciones de Hurewicz lo hacen en la teoria
homotdépica usual. Muchos de los hechos generales sobre las fibraciones pue-
den trasladarse a la teoria equivariante, sin embargo, nuestro especial interés
son aquellos resultados acerca de G-fibraciones que no tienen andlogos en la

teoria de homotopia clasica.

Uno de los hechos notables en la teoria de G-espacios es el siguiente: si
H es un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Lie G, entonces cada
G-funcion
p: E—G/H
es una G-fibracion. Las funciones de esta forma se conocen como funciones
rebanadoras pues estan involucradas en el Teorema clasico de rebanada vy,

también en su versiéon generalizada, el Teorema de la rebanada aproxima-
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tiva. Estos teoremas aseguran la existencia de tubos alrededor de érbitas y
desempenan un papel muy importante en la teoria de grupos topoldgicos de
transofomaciones. Nuestro interés al estudio de las G-funciones rebanadoras
estd motivado por el Teorema de la rebanada aproximativa cuando el grupo
GG no necesariamente es un grupo de Lie. La idea inicial del trabajo fue pro-
bar que las G-funciones rebanadoras siguen siendo G-fibraciones para alguna
clase méas amplia que la clase de grupos compactos de Lie. Hemos probado
en la presente tesis que es asi para la clase de grupos compactos metrizables.
Este resultado, en particular, generaliza el Teorema de Madison-Mostert que
dice que cada proyeccién G/K — G/H es una fibracién (usual, es decir, no

equvariante) de Hurewicz si G es un grupo compacto.

Cabe mencionar que el conocimiento de que una G-funcién es una G-
fibracion simplifica mucho su estudio. Por ejemplo, el hecho de que cada
G-funcién p : E — G/H es una G-fibraciéon para cada grupo compacto
metrizable G (Corolario 2.6.5) nos permite dar la respuesta positiva a las
Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.Antonyan en [5] (ver Proposiciones

3.4.4y 3.4.6(2)).

Naturalmente, el estudio de las propiedades de las G-funciones rebanado-

ras estd estrechamente relacionada con el estudio de los productos torcidos de
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la forma G x g F en virtud de la afirmacion elemental (para G un grupo com-
pacto de Hausdorff): un G-espacio E se puede considerar como el producto
torcido G x g F para algin H-espacio F' si y sélo si existe una G-funcion
E — G/H. En realidad, en la tesis probamos que el funtor de producto tor-
cido G x g — preserva fibraciones equivariantes para grupos compactos me-
trizables. Esto es una generalizacién de nuestro resultado mencionado arriba
(cada funcién rebanadora es nada més que el resultado de aplicar el funtor

del producto torcido a una funcién constante).
El presente trabajo se ha estructurado en tres capitulos.

En el Capitulo 1 se establece la terminologia que sera utilizada a lo largo
del trabajo. Iniciamos con las definiciones basicas y los resultados elementales
de la teoria de G-espacios. Luego presentamos las herramientas que emplea-
remos en la demostracion de los resultados principales, tales como: los limites

inversos, el funtor de cambio de grupos y el funtor de producto torcido.

El objetivo del Capitulo 2 es nuestro resultado principal, el Teorema 2.6.4.
Este teorema afirma que el functor de producto torcido envia H-fibraciones
a G-fibraciones en el caso de grupo compacto metrizable G. Como caso par-
ticular de inmediato obtenemos el resultado ya mencionado: cada G-funcién

E — G/H es una G-fibracién (Corolario 2.6.5). Para llevar a cabo la demos-
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traciéon de dichos resultados desarrollamos la teoria de G-fibraciones, pre-
sentamos varias propiedades que tienen las G-fibraciones de Hurewicz y las
G-fibraciones regulares. Introducimos los conceptos de cuadrado G-fibrado y
cuadrado G-fibrado regular los cuales estan involucrados con estos dos tipos
de G-fibraciones respectivamente y los cuales nos proporcionan una herra-
mienta importante en el trabajo. Hacemos un estudio en la Teoria de haces
principales equivariantes con el objetivo de presentar los Teoremas 2.3.3 y
2.5.1. Los puntos cruciales de todo el trabajo son las consecuencias de estos
teoremas, el Corolario 2.5.2 y el Teorema 2.5.7 que nos dice que bajo cier-
tas condiciones la proyeccién natural ¢ : G/M — G/K considerada como
H-funcién por conjugacién es una H-fibracion regular. El Lema 2.6.1 nos
permite reducir la prueba del resultado principal (Teorema 2.6.4) a probar
que la proyeccion G — G/H es una H-fibracién con respecto a la accién de

H sobre G por conjugacion.

En Capitulo 3 consideramos algunas consecuencias del resultado princi-
pal. Por un lado, las aplicaciones concernientes a las G-fibraciones fuertes
introducidas en [8], se obtienen del Corolario 2.6.5 modificadolo como sigue:
cada G-funcién p : E — G/H es una G-fibracién fuerte siempre que F sea

un espacio G-fibrante (Proposicién 3.4.5). También mostramos que el funtor
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de producto torcido G Xy — manda H-fibraciones fuertes a G-fibraciones

fuertes si G/H es un espacio G-AN E metrizable (Proposicién 3.4.9).

Por otro lado, el hecho de que cada G-funcién p : E — G/H es una G-
fibracién para cada grupo compacto metrizable G (Corolario 2.6.5) implica la
respuesta parcial positiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.Antonyan

en [5] (ver Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(2)).

Finalmente, las conclusiones estan dadas al final del texto, en estas des-
tacamos los resultados originales de esta tesis.
Las nociones sobre teoria de categorias que usamos en este trabajo pueden

ser consultados en [27].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos algunos resultados sobre grupos topoldgicos, y
G-espacios que vamos a utilizar frecuentemente en este trabajo. La mayoria

de estos resultados se puede encontarar en los libros clasicos [10], [12] y [23].

1.1. Grupos topolégicos

Una de las interacciones mas exitosas dentro de las matematicas se ob-

serva en la nocién de grupo topoldgico, la cual es fundamental en esta tesis.

Definicién 1.1.1. Sea (G, T) un espacio topoldgico con la estructura de grupo
(G,-), diremos que G es un grupo topoldgico si las funciones

1
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p:GxG—=G, (9,9)—g-¢

1:G— G, g gt
son funciones continuas.

En adelante vamos a denotar la identidad de un grupo topoldgico G' con

el simbolo e.

Ejemplo 1.1.2. (a) Cualquier grupo G con la topologia discreta es un

grupo topoldgico llamado grupo discreto.
(b) El grupo aditivo R™ con su topologia usual.

(c) El grupo general lineal de orden n sobre R. Consideremos el grupo
GL(n,R) de las matrices no singulares de orden n con elementos en el
campo de los nimeros reales R y, como operacion de grupo, la mutipli-
cacién de matrices. En GL(n,R) consideramos la topologia heredada
como subespacio del espacio euclidiano ]R"2, GL(n,R) es un grupo to-

pologico.

Definicién 1.1.3. Sea G un grupo topolégico. Un subconjunto H de G se

llama subgrupo topologico de G si
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(a) H es un subgrupo de G.
(b) H es un subespacio con la topologia inducida de G.

Es facil ver que si H es un subgrupo topoldgico de un grupo G, entonces

H es un grupo topoldgico con la topologia que hereda de G.

En este contexto simplemente diremos que H es un subgrupo de G.
Ejemplo 1.1.4. Los subgrupos topolégicos de GL(n,R) son:
(a) El grupo especial lineal

SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) = 1}.

(b) El grupo ortogonal O(n) = {A € GL(n,R) | AA* = I}.
(¢) El grupo especial ortogonal SO(n) = O(n) N SL(n, R).
Para cada H subgrupo de un grupo G, se define el conjunto de clases
laterales izquierdas de H en GG
G/H = {gH|g € G},

dotado con la topologia cociente respecto a la proyeccion natural ¢ : G —
G/H, g+ gH; esto es U C G/H es abierto si y sélo si ¢! (U) es abierto en

G.
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Proposicién 1.1.5.([10, Prop. 1.4]) Sean H un subgrupo de un grupo to-

poldgico G y q: G — G/H la proyeccion natural. Entonces:

(a) q es una funcion abierta.
(b) Si H es cerrado, entonces G/H es un espacio de Hausdorff.

(c) Si H es compacto, entonces q es una funcion cerrada.

Definicién 1.1.6. Sea X un espacio de Hausdorff. Una funcion continua
f: X =Y sellama funcion perfecta si f es una funcion cerrada y sus

fibras f~(y) son subconjuntos compactos en X .

Si el grupo G es compacto de Hausdorff, la proyecciéon natural se vuelve

perfecta.

Corolario 1.1.7.([25, Prop.5.2 |) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo
compacto de Hausdorff. La proyeccion natural q : G — G/H es una funcion

perfecta.

Proposicién 1.1.8.([10, Prop.1.5]) Sea N es un subgrupo normal cerrado

de un grupo topoldgico G, entonces G/N es un grupo topoldgico.

Sean Gy G’ grupos topoldgicos. Por un homomorfismo o : G — G’
de grupos topologicos, entendemos un homomorfismo de grupos tal que

« es continua.
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Los siguientes resultados estdn demostrados en [10] y [22], §20.

Proposiciéon 1.1.9. Sean G y G’ grupos topoldgicos de Hausdorff. Si « :
G — G’ es un homomorfismo sobreyectivo de grupos topolégicos (es decir,

un epimorfismo) y G es compacto, entonces la funcion o es abierta.

Proposicion 1.1.10. Sea o : G — G’ un epimorfismo de grupos to-
poldgicos de Hausdorff. Si N = ker(«), entonces el homomorfismo inducido
a* : G/IN — G (definido por a*(gN) = a(g)) es continuo y biyectivo.
Ademds, si a es abierta, entonces o es un homeomorfismo; en otras pala-
bras, es un tsomorfismo de grupos topoldgicos. En particular, si G es

compacto, o es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Definicién 1.1.11. Un grupo topoldgico de Hausdorff G es un grupo de Lie

st tiene una estructura de una variedad diferenciable tal que las operaciones

de grupo 1u(g,h) = gh y 1(g) = g~* son diferenciables.

Ejemplo 1.1.12. Grupos de Lie.

(a) Cualquier grupo discreto es un grupo de Lie.

(b) El grupo aditivo R™ con la topologia usual es un grupo de Lie.
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(¢) La circunferencia S' = {x € C | ||z|| = 1} como subgrupo del grupo

multiplicativo C* = C \ {0} es un grupo de Lie compacto.

(d) Eltoro T" = S!' xS x ... x St es grupo de Lie, ya que el producto finito

de grupos de Lie es un grupo de Lie.

(e) El grupo general lineal GL(n,R) es un grupo de Lie.

Proposicién 1.1.13.([10, Thm. 5.1 |) Sea H un subgrupo cerrado de un
grupo de Lie G. Si H tiene la topologia inducida por G, entonces H es un

grupo de Lie.

Los grupos SL(n,R), O(n,R) y SO(n,R) son subgrupos cerrados de

GL(n,R), por lo tanto, son grupos de Lie.

La siguiente proposicion caracteriza los grupos compactos de Lie.

Proposicién 1.1.14.([10, Thm. 5.2 ) Un grupo compacto de Hausdorff G
es un grupo de Lie si y sdlo si es isomorfo a un subgrupo cerrado de O(n)

para algin n.
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1.2. (G-espacios

Para cada grupo topolégico G que actia de manera continua en un espacio
topologico X, obtenemos un nuevo objeto llamado G-espacio. Una manera de
relacionar dos G-espacios es mediante las asi llamadas G-funciones, de esta
manera obtenemos una categoria que denotamos por G-TOP. Esta categoria

se conoce como la categoria de G-espacios.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo topoldgico. Un G-espacio es un espacio

topologico X equipado con una accion continua 0 : G X X — X, esto es:
(a) O(e,z) ==
(b) 0(g,0(h,x)) = 0(gh,x)

para cada x € X y cualesquiera g,h € G, ye € G es el elemento identidad

del grupo G.

Para simplificar la notacién, la imagen 6(g, z) se denota usualmente por
g - o simplemente gz. De esta manera las condiciones de una accién son
ex = x 'y g(hz) = (gh)z, respectivamente. Al fijar un elemento g € G, éste
induce una traslacién(izquierda) continua 6, : X — X, x + gz. Es fécil ver

entonces que 0, es invertible y Hg_l = 04-1.
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Ejemplo 1.2.2. Algunos ejemplos de G-espacios.

(a)

Para cada grupo topoldgico G, cada espacio topologico X es un G-
espacio mediante la accion trivial 0, es decir, para cada g € G y

cadaz € X : 0(g,x) = x.

Sea H un subgrupo de un grupo topoldgico G. Entonces G es un H-

espacio ya que el subgrupo H de G actua por traslacion izquierda

(h,g) — hg.

Para cada H subgrupo de un grupo topolégico G, el espacio cociente
G/H es un G-espacio con la acciéon por traslacion izquierda
(¢, gH) — ¢'gH. Notemos que la accién esta bien definida: si ¢y H =

goH , entonces ¢'g1H = ¢'go H ya que

(992) " g1 =95"(9) g1 =959 € H.

Sea G un grupo topoldgico. Si { X} e €s una coleccién de G-espacios,
el producto [] X, es un G-espacio con la accion diagonal de G en

el producto [ X dada por g(xy) = (gzy)-

Los siguientes hechos relacionados con los G-espacios, fueron tomados de

la Proposicién 4.2 de [25] y el Teorema 1.2 de [10].
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Proposiciéon 1.2.3. Sea X un G-espacio de Hausdorff con la accion continua

0:G x X — X entonces

(a) 0 es abierta.

(b) Si G es compacto, 0 es una funcion cerrada.

Sea X un G-espacio, para cada H C G y cada A C X, se usa la siguiente
notacion

H(A) ={halh € Hya € A}

Definicién 1.2.4. Sea X un G-espacio. Un subconjunto A de X se llama
G-invariante, o simplemente invariante, si G(A) = A. Si A es cerrado

en X, diremos que (X, A) es un G-par.

El concepto de G-funcién nos permite relacionar los G-espacios.

Definicién 1.2.5. Sea G un grupo topologico. Una funcion continua f :
X =Y entre G-espacios se llama G-funcion (o funcién equivariante)
St

flgz) = gf(x)

para cada x € X y cada g € G. SiY tiene la accion trivial de G, diremos

que [ es tnvariante.
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Si f: X — Y es una G-funcién en la que ademds es homeomorfis-
mo, entonces f~! : Y — X también es G-funcién, en este caso diremos
que f es G-homeomorfismo. Diremos que dos G-espacios X y Y son G-
homeomorfos o G-equivalentes si existe un G-homeomorfismo entre

estos, en este caso escribiremos X ~ Y.

Observacién 1.2.6. Dado X un G-espacio:

(a) Si A es G-invariante, A es un G-espacio con la misma accién que X.
En este caso podemos considerar a A como G-subespacio de X puesto

que la inclusion A — X es G-funcion.

(b) Dada una familia de G-espacios { X, }aea la accién diagonal de G sobre
el producto [] X\ hace que las proyecciones py : [[ Xx — X, sean
AEA XEA
G-funciones.

Ejemplo 1.2.7. (a) Para cada G-espacio X, la funcién identidad 1x :

X — X es una G-funcién

(b) Dado G un grupo topolégico, si f : X - YV yg:Y — Z son G-

funciones, entonces g o f es una G-funcién.

Definicién 1.2.8. Sean X un G-espacio y x € X. Los conjuntos:
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(a) G ={g € Glgxr = x} se llama grupo de isotropia o estabilizador

de z.
(b) G(x) = {gx|g € G} se llama orbita de x.

Notemos que si f : X — Y es una G-funciéon y x € X, entonces f
manda 6rbitas en drbitas, es decir, f(G(z)) = G(f(x)), y no es deficil ver
que Gy C Gyy. Si f tiene la propiedad G, = Gy, decimos que f es
isovariante.

Dado un G-espacio X, definimos en el la relacion
x ~ 1y siy = gx para alguna g € G.

Es facil ver que ~ es una relacién de equivalencia y que la clase de equi-
valencia [x] de z € X es precisamente la G-6rbita G(z). Denotemos por X/G
al conjunto de G-orbitas y lo dotaremos de la topologia cociente respecto a

la proyeccién candnica
q: X = X/G, x— [z] = G(z),

es decir, se supone que U C X/G es abierto si y sélo si q_l([}) C X es
abierto. El espacio X/G se llama G-espacio drbital y la identificacién ¢ se

llama proyecciéon G-orbital.
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Notemos que ¢ : X — X/G es una G-funcién considerando a X /G como

G-espacio con la accion trivial.

Sea X un G-espacio. Diremos que la acciéon de G en X es:
(a) trivial si G, = G para todo =z € X,
(b) libre si G, = {e} para todo z € X,

(c) efectiva o fiel si m G, = {e},

zeX

(d) tramsitiva si tiene una sola 6rbita.

Proposicién 1.2.9.([25, Prop. 4.3(3)]) Sean G un grupo compacto, un X

G-espacio de Hausdorff, y x € X. La G-funcion
G/G, — G(x)
dada por gG, — gz es un G-homeomorfismo.
Denotamos por (H) a la clase conjugada del subgrupo H de G, esto es,
(H)={gHg™" | g € G}.

Si G y X son como en el contexto de la Proposicion 1.2.9, para cada

r € X la 6rbita G(z) y H = G, como los grupos de isotropia de puntos
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en la misma Grbita son conjugados, esto es G, = gG,g™*

, para cada g € GG
y x € X, entonces (H) = {G, | y € G(z)}. Ademés G(z) es G-equivalente
a G/G, para cada y € G(x), en particular, G(x) ~ G/H. Por este motivo
decimos que (H) es un tipo de G-orbitas.

Un G-espacio X tiene un sdlo tipo de orbitas (H) si los grupos de
isotropia de todos sus puntos estan en la clase (H), en otras palabras, si
(G,) = (H) paracada punto z € X. En este caso cada drbita es G-equivalente

a G/H. Para un G-espacio de Hausdorff toda accién libre tiene un sélo tipo

de érbitas ({e}), y en este caso, cada dérbita es G-homeomorfo a G.

Proposiciéon 1.2.10. §i f : X — Y es una G-funcion, entonces existe una
unica funcion continua f/G : X/G — Y /G, llamada la funcion inducida por

f, tal que el diagrama

x/a 5 yvia

conmuta. Claramente, f/G estd definida por (f/G)(G(x)) = G(f(x)).

Proposicion 1.2.11. Sea G un grupo topologico compacto y X un G-espacio.
Entonces la proyeccion G-orbital ¢ : X — X/G es una funcion perfecta, es

decir, cerrada y con fibras ¢~ (G(z)) compactas.
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Sea GG un grupo comacto de Hausdorff, los G-espacios metrizables son de

especial interés para este trabajo.

Definicién 1.2.12. Una métrica p para un G-espacio metrizable X , compati-
ble con su topologia, se llama métrica invariante si para toda g € G y todo

x,y € X:

p(gz, gy) = p(z,y).

Proposicién 1.2.13. (25, Teo. 5.22])Sea G un grupo topoldgico compacto
de Hausdorff. Si X es un G-espacio metrizable, entonces existe una métrica

mvariante p para X y

p (2, y*) = inf{p(z,y) :x € ¢ '(z*),y € ¢ (v}, 2",y € X/G,

donde q : X — X/G es la proyeccion orbital, es una métrica en X/G com-

patible con su topologia cociente.

1.3. Espacios G-ANR y G-ANFE

Definicién 1.3.1. Una clase topologica débilmente hereditaria es una

clase C de espacios topologicos de Hausdorff que satisfacen:

(a) Si X € C y es homeomorfo a X', entonces X' € C.
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(b) Si X €C y A esun subespacio cerrado de X, entonces A € C.
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Ejemplos de clases débilmente hereditarias

a) La clase de todos los espacios normales de Hausdorff AV.
b) La clase de todos los espacios paracompactos de Hausdorff P.
c¢) La clase de todos los espacios metrizables M.

Designamos por G-C la clase de todos los G-espacios que pertenecen a la
clase topoldgica débilmente hereditaria C. Un G-par (X, A) de G-C consta
de un G-C espacio X y de un subespacio cerrado invariante A de X (y, por

lo tanto, A € G-C).

Definicién 1.3.2. Un G-espacio, Y, es llamado un G-extensor absoluto
de vecindades (6 G-extensor absoluto) para la clase G-C, lo cual se
abrevia Y € G-ANE(C) ( 6 G-AE(C)) si y sélo si para cada G-par (X, A)
de G-C y cada G-mapeo equivariante f : A — Y admite una G-extension
equivariante a una vecindad invariante U de A en X, f : U — Y (resp.

admite una G-extension equivariante f: X —Y ).

Definicién 1.3.3. Sean X un G-espacio y A un subconjunto invariante de

X. Por una G-retraccion de X en A entendemos una G-funcion

r: X —A
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tal que para cada a € A se cumple r(a) = a. Si existe un G-encaje cerrado
i:Y < Z y una G-retraccion v : Z — i(Y'), entonces diremos que Y es
un G-retracto de Z, y a la composicion Z < i(Y) — Y, le llamaremos

también una G-retraccion.

Definicién 1.3.4. Sea C una clase topologica débilmente hereditaria. Un
G-espacio X € G-C es G-retracto absoluto de vecindades para la
clase G-C, lo cual abreviaremos diciendo que X es un G-AN R(C)-espacio y
escribiendo X € G-ANR(C) cuando para cada Y € G-C y toda G-inmersion
cerrada i : X — Y, eziste una vecindad invariante U de i(X) en Y y una
G-retraccion r : U — i(X).

Un G-espacio X € G-C es un G-retracto absoluto para la clase G-C,
lo cual abreviaremos diciendo que X es un G-AR(C)-espacio y escribiendo
X € G-AR(C) cuando para cada Y € G-C y toda G-inmersion cerrada i :

X <Y, eziste una G-retraccion r 1 Y — i(X).

Si G es el grupo trivial, entonces G-C coincide con la clase C, y por lo tanto
los espacios G-AR(C) y G-ANR(C) son simplemente los espacios AR(C) y
AN R(C) respectivamente.

Si GG es el grupo trivial, obtenemos las definiciones usuales de AE y ANE.

Las pruebas de las siguientes tres proposiciénes se puede encontrar en [25]
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(Proposiciones 6.3, 6.11, 6.13). De hecho, son completamente andlogas a las

demostraciones dadas, por ejemplo, en [16] para el caso no equivariante.

Proposicién 1.3.5. Si Y € G-ANE(C) y V es un abierto e invariante de

Y, entonces V € G-ANE(C).

Proposicién 1.3.6. Si Y es un G-retracto de Z € G-AE(C)(o de Z €

ANE(C)), entonces Y € G-AFE(C)(resp. Y € G-ANE(C)).

Proposicién 1.3.7. Sea Y € G-C. SiY € G-AE(C) (oY € G-ANE(C)),

entonces Y € G-AR(C) (resp. Y € G-ANR(C)).

El siguiente teorema afirma que para la clase G-M de G-espacios me-
trizables la implicacion inversa de la tltima proposicion también es cierta.
Esto hecho importante fue probado por S.Antonyan en [1] (también véase la

demostracion dada en [25], Proposicién 6.14).

Teorema 1.3.8. Sean G un grupo compacto de Hausdorff y'Y un G-espacio

metrizable. Entonces

(a) Y € G-AR(M) si y solo si Y € G-AE(M).

(b) Y € GF-ANR(M) si y sélo siY € G-ANE(M).
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En la tesis trabajamos sélo con G-AN R(M)-espacios y G-AN E(M)-
espacios. Por lo tanto, en adelante, vamos a llamarlos simplemente G-AN E-

espacios y G-AN R-espacios.

Del teorema anterior y de la Proposicion 1.3.5 se obtiene inmediatamente

el siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Si U es un subconjunto abierto e invariante de un G-

AN R-espacio X, entonces U también es un G-AN R-espacio.

Mas adelante vamos a utilizar los siguientes dos resultados fundamentales.
El primer resultado pertenece a R.Palais [24] (Proposicién 1.6.6.) y el segundo

fue probado por S.A.Antonyan en ([2],[4])

Proposicion 1.3.10. Si G es un grupo compacto de Lie y H es un subgrupo
cerrado en GG, entonces G/H es un G-AN R-espacio (o, equivalentemente, un

G—ANE-espacio).

Teorema 1.3.11. Sean G un grupo compacto de Hausdorff y N un subgrupo
normal cerrado en G. Si X es un G-A(N)R-espacio, entonces X/N es un

G/N-A(N)R-espacio. En particular, X/G es un A(N)R-espacio.
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Definicién 1.3.12. Un subgrupo cerrado H de un grupo compacto G se llama
grande si eziste un subgrupo normal cerrado N de G tal que N C H y G/N

es un grupo de Lie.

Esta propiedad fue usada en la definiciéon original de subgrupos grandes
dada en [3, Definition 2[; algunas otras propiedades equivalentes se dan a

continuacion:

Proposicién 1.3.13.([4],[5]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo com-

pacto G. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) H es grande,
(b) G/H es G-ANR,
(¢) G/H es localmente conexo y dimG/H < oo,

(d) G/H es una variedad suave.

1.4. Limites inversos.

Definicién 1.4.1. Sean C una categoria y A un conjunto dirigido por la
relacion <. La familia X = {Xy,q} ,A} se llama sistema inverso de C-

objetos si
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(a) Para cada A € A le corresponde un C-objeto X.

(b) Para cada X', A\ € A tales que A\ < N, se define una C-morfismo ¢}

Xy — X\ que cumple

e Xy =q, para A\, X, N € tales que A < N < \';

o ¢ = idx,.

Un sistema inverso X = {X}, ¢/, N}, donde N es el conjunto de los niimeros
naturales, es conocido como sucesion tnversa, y lo denotamos simplemente

como {X;, ¢ }.

Definicién 1.4.2. Sea X = {X,, ¢, A} un sistema inverso de C-objetos. Un
objeto X de C junto con una familia {q) : X — X)\}rea de morfismos en C,

se llama limite tnverso de X | si se satisfacen las condiciones siguientes.

(a) ¢ qv = q» para cada \, N € A, A < X

(b) Se cumple la siguiente propiedad universal: Para cada Y objeto de C y
{fr: Y — X)\}rea un cono sobre X, es decir, que satisface ¢} fy =
fa, para cada \, N € A, X < N, entonces existe un iunico morfismo

f:Y = X tal que g f = fr, para cada \ € A.
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Usamos la siguiente notacion
(X7 {QA}) = Z@X = lﬂn{X)n qi\\,7A}7

o stmplemente X = lim X.
<—

Los morfismos ¢, se les conoce como proyecciones naturales del limite
IMVETso.
De la propiedad universal del limite inverso podemos concluir que el limite

es unico salvo isomorfismo.

Ejemplo 1.4.3. Sea X = {X;, ¢, N} una sucesién inversa. El lfmite inverso

en las siguientes categorias se describe como sigue:

(a) En Set: (X, {q}) = lﬁz X, donde

X = {o e [[ Xilao) = dlgj(w)si < ) (1.4.1)

y para cada 1 € N, ¢; : X — X, x — x; es la proyeccion en el i-ésimo

factor.

(b) En TOP: (X,{q:}) = lim X, donde X es el conjunto descrito en (1.4.1)
(_

dotado con la topologia mas gruesa que hace continuas a todas las

proyecciones {¢;}. Ademds los conjuntos ¢;(U), donde U es aberto en

X;, forman una base para la topologia de X.
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(¢) En G-TOP : Consta de X la cual tiene estructura natural de G-espacio

junto con la familia de G-funciones {g,}.([26, Teo. 1.5.2])

Proposicién 1.4.4.([8, Prop. 2.5]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo
compacto G. Si el espacio cociente G/H es metrizable, entonces existe una

sucesion decreciente (N;)en de subgrupos normales cerrados de G tales que

G/N; es un grupo de Lie y (\,on(N;H) = H. Por lo tanto
lim{G/(NiH),q} = G/H,
donde ¢! : G/(N;H) — G/(N;H), j > i, son las proyecciones naturales.

Definicién 1.4.5. Diremos que una sucesion (N;);en €s una sucesion pro-

Lie para G/H si satisface las condiciones de la Proposicion 1.4.4.

1.5. Cambio de grupos

Recordemos que dado un grupo G obtenemos la categoria G-T'O P, vamos
a denotar por TOPg(X,Y) al conjunto de G-funciones X — Y. En esta
seccion vamos a establecer la relaciéon que hay entre las categorias G-TOP

y G'-TOP, mediante los funtores restriccion y producto torcido para grupos

dados Gy G'.
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Sea (8 : G — G un homomorfismo continuo de grupos topoldgicos. Cada
G-espacio X se puede considerar como un G’-espacio via 3, i.e. respecto a la
accién * del grupo G’ dada por ¢’ *x x = 5(¢')z. Claramente cada G-funcién

puede considerarse como una G’-funcién via 3. Asi obtenemos el funtor
Resg : G-TOP — G'-TOP

el cual manda cada G-espacio X a un G’-espacio X via § y cada G-funcién
f auna G’-funcién f via 5.
Este funtor tiene como adjunto izquierdo el funtor de producto torcido via

B que describiremos a continuaciéon y denotamos como
G x3—:G-TOP — G-TOP.

Definicién 1.5.1. Sea 8 : G' — G un homomorfismo de grupos topoldgicos.
S1 X es un G'-espacio, entonces podemos considerar G x X como G'-espacio

con la accion
g (9,2) = (98(d) ", g'v).
El producto torcido via B, G xg X se define como el correspondiente

espacio orbital

Gxs X =(GxX)/G.

La G'-orbita del punto (g,x) € G x X la denotamos por [g, z].
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Observacién 1.5.2. Se tienen las siguientes dos propiedades:

(a) Se define una accién continua de G en G x5 X dada por

g1 - [927 93] = [91927 93]7

por lo tanto, G x x3X es un G-espacio.

(b) Si X es un G'-espacio, entonces el funtor G xg — asocia X con su
correspondiente producto torcido via 3, G xg X; asimismo si f €
TOPy(X,Y), entonces G xg f : Gx3g X — G xgY definida como

G xg f(lg,x]) = [g, f(z)] es una G-funcién.

Los funtores de restriccién y de producto torcido via 8 son adjuntos ya

que cumplen la siguiente propiedad:

Proposicion 1.5.3. Sea 5 : G' — G un homomorfismo de grupos. Sea X

un G'-espacio y'Y un G-espacio. Entonces existe una biyeccion natural

TOP(;(G X B X, Y) — TOP(;/(X, 7“685()/)).

Demostracién. Sea f: X — Y una G'-funcién. La funciéon ¢ : Gx X — Y

dada por ¢((g,z)) = g - f(z) admite una factorizacion sobre G xg X, ya que
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para cada ¢’ € G/,

e(gB(g") " g'x) = gB(g") " f(g'x) = galg) " - (¢ * f(=))

Ast G x3 X — Y dada por [g,z] — g - f(x) es una G-funcién.

Por otro lado, si J?: G x3 X — Y es una G-funcién, entonces f : X =Y
definida como f(z) = A( e, x]) es una G'-funcién.

Es facil ver que estas construcciones son inversas una de la otra. [J

En otras palabras, dado un G’-espacio X, la funcién ix : X — G x5 X
dada por ix(x) = [e, z], para cada x € X (veremos en la Proposiciéon 1.5.5
que en realidad es una G’-funcién), satisface la siguiente propiedad universal:
para cada G'-funcién f : X — Y, donde Y es un G-espacio tratado como
G'-espacio via «, existe una unica funcién ]?: G xg X = Y G-equivariante

que hace conmutativo el diagrama siguiente.

X X GXBX

N

Y
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Observacién 1.5.4. El funtor de producto torcido se reduce a estudiar los

dos siguientes casos:

(a)

Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo G. Entonces la proyec-
ci6n natural ¢ : G — G/N, g — gN, es un homomorfismo de grupos e
induce el funtor de restriccién res, cuyo adjunto izquierdo es el funtor

de proyeccién N-orbital

—/N : G-TOP — G/N-TOP:;

en efecto, la G-funcién G/N x, X — X/N dada por [gN, z| — N(gx)

es G/N-equivalencia.

Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G. La inclusién i : H — G
induce el funtor de restriccion res;, de manera que cada G-funcion
es considerada también como H-funcion. res; es adjunto derecho del
funtor G x; — : H-TOP — G-TOP que asocia cada H-espacio X con
el G-espacio G x; X el cual, en este caso particular, denotamos por

G x g X y se le conoce simplemente como producto torcido (usual).

Proposiciéon 1.5.5. Sea 5 : G' — G un homomorfismo, donde G’ es un

grupo compacto; y sea X un G'-espacio. Entonces la funcion

ixiX%GXBX
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dada porix(x) = [e,x], es una G'-funcion cerrada; y si 5 es inyectiva, ix es

un G'-encaje.

Demostracion. Observemos que ix = 7., donde 6, : X — G x X es
el encaje cerrado dado por d.(z) = (e,x) ym: G X X — G x, X es la
proyeccion orbital. Luego, ix es continua. Ademas, por la Proposicién 1.2.11,
7 es cerrada, y como d, es cerrado, entonces iy también lo es.

Ahora veamos que ix es G'-funcién. En efecto, G x5 X es un G’-espacio

via 8,y para cada x € X, ¢’ € G', se cumple
ix(g'r) = le,g'z] = [a(g'), 2] = B(g) - [e. ]
= 8(g)) - ix(2) = ¢ *ix ()
Supongamos ahora que 3 es inyectiva. Veamos que ix es también inyecti-
va. Sean z,y € X tales que ix(z) = ix(y), es decir [e, x] = [e, y]; luego existe
g € G' tal que (e,y) = (B(¢')71, g'x), y en este caso, por la inyectividad de

B, g =€ (donde € es el elemento neutro en G'), por lo que x = y. O

Proposicién 1.5.6. Sea 5 : G' — G un homomorfismo y X un G’ espacio.

Los espacios orbitales (G x5 X)/G y X/G' son homeomorfos.

Demostracién. La proyeccion pr: G x X — X es G'-equivariante ya que

pr(g' - (g.2)) = pr((gB(g") ", g'z)) = g’z = ¢'pr((g, x)).
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Luego la funcién inducida
v=pr/G' :Gxz X = X/G

dada por ¥([g,z]) = G'(z), [g,2] € G x3 X, estd bien definida y es continua
(Proposicién 1.2.10); ademds como la proyeccion es abierta, 1) también lo es.

Notemos que (G([g, z])) = G'(x), asi podemos factorizar 1) como
G xzX
(G x5 X)/G — X/G

Del diagrama vemos que ¢ : G([g,z]) — G'(x) es continua (ya que la
proyeccién orbital 7 es abierta) y abierta, ademds de ser claramente sobre-
yectiva.

Veamos que ¢ es inyectiva: Supongamos que G([g1,21]) v G([g2, z2]) son
tales que G'(x1) = G'(x2), entonces existe ¢’ € G’ tal que z1 = ¢'zy, luego

tenemos

G([g1, 71]) = G([g91,9'72]) = G([9:8(9"), 72]) = G([g2, 22]).

Concluimos que ¢ es un homeomorfismo. [

Omitimos la demostracion del siguiente resultado que esta probado con

todo detalle en [20, Cap.1, Prop.1.6.6].
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Proposicién 1.5.7. Sea 8 : G' — G un homomorfismo de grupos compactos
tal que coker(B) = G/Im(pB) es metrizable. Si X es un G'-espacio metrizable,

entonces el G-espacio inducido G xXg X es también metrizable.

Proposicion 1.5.8. Sea §: G' — G un homomorfismo de grupos compactos
tal que el cokernel de B es metrizable, y sea E un G-espacio. Supongamos

que E es un espacio G-ANR, entonces E, tratado como G’'-espacio via 3, es

un G'-ANR.

Demostracién. Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G’-espacio

metrizable X, y sea f: A — E una G’-funcién.

Consideremos las G'-funciones iy, ix definidas como en la Proposicién

1.5.5; por la Proposicion 1.5.3, sabemos que f induce una G-funciéon f :

G x5 A— Etal que foiy=f.

Notemos también, que como G’ es compacto, G xg A es un subconjunto
cerrado (G-invariante) del G-espacio G xg X. Estos G-espacios son metriza-

bles debido a la Proposicion 1.5.7.

Luego, como E es G-AN R, existe una vecindad G-invariante U de G x3 A

en G x5 X,y una G-extensién f: U — E de f.
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Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo.

f
E
) 1A )
G X A .
U.
/
X —= G x B X

Sea V = i (U), resulta que V es una vecindad G’-invariante de A en
X,y (foix) |v: V — E es una G'-extensién de f, y por lo tanto E es un
G'-ANR.

U

1.6. Producto torcido y rebanadas

Los productos torcidos son objetos importantes en el estudio de los G-

espacios y como veremos también de las G-funciones.

Sean H un subgrupo cerrado de un grupo GG, y X un H-espacio. Por el
producto torcido G Xz X entendemos el G-espacio G X, X, donde a = 7 :

H — G (ver Ejemplo 1.5.4(2)).

Este concepto esta relacionado de manera importante con el de rebanada.
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Definicién 1.6.1. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo G, y X un
G-espacio. Un subconjunto H-invariante S de X se llama H-rebanada (o

bien, rebanada) de X, si satisface:

(a) GS es abierto en X,

(b) S es cerrado en GS,

(c) si g€ G\H, entonces gS NS = .

S es llamada H-rebanada global de X cuando GS = X.

La siguiente proposicion establece una relacion entre los conceptos de

producto torcido y rebanada.

Proposicion 1.6.2. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G,
y S un subconjunto H-invariante de un G-espacio X, tal que GS es abierto

en X. Entonces S es una H-rebanada st y solo si la funcion

n:GxyS— GS

dada por n([g, s]) = gs, es una G-equivalencia.

Demostracién. (=) Sean [g,s],[¢,s'] € G xg S.
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= Observemos primero que 7 esta bien definida:
Supongamos que [g, s] = [¢', '], entonces existe h € H tal que g = g’h~*

y s = hs'; luego,
(g, s]) = gs = g'h7'hs' = ¢'s' = ([g', 5']).

= Consideremos ahora el diagrama conmutativo

GxS ‘ GS

R

GXHS

donde 6((g,s)) = gs y 7 es la proyeccién orbital correspondiente. Sa-
bemos que 7 es continua, abierta (Proposicién 1.2.11) y sobreyectiva;

y 6 es continua y sobreyectiva como restriccion de la accion
T:-GxX—X

de donde es inmediata la continuidad y sobreyectividad de 7.

= Veamos que 7 es cerrada:

Sea C' un subconjunto cerrado de G x g S. Del diagrama anterior,

Por continuidad de 7, 771 (C') es cerrado en G xS, y como G es compac-
to, por la Proposicién 1.2.3(ii), 6 es una funcién cerrada. Luego n(C')

es cerrado en GS.
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= Supongamos ahora que

n(lg, sl) =g, s),
entonces gs = ¢'s’, esto es, s = g1¢’s’. Como S es una H-rebanada,
entonces g~ 'g’ € H, luego
9" s1=1d'(979) " (97951 = [g, 5].
Por lo tanto, 77 es inyectiva.
= Ademads 7 es G-equivariante, ya que para toda g € G,
1(glg, s]) = n(lgg, s1) = g9 = gn(lg, s]).
(<) Supongamos que 7 es un G-homeomorfismo. Veamos que S satisface
las condiciones (b) y (¢) de la Definicién 1.6.1:

(¢) Supongamos que gS NS # (), entonces existen s, s € S tales que
gs = s'. Como
(e, s]) = es' = 5" = gs =n([g,s])
y 1 es inyectiva, entonces [e,s'| = [g,s]; es decir, existe h € H tal que
e =gh™'y s = hs, por lo tanto, g = h € H.
(b) Observemos primero que §71(S) = H x S. En efecto, H x S C 671(S)

ya que O(h,s) = hs € S paratoda h € H, s € S.
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Ahora, sea (g,s) € 671(S), entonces 0(g,s) = gs € S y por (c), tenemos
que g € H; es decir, (g,s) € H x S, luego 071(S) = H x S. Por lo tanto,

071(S) = H x S. Pero H x S es cerrado en G x S. Asf,
T (nH(8)) = 07(S)

es cerrado en G X S.
Por la definicién de topologia cociente n~!(S) es cerrado en G xpz Sy,

como 7 es homeomorfismo, S = n(n~*(S)) es cerrado en GS. [

Proposicion 1.6.3. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo topolégico G, y
X un G-espacio. Si f : X — G/H es una G-funcidn, entonces S = f~(eH)

es una H-rebanada global de X .
Demostracién. Sea S = f~'(eH), entonces

= S es H-invariante:
Sean h € H, s € S. Como f(s) = eH, tenemos que f(hs) = hf(s) =

h(eH) = eH. Luego hs € f~'(eH) = S.
= G(5) =G(f(eH)) = fTH(G(eH)) = fTHG/H) = X.

» De la Proposicién 1.1.5(b) tenemos que G/H es un G-espacio de Haus-
dorff, luego {eH} es cerrado en G/H; por lo que S = f~'(eH) es

cerrado en X.
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= Supongamos que ¢S NS # (), entonces existen s;,s, € S tales que

s1 = gsz. Luego f(s1) = f(gs2) = gf(s2) € gH, y como f(s1) = eH,

entonces g € f.

De lo anterior concluimos que S es una H-rebanada global de X. [J

El simbolo &~ que aparece en el siguiente corolario significa que son equi-

valentes como G-espacios.

Corolario 1.6.4. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G, y
X un G-espacio. Entonces para cada G-funcion f : X — G/H se cumple

que

XZGXHS,

donde S = f~'(eH).

Demostracion. Por la Proposicion 1.6.3, S es una H-rebanada global de
X, es decir, GS = X. Luego, por la Proposicién 1.6.2, G xg S ~ GS = X

(véase figura 1.1). O

Definicién 1.6.5. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio y v € X.
Decimos que una vecindad abierta G-invariante U de G(z) en X, es un

tubo alrededor de la drbita G(z) si existe una G-funcion f:U — G/G,.
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eHd

Figura 1.1: Estructura de una G-funcién sobre G/H.

Observemos que, en este caso, U ~ G Xg, S =~ GS y S es una G,-

rebanada.

El siguiente teorema desempena un papel central dentro de la teoria de

grupos topoldgicos de transformaciones (ver [10, Ch.II, Th.5.4]).

Teorema 1.6.6. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio de

Tychonoff, entonces existe un tubo alrededor de cada una de las orbitas de

X.

Este teorema sirve de base para mostrar la propiedad local siguiente de
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las proyecciones orbitales, misma que sera generalizada en més adelante.

Presentamos dos resulatdos mas que nos proporcionan mas ejemplos de

espacios que tienen estructura de producto torcido.

Proposicién 1.6.7.([10, Ch.II, Th.5.8]) Sea H un subgrupo cerrado de un
grupo compacto de Lie G, y sea X un G-espacio de Tychonoff con un sélo
tipo de orbitas (H). Entonces la proyeccion orbital 7 : X — X/G satisface
la siguiente propiedad: para cada b € X/G existe una vecindad abierta U

de b en X/G y un G-homeomorfismo oy : 71 (U) — G/H x U tal que el

diagrama
Y (U) —2— G/H x U
\ / (1.6.1)
™ pry
U

es conmutativo.

Proposicion 1.6.8. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio con un

sélo tipo de orbitas (H). Entonces la G-funcion

’)’]ZGXNXH—)X

dada por n([g,z]) = gz, es una G-equivalencia. Donde N = N(H) es el
normalizador de H en G, y X = {x € X | H C G,} es el conjunto de

puntos H-fijos.
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Demostracién. 7 es continua, sobreyectiva y cerrada (ver, por ejemplo,
demostracién de la Proposicién 1.6.2).

Veamos que 7 es inyectiva. Sean [g1,71], [g2, 22] € G xy X tales que

n([g1, z1]) = n([g2, x2]), esto es g1x1 = goa.

Como 1, 13 € XH y (G,,) = (Gy,) = (H), resulta que G, = G,, = H.

Sea n = g5 '¢;. Entonces
H=0G,, =Gy =nGyn™ =nHn™,

lo que significa que n € N. Luego [g1,z1] = [g1n™F, nz1] = [ga, 22). O

Finalmente, siguiente resultado nos dice que el funtor de producto torcido

preserva AN E’s (metrizables).

Proposicién 1.6.9.([5, Prop. 3.1]) Sea H un subgrupo grande de un grupo
compacto G y S un H-espacio. Si S es un H-ANE entonces G xg S es un

G-ANE.
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Capitulo 2

(GG-fibraciones y productos

torcidos

Una G-fibracion representa una version equivariante de una fibracion de
Hurewicz, es decir, una G-funcion que tiene la propiedad de levantamiento

de G-homotopias.

En este capitulo iniciaremos primero con las definiciones y propiedades
de las G-fibraciones, uno de los resultados cruciales de este capitulo concier-
ne a la proyeccién canénica ¢ : G — G/H con la accién de H en G por
conjugacion, el cual afirma que esta es una H-fibracién, para luego ver que
el funtor de producto torcido preserva fibraciones. Cabe resaltar que este es

41
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un resulatado original y es el principal teorema de la tesis.

2.1. G-fibraciones y G-fibraciones regulares

Definicién 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Una homotopia equivariante o
G-homotopia es una funcion continua H : X x I =Y, tal que H(g-x,t) =
g - H(x,t) para cada (z,t) € X X I y toda g € G, es decir, H es G-funcion
considerando X x I con la accion diagonal, donde G actia trivialmente en

el intervalo unitario I = [0, 1].

Si para un subconjunto cerrado invariante A de X se cumple H(a,t) =
H(a,0), para cada a € A yt € I, se dice que H es una G-homotopia

relativa a A.

Definicién 2.1.2. Decimos que una G-funcion p: E — B tiene la pro-
piedad equivariante de levantamiento de G-homotopias respecto a
un G-espacio X (EHLP(X)) si para toda G-funcion f : X — E, y toda

G-homotopia F : X x I — B tal que F(x,0) = po f(z) para cada v € X,
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existe un relleno F: X x I — E para el siguiente diagrama:

X FE
9o F P (211)
X x1I — B

donde 9y(z) = (z,0). Es decir F satisface pF = F y FOy = f.
Una G-funcion p se llama G-fibracion de Hurewicz si p tiene la propiedad

de levantamiento de G-homotopias respecto a todo G-espacio X .

Diremos también que p tiene la EHLP relativa si para cada diagrama
conmutativo (2.1.1) existe un relleno F : X x I — E el cual es una G-

homotopia relativa a A C X siempre y cuando F' sea G-homotopia relativa

a A.

Proposiciéon 2.1.3. Sea p : E — B una G-fibracion donde G es un gru-
po compacto. Si B es un G-espacio metrizable, entonces p tiene la FHLP

relativa.

Demostracién. Consideremos el diagrama conmutativo (2.1.1) donde F'
es una G-homotopia relativa a A C X. Como G es compacto, B admite
una métrica compatible G-invariante d, es decir una métrica que satisface

d(gb, gb') = d(b,b') para todo b,b' € By g € G. Ademas, podemos elegir
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d tal que diam(B) < 1. Sea ¢ : X — [ una funcién dada por ¢(z) =
diam(F({z} x I)). Claramente ¢ es una G- funcién continua invariante.

Modifiquemos la G-homotopia F' como sigue:

, Fa, t/e(r)) ift <o)
F(x,t) =

F(x,1) if t > ()
Es facil ver que F’ es una G-funcién continua para la cual F'dy = pf. Como
p es una G-fibracion, existe una G-homotopia F:XxI — F tal que
ﬁ@o =fy pﬁ = F’. Ahora definamos una G-homotopia F:XxI—>E por

F(z,t) = F(z,to(x)). Es rutina checar que F es un relleno para el diagrama

(2.1.1) la cual es una G-homotopia relativa a A. OJ

Como ya mencionamos en la Introduccion, en la teoria de G-espacios el
concepto de G-fibracién surge de manera natural: cada G-funcién £ — G/H
es una G-funcion si G es un grupo compacto de Lie. Este resultado es muy
conocido para pero no es facil encontar su demostracién en la literatura; la

demostracion directa para el caso metrizable se puede encontrar en [§]:

Proposicién 2.1.4. ([8, Proposition 3.1]) Sean H un subgrupo cerrado de
un grupo compacto de Lie G y E un G-espacio metrizable. Entonces cada

G-funcion p: E — G/H es una G-fibracion.
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En efecto, uno de los objetivos principales de la presente tesis es obtener
una generalizacion de la Proposicion 2.1.4 para el caso de grupos compactos

metrizables G.

Otra clase mas de G-fibraciones que nos sera de utilidad, es la siguiente.

Definicién 2.1.5. Decimos que una G-funcion p : E — B de G-espacios
metrizables es una G-fibracion regular si para cada subconjunto invariante

A de un G-espacio metrizable X y para cada diagrama de G-funciones

Xx{O}UAxI—f>E

X x1I

- B
existe una G-homotopia F:Xx1I— E como relleno (es decir, Fi = fu

pF=F).

Claramente, cada G-fibracién de G-espacios metrizables es una G-fibracion

regular (basta tomar A = (}). Por otro lado, se tiene la siguiente afirmacién:

Proposicién 2.1.6. ([8]) Sip : E — B es una G-fibracion, donde E y B

son espacios G-ANE metrizables, entonces p es una G-fibracion regular.

De hecho, probaremos la Proposicién 2.1.6 en el Capitulo III (justo des-

pues de la Proposicién 3.1.6).
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Proposicion 2.1.7. Sea § : G' — G un homomorfismo de grupos compactos.
Sip: E — B es una G-fibracion (regular) entonces, al ser considerada como

G'-funcion via 8, p es también una G'-fibracion (reqular).

Demostracion. Supongamos que p es una G-fibracién.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X ! E
GXBX

do cri_ol p

G xp (X x 1)

P

X x1 B

donde j?y F son las G-funciones inducidas por las G'-funciones f y F res-
pectivamente (Proposicién 1.5.3), dy(z) = (2,0) y 9 = G X4 .
Notemos que G x5 (X x I) es G-equivalente a (G x5 X) x I por medio

del G-homeomorfismo

v:Gxg (X xI)—= (GxgX)xI
lg, (z,0)] — (lg, ], 1)

vy O : G x5 X — (G xsX) x I se define como 9([g, x]) = ([g, 2], 0).
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Como p es una G-fibracién, existe un relleno F': (G x5 X) x I — E. Asf,
la G'-funcion F : X x I — E definida como F = F o Ixx7 €S también un
relleno del diagrama, lo que prueba que p es una G’-fibracién.

La demostracién del teorema para el caso de G-fibracion regular p es
absolutamente analoga. []

Destacamos dos casos particulares de la Poroposicion 2.1.7.

Corolario 2.1.8.

(i) Seap : E — B una G-fibracién (regular). Si H es un subgrupo cerrado

de G, entonces p es también una H-fibracion (reqular) via H — G.

(ii) Sea N wun subgrupo cerrado normal de un grupo G. Si para una G-
funcion p : E— B, la G/N-funcion inducida p/N : E/N — E/N es una
G/N-fibracion (regular), entonces p/N es también una G/N-fibracion (regu-

lar) via G — G/N.

Las G-fibraciones regulares se pueden caracterizar localmente (como las

G-fibraciones, ver e.g., [12, Exercise 5, p.53]) de la siguiente forma:

Proposicién 2.1.9.([8, Prop. 3.6]). Sea p : E — B una G-funcién entre G-

espacios metrizables. Si para cada punto b € B existe una vecindad abierta
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G-invariante U tal que la restriccion de p, p~(U) — U es una G-fibracion

reqular, entonces p es una G-fibracion reqular.

2.2. Cuadrados pull-back y cuadrados

(GG-fibrados

La nocién de cuadrado G-fibrado puede considerarse como una generali-
zacion de cuadrado pull-back. Podemos observar que la propiedad la cual uti-
lizamos en la definicién de un cuadrado fibrado es andloga a la usada en [15,
Proposition 3.2.7, p.60] para caracterizar fibraciones en una pro-categoria.
En esta seccién recordaremos la definicion de un cuadrado pull-back y da-
remos algunos ejemplos de cuadrados pull-back importantes para el trabajo.
Asimismo abordaremos el concepto de un cuadrado G-fibrado el cual, para

nuestros resultados, representa un herramienta muy importante.

Definicién 2.2.1. El diagrama conmutativo de G-funciones

7 I B

p’l Ip (2.2.1)

B’—>f B

se llama cuadrado pull-back (o cuadrado universal) si satisface la siguiente

propiedad universal:
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Si X es un G-espacio y o : X — B y [ : X — FE son funciones
equivariantes tales que fa = pB, entonces existe una unica G-funcion h :

X — Z tal que el diagrama conmuta.

(2.2.2)

Al G-espacio Z se le conoce también como pull-back (o producto fibra-
do) de B’ ENy -3y E, y debido a la propiedad universal, es tnico salvo

isomorfismo. Este G-espacio puede ser definido de manera explicita como
Z={(t,e)e B x E| f(t') =ple)},

con la accién diagonal de G, es decir, g - (b, e) = (gb', ge).

Al igual que en el caso de limites inversos, si estd dado que el cuadrado
(2.2.1) es un diagrama en G-T'OP (de G-espacios y G-funciones) tal que es
pull-back en TO P, entonces es también un cuadrado pull-back en la categoria
G-TOP.

En efecto, si X es un G-espacio, y a y [ son G-funciones tales que

fa = pp, como (2.2.1) es un cuadrado pull-back en TOP, existe una tnica
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funcién continua h tal que el diagrama (2.2.2) es conmutativo. Esta h es

G-equivariante, ya que para cada x € X y g € GG, tenemos
f'(h(gz)) = Blgz) = gB(z) = gf'(h(x)) = f'(gh(z)),
analogamente, se verifica que p'(h(gz)) = p'(gh(x)); lo que significa que
h(gz) = gh(z).
Proposicién 2.2.2. En el cuadrado pull-back (2.2.1) se cumple:
(a) Sip es sobreyectiva (o inyectiva), también lo es p'.
(b) Sip es abierta, también lo es p'.
(c) Sip tiene una seccion s, entonces p’' también tiene una seccion s’ tal
que fos =so f.
(d) Sip es perfecta, p' también lo es.
Un caso importante es aquel en el que p es una proyecciéon orbital, es

decir, cuando B = FE/G; y la accién de G en B’ es trivial. En esta situacién

p’ se puede considerar también como la proyeccién orbital de Z.

Proposiciéon 2.2.3. Sea X un G-espacio, y sea Z el pull-back de B’ ER
X/G & X, donde B' es un G-espacio con la accion trivial. Entonces el

espacio B' es homeomorfo al espacio orbital Z/G.
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Demostracién. La proyecciéon n’ : Z — B’ induce la funcién ¢ = 7'/G :
Z/G — B'/G = B’ (Proposicién 1.3.1). Como 7 es una funcién abierta (pues
B’ /G tiene la topologia cociente) y sobreyectiva, 7’ también lo es (Proposicién
2.2.2); luego es facil ver que ¢ es abierta y sobreyectiva. Por otro lado, si
(b,x1), (b,xe) € Z, entonces w(x1) = f(b) = m(x2), lo que significa que
r1y Ty estdn en la misma orbita, luego (b, z1) y (b, x2) estdan también en
la misma orbita; lo que prueba la inyectividad de ¢. Por lo tanto ¢ es un

homeomorfismo. [J

Proposicion 2.2.4. Sea f : X — Y una G-funcion, donde G es un grupo

compacto, y X yY son G-espacios de Hausdorff. El diagrama

X !

Y

es un cuadrado pull-back si y solo si f es isovariante.

Demostraciéon. Supongamos que f es isovariante.

Sea P = {(G(z),y) | G(f(z)) = G(y)} el pull-back de X/G — Y/G + Y.
Veamos que la G-funcién inducida h : X — P, x — (G(x), f(z)), es un G-
homeomorfismo. En efecto, si (G(z),y) € P, existe g € G tal que y = gf(z),

y h(gz) = (G(gx), f(gz)) = (G(x),y), luego h es sobreyectiva.
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Supongamos ahora que (G(z1), f(z1)) = (G(x2), f(x2)), entonces existe
g € G tal que x1 = gwo, luego f(x2) = f(x1) = f(gz2) = gf(x2), lo que
significa g € Gf(z,) = Gy, y POT tanto 1 = ¥, es decir, h es inyectiva.

Por ultimo podemos afirmar que h es cerrada ya que la proyeccion orbital
mx es perfecta (Proposicién 1.3.2) y el espacio P es de Hausdorff (ver, por
ejemplo, [14, Prop. 3.7.5]).

Reciprocamente, si el diagrama es pull-back, entonces X es G-equivalente
a P,y G =GGe.ie) = Gow NGa = GNGfa) = G, y por tanto, f

es isovariante. [

Proposicién 2.2.5. Suponga que el diagrama conmutativo de G-funciones

E’L>E

B’—>f B

es un cuadrado pull-back. Entonces

(a) sip es una G-fibracion (regular), entonces p’ es una G-fibracion (regu-

lar);

(b) si E, B y B son espacios G-ANE y p es una G-fibracion, entonces E’

es un espacio G-ANE.
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Demostracién. Solo probaremos la afirmacién (b) pues la prueba de (a)
es sencilla y son similares a las pruebas de las correspondientes versiones no

equivariantes (ver, e.g., [17, Proposition 6.31] and [13, Proposition 6.4]).

Sea h : A — FE’ una G-funcién, donde A es un G-subconjunto cerra-
do de un G-espacio metrizable X. Como E y B’ son G-ANLE’s, existen
G-extensiones f : U — E vy p : U — B’ de las G-funciones f'h y p'h,
respectivamente, sobre una vecindad G-invariante U de A en X. Obtenemos
la G-funcién pf, fp: U — B para la cual pf|A = fp|a. Usando que B es un
G-ANE, por un argumento estandar (ver, e.g., [17, Proposition 8.12]), para
alguna vecindad G-invariante V de A en U (y por lo tanto en X') podemos en-
contrar una G-homotopia F' : V x I — B relativa a A tal que F'(v,0) = pf(v)
y F(v,1) = fp(v) para todo v € V. Como p es una G-fibracién, existe una
G-homotopia F : V x I — E tal que f(v,O) = f(v) y pF = F. Ademés,

afirmamos que F se puede elegirse asi esta sera relativa a A al igual que F'

(aunque no se supone que p tiene EHLP relativa).

Para probar la ultima afirmacion, notemos que la funcion F' se factoriza
atraves del espacio cociente V' x I/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia

minimal sobre V' x I tal que (a,t) ~ (a,t') para a € Ay t,t' € I. Entonces



54 G-fibraciones y productos torcidos

podemos construir el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones

® F

V A E

I

VxI —=VxI/~

F/

B

donde 7 es la funcién cociente, F' = F'r, el cuadrado derecho es un cuadrado
pull-back y ¢ es tal que f|y = F ¢ (¢ es una G-funcién inducida por fly
y 70p). Ahora observe que p es una G-fibracién por la afirmacién (a) y el
espacio cociente V' x I/ ~ es metrizable por [14, Theorem 4.4.15], ya que
V' x I es metrizable y 7 obviamente es una funcion perfecta. Claramente 7
es una G-homotopia relativa a A y por lo tanto por la Proposicién 2.1.3,
existe una G-homotopia D : V x I — Z relativa a A como relleno para el
cuadrado izquierdo. Ahora la G-homotopia requerida F se obtiene como una
composicion de D y F.

Finalmente definamos f : V — E por f(v) = F(v,1). Entonces pf = fp|v

o~ ~ ~ ~

y ademads paratodoa € A, f(a) = F(a,1) = F(a,0) = f(a) = f'h(a), esto es,
ﬂ 4 = f'h. También como p|a = p’h, podemos concluir que por la propiedad

universal de pull-back, las G-funciones J?y plv determinan una G-extensién

V—oFEdeh:A—-E.O

La siguiente proposicion tendra muchas consecuencias relevantes para la
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presente tesis.

Proposicion 2.2.6. Sean K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto
G tales que KM = MK, entonces el diagrama de proyecciones naturales
G/(ENM) = G/M

WKJ lﬁK (2.2.3)
G/K

G/KM

M

es un cuadrado pull-back.

Demostracién. Sea P el pull-back de G/K 2% G/KN £ G/N dado por
P={(zK,yM)e G/K x G/M | tKM = yKM}.

Por la propiedad universal de pull-back existe una unica funciéon continua
¢ :G/(KNM)— P inducida por las proyecciones mx y mx. Esta funcién se

define explicitamente como @(x(K N M)) = (zK,xM) y es una G-funcion.

Veamos que ¢ es un homeomorfismo.

» ¢ es inyectiva: Sean z(K N M), y(K N M) € G/(K N M) tales que

olz(KNM))=py(KNM)), entonces (zK,zM) = (yK,yM), luego

1

ylz e Kyy 'z € M,estoes y o € KN M, lo que significa que

r(KNM)=y(KnM).
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= ¢ es sobreyectiva: Supongamos que (xK,yM) € P. Entonces KM =
yK M. Como yM C yKM, tenemos x KM NyM # (), lo que implica

que zK NyM # 0.
Sea z € xK NyM, entonces existen k € K y m € M tales que z =

zk = ym. Luego ¢(z(K N M)) = (zkK,ymM) = (zK,yM).

Concluimos que ¢ es un homeomorfismo por ser una funcién continua

biyectiva entre espacios compactos. [

Corolario 2.2.7. Sean K y M subgrupos cerrados de un grupo compacto
G tales que K es normal y K N M = {e}. Entonces el cuadrado pull-back

(2.2.8) tiene la forma

TK

lﬁx l (2.2.4)

G " B G/M T (9)M
donde G = G/K y M = T (M).
Ademds, las proyecciones i y Bx se pueden considerar como proyeccio-

nes K-orbitales respecto a las acciones de K sobre G y G /M por traslaciones

1zquierdas; estas acciones son libres.
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Demostracién. Cosideremos el diagrama (2.2.3). Como K N M = {e},

tenemos G/(KNM) =Gy
M =rmx(M)={mK |meM}=KM/K.

Notemos que el espacio G/K M se puede identificar con (G/K)/(KM/K),

es decir, con con G / M , usando el G-homeomorfismo canénico
G/KM — (G/K)/(KM/K)

dado por gKM — (gK)(KM/K).

Como (gK)(KM/M) = WK(g)]\/i, la proyecciéon fBx : gM — gKM
estd identificada con gM +— WK(g)Z/W\ y la proyeccién By : gK — gKM
estd identificada con gK WK(g)]\/Z.

Asi obtenemos el diagrama (2.2.4) el cual es un cuadrado pull-back por
la Proposicion 2.2.6.

Claramente, g v Bk se pueden considerar como proyecciones K-orbitales

por las traslaciones izquierdas (ver el Ejemplo 1.2.2(c)) g — gky gM — kgM

respectivamente. En efecto,
K(gM)={kgM | k€ K} = KgM = gKM

pues K es un subgrupo normal de G. Asi, B (gM) = K(gM).
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La accién por traslaciéon de K sobre G es obviamente libre y por lo tanto
asi es la accién de K sobre G/M ya que 7y es una K-funcién isovariante
debido a la Proposicién 2.2.4. (Note que (2.2.4) se puede considerar como un

cuadrado pull-back de K-funciones). [J

Definicién 2.2.8. El diagrama conmutativo (2.2.1) de G-funciones se llama

cuadrado G-fibrado si en el diagrama conmutativo

(2.2.5)

donde el cuadrado interior es pull-back, la funcion inducida q es una G-

fibracion.

Suponga que todos los G-espacios en (2.2.1) son metrizables. Si la G-
funcion q en el diagrama (2.2.2) es un G-fibracién reqular diremos que el

diagrama (2.2.1) es un cuadrado G-fibrado regular.
La siguiente proposicion sera usada en la prueba de la Proposicion 2.6.3:

Proposicién 2.2.9. Sea {p;} : E — B un morfismo de sucesiones inver-

sas E = {El,qf} y B = {Bi,rf} de G-espacios y G-funciones tales que el
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diagrama 4
7
E; <—— Ein

lpul

B

B; =
T’L+1

i

es un cuadrado G-fibrado (regular) para cada i. Si p1 es una G-fibracion
(regular) entonces
p=lim{p;} : lim E — lim B
— — —

es una G-fibracion (regular).

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo de G-funciones

h .
X lim B
Ao limp

Para cada i, vamos a definir ]Z[Z- : X x I — E; tal que ]Z[Z- = qf“]zliﬂ;
procederemos por induccion.
Como p; es una G-fibracién, existe H,: XxI — E, tal que plofll =rioH
y H, 00y = qeoh; donde ¢; : im E — E; y r; : lim B — B; son las
— —
proyecciones.
Supongamos que existe H; : X x I — E; tal que p; o H; = r; o H,

ﬁi030:QiOhYQf_1oﬁi:Hi—l-
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. pitl
Sea P, el pull-back de E; 2 B; <— B;,1. Asi, por la propiedad universal

de pull-back, existe ﬁi—i—l : X x I — P; tal que el diagrama

E — x T

\ Hia
Bi v

Pi PZ rit1H
\ii
B’i Bi+1

es conmutativo.

Como el cuadrado exterior

4q;
Ei Ei—i-l
Ay LA
Bi ¥
pi Pz Pi+1
"y
N
Bi pitl BH_I
k2

es G-fibrado, la G-funcién tnica m; : F;11 — P, tal que oy om; = pir1 y
Biom; = qf“, es una G-fibracién. Luego, existe ]:Iiﬂ : X x I — E;1 que

hace conmutativo el diagrama

qi+1h
—— i+1
Hiyw 7
o) ' Uy
X xI —— P
Hit

y ademas cumple

» i i = oy = o Hiy =i H,
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n ~i+180 = Qi+1h7
n gV Hipy = BimiHiy = Bl = H;.

La coleccién {H;} determina una G-homotopia tnica H : X x I — lim E
H
tal que ¢;H = H; para cada i.
Se cumple que lim pH = H v Hdy = h ya que para cada 4, r; lim pH =
— —

pz’%‘g = piﬁz’ =rHy %Hao = ﬁfiao =qh. O

2.3. Haces principales equivariantes

En esta seccion usaremos el enfoque general de un haz principal equiva-

riante dado en el trabajo de R.K.Lashof y J.P.May [21].

Recordemos que una sucesiéon exacta corta es un diagrama de homo-

morfismos de grupos

1 K——T—/—=¢ 1 (2.3.1)

donde 1 = {e} es el grupo trivial, tal que ¢ es un monomorfismo, 7 es un
epimorfismo y Im(t) = Ker(m). En esta situacién se dice que I' es una

extension de G por K.

En caso de grupos topodgicos siempre se supone que
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= ¢ es un encaje cerrado (es decir, ¢ realiza un homeomorfismo entre K y

el subgrupo cerrado «(K) = Im()),

m la funcién 7 es abierta.

Por consiguiente, podemos considerar K como un subgrupo normal de
I' (al identificar K con ¢(K) y suponer que G = I'/K, mientras 7 es la

proyeccién canénica I' — I'/ K (véase Proposicién 1.1.10).

Definicién 2.3.1. Sean G y K grupos topologicos. Sea I' una extension de G
por K mediante la sucesion exacta corta (2.5.1). Una I'-funcion p : E — B

un (K;T')-haz principal si cumplen las siguientes condiciones:

(a) p es una funcion sobreyectiva y abierta;

(b) la accion - de K en E via v (es decir, tal que k - x = o(k)x para k € K

yx € E) es libre;

(c) para z,y € E, p(x) = p(y) siy solo siy=k-x para algin k € K.

Observacién 2.3.2. Supongamos p: F — B es un (K;I')-haz principal.

(i) Podemos tratar p : E'— B como una proyeccién K-orbital (respecto a

la accién - de K en E dada por (c¢)) en virtud de conmutatividad del
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diagrama

donde h es un homeomorfismo dado por h(K(z)) = p(z). En verdad,
la condicién (¢) nos dice que h es inyectiva y estd bien definida. Es
continua por la definicién de la topologia cociente. Ademas, h es so-
breyectiva y abierta gracias a la condicién (a). Por lo tanto, h es un
homeomorfismo y, en particular, podemos identificar B con el espacio

K-orbital E/K y escribir B = FE/K.

Por la definicién E y B son I'-espacios con las acciones (v,y) — vy y
(7,b) — b, v € T, respectivamente; p : E — B es una I'-funcién pero,
en general, no es una G-funcion. No obstante, siempre podemos tratar

B como un G-espacio con la accién * dada por

gxb=b, yer(g).

Supongamos que 7,7 € 7 !(g). Entonces 719 € Ker(n) y existe
k € K tal que o = yi(k). Como p es sobreyectiva, existe z € p~1(b) y

tenemos

v'b = (k)b = yp(u(k)x) = yp(k - x) = yp(x) = 7D.
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Por lo tanto, la funcién G x B — B, (g,b) — g * b, esta bien definida.

Es facil ver que de verdad * es una accién continua.

Teorema 2.3.3. Sea I' un grupo compacto de Lie. Sip : E — B es un
(K;T')-haz principal, donde E es un I'-espacio metrizable, entonces p es una

['-fibracion regular.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos considerar K como
un subgrupo normal de G.

Dado un punto b € B, tomemos algtin punto y € p~!(b). Para el subgrupo
de isotropia I'y, tenemos K NI'y = {e}. En verdad, si k € K NI, entonces
ky = y que implica k = e pues por la definicién de (K;I')-haz principal la
restricciéon de la accién de T' en su subgrupo K es libre (véase Definicién
2.3.1(b) tomando en cuenta que K = ((K)). Ademds, K es un subgrupo
normal de I' y G = I'/K. Segtin la Proposicién 2.2.6 tenemos el cuadrado

pull-back de proyecciones naturales

r —— /T,

G —— I'/KT,
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Notemos que se puede considerar m y T como proyecciones K-orbitales
si tratamos I' y I'/T", como K-espacios respecto a las acciones de K por
traslaciones izquierdas. Ademads, estas acciones son libres: la traslacién de
K en I' es obviamente libre y la accién de K en I'/I'; es libre ya que la
proyeccion A — I'/T", es isovariante por la Proposicion 2.2.4 (véase también

el Corolario 2.2.7).

Como I' es un grupo compacto de Lie, existe un tubo alrededor de la 6rbita
I'(y) (véase el Teorema 1.6.6), es decir, existe una I'-funcién f : U — I'/T,

para alguna vecindad abierta I'-invariante U de y.

Observemos que U = p~(p(U)). Claramente, U C p~!(p(U)). Por otro
lado, si z € p~1(p(U)), entonces p(xr) = p(y) para algtin punto y € U. De
acuerdo con la definicién de un haz principal equivariante existe k € K tal

que x = ky y, como U es ['-invariante, z € U.

Sea V' = p(U), entonces V es una vecindad abierta I-invariante de b =

p(y) pues la funcién p es abierta. La I-funcién f : p~' (V) — I'/T, induce la
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funcién f/K de los espacios orbitales tal que el diagrama

p(v) = 1T,

J)

plu

(2.3.2)

Vv

TR I'/KT,
es conmutativo. Como f se puede considerar como una K-funcién de K-
espacios libres (en particular, f es K-isovariante), este diagrama es un un
cuadrado pull-back por la Proposicion 2.2.4.

En virtud de la Proposicién 2.1.4 7 es una [-fibracién. Ademds, los es-
pacios cocientes I'/T', y I'/KT', son I'“ANE (ver [24, Corollary 1.6.7]) que
significa que la proyecciéon 7 es una I'-fibracién regular (por la Proposicién
2.1.6). Como el diagrama (2.3.2) es un cuadrado pull-back, la proyeccién p|y

también lo es. Ahora aplicando la Proposicién 2.1.9 concluimos que p es una

G-fibracién regular. [

2.4. Sucesiones exactas cortas escindidas

En esta seccién vamos a considerar detalladamente el caso cuando la
sucesion exacta corta (2.3.1) es escindida, es decir, cuando para (2.3.1),

existe un homomorfismo de grupos topologicos j : G — I tal que moj = idg.
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Como un ejemplo de una sucesién exacta corta escindida sirve la sucesion

in pr

1 K Gx K G 1 (2.4.1)

donde G x K es el producto directo de los grupos topolégicos Gy K, in es la
inyeccién natural de K en G x K, in(k) = (e, k), y pr es la proyeccién natural
de G x K sobre G, pr(g,k) = g. Claramente, la inyeccién j : G — G x K
dada por j(g) = (g, €) es un homomorfismo tal que pr o j = idg.

Veremos que, en general, cada grupo I' obtenido como una extension de
G por K mediante una sucesion exacta corta escindida tiene estructura de
un producto semidirecto que generaliza la nocién de un producto directo.

Recordemos la definicién de esta nocion generalizada.

Sean G y K grupos topoldgicos y supongamos que « : G — Aut(K),
g — a4 es un homomorfismo, donde Aut(K) es el grupo de automorfismos

de K, tal que la correspondiente accion

GxK—K

(9, k) = ay(F),

de G sobre K es continua, es decir, G actia en K por medio de automorfis-

mos.
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Bajo las condiciones de arriba diremos que G y K estan relacionados
por a.. En esta situacion podemos considerar un nuevo grupo denotado por
G X, K y llamado el producto semidirecto de los grupos G y K que se

define como sigue:

(a) Gxo K =G x K, es decir, como un espacio topolégico G X, K es nada

mas que el producto topoldgico G x K.

(b) La operacién en G x, K estd definida por

(9, k) - (g ) = (g9, bay(K)).

Es facil ver que G x, K es un grupo topoldgico y se tiene la sucesion

exacta corta escindida

pr

1 K > Gx, K G 1 (2.4.2)

donde in y pr (y 7 que escinde la sucesién) se defininen como en (2.4.1).

Diremos que dos extensiones I'y y I's de K por G son equivalentes si

existe un isomorfismo v : I'y — I's tal que el diagrama
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es conmutativo.

Proposicién 2.4.1. Si la sucesion exacta corta de grupos topoldgicos (2.3.1)
es escindida por medio de un homomorfismo j: G — I', entonces es equiva-
lente a una sucesion exacta corta que tiene la forma (2.4.2), es decir, existe

un tsomorfismo de grupos topologicos Y : G X, K — T tal que el diagrama
Gx, K

es conmutativo. Mds precisamente, 1 se define por

¥(g,k) = u(k)j(g) (2.4.3)

mientras para el homomorfismo o : G — Aut(K), g — a4, el automorfismo

oy : K = K estd definido como sigue:
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ke T (G(9)ek)i(g7h), ke K. (2.4.4)

Demostracién. Claramente, la funcién ¢ dada por (2.4.3) es continua pues
las funciones ¢ y j son continuas.
Y es un homomorfismo:

Como (g1, k1)(92, k2) = (9192, k10, (k2)) tenemos

(g1, k1) (g2, k2) = v(k1cyg, (k2))(g192) = t(k1)e(oyg, (K2))(91)7(g2) =
= (k1 )i(e™ (i(g1)e(k2) i (911)))5(91)5(92) = (k1) (g1)e(Ra) 591 )i (91)5 (g2) =
= 1(k1)7(g1)e(k2) (92) = ¥ (g1, k1) (g2, k2).
U es inyectiva:

Sea (g, k) € Ker(v). Entonces ¢(k)j(g) = ey, por lo tanto,
e=m(u(k)j(g)) = mu(k) 7j(g) =e-g=g.
Ahora e = 1(k)j(g) = t(k)j(e) = (k) y, como ¢ es inyectiva, k = e. Resulta
que Ker(v) = {(e,e)} (desde luego, (e, e) es el elemento del grupo G x,, K).

U es sobreyectiva:

Sea v € I'. Tenemos 7 (vj(w(v™"))) = n(y)mjr(y!) = n(y)7(v7}) = e,

es decir, vj(m(y™')) € Ker(w). Como Ker(r) = Im(:) existe tnico k € K

tal que ¢(k) = vj(m(y7")). De aqui, v = u(k)j(m (7)) = (7 (v), k).
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De la prueba que 1) es sobreyectiva, vemos que la funcién 1! inversa de

1 esta dada por medio de la correspondencia

v (m(9), (T (v ) (2.4.5)
y es evidentemente continua pues j y 7 son continuas mientras ¢ establece el

homeomorfismo K — «(K). O

Aplicamos la Proposicién 2.4.1 a la siguiente situacién.

Sean Gy K subgrupos cerrados de un grupo topoldgico I' tales que
(i) I' = KG,
(i) GN K = {e},

(iii) K es un subgrupo normal de I'.

Dado v € T, su representacién como v = kg, (g,k) € G x K (que existe por
(i)) es tinica debido a (ii). En efecto, si kg = k’g’, entonces K > (k')~'k =
g9t € G, que implica (K')"'k = ¢'g7! = e, es decir, g = ¢ y k = K.
Notemos que la funcién 7= : I' — G, kg — g, es un homomorfismo bien
definido: w(kg - k'g") = 7n(kk"gq") = g9’ = w(kg)m(kg’) (aqui usamos que

kK" = gk'g7' € K debido a (iii)). Obtenemos la sucesién exacta corta de

grupos topoldgicos
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donde «(k) = k escindida por j : G = T, j(g) = g.

Segtn la Proposicion 2.4.1 tenemos el isomorfismo
V:Gxe K =T, ¥(g,k)=kg
donde el homomorfismo ¢ : G = Aut(K), g — o, esta definido por

a4(k) = gkg™".
En otras palabras, G actia en K por conjugacion.

En esta situaciacon, es decir, cuando un grupo I' satisface las condicio-
nes (i)-(iii), se dice que I' es un producto semidirecto interno de sus
subgrupos GG y K y se escribe simplemente I' = G x K.

Ya hemos visto que el producto semidirecto interno I' = G x K es natural-
mente isomorfo al producto semidirecto “externo” I' = G x, K. En realidad
cada producto semidirecto es un producto semidirecto interno en virtud de

la siguiente consecuencia de la Proposicién 2.4.1:

Corolario 2.4.2. Si la sucesion exacta corta de grupos topoldgicos (2.5.1) es
escindida por medio de un homomorfismo j : G — T, entonces I' = G x K,

donde G = j(G) y K = «(K). En particular,
Gx,K=GxK,

donde G = {(g,e) | g€ G} y K ={(e;k) | g € K}.
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Demostracién. Veamos que I' satisface la condiciones (i)-(iii) de la defini-
cién de un producto semidirecto interno.

Por la formula (2.4.3) tenemos
I'={i(k)j(9) | k € K,g € G}

ya que v es sobreyectiva. Por lo tanto, ' = K - G. Si v € K N G, entonces
existen k € Ky g € G tales que v = (k) = j(g9). Luego v = j(g9) =
i(7i(g)) = j(mi(k)) = j(e) = e. Resulta que K NG = {e}. Por fin, K =

i(K) = ker(r). Asf, K es un subgrupo normal de I'. [J

2.5. Haces principales como (G-fibraciones

En esta seccién consideremos el caso particular de un (K; I')-haz principal,
cuando I' es una extensién de un grupo G por K por medio de una sucesion
exacta corta escindida o, equivalentemente, en virtud de la Proposicién 2.4.1
y el Corolario 2.4.2 cuando I' es un producto semidirecto.

Supongamos que una [-funcién p : £ — B es un (K;I')-haz principal
(véase la Definicién 2.3.1), donde I" es una extensién de un grupo G por K

por medio de una sucesion exacta corta
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1 K r G 1

que es escindida por un homomorfismo j : G — I', es decir, 7 o j = idg. La
accién de I' en F induce la accion izquierda x de G en E'y la accién derecha

-de K en E via j y ¢ respectivamente:

gxy=3jg)y, y-k=uk ")y, keK geGyeE

Notemos que la accién * de K es libre debido la condicién (b) de la Definicién
2.3.1.

Es muy importante para las metas de la tesis que ahora podemos consi-
derar la I'-funcién p : £ — B como una G-funcién via j : G — T.

De verdad, ya sabemos que el ['-espacio B tiene una estructura natural
de un G-espacio segtin la Observacién 2.3.2(ii): la accién * de G en B fue

definida de la siguiente manera:

gxb=n7b, yer(g).

Como j(g) € 7 1(g) (pues 7(j(g)) = g), tenemos g x b = j(g)b. En otras
palabras, % es una acciéon de G en B via j.

Por consiguiente, la I'-funcién p : E — B es una G-funcién via j : G — I’
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en el sentido de la Seccion 1.5:

plgxy) =p(i(9)y)) =i(g9)ply) = g * p(y)

parage Gyye FE.
Ahora, tomando en cuenta estas observaciones, podemos presentar la si-

guiente version particular del Teorema 2.3.3.

Teorema 2.5.1. Sea E un I'-espacio merizable, donde I es un grupo com-
pacto de Lie. Supongamos que 1" es una extension de un grupo topologico G

por un grupo topologico K mediante la sucesion exacta corta

L s

1 K r G 1

escindida por medio de 5 : G — T
Si una U-funcion p : E — B es un (K;I')-haz principal, entonces p es

una G-fibracion regular respecto las acciones de G en E y B via j.

Demostracién. Por el Teorema 2.3.3 p es una I'-fibracion regular. Por con-
siguiente, p es también una G-fibracién regular como una G-funcién via j en

virtud de la Proposicion 2.1.7. [

Estamos intersados en situaciones cuando haces principales equivariantes

cuales satisfacen al Teorema 2.5.1 surgen de una manera natural.
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Notemos primero que para las acciones x y - definidas arriba tenemos la

relacion:

gx(y-k)=(9gry) a4k), g€G, ke K, yekFE (2.5.1)

donde ay se define por (2.4.4).

De hecho, las acciones * y - determinan la accion inicial de I' en E; en
otras palabras, podemos reestablecer la accion de I' en E usando las acciones
* y -. Més precisamente, (gxy) -k~ = (i(k™"))  j(9)y = i(k)j(g9)y y segin

las formulas (2.4.3) y (2.4.5) obtenemos

w=(gxy)-k', yel, yekE (2.5.2)

donde g = 7(y) y k=17 (vj(m(v™))).
Las relaciones (2.5.1) y (2.5.2) se utilizan en el siguiente corolario del

Teorema 2.5.1.

Corolario 2.5.2. Sean G y K grupos compactos de Lie realcionados por el
homomorfismo o : G — Aut(K). Sea E un G-espacio izquierdo metrizable
dotado también de una accion derecha libre del grupo K tal que se tiene la
relacion

gx(y-k)=(9*y)-ayk), g€G, ke K, yek
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(aqui x y - denotan las acciones G y K respectivamente). Entonces la pro-
yeccion K-orbital p : E — B es una G-fibracion reqular, donde el espacio
K-orbital B = E/K estd considerado como un G-espacio dotado de la accion
gxyK = (gxy)K (aqui, yK = (y)K ={y -k | k € K} denota la K-drbita

deye E).

Demostracion. Las acciones x y - determinan la accion izquierda de I' =

G X, K en E como sigue:

(9, k)y=(g*y) k", (9,k) €T, yeE.

Notemos que la accién * estd bien definida: si y K = ¢’ K entonces y' = y-k

para alguna k € Ky

(gry)K = (gx(y-k)K = ((g%y) - ag(k)) K = (gxy)K.

Por consiguiente, la accién de I en B dada por (g, k)yK = g x yK esta bien

definida y podemos considerar p : £ — B como una I'-funcién pues

p((g,k)y) = p((g*y)-k~") = ((g%y) -k K = (9xy) K = gxyK = (g, k)p(y).

Con estas acciones de I', p : F — B es un (K; G)-haz ya que obviamente se

cumplen las condiciones (a)-(c) de la Definicién 2.3.1.
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Ademas, la sucesion exacta corta

escinde por j: G — T, g (g,e).
Evidentemente, las acciones x y * pueden tratadas como las acciones de G
en F y B obtenidas de las accion de I' la via j. En efecto, parag € Gy € F

y b=yK € B, tenemos

i@y=(g,e)y=(gry)-e ' =gxy

J(9)b=j(g9)(yK) = (9,e)yK = g * yK.

Por 1ltimo, el grupo I' es un grupo compacto de Lie porque, como un
espacio topoldgico, es G x K. Concluimos que el (K;G)-haz p : F — B

satisface el Teorema 2.5.1 y por lo tanto p es una G-fibracion regular. [

Dado un subgrupo cerrado K de un grupo topoldgico G, es costumbre
considerar el espacio cociente G/K como un G-espacio con la accién por
traslacién izquierda g - ¢ K = gg’K (ver el Ejemplo 1.2.2(c)). Claramente,
si H es un subgrupo cerrado de G, podemos considerar GG/K como un H-

espacio por traslacion izquierda. Pero en la presente tesis estamos interesados
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en la posibilidad de considerar G/K con la accién * del subgrupo H de G
sobre G/K por conjugaciéon dada por hxgK = hgh™' K. Vamos a dar las
condiciones para tener esta accion.

Observemos primero que no hay obstaculos para considerar la acciéon por
conjugacién de H sobre G dada por hxg = hgh™!. Es facil ver que en verdad
es una accién. Notemos que un subgrupo K de G es invariante respecto a
esta accién es decir, cumple hKh™' = K para todo h € H, si y sélo si se

tiene

H C N(K),

donde N(K) ={g € G| gKg~' = K} es el normalizador de K en G.

Proposiciéon 2.5.3. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. La
funcion

HxG/K — G/K,

dada por (h,gK) — hxgK = hgh 'K es una accién si y sélo si H C N(K).

Demostracion. Supongamos que * es una accion bién definida.

Sea h € H. Veamos que hKh™' Cc K. Siy € hKh™!, entonces y = hkh™*

para alguna k € K y hkh 'K = h* kK. Como la accién estd bien definida
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y kK = eK, tenemos:
hkh™ 'K = hxkK =hxeK = hh 'K = K

lo cual implica que y = hkh™' € K vy, por lo tanto, hKh™' C K. Como
hKh™' C K para cada h € H, en realidad tenemos hKh~! = K, es decir,

he N(H).

Ahora supongamos que H C N(K). Si g;K = g, K, entonces g, ‘g1 €
K. Para cada h € H, tenemos hiKh™' = K y, en particular, hgy 'gih™" €
K. Esto se puede reescribir (hgh™)"t(hgih™!) € K, lo cual implica que
hgih 'K = hg.h 'K, es decir, hx g1 K = h* g2 K. Concluimos que la funcién

(h,gK) +— hx gK estd bien definida.

Veamos que es una accién. Sean e € H, hy,ho € Hy gK € G/K.
(a) exgK = gK

(b) hlhg *gK = (hlhg)g(hlhg)_lK = hl(hgghz_l)hflK = hl * (hg *gK)

La continuidad se sigue de la conmutatividad del diagrama:

HxG —' -~ @

’idHXq[ J/q

HxG/K —— G/K




2.5 Haces principales como G-fibraciones 81

donde 0(h,g) = hgh™, q(g9) = 9K,y 0*(h,gK) = h*xgK = hgh™'K, y

ademds de que ¢ es una funcién abierta (ver Proposicién 1.1.9.) O

Observacién 2.5.4. La accién de H en G/H por conjugacién estd bien
definida pues H C N(H). De hecho esta accién coincide con la accién por

traslacién izquierda de H sobre G/H : (h,gH) + hxgH = hgh™*H = hgH.

Corolario 2.5.5. Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que

M CK. SiHCN(M)NN(K), entonces la proyeccion natural
q:G/M - G/K, gMw— gK.

es una H-funcion respecto a las acciones de H en G/M y G/K por conju-

gacion.

Demostracién. Como H C N(M)y H C N(K), de la Proposicién 2.5.3
H actia sobre G/M y G /K por conjugacién, es decir, tenemos las acciones
hgM = hgh™*M y h* gK = hgh™'K.

Ahora es inmediato verificar que ¢ es una H funcion, en efecto, sean h € H

y gM € G/M, entonces

q(hxgM) = q(hgh™'M) = hgh 'K = h*x gK = h*q(gM).
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Definicién 2.5.6.

(i) Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. Vamos a decir que
G/K es un H-espacio por conjugacion si H C N(K) yG/K estd dotado
de la accion (h,gK) — hxgK = hgh™'K.

(ii) Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que M C K. Se

dice que la proyeccion natural

q:G/M - G/K, gMw— gK.
es una H-funcion por conjugacion si H C N(M)NN(K) y los espacios
G/M y G/K son H-espacios por conjugacion.

En particular, si H es un subgrupo cerrado de un grupo G, entonces
siempre podemos considerar la proyecciéon natural ¢ : G — G/H como una
H-funcién por conjugacion.

En realidad, el propdsito de esta seccion es probar la siguiente afirmacion:
Teorema 2.5.7. Sea G un grupo compacto y sean H y K subgrupos cerrados

de G tales que H C N(K). Si M es un subgrupo normal grande de G tal que

M C K, entonces la proyeccion
q:G/M — G/K,

considerada como H-funcion por conjugacion es una H-fibracion regular.
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Demostracion. Como M es un subrupo normal cerrado deG, HM y KM
son subgrupos cerrados de G y los grupos cocientes HM /M y KM /M son
subgrupos cerrados de del grupo cociente G/M. Como, ademds, M es un
subgrupo grande, G/M es un grupo compacto de Lie y, por lo tanto, H M /M
y KM /M también son grupos compactos de Lie pues son subgrupos cerrados
de G/M.

Vamos a considerar G/M como como un H M /M-espacio izquierdo con

la accién de HM /M por conjugacién
hM % gM = (RM)(gM)(hM)™ = hgh™* M
y como un K /M-espacio derecho por traslaciones derechas
gM - kM = (gM)(kM) = gkM.

Obviamente, esta accién derecha es libre.
Sea oo : HM/M — Aut(K/M), hM — appr, €l homomorfismo dado por
apy (kM) = hkh™1M. Este estd bien definido ya que H C N(K). Adem4s

tenemos
hMx(gM-kM) = hgkh ™M = (hgh )M -hkh™'M = (hM%gM)-cupr(kM).

Esto significa que el espacio G/M (que, desde luego, es metrizable por ser

un grupo de Lie) con las acciones x y - satisface las condiciones del Corolario
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2.5.2. Por lo tanto, la proyeccién K /M-orbital

¢ :G/M — (G/M)/(K[M)

es una H M /M-fibracién regular.

Segun la Proposicion 2.1.7, ¢’ es también una H-fibracién regular respecto
a la acciéon de H sobre G/M y (G/M) /(K /M) via el homomorfismo g : H —
HM/M, h — hM. Evidentemente, es una accién por conjugacién debido a

la definicién de la accién x. De manera natural podemos identificar el espacio

(G/M)/(K/M) con G/K por medio del homeomorfismo

(G/M)/(K/M) = G/K, gM(K/M)w— gK.

Por consiguiente, podemos identificar ¢’ con la H-funcién ¢ : G/M — G/K.

U

Observacion 2.5.8.

(a) Tomando M = {e} y K = H en el Teorema 2.5.7, tenemos la siguiente
afirmacién: la proyeccion natural G — G/H, considerada como H-funcion
por conjugacion, es una H-fibracion siempre que G sea un grupo compacto
de Lie y H sea un subgrupo cerrado de este. Este hecho se puede encontar

en [19, p.266] y la generalizamos en la siguiente seccién.
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(b) Observe que la funcién p : E — B del Teorema 2.3.3 es un (G, «, K)-
haz numerable en el sentido de [12, (8.7)]. La demostracién del Teorema
2.3.3 es, de hecho, una realizacién de la idea de la prueba de [12, Proposition
(8.10)] la cual afirma que p es localmente trivial como (G, «, K)-haz. Asi la
proyeccién q : G/M — G/K en el Teorema 2.5.7 se puede considerar como
un (HM /M, «, K/M)-haz localmente trivial. Uno puede usar argumentos
estdndares para probar que un (G, «, K)-haz numerable localmente trivial
tiene la EHLP, utilizando la estructura de haz sobre B X I; esta estructura

estd dada en [12, Proposition (8.13)].

2.6. El funtor de producto torcido preserva

fibraciones

El siguiente lema explica porqué estamos interesados en las acciones por
conjugacion. La idea de esta prueba en efecto estd contenida en la prueba

del [19, Lema 2.8].

Lema 2.6.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Sea p :

E — B una H-fibracion. Si la proyeccion natural q : G — G/H considerada
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como H-funcion por conjugacion es una H-fibracion, entonces la G-funcion
ﬁ:GXHpIGXHE—)GXHB
es una G-fibracion.

Demostracién. Consideremos el diagrama conmutativo de G-funciones

X GXHE

a{ Lﬁ (2.6.1)

XXITGXHB

Debemos encontrar un relleno F : X x I — G xy E del diagrama.
Consideremos la proyeccién natural A : G xy B — G/H, A([g,b]) — gH, ¥
sea A= 0;'F~'A\"'(eH). Entonces A es un subconjunto H-invariante de X

y tenemos el siguiente diagrama conmutativo de H-funciones

Ce

A G

30,4[ q

Ax[—>G><HB—A>G/H

AXI

donde G lo consideramos como un H-espacio con la acciéon por conjugacion
hxg=hgh™',y c. es la H-funcién constante a  e.

Como la proyeccién ¢ : G — G/H es una H-fibracién, existe una H-
funcion @ : A x I — G tal que o0y =c. y go = Ao F. Usamos la funcion

0 para modificar F'|4.; como sigue: Sea ® : A x [ — G xy B dada por

O(a,t) = (0(a, )" F(a,t)
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para (a,t) € A x I. Es facil ver que ® es una H-funcién como lo es F| ;.

En efecto, como 6(ha,t) = hf(a,t)h~" para h € H, tenemos
®(ha,t) = (hO(a,t)h ™) "hF(a,t) = h(0(a,t)) " F(a,t) = h®(a,t)
para (a,t) € Ax I y h € H. Notemos que ®(A x I) C A} (eH), ya que
A@(a,t)) = M(0(a,1))" F(a, 1)) = (0(a, 1)) "' A(F(a, 1))

= (0(a, 1) "q(0(a, 1)) = q((0(a, 1)) " 0(a, 1))

= q¢(e) =eH.

Como H es compacto, la H-funcién B — G xyg B, b — e, b], es un
encaje cerrado H-equivariante, asi que el H-conjunto B se puede identificar
con el subconjunto H-invariante [e, B] = {[e,b]|b € B} = A\"'(eH) de G xy
B por medio de la correspondencia b <> [e,b]. Analogamente, el conjunto
E se identifica con [e, E]. Bajo esta identificacién la funcién p : £ — B
se puede considerar como una restricciéon de p. Ademds, tenemos P(A X
) C By f(A) CE (yaque A = f-5~ A\ (eH) = f~5 (e, B])). La
conmutatividad del diagrama (2.6.1) implica la conmutatividad del diagrama

de H-funciones
fla

A

60|A p

AXI?B
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pues ®(a,0) = (6(a,0))"'F(a,0) = F(a,0) para todo a € A, recordando
que #(a,0) = 0 o Jy(a) = c.(a) = e. Como p es una H-fibracion, existe una
H-funcién ® : A x I — E tal que ® 0 dy(a) = f(a) y po ®(a,t) = D(a, t).
Ahora notemos que X = GA; mas precisamente, X se puede identificar
con el producto torcido G x g A mediante la correspondencia ga <> [g, a], la
cual define un G-homeomorfismo (ver [10, Ch.II, Proposition 3.2]). Usando
este hecho, definimos la funcién F:XxI— GxpyFE comon sigue: si x = ga

para g € Gy a € A, entonces

F(z,t) = [¢6(a,t), ®(a,t)].

Es facil ver que F est4 bie definida y que es una G-funcién. Ademas,

F(x,0) = [90(a,0), ®(a,0)] = [ge, f(a)] = gf(a) = f(ga) = f(x)

poF(x,t) = pllgbla,t), ®(a,t)]) = [96(a,t), p(®(a,1))]
= [90(a,t), @(a,t)] = [90(a, 1), (6(a, )" F(a,1)]

g0(a, t)(0(a, 1)) F(a,t) = gF(a,t)

= F(ga,t) = F(x,t).

Asi F es el relleno requerido del diagrama (2.6.1). O
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Corolario 2.6.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si
la proyeccion natural q : G — G/H considerada como H-funcion por con-
Jugacion es una H-fibracion. Entonces cada G-funcion p : E — G/H es
una G-fibracion (aqui, G/H es el G-espacio con la accion usual de G por

traslaciones izquierdas).

Demostracién. Basta observar que G/H = G xpy {x} para el H-espacio
singular {x} = {eH}. La G-funcién p se puede considerar como la funcién
Gxgc:GxgF— Gxg{x},donde F = p~'(eH) y la funcién constante
¢ : F' — {x} trivialmente es una H-fibracién. Luego aplicamos el Lema 2.6.1.

U

Teorema 2.6.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Entonces la proyeccion natural

q:G— G/H,

considerada como H-funcion por conjugacion, es una H-fibracion reqular.

Demostracién. Sea (N;);cy una sucesiéon pro-Lie para G tal que Ny = G.
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Para cada ¢ consideremos el diagrama conmutativo de proyecciones naturales

G/Nis

q/N;

i+

G/HN;, ——~ G/HN;,

Todas las proyecciones se pueden considerar como H-funciones por conju-
gacién ya que todos los subgrupos N;, HN; y N; N HN; ;1 son invariantes
respecto a la accion por conjugacion de H sobre GG . En este diagrama el
cuadrado interno es pull-back (ver la Proposicién 2.2.6) y la funcién g; es
una H-fibracién regular (como H-funcién por conjugacién) de acuerdo con
la Proposicién 2.5.7. Aqui el cuadrado externo es H-fibrado regular para cada

i. Como (V;);en es una sucesién pro-Lie para G, tenemos
q = lm{q/N;, (¢, i)}
(_

La funcién ¢/N; : G/G — G/G trivialmente es una H-fibracién. Por lo tanto,
aplicando la Proposicion 2.2.9, concluimos que la funcién limite ¢ es también

una H-fibracién regular. [J

Como una consecuencia inmediata del Teorema 2.6.3, el Lema 2.6.1 y el
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Corolario 2.6.2 tenemos el resultado principal de la tesis.

Teorema 2.6.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Sip: E — B es una H-fibracion, entonces la G-funcion

ﬁ:GXHpIGXHE—)GXHB

es una G-fibracion.

Demostracion. Dado H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-
trizable G, la proyeccién natural ¢ : G — G/H considerada como H-funcién
por conjugacion es una H-fibracién segin el Teorema 2.6.3 y como p es una

H-fibracién, entonces el Lema 2.6.1 nos asegura que p es una G-fibracién. [J

Corolario 2.6.5. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metri-

zable G. Entonces cada G-funcion p: E — G/H es una G-fibracion.
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Capitulo 3

Espacios G-fibrantes y

productos torcidos

A lo largo de este capitulo consideraremos G-espacios metrizables, donde

G es un grupo compacto (metrizable).

3.1. G-SSDR-mapeos

Un concepto de gran utilidad en la teoria de G-homotopias es el concep-
to de G-SD R-mapeo, el cual nos proporciona una caracterizacién para las
G-fibraciones, esta caracterizacion sirve de base para definir una clase mas

93
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estrecha de G-fibraciones que se estudian en este capitulo.

Definicién 3.1.1. Sea X un G-espacio y A un subconjunto cerrado invarian-
te de X. Se dice que A es un G-retracto fuerte por deformacion de X
si existe una G-homotopia D : X x I — X tal que D(z,0) =z, D(x,1) € A

para todo x € X y D(a,t) = a para toda (a,t) € A x I.

Un G-encaje cerrado i : A — X se llama G-SDR-mapeo si encaja a A

en X como un G-retracto fuerte por deformacion de X (véase la figura 3.1).

Figura 3.1: Representacién geométrica de G-SSD R-mapeo.

Proposicion 3.1.2. Sean G un grupo compacto de Hausdorff yp: E — B
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una G-funcion entre G-espacios metrizables. Entonces la funcion, p: E — B
es una G-fibracion si y solo si para todo G-SDR-mapeo, i : A — X y todo

diagrama conmutativo

AT F
X—F>B

donde f y F son G-funciones, existe un relleno para el diagrama.

Demostracién. <) Es evidente ya que 0y : X — X x I dado por dy(z) =

(x,0) es un G-SDR-mapeo.

=) Sea
p——
XTB

un diagrama conmutativo de G-funciones tal que i : A < X es un G-SDR-
mapeo. Sin perdida de generalidad podemos asumir que A =i(A) C X.

Ya que ¢ es un G-SD R-mapeo, existe una G-homotopia D : X x [ — X
tal que D(x,1) =z, D(z,0) € A para todo = € X y D(a,t) = a para toda
(a,t) € Ax 1.

Al definir la G-retraccién r : X — A por r(z) = D(z,0) obtenemos el
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siguiente diagrama conmutativo

X —"t a1 . p
o 7 p
Xx[ =X —— B.

donde 0y(x) = (x,0). Para todo a € Ay t € I tenemos F(D(a,t)) = F(a),
es decir, F' o D es una G-homotopia relativa a A. Como p tiene la FHLP
segun la proposicién 2.1.3, existe una G-homotopia H : X x I — FE relativa
aAtalquepoH=FoDyHody= for.

Definimos la G-funcién F : X — E por F' = H(x,1), x € X. Entonces

Foi(a) = F(a) = H(a,1) = H(a,0) = f(r(a)) = f(a)

para cada a € A y para cada € X se tiene que po F(r) = po H(x,1) =
FoD(x,1) = F(x). Por lo tanto, Foi = fypoF = F lo que desedbamos

demostrar. O

La siguiente nocion es una generalizacion del concepto de G-S D R-mapeo.

Definicién 3.1.3. Un subespacio invariante cerrado A de un G-espacio X se
llama un G-retracto por deformacién de strong shape de X si existe
un G-encaje cerrado o : X — M de X en un G-AR espacio M que satisface

la condicion siguiente: para cualquier par de vecindades invariantes (U, V)
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de (a(X),a(A)) en M, existe una G-homotopia H : X x I — U rel. A tal

que H(x,0) = a(x) y H(z,1) € V para todo x € X.

Definicién 3.1.4. Un G-encaje cerrado s : A — X se le llama G-SSDR-
mapeo si s encaja a A como un G-retracto por deformacion de strong shape

de X.

El teorema siguiente es nos proporciona varias caracterizaciones del con-

cepto de G-SSD R-mapeo.

Teorema 3.1.5.([9, Thm. 2.1]) Sea s : A — X un G-encaje cerrado. En-

tonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) s es un G-SSDR-mapeo.

(b) Para toda funcion G-equivariante f : A — Y, donde Y es un G-
AN E-espacio, existe una G-extension f : X — Y tal que fos = f,
y si fi,fo 0 X — Y son dos G-estensiones de f, entonces fi ~¢

forel s(A).

(¢) Para cualquier G-fibracion p : E — B, donde E y B son G-ANFE
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espacios, y cada diagrama conmutativo de G-funciones

A—1-p

s| lp (3.1.1)

XTB

existe un relleno F : X — E.

La siguiente afirmacién nos da un ejemplo importante de un G-SSDR-

mapeo.

Proposicion 3.1.6. Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-

espacio X, entonces la inclusion
it X x{0JUAXT—> X xI
es un G-SSDR-mapeo.

Demostraciéon. Supongamos que V' es una vecindad invariante de T =
X x {0} UA x I en X x I. Entonces por la compacidad de I y de G, existe
una vecindad abierta invariante U de A en X tal que U x I C V. Como X es
metrizable, existe una funcién invariante ¢ : X — I (es decir, p(gz) = p(x)

para cada g € Gy z € X) tal que (X \U) =0y p(A) = 1. La G-funcién

D:(XxI)xI—XxI
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definida por D((z,t),7) = (z, p(x)tT +t — t7) deforma X x [ en V dejando
fijos los puntos de T'. Por lo tanto i es un G-SSD R-mapeo segin la definicién.

O

Como un corolario de la Proposicién 3.1.6 tenemos:

Demostracion de la Proposicion 2.1.6. Sea dado un diagrama conmuta-

tivo de G-funciones

Xx{O}UAxI—f>E

X x1I

B

donde A es un subconjunto cerrado invariante de X (y p es una G-fibracién
de G-ANE’s de acuerdo con la hipétesis de la Proposicién 2.1.6). Como i
es un G-SSDR-mapeo existe una G-funciéon X x I — E como un relleno
del diagrama por el Teorema 3.1.5. Esto significa que p es una G-fibracion

regular. [J
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3.2. G-fibraciones fuertes y

espacios G-fibrantes

Definicién 3.2.1. Una G-funcion p : E — B entre G-espacios metrizables
se llama G-fibracion fuerte si para cada diagrama conmutativo (3.1.1) de
G-funciones, donde s : A — X es un G-SSDR-mapeo, existe una G-funcion

F: X — E como un relleno.

Definicién 3.2.2. Un G-espacio metrizable E se llama espacio fibrante
equivariante o espacio G- fibrante si la G-funcion E — * es una G-

fibracion fuerte (donde x es el espacio singular con la accion trivial de G ).
Proposicion 3.2.3. Cada G-AN E-espacio Y es un espacio G-fibrante.

Demostracién. Sea s : A — X un G-SSDR-mapeoy f: A — Y una
G-funcién. Por el Teorema 3.1.5, (a)=-(b), existe una G-funcién f : X — Y

tal que f os = f. Por lo tanto, Y es un G-espacio fibrante. O

El siguiente resultado nos proporciona una clase importante de espacios

G-fibrantes.

Proposicién 3.2.4. ([6, Th. 5.1]). Sea H un subgrupo cerrado de un grupo

compacto metrizable G. Entonces el espacio cociente G/H es un espacio G-
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fibrante.

Observacién 3.2.5. En virtud del teorema 3.1.5 toda G-fibracién de G-

AN R espacios es una G-fibracion fuerte.

Tenemos una afirmacién mas general la cual nos dan una relacion entre las
G-fibraciones fuertes y los espacios G-fibrantes (vea también [11, Examples

(2.2)] para el caso no equivariante).

Proposicién 3.2.6.([8, Appendix. A.2]|) Sean E y B espacios G-fibrantes.

Cada G-fibracion p : E — B es una G-fibracion fuerte.

Proposicion 3.2.7. Sip : E — B es una G-fibracion fuerte tal que B es

G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostracién. Sea s : A — X un G-SSDR-mapeo y sea f : A — E
una funcion G-equivariante. Deseamos encontrar una G-funcién F': X — F
tal que F'os = f. Como B es un G-fibrante existe F' : X — B tal que
F'"os =po f. Ahora, como p es una G-fibracién fuerte, existe una funcién

G-equivariante F': X — Etalque poFF=F' y Fos= f. [

La relacién entre tres tipos de G-fibraciones consideradas en la tesis se

expresa como sigue:

{G-fibraciones } D {G-fibraciones regulares } D {G-fibraciones fuertes }
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La primera inclusién es obvia: basta tomar A = () en la definicién de G-
fibracion regular y recordar que cada G-funcién entre G-espacios metrizables
que tiene la EHLP respecto a los G-espacios metrizables, también tiene la
EHLP respecto a todos los G-espacios (ver [8, Remark A.1l]). La segunda

inclusién es una consecuencia de la Proposicion 3.1.6.

Proposicion 3.2.8. Sea E = {E,,qf} una sucesion inversa de G-espacios
y G-funciones. Si todas las funciones ¢\*' : Eiy1 — E; son G-fibraciones
fuertes, entonces todas las proyecciones naturales g; : En E — E; también son
G-fibraciones fuertes. Por consiguiente, si Fy es un G-fibrante para alguna

k € N, entonces lim E también es un G-fibrante.
<—

Demostraciéon. Dado ¢ € N, tenemos que probar que para todo diagrama

conmutativo de G-funciones

B

2

A
X m
donde s esun G-SSDR-mapeoy E = lim E, existe una G-funcién F' : X — F
<—
que preserva la conmutatividad. Vamos a construir, por induccién, las G-

funciones F; : X — E; para j > ¢ como sigue:

si F; ya estd encontrada definamos Fji; de tal manera que el diagrama
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siguiente es conmutativo

gj+10f
A—— Ej

.
aj
Fj1

X 5 E;
Fj41 existe ya que q§+1 es una G-fibracién fuerte. La familia {F}},>; deter-
mina univocamente una G-funciéon F': X — E tal que g; o F' = F} para cada
J > 1, en particular, ;o F' = F;. Por otro lado, como g;o f = Fjos = gjo(Fos)
para cada j > i tenemos f = F os. Asi ¢; es una G-fibracion fuerte.

Ahora, si F}, es un G-fibrante para alguna k, entonces E es un G-fibrante

en virtud de la proposicion 3.2.7. [

Como G-fibraciones de G-fibrantes son G-fibraciones fuertes (Proposicién

3.2.6) inmediatamente obtenemos:

Corolario 3.2.9. Sea E = {E;, qf} una sucesion inversa tal que todos E; son
G-fibrantes y todas ¢ : E;.1 — E; son G-fibraciones. Entonces E = lim E
(_

7

es un G-fibrante y todas proyecciones q; : E — E; son G-fibraciones fuertes.

Corolario 3.2.10. Si E = {E; ¢’} es una sucesién inversa de G-ANR
espacios y G-fibraciones, entonces E = lim E es un G-fibrante y todas pro-
(_

yecciones q; - E — E; son G-fibraciones fuertes.
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3.3. Propiedades de los G-55D R-mapeos

y G-fibraciones fuertes.

Describiremos la posibilidad de cambio de grupos en los conceptos de

G-SSD R-mapeo, G-fibracién fuerte y espacio G-fibrante.

Proposicion 3.3.1. Sea 8 : G' = G un homomorfismo continuo de grupos

topoldgicos compactos. Si coKer3 = G/Imf es metrizable, entonces
(a) sis: A— X es un G'-SSDR-mapeo, entonces la funcion
Gxgs:GxpgA—=GxgX
es un G-SSDR-mapeo;
(b) sip G-fibracion fuerte, entonces p es una G'-fibracion fuerte via 3;

(c) si E es un espacio G-fibrante, entonces E es un espacio G'-fibrante via
Demostracion.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G’-espacio X y sea p :

E — B una G-funcién. Segun el enfoque de cambio de grupos descrito en
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la seccién 1.5, debemos considerar un diagrama conmutativo de la siguiente

forma:

A f 2
G Xg A
s Gxps [ p (3.3.1)
G Xg X
1X ﬁ
X r B

donde f y F son G’-funciones (respecto a las acciones de G’ sobre E y B
via () y j?y F son las G-funciones inducidas por f y I respectivamente.
Observe que, por la propiedad universal, la existencia de una G’-funcién
F : X — E (con la accién de G sobre E via ) como un relleno del diagrama
es equivalente a la existencia de una G-funcién F : G x5 X — E como un

relleno.

(a). Supongamos que p es una G-fibracién entre espacios G-ANFE . Para
probar que G xg s es un G-SS'DR-mapeo, basta mostrar en virtud del Teo-
rema 3.1.5 que existe un relleno F : G x5 X — E. Segtn las proposiciones
1.5.8 y 2.1.7, p también es una G'-fibracién entre espacios G'-ANE’s via 8 y
como s es un G'-SSD R-mapeo, existe un relleno F:X — E. Esto implica

la existencia del relleno F deseado.
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(b). Supongamos que en diagrama (3.3.1) s es un G’-SS D R-mapeo. Como
p es una G-fibracién fuerte y G x5 s es un G-SSDR-mapeo segtin (a), existe
un relleno F : G x3 X — E. Por lo tanto la G'-funcién F:X — Evia 8
dada por F=TFoi x, es también un relleno para el diagrama. Esto prueba

que p es una G'-fibracién fuerte.

(c) Se sigue inmediatamente de (b) y de la definicién de un espacio G-

fibrante. [

Proposicion 3.3.2. Sea
f/
E —— F

B’ — B

un cuadrado pull-back de G-funciones tal que p : E — B es una G-fibracion
fuerte. Entonces la funcion p' : E' — B', también es G-fibracion fuerte.

Ademads
(a) si E, B y B' son G-fibrantes entonces E' también lo es;
(b) si E, B y B son G-ANE espacios entonces E' también lo es.

Demostracién. Sea i : A — X un G-SDR-mapeo y sean G-funciones

h:A— E', H:X — FE tales que p' o h = H oi. Consideremos el siguiente
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diagrama conmutativo

A £ E
z| [ F p
X =B —— B

donde la G-funcion F' : X — FE, encontramos en virtud que p es una G-
fibracion. Por la propiedad caracteristica de un cuadrado pull-back las G-
funciones H y F determinan univocamente una G-funciéon H : X — E' tal
quep o H=Hy f'oH = F. Por otro lado, p o (Hoi) =Hoi=p ofy
flo(Hoi)= Foi= foh, pero esto implica H oi = h. Por tanto p’ es una
G-fibracion.

Absolutamente del mismo modo se verifica que p’ es una G-fibracién fuerte
siplo es.

(a). Como E y B son G-fibrantes, p es una G-fibracion fuerte segin la
proposicién 3.2.6. Por tanto, p’ también es una G-fibracion y, como B’ es un
fibrante, E’ es un G-fibrante debido a la proposicién 3.2.7.

(b). Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio metrizable
X ysea h : A — FE' una G-funcién. Veamos que existe una G-extensién
h:V — E'de h en alguna vecindad invariante V' de A en X. De esta forma,
probaremos que E’ es un G-AN FE espacio.

Ya que B’y E son G-ANE espacios, existen G-extensiones p : Uy — B’
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y f: Uy — E de p' o h y f'oh respectivamente en vecindades invariantes
Uiy Uy de A en X. De hecho, podemos asumir que U; = Uy = U, tomando

U = U, N U, si sea necesario. Ahora definamos una funcién
h:Ux{0,1}UAxI— B

como sigue:

h(l’,O) :pOf(ZL'), zeU,

77’(([57 1) = fOﬁ(SL’), reU,

h(a,t) =po f(a)=po floh(a), a€ A, tel

Claramente, h es continua, pues fop|q = po ﬂA = po f'oh, y, por supuesto,
es G-funcion.

Ya que B es G-AN E-espacio, existe una extensién equivariante F': W —
B de h en una vecindad invariante W de U x {0,1} U A x I en U x I. Sea
Vix{t} = WNU xt para cadat € I. Entonces, para cada t, V; es una vecindad
invariante de A en U vy, por tanto, en X (pues U es una vecindad de A en
X). Sea V- = Ny V;. Es facil ver que V' es un subconjunto invariante y es una
vecindad de A en X en virtud de la compacidad de I. Ademas, V x I C W,
y, consecuentemente, podemos considerar la restriccion H : V x [ — B de F

en V x I. De hecho, H : po f|y ~¢ f o plv rel.A.
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Como p tiene la EHLP, existe una G-homotopia H : V x I — E tal que
poH = H, H(z,0) = f(z) paraz € V y H(a,t) = f(a) = f' o h(a) para
a € Ay paratodate l.

Definamos f, : V — E por f; = H(x,1) para x € V. Entonces f1 es una

G-funcién para la cual se tiene
po ﬁ(x) =poH(x,1)= H(z,1) = fp(x)

para x € V', es decir, p o fl = f oply. Por lo tanto, fl y ply determinan
una G-funcién tnica h : V — E’ tal que f'o h = fvl y p' o h = p. Ya que
fl|A = f'ohy pla=p oh, se cumple h|4 = h. Asi, h es la G-extensién de h

que deseabamos encontrar. [

3.4. (G-fibraciones fuertes y
el funtor de producto torcido.

La aportacién destacada de esta seccién y de todo el trabajo de tesis son
las Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(b) que dan respuesta positiva a las Preguntas
4.4 y 4.5 planteadas por S.A. Antonyan en [5] para el caso de un grupo

compacto metrizable G.
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Definicién 3.4.1. Diremos que un G-subconjunto A de un G-espacio X
es un G-retracto fuerte por deformacion de vecindad de X si para
alguna vecindad G-invariante U de A en X, existe una G-deformacion fuerte

de U en A sobre X, es decir, existe una G-funcion
D:UxI—X

tal que D(u,0) = u, D(u,1) € A y D(a,t) = a para todouw € U, a € Ay

tel.

Proposicion 3.4.2. Sea p : E — B es una G-funcion que tiene la EHLP
relativa y A es un G-retracto fuerte por deformacion de vecindad de B, en-

tonces p~'(A) es un G-retracto fuerte por deformacion de vecindad de E.

Demostracion. Por hipdtesis existe una vecindad G-invariante U de A en
B y una G-deformacion fuerte de U en A sobre B, es decir, D : U x I — B
tal que D(u,0) = u, D(u,1) € Uy D(a,t) = a. Sea U' = p~}(U), es claro
que esta es una vecindad G-invariante de p~'(A) en E. Entonces podemos

considerar el siguiente diagrama:

d

U E

o p

U’X[?B
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donde 0y(u') = (u',0), D'(v',t) = D(plo(v),t), y d'(uv') = « para cada
u' € Uy cadat € I. Dedibo a las definiciones de estas funciones el diagrama
es conmutativo, y como p tiene EFHLP relativa, existe un relleno para el
diagrama, tal relleno verifica las condiciones de una G-deformacion fuerte
de U" en p~!(A) sobre E. Por lo tanto p~'(A) es un G-retracto fuerte por

deformacion de vecindad de E. O

Proposicion 3.4.3. Si x es un punto de un espacio G-ANE metrizable E,

entonces {x} es un Gy-retracto fuerte por deformacion de vecindad de E.

Demostracién. Consideremos el G -par (X, A) y 14 : X — X y una G-
funcién, donde A = {x} y sea la G,-homotopia H : A x I — X tal que
H(a,0) = 14(a). Definamos la G -funcién F : T — X, T = X x {0JUA x I
por F(z,0) = 1x(z) para cada € X y F(a,t) = H(a,t) para cada (a,t) €
A x I. Ahora consideremos la G-funcién F : T'— X y el G-par (X xI,T).
Como X es G,-ANE, existe una G,-vecindad abierta V de T en X x [ y
F:V — X tal que F|r = F. En virtud de la compacidad de I, existe una
G,-vecindad U de A en X tal que U x I C V. Luego F\le Ux 1 —- X
es una G,-deformacién fuerte de U en A sobre X y por lo tanto {z} es un

G-retracto fuerte por deformacion de vecindad de E. [
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Proposicion 3.4.4. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto me-
trizable G. Si F' es un H-espacio, entonces F es un H-retracto fuerte por

deformacion de vecindad del producto torcido G Xy F.

Demostracién. Como G/H es G-ANE metrizable , el conjunto singular
{eH} es un H-retracto fuerte por deformacién de vecinadad de G/H, pues
Gen = H (ver Proposicién 3.4.3). La G-funcién p : G xy F — G/H, [g,y] —
gH | es una G-fibracién y por lo tanto es una H-fibracion. Ademas por la
Proposicién 2.1.3, esta tiene la EHLP relativa, pues G/H es metrizable. Por
lo tanto p~'(eH) = F es un H-retracto fuerte por deformacién de vecindad

derHF.D

Proposicion 3.4.5. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-
trizable G, y E un espacio G-fibrante. Entonces cada G-funcionp : E — G/H

es una G-fibracion fuerte.

Demostracién. El espacio cociente G/H es un espacio G-fibrante por [6,
Theorem 5.1]. Asi, p es una G-fibracién (por el Corolario 2.6.5) entre espacios
G-fibrantes y por la Proposicién 3.2.6, tenemos que p es una G-fibracién

fuerte. O
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Proposicion 3.4.6. Sea F' un H-espacio, donde H es un subgrupo cerrado

de un grupo compacto metrizable G.

(a) Si el producto torcido G Xy F' es un espacio G-fibrante, entonces F es

un espacio H-fibrante.

(b) Si el producto torcido Gx g F es un espacio G-ANE y H es un subgrupo

grande de G, entonces F' es un H-ANE.

Demostracion. Tenemos el siguiente cuadrados pull-back de H-espacios y

H-funciones
F — G XH F

{eH} —— G/H
donde p([g,z]) = gH.
(a). Como G x g F' es G-fibrante, entonces p es una G-fibracién fuerte por
la Proposicién 3.4.5; en particular, es una H-fibracion fuerte. Por lo tanto

p’ es también una H-fibracién fuerte. Como el H-espacio singular {eH } es

H-fibrante, el H-espacio F' también es H-fibrante.

(b). note que como los espacios G xy F'y G/H, son G-AN E’s, entonces

también son H-ANE’s y como p, es una G-fibracién por el Corolario 2.6.5,
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es una H-fibracién. Por lo tanto F' es un H-ANFE debido a la Proposicién

2.2.5 (b). O

En la prueba de la Proposicion 3.4.8 usaremos la siguiente proposicion,

la cual es la afirmacién inversa de (b) de la Proposicién 3.4.6.

Proposicién 3.4.7. ([4, Prop. 8 (1)]) Sea H un subgrupo grande de un grupo
compacto metrizable G. Si F' es un H-ANFE, entonces el producto torcido

G Xy F es un espacio G-ANE.

Proposicion 3.4.8. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto me-
trizable G. Sea s : A — X un H-encaje cerrado tal que G Xz s: G xg A —

G xg X es un G-SSDR-mapeo. Entonces s es un H-5S5D R-mapeo.

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de H-

funciones

S p (341)

donde E'y B son H-AN E’s y p es una H-fibracién. Para probar la proposicion
debemos de encontrar un relleno X — F.
Por el Teorema 2.6.4 y [4, Proposition 8 (1)] la G-funcién G' x g p es una

G-fibracion de G-ANE’s. Como GG Xy s es un G-SSDR-mapeo, existe una
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G-funcién F : G xyg X — G xy E tal que el diagrama

GXHAﬂGXHE

F
GXHS{ / lGXHP

GXHXm)GXHB

conmuta.

Recordando que X, A, E y B estan identificados con los subespacios
H-invariantes [e, X| = {[e,z] | v € X}, [e, 4], [e, E] y [e, B] de los correspon-
dientes productos torcidos. Notemos que (G x p)~'([e, B]) = [e, E] y por lo
tanto

(G xgp)oF(le,X]) =G xy F([e, X]) C [e, B],
concluimos que F([e, X]) C [e, E].

Claramente, la restriccion £ [ x): [e, X] — [e, E] se puede considerar

como el relleno del diagrama (3.4.1) que requerimos X — E. [

El siguiente resultado es el analogo del Teorema 2.6.4 para G-fibraciones

fuertes.

Teorema 3.4.9. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable

G. Sip: E— B es una H-fibracion fuerte, entonces la G-funcion
GXHpIGXHE%GXHB

G-fibracion fuerte.
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Demostracion. Sea s : A — X un G-SSD R-mapeo. Supongamos que f :
A— GxygEyF: X — GxpgB son G-funciones tales que (Gxyp)of = Fos.
Entonces A y X se pueden considerar como los productos torcidos G x g A’
v G Xy B, respectivamente, donde A’ = f~!([e, E]) y X’ = F~!([e, B]). De
la identificacién usual [e, E] con E y [e, B] con B, obtenemos el diagrama

conmutativo de H-funciones
P

|

X' —F B

donde f’, F" y s son las restricciones f, F' y s, respectivamente (asi que

p (3.4.2)

f=Gxyf, F=GxyF'ys=Gxgs'). Dela Proposicién 3.4.8, tenemos
que s’ es un H-SSDR-mapeo, existe una H-funcion F : X' — E como
relleno del diagrama (3.4.2). Obviamente, para la G-funcién F=GxyF,
ﬁ:X—>G><HE, tenemos (G pr)of:Fyﬁos:f. Esto prueba que
G Xy p es una G-fibracién fuerte. [

Corolario 3.4.10. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metri-

zable G. Si F' es un espacio H-fibrante, entonces el producto torcido G x g F

es un espacio G-fibrante.

Demostracién. La funcién canénica p : G xy F — G/H, [g,z] — gH,

se puede considerar como la G-funciéon G x g p para la H-funcién constante
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p: F — {eH} la cual es una H-fibracion fuerte, pues F' es H-fibrante. Por lo
tanto, por el Teorema 3.4.9, p G-fibracion fuerte. Asi concluimos que G X g F'

es G-fibrante pues asi lo es G/H (ver [6, Theorem 5.1]). O

Observacién 3.4.11. Las Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(b) dan respuesta po-
sitiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.A. Antonyan en el articulo

[5] para el caso de un grupo compacto metrizable G.
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Conclusiones

La tesis se centra en la categoria G-T'OP de G-espacios y G-funciones,
con el propdsito de estudiar las G-funciones de la formap : E — G/H, ya que
el hecho bien conocido: si H es un subgrupo cerrado de un grupo compacto

de Lie G, entonces cada G-funcién
p: E—G/H

es una G-fibracion ([12, p.54, Ex. 7]) nos dice que surgen de manera natural.
Entonces es natural pensar que clase de G-fibraciéon deberia de ser si G' no

necesariamente es un grupo compacto de Lie.

A continuacién presentamos las contribuciones de este trabajo.

El resultado principal de la tesis es el Teorema 2.6.4, el cual generaliza
el hecho ya mencionado el cual nos dice que el funtor de producto torcido
G xy — manda H-fibraciones a G-fibraciones siempre que G sea un grupo

119
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compacto metrizable y H sea un subgrupo cerrado de este . El Lema 2.6.1 nos
permite reducir la prueba de este resultado general a probar que la proyec-
ciéon G — G/H es una H-fibracién con respecto a la accién de H sobre G por
conjugacion. Por la Proposicién 2.6.3 es crucial en la demostracion del Teo-
rema princial, la cual afirma que la proyeccién candnica se puede considerar
como una H-fibraciéon para cada grupo compacto metrizable G.

La Proposicién 3.4.5 que nos dice: cada G-funcién p : E — G/H es una
G-fibracion fuerte siempre que E sea un espacio G-fibrante, y la Proposi-
cién 3.4.9 que nos muestra: el funtor de producto torcido G Xy — preserva
fibraciones fuertes siempre y cuando GG/ H sea un espacio G-AN E metrizable.

Las contribuciones de interes independientes referentes al Corolario 2.6.5
es la respuesta parcial positiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por
S.Antonyan en [5] (ver Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(2)).

Finalmente el articulo “G-fibrations and twisted products” (autores: A.Bykov
y R. Judrez)) fue aceptado en Septiembre de 2014 para su publicacién en la
revista Topology and its Applications. Este articulo refleja los resulta-

dos principaes de la tesis ya mencionados ([7]).
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