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RAÚL JUÁREZ FLORES

director de tesis:

DR. ALEXANDER BYKOV

PUEBLA, PUEBLA. 2015





Agradecimientos

He querido agradecer la particiación de todos los que me han acompañado
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darme una beca mientras estudié el doctorado. A todos mis amigos.

3
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Índice general

Introducción III

1. Preliminares 1

1.1. Grupos topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. G-espacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. Espacios G-ANR y G-ANE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Introducción

La ĺınea de investigación del presente trabajo de tesis está en la inter-

sección de dos ramas de la topoloǵıa: la teoŕıa de homotoṕıas y la teoŕıa

equivariante, conocida también como la teoŕıa de grupos de transformacio-

nes. Ésta última tiene sus fundamentos en los trabajos clásicos de S. Lie.

En la teoŕıa equivariante, en general, se estudian los G-espacios y las G-

funciones (o funciones G-equivariantes)1. La categoŕıa G-TOP de G-espacios

y G-funciones (obtenida para un grupo topológico G dado), es en cierto

sentido “paralela” a la categoŕıa TOP de espacios topológicos y funciones

continuas. Naturalmente se pueden trasladar muchos conceptos de la teoŕıa

clásica de homotoṕıas a la teoŕıa equivariante y obtener de este modo nociones

tales como homotoṕıa equivariante o G-homotoṕıa, retracto equivariante o

G-retracto, espacio ANR equivariante o G-ANR, etc.

1En el Caṕıtulo 1 de preliminares serán dadas todas las nociones básicas

iii



iv Introducción

El concepto de una G-fibración representa una versión equivariante del

concepto de una fibración de Hurewicz. Más precisamente, una G-función

se llama G-fibración si tiene la propiedad de levantamiento de G-homotoṕıas

para la clase de todos los G-espacios; esto es, si tiene la propiedad equivariante

de levantamiento derecho (ERLP) con respecto a los G-encajes X × {0} →֒

X × [0, 1] (ver, por ejemplo, [12, p.53]).

Las G-fibraciones juegan un papel importante en la teoŕıa equivariante

de homotoṕıas, tanto como las fibraciones de Hurewicz lo hacen en la teoŕıa

homotópica usual. Muchos de los hechos generales sobre las fibraciones pue-

den trasladarse a la teoŕıa equivariante, sin embargo, nuestro especial interés

son aquellos resultados acerca de G-fibraciones que no tienen análogos en la

teoŕıa de homotoṕıa clásica.

Uno de los hechos notables en la teoŕıa de G-espacios es el siguiente: si

H es un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Lie G, entonces cada

G-función

p : E → G/H

es una G-fibración. Las funciones de esta forma se conocen como funciones

rebanadoras pues están involucradas en el Teorema clásico de rebanada y,

también en su versión generalizada, el Teorema de la rebanada aproxima-
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tiva. Estos teoremas aseguran la existencia de tubos alrededor de órbitas y

desempeñan un papel muy importante en la teoŕıa de grupos topológicos de

transofomaciones. Nuestro interés al estudio de las G-funciones rebanadoras

está motivado por el Teorema de la rebanada aproximativa cuando el grupo

G no necesariamente es un grupo de Lie. La idea inicial del trabajo fue pro-

bar que las G-funciones rebanadoras siguen siendo G-fibraciones para alguna

clase más amplia que la clase de grupos compactos de Lie. Hemos probado

en la presente tesis que es aśı para la clase de grupos compactos metrizables.

Este resultado, en particular, generaliza el Teorema de Madison-Mostert que

dice que cada proyección G/K → G/H es una fibración (usual, es decir, no

equvariante) de Hurewicz si G es un grupo compacto.

Cabe mencionar que el conocimiento de que una G-función es una G-

fibración simplifica mucho su estudio. Por ejemplo, el hecho de que cada

G-función p : E → G/H es una G-fibración para cada grupo compacto

metrizable G (Corolario 2.6.5) nos permite dar la respuesta positiva a las

Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.Antonyan en [5] (ver Proposiciones

3.4.4 y 3.4.6(2)).

Naturalmente, el estudio de las propiedades de las G-funciones rebanado-

ras está estrechamente relacionada con el estudio de los productos torcidos de
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la forma G×H F en virtud de la afirmación elemental (para G un grupo com-

pacto de Hausdorff): un G-espacio E se puede considerar como el producto

torcido G ×H F para algún H-espacio F si y sólo si existe una G-función

E → G/H . En realidad, en la tesis probamos que el funtor de producto tor-

cido G ×H − preserva fibraciones equivariantes para grupos compactos me-

trizables. Esto es una generalización de nuestro resultado mencionado arriba

(cada función rebanadora es nada más que el resultado de aplicar el funtor

del producto torcido a una función constante).

El presente trabajo se ha estructurado en tres caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 1 se establece la terminoloǵıa que será utilizada a lo largo

del trabajo. Iniciamos con las definiciones básicas y los resultados elementales

de la teoŕıa de G-espacios. Luego presentamos las herramientas que emplea-

remos en la demostración de los resultados principales, tales como: los ĺımites

inversos, el funtor de cambio de grupos y el funtor de producto torcido.

El objetivo del Caṕıtulo 2 es nuestro resultado principal, el Teorema 2.6.4.

Este teorema afirma que el functor de producto torcido env́ıa H-fibraciones

a G-fibraciones en el caso de grupo compacto metrizable G. Como caso par-

ticular de inmediato obtenemos el resultado ya mencionado: cada G-función

E → G/H es una G-fibración (Corolario 2.6.5). Para llevar a cabo la demos-
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tración de dichos resultados desarrollamos la teoŕıa de G-fibraciones, pre-

sentamos varias propiedades que tienen las G-fibraciones de Hurewicz y las

G-fibraciones regulares. Introducimos los conceptos de cuadrado G-fibrado y

cuadrado G-fibrado regular los cuales están involucrados con estos dos tipos

de G-fibraciones respectivamente y los cuales nos proporcionan una herra-

mienta importante en el trabajo. Hacemos un estudio en la Teoŕıa de haces

principales equivariantes con el objetivo de presentar los Teoremas 2.3.3 y

2.5.1. Los puntos cruciales de todo el trabajo son las consecuencias de estos

teoremas, el Corolario 2.5.2 y el Teorema 2.5.7 que nos dice que bajo cier-

tas condiciones la proyección natural q : G/M → G/K considerada como

H-función por conjugación es una H-fibración regular. El Lema 2.6.1 nos

permite reducir la prueba del resultado principal (Teorema 2.6.4) a probar

que la proyección G→ G/H es una H-fibración con respecto a la acción de

H sobre G por conjugación.

En Caṕıtulo 3 consideramos algunas consecuencias del resultado princi-

pal. Por un lado, las aplicaciones concernientes a las G-fibraciones fuertes

introducidas en [8], se obtienen del Corolario 2.6.5 modificadolo como sigue:

cada G-función p : E → G/H es una G-fibración fuerte siempre que E sea

un espacio G-fibrante (Proposición 3.4.5). También mostramos que el funtor
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de producto torcido G ×H − manda H-fibraciones fuertes a G-fibraciones

fuertes si G/H es un espacio G-ANE metrizable (Proposición 3.4.9).

Por otro lado, el hecho de que cada G-función p : E → G/H es una G-

fibración para cada grupo compacto metrizable G (Corolario 2.6.5) implica la

respuesta parcial positiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.Antonyan

en [5] (ver Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(2)).

Finalmente, las conclusiones están dadas al final del texto, en estas des-

tacamos los resultados originales de esta tesis.

Las nociones sobre teoŕıa de categoŕıas que usamos en este trabajo pueden

ser consultados en [27].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo damos algunos resultados sobre grupos topológicos, y

G-espacios que vamos a utilizar frecuentemente en este trabajo. La mayoŕıa

de estos resultados se puede encontarar en los libros clásicos [10], [12] y [23].

1.1. Grupos topológicos

Una de las interacciones más exitosas dentro de las matemáticas se ob-

serva en la noción de grupo topológico, la cual es fundamental en esta tesis.

Definición 1.1.1. Sea (G, τ) un espacio topológico con la estructura de grupo

(G, ·), diremos que G es un grupo topológico si las funciones

1



2 Preliminares

µ : G×G→ G, (g, g′) 7→ g · g′

y

ι : G→ G, g 7→ g−1

son funciones continuas.

En adelante vamos a denotar la identidad de un grupo topológico G con

el śımbolo e.

Ejemplo 1.1.2. (a) Cualquier grupo G con la topoloǵıa discreta es un

grupo topológico llamado grupo discreto.

(b) El grupo aditivo Rn con su topoloǵıa usual.

(c) El grupo general lineal de orden n sobre R. Consideremos el grupo

GL(n,R) de las matrices no singulares de orden n con elementos en el

campo de los números reales R y, como operación de grupo, la mutipli-

cación de matrices. En GL(n,R) consideramos la topoloǵıa heredada

como subespacio del espacio euclidiano Rn2

, GL(n,R) es un grupo to-

pológico.

Definición 1.1.3. Sea G un grupo topológico. Un subconjunto H de G se

llama subgrupo topológico de G si
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(a) H es un subgrupo de G.

(b) H es un subespacio con la topoloǵıa inducida de G.

Es fácil ver que si H es un subgrupo topológico de un grupo G, entonces

H es un grupo topológico con la topoloǵıa que hereda de G.

En este contexto simplemente diremos que H es un subgrupo de G.

Ejemplo 1.1.4. Los subgrupos topológicos de GL(n,R) son:

(a) El grupo especial lineal

SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1}.

(b) El grupo ortogonal O(n) = {A ∈ GL(n,R) | AAt = I}.

(c) El grupo especial ortogonal SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R).

Para cada H subgrupo de un grupo G, se define el conjunto de clases

laterales izquierdas de H en G

G/H = {gH|g ∈ G},

dotado con la topoloǵıa cociente respecto a la proyección natural q : G →

G/H , g 7→ gH ; esto es U ⊆ G/H es abierto si y sólo si q−1(U) es abierto en

G.
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Proposición 1.1.5. ([10, Prop. 1.4]) Sean H un subgrupo de un grupo to-

pológico G y q : G→ G/H la proyección natural. Entonces:

(a) q es una función abierta.

(b) Si H es cerrado, entonces G/H es un espacio de Hausdorff.

(c) Si H es compacto, entonces q es una función cerrada.

Definición 1.1.6. Sea X un espacio de Hausdorff. Una función continua

f : X → Y se llama función perfecta si f es una función cerrada y sus

fibras f−1(y) son subconjuntos compactos en X.

Si el grupo G es compacto de Hausdorff, la proyección natural se vuelve

perfecta.

Corolario 1.1.7. ([25, Prop.5.2 ]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo

compacto de Hausdorff. La proyección natural q : G→ G/H es una función

perfecta.

Proposición 1.1.8. ([10, Prop.1.5]) Sea N es un subgrupo normal cerrado

de un grupo topológico G, entonces G/N es un grupo topológico.

Sean G y G′ grupos topológicos. Por un homomorfismo α : G −→ G′

de grupos topológicos, entendemos un homomorfismo de grupos tal que

α es continua.
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Los siguientes resultados están demostrados en [10] y [22], §20.

Proposición 1.1.9. Sean G y G′ grupos topológicos de Hausdorff. Si α :

G −→ G′ es un homomorfismo sobreyectivo de grupos topológicos (es decir,

un epimorfismo) y G es compacto, entonces la función α es abierta.

Proposición 1.1.10. Sea α : G −→ G′ un epimorfismo de grupos to-

pológicos de Hausdorff. Si N = ker(α), entonces el homomorfismo inducido

α∗ : G/N −→ G′ (definido por α∗(gN) = α(g)) es continuo y biyectivo.

Además, si α es abierta, entonces α∗ es un homeomorfismo; en otras pala-

bras, es un isomorfismo de grupos topológicos. En particular, si G es

compacto, α∗ es un isomorfismo de grupos topológicos.

Definición 1.1.11. Un grupo topológico de Hausdorff G es un grupo de Lie

si tiene una estructura de una variedad diferenciable tal que las operaciones

de grupo µ(g, h) = gh y ι(g) = g−1 son diferenciables.

Ejemplo 1.1.12. Grupos de Lie.

(a) Cualquier grupo discreto es un grupo de Lie.

(b) El grupo aditivo Rn con la topoloǵıa usual es un grupo de Lie.
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(c) La circunferencia S1 = {x ∈ C | ‖x‖ = 1} como subgrupo del grupo

multiplicativo C∗ = C \ {0} es un grupo de Lie compacto.

(d) El toro T n = S1×S1× ...×S1 es grupo de Lie, ya que el producto finito

de grupos de Lie es un grupo de Lie.

(e) El grupo general lineal GL(n,R) es un grupo de Lie.

Proposición 1.1.13. ([10, Thm. 5.1 ]) Sea H un subgrupo cerrado de un

grupo de Lie G. Si H tiene la topoloǵıa inducida por G, entonces H es un

grupo de Lie.

Los grupos SL(n,R), O(n,R) y SO(n,R) son subgrupos cerrados de

GL(n,R), por lo tanto, son grupos de Lie.

La siguiente proposición caracteriza los grupos compactos de Lie.

Proposición 1.1.14.([10, Thm. 5.2 ]) Un grupo compacto de Hausdorff G

es un grupo de Lie si y sólo si es isomorfo a un subgrupo cerrado de O(n)

para algún n.
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1.2. G-espacios

Para cada grupo topológicoG que actúa de manera continua en un espacio

topológico X , obtenemos un nuevo objeto llamado G-espacio. Una manera de

relacionar dos G-espacios es mediante las aśı llamadas G-funciones, de esta

manera obtenemos una categoŕıa que denotamos por G-TOP . Esta categoŕıa

se conoce como la categoŕıa de G-espacios.

Definición 1.2.1. Sea G un grupo topológico. Un G-espacio es un espacio

topológico X equipado con una acción continua θ : G×X → X, esto es:

(a) θ(e, x) = x

(b) θ(g, θ(h, x)) = θ(gh, x)

para cada x ∈ X y cualesquiera g, h ∈ G, y e ∈ G es el elemento identidad

del grupo G.

Para simplificar la notación, la imagen θ(g, x) se denota usualmente por

g · x o simplemente gx. De esta manera las condiciones de una acción son

ex = x y g(hx) = (gh)x, respectivamente. Al fijar un elemento g ∈ G, éste

induce una traslación(izquierda) continua θg : X → X , x 7→ gx. Es fácil ver

entonces que θg es invertible y θ−1g = θg−1 .
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Ejemplo 1.2.2. Algunos ejemplos de G-espacios.

(a) Para cada grupo topológico G, cada espacio topológico X es un G-

espacio mediante la acción trivial θ, es decir, para cada g ∈ G y

cada x ∈ X : θ(g, x) = x.

(b) Sea H un subgrupo de un grupo topológico G. Entonces G es un H-

espacio ya que el subgrupo H de G actúa por traslación izquierda

(h, g) 7→ hg.

(c) Para cada H subgrupo de un grupo topológico G, el espacio cociente

G/H es un G-espacio con la acción por traslación izquierda

(g′, gH) 7→ g′gH . Notemos que la acción está bien definida: si g1H =

g2H , entonces g′g1H = g′g2H ya que

(g′g2)
−1g′g1 = g−12 (g′)−1g′g1 = g−12 g1 ∈ H.

(d) Sea G un grupo topológico. Si {Xλ}λ∈∧ es una colección de G-espacios,

el producto
∏
Xλ es un G-espacio con la acción diagonal de G en

el producto
∏
Xλ dada por g(xλ) = (gxλ).

Los siguientes hechos relacionados con los G-espacios, fueron tomados de

la Proposición 4.2 de [25] y el Teorema 1.2 de [10].
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Proposición 1.2.3. SeaX un G-espacio de Hausdorff con la acción continua

θ : G×X → X entonces

(a) θ es abierta.

(b) Si G es compacto, θ es una función cerrada.

Sea X un G-espacio, para cada H ⊆ G y cada A ⊆ X , se usa la siguiente

notación

H(A) = {ha|h ∈ H, a ∈ A}

Definición 1.2.4. Sea X un G-espacio. Un subconjunto A de X se llama

G-invariante, o simplemente invariante, si G(A) = A. Si A es cerrado

en X, diremos que (X,A) es un G-par.

El concepto de G-función nos permite relacionar los G-espacios.

Definición 1.2.5. Sea G un grupo topológico. Una función continua f :

X → Y entre G-espacios se llama G-función (o función equivariante)

si

f(gx) = gf(x)

para cada x ∈ X y cada g ∈ G. Si Y tiene la acción trivial de G, diremos

que f es invariante.
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Si f : X → Y es una G-función en la que además es homeomorfis-

mo, entonces f−1 : Y → X también es G-función, en este caso diremos

que f es G-homeomorfismo. Diremos que dos G-espacios X y Y son G-

homeomorfos o G-equivalentes si existe un G-homeomorfismo entre

estos, en este caso escribiremos X ≈ Y .

Observación 1.2.6. Dado X un G-espacio:

(a) Si A es G-invariante, A es un G-espacio con la misma acción que X .

En este caso podemos considerar a A como G-subespacio de X puesto

que la inclusión A →֒ X es G-función.

(b) Dada una familia de G-espacios {Xλ}λ∈Λ la acción diagonal de G sobre

el producto
∏
λ∈Λ

Xλ hace que las proyecciones pλ′ :
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλ′ sean

G-funciones.

Ejemplo 1.2.7. (a) Para cada G-espacio X , la función identidad 1X :

X → X es una G-función

(b) Dado G un grupo topológico, si f : X → Y y g : Y → Z son G-

funciones, entonces g ◦ f es una G-función.

Definición 1.2.8. Sean X un G-espacio y x ∈ X. Los conjuntos:
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(a) Gx = {g ∈ G|gx = x} se llama grupo de isotroṕıa o estabilizador

de x.

(b) G(x) = {gx|g ∈ G} se llama órbita de x.

Notemos que si f : X → Y es una G-función y x ∈ X , entonces f

manda órbitas en órbitas, es decir, f(G(x)) = G(f(x)), y no es def́ıcil ver

que Gx ⊆ Gf(x). Si f tiene la propiedad Gx = Gf(x), decimos que f es

isovariante.

Dado un G-espacio X , definimos en el la relación

x ∼ y si y = gx para alguna g ∈ G.

Es fácil ver que ∼ es una relación de equivalencia y que la clase de equi-

valencia [x] de x ∈ X es precisamente la G-órbita G(x). Denotemos por X/G

al conjunto de G-órbitas y lo dotaremos de la topoloǵıa cociente respecto a

la proyección canónica

q : X → X/G, x 7→ [x] = G(x),

es decir, se supone que Ũ ⊂ X/G es abierto si y sólo si q−1(Ũ) ⊂ X es

abierto. El espacio X/G se llama G-espacio órbital y la identificación q se

llama proyección G-orbital .
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Notemos que q : X → X/G es una G-función considerando a X/G como

G-espacio con la acción trivial.

Sea X un G-espacio. Diremos que la acción de G en X es:

(a) trivial si Gx = G para todo x ∈ X ,

(b) libre si Gx = {e} para todo x ∈ X ,

(c) efectiva o fiel si
⋂

x∈X

Gx = {e},

(d) transitiva si tiene una sola órbita.

Proposición 1.2.9. ([25, Prop. 4.3(3)]) Sean G un grupo compacto, un X

G-espacio de Hausdorff, y x ∈ X. La G-función

G/Gx → G(x)

dada por gGx 7→ gx es un G-homeomorfismo.

Denotamos por (H) a la clase conjugada del subgrupo H de G, esto es,

(H) = {gHg−1 | g ∈ G}.

Si G y X son como en el contexto de la Proposición 1.2.9, para cada

x ∈ X la órbita G(x) y H = Gx, como los grupos de isotroṕıa de puntos
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en la misma órbita son conjugados, esto es Ggx = gGxg
−1, para cada g ∈ G

y x ∈ X , entonces (H) = {Gy | y ∈ G(x)}. Además G(x) es G-equivalente

a G/Gy para cada y ∈ G(x), en particular, G(x) ≈ G/H . Por este motivo

decimos que (H) es un tipo de G-órbitas.

Un G-espacio X tiene un sólo tipo de órbitas (H) si los grupos de

isotroṕıa de todos sus puntos están en la clase (H), en otras palabras, si

(Gx) = (H) para cada punto x ∈ X . En este caso cada órbita esG-equivalente

a G/H . Para un G-espacio de Hausdorff toda acción libre tiene un sólo tipo

de órbitas ({e}), y en este caso, cada órbita es G-homeomorfo a G.

Proposición 1.2.10. Si f : X → Y es una G-función, entonces existe una

única función continua f/G : X/G→ Y/G, llamada la función inducida por

f , tal que el diagrama

X Y

X/G Y/G

//
f

���
�
�
�
�
�
�
�
�

πX

���
�
�
�
�
�
�
�
�

πY

//
f/G

conmuta. Claramente, f/G está definida por (f/G)(G(x)) = G(f(x)).

Proposición 1.2.11. Sea G un grupo topológico compacto y X un G-espacio.

Entonces la proyección G-orbital q : X → X/G es una función perfecta, es

decir, cerrada y con fibras q−1(G(x)) compactas.
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Sea G un grupo comacto de Hausdorff, los G-espacios metrizables son de

especial interés para este trabajo.

Definición 1.2.12. Una métrica ρ para un G-espacio metrizable X, compati-

ble con su topoloǵıa, se llama métrica invariante si para toda g ∈ G y todo

x, y ∈ X:

ρ(gx, gy) = ρ(x, y).

Proposición 1.2.13. ([25, Teo. 5.22])Sea G un grupo topológico compacto

de Hausdorff. Si X es un G-espacio metrizable, entonces existe una métrica

invariante ρ para X y

ρ∗(x∗, y∗) = inf{ρ(x, y) : x ∈ q−1(x∗), y ∈ q−1(y∗)}, x∗, y∗ ∈ X/G,

donde q : X → X/G es la proyección orbital, es una métrica en X/G com-

patible con su topoloǵıa cociente.

1.3. Espacios G-ANR y G-ANE

Definición 1.3.1. Una clase topológica débilmente hereditaria es una

clase C de espacios topológicos de Hausdorff que satisfacen:

(a) Si X ∈ C y es homeomorfo a X ′, entonces X ′ ∈ C.
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(b) Si X ∈ C y A es un subespacio cerrado de X, entonces A ∈ C.
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Ejemplos de clases débilmente hereditarias

a) La clase de todos los espacios normales de Hausdorff N .

b) La clase de todos los espacios paracompactos de Hausdorff P.

c) La clase de todos los espacios metrizablesM.

Designamos por G-C la clase de todos los G-espacios que pertenecen a la

clase topológica débilmente hereditaria C. Un G-par (X,A) de G-C consta

de un G-C espacio X y de un subespacio cerrado invariante A de X (y, por

lo tanto, A ∈ G-C).

Definición 1.3.2. Un G-espacio, Y , es llamado un G-extensor absoluto

de vecindades (ó G-extensor absoluto) para la clase G-C, lo cual se

abrevia Y ∈ G-ANE(C) ( ó G-AE(C)) si y sólo si para cada G-par (X,A)

de G-C y cada G-mapeo equivariante f : A −→ Y admite una G-extensión

equivariante a una vecindad invariante U de A en X, f̄ : U → Y (resp.

admite una G-extensión equivariante f̄ : X → Y ).

Definición 1.3.3. Sean X un G-espacio y A un subconjunto invariante de

X. Por una G-retracción de X en A entendemos una G-función

r : X −→ A
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tal que para cada a ∈ A se cumple r(a) = a. Si existe un G-encaje cerrado

i : Y →֒ Z y una G-retracción r : Z −→ i(Y ), entonces diremos que Y es

un G-retracto de Z, y a la composición Z
r
→֒ i(Y ) → Y , le llamaremos

también una G-retracción.

Definición 1.3.4. Sea C una clase topológica débilmente hereditaria. Un

G-espacio X ∈ G-C es G-retracto absoluto de vecindades para la

clase G-C, lo cual abreviaremos diciendo que X es un G-ANR(C)-espacio y

escribiendo X ∈ G-ANR(C) cuando para cada Y ∈ G-C y toda G-inmersión

cerrada i : X →֒ Y , existe una vecindad invariante U de i(X) en Y y una

G-retracción r : U → i(X).

Un G-espacio X ∈ G-C es un G-retracto absoluto para la clase G-C,

lo cual abreviaremos diciendo que X es un G-AR(C)-espacio y escribiendo

X ∈ G-AR(C) cuando para cada Y ∈ G-C y toda G-inmersión cerrada i :

X →֒ Y , existe una G-retracción r : Y → i(X).

Si G es el grupo trivial, entonces G-C coincide con la clase C, y por lo tanto

los espacios G-AR(C) y G-ANR(C) son simplemente los espacios AR(C) y

ANR(C) respectivamente.

Si G es el grupo trivial, obtenemos las definiciones usuales de AE y ANE.

Las pruebas de las siguientes tres proposiciónes se puede encontrar en [25]
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(Proposiciones 6.3, 6.11, 6.13). De hecho, son completamente análogas a las

demostraciones dadas, por ejemplo, en [16] para el caso no equivariante.

Proposición 1.3.5. Si Y ∈ G-ANE(C) y V es un abierto e invariante de

Y , entonces V ∈ G-ANE(C).

Proposición 1.3.6. Si Y es un G-retracto de Z ∈ G-AE(C)(o de Z ∈

ANE(C)), entonces Y ∈ G-AE(C)(resp. Y ∈ G-ANE(C)).

Proposición 1.3.7. Sea Y ∈ G-C. Si Y ∈ G-AE(C) (o Y ∈ G-ANE(C)),

entonces Y ∈ G-AR(C) (resp. Y ∈ G-ANR(C)).

El siguiente teorema afirma que para la clase G-M de G-espacios me-

trizables la implicación inversa de la última proposición también es cierta.

Esto hecho importante fue probado por S.Antonyan en [1] (también véase la

demostración dada en [25], Proposición 6.14).

Teorema 1.3.8. Sean G un grupo compacto de Hausdorff y Y un G-espacio

metrizable. Entonces

(a) Y ∈ G-AR(M) si y sólo si Y ∈ G-AE(M).

(b) Y ∈ G-ANR(M) si y sólo si Y ∈ G-ANE(M).
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En la tesis trabajamos sólo con G-ANR(M)-espacios y G-ANE(M)-

espacios. Por lo tanto, en adelante, vamos a llamarlos simplemente G-ANE-

espacios y G-ANR-espacios.

Del teorema anterior y de la Proposición 1.3.5 se obtiene inmediatamente

el siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Si U es un subconjunto abierto e invariante de un G-

ANR-espacio X, entonces U también es un G-ANR-espacio.

Más adelante vamos a utilizar los siguientes dos resultados fundamentales.

El primer resultado pertenece a R.Palais [24] (Proposición 1.6.6.) y el segundo

fue probado por S.A.Antonyan en ([2],[4])

Proposición 1.3.10. Si G es un grupo compacto de Lie y H es un subgrupo

cerrado en G, entonces G/H es un G-ANR-espacio (o, equivalentemente, un

G−ANE-espacio).

Teorema 1.3.11. Sean G un grupo compacto de Hausdorff y N un subgrupo

normal cerrado en G. Si X es un G-A(N)R-espacio, entonces X/N es un

G/N-A(N)R-espacio. En particular, X/G es un A(N)R-espacio.
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Definición 1.3.12. Un subgrupo cerrado H de un grupo compacto G se llama

grande si existe un subgrupo normal cerrado N de G tal que N ⊆ H y G/N

es un grupo de Lie.

Esta propiedad fue usada en la definición original de subgrupos grandes

dada en [3, Definition 2]; algunas otras propiedades equivalentes se dan a

continuación:

Proposición 1.3.13.([4],[5]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo com-

pacto G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) H es grande,

(b) G/H es G-ANR,

(c) G/H es localmente conexo y dimG/H <∞,

(d) G/H es una variedad suave.

1.4. Ĺımites inversos.

Definición 1.4.1. Sean C una categoŕıa y Λ un conjunto dirigido por la

relación ≤. La familia X = {Xλ, q
λ′

λ ,Λ} se llama sistema inverso de C-

objetos si



1.4 Ĺımites inversos. 21

(a) Para cada λ ∈ Λ le corresponde un C-objeto Xλ.

(b) Para cada λ′, λ ∈ Λ tales que λ ≤ λ′, se define una C-morfismo qλ
′

λ :

Xλ′ → Xλ que cumple

• qλ
′

λ q
λ′′

λ′ = qλ
′′

λ , para λ, λ′, λ′′ ∈ Σ tales que λ ≤ λ′ ≤ λ′′;

• qλλ = idXλ
.

Un sistema inversoX = {Xi, q
j
i ,N}, donde N es el conjunto de los números

naturales, es conocido como sucesión inversa, y lo denotamos simplemente

como {Xi, q
j
i }.

Definición 1.4.2. Sea X = {Xλ, q
λ′

λ ,Λ} un sistema inverso de C-objetos. Un

objeto X de C junto con una familia {qλ : X → Xλ}λ∈Λ de morfismos en C,

se llama ĺımite inverso de X , si se satisfacen las condiciones siguientes.

(a) qλ
′

λ qλ′ = qλ para cada λ, λ′ ∈ Λ, λ ≤ λ′.

(b) Se cumple la siguiente propiedad universal: Para cada Y objeto de C y

{fλ : Y → Xλ}λ∈Λ un cono sobre X, es decir, que satisface qλ
′

λ fλ′ =

fλ, para cada λ, λ′ ∈ Λ, λ ≤ λ′; entonces existe un único morfismo

f : Y → X tal que qλf = fλ, para cada λ ∈ Λ.
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Usamos la siguiente notación

(X, {qλ}) = lim
←−

X = lim
←−
{Xλ, q

λ′

λ ,Λ},

o simplemente X = lim
←−

X.

Los morfismos qλ se les conoce como proyecciones naturales del ĺımite

inverso.

De la propiedad universal del ĺımite inverso podemos concluir que el ĺımite

es único salvo isomorfismo.

Ejemplo 1.4.3. Sea X = {Xi, q
j
i ,N} una sucesión inversa. El ĺımite inverso

en las siguientes categoŕıas se describe como sigue:

(a) En Set: (X, {qi}) = lim
←−

X, donde

X = {x ∈
∏

i∈N

Xi|qi(x) = qji qj(x); i ≤ j} (1.4.1)

y para cada i ∈ N, qi : X → Xi, x 7→ xi es la proyección en el i-ésimo

factor.

(b) En TOP : (X, {qi}) = lim
←−

X, donde X es el conjunto descrito en (1.4.1)

dotado con la topoloǵıa más gruesa que hace continuas a todas las

proyecciones {qi}. Además los conjuntos qi(U), donde U es aberto en

Xi, forman una base para la topoloǵıa de X .
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(c) En G-TOP : Consta de X la cual tiene estructura natural de G-espacio

junto con la familia de G-funciones {qλ}.([26, Teo. 1.5.2])

Proposición 1.4.4.([8, Prop. 2.5]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo

compacto G. Si el espacio cociente G/H es metrizable, entonces existe una

sucesión decreciente (Ni)i∈N de subgrupos normales cerrados de G tales que

G/Ni es un grupo de Lie y
⋂
i∈N(NiH) = H. Por lo tanto

lim
←−
{G/(NiH), qji } = G/H,

donde qji : G/(NjH)→ G/(NiH), j ≥ i, son las proyecciones naturales.

Definición 1.4.5. Diremos que una sucesión (Ni)i∈N es una sucesión pro-

Lie para G/HG/HG/H si satisface las condiciones de la Proposición 1.4.4.

1.5. Cambio de grupos

Recordemos que dado un grupo G obtenemos la categoŕıa G-TOP , vamos

a denotar por TOPG(X, Y ) al conjunto de G-funciones X → Y . En esta

sección vamos a establecer la relación que hay entre las categoŕıas G-TOP

y G′-TOP , mediante los funtores restricción y producto torcido para grupos

dados G y G′.
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Sea β : G′ → G un homomorfismo continuo de grupos topológicos. Cada

G-espacio X se puede considerar como un G′-espacio via β, i.e. respecto a la

acción ∗ del grupo G′ dada por g′ ∗ x = β(g′)x. Claramente cada G-función

puede considerarse como una G′-función via β. Aśı obtenemos el funtor

Resβ : G-TOP → G′-TOP

el cual manda cada G-espacio X a un G′-espacio X via β y cada G-función

f a una G′-función f via β.

Este funtor tiene como adjunto izquierdo el funtor de producto torcido via

β que describiremos a continuación y denotamos como

G×β − : G′-TOP → G-TOP .

Definición 1.5.1. Sea β : G′ → G un homomorfismo de grupos topológicos.

Si X es un G′-espacio, entonces podemos considerar G×X como G′-espacio

con la acción

g′ · (g, x) = (gβ(g′)−1, g′x).

El producto torcido via βββ, G×β X se define como el correspondiente

espacio orbital

G×β X = (G×X)/G′.

La G′-órbita del punto (g, x) ∈ G×X la denotamos por [g, x].
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Observación 1.5.2. Se tienen las siguientes dos propiedades:

(a) Se define una acción continua de G en G×β X dada por

g1 · [g2, x] = [g1g2, x],

por lo tanto, G××βX es un G-espacio.

(b) Si X es un G′-espacio, entonces el funtor G ×β − asocia X con su

correspondiente producto torcido via β, G ×β X ; asimismo si f ∈

TOPG′(X, Y ), entonces G ×β f : G×β X → G×β Y definida como

G×β f([g, x]) = [g, f(x)] es una G-función.

Los funtores de restricción y de producto torcido via β son adjuntos ya

que cumplen la siguiente propiedad:

Proposición 1.5.3. Sea β : G′ → G un homomorfismo de grupos. Sea X

un G′-espacio y Y un G-espacio. Entonces existe una biyección natural

TOPG(G×β X, Y )↔ TOPG′(X, resβ(Y )).

Demostración. Sea f : X → Y una G′-función. La función ϕ : G×X → Y

dada por ϕ((g, x)) = g · f(x) admite una factorización sobre G×β X , ya que
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para cada g′ ∈ G′,

ϕ(gβ(g′)−1, g′x) = gβ(g′)−1 · f(g′x) = gα(g′)−1 · (g′ ∗ f(x))

= gβ(g′)−1 · (β(g′) · f(x))

= gβ(g′)−1β(g′) · f(x)

= g · f(x).

Aśı G×β X → Y dada por [g, x] 7→ g · f(x) es una G-función.

Por otro lado, si f̂ : G×β X → Y es una G-función, entonces f : X → Y

definida como f(x) = f̂([e, x]) es una G′-función.

Es fácil ver que estas construcciones son inversas una de la otra. �

En otras palabras, dado un G′-espacio X , la función iX : X → G ×β X

dada por iX(x) = [e, x], para cada x ∈ X (veremos en la Proposición 1.5.5

que en realidad es una G′-función), satisface la siguiente propiedad universal:

para cada G′-función f : X → Y , donde Y es un G-espacio tratado como

G′-espacio via α, existe una única función f̂ : G ×β X → Y G-equivariante

que hace conmutativo el diagrama siguiente.

X G×β X

Y

//iX

��?
??

??
??

??
?

f
�� f̂
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Observación 1.5.4. El funtor de producto torcido se reduce a estudiar los

dos siguientes casos:

(a) Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo G. Entonces la proyec-

ción natural q : G→ G/N , g 7→ gN , es un homomorfismo de grupos e

induce el funtor de restricción resq cuyo adjunto izquierdo es el funtor

de proyección N -orbital

−/N : G-TOP → G/N -TOP ;

en efecto, la G-función G/N ×q X → X/N dada por [gN, x] 7→ N(gx)

es G/N -equivalencia.

(b) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G. La inclusión i : H →֒ G

induce el funtor de restricción resi, de manera que cada G-función

es considerada también como H-función. resi es adjunto derecho del

funtor G×i − : H-TOP → G-TOP que asocia cada H-espacio X con

el G-espacio G ×i X el cual, en este caso particular, denotamos por

G×H X y se le conoce simplemente como producto torcido (usual).

Proposición 1.5.5. Sea β : G′ → G un homomorfismo, donde G′ es un

grupo compacto; y sea X un G′-espacio. Entonces la función

iX : X → G×β X
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dada por iX(x) = [e, x], es una G′-función cerrada; y si β es inyectiva, iX es

un G′-encaje.

Demostración. Observemos que iX = πδe, donde δe : X → G × X es

el encaje cerrado dado por δe(x) = (e, x) y π : G × X → G ×α X es la

proyección orbital. Luego, iX es continua. Además, por la Proposición 1.2.11,

π es cerrada, y como δe es cerrado, entonces iX también lo es.

Ahora veamos que iX es G′-función. En efecto, G×β X es un G′-espacio

via β, y para cada x ∈ X , g′ ∈ G′, se cumple

iX(g
′x) = [e, g′x] = [α(g′), x] = β(g′) · [e, x]

= β(g′) · iX(x) = g′ ∗ iX(x).

Supongamos ahora que β es inyectiva. Veamos que iX es también inyecti-

va. Sean x, y ∈ X tales que iX(x) = iX(y), es decir [e, x] = [e, y]; luego existe

g′ ∈ G′ tal que (e, y) = (β(g′)−1, g′x), y en este caso, por la inyectividad de

β, g′ = e′ (donde e′ es el elemento neutro en G′), por lo que x = y. �

Proposición 1.5.6. Sea β : G′ → G un homomorfismo y X un G′ espacio.

Los espacios orbitales (G×β X)/G y X/G′ son homeomorfos.

Demostración. La proyección pr : G×X → X es G′-equivariante ya que

pr(g′ · (g, x)) = pr((gβ(g′)−1, g′x)) = g′x = g′pr((g, x)).
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Luego la función inducida

ψ = pr/G′ : G×β X → X/G′

dada por ψ([g, x]) = G′(x), [g, x] ∈ G×β X , está bien definida y es continua

(Proposición 1.2.10); además como la proyección es abierta, ψ también lo es.

Notemos que ψ(G([g, x])) = G′(x), aśı podemos factorizar ψ como

G×β X

(G×β X)/G X/G′
��

π

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ

ψ

//
ϕ

Del diagrama vemos que ϕ : G([g, x]) 7→ G′(x) es continua (ya que la

proyección orbital π es abierta) y abierta, además de ser claramente sobre-

yectiva.

Veamos que ϕ es inyectiva: Supongamos que G([g1, x1]) y G([g2, x2]) son

tales que G′(x1) = G′(x2), entonces existe g′ ∈ G′ tal que x1 = g′x2, luego

tenemos

G([g1, x1]) = G([g1, g
′x2]) = G([g1β(g

′), x2]) = G([g2, x2]).

Conclúımos que ϕ es un homeomorfismo. �

Omitimos la demostración del siguiente resultado que está probado con

todo detalle en [20, Cap.1, Prop.1.6.6].
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Proposición 1.5.7. Sea β : G′ → G un homomorfismo de grupos compactos

tal que coker(β) = G/Im(β) es metrizable. Si X es un G′-espacio metrizable,

entonces el G-espacio inducido G×β X es también metrizable.

Proposición 1.5.8. Sea β : G′ → G un homomorfismo de grupos compactos

tal que el cokernel de β es metrizable, y sea E un G-espacio. Supongamos

que E es un espacio G-ANR, entonces E, tratado como G′-espacio via β, es

un G′-ANR.

Demostración. Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G′-espacio

metrizable X , y sea f : A→ E una G′-función.

Consideremos las G′-funciones iA, iX definidas como en la Proposición

1.5.5; por la Proposición 1.5.3, sabemos que f induce una G-función f̂ :

G×β A→ E tal que f̂ ◦ iA = f .

Notemos también, que como G′ es compacto, G×β A es un subconjunto

cerrado (G-invariante) del G-espacio G×β X . Estos G-espacios son metriza-

bles debido a la Proposición 1.5.7.

Luego, como E es G-ANR, existe una vecindad G-invariante U de G×βA

en G×β X , y una G-extensión f̄ : U → E de f̂ .
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Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo.

A E

G×β A

U

X G×β X

//
f

� _

��

$$J
JJ

JJ iA

� _

��

44jjjjjjjjjjjjj f̂

� r

$$J
JJ

JJ

lL

zztt
tt
t

CC

f̄

//
iX

Sea V = i−1X (U), resulta que V es una vecindad G′-invariante de A en

X , y (f̄ ◦ iX) |V : V → E es una G′-extensión de f , y por lo tanto E es un

G′-ANR.

�

1.6. Producto torcido y rebanadas

Los productos torcidos son objetos importantes en el estudio de los G-

espacios y como veremos también de las G-funciones.

Sean H un subgrupo cerrado de un grupo G, y X un H-espacio. Por el

producto torcido G ×H X entendemos el G-espacio G ×α X , donde α = i :

H →֒ G (ver Ejemplo 1.5.4(2)).

Este concepto está relacionado de manera importante con el de rebanada.
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Definición 1.6.1. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo G, y X un

G-espacio. Un subconjunto H-invariante S de X se llama HHH-rebanada (o

bien, rebanada) de X, si satisface:

(a) GS es abierto en X,

(b) S es cerrado en GS,

(c) si g ∈ G\H, entonces gS ∩ S = ∅.

S es llamada HHH-rebanada global de X cuando GS = X.

La siguiente proposición establece una relación entre los conceptos de

producto torcido y rebanada.

Proposición 1.6.2. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G,

y S un subconjunto H-invariante de un G-espacio X, tal que GS es abierto

en X. Entonces S es una H-rebanada si y sólo si la función

η : G×H S → GS

dada por η([g, s]) = gs, es una G-equivalencia.

Demostración. (⇒) Sean [g, s], [g′, s′] ∈ G×H S.
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Observemos primero que η está bien definida:

Supongamos que [g, s] = [g′, s′], entonces existe h ∈ H tal que g = g′h−1

y s = hs′; luego,

η([g, s]) = gs = g′h−1hs′ = g′s′ = η([g′, s′]).

Consideremos ahora el diagrama conmutativo

G× S GS

G×H S

//θ

$$J
JJ

JJ
JJ

J

π

::tttttttt η

donde θ((g, s)) = gs y π es la proyección orbital correspondiente. Sa-

bemos que π es continua, abierta (Proposición 1.2.11) y sobreyectiva;

y θ es continua y sobreyectiva como restricción de la acción

T : G×X → X

de donde es inmediata la continuidad y sobreyectividad de η.

Veamos que η es cerrada:

Sea C un subconjunto cerrado de G×H S. Del diagrama anterior,

η(C) = θ(π−1(C)).

Por continuidad de π, π−1(C) es cerrado en G×S, y como G es compac-

to, por la Proposición 1.2.3(ii), θ es una función cerrada. Luego η(C)

es cerrado en GS.
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Supongamos ahora que

η([g, s]) = η([g′, s′]),

entonces gs = g′s′, esto es, s = g−1g′s′. Como S es una H-rebanada,

entonces g−1g′ ∈ H , luego

[g′, s′] = [g′(g−1g′)−1, (g−1g′)s′] = [g, s].

Por lo tanto, η es inyectiva.

Además η es G-equivariante, ya que para toda g̃ ∈ G,

η(g̃[g, s]) = η([g̃g, s]) = g̃gs = g̃η([g, s]).

(⇐) Supongamos que η es un G-homeomorfismo. Veamos que S satisface

las condiciones (b) y (c) de la Definición 1.6.1:

(c) Supongamos que gS ∩ S 6= ∅, entonces existen s, s′ ∈ S tales que

gs = s′. Como

η([e, s′]) = es′ = s′ = gs = η([g, s])

y η es inyectiva, entonces [e, s′] = [g, s]; es decir, existe h ∈ H tal que

e = gh−1 y s′ = hs, por lo tanto, g = h ∈ H .

(b) Observemos primero que θ−1(S) = H×S. En efecto, H×S ⊂ θ−1(S)

ya que θ(h, s) = hs ∈ S para toda h ∈ H , s ∈ S.
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Ahora, sea (g, s) ∈ θ−1(S), entonces θ(g, s) = gs ∈ S y por (c), tenemos

que g ∈ H ; es decir, (g, s) ∈ H × S, luego θ−1(S) = H × S. Por lo tanto,

θ−1(S) = H × S. Pero H × S es cerrado en G× S. Aśı,

π−1(η−1(S)) = θ−1(S)

es cerrado en G× S.

Por la definición de topoloǵıa cociente η−1(S) es cerrado en G ×H S y,

como η es homeomorfismo, S = η(η−1(S)) es cerrado en GS. �

Proposición 1.6.3. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo topológico G, y

X un G-espacio. Si f : X → G/H es una G-función, entonces S = f−1(eH)

es una H-rebanada global de X.

Demostración. Sea S = f−1(eH), entonces

S es H-invariante:

Sean h ∈ H , s ∈ S. Como f(s) = eH , tenemos que f(hs) = hf(s) =

h(eH) = eH . Luego hs ∈ f−1(eH) = S.

G(S) = G(f−1(eH)) = f−1(G(eH)) = f−1(G/H) = X .

De la Proposición 1.1.5(b) tenemos que G/H es un G-espacio de Haus-

dorff, luego {eH} es cerrado en G/H ; por lo que S = f−1(eH) es

cerrado en X .
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Supongamos que gS ∩ S 6= ∅, entonces existen s1, s2 ∈ S tales que

s1 = gs2. Luego f(s1) = f(gs2) = gf(s2) ∈ gH , y como f(s1) = eH ,

entonces g ∈ H .

De lo anterior concluimos que S es una H-rebanada global de X . �

El śımbolo ≈ que aparece en el siguiente corolario significa que son equi-

valentes como G-espacios.

Corolario 1.6.4. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G, y

X un G-espacio. Entonces para cada G-función f : X → G/H se cumple

que

X ≈ G×H S,

donde S = f−1(eH).

Demostración. Por la Proposición 1.6.3, S es una H-rebanada global de

X , es decir, GS = X . Luego, por la Proposición 1.6.2, G ×H S ≈ GS = X

(véase figura 1.1). �

Definición 1.6.5. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio y x ∈ X.

Decimos que una vecindad abierta G-invariante U de G(x) en X, es un

tubo alrededor de la órbita G(x) si existe una G-función f : U → G/Gx.
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gS

S

•

•
G/H

gH

eH

Figura 1.1: Estructura de una G-función sobre G/H .

Observemos que, en este caso, U ≈ G ×Gx
S ≈ GS y S es una Gx-

rebanada.

El siguiente teorema desempeña un papel central dentro de la teoŕıa de

grupos topológicos de transformaciones (ver [10, Ch.II, Th.5.4]).

Teorema 1.6.6. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio de

Tychonoff, entonces existe un tubo alrededor de cada una de las órbitas de

X.

Este teorema sirve de base para mostrar la propiedad local siguiente de



38 Preliminares

las proyecciones orbitales, misma que será generalizada en más adelante.

Presentamos dos resulatdos más que nos proporcionan más ejemplos de

espacios que tienen estructura de producto torcido.

Proposición 1.6.7.([10, Ch.II, Th.5.8]) Sea H un subgrupo cerrado de un

grupo compacto de Lie G, y sea X un G-espacio de Tychonoff con un sólo

tipo de órbitas (H). Entonces la proyección orbital π : X → X/G satisface

la siguiente propiedad: para cada b ∈ X/G existe una vecindad abierta U

de b en X/G y un G-homeomorfismo ϕU : π−1(U) → G/H × U tal que el

diagrama

π−1(U) G/H × U

U

//
ϕU

$$J
JJ

JJ
JJ

π zztt
tt
tt
t

prU
(1.6.1)

es conmutativo.

Proposición 1.6.8. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio con un

sólo tipo de órbitas (H). Entonces la G-función

η : G×N X
H → X

dada por η([g, x]) = gx, es una G-equivalencia. Donde N = N(H) es el

normalizador de H en G, y XH = {x ∈ X | H ⊆ Gx} es el conjunto de

puntos H-fijos.
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Demostración. η es continua, sobreyectiva y cerrada (ver, por ejemplo,

demostración de la Proposición 1.6.2).

Veamos que η es inyectiva. Sean [g1, x1], [g2, x2] ∈ G ×N XH tales que

η([g1, x1]) = η([g2, x2]), esto es g1x1 = g2x2.

Como x1, x2 ∈ XH y (Gx1) = (Gx2) = (H), resulta que Gx1 = Gx2 = H .

Sea n = g−12 g1. Entonces

H = Gx2 = Gnx1 = nGx1n
−1 = nHn−1,

lo que significa que n ∈ N . Luego [g1, x1] = [g1n
−1, nx1] = [g2, x2]. �

Finalmente, siguiente resultado nos dice que el funtor de producto torcido

preserva ANE’s (metrizables).

Proposición 1.6.9.([5, Prop. 3.1]) Sea H un subgrupo grande de un grupo

compacto G y S un H-espacio. Si S es un H-ANE entonces G×H S es un

G-ANE.
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Caṕıtulo 2

G-fibraciones y productos

torcidos

Una G-fibración representa una versión equivariante de una fibración de

Hurewicz, es decir, una G-función que tiene la propiedad de levantamiento

de G-homotoṕıas.

En este caṕıtulo iniciaremos primero con las definiciones y propiedades

de las G-fibraciones, uno de los resultados cruciales de este caṕıtulo concier-

ne a la proyección canónica q : G → G/H con la acción de H en G por

conjugación, el cual afirma que esta es una H-fibración, para luego ver que

el funtor de producto torcido preserva fibraciones. Cabe resaltar que este es

41



42 G-fibraciones y productos torcidos

un resulatado original y es el principal teorema de la tesis.

2.1. G-fibraciones y G-fibraciones regulares

Definición 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Una homotoṕıa equivariante o

GGG-homotoṕıa es una función continua H : X×I → Y , tal que H(g ·x, t) =

g ·H(x, t) para cada (x, t) ∈ X × I y toda g ∈ G, es decir, H es G-función

considerando X × I con la acción diagonal, donde G actúa trivialmente en

el intervalo unitario I = [0, 1].

Si para un subconjunto cerrado invariante A de X se cumple H(a, t) =

H(a, 0), para cada a ∈ A y t ∈ I, se dice que H es una G-homotoṕıa

relativa a A.

Definición 2.1.2. Decimos que una G-función p : E → B tiene la pro-

piedad equivariante de levantamiento de GGG-homotoṕıas respecto a

un G-espacio X (EHLP (X)) si para toda G-función f : X → E, y toda

G-homotoṕıa F : X × I → B tal que F (x, 0) = p ◦ f(x) para cada x ∈ X,
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existe un relleno F̃ : X × I → E para el siguiente diagrama:

X E

X × I B

//
f

� _

���
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0

���
�
�
�
�
�
�
�
�

p

//
F

??

F̃
(2.1.1)

donde ∂0(x) = (x, 0). Es decir F̃ satisface pF̃ = F y F̃ ∂0 = f .

Una G-función p se llama GGG-fibración de Hurewicz si p tiene la propiedad

de levantamiento de G-homotoṕıas respecto a todo G-espacio X.

Diremos también que p tiene la EHLP relativa si para cada diagrama

conmutativo (2.1.1) existe un relleno F̃ : X × I → E el cual es una G-

homotoṕıa relativa a A ⊂ X siempre y cuando F sea G-homotoṕıa relativa

a A.

Proposición 2.1.3. Sea p : E → B una G-fibración donde G es un gru-

po compacto. Si B es un G-espacio metrizable, entonces p tiene la EHLP

relativa.

Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo (2.1.1) donde F

es una G-homotoṕıa relativa a A ⊂ X . Como G es compacto, B admite

una métrica compatible G-invariante d, es decir una métrica que satisface

d(gb, gb′) = d(b, b′) para todo b, b′ ∈ B y g ∈ G. Además, podemos elegir
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d tal que diam(B) ≤ 1. Sea ϕ : X → I una función dada por ϕ(x) =

diam(F ({x} × I)). Claramente ϕ es una G- función continua invariante.

Modifiquemos la G-homotoṕıa F como sigue:

F
′

(x, t) =





F (x, t/ϕ(x)) if t < ϕ(x)

F (x, 1) if t ≥ ϕ(x)

Es fácil ver que F ′ es una G-función continua para la cual F ′∂0 = pf . Como

p es una G-fibración, existe una G-homotoṕıa F̂ : X × I → E tal que

F̂ ∂0 = f y pF̂ = F ′. Ahora definamos una G-homotoṕıa F̃ : X × I → E por

F̃ (x, t) = F̂ (x, tϕ(x)). Es rutina checar que F̃ es un relleno para el diagrama

(2.1.1) la cual es una G-homotoṕıa relativa a A. �

Como ya mencionamos en la Introducción, en la teoŕıa de G-espacios el

concepto de G-fibración surge de manera natural: cada G-función E → G/H

es una G-función si G es un grupo compacto de Lie. Este resultado es muy

conocido para pero no es fácil encontar su demostración en la literatura; la

demostración directa para el caso metrizable se puede encontrar en [8]:

Proposición 2.1.4. ([8, Proposition 3.1]) Sean H un subgrupo cerrado de

un grupo compacto de Lie G y E un G-espacio metrizable. Entonces cada

G-función p : E → G/H es una G-fibración.
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En efecto, uno de los objetivos principales de la presente tesis es obtener

una generalización de la Proposición 2.1.4 para el caso de grupos compactos

metrizables G.

Otra clase más de G-fibraciones que nos será de utilidad, es la siguiente.

Definición 2.1.5. Decimos que una G-función p : E → B de G-espacios

metrizables es una GGG-fibración regular si para cada subconjunto invariante

A de un G-espacio metrizable X y para cada diagrama de G-funciones

X × {0} ∪ A× I E

X × I B

//
f

� _

��

i

��

p

//
F

existe una G-homotoṕıa F̃ : X × I → E como relleno (es decir, F̃ i = f y

pF̃ = F ).

Claramente, cada G-fibración de G-espacios metrizables es una G-fibración

regular (basta tomar A = ∅). Por otro lado, se tiene la siguiente afirmación:

Proposición 2.1.6. ([8]) Si p : E → B es una G-fibración, donde E y B

son espacios G-ANE metrizables, entonces p es una G-fibración regular.

De hecho, probaremos la Proposición 2.1.6 en el Caṕıtulo III (justo des-

pues de la Proposición 3.1.6).
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Proposición 2.1.7. Sea β : G′ → G un homomorfismo de grupos compactos.

Si p : E → B es una G-fibración (regular) entonces, al ser considerada como

G′-función via β, p es también una G′-fibración (regular).

Demostración. Supongamos que p es una G-fibración.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X E

G×β X

G×β (X × I)

X × I B

//
f

��

∂0

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

iX

��

p

��
∂̄0

::ttttttttttt

f̂

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

F̂

//
F

::tttttttttt
iX×I

donde f̂ y F̂ son las G-funciones inducidas por las G′-funciones f y F res-

pectivamente (Proposición 1.5.3), ∂0(x) = (x, 0) y ∂̄0 = G×α ∂0.

Notemos que G×β (X × I) es G-equivalente a (G ×β X)× I por medio

del G-homeomorfismo

γ : G×β (X × I)→ (G×β X)× I

[g, (x, t)] 7−→ ([g, x], t)

y ∂̄0 : G×β X → (G×β X)× I se define como ∂̄0([g, x]) = ([g, x], 0).
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Como p es una G-fibración, existe un relleno F̄ : (G×β X)× I → E. Aśı,

la G′-función F̃ : X × I → E definida como F̃ = F̄ ◦ iX×I es también un

relleno del diagrama, lo que prueba que p es una G′-fibración.

La demostración del teorema para el caso de G-fibración regular p es

absolutamente análoga. �

Destacamos dos casos particulares de la Poroposición 2.1.7.

Corolario 2.1.8.

(i) Sea p : E → B una G-fibración (regular). Si H es un subgrupo cerrado

de G, entonces p es también una H-fibración (regular) via H →֒ G.

(ii) Sea N un subgrupo cerrado normal de un grupo G. Si para una G-

función p : E → B, la G/N-función inducida p/N : E/N → E/N es una

G/N-fibración (regular), entonces p/N es también una G/N-fibración (regu-

lar) via G→ G/N .

Las G-fibraciones regulares se pueden caracterizar localmente (como las

G-fibraciones, ver e.g., [12, Exercise 5, p.53]) de la siguiente forma:

Proposición 2.1.9.([8, Prop. 3.6]). Sea p : E → B una G-función entre G-

espacios metrizables. Si para cada punto b ∈ B existe una vecindad abierta
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G-invariante U tal que la restricción de p, p−1(U) → U es una G-fibración

regular, entonces p es una G-fibración regular.

2.2. Cuadrados pull-back y cuadrados

G-fibrados

La noción de cuadrado G-fibrado puede considerarse como una generali-

zación de cuadrado pull-back. Podemos observar que la propiedad la cual uti-

lizamos en la definición de un cuadrado fibrado es análoga a la usada en [15,

Proposition 3.2.7, p.60] para caracterizar fibraciones en una pro-categoŕıa.

En esta sección recordaremos la definición de un cuadrado pull-back y da-

remos algunos ejemplos de cuadrados pull-back importantes para el trabajo.

Aśımismo abordaremos el concepto de un cuadrado G-fibrado el cual, para

nuestros resultados, representa un herramienta muy importante.

Definición 2.2.1. El diagrama conmutativo de G-funciones

Z E

B′ B

//f ′

���
�
�
�
�
�
�

p′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
f

(2.2.1)

se llama cuadrado pull-back (o cuadrado universal) si satisface la siguiente

propiedad universal:
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Si X es un G-espacio y α : X → B′ y β : X → E son funciones

equivariantes tales que fα = pβ, entonces existe una única G-función h :

X → Z tal que el diagrama conmuta.

X

Z E

B′ B
��/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

α

''OO
OO

OO
OO

OO
OO

OO
OO

OO
O

β

��?
??

??
??

??
?

h

���
�
�
�
�
�
�

p′

//
f ′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
f

(2.2.2)

Al G-espacio Z se le conoce también como pull-back (o producto fibra-

do) de B′
f
−→ B

p
←− E, y debido a la propiedad universal, es único salvo

isomorfismo. Este G-espacio puede ser definido de manera expĺıcita como

Z = {(b′, e) ∈ B′ × E | f(b′) = p(e)},

con la acción diagonal de G, es decir, g · (b′, e) = (gb′, ge).

Al igual que en el caso de ĺımites inversos, si está dado que el cuadrado

(2.2.1) es un diagrama en G-TOP (de G-espacios y G-funciones) tal que es

pull-back en TOP , entonces es también un cuadrado pull-back en la categoŕıa

G-TOP .

En efecto, si X es un G-espacio, y α y β son G-funciones tales que

fα = pβ, como (2.2.1) es un cuadrado pull-back en TOP , existe una única



50 G-fibraciones y productos torcidos

función continua h tal que el diagrama (2.2.2) es conmutativo. Esta h es

G-equivariante, ya que para cada x ∈ X y g ∈ G, tenemos

f ′(h(gx)) = β(gx) = gβ(x) = gf ′(h(x)) = f ′(gh(x)),

análogamente, se verifica que p′(h(gx)) = p′(gh(x)); lo que significa que

h(gx) = gh(x).

Proposición 2.2.2. En el cuadrado pull-back (2.2.1) se cumple:

(a) Si p es sobreyectiva (o inyectiva), también lo es p′.

(b) Si p es abierta, también lo es p′.

(c) Si p tiene una sección s, entonces p′ también tiene una sección s′ tal

que f ◦ s′ = s ◦ f .

(d) Si p es perfecta, p′ también lo es.

Un caso importante es aquel en el que p es una proyección orbital, es

decir, cuando B = E/G; y la acción de G en B′ es trivial. En esta situación

p′ se puede considerar también como la proyección orbital de Z.

Proposición 2.2.3. Sea X un G-espacio, y sea Z el pull-back de B′
f
−→

X/G
π
←− X, donde B′ es un G-espacio con la acción trivial. Entonces el

espacio B′ es homeomorfo al espacio orbital Z/G.
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Demostración. La proyección π′ : Z → B′ induce la función ϕ = π′/G :

Z/G→ B′/G = B′ (Proposición 1.3.1). Como π es una función abierta (pues

B′/G tiene la topoloǵıa cociente) y sobreyectiva, π′ también lo es (Proposición

2.2.2); luego es fácil ver que ϕ es abierta y sobreyectiva. Por otro lado, si

(b, x1), (b, x2) ∈ Z, entonces π(x1) = f(b) = π(x2), lo que significa que

x1 y x2 están en la misma órbita, luego (b, x1) y (b, x2) están también en

la misma órbita; lo que prueba la inyectividad de ϕ. Por lo tanto ϕ es un

homeomorfismo. �

Proposición 2.2.4. Sea f : X → Y una G-función, donde G es un grupo

compacto, y X y Y son G-espacios de Hausdorff. El diagrama

X Y

X/G Y/G

//
f

���
�
�
�
�
�
�
�
�

πX

���
�
�
�
�
�
�
�
�

πY

//
f/G

es un cuadrado pull-back si y sólo si f es isovariante.

Demostración. Supongamos que f es isovariante.

Sea P = {(G(x), y) | G(f(x)) = G(y)} el pull-back de X/G→ Y/G← Y .

Veamos que la G-función inducida h : X → P , x 7→ (G(x), f(x)), es un G-

homeomorfismo. En efecto, si (G(x), y) ∈ P , existe g ∈ G tal que y = gf(x),

y h(gx) = (G(gx), f(gx)) = (G(x), y), luego h es sobreyectiva.
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Supongamos ahora que (G(x1), f(x1)) = (G(x2), f(x2)), entonces existe

g ∈ G tal que x1 = gx2, luego f(x2) = f(x1) = f(gx2) = gf(x2), lo que

significa g ∈ Gf(x2) = Gx2, y por tanto x1 = x2, es decir, h es inyectiva.

Por último podemos afirmar que h es cerrada ya que la proyección orbital

πX es perfecta (Proposición 1.3.2) y el espacio P es de Hausdorff (ver, por

ejemplo, [14, Prop. 3.7.5]).

Rećıprocamente, si el diagrama es pull-back, entonces X es G-equivalente

a P , y Gx = G(G(x),f(x)) = GG(x) ∩Gf(x) = G ∩Gf(x) = Gf(x), y por tanto, f

es isovariante. �

Proposición 2.2.5. Suponga que el diagrama conmutativo de G-funciones

E ′ E

B′ B

//
f ′

���
�
�
�
�
�
�

p′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
f

es un cuadrado pull-back. Entonces

(a) si p es una G-fibración (regular), entonces p′ es una G-fibración (regu-

lar);

(b) si E, B y B′ son espacios G-ANE y p es una G-fibración, entonces E ′

es un espacio G-ANE.
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Demostración. Solo probaremos la afirmación (b) pues la prueba de (a)

es sencilla y son similares a las pruebas de las correspondientes versiones no

equivariantes (ver, e.g., [17, Proposition 6.31] and [13, Proposition 6.4]).

Sea h : A → E ′ una G-función, donde A es un G-subconjunto cerra-

do de un G-espacio metrizable X . Como E y B′ son G-ANE’s, existen

G-extensiones f̃ : U → E y p̃ : U → B′ de las G-funciones f ′h y p′h,

respectivamente, sobre una vecindad G-invariante U de A en X . Obtenemos

la G-función pf̃ , f p̃ : U → B para la cual pf̃ |A = f p̃|A. Usando que B es un

G-ANE, por un argumento estándar (ver, e.g., [17, Proposition 8.12]), para

alguna vecindad G-invariante V de A en U (y por lo tanto en X) podemos en-

contrar una G-homotoṕıa F : V ×I → B relativa a A tal que F (v, 0) = pf̃(v)

y F (v, 1) = f p̃(v) para todo v ∈ V . Como p es una G-fibración, existe una

G-homotoṕıa F̃ : V × I → E tal que F̃ (v, 0) = f̃(v) y pF̃ = F . Además,

afirmamos que F̃ se puede elegirse aśı esta será relativa a A al igual que F

(aunque no se supone que p tiene EHLP relativa).

Para probar la última afirmación, notemos que la función F se factoriza

atraves del espacio cociente V × I/ ∼, donde ∼ es la relación de equivalencia

minimal sobre V × I tal que (a, t) ∼ (a, t′) para a ∈ A y t, t′ ∈ I. Entonces
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podemos construir el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones

V Z E

V × I V × I/ ∼ B

� _

��

∂0

//ϕ

��

p̂

//F̂

��

p

//τ //F ′

donde τ es la función cociente, F = F ′τ , el cuadrado derecho es un cuadrado

pull-back y ϕ es tal que f̃ |V = F̂ϕ (ϕ es una G-función inducida por f̃ |V

y τ∂0). Ahora observe que p̂ es una G-fibración por la afirmación (a) y el

espacio cociente V × I/ ∼ es metrizable por [14, Theorem 4.4.15], ya que

V × I es metrizable y τ obviamente es una función perfecta. Claramente τ

es una G-homotoṕıa relativa a A y por lo tanto por la Proposición 2.1.3,

existe una G-homotoṕıa D : V × I → Z relativa a A como relleno para el

cuadrado izquierdo. Ahora la G-homotoṕıa requerida F̃ se obtiene como una

composición de D y F̂ .

Finalmente definamos f̂ : V → E por f̂(v) = F̃ (v, 1). Entonces pf̂ = f p̃|V

y además para todo a ∈ A, f̂(a) = F̃ (a, 1) = F̃ (a, 0) = f̃(a) = f ′h(a), esto es,

f̂ |A = f ′h. También como p̃|A = p′h, podemos concluir que por la propiedad

universal de pull-back, las G-funciones f̂ y p̃|V determinan una G-extensión

V → E ′ de h : A→ E ′. �

La siguiente proposición tendrá muchas consecuencias relevantes para la
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presente tesis.

Proposición 2.2.6. Sean K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto

G tales que KM =MK, entonces el diagrama de proyecciones naturales

G/(K ∩M) G/M

G/K G/KM

//πM

��

πK

��

βK

//
βM

(2.2.3)

es un cuadrado pull-back.

Demostración. Sea P el pull-back de G/K
βN−→ G/KN

βK←− G/N dado por

P = {(xK, yM) ∈ G/K ×G/M | xKM = yKM}.

Por la propiedad universal de pull-back existe una única función continua

ϕ : G/(K ∩M)→ P inducida por las proyecciones πK y πK . Esta función se

define expĺıcitamente como ϕ(x(K ∩M)) = (xK, xM) y es una G-función.

Veamos que ϕ es un homeomorfismo.

ϕ es inyectiva: Sean x(K ∩ M), y(K ∩ M) ∈ G/(K ∩ M) tales que

ϕ(x(K ∩M)) = ϕ(y(K ∩M)), entonces (xK, xM) = (yK, yM), luego

y−1x ∈ K y y−1x ∈ M , esto es y−1x ∈ K ∩M , lo que significa que

x(K ∩M) = y(K ∩M).
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ϕ es sobreyectiva: Supongamos que (xK, yM) ∈ P . Entonces xKM =

yKM . Como yM ⊆ yKM , tenemos xKM ∩ yM 6= ∅, lo que implica

que xK ∩ yM 6= ∅.

Sea z ∈ xK ∩ yM , entonces existen k ∈ K y m ∈ M tales que z =

xk = ym. Luego ϕ(z(K ∩M)) = (xkK, ymM) = (xK, yM).

Concluimos que ϕ es un homeomorfismo por ser una función continua

biyectiva entre espacios compactos. �

Corolario 2.2.7. Sean K y M subgrupos cerrados de un grupo compacto

G tales que K es normal y K ∩M = {e}. Entonces el cuadrado pull-back

(2.2.3) tiene la forma

G G/M gM

Ĝ Ĝ/M̂ πK(g)M̂

���
�
�
�
�
�
�
�

πK

//πM

���
�
�
�
�
�
�
�

βK

_

���
�
�
�
�
�
�
�

//
βM

(2.2.4)

donde Ĝ = G/K y M̂ = πK(M).

Además, las proyecciones πK y βK se pueden considerar como proyeccio-

nes K-orbitales respecto a las acciones de K sobre G y G/M por traslaciones

izquierdas; estas acciones son libres.
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Demostración. Cosideremos el diagrama (2.2.3). Como K ∩ M = {e},

tenemos G/(K ∩M) = G y

M̂ = πK(M) = {mK | m ∈M} = KM/K.

Notemos que el espacio G/KM se puede identificar con (G/K)/(KM/K),

es decir, con con Ĝ/M̂ , usando el G-homeomorfismo canónico

G/KM → (G/K)/(KM/K)

dado por gKM 7→ (gK)(KM/K).

Como (gK)(KM/M) = πK(g)M̂ , la proyección βK : gM 7→ gKM

está identificada con gM 7→ πK(g)M̂ y la proyección βM : gK 7→ gKM

está identificada con gK 7→ πK(g)M̂ .

Aśı obtenemos el diagrama (2.2.4) el cual es un cuadrado pull-back por

la Proposición 2.2.6.

Claramente, πK y βK se pueden considerar como proyecciones K-orbitales

por las traslaciones izquierdas (ver el Ejemplo 1.2.2(c)) g 7→ gk y gM 7→ kgM

respectivamente. En efecto,

K(gM) = {kgM | k ∈ K} = KgM = gKM

pues K es un subgrupo normal de G. Aśı, βK(gM) = K(gM).
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La acción por traslación de K sobre G es obviamente libre y por lo tanto

aśı es la acción de K sobre G/M ya que πM es una K-función isovariante

debido a la Proposición 2.2.4. (Note que (2.2.4) se puede considerar como un

cuadrado pull-back de K-funciones). �

Definición 2.2.8. El diagrama conmutativo (2.2.1) de G-funciones se llama

cuadrado G-fibrado si en el diagrama conmutativo

E ′

P E

B′ B

''OO
OO

OO
OO

OO
OO

OO
OO

OO
O

f ′

��/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

p′

��?
??

??
??

??
?

q

//
f̃

���
�
�
�
�
�
�

p̃

���
�
�
�
�
�
�

p

//
f

(2.2.5)

donde el cuadrado interior es pull-back, la función inducida q es una G-

fibración.

Suponga que todos los G-espacios en (2.2.1) son metrizables. Si la G-

función q en el diagrama (2.2.2) es un G-fibración regular diremos que el

diagrama (2.2.1) es un cuadrado G-fibrado regular.

La siguiente proposición será usada en la prueba de la Proposición 2.6.3:

Proposición 2.2.9. Sea {pi} : E → B un morfismo de sucesiones inver-

sas E = {Ei, q
j
i } y B = {Bi, r

j
i } de G-espacios y G-funciones tales que el
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diagrama

Ei Ei+1

Bi Bi+1

���
�
�
�
�
�
�
�

pi

���
�
�
�
�
�
�
�

pi+1

oo
qi+1

i

oo
ri+1

i

es un cuadrado G-fibrado (regular) para cada i. Si p1 es una G-fibración

(regular) entonces

p = ĺım
←−
{pi} : ĺım

←−
E→ ĺım

←−
B

es una G-fibración (regular).

Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo de G-funciones

X lim
←−

E

X × I lim
←−

B

� _

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0

//h

���
�
�
�
�
�
�
�
�

lim
←−

p

//
H

Para cada i, vamos a definir H̃i : X × I → Ei tal que H̃i = qi+1
i H̃i+1;

procederemos por inducción.

Como p1 es unaG-fibración, existe H̃1 : X×I → E1 tal que p1◦H̃1 = r1◦H

y H̃1 ◦ ∂0 = q1 ◦ h; donde qi : lim
←−

E → Ei y ri : lim
←−

B → Bi son las

proyecciones.

Supongamos que existe H̃i : X × I → Ei tal que pi ◦ H̃i = ri ◦ H ,

H̃i ◦ ∂0 = qi ◦ h y qii−1 ◦ H̃i = H̃i−1.
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Sea Pi el pull-back de Ei
pi−→ Bi

ri+1

i←−− Bi+1. Aśı, por la propiedad universal

de pull-back, existe Ĥi+1 : X × I → Pi tal que el diagrama

Ei X × I

Pi

Bi Bi+1

��

pi

oo H̃i

��

Ĥi+1

��

ri+1H

__??????βi

��?
??

??
?

αi

oo
ri+1

i

es conmutativo.

Como el cuadrado exterior

Ei Ei+1

Pi

Bi Bi+1

��

pi

oo
qi+1

i

��
πi

��

pi+1

__

βi

��
αi

oo
ri+1

i

es G-fibrado, la G-función única πi : Ei+1 → Pi, tal que αi ◦ πi = pi+1 y

βi ◦ πi = qi+1
i , es una G-fibración. Luego, existe H̃i+1 : X × I → Ei+1 que

hace conmutativo el diagrama

X Ei+1

X × I Pi

//
qi+1h

���
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0

���
�
�
�
�
�
�
�
�

πi

//
Ĥi+1

??

H̃i+1

y además cumple

pi+1H̃i+1 = αiπiH̃i+1 = αiĤi+1 = ri+1H ,
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H̃i+1∂0 = qi+1h,

qi+1
i H̃i+1 = βiπiH̃i+1 = βiĤi+1 = H̃i.

La colección {H̃i} determina una G-homotoṕıa única H̃ : X× I → lim
←−

E

tal que qiH̃ = H̃i para cada i.

Se cumple que lim
←−

pH̃ = H y H̃∂0 = h ya que para cada i, ri lim
←−

pH̃ =

piqiH̃ = piH̃i = riH y qiH̃∂0 = H̃i∂0 = qih. �

2.3. Haces principales equivariantes

En esta sección usaremos el enfoque general de un haz principal equiva-

riante dado en el trabajo de R.K.Lashof y J.P.May [21].

Recordemos que una sucesión exacta corta es un diagrama de homo-

morfismos de grupos

1 K Γ G 1// //ι //π // (2.3.1)

donde 1 = {e} es el grupo trivial, tal que ι es un monomorfismo, π es un

epimorfismo y Im(ι) = Ker(π). En esta situación se dice que Γ es una

extensión de G por K.

En caso de grupos topoógicos siempre se supone que
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ι es un encaje cerrado (es decir, ι realiza un homeomorfismo entre K y

el subgrupo cerrado ι(K) = Im(ι)),

la función π es abierta.

Por consiguiente, podemos considerar K como un subgrupo normal de

Γ (al identificar K con ι(K) y suponer que G = Γ/K, mientras π es la

proyección canónica Γ→ Γ/K (véase Proposición 1.1.10).

Definición 2.3.1. Sean G y K grupos topológicos. Sea Γ una extensión de G

por K mediante la sucesión exacta corta (2.3.1). Una Γ-función p : E → B

un (K; Γ)-haz principal si cumplen las siguientes condiciones:

(a) p es una función sobreyectiva y abierta;

(b) la acción · de K en E via ι (es decir, tal que k · x = ι(k)x para k ∈ K

y x ∈ E) es libre;

(c) para x, y ∈ E, p(x) = p(y) si y sólo si y = k · x para algún k ∈ K.

Observación 2.3.2. Supongamos p : E → B es un (K; Γ)-haz principal.

(i) Podemos tratar p : E → B como una proyección K-orbital (respecto a

la acción · de K en E dada por (c)) en virtud de conmutatividad del
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diagrama

E

E/K B

����
��
��
�πE

��?
??

??
??

?
p

//
h

donde h es un homeomorfismo dado por h(K(x)) = p(x). En verdad,

la condición (c) nos dice que h es inyectiva y está bien definida. Es

continua por la definición de la topoloǵıa cociente. Además, h es so-

breyectiva y abierta gracias a la condición (a). Por lo tanto, h es un

homeomorfismo y, en particular, podemos identificar B con el espacio

K-orbital E/K y escribir B = E/K.

(ii) Por la definición E y B son Γ-espacios con las acciones (γ, y) 7→ γy y

(γ, b) 7→ γb, γ ∈ Γ, respectivamente; p : E → B es una Γ-función pero,

en general, no es una G-función. No obstante, siempre podemos tratar

B como un G-espacio con la acción ∗ dada por

g ∗ b = γb, γ ∈ π−1(g).

Supongamos que γ, γ′ ∈ π−1(g). Entonces γ−1γ′ ∈ Ker(π) y existe

k ∈ K tal que γ′ = γι(k). Como p es sobreyectiva, existe x ∈ p−1(b) y

tenemos

γ′b = γι(k)b = γp(ι(k)x) = γp(k · x) = γp(x) = γb.
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Por lo tanto, la función G× B → B, (g, b) 7→ g ∗ b, está bien definida.

Es fácil ver que de verdad ∗ es una acción continua.

Teorema 2.3.3. Sea Γ un grupo compacto de Lie. Si p : E → B es un

(K; Γ)-haz principal, donde E es un Γ-espacio metrizable, entonces p es una

Γ-fibración regular.

Demostración. Sin perdida de generalidad podemos considerar K como

un subgrupo normal de G.

Dado un punto b ∈ B, tomemos algún punto y ∈ p−1(b). Para el subgrupo

de isotroṕıa Γy, tenemos K ∩ Γy = {e}. En verdad, si k ∈ K ∩ Γy, entonces

ky = y que implica k = e pues por la definición de (K; Γ)-haz principal la

restricción de la acción de Γ en su subgrupo K es libre (véase Definición

2.3.1(b) tomando en cuenta que K ≡ ι(K)). Además, K es un subgrupo

normal de Γ y G = Γ/K. Según la Proposición 2.2.6 tenemos el cuadrado

pull-back de proyecciones naturales

Γ Γ/Γy

G Γ/KΓy

//

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�

π

���
�
�
�
�
�
�
�
�

π̂

//
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Notemos que se puede considerar π y π̂ como proyecciones K-orbitales

si tratamos Γ y Γ/Γy como K-espacios respecto a las acciones de K por

traslaciónes izquierdas. Además, estas acciones son libres: la traslación de

K en Γ es obviamente libre y la acción de K en Γ/Γy es libre ya que la

proyección Λ→ Γ/Γy es isovariante por la Proposición 2.2.4 (véase también

el Corolario 2.2.7).

Como Γ es un grupo compacto de Lie, existe un tubo alrededor de la órbita

Γ(y) (véase el Teorema 1.6.6), es decir, existe una Γ-función f : U → Γ/Γy

para alguna vecindad abierta Γ-invariante U de y.

Observemos que U = p−1(p(U)). Claramente, U ⊆ p−1(p(U)). Por otro

lado, si x ∈ p−1(p(U)), entonces p(x) = p(y) para algún punto y ∈ U . De

acuerdo con la definición de un haz principal equivariante existe k ∈ K tal

que x = ky y, como U es Γ-invariante, x ∈ U .

Sea V = p(U), entonces V es una vecindad abierta Γ-invariante de b =

p(y) pues la función p es abierta. La Γ-función f : p−1(V )→ Γ/Γy induce la
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función f/K de los espacios orbitales tal que el diagrama

p−1(V ) Γ/Γy

V Γ/KΓy

//
f

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

p|U

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�

π̂

//
f/K

(2.3.2)

es conmutativo. Como f se puede considerar como una K-función de K-

espacios libres (en particular, f es K-isovariante), este diagrama es un un

cuadrado pull-back por la Proposición 2.2.4.

En virtud de la Proposición 2.1.4 π̂ es una Γ-fibración. Además, los es-

pacios cocientes Γ/Γy y Γ/KΓy son Γ-ANE (ver [24, Corollary 1.6.7]) que

significa que la proyección π̂ es una Γ-fibración regular (por la Proposición

2.1.6). Como el diagrama (2.3.2) es un cuadrado pull-back, la proyección p|U

también lo es. Ahora aplicando la Proposición 2.1.9 concluimos que p es una

G-fibración regular. �

2.4. Sucesiones exactas cortas escindidas

En esta sección vamos a considerar detalladamente el caso cuando la

sucesión exacta corta (2.3.1) es escindida, es decir, cuando para (2.3.1),

existe un homomorfismo de grupos topológicos j : G→ Γ tal que π◦j = idG.
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Como un ejemplo de una sucesión exacta corta escindida sirve la sucesión

1 K G×K G 1// //in //
pr

// (2.4.1)

donde G×K es el producto directo de los grupos topológicos G y K, in es la

inyección natural de K en G×K, in(k) = (e, k), y pr es la proyección natural

de G × K sobre G, pr(g, k) = g. Claramente, la inyección j : G →֒ G × K

dada por j(g) = (g, e) es un homomorfismo tal que pr ◦ j = idG.

Veremos que, en general, cada grupo Γ obtenido como una extensión de

G por K mediante una sucesión exacta corta escindida tiene estructura de

un producto semidirecto que generaliza la noción de un producto directo.

Recordemos la definición de esta noción generalizada.

Sean G y K grupos topológicos y supongamos que α : G → Aut(K),

g 7→ αg es un homomorfismo, donde Aut(K) es el grupo de automorfismos

de K, tal que la correspondiente acción

G×K → K

(g, k) 7→ αg(k),

de G sobre K es continua, es decir, G actúa en K por medio de automorfis-

mos.
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Bajo las condiciones de arriba diremos que G y K están relacionados

por α. En esta situación podemos considerar un nuevo grupo denotado por

G ⋉α K y llamado el producto semidirecto de los grupos G y K que se

define como sigue:

(a) G⋉αK = G×K, es decir, como un espacio topológico G⋉αK es nada

más que el producto topológico G×K.

(b) La operación en G⋉α K está definida por

(g, k) · (g′, k′) = (gg′, kαg(k
′)).

Es fácil ver que G ⋉α K es un grupo topológico y se tiene la sucesión

exacta corta escindida

1 K G⋉α K G 1// //in //
pr

// (2.4.2)

donde in y pr (y j que escinde la sucesión) se defininen como en (2.4.1).

Diremos que dos extensiones Γ1 y Γ2 de K por G son equivalentes si

existe un isomorfismo ψ : Γ1 → Γ2 tal que el diagrama
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Γ1

1 K G 1

Γ2

��

ψ

��?
??

??
??

??

//

??���������

��?
??

??
??

??
//

??���������

es conmutativo.

Proposición 2.4.1. Si la sucesión exacta corta de grupos topológicos (2.3.1)

es escindida por medio de un homomorfismo j : G →֒ Γ, entonces es equiva-

lente a una sucesión exacta corta que tiene la forma (2.4.2), es decir, existe

un isomorfismo de grupos topológicos ψ : G⋉α K → Γ tal que el diagrama

G⋉α K

1 K G 1

Γ
��

ψ
$$J

JJ
JJ

JJ pr

//

::ttttttt
in

$$J
JJ

JJ
JJ

J
ι

//
::tttttttt

π

es conmutativo. Más precisamente, ψ se define por

ψ(g, k) = ι(k)j(g) (2.4.3)

mientras para el homomorfismo α : G → Aut(K), g 7→ αg, el automorfismo

αg : K → K está definido como sigue:
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k 7→ ι−1(j(g)ι(k)j(g−1)), k ∈ K. (2.4.4)

Demostración. Claramente, la función ψ dada por (2.4.3) es continua pues

las funciones ι y j son continuas.

ψ es un homomorfismo:

Como (g1, k1)(g2, k2) = (g1g2, k1αg1(k2)) tenemos

ψ(g1, k1)(g2, k2) = ι(k1αg1(k2))j(g1g2) = ι(k1)ι(αg1(k2))j(g1)j(g2) =

= ι(k1)i(ι
−1(j(g1)ι(k2)j(g

−1
1 )))j(g1)j(g2) = ι(k1)j(g1)ι(k2)j(g

−1
1 )j(g1)j(g2) =

= ι(k1)j(g1)ι(k2)j(g2) = ψ(g1, k1)ψ(g2, k2).

ψ es inyectiva:

Sea (g, k) ∈ Ker(ψ). Entonces ι(k)j(g) = e y, por lo tanto,

e = π(ι(k)j(g)) = πι(k) · πj(g) = e · g = g.

Ahora e = ι(k)j(g) = ι(k)j(e) = ι(k) y, como ι es inyectiva, k = e. Resulta

que Ker(ψ) = {(e, e)} (desde luego, (e, e) es el elemento del grupo G⋉αK).

ψ es sobreyectiva:

Sea γ ∈ Γ. Tenemos π
(
γj(π(γ−1))

)
= π(γ)πjπ(γ−1) = π(γ)π(γ−1) = e,

es decir, γj(π(γ−1)) ∈ Ker(π). Como Ker(π) = Im(ι) existe único k ∈ K

tal que ι(k) = γj(π(γ−1)). De aqúı, γ = ι(k)j(π(γ)) = ψ(π(γ), k).
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De la prueba que ψ es sobreyectiva, vemos que la función ψ−1 inversa de

ψ está dada por medio de la correspondencia

γ 7→ (π(γ), ι−1(γjπ(γ−1))) (2.4.5)

y es evidentemente continua pues j y π son continuas mientras ι establece el

homeomorfismo K → ι(K). �

Aplicamos la Proposición 2.4.1 a la siguiente situación.

Sean G y K subgrupos cerrados de un grupo topológico Γ tales que

(i) Γ = KG,

(ii) G ∩K = {e},

(iii) K es un subgrupo normal de Γ.

Dado γ ∈ Γ, su representación como γ = kg, (g, k) ∈ G×K (que existe por

(i)) es única debido a (ii). En efecto, si kg = k′g′, entonces K ∋ (k′)−1k =

g′g−1 ∈ G, que implica (k′)−1k = g′g−1 = e, es decir, g = g′ y k = k′.

Notemos que la función π : Γ → G, kg 7→ g, es un homomorfismo bien

definido: π(kg · k′g′) = π(kk′′gg′) = gg′ = π(kg)π(kg′) (aqúı usamos que

k′′ = gk′g−1 ∈ K debido a (iii)). Obtenemos la sucesión exacta corta de

grupos topológicos

1 K Γ G 1// //ι //π //
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donde ι(k) = k escindida por j : G →֒ Γ, j(g) = g.

Según la Proposición 2.4.1 tenemos el isomorfismo

ψ : G⋉σ K → Γ, ψ(g, k) = kg

donde el homomorfismo σ : G→ Aut(K), g 7→ σg está definido por

σg(k) = gkg−1.

En otras palabras, G actúa en K por conjugación.

En esta situaciacón, es decir, cuando un grupo Γ satisface las condicio-

nes (i)-(iii), se dice que Γ es un producto semidirecto interno de sus

subgrupos G y K y se escribe simplemente Γ = G⋉K.

Ya hemos visto que el producto semidirecto interno Γ = G⋉K es natural-

mente isomorfo al producto semidirecto “externo” Γ = G⋉σ K. En realidad

cada producto semidirecto es un producto semidirecto interno en virtud de

la siguiente consecuencia de la Proposición 2.4.1:

Corolario 2.4.2. Si la sucesión exacta corta de grupos topológicos (2.3.1) es

escindida por medio de un homomorfismo j : G →֒ Γ, entonces Γ = G⋉K,

donde G = j(G) y K = ι(K). En particular,

G⋉α K = G⋉K,

donde G = {(g, e) | g ∈ G} y K = {(e, k) | g ∈ K}.
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Demostración. Veamos que Γ satisface la condiciones (i)-(iii) de la defini-

ción de un producto semidirecto interno.

Por la formula (2.4.3) tenemos

Γ = {i(k)j(g) | k ∈ K, g ∈ G}

ya que ψ es sobreyectiva. Por lo tanto, Γ = K · G. Si γ ∈ K ∩ G, entonces

existen k ∈ K y g ∈ G tales que γ = ι(k) = j(g). Luego γ = j(g) =

j(πj(g)) = j(πι(k)) = j(e) = e. Resulta que K ∩ G = {e}. Por fin, K =

i(K) = ker(π). Aśı, K es un subgrupo normal de Γ. �

2.5. Haces principales como G-fibraciones

En esta sección consideremos el caso particular de un (K; Γ)-haz principal,

cuando Γ es una extensión de un grupo G por K por medio de una sucesión

exacta corta escindida o, equivalentemente, en virtud de la Proposición 2.4.1

y el Corolario 2.4.2 cuando Γ es un producto semidirecto.

Supongamos que una Γ-función p : E → B es un (K; Γ)-haz principal

(véase la Definición 2.3.1), donde Γ es una extensión de un grupo G por K

por medio de una sucesión exacta corta
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1 K Γ G 1// //ι //π //

que es escindida por un homomorfismo j : G → Γ, es decir, π ◦ j = idG. La

acción de Γ en E induce la acción izquierda ⋆ de G en E y la acción derecha

· de K en E via j y ι respectivamente:

g ⋆ y = j(g)y, y · k = ι(k−1)y, k ∈ K, g ∈ G, y ∈ E

Notemos que la acción ⋆ de K es libre debido la condición (b) de la Definición

2.3.1.

Es muy importante para las metas de la tesis que ahora podemos consi-

derar la Γ-función p : E → B como una G-función via j : G →֒ Γ.

De verdad, ya sabemos que el Γ-espacio B tiene una estructura natural

de un G-espacio según la Observación 2.3.2(ii): la acción ∗ de G en B fue

definida de la siguiente manera:

g ∗ b = γb, γ ∈ π−1(g).

Como j(g) ∈ π−1(g) (pues π(j(g)) = g), tenemos g ∗ b = j(g)b. En otras

palabras, ∗ es una acción de G en B via j.

Por consiguiente, la Γ-función p : E → B es una G-función via j : G →֒ Γ



2.5 Haces principales como G-fibraciones 75

en el sentido de la Sección 1.5:

p(g ⋆ y) = p(j(g)y)) = j(g)p(y) = g ∗ p(y)

para g ∈ G y y ∈ E.

Ahora, tomando en cuenta estas observaciones, podemos presentar la si-

guiente versión particular del Teorema 2.3.3.

Teorema 2.5.1. Sea E un Γ-espacio merizable, donde Γ es un grupo com-

pacto de Lie. Supongamos que Γ es una extensión de un grupo topológico G

por un grupo topológico K mediante la sucesión exacta corta

1 K Γ G 1// //ι //π //

escindida por medio de j : G →֒ Γ.

Si una Γ-función p : E → B es un (K; Γ)-haz principal, entonces p es

una G-fibración regular respecto las acciones de G en E y B via j.

Demostración. Por el Teorema 2.3.3 p es una Γ-fibración regular. Por con-

siguiente, p es también una G-fibración regular como una G-función via j en

virtud de la Proposición 2.1.7. �

Estamos intersados en situaciones cuando haces principales equivariantes

cuales satisfacen al Teorema 2.5.1 surgen de una manera natural.



76 G-fibraciones y productos torcidos

Notemos primero que para las acciones ⋆ y · definidas arriba tenemos la

relación:

g ⋆ (y · k) = (g ⋆ y) · αg(k), g ∈ G, k ∈ K, y ∈ E (2.5.1)

donde αg se define por (2.4.4).

De hecho, las acciones ⋆ y · determinan la acción inicial de Γ en E; en

otras palabras, podemos reestablecer la acción de Γ en E usando las acciones

⋆ y ·. Más precisamente, (g ⋆ y) · k−1 =
(
i(k−1)

)−1
j(g)y = i(k)j(g)y y según

las formulas (2.4.3) y (2.4.5) obtenemos

γy = (g ⋆ y) · k−1, γ ∈ Γ, y ∈ E (2.5.2)

donde g = π(γ) y k = ι−1(γj(π(γ−1))).

Las relaciones (2.5.1) y (2.5.2) se utilizan en el siguiente corolario del

Teorema 2.5.1.

Corolario 2.5.2. Sean G y K grupos compactos de Lie realcionados por el

homomorfismo α : G → Aut(K). Sea E un G-espacio izquierdo metrizable

dotado también de una acción derecha libre del grupo K tal que se tiene la

relación

g ⋆ (y · k) = (g ⋆ y) · αg(k), g ∈ G, k ∈ K, y ∈ E
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(aqúı ⋆ y · denotan las acciones G y K respectivamente). Entonces la pro-

yección K-orbital p : E → B es una G-fibración regular, donde el espacio

K-orbital B = E/K está considerado como un G-espacio dotado de la acción

g ∗ yK = (g ⋆ y)K (aqúı, yK = (y)K = {y · k | k ∈ K} denota la K-órbita

de y ∈ E).

Demostración. Las acciones ⋆ y · determinan la acción izquierda de Γ =

G⋉α K en E como sigue:

(g, k)y = (g ⋆ y) · k−1, (g, k) ∈ Γ, y ∈ E.

Notemos que la acción ∗ está bien definida: si yK = y′K entonces y′ = y·k

para alguna k ∈ K y

(g ⋆ y′)K = (g ⋆ (y · k))K = ((g ⋆ y) · αg(k))K = (g ⋆ y)K.

Por consiguiente, la acción de Γ en B dada por (g, k)yK = g ∗ yK está bien

definida y podemos considerar p : E → B como una Γ-función pues

p((g, k)y) = p((g⋆y) ·k−1) = ((g⋆y) ·k−1)K = (g⋆y)K = g∗yK = (g, k)p(y).

Con estas acciones de Γ, p : E → B es un (K;G)-haz ya que obviamente se

cumplen las condiciones (a)-(c) de la Definición 2.3.1.
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Además, la sucesión exacta corta

1 K G⋉α K G 1// //in //
pr

//

escinde por j : G →֒ Γ, g 7→ (g, e).

Evidentemente, las acciones ⋆ y ∗ pueden tratadas como las acciones de G

en E y B obtenidas de las acción de Γ la via j. En efecto, para g ∈ G,y ∈ E

y b = yK ∈ B, tenemos

j(g)y = (g, e)y = (g ⋆ y) · e−1 = g ⋆ y

y

j(g)b = j(g)(yK) = (g, e)yK = g ∗ yK.

Por último, el grupo Γ es un grupo compacto de Lie porque, como un

espacio topológico, es G × K. Concluimos que el (K;G)-haz p : E → B

satisface el Teorema 2.5.1 y por lo tanto p es una G-fibración regular. �

Dado un subgrupo cerrado K de un grupo topológico G, es costumbre

considerar el espacio cociente G/K como un G-espacio con la acción por

traslación izquierda g · g′K = gg′K (ver el Ejemplo 1.2.2(c)). Claramente,

si H es un subgrupo cerrado de G, podemos considerar G/K como un H-

espacio por traslación izquierda. Pero en la presente tesis estamos interesados
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en la posibilidad de considerar G/K con la acción ⋆ del subgrupo H de G

sobre G/K por conjugación dada por h ⋆ gK = hgh−1K. Vamos a dar las

condiciones para tener esta acción.

Observemos primero que no hay obstáculos para considerar la acción por

conjugación de H sobre G dada por h⋆g = hgh−1. Es fácil ver que en verdad

es una acción. Notemos que un subgrupo K de G es invariante respecto a

esta acción es decir, cumple hKh−1 = K para todo h ∈ H , si y sólo si se

tiene

H ⊂ N(K),

donde N(K) = {g ∈ G | gKg−1 = K} es el normalizador de K en G.

Proposición 2.5.3. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. La

función

H ×G/K → G/K,

dada por (h, gK) 7→ h⋆gK = hgh−1K es una acción si y sólo si H ⊂ N(K).

Demostración. Supongamos que ⋆ es una acción bién definida.

Sea h ∈ H . Veamos que hKh−1 ⊂ K. Si y ∈ hKh−1, entonces y = hkh−1

para alguna k ∈ K y hkh−1K = h ⋆ kK. Como la acción está bien definida
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y kK = eK, tenemos:

hkh−1K = h ⋆ kK = h ⋆ eK = hh−1K = K

lo cual implica que y = hkh−1 ∈ K y, por lo tanto, hKh−1 ⊂ K. Como

hKh−1 ⊂ K para cada h ∈ H , en realidad tenemos hKh−1 = K, es decir,

h ∈ N(H).

Ahora supongamos que H ⊂ N(K). Si g1K = g2K, entonces g−12 g1 ∈

K. Para cada h ∈ H , tenemos hKh−1 = K y, en particular, hg−12 g1h
−1 ∈

K. Esto se puede reescribir (hg2h
−1)−1(hg1h

−1) ∈ K, lo cual implica que

hg1h
−1K = hg2h

−1K, es decir, h⋆g1K = h⋆g2K. Concluimos que la función

(h, gK) 7→ h ⋆ gK está bien definida.

Veamos que es una acción. Sean e ∈ H , h1, h2 ∈ H y gK ∈ G/K.

(a) e ⋆ gK = gK

(b) h1h2 ⋆ gK = (h1h2)g(h1h2)
−1K = h1(h2gh

−1
2 )h−11 K = h1 ⋆ (h2 ⋆ gK).

La continuidad se sigue de la conmutatividad del diagrama:

H ×G G

H ×G/K G/K

//θ

��

idH×q

��

q

//
θ∗
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donde θ(h, g) = hgh−1, q(g) = gK, y θ∗(h, gK) = h ⋆ gK = hgh−1K, y

además de que q es una función abierta (ver Proposición 1.1.9.) �

Observación 2.5.4. La acción de H en G/H por conjugación está bien

definida pues H ⊆ N(H). De hecho esta acción coincide con la acción por

traslación izquierda de H sobre G/H : (h, gH) 7→ h ⋆ gH = hgh−1H = hgH .

Corolario 2.5.5. Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que

M ⊂ K. Si H ⊂ N(M) ∩N(K), entonces la proyección natural

q : G/M → G/K, gM 7→ gK.

es una H-función respecto a las acciones de H en G/M y G/K por conju-

gación.

Demostración. Como H ⊂ N(M) y H ⊂ N(K), de la Proposición 2.5.3

H actúa sobre G/M y G/K por conjugación, es decir, tenemos las acciones

h ⋆ gM = hgh−1M y h ⋆ gK = hgh−1K.

Ahora es inmediato verificar que q es una H función, en efecto, sean h ∈ H

y gM ∈ G/M , entonces

q(h ⋆ gM) = q(hgh−1M) = hgh−1K = h ⋆ gK = h ⋆ q(gM).

�
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Definición 2.5.6.

(i) Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. Vamos a decir que

G/K es un H-espacio por conjugación si H ⊂ N(K) y G/K está dotado

de la acción (h, gK) 7→ h ⋆ gK = hgh−1K.

(ii) Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que M ⊂ K. Se

dice que la proyección natural

q : G/M → G/K, gM 7→ gK.

es una H-función por conjugación si H ⊂ N(M)∩N(K) y los espacios

G/M y G/K son H-espacios por conjugación.

En particular, si H es un subgrupo cerrado de un grupo G, entonces

siempre podemos considerar la proyección natural q : G → G/H como una

H-función por conjugación.

En realidad, el propósito de esta sección es probar la siguiente afirmación:

Teorema 2.5.7. Sea G un grupo compacto y sean H y K subgrupos cerrados

de G tales que H ⊂ N(K). Si M es un subgrupo normal grande de G tal que

M ⊂ K, entonces la proyección

q : G/M → G/K,

considerada como H-función por conjugación es una H-fibración regular.



2.5 Haces principales como G-fibraciones 83

Demostración. Como M es un subrupo normal cerrado deG, HM y KM

son subgrupos cerrados de G y los grupos cocientes HM/M y KM/M son

subgrupos cerrados de del grupo cociente G/M . Como, además, M es un

subgrupo grande, G/M es un grupo compacto de Lie y, por lo tanto, HM/M

y KM/M también son grupos compactos de Lie pues son subgrupos cerrados

de G/M .

Vamos a considerar G/M como como un HM/M-espacio izquierdo con

la acción de HM/M por conjugación

hM ⋆ gM = (hM)(gM)(hM)−1 = hgh−1M

y como un K/M-espacio derecho por traslaciones derechas

gM · kM = (gM)(kM) = gkM.

Obviamente, esta acción derecha es libre.

Sea α : HM/M → Aut(K/M), hM 7→ αhM , el homomorfismo dado por

αhM(kM) = hkh−1M . Este está bien definido ya que H ⊂ N(K). Además

tenemos

hM⋆(gM ·kM) = hgkh−1M = (hgh−1)M ·hkh−1M = (hM⋆gM)·αhM(kM).

Esto significa que el espacio G/M (que, desde luego, es metrizable por ser

un grupo de Lie) con las acciones ⋆ y · satisface las condiciones del Corolario
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2.5.2. Por lo tanto, la proyección K/M-orbital

q′ : G/M → (G/M)/(K/M)

es una HM/M-fibración regular.

Según la Proposición 2.1.7, q′ es también una H-fibración regular respecto

a la acción de H sobre G/M y (G/M)/(K/M) via el homomorfismo β : H →

HM/M , h 7→ hM . Evidentemente, es una acción por conjugación debido a

la definición de la acción ⋆. De manera natural podemos identificar el espacio

(G/M)/(K/M) con G/K por medio del homeomorfismo

(G/M)/(K/M)→ G/K, gM(K/M) 7→ gK.

Por consiguiente, podemos identificar q′ con la H-función q : G/M → G/K.

�

Observación 2.5.8.

(a) TomandoM = {e} yK = H en el Teorema 2.5.7, tenemos la siguiente

afirmación: la proyección natural G → G/H, considerada como H-función

por conjugación, es una H-fibracion siempre que G sea un grupo compacto

de Lie y H sea un subgrupo cerrado de este. Este hecho se puede encontar

en [19, p.266] y la generalizamos en la siguiente sección.
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(b) Observe que la función p : E → B del Teorema 2.3.3 es un (G,α,K)-

haz numerable en el sentido de [12, (8.7)]. La demostración del Teorema

2.3.3 es, de hecho, una realización de la idea de la prueba de [12, Proposition

(8.10)] la cual afirma que p es localmente trivial como (G,α,K)-haz. Aśı la

proyección q : G/M → G/K en el Teorema 2.5.7 se puede considerar como

un (HM/M , α, K/M)-haz localmente trivial. Uno puede usar argumentos

estándares para probar que un (G,α,K)-haz numerable localmente trivial

tiene la EHLP, utilizando la estructura de haz sobre B × I; esta estructura

está dada en [12, Proposition (8.13)].

2.6. El funtor de producto torcido preserva

fibraciones

El siguiente lema explica porqué estamos interesados en las acciones por

conjugación. La idea de esta prueba en efecto está contenida en la prueba

del [19, Lema 2.8].

Lema 2.6.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Sea p :

E → B una H-fibración. Si la proyección natural q : G→ G/H considerada
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como H-función por conjugación es una H-fibración, entonces la G-funcion

p̃ = G×H p : G×H E → G×H B

es una G-fibración.

Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo de G-funciones

X G×H E

X × I G×H B

//
f

� _

��

∂0

��

p̃

//
F

(2.6.1)

Debemos encontrar un relleno F̃ : X × I → G ×H E del diagrama.

Consideremos la proyección natural λ : G ×H B → G/H , λ([g, b]) 7→ gH , y

sea A = ∂−10 F−1λ−1(eH). Entonces A es un subconjunto H-invariante de X

y tenemos el siguiente diagrama conmutativo de H-funciones

A G

A× I G×H B G/H

//ce

� _

��

∂0|A

��

q

//
F |A×I

//
λ

donde G lo consideramos como un H-espacio con la acción por conjugación

h ⋆ g = hgh−1, y ce es la H-función constante a 7→ e.

Como la proyección q : G → G/H es una H-fibración, existe una H-

función θ : A× I → G tal que θ ◦ ∂0 = ce y q ◦ θ = λ ◦ F . Usamos la función

θ para modificar F |A×I como sigue: Sea Φ : A× I → G×H B dada por

Φ(a, t) = (θ(a, t))−1F (a, t)
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para (a, t) ∈ A × I. Es fácil ver que Φ es una H-función como lo es F |A×I .

En efecto, como θ(ha, t) = hθ(a, t)h−1 para h ∈ H , tenemos

Φ(ha, t) = (hθ(a, t)h−1)−1hF (a, t) = h(θ(a, t))−1F (a, t) = hΦ(a, t)

para (a, t) ∈ A× I y h ∈ H . Notemos que Φ(A× I) ⊂ λ−1(eH), ya que

λ(Φ(a, t)) = λ((θ(a, t))−1F (a, t)) = (θ(a, t))−1λ(F (a, t))

= (θ(a, t))−1q(θ(a, t)) = q((θ(a, t))−1θ(a, t))

= q(e) = eH.

Como H es compacto, la H-función B → G ×H B, b 7→ [e, b], es un

encaje cerrado H-equivariante, aśı que el H-conjunto B se puede identificar

con el subconjunto H-invariante [e, B] = {[e, b]|b ∈ B} = λ−1(eH) de G×H

B por medio de la correspondencia b ↔ [e, b]. Análogamente, el conjunto

E se identifica con [e, E]. Bajo esta identificación la función p : E → B

se puede considerar como una restricción de p̃. Además, tenemos Φ(A ×

I) ⊂ B y f(A) ⊂ E (ya que A = f−1p̃−1λ−1(eH) = f−1p̃−1([e, B])). La

conmutatividad del diagrama (2.6.1) implica la conmutatividad del diagrama

de H-funciones
A E

A× I B

//
f |A

� _

���
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0|A

���
�
�
�
�
�
�
�
�

p

//
Φ
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pues Φ(a, 0) = (θ(a, 0))−1F (a, 0) = F (a, 0) para todo a ∈ A, recordando

que θ(a, 0) = θ ◦ ∂0(a) = ce(a) = e. Como p es una H-fibración, existe una

H-función Φ̃ : A× I → E tal que Φ̃ ◦ ∂0(a) = f(a) y p ◦ Φ̃(a, t) = Φ(a, t).

Ahora notemos que X = GA; más precisamente, X se puede identificar

con el producto torcido G×H A mediante la correspondencia ga↔ [g, a], la

cual define un G-homeomorfismo (ver [10, Ch.II, Proposition 3.2]). Usando

este hecho, definimos la función F̃ : X× I → G×H E comon sigue: si x = ga

para g ∈ G y a ∈ A, entonces

F̃ (x, t) = [gθ(a, t), Φ̃(a, t)].

Es fácil ver que F̃ está bie definida y que es una G-función. Además,

F̃ (x, 0) = [gθ(a, 0), Φ̃(a, 0)] = [ge, f(a)] = gf(a) = f(ga) = f(x)

y

p̃ ◦ F̃ (x, t) = p̃([gθ(a, t), Φ̃(a, t)]) = [gθ(a, t), p(Φ̃(a, t))]

= [gθ(a, t),Φ(a, t)] = [gθ(a, t), (θ(a, t))−1F (a, t)]

≡ gθ(a, t)(θ(a, t))−1F (a, t) = gF (a, t)

= F (ga, t) = F (x, t).

Aśı F̃ es el relleno requerido del diagrama (2.6.1). �
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Corolario 2.6.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si

la proyección natural q : G → G/H considerada como H-función por con-

jugación es una H-fibración. Entonces cada G-función p : E → G/H es

una G-fibración (aqúı, G/H es el G-espacio con la acción usual de G por

traslaciones izquierdas).

Demostración. Basta observar que G/H = G ×H {∗} para el H-espacio

singular {∗} = {eH}. La G-función p se puede considerar como la función

G ×H c : G ×H F → G ×H {∗}, donde F = p−1(eH) y la función constante

c : F → {∗} trivialmente es una H-fibración. Luego aplicamos el Lema 2.6.1.

�

Teorema 2.6.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Entonces la proyección natural

q : G→ G/H,

considerada como H-función por conjugación, es una H-fibración regular.

Demostración. Sea (Ni)i∈N una sucesión pro-Lie para G tal que N1 = G.
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Para cada i consideremos el diagrama conmutativo de proyecciones naturales

G/Ni+1

G/(Ni ∩HNi+1) G/Ni

G/HNi+1 G/HNi

**TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
TTT

TT

qi+1

i

��7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7

q/Ni+1

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

J

q̃i

//

�� ��

q/Ni

//
ri+1

i

Todas las proyecciones se pueden considerar como H-funciones por conju-

gación ya que todos los subgrupos Ni, HNi y Ni ∩ HNi+1 son invariantes

respecto a la acción por conjugación de H sobre G . En este diagrama el

cuadrado interno es pull-back (ver la Proposición 2.2.6) y la función q̃i es

una H-fibración regular (como H-función por conjugación) de acuerdo con

la Proposición 2.5.7. Aqúı el cuadrado externo es H-fibrado regular para cada

i. Como (Ni)i∈N es una sucesión pro-Lie para G, tenemos

q = ĺım
←−
{q/Ni, (q

i+1
i , ri+1

i )}.

La función q/N1 : G/G→ G/G trivialmente es una H-fibración. Por lo tanto,

aplicando la Proposición 2.2.9, concluimos que la función ĺımite q es también

una H-fibración regular. �

Como una consecuencia inmediata del Teorema 2.6.3, el Lema 2.6.1 y el
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Corolario 2.6.2 tenemos el resultado principal de la tesis.

Teorema 2.6.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metriza-

ble G. Si p : E → B es una H-fibración, entonces la G-función

p̃ = G×H p : G×H E → G×H B

es una G-fibración.

Demostración. Dado H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-

trizable G, la proyección natural q : G→ G/H considerada como H-función

por conjugación es una H-fibración según el Teorema 2.6.3 y como p es una

H-fibración, entonces el Lema 2.6.1 nos asegura que p̃ es una G-fibración. �

Corolario 2.6.5. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metri-

zable G. Entonces cada G-función p : E → G/H es una G-fibración.



92 G-fibraciones y productos torcidos



Caṕıtulo 3

Espacios G-fibrantes y

productos torcidos

A lo largo de este caṕıtulo consideraremos G-espacios metrizables, donde

G es un grupo compacto (metrizable).

3.1. G-SSDR-mapeos

Un concepto de gran utilidad en la teoŕıa de G-homotoṕıas es el concep-

to de G-SDR-mapeo, el cual nos proporciona una caracterización para las

G-fibraciones, esta caracterización sirve de base para definir una clase más

93
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estrecha de G-fibraciones que se estudian en este caṕıtulo.

Definición 3.1.1. Sea X un G-espacio y A un subconjunto cerrado invarian-

te de X. Se dice que A es un G-retracto fuerte por deformación de X

si existe una G-homotoṕıa D : X × I → X tal que D(x, 0) = x, D(x, 1) ∈ A

para todo x ∈ X y D(a, t) = a para toda (a, t) ∈ A× I.

Un G-encaje cerrado i : A →֒ X se llama G-SDR-mapeo si encaja a A

en X como un G-retracto fuerte por deformación de X (véase la figura 3.1).

•

•

U

i(X)

V

i(A)

D(x, 1)

D(x, 0)

A

X Y ∈ G− AR

Figura 3.1: Representación geométrica de G-SSDR-mapeo.

Proposición 3.1.2. Sean G un grupo compacto de Hausdorff y p : E → B
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una G-función entre G-espacios metrizables. Entonces la función, p : E → B

es una G-fibración si y sólo si para todo G-SDR-mapeo, i : A −→ X y todo

diagrama conmutativo

A E

X B

//
f

���
�
�
�
�
�
�

i

���
�
�
�
�
�
�

p

//
F

donde f y F son G-funciones, existe un relleno para el diagrama.

Demostración. ⇐) Es evidente ya que ∂0 : X →֒ X × I dado por ∂0(x) =

(x, 0) es un G-SDR-mapeo.

⇒) Sea

A E

X B

//
f

���
�
�
�
�
�
�

i

���
�
�
�
�
�
�

p

//
F

un diagrama conmutativo de G-funciones tal que i : A →֒ X es un G-SDR-

mapeo. Sin perdida de generalidad podemos asumir que A = i(A) ⊆ X .

Ya que i es un G-SDR-mapeo, existe una G-homotoṕıa D : X× I −→ X

tal que D(x, 1) = x, D(x, 0) ∈ A para todo x ∈ X y D(a, t) = a para toda

(a, t) ∈ A× I.

Al definir la G-retracción r : X → A por r(x) = D(x, 0) obtenemos el
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siguiente diagrama conmutativo

X A E

X × I X B.
���
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0

//r

���
�
�
�
�
�
�
�
�

i

//
f

���
�
�
�
�
�
�
�
�

p

//
D

//
F

donde ∂0(x) = (x, 0). Para todo a ∈ A y t ∈ I tenemos F (D(a, t)) = F (a),

es decir, F ◦ D es una G-homotoṕıa relativa a A. Como p tiene la EHLP

según la proposición 2.1.3, existe una G-homotoṕıa H : X × I → E relativa

a A tal que p ◦H = F ◦D y H ◦ ∂0 = f ◦ r.

Definimos la G-función F̄ : X → E por F̄ = H(x, 1), x ∈ X . Entonces

F̄ ◦ i(a) = F̄ (a) = H(a, 1) = H(a, 0) = f(r(a)) = f(a)

para cada a ∈ A y para cada x ∈ X se tiene que p ◦ F̄ (x) = p ◦ H(x, 1) =

F ◦D(x, 1) = F (x). Por lo tanto, F̄ ◦ i = f y p ◦ F̄ = F lo que deseábamos

demostrar. �

La siguiente noción es una generalización del concepto de G-SDR-mapeo.

Definición 3.1.3. Un subespacio invariante cerrado A de un G-espacio X se

llama un G-retracto por deformación de strong shape de X si existe

un G-encaje cerrado α : X →֒ M de X en un G-AR espacio M que satisface

la condición siguiente: para cualquier par de vecindades invariantes (U, V )
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de (α(X), α(A)) en M , existe una G-homotoṕıa H : X × I → U rel.A tal

que H(x, 0) = α(x) y H(x, 1) ∈ V para todo x ∈ X.

Definición 3.1.4. Un G-encaje cerrado s : A →֒ X se le llama G-SSDR-

mapeo si s encaja a A como un G-retracto por deformación de strong shape

de X.

El teorema siguiente es nos proporciona varias caracterizaciones del con-

cepto de G-SSDR-mapeo.

Teorema 3.1.5.([9, Thm. 2.1]) Sea s : A →֒ X un G-encaje cerrado. En-

tonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) s es un G-SSDR-mapeo.

(b) Para toda función G-equivariante f : A −→ Y , donde Y es un G-

ANE-espacio, existe una G-extensión f̄ : X −→ Y tal que f̄ ◦ s = f ,

y si f̄1, f̄2 : X −→ Y son dos G-extensiones de f , entonces f̄1 ≃G

f̄2rel s(A).

(c) Para cualquier G-fibración p : E −→ B, donde E y B son G-ANE
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espacios, y cada diagrama conmutativo de G-funciones

A E

X B
���
�
�
�
�
�
�

s

//
f

���
�
�
�
�
�
�

p

//
F

(3.1.1)

existe un relleno F̄ : X −→ E.

La siguiente afirmación nos da un ejemplo importante de un G-SSDR-

mapeo.

Proposición 3.1.6. Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-

espacio X, entonces la inclusión

i : X × {0} ∪ A× I →֒ X × I

es un G-SSDR-mapeo.

Demostración. Supongamos que V es una vecindad invariante de T =

X × {0} ∪A× I en X × I. Entonces por la compacidad de I y de G, existe

una vecindad abierta invariante U de A en X tal que U × I ⊂ V . Como X es

metrizable, existe una función invariante ϕ : X → I (es decir, ϕ(gx) = ϕ(x)

para cada g ∈ G y x ∈ X) tal que ϕ(X \ U) = 0 y ϕ(A) = 1. La G-función

D : (X × I)× I → X × I
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definida por D((x, t), τ) = (x, ϕ(x)tτ + t− tτ) deforma X × I en V dejando

fijos los puntos de T . Por lo tanto i es un G-SSDR-mapeo según la definición.

�

Como un corolario de la Proposición 3.1.6 tenemos:

Demostración de la Proposición 2.1.6. Sea dado un diagrama conmuta-

tivo de G-funciones

X × {0} ∪ A× I E

X × I B

//
f

� _

��

i

��

p

//
F

donde A es un subconjunto cerrado invariante de X (y p es una G-fibración

de G-ANE’s de acuerdo con la hipótesis de la Proposición 2.1.6). Como i

es un G-SSDR-mapeo existe una G-función X × I → E como un relleno

del diagrama por el Teorema 3.1.5. Esto significa que p es una G-fibración

regular. �
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3.2. G-fibraciones fuertes y

espacios G-fibrantes

Definición 3.2.1. Una G-función p : E → B entre G-espacios metrizables

se llama G-fibración fuerte si para cada diagrama conmutativo (3.1.1) de

G-funciones, donde s : A →֒ X es un G-SSDR-mapeo, existe una G-función

F̃ : X → E como un relleno.

Definición 3.2.2. Un G-espacio metrizable E se llama espacio fibrante

equivariante o espacio G- fibrante si la G-función E → ∗ es una G-

fibración fuerte (donde ∗ es el espacio singular con la acción trivial de G).

Proposición 3.2.3. Cada G-ANE-espacio Y es un espacio G-fibrante.

Demostración. Sea s : A −→ X un G-SSDR-mapeo y f : A −→ Y una

G-función. Por el Teorema 3.1.5, (a)⇒(b), existe una G-función f̄ : X −→ Y

tal que f̄ ◦ s = f . Por lo tanto, Y es un G-espacio fibrante. �

El siguiente resultado nos proporciona una clase importante de espacios

G-fibrantes.

Proposición 3.2.4. ([6, Th. 5.1]). Sea H un subgrupo cerrado de un grupo

compacto metrizable G. Entonces el espacio cociente G/H es un espacio G-



3.2 G-fibraciones fuertes y

espacios G-fibrantes 101

fibrante.

Observación 3.2.5. En virtud del teorema 3.1.5 toda G-fibración de G-

ANR espacios es una G-fibración fuerte.

Tenemos una afirmación más general la cual nos dan una relación entre las

G-fibraciones fuertes y los espacios G-fibrantes (vea también [11, Examples

(2.2)] para el caso no equivariante).

Proposición 3.2.6.([8, Appendix. A.2]) Sean E y B espacios G-fibrantes.

Cada G-fibración p : E → B es una G-fibración fuerte.

Proposición 3.2.7. Si p : E → B es una G-fibración fuerte tal que B es

G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante.

Demostración. Sea s : A →֒ X un G-SSDR-mapeo y sea f : A → E

una función G-equivariante. Deseamos encontrar una G-función F : X → E

tal que F ◦ s = f . Como B es un G-fibrante existe F ′ : X → B tal que

F ′ ◦ s = p ◦ f . Ahora, como p es una G-fibración fuerte, existe una función

G-equivariante F : X → E tal que p ◦ F = F ′ y F ◦ s = f . �

La relación entre tres tipos de G-fibraciones consideradas en la tesis se

expresa como sigue:

{G-fibraciones } ⊃ {G-fibraciones regulares } ⊃ {G-fibraciones fuertes }



102

Espacios G-fibrantes y

productos torcidos

La primera inclusión es obvia: basta tomar A = ∅ en la definición de G-

fibración regular y recordar que cada G-función entre G-espacios metrizables

que tiene la EHLP respecto a los G-espacios metrizables, también tiene la

EHLP respecto a todos los G-espacios (ver [8, Remark A.1]). La segunda

inclusión es una consecuencia de la Proposición 3.1.6.

Proposición 3.2.8. Sea E = {Ei, q
j
i } una sucesión inversa de G-espacios

y G-funciones. Si todas las funciones qi+1
i : Ei+1 → Ei son G-fibraciones

fuertes, entonces todas las proyecciones naturales qi : ĺım
←−

E→ Ei también son

G-fibraciones fuertes. Por consiguiente, si Ek es un G-fibrante para alguna

k ∈ N, entonces ĺım
←−

E también es un G-fibrante.

Demostración. Dado i ∈ N, tenemos que probar que para todo diagrama

conmutativo de G-funciones

A E

X Ei

//
f

���
�
�
�
�
�
�

s

���
�
�
�
�
�
�

qi

//
Fi

donde s es unG-SSDR-mapeo yE = ĺım
←−

E, existe unaG-función F : X → E

que preserva la conmutatividad. Vamos a construir, por inducción, las G-

funciones Fj : X → Ej para j > i como sigue:

si Fj ya está encontrada definamos Fj+1 de tal manera que el diagrama
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siguiente es conmutativo

A Ej+1

X Ej

//
qj+1◦f

���
�
�
�
�
�
�
�

s

���
�
�
�
�
�
�
�

qj+1

j

//
Fj

??�����������
Fj+1

Fj+1 existe ya que qj+1
j es una G-fibración fuerte. La familia {Fj}j≥i deter-

mina uńıvocamente una G-función F : X → E tal que qj ◦F = Fj para cada

j ≥ i, en particular, qi◦F = Fi. Por otro lado, como qj◦f = Fj◦s = qj◦(F ◦s)

para cada j ≥ i tenemos f = F ◦ s. Aśı qi es una G-fibración fuerte.

Ahora, si Ek es un G-fibrante para alguna k, entonces E es un G-fibrante

en virtud de la proposición 3.2.7. �

Como G-fibraciones de G-fibrantes son G-fibraciones fuertes (Proposición

3.2.6) inmediatamente obtenemos:

Corolario 3.2.9. Sea E = {Ei, q
j
i } una sucesión inversa tal que todos Ei son

G-fibrantes y todas qi+1
i : Ei+1 → Ei son G-fibraciones. Entonces E = ĺım

←−
E

es un G-fibrante y todas proyecciones qi : E → Ei son G-fibraciones fuertes.

Corolario 3.2.10. Si E = {Ei, q
j
i } es una sucesión inversa de G-ANR

espacios y G-fibraciones, entonces E = ĺım
←−

E es un G-fibrante y todas pro-

yecciones qi : E → Ei son G-fibraciones fuertes.
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3.3. Propiedades de los G-SSDR-mapeos

y G-fibraciones fuertes.

Describiremos la posibilidad de cambio de grupos en los conceptos de

G-SSDR-mapeo, G-fibración fuerte y espacio G-fibrante.

Proposición 3.3.1. Sea β : G′ → G un homomorfismo continuo de grupos

topológicos compactos. Si coKerβ = G/Imβ es metrizable, entonces

(a) si s : A→ X es un G′-SSDR-mapeo, entonces la función

G×β s : G×β A→ G×β X

es un G-SSDR-mapeo;

(b) si p G-fibración fuerte, entonces p es una G′-fibración fuerte via β;

(c) si E es un espacio G-fibrante, entonces E es un espacio G′-fibrante via

β.

Demostración.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G′-espacio X y sea p :

E → B una G-función. Según el enfoque de cambio de grupos descrito en
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la sección 1.5, debemos considerar un diagrama conmutativo de la siguiente

forma:

A E

G×β A

G×β X

X B

''OO
OO

OO
OO

OO

iA

//f

� _

��

s

��

p

77oooooooooo f̂

� _

��
G×βs

''OO
OO

OO
OO

OO
F̂

//F

77ooooooooo

iX

(3.3.1)

donde f y F son G′-funciones (respecto a las acciones de G′ sobre E y B

via β) y f̂ y F̂ son las G-funciones inducidas por f y F respectivamente.

Observe que, por la propiedad universal, la existencia de una G′-función

F̃ : X → E (con la acción de G′ sobre E via β) como un relleno del diagrama

es equivalente a la existencia de una G-función F : G ×β X → E como un

relleno.

(a). Supongamos que p es una G-fibración entre espacios G-ANE . Para

probar que G×β s es un G-SSDR-mapeo, basta mostrar en virtud del Teo-

rema 3.1.5 que existe un relleno F : G ×β X → E. Según las proposiciones

1.5.8 y 2.1.7, p también es una G′-fibración entre espacios G′-ANE’s via β y

como s es un G′-SSDR-mapeo, existe un relleno F̃ : X → E. Esto implica

la existencia del relleno F deseado.
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(b). Supongamos que en diagrama (3.3.1) s es un G′-SSDR-mapeo. Como

p es una G-fibración fuerte y G×β s es un G-SSDR-mapeo según (a), existe

un relleno F : G ×β X → E. Por lo tanto la G′-función F̃ : X → E via β

dada por F̃ = F ◦ iX , es también un relleno para el diagrama. Esto prueba

que p es una G′-fibración fuerte.

(c) Se sigue inmediatamente de (b) y de la definición de un espacio G-

fibrante. �

Proposición 3.3.2. Sea

E ′ E

B′ B

//
f ′

���
�
�
�
�
�
�

p′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
f

un cuadrado pull-back de G-funciones tal que p : E → B es una G-fibración

fuerte. Entonces la función p′ : E ′ → B′, también es G-fibración fuerte.

Además

(a) si E, B y B′ son G-fibrantes entonces E ′ también lo es;

(b) si E, B y B′ son G-ANE espacios entonces E ′ también lo es.

Demostración. Sea i : A →֒ X un G-SDR-mapeo y sean G-funciones

h : A→ E ′, H : X → E ′ tales que p′ ◦ h = H ◦ i. Consideremos el siguiente
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diagrama conmutativo

A E ′ E

X B′ B

//h

���
�
�
�
�
�
�

i

//f ′

���
�
�
�
�
�
�

p′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
H

77ooooooooooooooooooo

F

//
f

donde la G-función F : X → E, encontramos en virtud que p es una G-

fibración. Por la propiedad caracteŕıstica de un cuadrado pull-back las G-

funciones H y F determinan uńıvocamente una G-función H̄ : X → E ′ tal

que p′ ◦ H̄ = H y f ′ ◦ H̄ = F . Por otro lado, p′ ◦ (H̄ ◦ i) = H ◦ i = p′ ◦ f y

f ′ ◦ (H̄ ◦ i) = F ◦ i = f ′ ◦ h, pero esto implica H̄ ◦ i = h. Por tanto p′ es una

G-fibración.

Absolutamente del mismo modo se verifica que p′ es unaG-fibración fuerte

si p lo es.

(a). Como E y B son G-fibrantes, p es una G-fibración fuerte según la

proposición 3.2.6. Por tanto, p′ también es una G-fibración y, como B′ es un

fibrante, E ′ es un G-fibrante debido a la proposición 3.2.7.

(b). Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio metrizable

X y sea h : A → E ′ una G-función. Veamos que existe una G-extensión

h̄ : V → E ′ de h en alguna vecindad invariante V de A en X . De esta forma,

probaremos que E ′ es un G-ANE espacio.

Ya que B′ y E son G-ANE espacios, existen G-extensiones p̃ : U1 → B′
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y f̃ : U2 → E de p′ ◦ h y f ′ ◦ h respectivamente en vecindades invariantes

U1 y U2 de A en X . De hecho, podemos asumir que U1 = U2 = U , tomando

U = U1 ∩ U2 si sea necesario. Ahora definamos una función

h̃ : U × {0, 1} ∪ A× I → B

como sigue:

h̃(x, 0) = p ◦ f̃(x), x ∈ U,

h̃(x, 1) = f ◦ p̃(x), x ∈ U,

h̃(a, t) = p ◦ f̃(a) = p ◦ f ′ ◦ h(a), a ∈ A, t ∈ I

Claramente, h̃ es continua, pues f ◦ p̃|A = p◦ f̃ |A = p◦f ′ ◦h, y, por supuesto,

es G-función.

Ya que B es G-ANE-espacio, existe una extensión equivariante F : W →

B de h̃ en una vecindad invariante W de U × {0, 1} ∪ A × I en U × I. Sea

Vt×{t} =W∩U×t para cada t ∈ I. Entonces, para cada t, Vt es una vecindad

invariante de A en U y, por tanto, en X (pues U es una vecindad de A en

X). Sea V = ∩t∈IVt. Es fácil ver que V es un subconjunto invariante y es una

vecindad de A en X en virtud de la compacidad de I. Además, V × I ⊂W ,

y, consecuentemente, podemos considerar la restricción H : V × I → B de F

en V × I. De hecho, H : p ◦ f̃ |V ≃G f ◦ p̃|V rel.A.
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Como p tiene la EHLP , existe una G-homotoṕıa H : V × I → E tal que

p ◦ H = H , H(x, 0) = f̃(x) para x ∈ V y H(a, t) = f(a) = f ′ ◦ h(a) para

a ∈ A y para toda t ∈ I.

Definamos f̃1 : V → E por f̃1 = H(x, 1) para x ∈ V . Entonces f̃1 es una

G-función para la cual se tiene

p ◦ f̃1(x) = p ◦H(x, 1) = H(x, 1) = f p̃(x)

para x ∈ V , es decir, p ◦ f̃1 = f ◦ p̃|V . Por lo tanto, f̃1 y p̃|V determinan

una G-función única h̄ : V → E ′ tal que f ′ ◦ h̄ = f̃1 y p′ ◦ h̄ = p̃. Ya que

f̃1|A = f ′ ◦ h y p̃|A = p′ ◦ h, se cumple h̄|A = h. Aśı, h̄ es la G-extensión de h

que deseábamos encontrar. �

3.4. G-fibraciones fuertes y

el funtor de producto torcido.

La aportación destacada de esta sección y de todo el trabajo de tesis son

las Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(b) que dan respuesta positiva a las Preguntas

4.4 y 4.5 planteadas por S.A. Antonyan en [5] para el caso de un grupo

compacto metrizable G.
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Definición 3.4.1. Diremos que un G-subconjunto A de un G-espacio X

es un G-retracto fuerte por deformación de vecindad de X si para

alguna vecindad G-invariante U de A en X, existe una G-deformación fuerte

de U en A sobre X, es decir, existe una G-función

D : U × I → X

tal que D(u, 0) = u, D(u, 1) ∈ A y D(a, t) = a para todo u ∈ U , a ∈ A y

t ∈ I.

Proposición 3.4.2. Sea p : E → B es una G-función que tiene la EHLP

relativa y A es un G-retracto fuerte por deformación de vecindad de B, en-

tonces p−1(A) es un G-retracto fuerte por deformación de vecindad de E.

Demostración. Por hipótesis existe una vecindad G-invariante U de A en

B y una G-deformación fuerte de U en A sobre B, es decir, D : U × I → B

tal que D(u, 0) = u, D(u, 1) ∈ U y D(a, t) = a. Sea U ′ = p−1(U), es claro

que esta es una vecindad G-invariante de p−1(A) en E. Entonces podemos

considerar el siguiente diagrama:

U ′ E

U ′ × I B
���
�
�
�
�
�
�
�
�

∂0

//d′

���
�
�
�
�
�
�
�
�

p

//
D′
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donde ∂0(u
′) = (u′, 0), D′(u′, t) = D(p|U ′(u′), t), y d′(u′) = u′ para cada

u′ ∈ U y cada t ∈ I. Dedibo a las definiciones de estas funciones el diagrama

es conmutativo, y como p tiene EHLP relativa, existe un relleno para el

diagrama, tal relleno verifica las condiciones de una G-deformación fuerte

de U ′ en p−1(A) sobre E. Por lo tanto p−1(A) es un G-retracto fuerte por

deformación de vecindad de E. �

Proposición 3.4.3. Si x es un punto de un espacio G-ANE metrizable E,

entonces {x} es un Gx-retracto fuerte por deformación de vecindad de E.

Demostración. Consideremos el Gx-par (X,A) y 1A : X → X y una Gx-

función, donde A = {x} y sea la Gx-homotoṕıa H : A × I → X tal que

H(a, 0) = 1A(a). Definamos la Gx-función F : T → X , T = X × {0} ∪A× I

por F (x, 0) = 1X(x) para cada ∈ X y F (a, t) = H(a, t) para cada (a, t) ∈

A× I. Ahora consideremos la Gx-función F : T → X y el Gx-par (X× I, T ).

Como X es Gx-ANE, existe una Gx-vecindad abierta V de T en X × I y

F : V → X tal que F |T = F . En virtud de la compacidad de I, existe una

Gx-vecindad U de A en X tal que U × I ⊂ V . Luego F |U×I : U × I → X

es una Gx-deformación fuerte de U en A sobre X y por lo tanto {x} es un

Gx-retracto fuerte por deformación de vecindad de E. �
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Proposición 3.4.4. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto me-

trizable G. Si F es un H-espacio, entonces F es un H-retracto fuerte por

deformación de vecindad del producto torcido G×H F .

Demostración. Como G/H es G-ANE metrizable , el conjunto singular

{eH} es un H-retracto fuerte por deformación de vecinadad de G/H , pues

GeH = H (ver Proposición 3.4.3). La G-función p : G×H F → G/H , [g, y] 7→

gH , es una G-fibración y por lo tanto es una H-fibración. Además por la

Proposición 2.1.3, esta tiene la EHLP relativa, pues G/H es metrizable. Por

lo tanto p−1(eH) = F es un H-retracto fuerte por deformación de vecindad

de G×H F . �

Proposición 3.4.5. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo compacto me-

trizable G, y E un espacio G-fibrante. Entonces cada G-función p : E → G/H

es una G-fibración fuerte.

Demostración. El espacio cociente G/H es un espacio G-fibrante por [6,

Theorem 5.1]. Aśı, p es una G-fibración (por el Corolario 2.6.5) entre espacios

G-fibrantes y por la Proposición 3.2.6, tenemos que p es una G-fibración

fuerte. �
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Proposición 3.4.6. Sea F un H-espacio, donde H es un subgrupo cerrado

de un grupo compacto metrizable G.

(a) Si el producto torcido G×H F es un espacio G-fibrante, entonces F es

un espacio H-fibrante.

(b) Si el producto torcido G×HF es un espacio G-ANE y H es un subgrupo

grande de G, entonces F es un H-ANE.

Demostración. Tenemos el siguiente cuadrados pull-back de H-espacios y

H-funciones

F G×H F

{eH} G/H

� � //

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�

p′

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�

p

� � //

donde p([g, x]) = gH .

(a). Como G×H F es G-fibrante, entonces p es una G-fibración fuerte por

la Proposición 3.4.5; en particular, es una H-fibración fuerte. Por lo tanto

p′ es también una H-fibración fuerte. Como el H-espacio singular {eH} es

H-fibrante, el H-espacio F también es H-fibrante.

(b). note que como los espacios G×H F y G/H , son G-ANE’s, entonces

también son H-ANE’s y como p, es una G-fibración por el Corolario 2.6.5,
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es una H-fibración. Por lo tanto F es un H-ANE debido a la Proposición

2.2.5 (b). �

En la prueba de la Proposición 3.4.8 usaremos la siguiente proposición,

la cual es la afirmación inversa de (b) de la Proposición 3.4.6.

Proposición 3.4.7. ([4, Prop. 8 (1)]) Sea H un subgrupo grande de un grupo

compacto metrizable G. Si F es un H-ANE, entonces el producto torcido

G×H F es un espacio G-ANE.

Proposición 3.4.8. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto me-

trizable G. Sea s : A →֒ X un H-encaje cerrado tal que G×H s : G×H A →֒

G×H X es un G-SSDR-mapeo. Entonces s es un H-SSDR-mapeo.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de H-

funciones

A E

X B

//
f

� _

���
�
�
�
�
�
�

s

���
�
�
�
�
�
�

p

//
F

(3.4.1)

donde E yB sonH-ANE’s y p es unaH-fibración. Para probar la proposición

debemos de encontrar un relleno X → E.

Por el Teorema 2.6.4 y [4, Proposition 8 (1)] la G-función G×H p es una

G-fibración de G-ANE’s. Como G ×H s es un G-SSDR-mapeo, existe una
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G-función F̄ : G×H X → G×H E tal que el diagrama

G×H A G×H E

G×H X G×H B

//
G×Hf

� _

��

G×Hs

��

G×Hp

//
G×HF

::ttttttttttttt

F̄

conmuta.

Recordando que X , A, E y B están identificados con los subespacios

H-invariantes [e,X ] = {[e, x] | x ∈ X}, [e, A], [e, E] y [e, B] de los correspon-

dientes productos torcidos. Notemos que (G×H p)−1([e, B]) = [e, E] y por lo

tanto

(G×H p) ◦ F̄ ([e,X ]) = G×H F ([e,X ]) ⊂ [e, B],

concluimos que F̄ ([e,X ]) ⊂ [e, E].

Claramente, la restricción F̄ |[e,X]: [e,X ] → [e, E] se puede considerar

como el relleno del diagrama (3.4.1) que requerimos X → E. �

El siguiente resultado es el análogo del Teorema 2.6.4 para G-fibraciones

fuertes.

Teorema 3.4.9. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable

G. Si p : E → B es una H-fibración fuerte, entonces la G-función

G×H p : G×H E → G×H B

G-fibración fuerte.
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Demostración. Sea s : A →֒ X un G-SSDR-mapeo. Supongamos que f :

A→ G×HE y F : X → G×HB sonG-funciones tales que (G×Hp)◦f = F ◦s.

Entonces A y X se pueden considerar como los productos torcidos G×H A′

y G×H B′, respectivamente, donde A′ = f−1([e, E]) y X ′ = F−1([e, B]). De

la identificación usual [e, E] con E y [e, B] con B, obtenemos el diagrama

conmutativo de H-funciones

A′ E

X ′ B

//
f ′

���
�
�
�
�
�
�

s′

���
�
�
�
�
�
�

p

//
F ′

(3.4.2)

donde f ′, F ′ y s′ son las restricciones f , F y s, respectivamente (aśı que

f = G×H f ′, F = G×H F ′ y s = G×H s′). De la Proposición 3.4.8, tenemos

que s′ es un H-SSDR-mapeo, existe una H-función F̄ : X ′ → E como

relleno del diagrama (3.4.2). Obviamente, para la G-función F̃ = G ×H F̄ ,

F̃ : X → G×H E, tenemos (G×H p) ◦ F̃ = F y F̃ ◦ s = f . Esto prueba que

G×H p es una G-fibración fuerte. �

Corolario 3.4.10. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metri-

zable G. Si F es un espacio H-fibrante, entonces el producto torcido G×H F

es un espacio G-fibrante.

Demostración. La función canónica p̃ : G ×H F → G/H , [g, x] 7→ gH ,

se puede considerar como la G-función G×H p para la H-función constante
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p : F → {eH} la cual es una H-fibración fuerte, pues F es H-fibrante. Por lo

tanto, por el Teorema 3.4.9, p̃ G-fibración fuerte. Aśı concluimos que G×H F

es G-fibrante pues aśı lo es G/H (ver [6, Theorem 5.1]). �

Observación 3.4.11. Las Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(b) dan respuesta po-

sitiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por S.A. Antonyan en el art́ıculo

[5] para el caso de un grupo compacto metrizable G.
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Conclusiones

La tesis se centra en la categoŕıa G-TOP de G-espacios y G-funciones,

con el propósito de estudiar las G-funciones de la forma p : E → G/H , ya que

el hecho bien conocido: si H es un subgrupo cerrado de un grupo compacto

de Lie G, entonces cada G-función

p : E → G/H

es una G-fibración ([12, p.54, Ex. 7]) nos dice que surgen de manera natural.

Entonces es natural pensar que clase de G-fibración debeŕıa de ser si G no

necesariamente es un grupo compacto de Lie.

A continuación presentamos las contribuciones de este trabajo.

El resultado principal de la tesis es el Teorema 2.6.4, el cual generaliza

el hecho ya mencionado el cual nos dice que el funtor de producto torcido

G ×H − manda H-fibraciones a G-fibraciones siempre que G sea un grupo

119
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compacto metrizable yH sea un subgrupo cerrado de este . El Lema 2.6.1 nos

permite reducir la prueba de este resultado general a probar que la proyec-

ción G→ G/H es una H-fibración con respecto a la acción de H sobre G por

conjugación. Por la Proposición 2.6.3 es crucial en la demostración del Teo-

rema princial, la cual afirma que la proyección canónica se puede considerar

como una H-fibración para cada grupo compacto metrizable G.

La Proposición 3.4.5 que nos dice: cada G-función p : E → G/H es una

G-fibración fuerte siempre que E sea un espacio G-fibrante, y la Proposi-

ción 3.4.9 que nos muestra: el funtor de producto torcido G ×H − preserva

fibraciones fuertes siempre y cuando G/H sea un espacio G-ANE metrizable.

Las contribuciones de interes independientes referentes al Corolario 2.6.5

es la respuesta parcial positiva a las Preguntas 4.4 y 4.5 planteadas por

S.Antonyan en [5] (ver Proposiciones 3.4.4 y 3.4.6(2)).

Finalmente el art́ıculo “G-fibrations and twisted products”(autores: A.Bykov

y R. Juárez)) fue aceptado en Septiembre de 2014 para su publicación en la

revista Topology and its Applications. Este art́ıculo refleja los resulta-

dos principaes de la tesis ya mencionados ([7]).
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