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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian los efectos experimentados por un observador que cae libremente
en forma radial a un agujero negro sin rotacion, calculando las componentes del tensor de curvatura en el
marco de referencia de este observador. Se muestra, en particular, que al atravesar el horizonte de eventos
no se presenta un efecto especial.
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Introduccion

Ello podria sugerir que si quisiéramos vivir mds tiem-
po, deberiamos mantenernos volando hacia el este,
de manera que la velocidad del avion se sumara a la
de la rotacion terrestre. Sin embargo, la pequena frac-
cion de seqgundo que ganariamos ast, la perderiamos
de sobras por culpa de la alimentacion servida en los
aviones.

Stephen Hawking.

Por debajo de todas las teorias de Einstein, incluida la relatividad, subyacia la bisqueda de constantes,
certezas y absolutos. Einstein crefa que existia una realidad armonica tras las leyes del universo y que el
objetivo de la ciencia era descubrirla.

La historia de la relatividad se inicia en 1632 cuando Galileo articuld el principio de que las leyes
de movimiento y de la mecdnica (las del electromagnetismo atin no se descubrian) eran las mismas en
todos los marcos de referencia de velocidad constante. En su Didlogo sobre los dos sistemas mdximos del
mundo, Galileo trataba de defender la idea copernicana de que la Tierra no permanecia inmévil en el
centro del universo mientras todo lo demds giraba a su alrededor dando una excelente descripcién de la
relatividad aplicada a sistemas que se mueven con velocidad constante respecto a otros.

Enciérrese con algiin amigo en el camarote principal bajo la cubierta de algin gran barco,
y llévese consigo unas cuantas moscas, mariposas y otros pequeilos animales voladores.|...]
Con el barco completamente inmévil, observe con detenimiento cémo los pequenos animales
vuelan con la misma velocidad a todos los rincones del camarote.|...] Cuando haya observado
todas esas cosas cuidadosamente, haga que el barco avance con la velocidad que desee, con
tal de que el movimiento sea uniforme y no fluctie de aqui para alld. No descubrird el menor
cambio en todos los efectos mencionados, ni tampoco podré deducir por ninguno de ellos si
el barco estaba en movimiento o permanecia inmévil. [7]

Afios més tarde, tratando de explicar si la luz se comportaria del mismo modo que las ondas sonoras,
surgieron dos visiones: Newton pensaba que la luz era un haz de particulas emitidas y Christiaan Huy-
gens decia que la luz debia considerarse como un movimiento ondulatorio. A finales del siglo XIX una
serie de experimentos confirmaron que Huygens tenfa razén. Gracias a Thomas Young y James Clerk
Maxwell, entre otros, se hizo evidente que la luz era la manifestacién visible de todo un abanico de ondas
electromagnéticas. Esta conclusién generé duda sobre cuél era el medio en el que se propagaba la luz y
si su movimiento era en verdad relativo, ja qué resultaba ser relativa su velocidad?

La respuesta parecia ser que las ondas luminosas constituian una perturbacion de un medio invisible,
llamado éter, y que su velocidad era relativa a éste. El éter debia impregnar todo el universo conocido,
ser fino y tan etéreo, valga la redundancia, que no causara efecto alguno en los planetas ni en una pluma
que lo atravesara; pero a la vez debia ser lo bastante rigido como para permitir que una onda vibrara a
través de él a una velocidad enorme (la de la luz, cuya medida ya era conocida). Todo esto llevarfa a una
desesperada busqueda del éter a finales del siglo XIX.

A pesar de los esfuerzos de Hippolyte Fizeau, Albert Michelson y Edward Morley, nadie era capaz
de detectar aquella escurridiza sustancia debido a que siempre observaban que la velocidad de la luz era
exactamente la misma, sin importar quién observara y del experimento que se ideara. De modo que los
cientificos trataron de explicar como el éter existia pero no podia detectarse y fue asi que alrededor de
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e Introduccion

1890 Hendrik Lorentz y George Fitzgerald, de forma independiente, concibieron la hipétesis de que los

. /1 7 . ’ 7 Ve 2
objetos sélidos se contraian ligeramente cuando se movian a través del éter por un factor de 4/1 — 2—2,
que compensaria la desviacién del aparato de Michelson y Morley.

En 1899, mientras trabajaba en Aarau en la bisqueda de un método para detectar el éter, Eins-
tein ley6 un articulo de Wilhelm Wien en el que se describian los nulos resultados de trece experimentos
realizados para detectar el éter, incluidos el de Michelson-Morley y el de Fizeau. Para Einstein, la trascen-
dencia de aquellos resultados experimentales residia en que reforzaban lo que él ya crefa: que el principio
de la relatividad de Galileo resultaba aplicable a las ondas luminosas; es decir, que desde el punto de vista
mecanico, cualquier experimento realizado dara los mismos resultados independientemente del marco de
referencia.

A comienzos de 1905, Einstein habia empezado a dar mayor énfasis a la deduccién que a la induccién
en su intento de explicar la electrodindamica pero ;de qué postulados bésicos de principios generales
partiria?

Su primer postulado era el principio de la relatividad, que afirmaba que todas las leyes de la fisica,
incluidas las ecuaciones de Maxwell, son las mismas para todos los observadores que se muevan a velocidad
constante unos con respecto de otros y también postulé que la velocidad de un rayo de luz era constante
independientemente de lo rapido que se moviera su fuente. Por desgracia, el postulado de la luz parecia
incompatible con el principio de relatividad hasta que dio con la clave del problema: analizar el concepto
de tiempo. Asi concluyé que el tiempo no puede definirse de manera absoluta y que existe una inseparable
relacion entre el tiempo y la velocidad de la senal.

Esta idea significa que no hay un tiempo absoluto, que todo marco de referencia mévil tiene su propio
tiempo relativo. El concepto de tiempo absoluto habia sido un pilar fundamental de la fisica desde que
Newton lo convirtiera en premisa de sus Principios doscientos dieciséis anos antes. Y lo mismo podia
decirse del espacio y la distancia absolutos. Ademds, uniendo la teoria de Maxwell a la de la relatividad,
Einstein pudo deducir las ecuaciones que expresan la relacién entre velocidad y masa, concluyendo que
masa y energia son manifestaciones de la misma cosa.

El camino de Einstein hacia la teoria de la relatividad general se inici6 en noviembre de 1907 como
consecuencia de dos inconformidades con su teoria de la relatividad especial: que se aplicara sélo a un
sistema de referencia con movimiento uniforme y velocidad constante y que no incorporara la teoria de
la gravitacién de Newton. Entonces pensé qué sentiria un observador en caida libre, llegando a la conclu-
sién de que los efectos locales de estar en movimiento acelerado o de hallarse en un campo gravitatorio
resultaban indistinguibles, principio conocido como el «principio de equivalencia». Una consecuencia im-
portante de esta equivalencia es que la gravedad deberia curvar un rayo de luz; para entenderlo pensemos
en un observador que viaja en un tren mientras llueve en el exterior, conforme su velocidad aumenta
(recordemos que estd acelerado) y el tren avanza, él verd que las gotas de lluvia se van .2costando”; la
trayectoria que describiria el movimiento de la lluvia no serfa una linea recta. Sin embargo, diariamente
percibimos a la luz viajar en linea recta entonces, si un rayo de luz se curva al atravesar diversas regiones
de campos gravitatorios cambiantes, jcémo es que puede verse una linea recta?

|

Tierra

fH
s
e

(a) (h)

Figura 1: Representacion del « principio de equivalencia» donde se muestra un observador en un campo
gravitacional (a) y un observador en una nave que viaja con moviemiento acelerado (b).
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Una solucién podria ser la de comparar la trayectoria de un rayo de luz a través de un campo
gravitatorio cuya intensidad varia con la trayectoria de una linea dibujada en una esfera o en una superficie
curva. En tales casos, la linea méas corta entre dos puntos es una curva: una geodésica - que es aquella
curva definida de forma que cada elemento de ella sea un desplazamiento paralelo del elemento anterior-
como un gran arco o una gran ruta circular en nuestro globo terraqueo. Esto podia significar que la
curvatura de la luz requeria que la propia estructura del espacio, a través del cual viajaba el rayo de luz,
se curvara debido a la gravedad; también significaba que hacia falta una geometria no euclidiana para
describir este fenémeno.

La geometria euclidiana describe superficies planas pero en las superficies curvas pierde su validez.
Gauss y otros habifan desarrollado distintos tipos de geometria que pudieran describir la superficie de
esferas y otras superficies curvas pero fue Riemann quien llevé las cosas ain mas lejos; desarrollé una
forma de describir un espacio curvo con cualquier nimero de dimensiones. Riemann demostré que las
propiedades bésicas (la estructura) de un espacio curvo estén determinadas por el tensor métrico ds>.

A partir del verano de 1912, Einstein se esforzé en desarrollar ecuaciones del campo gravitatorio usan-
do tensores y siguiendo la linea desarrollada por Riemann, Ricci y otros, con el objetivo matematico de
encontrar ecuaciones que fueran generalmente covariantes. El resultado que obtuvo después de grandes
esfuerzos y muchos anos es conocido como las ecuaciones de campo, las cuales son auténticamente co-
variantes y, en consecuencia, logré que su teoria incorporara todas las formas de movimiento: inercial,
acelerado, rotatorio o arbitrario.

Con su teoria de la relatividad especial, Einstein habia demostrado que el espacio y el tiempo no tenian
una existencia independiente sino que, en lugar de ello, configuraban juntos la estructura del espacio-
tiempo. La estructura curvada y ondulada del espacio-tiempo explicaba la gravedad, su equivalencia con
la aceleracién y también -segiin Einstein- la relatividad general de todas las formas de movimiento. Con
las ecuaciones del campo gravitatorio de su teoria general de la relatividad, Einstein senté las bases
para el estudio de la naturaleza y evolucién del universo, convirtiéndose de este modo en el padre de la
cosmologia moderna.

Hacia 1916, Karl Schwarzschild leyé la formulacion de Einstein y resolvié las ecuaciones de campo
pensando en cémo deformaria al espacio tiempo una distribucién de simetria esférica. Sus primeros
calculos se centraron en la curvatura del espacio-tiempo fuera de una estrella esférica y carente de rotacién
aunque posteriormente formuld otro articulo sobre lo que ocurria dentro de ella. En ambos casos habia
algo inusual que parecfa inevitable: si toda la masa de la estrella (o de cualquier objeto) se comprimia
en un espacio lo suficientemente diminuto -menor al radio r, conocido como «radio de Schwarzschild»-,
algo extrano sucedia. En el centro, el espacio-tiempo se curvaria infinitamente sobre si mismo. En tal
situacion, nada dentro del radio de Schwarzschild podria escapar a la fuerza gravitatoria, ni siquiera la luz
0 ninguna otra forma de radiacién. También el tiempo formaria parte de esta curvatura, contrayéndose
hasta cero.

En 1919 Einstein elaboré un articulo explicando por qué las singularidades que describia Schwarzschild
no existen en la realidad fisica. Sin embargo, en la década de 1960, Stephen Hawking, Roger Penrose,
John Wheeler, Freeman Dyson y Kip Thorne senalaron que las estrellas podian colapsarse y producir
aquel fenémeno, y que de hecho lo hacian a menudo. Wheeler los bautizd como «agujeros negros» y han
constituido un rasgo mas de la astrofisica.

Es en este punto donde hacemos una pausa y nos colamos en la historia para hacer una revisién del
trabajo de Schwarzchild aplicdndolo a un viajero que cae libremente hacia un agujero negro. El objetivo
de esta tesis es mostrar, mediante ecuaciones, que el observador no debe notar nada especial al cruzar el
horizonte de eventos de un agujero negro; sin embargo, como se verd en detalle, existe un efecto que se
intensifica a medida que el observador se aproxima a la verdadera singularidad en r» = 0.






Capitulo 1

Relatividad General

When you are courting a mice girl an hour
seems like a second. When you sit on a red-
hot cinder a second seems like an hour. That’s
relativity.

Albert Einstein.

Con el fin de alcanzar la maxima claridad respecto a la teoria de la relatividad, imaginemos que un
cuervo vuela en linea recta y uniformemente, visto desde un punto fijo en la tierra. Observado desde un
vagon en marcha, el movimiento del cuervo seria un movimiento de distinta velocidad y distinta direccién,
pero seguiria siendo rectilineo y uniforme. En otras palabras, si una masa m se mueve rectilinea y uni-
formemente con respecto a un sistema K de coordenadas, también se movera rectilinea y uniformemente
respecto a un segundo sistema de coordenadas K’, siempre que este tiltimo ejecute con respecto a K un
movimiento de traslacién uniforme.

Vemos que con respecto a K’ las leyes de la mecénica de Galileo-Newton son igual de vélidas que con
respecto a K entonces podemos decir que si K’ es, con respecto a K, un sistema de coordenadas con
movimiento uniforme y libre de rotacion, entonces los sucesos de la naturaleza transcurren con respecto a
K’ segtin las mismas leyes de la naturaleza que con respecto a K. Esta afirmacién es el sentido restringido
del «principio de la relatividads».

Si el principio anterior no fuese valido, entonces los sistemas de coordenadas de Galileo que se mueven
uniformemente unos con respecto a otros, no serian equivalentes a la hora de describir los sucesos de
la naturaleza. Por consiguiente, seria de esperar que la direccion del movimiento de la Tierra en cada
momento interviniese en las leyes de la naturaleza y que, por ende, el comportamiento de los principios
fisicos dependiese de la orientacién espacial con respecto a la Tierra. Sin embargo, jamas se ha logrado
observar tal anisotropia del espacio fisico terrestre, lo cual da peso en favor del principio de la relatividad
[5].

Antes de la teoria de la relatividad, la fisica supuso siempre que el significado de los datos temporales
era absoluto, es decir, independiente del estado del movimiento del marco de referencia pero después de
ésta se llegd a un resultado importante: todo marco de referencia (sistema de coordenadas) tiene su tiempo
particular; asi, la especificacién del tiempo sélo tiene sentido cuando se indica el marco de referencia al
cual hace relacién dicha especificacién.

Hemos visto que en la fisica prerrelativista se requiere un marco de referencia y un sistema de coor-
denadas para describir las relaciones en el espacio. Para caracterizar las relaciones temporales antes
mencionadas necesitamos, ademas, un reloj patrén situado en el origen de nuestro sistema cartesiano de
coordenadas; asi, si un acontecimiento se produce en un lugar cualquiera le podemos asignar tres coorde-
nadas ' y un tiempo ¢, que podré ser medido en cuanto hayamos fijado el origen del tiempo, simultdnea
con el inicio del acontecimiento, en el reloj que hemos colocado en el origen del sistema de coordenadas.

A partir de estas conclusiones surge la posibilidad de que la ley de propagacién de la luz en el vacio sea
compatible con el principio de relatividad y para ello hay que responder a la cuestién de qué relacién hay
entre el tiempo y el lugar de diversos sucesos con respecto a dos marcos de referencia, tal que cualquier
rayo de luz posea la velocidad de propagacion c relativa a ambos cuerpos. Esta pregunta conduce a una
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ley de transformacién muy concreta para las magnitudes espacio-temporales de un suceso al pasar de un
marco de referencia a otro, la «transformacién de Lorentz»:

' =y(x — vt)
Yy =y
2 =z

;L VT
t*V(“?z)

donde v = /1 — v2/c2. De acuerdo con la ley de transformacién de Lorentz, la ley de propagacion de la
luz en el vacio se cumple tanto para el marco de referencia K como para el K’. Ademds, estas relaciones
ponen en evidencia una diferencia entre los papeles desempeniados por la coordenada tiempo y por las
coordenadas espaciales.

Toda la teorfa especial de la relatividad depende del invariante s? = Ax12 + Axs? + Azg? — Axg?. For-
malmente desempena el mismo papel en el continuo tetradimensional espacio-tiempo que el desempenado
por el invariante i2 = Az + Azo? + Axs? en la geometria euclidiana y en la fisica prerrelativista, donde
12 representa la distancia entre dos puntos. En la geometria euclidiana, {2 se anula sélo cuando los dos
puntos correspondientes coinciden entre si; en cambio, en relatividad, la anulacién de s? es la condicién
invariante de que los dos puntos del espacio-tiempo puedan ser reunidos entre si por una senial luminosa,
a través del vacio.

Las consideraciones hechas hasta ahora estdn basadas en la suposicién de que todos los sistemas
inerciales son equivalentes para la descripcién de fenémenos fisicos pero, ;qué hay de los marcos de
referencia que no tienen movimientos uniformes unos respecto a otros? Existen regiones finitas del espacio
en las cuales, respecto a un marco de referencia convenientemente elegido, las particulas materiales
se mueven libremente sin aceleracién y en el cual las leyes de la teoria especial de la relatividad se
cumplen con notable exactitud. El principio de equivalencia entre masa inerte y masa gravitatoria exige
que al considerar dichas regiones podamos hacer uso de sistemas de coordenadas que, respecto a los
inerciales, estan dotados de aceleraciones y de movimientos rotatorios pero en cuanto lo intentemos nos
encontraremos en conflicto con la interpretacion fisica del espacio y del tiempo a la cual llegamos mediante
la teoria especial de la relatividad.

De acuerdo con el principio de equivalencia, si K’ es un sistema de coordenadas cuyo eje z’ coincide
con el eje z del sistema de coordenadas K y que gira alrededor de este eje con una velocidad angular
constante, K’ debe también considerarse como un sistema en reposo respecto del cual existe un campo
gravitatorio (campo de fuerza centrifuga y fuerza de Coriolis). Podemos concluir que el campo gravitatorio
influye sobre las leyes métricas del continuo espacio-tiempo y, en presencia de un campo gravitatorio, la
geometria que rige la configuracién de cuerpos rigidos ideales es no euclidiana.

Gauss resolvio esta dificultad introduciendo coordenadas que eran arbitrarias, aun cuando estaban
relacionadas con las propiedades métricas de la superficie para la cual se usaban. Nos mantendremos
fieles a la relatividad introduciendo coordenadas arbitrarias para cualquier sistema tetradimensional que
sean covariantes respecto de transformaciones arbitrarias; puede desarrollarse la geometria necesaria
(sobre una superficie continuamente curvada) al considerar que una porcién infinitamente pequena puede
considerarse como plana con errores infinitesimales. Asi, para cualquier regién de la superficie tenemos:

ds® = gi1dr1® + 2g12dr1dT + goadro®

donde g11, g12 ¥ go2 estan determinadas por la naturaleza de la superficie y la eleccién de coordenadas.

Existen relaciones analogas en el continuo tetradimensional espacio-tiempo puesto que en las pro-
ximidades inmediatas de un observador que cae libremente en un campo gravitatorio no existe campo
gravitatorio. Por lo tanto, podemos considerar una regién infinitamente pequena del espacio-tiempo,
quedéndonos

ds® = dx1? + dus? + das? — dxo®.

A pesar de esto, las regiones espacio-temporales de extension finita no son, en general, galileanas, de
modo que no puede eliminarse un campo gravitatorio mediante una eleccién conveniente de coordenadas
en estas regiones pero el invariante ds existe siempre para dos sucesos proximos del continuo y puede
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expresarse mediante coordenadas arbitrarias cualesquiera como:
2 v
ds* = g datdz”, (1.1)

donde las funciones g,,,, conocidas como tensor métrico, describen, respecto al sistema de coordenadas
arbitrariamente elegido, las relaciones métricas del continuo espacio-tiempo y también el campo gravita-
torio. Es una herramienta matematica que nos dice como calcular la distancia entre puntos de un espacio
dado y para la entidad tetradimensional conocida como espacio-tiempo, el tensor métrico necesita diez
componentes independientes.

En el continuo tetradimensional de la teoria especial de la relatividad la trayectoria del movimiento
rectilineo uniforme es equivalente a una linea recta en el espacio real. La generalizacién més simple de
esta linea, compatible con el sistema conceptual de la teoria general de Riemann de los invariantes, es la
que conduce a la linea geodésica. En consecuencia tendremos que suponer, en el sentido del principio de
equivalencia, que el movimiento de una particula material que sélo esta sometida al campo gravitacional
se halla descrito por la expresion

d?zt " dz? dx’
dr? A dr dr
donde as I'{ | son conocidas como «simbolos de Christoffel»>. Supondremos que la linea de mundo de una
particula que no esta sujeta a ninguna fuerza, excepto la gravitacional, es una geodésica de tipo temporal.

Notemos que si multiplicamos la ec. (1.2) por —m, el segundo término puede ser interpretado como las

fuerzas gravitacionales y las componentes del tensor métrico g, juegan el rol del potencial gravitacional

=0, (1.2)

clasico debido a que los sAmbolos de Christoffel son proporcionales a las derivadas del tensor métrico

pues estédn definidos como:
1 89,,)\ 8gua 89)\0
Y = —gh — . 1.3
Ao = 99 (83@” * oz Oz (13)

n BT
Estos cumplen que Iy, = I A . . . . _

En un espacio plano, si derivamos cierta cantidad dos veces seguidas, no importa el orden; sin embargo,
en general, lo anterior no se cumple para derivacién covariante en un espacio curvo. A pesar de ello,
gracias a que los simbolos de Christoffel son simétricos en los indices inferiores, no importa el orden en
que tomemos sus derivadas. Ahora, tomando la derivada covariante de cualquier vector contravariante
A% y derivamos este resultado obtenemos, después de varias operaciones[2],

o p P P A TP A _ AaDp
AY O, = O, + T\ Th, =T\ s | = AR,
es decir,
p P _ p P TA _TP TA
Rcr,uu - aurua al/rya + Fu)\rua Fu)\rya

que es conocido como el «tensor de curvatura» o «tensor de Riemann». Vemos que depende sélo de los
simbolos de Christoffel y sus derivadas. En un espacio plano, como las componentes del tensor métrico
son constantes, las componentes del tensor de curvatura seran todas cero; en cambio, en un espacio curvo,
el tensor no serd cero y el tensor representara la curvatura del espacio.

Las leyes que rigen el campo gravitatorio tienen su andlogo con la ecuacién de Poisson de la teoria
newtoniana. Esta ecuacién se fundamenta en la idea de que el campo gravitatorio tiene su origen en
la densidad p de la materia ponderable y resulta similar en la teoria general de la relatividad. Si es
asi, la generalizacién tensorial de la densidad estd dada por el tensor de energia-momento. El potencial
gravitacional debe ser una ecuacién tensorial de g, el tensor métrico; ademas se quiere que el tensor
sea simétrico que sea de segundo orden en las derivadas de la métrica. Todos estos tensores diferenciales
pueden formarse algebraicamente a partir del tensor de Riemann y serdn de la forma

R, +aguwR
con o
Ry, =0Ty, — 882";“ + T, = ToTa, (1.4)
y
R=g""Ry,
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donde R, es una contraccién del tensor de Riemann conocido como el tensor de Ricci y R es el escalar de
Ricci. El aspecto mas 1til del primero de ellos es que es generalmente covariante, lo que significa que las
relaciones entre sus componentes permanecen constantes aunque hubiera cambios o rotaciones arbitrarios
en el sistema de coordenadas del espacio-tiempo.

Tomando a = —%, la expresién Ry, + ag,, R pasa a ser el tensor de Einstein:
1
G;Ll/ = R/J,D - ig/LDRﬂ

que siempre cumple que VG, = 0. Podemos entonces proponer

R, — %gWR = kT,
donde T},, representa el tensor energia-momento antes mencionado y x simboliza una constante vinculada
a la constante de gravitaciéon de Newton. El miembro derecho describe el movimiento de la materia en el
campo gravitatorio. La interrelacién entre los dos miembros muestra cémo los objetos curvan el espacio-
tiempo y cémo, a su vez, dicha curvatura afecta al movimiento de los propios objetos.

Ademas, sabemos que una importante prediccion de la teoria general de la relatividad es que un rayo
de luz que pasa cerca del Sol deberia ser deflectado debido a la curvatura del espacio-tiempo producida
por la masa del Sol. Si la concentracién de masa es muy grande, como se cree que ocurre cuando una
estrella muy grande agota su fuente de energia, y se colapsa a un pequefio volumen formando un agujero
negro, la curvatura del espacio-tiempo es tan extrema que toda la materia y la luz es atrapada por éste;
es aqui donde la métrica de Schwarzschild y, por consiguiente, su solucién a las ecuaciones de campo de
Einstein entran en accién.

1.1. Solucion de Schwarzschild

Por lo visto anteriormente, sabemos que en la geometria de Riemann, la geometria del espacio tiempo
puede describirse con una métrica dada por funciones g,, que dependen de las coordenadas del espa-
cio tiempo z°, 2!, 22 y 23. Entonces, en un sistema de referencia no inercial, el elemento de longitud
estard dado segun la ecuacién (1.1).

Teniendo como fin obtener la métrica de Schwarzschild para el espacio tiempo en el exterior de una
estrella que no rota, debemos tomar en cuenta que la simetria esférica implica que habra una distorsién

radial en el 3-espacio euclideo E®. La métrica de E® en coordenadas esféricas es
ds* = dr* + r* (d6? + sen®0d¢?) , (1.5)

donde 7 es la distancia desde el origen; 8, la inclinacién desde el eje polar; y ¢, el angulo azimutal. En un
espacio curvado con simetria esférica, el area de esferas sucesivas y paralelas, no aumentara necesariamente
como el cuadrado de la distancia. Los incrementos de la distancia radial tendrdn la forma general F'(r)dr
0, por conveniencia en los calculos, €22 dr [1]. La simetria esférica nos permite escribir la ecuacién (1.5)
como

ds? = A0 g2 — 2B gp? _ p2 (d6® + sen®0dg¢?) . (1.6)
Y al comparar con (1.1) tendremos que
goo = 62A(T), gi1 = *625(”, G922 = *7“2,
g33 = —7r2sen?, guwy =0 con p#v,
por lo que las entradas de la matriz inversa son
g0 = o 2AM) gl _=2B() 22 -2

g =—r"%sen%0 g¢" =0, pu#v.

Con estas componentes podemos calcular los simbolos de Christoffel, ec. (1.3), y podemos obtener asf las
componentes del tensor de Riemann:

R, =00, —9,I0 +TI" ), —T0.T),. (1.7)

ouv “w
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Al contraer el tensor de Riemann se obtiene el tensor de Riccei, ec. (1.4). Como es una métrica diagonal,
los tinicos componentes de este tensor seran:

2B’
Ry = A _ AR +A/2 o
Ry = _2A—2B (A// —A'B'+ A/2 + 2A/>
r
Roy = e 2B [1 +7r (A/ - B/)] —1
R33 = Roosen?0
R,, = 0 cuandop#v

donde las primas denotan d/dr.
Las ecuaciones de campo requieren Rz, = 0 para todos los indices, entonces Ry; = 0y Rgg = 0 llevan

a
AI/ 7A,B/+A/2 o LB/ — 762A723 <A// *AIB/+A/2+ M)

r r
y resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que A’ = —B’, lo que implica que

A=—-B+k, k=cte.

Haciendo uso de (1.6) y notando que con un cambio en la escala del tiempo, t — e F/2t, se absorbe la k
tendremos
A=-B = (14214 =1,

o bien,

K
24 24 _q _

r

(T€2A)/:1:>'f'€ =r4+cte=r—K = e

La constante K puede ser expresada en términos de la masa del cuerpo pidiendo que las leyes de
Newton se satisfagan a largas distancias donde el campo es débil [1]. Es decir, deberfamos tener ggg =
14+2¢p/c?, donde el potencial tiene el valor newtoniano ¢ = —GM /r. Asf K = 2GM/c?, cuyas dimensiones
son de longitud y es conocido como el radio gravitacional r, del cuerpo: r, = 2GM/c%.

Y, sustituyendo en la ecuacién (1.6), hemos obtenido la métrica de Schwarzschild:

ds* = (1 - 7”79) dt* — (1 - 7;—g>_1dr2 — 7% (d6® + sen®0d¢?) . (1.8)

En una situacién normal, el radio fisico 7, del cuerpo central es mucho mas grande que 4 y el campo
descrito por la métrica de Schwarzschild es valido sélo para r, < r. Pero es posible, en astronomia, que
el cuerpo esté en un gran estado de compresién tal que 7, < rg, lo cual se conoce como agujero negro de
Schwarzschild. El cuerpo central ocupa la regién r;, < ry, donde no es valida la métrica de Schwarzschild;
para 7, < 7 < ry no hay materia y se supondria que la métrica se aplica y para r, < r, funciona sin
dificultad. En la frontera, donde r = 4, el coeficiente de dt? vale cero y se tiene un valor infinito para el
coeficiente dr?, lo que constituye una singularidad [2].

La singularidad r = 7, es debida a las coordenadas elegidas y significa que el campo g se vuelve
infinito. Un campo ¢ infinito en una métrica estatica quiere decir que una particula que permanece en
reposo debe tener una aceleracién propia infinita, es decir, debe ser un fotén. La frontera r = r, es el
horizonte de eventos, el cual oculta el interior de un agujero negro para cualquier observador fuera de él
que se encuentre en el espacio-tiempo; una vez que cualquier sefial (o algin observador) haya cruzado el
horizonte de eventos no hay forma de salir del agujero negro: ninguna senal puede viajar hacia afuera, sin
embargo, el efecto del agujero negro sigue notandose en los alrededores debido a los efectos gravitacionales
de éste. [2].

1.2. Relacién con los agujeros negros

Consideremos una estrella esféricamente simétrica de radio r4. El campo gravitacional de la estrella es
representado por la solucién de Schwarzschild para r > ry. Durante su periodo de vida, la estrella genera
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Fg=T

Figura 1.1: Métrica de Schwarzschild en diferentes regiones alrededor de una distribucién de materia esféricamente
simétrica. En las coordenadas de Schwarzschild, los conos de luz parecen cerrarse conforme nos acercamos a 7.

energia mediante fusién nuclear en su interior. El hecho de que la estrella no se colapse debido a la gravedad
es producto de la presién de la materia y la energia que emergen del interior. Cuando el combustible
nuclear se agota, la estrella se contrae y, si es suficientemente masiva, las fuerzas gravitacionales superan
la presién y la estrella se colapsa a un punto de densidad infinita en r = 0. El resultado serd un agujero
negro cuyo radio estA] determinado por 7.

Fuera de la estrella, la métrica estd dada por la solucién de Schwarzschild y la superficie nula r = r,
aparece en el exterior de la estrella como la historia de un destello de luz emitida desde el centro de la
misma. Si imaginamos un punto en la superficie de la estrella emitiendo destellos igualmente espaciados,
entonces éstos seran vistos por un observador distante cada vez mas separados en el tiempo, de forma que
el destello emitido cuando la superficie cruza r = ry estard retrasado infinitamente. Ademads, el destino
de la estrella después de que cruza esta superficie es completamente inaccesible para un observador que
permanece en el exterior [3]. De lo anterior podemos decir que ninguna particula puede cruzar la superficie
r = r4 viajando de dentro hacia afuera, lo que significa que cualquier observador en la regién r > r, no
puede recibir informacion de los eventos que ocurren dentro de ésta.

Mientras que un observador en el exterior nunca ve a la estrella cruzar el horizonte de eventos, el
corrimiento al rojo gravitacional hard que la estrella se vuelva obscura a una velocidad exponencial
conforme se acerque al horizonte de eventos. Sin embargo, como la métrica externa es la solucién de
Schwarzschild, los planetas pueden seguir en érbita de la estrella colapsada puesto que ain se siente su
influencia gravitacional. En este estado, la estrella se ha convertido en un agujero negro. Una vez que
haya cruzado el horizonte, cualquier linea de mundo encontrara, inevitablemente, la singularidad r = 0.
Cualquier observador que siga esa linea de mundo seria destruido por las intensas fuerzas de marea cerca
de la singularidad [3].

1.3. Geodésicas y sus desviaciones

Las trayectorias de particulas con masa que se mueven en la vecindad de un objeto esférico masivo
estdn dadas por geodésicas. Las ecuaciones (1.2) expresan la influencia de la gravedad sobre la particula
material: todo el primer miembro de esta ecuacién tiene un cardcter tensorial (respecto de cualquier
transformacién de coordenadas) pero los dos términos de dicho miembro, considerados por separado, no
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r=10 =

Figura 1.2: Un rayo de luz (o una particula masiva) no tiene impedimento en alcanzar el radio r = r4 pero un
observador muy lejano nunca podré decir si es asi. Si este tltimo permanece fuera del agujero negro mientras un
cuerpo cae dentro del mismo y manda algin tipo de senal durante su recorrido, el observador sélo vera que las
seniales llegan cada vez més lentamente.

tienen tal caracter. Andlogamente a lo que sucede en las ecuaciones de Newton, d%; = —g"”®, el segundo
término en la ecuacién de la geodésica deberia considerarse como la expresion de la fuerza gravitacional,
como se menciond antes.

Ahora, una geodésica estd determinada cuando damos un punto P en ella y la direccién de la recta
tangente en este punto. En este caso, en el que consideramos sé6lo el espacio en el exterior del cuerpo
central, el punto P y la direccién de la tangente a él definirdn, junto con el centro de simetria O, el
plano del espacio tridimensional y serd un plano de simetria de este espacio. Sin embargo estas geodésicas
tienen que ver con la parte espacial para r > 74 y con la parte temporal para r < r,. El vector tangente
de la geodésica no puede cambiar de un vector temporal a uno espacial por lo que tendremos que las dos
regiones (r > rg, y r < r4) no se unen suavemente en la superficie r = ry [4].

Tomando los simbolos de Christoffel que no son cero podemos encontrar las componentes de la ecuacién

(1.2), que es la ecuacién de la geodésica:

2r 1, (dr\®  (dON? L, (do\® 1., ,[dt\?
2~ 2" (dT) o (dT) o Sene(m) 2 (dT) =0
d20  2dr df de\?

S+ 22 _genfeost (=) =0
arz T rards S <d >
d2<p+2dr dp | 2cos0 df dp

<

ds2 ' rdrdr ' senf dr dr
d?t dr dt

— 4+ —-—=0

dr? dr dr

Sin embargo, esto podria significar que necesitamos calcular primero los 40 sihbolos de Christoffel
. ’ . , . . H v s
para hallar las ecuaciones de las geodésicas, pero no es asi. Si consideramos L = gw%%, la ecuaciéon

(1.1) serd la ecuacién de Euler-Lagrangel[4],

d oL oL

dr 0 (dzr/dr)  dxt 0.

de forma que que podemos obtener los simbolos de Christoffel a partir de la ecuacién de la geodésica.
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1.3.1. Desviacion

En un espacio curvado deja de cumplirse la propiedad de la geometria euclidiana que asegura que
si dos rectas son paralelas inicialmente continuaran siendo paralelas para siempre; en una esfera, por
ejemplo, geodésicas inicialmente paralelas al meridiano se cruzaran en algin momento. Para ver esta
condicién partimos de curvas geodésicas inicialmente paralelas y observamos cémo se comportan mientras
las recorremos.

Primero consideremos una familia de geodésicas que sean paralelas en un punto dado definidas por un
solo pardmetro v,(7), donde 7 es un pardmetro afin a lo largo de una curva; la coleccién de estas curvas
define una superficie suave de dos dimensiones. Las coordenadas en esta superficie se escogen como 7y s
de forma que siga una familia de geodésicas que no se crucen [4][3]. Toda la superficie es el conjunto de
puntos z% (7, s) y toda la familia de geodésicas estéd caracterizada por la ecuacién

Ox® (1, 8) o Ozt Ox”
T + FHV (a: (T, 8)) 87— 87‘ = O (19)

que debe satisfacerse para toda 7 y s dentro de un rango especifico. Para cada valor fijo de s, obtenemos
la ecuacién de la geodésica correspondiente a dicho valor, donde s etiqueta a las diferentes geod A(©sicas.
Mas atin, tenemos dos campos vectoriales naturales: los vectores tangentes a las geodésicas,

dx® (7, s)
* =—" 1.10
g (r) = (1.10)
y los vectores de desviacién
dz® (1, 8)
o — J 1.11
0" () = S0, (111)

donde n® (7) es un campo vectorial contravariante a lo largo de v que mide el desplazamiento infinitesimal
de geodésicas vecinas a -y conforme 7 cambia.

¥s(T)

Figura 1.3: Un conjunto de geodésicas 7s(7) con vectores tangentes £*. El campo vectorial n® mide la desviacién
entre geodésicas cercanas.

La forma en que n® (7) varfa con respecto a 7 estd determinada por la relacién fundamental conocida
como la desviacion geodésica 2] [4] [3]

D*n* (1)

Doa = s (@ (1) €€’ (1.12)

que expresa que la aceleracion relativa entre dos geodésicas vecinas es proporcional a la curvatura; es
decir, que la aceleracion con la se que separan estas geodésicas es proporcional a la curvatura del espacio
tiempo. Fisicamente, esta aceleracién es interpretada como una manifestacién de las fuerzas de marea
gravitacionales.




Capitulo 2

Resolviendo el problema

If only it weren’t so damnably difficult to find exact

solutions!
Albert Einstein

Para la métrica de Schwarzschild, las componentes del tensor métrico que son distintas de cero son:

goo = *(1*7;9)
.

roN—1
w12

r
g22 = r?

g33 = 7rsen’d

De modo que la lagrangiana estara dada por:

Gpuw dr dr

2 2
(1 Te) (& _Te\H(dr
(1 r)<d7> +(1 r) dr
o\ > do\?
o AU 2.2, 4P
+7r (dr) +r Senﬁ(dT).

L =

Esta no representa la lagrangiana de un fotén porque, si asi lo fuera, L seria cero.

De la ec. (2.5) obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrage:

oL (o)
ot dr 8(%) o

oL o )
or dr \ 0(4%&) B
oL o\
90 dr\o(£))
oL d (oL \ _ |
96 ' dr a(jﬁ) o

(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)

2.
2.

(2.6)
(2.7)

(2.8)

(2.9)
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., 9
De la ecuacién (2.6), como %E =0,
d 0L d dt
= — = — [-2(1-— 2.1
0 dr (8($)> dr [ ( ) dT:| (2.10)
ro\ d2t  2r, dt dr
= 214y = _ 9=
( r ) dr2 r2 drdr
d2t ro\ " Lr, dt dr
_ 1 _Ta\ 'rg dtdr 2.11
0 dr? * ( T ) r2 dr dr ( )

Para la ecuacién radial, ec. (2.7), tendremos:

0 — _aiL_f_i 87[/
B or dr 8(;[—:)

2 2 2
To (AN o (AN 5 n2e( 20
2 (dT) 27‘<d7_ 2rsen”6 i
d?r Ty rg\ L[ dr 2 Tg dt\
= 0= -550-7) <d7> g (1-7) <d7>
do\ > ) do
—r( - —) <d7_> — rsen 0( ) (d’]’) (2.12)

De la ecuacién (2.8) tendremos:

oL d [ 9L\ 9|, o, (dp\?|  d [, ,db
0 = _89+d7<8(flf_)>_ aa[rsen9<dT> +d 2r I (2.13)

de\? d26 dr dé
=  —2%s 50 — ol —— 4 dr— —
r ben9c059<dT) + 12 + T

d*0  2dr db

do\?
= OdJrrdesenf)cosf)(dT). (2.14)

Y de la dltima ecuacidn, ec.(2.9), como % =0,

_aflo \_a o
0 = E (a(dd))> = dr <2rzsen29d7_> (215)

20 2¢ d¢
dr? d
d>¢ 5 €08 0dpdd 2d¢dr

a9 caear 2.1
d7'2Jr sen9d7d7'+rd7'dr (2.16)

4r? sen 6 cos Hﬁ + 4rsen? Gﬁ
dr dr

— 0:

10
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Asi, comparando las ecuaciones (2.11), (2.12), (2.14) y (2.16) con (1.2), los simbolos de Christoffel

seran:

y todas las demads son cero.

o _Tg Tg
= 25(1-2)
r

T'g

Il = —(1 -
1 2r2

I%Q:—r(l—r—g>

1 _Tg T'g
Tho =55 (172
Ty
T

r
r
Iy, = — rsen?d ( — —q)
r
1
1‘\2 _- — 1‘\2
12 = 21
I'Z, = —senfcosf
1
s, == =r3
31 = 13
3 _ cosf 3
32 23

sen 6

Al sustituir los simbolos de Christoffel en la ecuacién (1.7) tendremos que las componentes del tensor
de Riemann correspondientes son:

=0, — Tty 1y + Ty T =

-1
r r

9 9\ _ _po
*3(1 - *) =—R"10
r r

r
= _arr(l)() - 1—‘(1)01—‘%1 + 1"(1)01"81 = 79 (1 - 79) = _R1010

3

.
=TI = —% = —R%30

= —Tgl% = —2% (1 - %g) = —R%020

=T5T9, = —;—isen29 = —R%3

= —Tgl'3; = —2% (1 - %g) = —R’n30

= 0,T}, — TLT3, + TL,TL = —%senQH = —Rlyy

=0,I'ly — '3, + 5,y
= 0,y — 315, + gy, =

=0,I'7, —I'3,I'}, + 5,1, =

= 0pT33 — 33155 + I3l = 2

= 0pT'53 — Tgol3;) + 5515, =

r
r
g __ Rl
—-— = —1U22
2r
-1
Lo (1) Ly,
23 r
r
gsen29 =—-R 332
r
T q
g 3
—— = —R’33
r

(2.17)
(2.18)
(2.19)
(2.20)
(2.21)
(2.22)
(2.23)
(2.24)
(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)

Pero usando que R.gys = ganli"gys podemos reescribir las componentes del tensor de curvatura

11
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como:

T
Roi01 = —;g (2.29)
r T
Roono — -9 (1 9) 2.30
oaon = 22 (1= (2.30)
Rosos = =2—sen0 (1 - Lg) (2.31)
2rrg T
_ Ty 2 g
R1313 = 2rsen 0 (1 ” ) (2.32)
r re\ 1
Rig12 = —ﬁ< 79) (2.33)
Ro303 = rgrsen29. (2.34)

Ahora necesitamos encontrar la ecuacién de la geodésica y, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange
obtenidas anteriormente, tendremos que de la ecuacién (2.10)

o= (o) = [0

dr
dt
— (1 — r—g) — = cte
r/ dr
dt cte e

Esta primera integral de la ecuacién de la geodésica esta relacionada con la conservacién de la energia
de una particula moviéndose en un campo independiente del tiempo siempre que consideremos € como la
energAa.

De la ecuacién (2.15), como (% =0,

O=i 76L :i T286n29@
dr 8(3—‘#) dr dr
= 2 sen29fl—¢ = cte
T
d t l
:>7gz5_ cte

dr  r2sen?f  r2Zsen2d

Esta ecuacién es, esencialmente la ley de conservacién del momento angular de la particula al relacionar
[l con el momento angular de la particula. Tal ley de conservacién es valida de forma maés general para
cualquier campo que tenga un eje de simetria.

De la tercera ecuacion, (2.13), tendremos:

OzaL_d(%)
00  dr 8(%)
) dp\> d [ ,db
=r sen@cos@(dq_) _dT(T d’T’)
Pcot d [ ,db
:rzsen29_d7<r d’]’)
. d<r2d9>: 1% cot 0
dr dr 72 sen 20

12
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Y para resolver la ecuacion radial es preferible aprovechar que L se conserva, entonces:
(- (& 2+(17“g)—1 dr)”
r dr r dr
2 Ry
(=) () (D) (2
( r ( (1-1"2) > + r dr

y suponiendo —mg2 = —1 nos quedars

- (F) =-0-3)
dr Tg

=4,z 142
dr € +7’

Con lo anterior, podemos construir la base ”propia” del observador, eé‘a), cuyos vectores base estaran

dados por:
dt dr
e(O) = (d7’7 d7_7070)

€(1) = (a7 b,0, O)
ey = (0,0, 4,0)
€(3) = (07 07 Oa B)

y deberan cumplir las siguientes condiciones:

g#,,efo)e’(jl) =0 (2.35)
gm,el(‘l)e’(’l) =1 (2.36)
gﬂue’{O)e’(O) =-1 (2.37)
g#u€(2)€l(/2) =1 (238)
Guve(z)€(s) =1 (2.39)
Luego, con las condiciones (2.35) y (2.36) tendremos:
dt dr
0 = gooefp) € (0€(1) = 00—~ —b 2.40
900€(0)€(1) T 911€(0)€(1) = Joo dTaJrngT ( )
1= gooe(r)e(1) + g11e(rye(r) = gooa” + guib? (2.41)
Resolviendo el sistema de ecuaciones nos queda que
e2—-1+2
a = ZEW y b= *e
Ademas, de las condiciones (2.38) y (2.39):
1= g22622 622 = gpA? = A= :I:1
@€ .
1
_ 3 .3 _ 2 _
1 = 9336(3)6(3) = gggB — B = :I:rsene

13
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De forma que los vectores base seran:

e) = r), +4/e2 +900> iNOO)
Q
\/ + 72 N
4¢.0,0 :(iTie,o,o)

w= = %)

T

1
6(2 = <0’0’i7"70)
‘@ = <0 0,0 irsen@)

tomando

para simplificar los CAilculos.
Elijamos 6%2) y 6?3) de forma que ambos sean positivos cuando r y sen @ lo sean. Luego, e%o) es negativo

puesto que r disminuye conforme 7 crece. Asi, para que la ecuacién (2.40) se satisfaga, a y b deben tener
signo contrario; como 6%0) depende de dr/dr y éste es negativo, elijdmosla de forma que a sea positiva,
lo que implica que b sea negativa. Con estas condiciones, obtendremos que los vectores base son:

€0) = (%a 7N7070)
N
€(1) = <T7_57Oa0)
1
6(2) = 0707 ;,0

1
‘@ = (0 0.0, rsen@)

Resta calcular el cambio de base del tensor de curvatura que ya tenemos y, para ello usamos que
Ry )0 (o) = Ragrs€{n €0, el (2.42)

Entonces, sustituyendo las componentes (2.29) - (2.34) y usando las relaciones para los vectores base
n (2.42) tendremos:

Roymom = —%=R<1><o><1><o> (2.43)
Ro@oe = %=R<2><0)<2>(o> (2.44)
Ry = %:R(s)(oxs)m) (2.45)
Roeme = ~5h =Romeo (2.46)
Roy@me) = —%—Rw)(l)(sxl) (2.47)
Reye)ee) = %23(3)(2)(3)(2) (2.48)

Notemos que las componentes (2.43) - (2.48) del tensor de curvatura vistas desde el marco de referencia
del observador no tienen algo de especial; la tinica singularidad serd en r = 0. Ademds, estas componentes
no dependen de las condiciones iniciales (no dependen de ¢).
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CAPITULO 2. RESOLVIENDO EL PROBLEMA

Figura 2.1: Representacion del cambio de base. Los ejes en azul representan el marco de referencia formado
por la nueva base y el rojo, el formado por la base original.
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2.1. Analisis

Para ver los efectos de la desviacién de las geodésicas, tomemos la ec. (1.12) y sustituyamos las
componentes del tensor de Riemann que hemos calculado:

D2y (7
DT27( Lo R eV
r
= TeOg0y® (2.49)
D (r
DTZ() = —R® 0 EQE0n® — R ) 1y WDy
- o [—5“”5(0)77(2) +£(”€“)n‘2)} (2.50)
2r
D) (7
DTz(*) = B0 0@ 7€ = RO 1))@ VD0 — R ) )2 @e @
T
- = [_§<o> £Op3) 4 1)) _ 5(2)5(2)77(3)] (2.51)

Sin embargo, —c? = g,5E*¢P, entonces £(°) = ¢ y todas las deméds £() son cero porque, de la ecuacién
(1.10), vemos que & es tangente a la geodésica del observador. Tomando en cuenta esto, las desviaciones
son:

Dzn(”(T) Tg 2
Z 0 A 19 .2,(1) 2.59
Dr? PO (2.52)
D277(2) (1) g 2
Z— 1 ) 9:2,(3) 2.53
D72 21 (2.53)
D277(3) (1) Tg 2
= _9 (3 2.54
D72 21 (2.54)

La ecuacién (2.52) muestra que en la direccién radial (porque eM es radial) existe una aceleracién
con la que dos particulas que viajan con el observador tenderian a alejarse, mientras que las otras dos
ecuaciones muestran que, en las direcciones perpendiculares a la direccién radial, hay una aceleracién que
tiende a acercar a estas particulas en las direcciones angulares.

Para tener una idea de qué tan grandes son estas aceleraciones, pensemos en un agujero negro de
cinco masas solares, es decir, 28M ~ 15km. Si r es del orden de este radio gravitacional entonces

62
2
D) rg ooy 15km (o 5 km U 133X 10° g
Dr? r (15 km )® 52 ’

con 7)) tendiendo unidades de longitud.
Las otras dos aceleraciones serdn la mitad de la radial (y en direccién perpendicular a ésta) pero, a
pesar de ello, seguirdn siendo muy grandes.
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vectores
representando las
desviaciones

Figura 2.2: Fuerzas de marea en un campo gravitacional de simetria esférica.
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Conclusiones

Las ecuaciones (2.52) - (2.55) muestran que, desde el marco de referencia del observador, dos particulas
que caen con él, estaran aceleradas tanto en la direccién radial como en las perpendiculares a la radial
pero los signos nos muestran que, en la direccion radial, esta aceleraciéon separard a las particulas y,
en las direcciones perpendiculares a la radial, la aceleraciéon que sentiran las particulas serd atractiva.
Ademsds, que una sea el doble de las otras, nos lleva a concluir que la aceleracién radial serd mayor que
las aceleraciones perpendiculares a ésta.

Vemos que los efectos experimentados por el observador que cae libremente en forma radial a un
agujero negro sin rotacién no es alguno en especial debido a que serd un efecto gradual: conforme nos
acerquemos a la singularidad (r = 0), estas aceleraciones serén mayores.
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