
BENEMÉRITA UNIVERSIDAD
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Introducción

En las últimas décadas han surgido diversos problemas en las grandes ciudades

debido a la expansión poblacional y su fortalecimiento en sus economı́as median-

te crecimiento industrial. Datos de ”Population Pyramid”muestran por medio de

una pirámide poblacional, el crecimiento de la población en el mundo, que hasta

el año pasado fue de 7 349 472 000 habitantes y se estima que para el año 2020

se cuente con una población mundial de 7 758 156 000, ver [33]. En esta misma

página se muestra que la población en México el año pasado, fue de 127 017 000

habitantes. Uno de los problemas graves en los páıses desarrollados o en v́ıa de

desarrollo, es la contaminación ambiental. Los 10 páıses que presentan mayores

niveles de contaminación son, de mayor a menor: China, Brasil, Estados Unidos,

Indonesia, Japón, México, Rusia, Australia y Perú, ver [47].

Según las últimas estimaciones de la Organización Mundial de la Salud (OMS)

sobre la carga mundial de morbilidad, la contaminación del aire exterior e in-

terior provoca unos siete millones de defunciones prematuras, ver [31]. Nuestro

páıs está dentro de los páıses más contaminados por poseer varias ciudades con

problemas graves de contaminación del aire, entre ellas la Ciudad de México, Gua-

dalajara, Monterrey, Puebla, Toluca, entre otras, ver [10]. Las investigaciones en

nuestro páıs respecto a este tipo de contaminación son diversas en varios sentidos,

desde conocer las tendencias de los contaminantes qúımicos mediante modelos

matemáticos, ver [5], [2], [19], [20], [42], hasta promover la reducción de dichos

contaminantes mediante poĺıticas ambientales, ver [40], [42].

Analizar los datos reales del medio ambiente, como suelen ser: contaminantes

qúımicos, f́ısicos, meteorológicos y otros, resulta ser un trabajo no tan sencillo

como pareciera en los modelos matemáticos, pues se deben verificar los supues-

tos y tener las bases de datos en forma adecuada para la aplicación. En algunos

análisis matemáticos y/o estad́ısticos generalmente se verifican las distribuciones

resultantes de las estimaciones, sus parámetros, residuales, intervalos de confianza,

entre otras. Muchas veces depende si en la literatura ya se cuentan con pruebas

estad́ısticas fundamentadas. También es importante decir que al elegir un modelo
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hay un proceso iterativo que no se dice, pero se realiza, por ejemplo cambiando los

modelos para lograr un modelo que prediga o infiera de la mejor forma, teniendo

rasgos y propiedades que al investigador y al estad́ıstico le ayuden.

Cuando trabajamos modelos teóricos-matemáticos, el investigador propone condi-

ciones, va creando teoŕıa y por medio de la simulación y programas construidos

con esas condiciones verifica si se cumplen o no. Estos modelos tambien requieren

de mucho análisis y conocimiento previo del problema de interés.

Una parte fundamental de los estudios relacionados a la contaminación at-

mosférica, es resultado de las poĺıticas ambientales que gúıan a cierto páıs o región.

Entre ellas los ĺımites permisibles al grado de concentración que se encuentran pre-

sentes en el ambiente de cierto contaminante (umbrales1) y los métodos de recabar

información (datos), que permitan tener mejores resultados.

La OMS ha realizado recomendaciones sobre los niveles adecuados que deben de

mantenerse en los páıses y actualmente se ha construido un mapa por continentes

mostrando los sitios en donde se rebasan. Un estudio dado por el Instituto Me-

xicano para la Competitividad (IMCO) presenta que el número de muertes por

contaminación en México al año es de 5,065 defunciones. Un organismo no guber-

namental británico llamado Clean Air Institute (ONG) realizó un estudio sobre

los niveles de contaminación de 21 ciudades con más de un millón de habitantes

de Latinoamérica, algunas de ellas en México son Guadalajara, Monterrey, Puebla

y la Ciudad de México (D.F.), donde la mayor concentración de contaminantes

atmosféricos se da en la Ciudad de México (D.F.), ver [14].

La ciudad de Puebla al considerarse como la cuarta ciudad con crecimiento

poblacional y desarrollo industrial en el páıs, empieza a presentar problemas cau-

sados por la contaminación atmosférica. Estudios como el Progama de Gestión de

Calidad del Aire del Estado de Puebla (PROAIRE) 2012-2020, ver [42], sugieren

que si los estándares ambientales fueran más estrictos se reduciŕıan en gran can-

tidad las enfermedades causadas por el aire que se respira, y esto traeŕıa como

consecuencia una disminución en el gasto corriente en materia de salud. Este mis-

mo estudio analiza el panorama en el que se encuentra el Estado de Puebla en

1Concepto teórico para la concentración de una sustancia que representa la transición entre

la exposición máxima que no produce efectos adversos y la exposición mı́nima que produce un

efecto adverso bajo condiciones definidas.
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cuanto a contaminación ambiental hasta el año 2009 en términos generales.

Tomando en cuenta los trabajos Álvarez et al. y Achcar et al. (2005, 2008,

2011), ver [3],[4], [1], y centrados en el trabajo Achcar (2012), ver [2], donde se

realiza una comparación de diferentes funciones de riesgo para un proceso Poisson

no homogéneo, aplicado a datos máximos de ozono obtenidos a partir del sistema

de monitoreo atmosférico de la Zona Metropolitana del Valle de México (ZMVM).

En [2] también se aborda el método bayesiano para hallar la estimación de los

hiperparámetros considerando puntos de cambio.

Se hará un análisis semejante utilizando los datos de Ozono de la Ciudad de Puebla

de las cuatro estaciones de monitoreo de la Ciudad de Puebla en el periodo de 2001-

2009 usando diferentes funciones de riesgo en un proceso Poisson no homogéneo.

En el trabajo se plantean los siguientes puntos.

Utilizar algunas funciones de riesgo para un proceso Poisson no homogéneo

que se presentan en el art́ıculo Achcar et al. (2012), ver [2]. Las funciones de

riesgo son:

• Función de riesgo de Weibull

• Función de riesgo Musa-Okumoto

• Función de riesgo Goel-Okumoto

• Función de riesgo Goel-Okumoto generalizada

• Función de riesgo Weibull-Geométrica

Utilizar el punto de vista Bayesiano para estimar los parámetros presentes

en los modelos considerados.

Utilizar un programa en R y/o Winbugs para estimar los parámetros del

modelo Bayesiano.

La tesis está dividida de la siguiente manera: en los primeros caṕıtulos se da teoŕıa

que es necesaria para entender el problema y su modelación matemática y en los

subsecuentes se describe método propuesto y la solución, cabe destacar que el tra-

bajo presente solo es una aproximación al fenómeno f́ısico estudiado. En el primer
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caṕıtulo se dan conceptos básicos importantes relacionados con cadenas de Mar-

kov. En el segundo caṕıtulo se dan definiciones acerca de los procesos Poisson tanto

en el sentido homogéneo como el no homogéneo, también se da una pequeña intro-

ducción referente a modelos con puntos de cambio. Se presentan algunas funciones

de tasa interesantes para nuestra modelación. En el tercer caṕıtulo se dan definicio-

nes importantes de la inferencia bayesiana y se explica el método para calcular las

constantes de proporcionalidad que se requieren para identificar la distribución a

posteriori de los modelos. Finalmente, el cuarto caṕıtulo se desarrolla la aplicación

del método propuesto para la contaminación por ozono en la capital de Puebla,

se conoce el estado en el que se encuentra la región de estudio. Posteriormente se

dan las conclusiones, algunas consideraciones que se hacen al momento de realizar

las corridas en el programa OpenBugs para estimar los parámetros, aśı como los

trabajos futuros a realizar.
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Caṕıtulo 1

Cadenas de Markov

En este caṕıtulo se presenta la teoŕıa relacionada con cadenas de Markov, que

corresponde al estudio de sucesiones de variables aleatorias, que toman valores en

conjuntos finitos o contables, llamado espacio de estados, y satisfacen la propiedad

de Markov. Además, se definen los tipos de estados que presenta una cadena de

Markov, que pueden ser recurrentes o transitorios. Aśı mismo, las caracteŕısticas

de una cadena que presenta distribución (es) estacionaria (s), ver [36]. En este

caṕıtulo se presentan algunas demostraciones, la mayoŕıa se pueden encontrar en

las referencias citadas, [7] y [15].

1.1. Cadenas de Markov

Definición 1.1 Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias

{Xt : t ∈ Θ} indexadas por un conjunto Θ, llamado conjunto de indices, este

conjunto puede tomar valores Θ = {0, 1, 2, 3, . . .} o Θ = [0,∞). El conjunto S en

donde son tomados los valores de las variables aleatorias, es llamado espacio de

estados. Este conjunto puede ser discreto o continuo.

Definición 1.2 Un proceso estocástico {Xt : t = 0, 1, 2, . . .}, con espacio de esta-

13



14 CAPÍTULO 1. CADENAS DE MARKOV

dos contable S, es llamado cadena de Markov, si cumple la siguiente propiedad:

P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn), (1.1)

x0, x1, x2, . . . , xn, xn+1 ∈ S, n ≥ 0. A esta propiedad se le conoce como propie-

dad de Markov.

La propiedad de Markov, dice que la distribución de probabilidad del valor futuro

de una variable aleatoria depende únicamente de su estado actual, siendo su pasado

irrelevante. En general, una cadena de Markov se puede presentar en términos de

una ecuación de la siguiente forma, ver [15]:

Xn+1 = F (Xn, ξn),

con F : S×R −→ S, una función que depende solo de Xn y S el espacio de estados

de la cadena, las ξn son variables independientes e idénticamente distribuidas.

Definición 1.3 La probabilidad de cambiar del estado x al estado y, dado que se

encuentra en el estado x, es decir,

P (Xn+1 = y|Xn = x), x, y ∈ S, (1.2)

se le conoce como probabilidad de transición, y es denotado por p(x, y)p(x, y)p(x, y).

Toda cadena de Markov empieza con un valor inicial. Tal valor inicial puede ob-

tenerse a través de una distribución, dada por:

π0(x) = P (X0 = x), x ∈ S, (1.3)

llamada distribución inicial de la cadena.

Definición 1.4 Una cadena de Markov se dice homogénea, si su probabilidad

de transición no depende del valor del tiempo n, es decir,

P (Xn+1 = y|Xn = x) = P (X1 = y|X0 = x). (1.4)

A la matriz P = (p(x, y))x,y∈S , se le conoce como matriz de transición y es una

matriz estocástica, es decir, cumple que:∑
y∈S

p(x, y) = 1. (1.5)
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En efecto, pues se tiene que:

∑
y∈S p(x, y) =

∑
(P (Xn+1 = y|Xn = x)) = P (

∪
y∈S{Xn+1 = y}|Xn = x) =

P (Ω|Xn = x) = 1.

La distribución conjunta de X0, X1, . . . , Xn se puede expresar en términos de la

distribución de transición p(x, y) y la distribución inicial π0.

Teorema 1.1 Sea X0, X1, . . . , Xn una cadena de Markov con distribución incial

π0 y distribución de transición p(x, y), entonces,

P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) = π0(x0) · p(x0, x1) · p(x1, x2)·, . . . , ·p(xn−1, xn).

Demostración 1.1 La demostración se realiza usando inducción sobre m. Para

m=1, usando la definición de probabilidad condicional, se tiene:

P (X0 = x0, X1 = x1) = P (X1 = x1|X0 = x0)P (X0 = x0).

= π0(x0) · p(x0, x1).

Asuma válido para m=n-1, es decir:

P (X0 = x0, . . . Xn−1 = x0) = π0(x0) · p(x0, x1) · p(x1, x2)·, . . . , ·p(xn−2, xn−1).

Ahora demostremos para m=n. Usando la regla del producto y la definición de

cadenas de markov se tiene que,

P (X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (Xn = xn|X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1)

P (X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1).

Ahora por ser una cadena de Markov, el lado derecho de la igualdad es:

p(xn−1, xn) · P (X0 = x0 . . . Xn−1 = x0),

finalmente, usando la hipótesis de inducción, se tiene que:

P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) = π0(x0) · p(x0, x1) · p(x1, x2), . . . , p(xn−2, xn−1) ·
p(xn−1, xn).
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Note que la distribución marginal de un estado y ∈ S, es dada por:

P (Xn = y) = P (Xn = y,
∪
x∈S

{Xn−1 = x}) =
∑
x∈S

P (Xn = y,Xn−1 = x)

=
∑
x∈S

P (Xn = y|Xn−1 = x)P (Xn−1 = x),

si se usa la siguiente notación, πn(x) := P (Xn = x), se tiene:

P (Xn = y) = πn(y) =
∑
x∈S

p(x, y)πn−1(x). (1.6)

1.1.1. Probabilidades de transición en n-pasos

La función de transición en n-pasos pn(x, y), denota la probabilidad de ir al

estado y, en n-pasos, dado que se inicia en el estado x, se define por:

pn(x, y) = P (Xn = y|X0 = x), (1.7)

con x, y ∈ S, donde:

1. Si n = 0, x, y ∈ S

p0(x, y) = δ(x,y), donde δ(x,y) = 1, si x = y, y es cero si x ̸= y.

2. Si n = 1, x, y ∈ S

p1(x, y) = p(x, y).

3. Mientras que para n ≥ 2, x, y ∈ S

pn(x, y) =
∑

y1∈S

∑
y2∈S . . .

∑
yn−1∈S p(x, y1)p(y1, y2) . . . p(yn−1, y)

Ecuación de Chapman-Kolmogorov

Para n,m ≥ 1, x, y ∈ S, se puede obtener pn+1(x, y), de la siguiente forma:

pn+m(x, y) = P (Xn+m = y|X0 = x) =
∑
z∈S

pn(x, z)pm(z, y).
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La expresión anterior se puede escribir:

pn+m(x, y) =
P (X0 = x,Xn+m = y)

P (X0 = x)

=
∑
z∈S

P (X0 = x,Xn = z,Xn+m = y)

P (X0 = x)
· P (X0 = x,Xn = z)

P (X0 = x,Xn = z)

=
∑
z∈S

P (Xn+m = y|X0 = x,Xn = z) · P (Xn = z|X0 = x)

=
∑
z∈S

P (Xn+m = y|Xn = z) · P (Xn = z|X0 = x)

=
∑
z∈S

pn(x, z)pm(z, y).

Observación 1.1 Otra forma de obtener P (Xn = y) es:

P (Xn = y) = P (Xn = y,
∪
x∈S

{X0 = x})

=
∑
x∈S

P (Xn = y,X0 = x)

=
∑
x∈S

P (Xn = y|X0 = x)P (X0 = x)

=
∑
x∈S

pn(x, y)π0(x).

1.1.2. Tiempos de alcance

Definición 1.5 Sea x ∈ S, definimos el tiempo de alcance como

τx = inf{n ≥ 1|Xn = x}, (1.8)

aśı, τx es una variable aleatoria.

Notación: Sea P (·|X0 = x) = Px(·) y E(·|X0 = x) = Ex(·).
De esta forma, la distribución de τx esta dada por:

Pu(τx = 1) = p(u, x)

Pu(τx = 2) =
∑
z ̸=x

p(u, z)p(z, x) =
∑
z ̸=x

p(u, z)Pz(τx = 1)

Pu(τx = 3) =
∑
z ̸=x

p(u, z)Pz(τx = 2),



18 CAPÍTULO 1. CADENAS DE MARKOV

y en general,

Pu(τx = m+ 1) =
∑
z ̸=x

p(u, z)Pz(τx = m).

Note que,

Pu(τx =∞) = 1− Pu(τx <∞)

= 1− ĺım
n→∞

Pu(τx ≤ n)

= 1− ĺım
n→∞

n∑
k=1

Pz(τx = k)

= 1−
∞∑
k=1

∑
z ̸=x

p(u, z)Pz(τx = k − 1).

Clasificación de estados

Definición 1.6 Sea ρxy := Px(τy < ∞), x, y ∈ S. En el caso que ρyy = 1, es

decir, la probabilidad de regresar al estado y, dado que inicialmente se encuentra

en el estado y es 1, entonces a y se le conoce como estado recurrente.

Cuando la probabilidad de no retorno es positiva, es decir, 0 < 1 − ρyy, entonces

a y se le conoce como, estado transitorio.

Observación 1.2 Si la totalidad de los estados de una cadena son recurrentes,

se dirá que la cadena es recurrente. Cuando todos los estados de la cadena son

transitorios, se dice que la cadena es transitoria.

Definición 1.7 (Cadenas Irreducibles) Una cadena de Markov se dice irredu-

cible, si todos los estados son alcanzables desde cualquier otro estado en un número

finito de pasos, esto es, para cualquiera x, y ∈ S existen n ≥ 0 y m ≥ 0, tales que

pn(x, y) > 0 y pm(y, x) > 0.

Sea N(y) = número de visitas al estado y ∈ S, es decir,

N(y) =
∞∑

n=1

Iy(Xn), (1.9)

donde,

Iy(Xn) =

1, si Xn = y,

0, cualquier otro caso.
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Note que N(y), es una variable aleatoria. La distribución de N(y) se expresa,

Px(N(y) ≥ 1) = Px(

∞∪
m=1

{τy = m})

= Px(τy <∞) = ρxy.

Px(N(y) ≥ 2) =
∑
m1

Px(τy = m1)
∑
m2

Py(τy = m2)

= ρxyρyy.

En general,

Px(N(y) ≥ m) = ρxyρ
m−1
yy , con m ≥ 1.

Entonces,

Px(N(y) = m) = Px(N(y) ≥ m)− Px(N(y) ≥ m+ 1)

= ρxyρ
m−1
yy − ρxyρ

m
yy

= ρxyρ
m
yy(1− ρyy).

Finalmente,

Px(N(y) = 0) = 1− Px(N(y) ≥ 1) = 1− ρxy.

Ahora, sea G(x, y) que denota la esperanza de la variable aleatoria N(y) dado que

la cadena de Markov inicia en el estado x, es decir,

G(x, y) = Ex(N(y)) = Ex

[ ∞∑
n=1

Iy(Xn)

]
.

Entonces, se tiene que:

G(x, y) =
∞∑

n=1

Ex(Iy(Xn)) =
∞∑

n=1

Px(Xn = y)

=

∞∑
n=1

pn(x, y).

A continuación se enuncian dos teoremas que caracterizan a los estados, tanto

transitorios como recurrentes.
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Teorema 1.2 (Estados transitorios) Sea y un estado transitorio, entonces:

1. Px(N(y) <∞) = 1.

2. G(x, y) =
ρxy

1−ρyy
.

Demostración 1.2 Ver [15].

Teorema 1.3 (Estados recurrentes) Sea y un estado recurrente, entonces,

1. Px(N(y) =∞) = 1, x ∈ S.

2. Si ρxy > 0, entonces, G(x, y) =∞.

Si ρxy = 0, entonces, G(x, y) = 0.

La demostración se puede consultar en [15].

Definición 1.8 Sean x, y ∈ S, se dirá que x accede a y, denotado por x→ y, si

y sólo si, existe m ≥ 0 tal que pm(x, y) > 0.

Teorema 1.4 Si x es un estado recurrente en donde x → y, entonces y es recu-

rrente y ρxy = ρyx = 1.

Demostración 1.3 Ver [15].

1.2. Distribuciones estacionarias

Definición 1.9 Una distribución π es llamada estacionaria si satisface las si-

guientes propiedades:

1.
∑

x∈S π(x) = 1, para cada x ∈ S.

2. π(y) =
∑

x π(x)p(x, y), y ∈ S.

Observación 1.3 Supóngase que la distribución inicial de una cadena de Markov

{Xn}, es la distribución estacionaria π, entonces,

π(y) = ĺım
n→∞

P (Xn = y).
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Si Nn(y), n ≥ 0, denota el número de visitas al estado y, en las primeras n-

unidades de tiempo, es decir,

Nn(y) =

n∑
k=1

Iy(Xk). (1.10)

Además, si Gn(x, y) := Ex(Nn(y)), es el valor esperado de visitas al estado y, en

las primeras n-unidades de tiempo, dado que la cadena empieza en el estado x,

entonces,

ĺımn→∞ Nn(y) = N(y), con x, y ∈ S, ĺımn→∞ Gn(x, y) = G(x, y).

Ahora si y, es un estado transitorio,

ĺımn→∞
Nn(y)

n = 0,

ĺımn→∞
Gn(x,y)

n = 0.

Sea y ∈ S un estado recurrente, se define

my := Ey(τy), (1.11)

como el tiempo promedio de retorno al estado y.

Teorema 1.5 Si y ∈ S es un estado recurrente, entonces,

ĺımn→∞
Nn(y)

n =
I{τy<∞}

my
, casi seguramente.

ĺımn→∞
Gn(x,y)

n =
ρxy

my
, x ∈ S.

Demostración 1.4 Ver [15].

Clasificación de estados recurrentes

Definición 1.10 Sea y ∈ S un estado recurrente, entonces:

1. y es un estado recurrente nulo si, my =∞.

2. y es un estado recurrente positivo si, my <∞.
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Corolario 1.1 Si x ∈ S, es un estado recurrente positivo y si x→ y, entonces,

y es recurrente positivo.

Corolario 1.2 Si {Xn} es una cadena de Markov finita, entonces, la cadena tiene

al menos un estado recurrente y este es recurrente positivo.

Teorema 1.6 Si π(·) es una distribución estacionaria de una cadena de Markov y

se tiene que x ∈ S, es un estado transitorio o recurrente nulo, entonces, π(x) = 0.

Teorema 1.7 Si {Xn} es una cadena de Markov, irreducible de estados recurren-

tes positivos, entonces, la cadena tiene una única distribución estacionaria π, dada

por

π(x) =
1

mx
, x ∈ S. (1.12)

Cadenas periódicas

Recordar que para I ⊆ Z se define el máximo común divisor (denotado por

m.c.d.) como: Śı d := mcd(I) cumple,

1. si c ∈ I, entonces d|c, es decir, d divide a c.

2. si existe l ∈ I, tal que l|c, para cualquier c ∈ I, entonces l ≤ d.

De esta forma para x ∈ S, se toma a dx = mcd(Ix), donde Ix := {n ≥ 1|pn(x, x) >
0}, como el peŕıodo del estado x ∈ S.

Proposición 1.1 Si x↔ y, es decir, si x accede desde y y viceversa, con x, y ∈ S

entonces dx = dy.

Definición 1.11 Sea {Xn} una cadena de Markov irreducible y sea d su peŕıodo,

si d = 1, se dice que la cadena es aperiódica. En el caso de que d > 1, la cadena

es periódica, con peŕıodo d.

El siguiente teorema caracteriza cuando una cadena de Markov tiene una distri-

bución estacionaria única.
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Teorema 1.8 Sea {Xn} una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva y

aperiódica, y sea π su distribución estacionaria, entonces

ĺım
n→∞

pn(x, y) = π(y), y ∈ S. (1.13)

Demostración 1.5 Ver [15].

1.3. Reversibilidad

Sea M = {Xn} una cadena de Markov con matriz de transición P y espacio de

estados S, y defina Yn = X−n, entonces, si se define a M ‘ = {Yn}, M ‘ es también

una cadena de Markov y se conoce como cadena reversa en el tiempo, de M .

Definición 1.12 Una cadena de Markov M es reversible si la probabilidad de

transición de la cadena de Markov reversa en el tiempo coincide con las probabili-

dades de transición de M, es decir, P (Xn+1 = y|Xn = x) = P (Yn+1 = y|Yn = x).

Teorema 1.9 Supóngase que M = {Xn} es una cadena de Markov con matriz

de transición P , con distribución estacionaria única π. Entonces, M es reversible

con respecto a P si y sólo si, para x, y ∈ S

π(x)p(x, y) = π(y)p(y, x). (1.14)

La ecuación (1.15) es conocida como ecuación de equilibrio.
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Caṕıtulo 2

Procesos Poisson

El proceso de Poisson es usado a menudo para modelar el número de fallas en

sistemas en los cuales los eventos se presentan en periodos de tiempo con una dis-

tribución exponencial. Este proceso es un caso particular de los conocidos procesos

de conteo, ver [36].

Definición 2.1 Se dice que un proceso estocástico {N(t); t ≥ 0} es un proceso de

conteo, si representa el número de eventos ocurridos hasta el tiempo t, esto es,

satisface, ver [32]:

1. N(0) ≥ 0.

2. N(t) toma valores enteros.

3. Es no decreciente, i.e., si s < t, entonces N(s) ≤ N(t).

4. Para s < t, N(t) − N(s) es igual al número de eventos que ocurren en el

intervalo (s, t].

Definición 2.2 Un proceso de conteo {N(t); t ≥ 0} se dice de incrementos in-

dependientes, si el número de eventos que ocurren en intervalos de tiempo dis-

juntos son independientes, es decir, para s < t < r < u, N(t) − N(s) y N(u) −
N(r), son variables aleatorias independientes.

25
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Definición 2.3 Un proceso de conteo {N(t); t ≥ 0} se dice de incrementos esta-

cionarios, si la distribución de la cantidad de eventos en un intervalo depende úni-

camente de la longitud del intervalo, es decir, la distribución de N(t)−N(s), s < t

depende solamente de t− s.

2.1. Procesos Poisson

Suponga que un mismo evento ocurre repetidas veces de manera aleatoria a

lo largo del tiempo. Tal evento puede ser, la llegada de una reclamación a una

compañ́ıa de seguros, la llegada de un cliente a una ventanilla para solicitar un

servicio, la ocurrencia de que cierto contaminante rebase un nivel dado, etcétera.

De esta forma se da la siguiente definición.

Definición 2.4 Sea T1, T2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes

cada una con distribución exponencial con parámetro λ. El proceso de Poisson de

parámetro λ, es el proceso a tiempo continuo {N(t) : t ≥ 0} definido de la siguiente

manera:

N(t) = máx{n ≥ 0 : T1 + T2 + · · ·+ Tn ≤ t}. (2.1)

En palabras, la variable N(t) es el entero n máximo tal que T1 + T2 + · · ·+ Tn

es menor o igual a t, y ello equivale a contar el número de eventos que ocurren

hasta el tiempo t. A continuación se dan definiciones alternativas, ver [36] .

Definición 2.5 Un proceso de conteo {N(t); t ≥ 0} es un proceso de Poisson

homogéneo con tasa λ, (definido sobre un espacio de probabilidad (Ω, F,P)) si

satisface:

1. N(0) = 0.

2. Tiene incrementos independientes y estacionarios.

3. El número de eventos en cualquier intervalo de longitud t tiene distribución

Poisson con parámetro λ, es decir,

P (N(t+ s)−N(s) = n) = e−λt (λt)
n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . .
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Definición 2.6 Se dice que una función f es o(h) si cumple que

ĺım
h→0

f(h)

h
= 0.

Bajo la definición anterior se da una definición equivalente a (2.5):

Definición 2.7 Un proceso de conteo {N(t); t ≥ 0} es un proceso de Poisson

con tasa λ, si satisface:

1. N(0) = 0.

2. Tiene incrementos independientes y estacionarios.

3. P (N(h) = 1) = λh+ o(h).

4. P (N(h) ≥ 2) = o(h).

2.1.1. Proceso Poisson no homogéneo

Definición 2.8 Un proceso de conteo {N(t); t ≥ 0} es un proceso de Poisson

no homogéneo o no estacionario con función de riesgo λ(t) > 0, si satisface:

1. N(0) = 0.

2. Tiene incrementos independientes.

3. El número de eventos en cualquier intervalo de longitud t tiene distribución

Poisson con parámetro m(t+ s)−m(t), es decir,

P (N(t+ s)−N(s) = n) = e−(m(t+s)−m(t)) (m(t+ s)−m(t))n

n!
, n ≥ 0.

Para un proceso Poisson {N(t); t ≥ 0} con intensidad λ > 0, se define la función

de riesgo o tasa de ocurrencia de eventos como, ver [5]:

λ(t) = d
dt (E(N(t))) = d

dt (m(t)).

A m(t) se le llama, la función media del proceso, es decir,
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m(t) =
∫ t

0
λ(s)ds.

Si m(t) = λt, implica que λ(t) = d
dt (λt) = λ.

2.2. Funciones de Supervivencia y Riesgo (Inten-

sidad, Tasa)

El análisis de supervivencia se utiliza para describir el estudio de datos que

corresponden al tiempo que transcurre desde un origen hasta que se produce un

evento de interés.

Se considera que el tiempo de vida de un objeto, persona o grupo (de personas)

se estudia a través de una variable aleatoria T . Esta variable aleatoria puede ser

continua, discreta o mixta, no negativa, que representa el tiempo de vida del evento

de interés que se encuentra en la población de estudio. Por lo que esta variable

aleatoria está definida sobre el intervalo de tiempo [0;∞), y f(t) denota la función

de densidad de probabilidad de T .

Definición 2.9 La probabilidad de que el evento de interés ocurra hasta un tiempo

t está definida como

S(t) = P (T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(u)du. (2.2)

A esta función se le conoce como función de supervivencia.

Algunas propiedades de la función de supervivencia son las siguientes:

1. La función de supervivencia es complementaria con la función distribución.

S(t) = 1− F (t) = 1− P (T ≤ t). (2.3)

2. S(0) = 1.

3. S(∞) = ĺımt→∞ S(t) = 0.

4. Si t1 ≤ t2, entonces S(t1) ≥ S(t2).
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La función de riesgo es fundamental en análisis de supervivencia. Se le conoce

también como la tasa de falla condicional en análisis de confiabilidad, tasa de

mortalidad en demograf́ıa o función de intensidad en procesos estocásticos.

Definición 2.10 La función de riesgo h(t), se define como:

h(t) = ĺım
∆t→0

P (t ≤ T < t+∆t|T ≥ t)

∆t

= ĺım
∆t→0

P (t ≤ T < t+∆t)

(∆t)P (T ≥ t)

= ĺım
∆t→0

S(t)− S(t+∆t)

(∆t)P (T ≥ t)

=
f(t)

1− F (t)

=
f(t)

S(t)
.

Para este trabajo la función de riesgo puede interpretarse como la intensidad con

la que ocurren los rebases al umbral de cierto contaminante1 durante el proceso

estocástico.

Observación 2.1 Cuando la función de riesgo es constante, la probabilidad es

independiente del tiempo. Sin embargo, en muchos problemas reales la probabilidad

suele cambiar con el tiempo.

Dado que f(t) = −S(t)′ se tiene que,

h(t) = − d

dt
logS(t).

2.3. Modelos con puntos de cambio

Los modelos con puntos de cambio suelen ocurrir en áreas como la medicina,

en donde el interés es basado en el seguimiento de la evolución del paciente des-

pués de haberle practicado una ciruǵıa o cierto tratamiento médico; problemas de

1Concepto teórico para la concentración de una sustancia que representa la transición entre

la exposición máxima que no produce efectos adversos y la exposición mı́nima que produce un

efecto adverso bajo condiciones definidas.
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control de calidad, fiabilidad y econometŕıa, ver [22]. En general, un modelo con

punto de cambio se describe de la siguiente manera: Sea X = (X1, X2, . . . , ) un

proceso aleatorio, donde lo que interesa es determinar si las observaciones siguen

un proceso homogéneo o no, es decir, cuando las observaciones X1, X2, . . . , Xτ−1

siguen cierta distribución F0, mientras que Xτ , Xτ+1, . . . , siguen cierta distribu-

ción F1, con el punto de cambio τ desconocido y F0 ̸= F1.

Sea {N(t)|t ≥ 0} un proceso Poisson homogéneo, definimos la función de riesgo

del proceso Poisson con punto de cambio en τ como,ver [22]:

λ(t) =

{
λ(t|θ1) , 0 ≤ t ≤ τ,

λ(t|θ2) , t > τ,
(2.4)

donde τ es desconocido. El análisis del proceso es basado sobre la continuidad de

las observaciones en el periodo de tiempo [0, T ], donde N(t) = n es el número de

ocurrencias del evento de interés.

Teorema 2.1 Sea θ = (θ1, θ2), el vector de parámetros del proceso, además τ ,

el punto de cambio del proceso, si la función de riesgo es definida como en la

ecuación 2.4, entonces, la función media del proceso es dada por, ver [3]:

m(t) =

{
m(t|θ1) , 0 ≤ t < τ,

m(τ |θ1) +m(t|θ2)−m(τ |θ2) , t > τ.

Demostración 2.1 Sea τ el punto de cambio del proceso con función de riesgo

dada por 2.4, usando la definción de la función media del proceso Poisson se tiene

que,

si 0 ≤ t ≤ τ :

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds =

∫ t

0

λ(s|θ1)ds = m(t|θ1).

Si t > τ :

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ τ

0

λ(s|θ1)ds+
∫ t

τ

λ(s|θ2)

= m(τ |θ1) +m(t|θ2)−m(τ |θ2).
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De esta forma la función media del proceso con un punto de cambio esta dada

por,

m(t) =

{
m(t|θ1) , 0 ≤ t < τ,

m(τ |θ1) +m(t|θ2)−m(τ |θ2) , t > τ.

2.4. Funciones de tasa

En la presente sección se muestran las distribuciones que se utilizan en este

trabajo. La importacia de ellas es debido a que se han realizado estudios, en

donde se muestra que los datos que son modelados mediante un proceso Poisson

no homogéneo, se ajustan con funciones de riesgo dadas por estas distribuciones,

ver [2].

2.4.1. Distribución Weibull (W)

La distribución Weibull es una de las funciones más utilizadas en infinidad de

aplicaciones debido a su gran versatilidadal, por ejemplo al tratar problemas con

tiempos de vida en fiabilidad industrial, analisis de supervivencia en areas como

la medicina, además de ser una función sencilla de integrar. Su función de riesgo

esta dada por, ver[17]:

h(t) =
α

σ

[
t

σ

](α−1)

(2.5)

donde α, σ > 0 y t > 0 son parámetros reales.

Las funciones de densidad y de supervivencia son:

f(t) =
α

σ

[
t

σ

](α−1)

exp−(t/σ)α , t > 0,

y

S(t) = e−(t/σ)α ,

respectivamente.



32 CAPÍTULO 2. PROCESOS POISSON

La función de riesgo adopta las siguientes formas, dependiendo del parámetro

α.

1. Si α < 1 la función de riesgo es decreciente, es decir, la tasa de fallo disminuye

al aumentar el tiempo.

2. Si α = 1 la función de riesgo es constante, por lo que no depende del tiempo.

En este caso la distribución Weibull coincide con la distribución exponencial.

3. Si α > 1 la función de riesgo es creciente. En particular, si 1 < α < 2 la

función de riesgo crece rapidamente en el origen y muy poco a medida que

el tiempo crece. Si α = 2 el riesgo crece linealmente con el tiempo y si α > 2

crece poco, cuando el tiempo es cercano a cero y cuando crece rápido es por

que el tiempo se aleja de cero.

Ahora suponiendo que se tiene un proceso Poisson no homogéneo, con función de

riesgo Weibull, se obtiene la función media del proceso dada por,

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ t

0

α

σ
(
s

σ
)(α−1)ds

=
α

σ
(
1

σ
)(α−1)

∫ t

0

sα−1ds

= (
s

σ
)α|t0

= (
t

σ
)α.

En la Figura 2.1 se muestran gráficos de la función de riesgo Weibull con

diferentes valores de α y σ.
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Figura 2.1: Función de riesgo de Weibull

2.4.2. Distribución Musa-Okumoto (MO)

La función de riesgo es dada por, ver [29]

h(t) =
β

t+ α
(2.6)

con α, β > 0 y t > 0.

Su función de densidad es dada por

f(t) =
β

(t+ α)(t/α+ 1)β
,

y su función de supervivencia,

S(t) =
1

(t/α+ 1)β
.
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Supóngase que se tiene un proceso Poisson no homogéneo, con función de riesgo

Musa-Okumoto, la función media del proceso es dada por

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ t

0

β

s+ α
ds

= β

∫ t

0

ds

s+ α

= β log(s+ α)|t0
= β log(t/α+ 1).

En la Figura 2.2 se observan las formas que tiene la función de riesgo Musa-

Okumoto con diferentes valores para α y β.
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Figura 2.2: Función de riesgo de Musa-Okumoto
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2.4.3. Distribución Goel-Okumoto (GO)

La función de riesgo es, ver [27]

h(t) = αβe−βt (2.7)

donde, α, β > 0 y t > 0.

Su función de densidad es

f(t) = αβe−βt+α(1−exp(−βt)).

Mientras que la función de supervivencia es:

S(t) = eα(1−exp(−βt)).

Cuando se utiliza este modelo, el parámetro α es el número de eventos ocurridos

inicialmente, mientras que el parámetro β es la tasa de ocurrencia del evento [27].

Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

dada por la distribución Goel-Okumoto, entonces la función media del proceso es

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ t

0

αβe−βtds

= αβ

∫ t

0

e−βsds

= −αe−βs|t0
= α(1− e−βt).

En la Figura 2.3 se observan las formas que tiene la función de riesgo Goel-

Okumoto con diferentes valores para α y β.
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Figura 2.3: Función de riesgo de Goel-Okumoto

2.4.4. Distribución Goel-Okumoto Generalizada (GOG)

Su función de riesgo es dada por, ver [6]

h(t) = αβγtγ−1e−βtγ , (2.8)

como se puede observar h(t) depende de tres parámetros, α, β, γ > 0 y t > 0.

La función de densidad y de supervivencia de esta distribución es dada por

f(t) = αβγtγ−1e−βtγ+α(1−exp(−βtγ)),
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y

S(t) = eα(1−exp(−βtγ)),

respectivamente.

Considérese un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo Goel-

Okumoto generalizada, entonces la respectiva función media del proceso es

m(t) = α(1− e−βtγ ).

En efecto, dado que λ(t) = − d
dt logS(t), se tiene que

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ t

0

(− d

ds
log(eα(1−exp(−βsγ)))ds

= α(1− e−βtγ ).

En la Figura 2.4 se observan las formas que tiene la función de riesgo Goel-

Okumoto generalizada con diferentes valores para α, β y γ.
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Figura 2.4: Función de riesgo de Goel-Okumoto generalizada (a, c ≥ 0)

2.4.5. Distribución Weibull-Geométrica (WG)

La función de riesgo es, ver [6],

h(t) = (α/σ)(t/α)α−1(1− pe−(t/σ)α)−1, (2.9)

con α, σ > 0, p ∈ (0, 1) y t > 0.

La función de densidad es:

f(t) =
α

σα
(1− p)tα−1e−(t/σ)α(1− pe−(t/σ)α)−2,
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y la función de supervivencia es dada por

S(t) =
(1− p)e−(t/σ)α

1− pe−(t/σ)α
.

La función de riesgo es decreciente para 0 < α < 1, mientras que, si α > 1 la

función de riesgo toma diferentes formas.

Suponga que se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Weibull-Geométrica, entonces la función media del proceso es dada por

m(t) = −log
(
(1− p)e−(t/σ)α

1− pe−(t/σ)α

)
.

En efecto, dado que λ(t) = − d
dt logS(t), se tiene,

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

=

∫ t

0

(− d

ds
log(

(1− p)e−(s/σ)α

1− pe−(s/σ)α
)ds

= −log
(
(1− p)e−(t/σ)α

1− pe−(t/σ)α

)
.

En la Figura 2.5 se observan las formas que tiene la función de riesgo Weibull-

Geométrica con diferentes valores para α, σ y p.
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Figura 2.5: Función de riesgo de Weibull-Geométrica (b, c ≥ 0)



Caṕıtulo 3

Inferencia Bayesiana

En muchos problemas de carácter estad́ıstico, la distribución de probabilidades

que generan los datos de cierto experimento es completamente conocida, excepto

para los valores de uno o más parámetros. Por ejemplo, supóngase que la dis-

tribución de las alturas de cierta cantidad de individuos de alguna población es

conocida, esta distribución es una normal con media µ y varianza σ2, pero se des-

conoce la exactitud de los valores de µ y σ2.

Como se puede observar, las alturas de los individuos son una muestra aleatoria

seleccionada de una población dada, entonces para estas observaciones con alguna

información adicional, se realiza inferencia acerca de las alturas de la población,

para los valores de µ y σ2. En el problema de inferencia estad́ıstica, los valores

desconocidos como la media y la varianza, son llamados parámetros de la distri-

bución. Al conjunto Θ de todos los posibles valores de un parámetro, digamos θ,

o del vector de parámetros (θ1, θ2, . . . , θn) es llamado espacio parametral.

En este caṕıtulo se dan algunos conceptos importantes de la inferencia de

parámetros desde el punto Bayesiano, ver [8] y [25]. También se presenta la utili-

dad del método de Monte Carlo v́ıa Cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas

en inglés) para obtener información sobre la llamada distribución a posteriori en

41
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un análisis Bayesiano, ver [34], [38].

Sea D los datos observados, y θ los parámetros del modelo y/o los datos faltan-

tes. La inferencia bayesiana se basa en información obtenida de la distribución

a posteriori para obtener los parámetros. Esta distribución denotada por p(θ|D),

es obtenida a partir de una distribución a priori sobre los parámetros, indicada

por p(θ) que refleja el conocimiento del investigador acerca de θ, y la función de

verosimilitud del modelo es indicada por l(D|θ).

Asi, usando propiedades de probabilidad condicional:

p(θ|D) =
p(θ)p(D|θ)∫
p(θ)p(D|θ)dθ

,

donde p(D|θ), es la distribución de probabilidad de los datos observados D, que

dependen del parámetro θ.

Cualquier caracteŕıstica de la distribución a posteriori puede ser obtenida a través

de inferencia bayesiana. Algunas de estas caracteŕısticas pueden ser los momentos

centrales o de dispersión, cuantiles, intervalos de credibilidad, entre otros. Las can-

tidades anteriores pueden expresarse en términos de la esperanza de la distribución

a posteriori del parámetro θ.

La esperanza a posteriori de una función f(θ), es dada por:

E[f(θ)|D] =

∫
f(θ)p(θ)p(D|θ)dθ∫
p(θ)p(D|θ)dθ

. (3.1)

La obtención de esta esperanza es la fuente de la mayor parte de las dificultades

prácticas en la inferencia Bayesiana, especialmente en altas dimensiones. En la

mayoŕıa de las aplicaciones, la evaluación anaĺıtica de E[f(θ)|D] es imposible,

aśı que han surgido enfoques alternativos, en las que se incluyen las evaluaciones

numéricas como la aproximación de Laplace y la integración de Monte Carlo,

incluyendo métodos Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov (MCMC).
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3.1. Distribucion a priori (Inicial)

Definición 3.1 Sea X = {x1, x2, . . . , xn} una muestra aleatoria y θ ∈ Θ el

parámetro de la distribución que produce la muestra X. Si se cumple que el paráme-

tro θ es una variable aleatoria, entonces a la distribución del parámetro que no to-

ma en cuenta la muestra X, se le conoce como distribución a priori (inicial).

Notación 1 Dada una muestra aleatoria X = {x1, x2, . . . , xn}, si θ ∈ Θ es el

parámetro del modelo que describe el comportamiento de la muestra aleatoria,

entonces p(θ) denota la distribución a priori del parámetro θ.

Definición 3.2 Si la distribución a priori del parámetro θ, no favorece a algún

valor en el espacio parametral Θ, a esta distribución se le llama a priori no infor-

mativa.

La distribución a priori de un parámetro θ puede ser especificada por intuición del

investigador o basada en estudios previos, sin embargo, si no existe información

alguna, se suele utilizar una distribución uniforme, como la a priori del parámetro

θ, o una a priori no informativa.

Ejemplo 3.1 (Ver [21]), Sea Θ = {θ1, θ2, . . . , θk}, entonces una a priori no in-

formativa suele ser:

p(θi) =
1

n
, i = 1, . . . , k. (3.2)

Si el espacio parametral es continuo y acotado, digamos Θ = [a, b], suele ser:

p(θi) =
1

b− a
, i = 1, . . . , k. (3.3)

Si Θ = (−∞,∞), una ditribución a priori podŕıa ser:

p(θi) = c, donde c > 0, es una constante e i = 1, . . . , k. (3.4)

En el ejemplo anterior, el espacio parámetral es toda la recta real, la distribución

a priori, no es una distribución propia, ya que:∫ ∞

−∞
p(θ)dθ =

∫ ∞

0

cdθ =∞.

Sin embargo, este tipo de a priori, suelen ser útiles para ciertos casos.
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3.2. Función de verosimilitud

Definición 3.3 Sea X = (x1, x2, . . . , xn) una muestra aleatoria con función de

densidad conjunta dada por f(X|θ), donde θ es desconocido y con valores en el

espacio parametral Θ. La función de verosimilitud es proporcional a f(X|θ) y
se denota por l(X|θ), ver [8].

Cuando X es una sucesión de variables aleatorias independientes, la función de

verosimilitud es dada por

l(X|θ) ∝
n∏

i=1

f(xi|θ). (3.5)

3.3. Distribución a posteriori (Final)

Definición 3.4 Sea X = (x1, x2, . . . , xn) una muestra aleatoria y supongamos θ ∈
Θ, el parámetro de la distribución que produjo la muestra X. A la distribución del

parámetro dada la muestra, denotada por p(θ|X), se le conoce como distribución

a posteriori.

Además, esta distribución es obtenida de la siguiente forma

p(θ|X) =
p(θ)p(X|θ)

p(X)
, (3.6)

se observa que, p(X) no depende del parámetro θ. Aśı que la relación (4.6), se

suele simplificar como

p(θ|X) ∝ p(θ)p(X|θ) ∝ l(X|θ)p(θ), (3.7)

con ∝ como el śımbolo de proporcionalidad, es decir, la distribución a posteriori

es proporcional al producto de la distribución a priori del parámetro θ, con la

distribución de la muestra dado el parámetro θ.
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3.4. Criterio Bayesiano para Comparación de Mo-

delos

En la literatura existen diversos criterios para comparar modelos, factor de

Bayes, método Bayesian Model Averaging (BMA), Akaike, Bayesian Information

Criterion (BIC), Arbol de regresión Bayesiana, entre otros, ver [9], [23]. En este

trabajo se propone comparar los modelos presentados usando, el criterio de infor-

mación de desviación (DIC, por sus siglas en inglés). La desviación es definida por

Dev(θ) = − log[l(D|θ)] + c, donde θ es el vector de parámetros del modelo, D son

los datos observados, l(D|θ) es la función de verosimilitud del modelo y c es una

constante que no es necesaria al momento de comparar los modelos. El DIC es

dado por, ver [43]:

DIC = Dev(θ̂) + 2nD,

donde Dev(θ̂) es la desviación evaluada en la media a posteriori (θ̂) de θ y nD =

E[Dev(θ)]−Dev(θ̂), que corresponde al número de parámetros del modelo. Valores

pequeños de DIC indican, mejores modelos.

3.5. Método Monte Carlo

El método Monte Carlo es considerado como un método usado para aproximar

integrales de funciones que no son tan secillas de evaluar con métodos comunes,

dando soluciones aproximadas. Como un ejemplo tenemos el problema del cálculo

de la esperanza que ocurre tanto en distribuciones de carácter frecuentista como

bayesiana, veamos el caso general. Sea X un vector de k variables aleatorias (en

el caso de inferencia bayesiana, X denota el vector de parámetros y/o los datos

perdidos), con distribución π(·) (como la distribución a posteriori). Lo que interesa

calcular es:

E[f(X)] =

∫
f(x)π(x)dx,

para una función f(·) de interés. Aqúı se podŕıa suponer que la distribución de X

es conocida, salvo una constante normalizadora. Esto es,∫
π(x)dx,
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es desconocida. Esta situación es común en la práctica, por ejemplo en inferencia

bayesiana se sabe que p(θ|D) ∝ p(θ)p(D|θ). En este caso puede ser dif́ıcil evaluar

la constante normalizadora
∫
p(θ)p(D|θ)dθ, es decir, si π ∝ f̂ , existe k tal que

π(x) = kf̂(x) y
∫
f̂(x)dx = 1

k con k desconocido o dif́ıcil de obtener.

La integración Monte Carlo evalúa E[f(X)], por medio de muestras {xt : t =

1, 2, . . . , n} de π(·) y luego se aproxima mediante el promedio,

E[f(X)] ≈
1

n

n∑
i=1

f(xi).

Aśı que la media de la población de f(X) se estima por una media de la muestra.

Cuando las muestras xt son independientes, la Ley de los Grandes Números, da

garant́ıa de que la aproximación puede hacerse tan precisa como se desea, mediante

el aumento del tamaño de la muestra n.

En general, las muestras independientes de {xt} no son factibles, esto se debe

a que la distribución π(·), puede ser at́ıpica. Sin embargo, la independencia de la

muestra {xt} puede no existir. Aún aśı, la muestra puede ser generada a través de

algún proceso, que produzca muestras a partir de π(·). Una forma de hacerlo es a

través de una cadena de Markov que tiene a π(·) como su distribución estaciona-

ria. A este método se conoce como Método Monte Carlo v́ıa Cadenas de Markov

(MCMC). En términos generales se da la siguiente definición, ver [38].

Definición 3.5 El Método Monte Carlo v́ıa Cadenas de Markov para la simula-

ción de una función de distribución f , es algún método que produce una cadena

de Markov ergódica {Xt} cuya distribución estacionaria es f .

Uno de los principales algoritmos MCMC conocidos, es el de Metropolis-Hasting.

El algoritmo fue presentado inicialmente por Metropolis et. al. en 1953 y extendi-

do en 1970 por Hastings. La dinámica Metropolis-Hasting considera las siguientes

condiciones:

1. Sea S = {0, 1, 2, . . .} un espacio de estados contable y π una disribución

definida sobre S.
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2. Tome una función de distribución q sobre todos los estados de S (proposición

de cambio) de la cual es relativamente fácil generar valores.

3. Sea α : S × S → (0, 1) la función de aceptación de cambio.

El algoritmo Metropolis-Hasting es el siguiente: Sea x un estado inicial, entonces

1. Se propone el cambio de x→ y, siguiendo la distribución propuesta q(x, ·).

2. Se acepta el cambio con probabilidad α(x, y). De lo contrario, no se modifica

el valor de x.

p(x, y) =


q(x, y)α(x, y), si x ̸= 0,

q(x, y) +
∑

y:y ̸=x q(x, y)[1− α(x, y)], en otro caso .

La dinámica del cambio consiste en que se cumpla la condición de reversibilidad:

Para todo x, y ∈ S, x ̸= y : π(x)q(x, y)α(x, y) = π(y)q(y, x)α(y, x),

equivalentemente,
α(x, y)

α(y, x)
=

π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
.

De esta forma se tiene que

α(x, y) = mı́n{1, π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
}. (3.8)

Para determinar el estado Xn+1, a partir del estado Xn = x, se toma lo siguiente:

1. Generar un estado y que tenga como estado inicial a x con distribución

q(x, y), la cual es una distribución que se escoge libremente, de tal forma que

satisfaga las siguientes propiedades:

q(x, y) = 0⇒ q(y, x) = 0,.

q(x, y) es la matriz de transición de una cadenda de Markov en S.

2. Aceptación con probabilidad

α(y|x) = mı́n{1, π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
},

hacemos Xn+1 = y (aceptamos y), en otro caso Xn = x (rechazamos y).
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Observación 3.1 Como los pasos de aceptación y rechazo son independientes, se

tiene que la probabilidad de transición para ir de x a y es:

P (Xn+1 = y|Xn = x) = q(x, y)α(x, y),

con x ̸= y.

Teorema 3.1 Sea π una distribución de probabilidad dada. La cadena de Markov

simulada por medio del algoritmo de Metropolis-Hasting es reversible. Si además

dicha cadena es irreducible, aperiódica y recurrente positiva, entonces dicho algo-

ritmo determina a una única cadena de Markov ergódica con distribución estacio-

naria π.

Demostración 3.1 Suponga, sin pérdida de generalidad que

π(y)q(y, x) > π(x)q(x, y).

Como

p(x, y) = q(x, y)α(x, y) = q(x, y)mı́n{1, π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
} = q(x, y).

Por otro lado, se tiene que

p(y, x) = q(y, x)α(y, x)

= q(y, x)mı́n{1, π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
} = q(y, x)

π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)

=
π(x)

π(y)
q(x, y).

Por tanto, se tiene que,

π(x)p(x, y) = π(y)p(y, x).

3.5.1. Muestreador de Gibbs

Suponga que se desea generar una muestra aleatoria con distribución π(θ),

donde θ = (θ1, θ2, . . . , θn) ∈ Rn es el vector de parámetros, ver [38]. Además

suponga que se conocen todas las distribuciones condicionales,

P (θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn), i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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En diversas ocasiones el generar una muestra de una distribución dada directa-

mente es complicada, es por ello que suele utilizarse el muestreador de Gibbs, ver

[38].

El muestreador de Gibbs es una versión del método de Metropoĺıs-Hastings donde

se toma a la distribución condicional obtenida de la distribución original de donde

se queŕıa simular el parámetro θi. En términos generales se describe el algoritmo

del muestreador de Gibbs:

Sea θ(0) = (θ
(0)
1 , θ

(0)
2 , . . . , θ

(0)
n ), un vector inicial.

Dado el vector θ(j−1) en la (j − 1)-ésima iteración del algoritmo, genera n

muestras aleatorias de la siguiente manera:

θ
(j)
1 ← π(θ1|θ(j−1)

2 , θ
(j−1)
3 , . . . , θ(j−1)

n ),

θ
(j)
2 ← π(θ2|θ(j)1 , θ

(j−1)
3 , . . . , θ(j−1)

n ),

...

θ
(j)
i ← π(θi|θ(j)1 , θ

(j)
2 , . . . , θ

(j)
i−1, θ

(j−1)
i+1 , . . . , θ(j−1)

n ),

...

θ(j)n ← π(θi|θ(j)1 , θ
(j)
2 , . . . , θ

(j)
n−1).

Tomar θ(j) = (θ
(j)
1 , θ

(j)
2 , . . . , θ

(j)
n ) y volver al punto anterior.

Como se observa, el muestreador de Gibbs realiza muestras a partir de las dis-

tribuciones condicionales, cambiando el valor de cada parámetro a partir de su

distribución condicional dado el valor actual del resto de los parámetros.

3.5.2. El muestreador de Gibbs como caso particular del

algoritmo de Metropolis-Hastings

Suponga que se desea obtener una muestra de variables aleatorias con cierta

distribución π(θ), donde θ = (θ1, θ2, . . . , θn) es el vector de parámetros. Para

obtener dicha muestra se utiliza el algoritmo de Metropolis-Hastings, donde se debe
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suponer que pueden obtener muestras aleatorias de las distribuciones condicionales

del muestreador de Gibbs,

πi = π(θi|θ1, θ2, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn),

entonces la opción para generar la matriz de transición q es tomar q(i, j) = πj . De

forma que la probabilidad de aceptación será dada por:

mı́n{1, π(y)q(y, x)
π(x)q(x, y)

} = mı́n{1, π(y)π(x)
π(x)π(y)

} = 1.

En este caso, todas las propuesta generadas por el algoritmo mediante q serán

aceptadas con probabilidad 1, es decir, el algoritmo generado es el muestreador de

Gibbs, ver [38].



Caṕıtulo 4

Aplicación a Niveles de

Ozono en la Ciudad de

Puebla

En el presente caṕıtulo se presenta un método matemático para estudiar el

comportamiento del contaminante ozono en la Ciudad de Puebla. A lo largo de la

historia del planeta se han producido diversos cambios climáticos. Sin embargo, en

las últimas décadas se gesta un nuevo cambio a consecuencia directa de factores

humanos, teniendo como punto de partida la revolución industrial de finales del

siglo XIX, donde se observa que el consumo de combustibles fósiles, la degradación

de los recursos naturales, la descomposición de residuos orgánicos, los cambios de

uso de suelo; vienen contribuyendo y alterando significativamente las propiedades

del clima.

Uno de los principales problemas que se tiene como consecuencia de los factores

humanos se encuentra en la calidad del aire que se respira. Esto aunado al aumento

en el consumo de combustibles fósiles que incrementan la expulsión de sustancias

tóxicas, como lo son, dióxido de nitrógeno (NO2), Dióxido de carbono (CO2),

51
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Part́ıculas suspendidas (PM y PM2.5), Ozono (O3), entre otras.

En muchas ciudades se estudia este fenómeno ambiental dada la importancia

que tiene en efectos adversos a la salud. En particular, el estudio del ozono se

realiza en zonas urbanas por las grandes cantidades de emisiones al ambiente de

sus precursores, y los efectos relacionados a muertes prematuras.

A una altura de 20 km sobre la superficie se encuentra la llamada capa de

ozono (O3) u ozono estratosférico. Esta capa de ozono esta de forma natural y

actúa de forma benéfica absorbiendo radiación UV proveniente del Sol y evitando

aśı que llegue a la superficie de la Tierra. Sobre la Tropósfera (capa de la atmósfera

situada sobre la superficie de la Tierra, hasta una distancia de unos 10 Km) se

sitúa el ozono denominado ozono troposférico, que es consecuencia de la acción

del hombre. Este ozono se puede encontrar en concentraciones superiores a las

naturales, actuando entonces como un contaminante atmosférico por sus efectos

nocivos sobre el medio [39].

4.1. Descripción del modelo

El problema a considerar es estudiar el número de veces en el que cierto umbral

ambiental es rebasado en un intervalo de tiempo dado. Considere la siguiente

formulación matemática: Sea N(t) ≥ 0, t ≥ 0 el número de veces que un estándar

ambiental de cierto contaminante ha sido rebasado en un intervalo de tiempo

[0, t). Considérese que el comportamiento observado es un proceso Poisson no

homogéneo, ver [24]1.

Dado que se tiene un proceso Poisson no homogéneo, se requiere de una función

de riesgo λ(t) > 0, t > 0. Cuando se conoce el comportamiento de λ(t), entonces

la probabilidad de que el estándar ambiental sea violado en el intervalo de tiempo

[t1, t2), podrá ser calculado a través de:

P (N(t2)−N(t1) = n) = e−[m(t2)−m(t1)]
[m(t2)−m(t1)]

n

n!
, t2 > t1,

1El sustento de tomar este conjunto por medio de un proceso Poisson, utiliza conceptos como

procesos puntuales y teoŕıa de valores extremos.
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donde m(t) =
∫ t

0
λ(s)ds, es la función media del proceso.

Observación 4.1 Obsérvese que la función de riesgo puede depender de un vector

de parámetros θ = (θ1, θ2, . . . , θn). Por lo tanto, el problema se reduce a estimar

el vector de parámetros que mejor describa el comportamiento de los datos obser-

vados.

4.2. Inferencia Bayesiana sobre el modelo plan-

teado

Sea D = {d1, d2, . . . , dK} el conjunto de d́ıas en los cuales el umbral ambien-

tal asignado a un contaminante de interés ha sido rebazado dentro del intervalo

de tiempo [0, T ]. Sea λ(t) la función de riesgo respecto al proceso Poisson no ho-

mogéneo que describe el conjunto de observaciones D, que depende de un vector

de parámetros θ = (θ1, θ2, . . . , θn). Utilizando inferencia bayesiana, existe una re-

lación entre la distribución a priori del vector de parámetros θ con la distribución

a posteriori considerando las observaciones dadas D. Es decir,

p(θ|D) ∝ l(D|θ)p(θ).

Teorema 4.1 Sea D = {d1, d2, . . . , dk} el conjunto de d́ıas en los cuales un

estándar ambiental de cierto contaminante a sido violado durante el intervalo de

tiempo [0,K], contados por un proceso Poisson no homogéneo con función de ries-

go λ(t) > 0, y dependiente de un vector de parámetros θ = (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Rm,

entonces bajo el modelo Poisson no homogéneo, la función de verosimilitud l(D|θ)
es dada por:

l(D|θ) =

[
k∏

i=0

λ(di)

]
e−m(K). (4.1)

Demostración 4.1 Para la demostración se usa la definición de proceso Poisson

no homogéneo, y se puede consultar en, ver [18].

P (N(t+ s)−N(t) = n) = e−(m(t+s)−m(t)) (m(t+ s)−m(t))n

n!
.
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Por la definición se tiene que

P (N(d1) = 0) = e−m(d1)
(m(d1))

0

0!
,

asi, la función de densidad respecto a la ocurrencia del primer rebase es dada por,

f(d1) = −
d

dd1
P (N(d1) = 0)

= − d

dd1
e−m(d1)

=

[
d

dd1
m(d1)

]
e−m(d1)

= λ(d1)e
−m(d1).

Para el caso entre dos observaciones de rebase

P (N(d2)−N(d1) = 0) = e−(m(d2)−m(d1))
(m(d2)−m(d1))

0

0!

= e−(m(d2)−m(d1)).

De esta forma, la función de densidad respecto al tiempo entre el primer y segundo

rebase, esta dada por,

f(d2 − d1|d1) = −
d

dd2
P (N(d2)−N(d1) = 0)

= − d

dd2
e−(m(d2)−m(d1))

=

[
d

dd2
(m(d2)−m(d1))

]
e−(m(d2)−m(d1))

= λ(d2)e
−(m(d2)−m(d1)).

De manera general se tiene que la función de densidad respecto al tiempo entre la

(i− 1) e i-ésima observación de rebase,

f(di − di−1|di−1 − di−2) = −
d

ddi
P (N(di)−N(di−1) = 0)

= − d

ddi
e−(m(di)−m(di−1))

=

[
d

ddi
(m(di)−m(di−1))

]
e−(m(di)−m(di−1))

= λ(di)e
−(m(di)−m(di−1)).
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Aśı, la función de verosimilitud tiene la forma

l(d1, d2, d3, . . . , dk|λ) ∝ f(d1)
k∏
i2

f(di − di−1|di−1 − di2)

= λ(d1)e
−m(d1)

k∏
i=2

[
λ(di)e

−(m(di)−m(di−1))
]

= λ(d1)e
−m(d1)

[
k∏

i=2

λ(di)

]
e−

∑K
i=2 m(di)+

∑K
i=2 m(di−1)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−

∑K
i=1 m(di)+

∑K
i=2 m(di−1)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(dK).

Cuando existe un punto de cambio se tiene el siguiente resultado, ver [3]:

Corolario 4.1 Sea D = {d1, d2, . . . , dK} los d́ıas en que el rebase del umbral

ambiental ocurrio, asuma que el número de rebases sigue un proceso Poisson no

homogéneo con función de riesgo

λ(t) =

{
λ(t|θ1) , 0 ≤ t ≤ τ,

λ(t|θ2) , t > τ.
,

dependiente de un vector de parámetros θ = (θ1, θ2), además de presentar un pun-

to de cambio τ , se tiene que bajo el modelo Poisson no homogéneo, la función de

verosimilitud l(D|θ) es dada por:

l(ω|D) = (

Nτ∏
i=1

λ(di|ω1))e
−m(τ |ω1)

K∏
i=Nτ+1

λ(di|ω2)e
−m(K|ω2)−m(τ |ω2).

Donde, ωi = (θi, τ), i = 1, 2, corresponde al parámetro antes y despúes del

punto de cambio.
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Demostración 4.2 Para la demostración se sigue un planteamiento similar al

teorema anterior, usando la definición de proceso Poisson no homogéneo sobre los

intervalos [0, Nτ ] y [Nτ + 1,K].

Corolario 4.2 Sea D = {d1, d2, . . . , dk}, k > 0 el conjunto de d́ıas en los cuales

un estándar ambiental de cierto contaminante a sido violado. Sea λ(t) la fun-

ción de riesgo del proceso Poisson no homogéneo que registra los d́ıas en los

cuales el estándar fue sobrepasado, dependiente de un vector de parámetros θ =

(θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Rm, entonces,

p(θ|D) ∝

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(θ). (4.2)

Demostración 4.3 Usando inferencia bayesiana y el Teorema 5.1.

Debido a que las funciones de densidad a posteriori con respecto a los parámetros

de la función de riesgo λ(t) pueden resultar en distribuciones en las cuales es dif́ıcil

calcular medias, varianzas u otras caracteŕısticas. Se utiliza el método Monte Carlo

v́ıa Cadenas de Markov, para simular una cadena de Markov a partir de una función

de intensidad dada, tal que su distribución estacionaria sea p(θ|D). De esta manera

una vez que la cadena alcance la convergencia, los estados en los que se sitúe la

cadena podrán ser tomados como observaciones de la distribución a posteriori.

La forma en la que se estiman las densidades a posteriori, es mediante el programa

OpenBugs, ver[30]. Para cada una de las funciones de intensidad se toma el vector

de parámetros a estimar y para cada parámetro se elige una distribución a priori

no informativa, con 5 cadenas para verificar la convergencia o no del modelo.

Para el calentamiento se utilizan por lo general 40000 iteraciones, de las cuales se

desechan 20000. Los resultados que nos arroja el programa se dan más adelante.

4.3. Modelos utilizados

Los modelos que son utilizados en el presente trabajo, generalmente son usados

en los modelos de confiabilidad.
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4.3.1. Weibull (W)

La función de riesgo de la distribución Weibull está dada por,

h(t) =
α

σ

[
t

σ

](α−1)

, t > 0.

Por lo tanto, el vector de parámetros que se desea estimar es θ = (α, β) ∈ R+ ×
R+. Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Weibull, su función media es dada por

m(t) =

[
t

σ

]α
.

Considerando lo anterior se tiene el siguiente resultado, ver [3].

Teorema 4.2 Considere un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Weibull, además, si se asume que los parámetros de la función de riesgo son

a priori independientes, entonces la distribución a posteriori de los parámetros

está dada por,

p(α, σ|D) = (
α

σα
)k

[
k∏

i=1

dα−1
i

]
e−(T/σ)αp(α)p(σ). (4.3)

Demostración 4.4 Sustituyendo la forma de la función de tasa asi como la fun-

ción de verosimilitud en (5.2), se tiene

p(α, σ|D) ∝ l(θ|D)p(α, σ)

= l(θ|D)p(α)p(σ)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(α)p(σ)

=

[
k∏

i=1

(
α

σ
)(
di
σ
)α−1

]
e−(T/σ)αp(α)p(σ)

= (
α

σα
)k

[
k∏

i=1

dα−1
i

]
e−(T/σ)αp(α)p(σ).
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4.3.2. Musa-Okumoto (MO)

La función de riesgo de la distribución Musa-Okumoto está dada por,

h(t) =
β

t+ α
, t > 0.

Por lo tanto, el vector de parámetros que se desea estimar es θ = (α, β) ∈ R+×R+.

Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo Musa-

Okumoto, su función media es dada por,

m(t) = β log(t/α+ 1).

Considerando lo anterior se tiene el siguiente resultado, ver [21].

Teorema 4.3 Considere un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Musa-Okumoto, además, si se asume que los parámetros de la función de riesgo

son a priori independientes, entonces la distribución a posteriori de los parámetros

está dada por,

p(α, β|D) = βk

[
k∏

i=1

(1/di + α)

]
e− log(T/α+1)p(α)p(β). (4.4)

Demostración 4.5 Sustituyendo la forma de la función de tasa asi mismo la

función de verosimilitud en (5.2), se tiene

p(α, β|D) ∝ l(θ|D)p(α, β)

= l(θ|D)p(α)p(β)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(α)p(β)

=

[
k∏

i=1

(
β

di + α
)

]
e−β log(T/α+1)p(α)p(β)

= βk

[
k∏

i=1

(1/di + α)

]
e− log(T/α+1)p(α)p(β).

4.3.3. Goel-Okumoto (GO)

La función de riesgo de la distribución Goel-Okumoto está dada por,

h(t) = αβe−βt, t > 0.
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Por lo tanto, el vector de parámetros que se desea estimar es θ = (α, β) ∈ R+×R+.

Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo Goel-

Okumoto, su función media es dada por

m(t) = α(1− e−βt).

Considerando lo anterior se tiene el siguiente resultado, ver [3].

Teorema 4.4 Considere un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Goel-Okumoto, además, si se asume que los parámetros de la función de riesgo

son a priori independientes, entonces la distribución a posteriori de los parámetros

está dada por,

p(α, β|D) = (αβ)keα(1−e−βT )e−β
∑k

i=1 dip(α)p(β). (4.5)

Demostración 4.6 Sustituyendo la forma de la función de tasa asi com la fun-

ción de verosimilitud en (5.2), se tiene

p(α, β|D) ∝ l(θ|D)p(α, β)

= l(θ|D)p(α)p(β)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(α)p(β)

=

[
k∏

i=1

αβe−βdi

]
e−α(1−e−βT )p(α)p(β)

= (αβ)ke−α(1−e−βT )e−β
∑k

i=1 dip(α)p(β).

4.3.4. Goel-Okumoto Generalizada (GOG)

La función de riesgo de la distribución Goel-Okumoto generalizada está dada

por,

h(t) = αβγtγ−1e−βtγ , t > 0.

Por lo tanto, el vector de parámetros que se desea estimar es θ = (α, β, γ) ∈
R+×R+×R+. Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función

de riesgo Goel-Okumoto generalizada, su función media es dada por

m(t) = α(1− e−βtγ ).
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Considerando lo anterior se tiene el siguiente resultado, ver [21].

Teorema 4.5 Considere un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Goel-Okumoto generalizada, además, si se asume que los parámetros de la función

de intensidad son a priori independientes, entonces la distribución a posteriori de

los parámetros está dada por,

p(α, β, γ|D) = (αβγ)k

[
k∏

i=1

dγ−1
i

]
e−α(1−e−(βTγ

))e−β
∑k

i=1(d
γ
i )p(α)p(β)p(γ). (4.6)

Demostración 4.7 Sustituyendo la forma de la función de tasa asi como la fun-

ción de verosmilitud en (5.2), se tiene

p(α, β, γ|D) ∝ l(θ|D)p(α, β, γ)

= l(θ|D)p(α)p(β)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(α)p(β)p(γ)

=

[
k∏

i=1

αβγdγ−1
i e−βdγ

i

]
e−α(1−e−βTγ

)p(α)p(β)p(γ)

= (αβγ)k

[
k∏

i=1

dγ−1
i

]
e−α(1−e−(βTγ

))e−β
∑k

i=1(d
γ
i )p(α)p(β)p(γ).

4.3.5. Weibull-Geométrica (WG)

La función de riesgo de la distribución Weibull-Geométrica está dada por,

h(t) =
(α/σ)(t/σ)α−1

1− pe−(t/σ)α
, t > 0.

Por lo tanto, el vector de parámetros que se desea estimar es θ = (α, β,ppp) ∈
R+×R+×R+. Además, si se tiene un proceso Poisson no homogéneo con función

de riesgo Weibul-Geométrica, su función media es dada por

m(t) = − log

[
(1− p)e−(t/σ)α

1− pe−(t/σ)α

]
.

Considerando lo anterior se tiene el siguiente resultado, ver [2].
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Teorema 4.6 Considere un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Weibull-Geométrica, además, si se asume que los parámetros de la función de

intensidad son a priori independientes, entonces la distribución a posteriori de los

parámetros está dada por,

p(α, σ,ppp|D) = (α/σα)k

[
k∏

i=1

di
α−1

1− pppe−(di/σ)α

] [
(1− ppp)e−(T/σ)α

1− pppe−(T/σ)α

]
p(α)p(σ)p(ppp).

(4.7)

Demostración 4.8 Sustituyendo la forma de la función de tasa asi como la fun-

ción de verosimilitud en (5.2), se tiene

p(α, σ,ppp|D) ∝ l(θ|D)p(α, σ,ppp)

= l(θ|D)p(α)p(σ)p(ppp)

=

[
k∏

i=1

λ(di)

]
e−m(T )p(α)p(σ)p(ppp)

=

[
k∏

i=1

(α/σ)(di/σ)
α−1

1− pe−(di/σ)α

]
e
−(− log

[
(1−ppp)e−(T/σ)α

1−pppe−(T/σ)α

]
)
p(α)p(σ)p(ppp)

= (α/σα)k

[
k∏

i=1

dα−1
i

1− pppe−(di/σ)α

] [
(1− ppp)e−(T/σ)α

1− pppe−(T/σ)α

]
p(α)p(σ)p(ppp).

4.4. Caso de estudio

Es posible que en ocasiones individuos viviendo en grandes ciudades tengan

irritación en los ojos o la garganta. Estó puede ser causado por la contaminación

atmosférica que es un problema en las grandes ciudades y en las zonas con activi-

dades industriales, ya que en estos lugares es donde se liberan grandes cantidades

de contaminantes a la atmósfera. Precisamente son algunos de estos contaminantes

los que causan molestias en los ojos, piel, v́ıas respiratorias y forman esas brumas

que en la Ciudad de México y otras ciudades, impiden a sus pobladores ver cerros

y volcanes que la rodean, ver [40].

La contaminación del aire es un grave problema que atañe desde hace unas deca-

das al mundo. Desde los problemas en los años cincuentas y sesentas en los páıses

Europeos, como la famosa niebla tóxica londinense de 1952, el deterioro de los
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bosques europeos por la lluvia ácida hasta la grave situación de la calidad del aire

en ciudades como, la Ciudad de México, Tokio y Sao Paulo, ver [40]. Esté tipo

de contaminación, no solo es causado por las actividades humanas, también la

misma naturaleza contribuye a la contaminación atmosférica, por ejemplo en las

emisiones volcánicas. Afortunadamente, la naturaleza depura en cierta medida los

contaminantes del aire por medio de la lluvia, vegetación o viento. Sin embargo,

todo tiene un ĺımite, y cuando las emisiones de los contaminantes sobrepasa la

capacidad de depurar surgen problemas en el medio que rodea.

Dados los problemas que causa la contaminación del aire, se inició en diferentes

páıses, la toma de decisiones que avalen una reducción en la emisión de conta-

minantes. Una de ellas es fijar ĺımites permisibles de los contaminantes criterio,

aśı como el establecimiento de redes para recabar información en tiempo (monito-

reo atmosférico).

El monitoreo atmosférico proporciona información que sirve para determinar

la calidad del aire en una zona determinada, a partir de su comparación contra los

niveles permisibles establecidos para proteger la salud y bienestar de la población.

La distribución espacial de los contaminantes depende de varios factores ambien-

tales, ya que gracias a ellos se cuenta con datos que nos muestran con que rapidez,

dispersión, transporte, reacción y acumulación, se presentan los contaminantes en

una cuenca atmosférica.

En los últimos años en México se han realizado estudios para determinar, ana-

lizar y dar propuestas para solucionar los problemas que afectan a las ciudades

pobladas e industrializadas, ver [2], [3], [10], [20], [28], [41],[42]. Los niveles actua-

les de contaminación ambiental en las ciudades producen mortalidad en los seres

humanos, estos pueden ser a corto o largo plazo. Los resultados de estos estudios

han sido publicado en Estados Unidos y Europa, ver [11], [26]. La Organización

Mundial de la Salud (OMS) recomienda que los niveles de O3 sean menores que

100 ug/m3 como media en 8h. Las normas oficiales mexicanas (NOM-020-SSA1-

1993) permiten en concentración y tiempo promedio de 0.11ppm (216 ug/m3 en 1

hora).
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En el Cuadro 4.1 se presenta los valores ĺımites de exposición recomendados por

Normas Oficiales Mexicanas de los contaminantes criterio, es importante destacar

que la selección de un ĺımite (umbral), es crucial debido a que si se reducen los

ĺımites habŕıa disminución en el número de enfermos que acuden a los centros de

salud, pero esto afectaria la infraestructura social, económica y poĺıtica del páıs,

ver [42].

contaminante śımbolo valor ĺımite

Ozono O3 0.11ppm

Part́ıculas menores a 10 micrómetros PM10 210 µg/m3

Bióxido de azufre SO2 0.11ppm

Monóxido de carbono CO 0.11ppm

Bióxido de nitrógeno NO2 0.21ppm

Cuadro 4.1: Contaminates Atmosféricos. Fuente: Proaire 2012-2020

Las entidades de la federación que estan comprometidas con la recabación de

información de los niveles de los contaminantes del aire son: Durango, Morelos,

Hidalgo, Michoacán, Chiapas, Baja California Sur, Chihuahua, Guanajuato, San

Luis Potośı, Coahuila, Tabasco, Puebla, Aguascalientes, México, Baja California,

Jalisco, Nuevo León, Ciudad de México (Distrito Federal). Los estados que cuentan

con un sistema de medición durante un periodo largo son: Ciudad de México

(Distrito Federal), Nuevo Leon, Jalisco y Baja California. El Estado de Puebla

cuenta con un sistema de monitoreo desde el año 2000 y es considerado con un

nivel intermedio de operación con un puntaje de 6 de una escala de 1-10, ver [20].

Esta evaluación considera la calidad de los datos, estudios realizados sobre estos

datos, operación de la red, entre otros aspectos.

4.4.1. Extensión Geográfica del Estado de Puebla

El Estado de Puebla es una de las 31 entidades que conforman la República

Mexicana y esta integrado por 217 municipios. Se ubica en la zona centro-oriental

del páıs, colinda al este con el Estado de Veracruz; al poniente con el Estado de

México, Hidalgo, Tlaxcala y Morelos, al sur con los Estados de Oaxaca y Gue-
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rrero, su superficie es de 34, 251 kilómetros cuadrados. Como se puede observar

en la Figura 4.1, el Estado de Puebla esta dividido por una carretera primaria

(autopista México-Puebla), esto hace que la ciudad de Puebla sea considerada de

paso para turistas o trasportes terrestres (maquinaria pesada, transporte de agri-

cultura, servicios, etc.), que viajan a los estados vecinos. El municipio de Puebla se

localiza en la parte centro-oeste del Estado de Puebla y cuenta con una extensión

geográfica de 524.31 kilométros cuadrados. La ciudad de Puebla es una ciudad

histórica, industrial, y educativa que cuenta con 2 millones de personas en su zona

metropolitana. Ubicada en un valle cerca de cuatro volcanes, Puebla esta a 2000

metros sobre nivel del mar entre la Ciudad de México y el puerto de Veracruz, ver

[46].

Tlaxcala Veracruz

Oaxaca
Guerrero

Hidalgo

Estado de
México

Morelos

Figura 4.1: Vı́as primarias y secundarias de comunicación en el Estado de Puebla. Fuente:

Proaire 2012-2020
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4.4.2. Calidad del Aire en Puebla

Una buena calidad del aire puede definirse como la suma de concentraciones de

componentes presentes en la atmósfera en un periodo de tiempo dado, que satisfa-

cen la salud, el bienestar de la población, el equilibrio ecológico, y los materiales

con valor económico [42].

En esta subsección se establece el diagnóstico de la calidad del aire para el

peŕıodo 2001-2009, utilizando datos generados por la Red Estatal de Monitoreo

Ambiental (REMA), que está conformada por cuatro estaciones de monitoreo:

Tecnológico (UTP), Ninfas, Serdán (BINE) y Agua Santa, todas ellas ubicadas en

el municipio de Puebla.

En la Figura 4.2 se tiene el sitio geográfico y las estaciones existentes hasta el

año 2011 de la REMA.

Figura 4.2: Estaciones de Monitoreo Atmosférico de Puebla, 1.- Tecnológico, 2.- Serdán,

3.-Ninfas y 4.- Agua Santa

Fuente: http://sinaica.ine.gob.mx/rama_puebla.html
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Para el estudio del contaminante ozono, la red de monitoreo atmosférico se

toma como una sola estación que registra los máximos diarios que corresponde al

municipio de Puebla. Las bases de datos son recabadas por la Secretaŕıa de Desa-

rrollo Rural, Sustentabilidad Ambiental y Ordenamiento Territorial del Estado

de Puebla, se puede notar algunas observaciones faltantes, ver Figura 4.3. Dado

que se trabajan con modelos Poisson no homogéneos se necesita tener las bases

completas por lo cual se utiliza un método para completar la base.
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Figura 4.3: Series de tiempo para los máximos en las 4 estaciones de monitoreo at-

mosférico, del periodo 1/01/2001 al 31/12/2009. La ĺınea horizontal corresponde al nivel

del umbral (110 ppm)

Se realiza un resumen estad́ıstico descriptivo sobre los datos para cada una de

las estaciones, ver Cuadro 4.2.
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Estación Mı́n. 1er. cuan. Mediana Media 3er. cuan. Máx. Datos

Faltantes

UTP 1.80 36.00 50.50 54.39 70.10 234.00 10%

Ninfas 3.00 41.00 55.70 57.18 71.10 206.50 36%

BINE 0.30 29.10 40.90 42.02 53.30 212.80 35%

Agua 7.50 38.30 55.20 56.95 72.20 178.10 21%

Santa

Cuadro 4.2: Estad́ıstica descriptiva para las 4 estaciones de monitoreo atmosférico

Se observa que en el periodo 2001-2009, las cuatro estaciones de monitoreo en

algún momento han presentado observaciones que sobrepasan el umbral (0.11 ppm

equivalentes a 110 ppb). De manera similar se observa que en los gráficos de series

de tiempo (ver Figura 4.3), la estación que en los últimos años ha presentado más

niveles que sobrepasan el umbral es Agua Santa, seguida de la estación Ninfas.

Cabe señalar que en los gráficos no se hace presente normalidad en los datos.

Método de llenado de bases de datos

Para el llenado de esta base se sigue el procedimiento que a continuación se

describe, para cada estación y por consiguiente para la región de Puebla:

Estos puntos se realizan para cada estación, del periodo 01-01-2001 al 31-12-

2009.

• Se seleccionan los máximos diarios de cada año.

• Se compara el año a llenar con sus años más cercanos.

• El d́ıa faltante se obtiene al promediar los d́ıas de los años cercanos, es

decir, si el dato faltante es el zi, i = 1, . . . , 365 del año Z, tomamos el

mismo d́ıa pero de los años anterior y posterior al año Z y promediamos

estas dos cantidades para obtener el d́ıa zi.

Después de completar la base de datos para cada estación, se selecciona el

máximo diario de las cuatro estaciones.
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La base resultante se usa como los máximos diarios para la región de Puebla.

Observación: El método usado para llenar datos faltantes no es el mejor, dado que

existen grandes discrepancias entre las observaciones.

Aśı mismo, al considerar el número de observaciones que exceden un umbral fijado

de antemano de un contaminante, se construyen programas OpenBugs para esti-

mar los parámetros y se obtienen los siguientes resultados. El Gráfico 4.4 muestra

el comportamiento del contaminante ozono en la ciudad de Puebla, tomando en

cuenta el método de llenado de datos.
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Figura 4.4: Comportamiento del ozono en la ciudad de Puebla, umbral u = 110 ppb



4.5. RESULTADOS 69

4.5. Resultados

Las cadenas de Markov se simularon en el paquete OpenBugs, para cada fun-

ción de riesgo se dan distribuciones a prioris uniformes en intervalos apropiados o

distribuciones a priori gammas para los parámetros de las funciones de tasa, de la

siguiente forma:

Para la función de riesgo Weibull se utiliza una a priori uniforme en (0, 1.5)

para el parámetro α, mientras que para el parámetro σ una a priori gamma

(3.86, 0.76).

Para la función de riesgo Musa-Okumoto se utiliza una a priori gamma

(66.01, 0.57) para el parámetro α y una a priori gamma (68.77, 2.55) pa-

ra el parámetro β.

En el caso de la función de riesgo Goel-Okumoto se utiliza una a priori uni-

forme en (150, 250) para el parámetro α, y una a priori uniforme en (0,

0.003) en el caso del parámetro β.

La función de riesgo Goel-Okumoto generalizada presenta tres parámetros,

para cada uno de ellos se utilizan a prioris uniformes en los diferentes in-

tervalos, con (100, 500), (0.5, 1), (0.00001, 0.001), para el parámetro α, γ, β,

respectivamente.

Finalmente, en el caso de la función de riesgo Weibull-Geométrica se tienen

a prioris uniformes en intervalos para los parámetros α y p con (0.3, 0.9) y

(0, 1), respectivamente. Mientras para el parámetro σ la distribución a priori

corresponde a una gamma (3, 1.1).

La Figura 4.5 muestra los gráficos de las densidades a posteriori para cada uno

de los modelos utilizados.
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Figura 4.5: Gráficos de densidades de la distribución a posteriori para las funciones de

riesgo: 1.-Weibull; 2.-Musa-Okumoto; 3.-Goel-Okumoto; 4.-Goel-Okumoto generalizada;

5.-Weibull-Geométrica
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En el siguiente Cuadro 4.3, se establecen las estimaciones de los parámetros

para cada una de las funciones de riesgo. Como se mencionó con anterioridad para

estimar los parámetros se realizaron simulaciones de 5 cadenas en el programa

OpenBugs, esto con el fin de observar por medio de los gráficos de traza, aśı como

los de historial, la convergencia de las cadenas a la distribución a posteriori (La

selección de las 5 cadenas se realiza para observar la convergencia, dado que con

un número menor no podŕıa ser visible esta convergencia). De esta manera al

observar la convergencia a la distribución deseada para cada parámetro, se obtienen

los gráficos de la distribución a posteriori para cada uno de los parámetros (ver

Figura 4.5), que como se observa en algunos caso no se presenta normalidad. Los

resultados presentados se han hecho en ausencia de puntos de cambio.

Modelo Parámetro media sd MC error DIC

α̂ 0.7526 0.04364 5.258E-4

Weibull σ̂ 4.281 1.644 0.01871 1246.0

α̂ 141.4 15.21 0.1493

Musa-Okumoto β̂ 37.42 2.629 0.02982 1288.0

α̂ 215.4 21.07 1.087

Goel-Okumoto β̂ 3.937E-4 6.874E- 2.677E-6 1245.0

α̂ 298.8 57.57 3.074

Goel-Okumoto β̂ 6.254E-4 2.029E-4 1.009E-5

generalizada γ̂ 0.887 0.06204 0.7888 1248

α̂ 0.7191 0.04117 5.615E-4

Weibull- p̂ 0.3366 0.2389 0.0030066

Geométrica σ̂ 3.098 1.222 0.01709 1250

Cuadro 4.3: Resumen estad́ıstico para las funciones de riesgo sin puntos de cambio

Con estos resultados, se calcularon la función media para cada una de las

funciones de riesgo analizada

Para un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo de Weibull,

con los parámetros estimados, ver Cuadro 4.3 se tiene la función media esta
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dada por

m(t) = (
t

σ
)α = (

t

4.281
)0.75.

De igual forma para un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Musa-Okumoto, se tiene que la función media del proceso está dada por

m(t) = β log(
t

α
+ 1) = 37.42 log(

t

141.1
+ 1).

Para un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo Goel-Okumoto,

la función media del proceso es dada por

m(t) = α(1− e−βt) = 215.4(1− e−3.94t).

Cuando se generalizan los modelos anteriores se tiene un proceso Poisson no

homogéneo con función de riesgo Goel-Okumoto generalizada, con función

media del proceso dada por

m(t) = α(1− e−βtγ ) = 298.8(1− e−6.25t0.88).

Finalmente, para un proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo

Weibull-Geométrica, su correspondiente función media del proceso con los

parámetros estimados es dada por

m(t) = − log

[
(1− p)e−(t/σ)α

1− pe−(t/σ)α

]
= − log

[
(0.67)e−(t/3.09)0.71

1− 0.33e−(t/3.09)0.71

]
.

Para cada una de las funciones de riesgo para un proceso Poisson no homógeneo,

la probabilidad de que ocurra el evento de interés esta dado por

P (N(t2)−N(t1) = n) = e−[m(t2)−m(t1)]
[m(t2)−m(t1)]

n

n!
, t2 > t1, n ≥ 0, (4.8)

en cada caso se sustituye el valor de la función media del proceso.

En la Figura 4.6 se presentan los gráficos con las funciones medias del proceso

Poisson con las funciones de riesgo Weibull, Musa-Okumoto, Goel-Okumoto, Goel-

Okumoto generalizada y Weibull-Geométrica, aśı como la media de las observa-

ciones. Se observa que modelos se ajustan mejor al promedio de las observaciones.
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Figura 4.6: Gráfico de las medias acumuladas, para el proceso Poisson no homogéneo con

funciones de riesgo Weibull, Musa-Okumoto, Goel-Okumoto,Goel-Okumoto generalizada

y Weibul-Geométrica, respecto a la media de las observaciones y sin puntos de cambio

Los siguientes resultados se ha considerado un punto de cambio y se presentan

las densidades a posteriori para cada una de la funciones de riesgo respectivas,

(sólo para la funciones de riesgo Weibull y Musa-Okumoto).

Para el proceso Poisson no homogéneo con función de riesgo Weibull y con-

siderando un punto de cambio se tienen las siguientes a prioris para cada

parámetro antes y después del punto de cambio τ . Distribuciones a prioris

uniformes con intervalos (0, 3); (0, 2); (10, 70), (150, 300), respecto a los
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parámetros α1, α2, σ1 y el punto de cambio τ , mientras que el parámetro σ2

se utilizó una a priori gamma (6.56, 0.18).

Para el proceso Poisson con función de riesgo Musa-Okumoto se tienen a

prioris uniformes con intervalos en (0, 500000); (0, 2000); (10, 1000); (50,

200); (50, 150), para los parámetros α1, α2, β1, β2 y al punto de cambio τ ,

respectivamente.

En el siguiente Cuadro 4.4, se establecen las estimaciones de los parámetros

para cada una de las funciones de riesgo.

Modelo Parámetro media sd MC error DIC

α̂1 1.854 0.2364 0.004591

α̂2 1.015 0.07628 0.00167

Weibull σ̂1 35.89 8.526 0.1651

σ̂2 28.91 10.44 0.2346

τ̂ 247 9.392 0.1645 1226

α̂1 17750.0 10760.0 191.7

α̂2 1076.0 414.6 7.957

Musa-Okumoto β̂1 652.3 239.4 4.222

β̂2 114.2 24.42 0.443

τ̂ 91 20.74 0.4255 1249

Cuadro 4.4: Resumen estad́ıstico con un punto de cambio

En la Figura 4.7 se muestran los gráficos de densidades a posteriori dadas las

anteriores distribuciones a priori, de manera similar se relizan corridas de 40000

iteraciones de las cuales se desechan las primeras 20000 sobre 5 cadenas simuladas,

y solo se eligen las iteraciones cada 10 observaciones (el desechar las primeras 20000

iteraciones es dado que en ellas no se observan la convergencia de las 5 cadenas).
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Figura 4.7: Gráficos de densidades de la distribución a posteriori para las funciones de

riesgo: 1.-Weibull; 2.-Musa-Okumoto; con un punto de cambio
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En la Figura 4.8 se presentan los gráficos con las funciones medias del proceso

Poisson, con las funciones de riesgo de Weibull y Musa-Okumoto, considerando

un punto de cambio que se da en τ = 247 para el modelo Weibull y τ = 91, para

el caso del modelo con función de riesgo Musa-Okumoto (para hallar el punto de

cambio τ , se considera como una variable aleatoria sobre el intervalo [0, T ] y se

estima usando inferencia bayesiana). Se observa que modelo se ajustan mejor al

promedio de las observaciones.

Figura 4.8: Gráfico de las medias acumuladas, para el proceso Poisson no homogéneo

con funciones de riesgo Weibull, Musa-Okumoto, respecto a la media de las observaciones

y con un punto de cambio



Conclusiones

De acuerdo al modelo presentado se tienen las siguientes conclusiones parciales,

tomando en cuenta el objetivo principal del estudio que es elegir el modelo que

ajusta mejor las observaciones de la red de monitoreo atmosférico del Estado de

Puebla:

El gráfico de las medias acumuladas con respecto a la media de las obser-

vaciones Figura 4.6, se observa que los modelos sin punto de cambio que

se describieron, los que mejor se ajustan son: el Weibull, Musa-Okumoto,

Goel-Okumoto, Goel-Okumoto generalizada y Weibull-Geométrica y usando

el Cuadro 4.3, el modelo que presenta menor DIC es el modelo con función

de riesgo Goel-Okumoto.

Para los modelos con un punto de cambio se observa, ver Figura 4.8 un com-

portamiento similar en el gráfico de las medias acumuladas, ambos modelos

se van ajustando a la media de las observaciones. El modelo que presenta me-

nor DIC es el proceso Poisson con función de riesgo Weibull, ver Cuadro 4.4.

En este punto, se considera la misma función de riesgo antes y después del

punto de cambio, sin embargo, lo que cambia son los parámetros estimados.

Al comparar los DIC en cada una de las tablas, con punto de cambio y

sin punto de cambio, se observa que el modelo se va ajustando más a las

observaciones cuando se consideran modelos con un punto de cambio.
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El método que se esta usando en este trabajo, es una aplicación de un método ya

usado en los datos de Ozono en la zona Metropolitana del Valle de México. Duran-

te el desarrollo del trabajo se observa que las bases originales de nuestro problema

son extensas (más de 70 000 observaciones por estación) y que presentan datos

faltantes, un problema es que aún no se cuenta con el método más adecuado para

su llenado. Al final, usando el método de llenado explicado con anterioridad, se

conto con una base de datos (considerando las bases llenas y máximos diarios),

con un tamaño de 3287 observaciones.

Por ello urge que se implementen medidas para mejorar la recolección de datos

sobre contaminantes de la atmósfera, esto con el fin de tener resultados más acer-

tados a la realidad, aśı como un informe detallado de lo que esta pasando con el

aire que se respira en la Ciudad de Puebla2.

En el proceso de simulación de las cadenas de Markov en el paquete de Openbugs

se consideran los siguientes aspectos:

Dado que no se cuenta con información acerca del comportamiento de cada

uno de los parámetros considerados para cada modelo, se utilizan a prioris

no informativas (en este caso distribuciones uniformes sobre intervalos).

Al observar los gráficos de las densidades a posteriori para cada parámetro, si

este gráfico tiene una forma conocida, a la distribución a priori del parámetro

se le asigna dicha distribución.

Se consideran la simulación de 5 cadenas para observar la convergencia gráfi-

camente, por medio de los gráficos de traza e historial (se pueden considerar

más cadenas, solo que los tiempos de corrida seŕıan más tardados).

2Puebla y su zona conurbada está creciendo desmesuradamente, cada d́ıa cuenta con una

flotilla vehicular más grande, que trae como consecuencia que los niveles de contaminación sigan

creciendo. A pesar de que se han dado recomendaciones y se han considerado nuevas formas de

trasporte como lo es el transporte articulado RUTA, sigue habiendo problemas con la circulación,

como semáforos no sincronizados, topes de reducción de velocidad, entre otros.

Hace falta mucho trabajo para tener resultados, como lo es el mantenimiento a v́ıas primarias

y secundarias, la sincronización efectiva de semáforos, eliminación de topes donde no sean nece-

sarios, mejorar el sistema de recolección de datos atmosféricos aśı como incrementar la red con

más estaciones de monitoreo, construir pulmones para la ciudad, aśı como conservar los pocos

que existen.
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Se simulan 40000 iteraciones para que la convergencia se observe de mejor

manera y esto se garantice.

Se desechan las primeras 20000 iteraciones, dado que en los gráficos de his-

torial no se nota la convergencia en estas iteraciones.

En el gráfico de las medias acumuladas sin considerar puntos de cambio,

bajo el modelo Poisson no homogéneo con cada una de las funciones de

riesgo consideradas, se hace notorio el comportamiento de la media de las

observaciones, es por ello que consideramos puntos de cambio.

Como no se conoce información acerca de este punto de cambio, se toma

como una variable a considerar (parámetro) y de la misma forma se estima

mediante inferencia bayesiana.

Trabajos a futuro:

Un trabajo de importancia es hallar un método efectivo de llenar bases de

datos con observaciones faltantes, que garantice resultados apegados a la

realidad.

Siguiendo la ĺınea de investigación, lo ideal es considerar otros modelos y

considerar más puntos de cambio con diferentes funciones de riesgo.
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Apéndice A

Teoremas y definiciones.

Definición A.1 Probabilidad condicional. Sean A y B dos eventos y supon-

gamos que P (B) > 0. La probabilidad condicional del evento A dado el evento

B se denota con el śımbolo P (A|B) y se define como el siguiente cociente:

P (A|B) =
P (A,B)

P (B)
.

Observe que la probabilidad condicional no esta definida si P (B) = 0.

La definición anterior y el teorema que sigue se pueden consultar en, ver [8], [37].

Teorema A.1 Teorema de Bayes. Sea B1, B2, . . . , Bk una partición del espacio

Ω, tal que cumple, P (Bj) > 0, j = 1, 2, . . . , k y sea A un evento tal que P (A) > 0.

Entonces para j = 1, 2, . . . , k se cumple:

P (Bj |A) =
P (Bj)P (A|Bj)∑k
j=1 P (Bj)P (A|Bj)

(A.1)

Teorema A.2 Ley Fuerte de los Grandes Números. Sea {Xn} una sucesion

de variables aleatorias indpendientes e identicamente distribuidas, con media µ.

Entonces
1

n

n∑
i=1

Xi
c.s.−→ µ

Este último teorema se tomó de [37].
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