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Resumen

En este trabajo se muestra que si una lagrangiana es invariante bajo un grupo de trans-
formaciones, entonces, las ecuaciones de Lagrange tanto para el caso discreto como para el
caso continuo mantiene su forma bajo este grupo de transformaciones. Mientras que el caso
inverso, no siempre es cierto, se hace esto evidente con los casos de la particula libre, oscilador
armonico, ecuacion de Klein-Gordon y la electrodinamica.

Palabras clave: Lagrangiana, invariante, simetria, ecuaciones de Lagrange, transformacion de
coordenadas.
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Introduccion

Las simetrias juegan un papel ampliamente reconocido en la Fisica, particularmente en las
teorias de campo, al grado de que en muchos casos son una guia para establecer las ecuaciones
bésicas de una teoria o modelo. Por ello, comtiinmente se estudian en disciplinas como mecanica
clasica, cuantica o teoria de campos, describiendo, sin existir una demostracién formal, las
propiedades que deben tener las lagrangianas al buscar que las ecuaciones de movimiento o las
ecuaciones de campo mantengan su forma bajo algin grupo de transformaciones, como el de
Lorentz, el de las rotaciones o grupos de simetria interna.

Comunmente, en los textos de mecanica clasica, de mecanica cuantica o de teoria de cam-
pos se presentan afirmaciones sin demostracion acerca de las propiedades que deben tener las
lagrangianas si se busca que las ecuaciones de movimiento, o las ecuaciones de campo, man-
tengan su forma bajo algin grupo de transformaciones, como el grupo de Lorentz, el grupo de
rotaciones o grupos de simetria interna. Dichas afirmaciones se refieren al comportamiento de
una lagrangiana, y de las ecuaciones derivadas de ella, bajo un grupo de transformaciones y son
de dos tipos: (i) Si la lagrangiana es invariante bajo el grupo, entonces las ecuaciones corres-
pondientes son covariantes bajo las transformaciones del grupo, y (ii) para que un conjunto de
ecuaciones de movimiento o de campo sean covariantes bajo un grupo de transformaciones, la
lagrangiana correspondiente debe ser invariante bajo el grupo (ver, por ejemplo, las Refs. [1-6]).

Se demostrard que la afirmacién (i) es verdadera, mientras que para (ii) se estudiardn un
par de contracjemplos que serviran para demostrar que ésta es falsa.

En el primer capitulo, se presentan brevemente antecedentes y analisis complementarios
del estudio del movimiento de un sistema: la descripcion lagrangiana, para sistemas discretos y
continuos, recalcando algunos conceptos relevantes que es imperativo considerar en el desarrollo
de este trabajo.

Posteriormente, en el capitulo dos se estudia la relacién que existe entre las ecuaciones de
Lagrange, para un sistema discreto, bajo una transformacion de coordenadas, se establece la
definicién de una lagrangiana invariante bajo esta transformacién y como consecuencia de lo
anterior: la conservacion de forma de las ecuaciones de Lagrange. En el capitulo tres se revisan
los mismos puntos para el caso de sistemas continuos.

En el capitulo cuatro se aterrizan los conceptos estudiados previamente para enfocarse en
el andlisis de casos especificos en que las lagrangianas del sistema no son invariantes bajo
transformaciones de Galileo para el problema de la particula libre y para un boost en direccion
del eje x y para la operacion de paridad, que son casos particular de las transformaciones de
Lorentz, para la electrodinamica. El resultado es generalizado para boosts en las tres direcciones.
Se estudia la lagrangiana de la ecuacion de Klein-Gordon para el caso de reescalamiento del
campo escalar, también se estudia el caso del oscilador arménico bajo transformaciones que son
invertibles. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo realizado.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Principio de Hamilton

El principio de Hamilton es un principio variacional que al aplicarse a un sistema fisico
puede ser usado para obtener las ecuaciones de Lagrange, Hamilton o Newton. El principio de
Hamilton puede ser escrito como:

El movimiento del sistema del tiempo t; al tiempo ty es tal que la integral de linea (llamada
accion)
= (" rat (1.1)
t1
donde L =T —V tiene un valor estacionario para el camino real de movimiento y los limites
de integracion estdn fijos, las coordenadas permanecen fijas al tiempo ty y ts.

Esto es, de todos los caminos posibles por los cuales el sistema puede evolucionar del tiempo
t; al tiempo ¢, con las coordenadas ¢'(x) fijas, lo hard a través del cual el valor de la integral
(1.1) es optimizado. [1]

1.1.1. Ecuaciones de Lagrange

Para obtener las ecuaciones de Lagrange del principio de Hamilton usamos el calculo varia-
cional [1].

Sea f una funcién de las n variables y; y de sus derivadas ¢; (suponemos que son funciones
de una variable paramétrica x) con i = 1,2, ..., n.

J = /:f(yz-;yi;x) (1.2)

La variacion es obtenida considerando .J como una funcién de un parametro perturbativo «,
que etiqueta a un conjunto de posibles curvas y (z, ), estas curvas se construyen de la siguiente
forma:

yi (2, @) = y; (2, 0) + an, () (1.3)

donde y; (x,0) es por hip6tesis solucién al problema de hacer extrema J y las n;(x) son funciones
arbitrarias, independientes de «, ademas deben cumplir un par de requisitos: son cero en los

1



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.1. PRINCIPIO DE HAMILTON

extremos y son clase C2.

Ahora, la variacién de J es

0J
0 [yi, ] = 0 [y:, o] dev (1.4)

para o = 0, por construccion de las y; ,la variacion de la funcional J debe ser cero esto implica
que la condicion para hacer extrema la funcional J es

0J

5o =0 (1.5)
oJ  2(0f dy; Of O,
ZY 1.
D /1 <8yi T (16)
El segundo término se integra por partes
20f g, Of Oys|” 20y d (Of
dr = _ — d 1.
L 0g0a " ayioal, N dade \og) " (1.7)

Al derivar la ecuacién (1.3) respecto del pardmetro a obtenemos el resultado

Dy

Asi, el primer término de la ecuacion (1.7) es cero porque por hipdtesis las funciones 7; son cero

en los extremos.
o0J [P of d (0f
da /1 (@yi dx (891-)) midz (1.9)

Teniendo
Por la condicién (1.5) y dado que las funciones 7; son funciones arbitrarias se concluye que para
que la variacion 6J sea cero se requiere que:

of d (df\ _
5 i (ay) =0 (1.10)

Lo que deseamos es hacer extrema la integral (1.1), hacemos la sustitucién

T —t
Yy—4q
f(i; 9 0) = L(q;, Gis t)

Obteniendo asi las ecuaciones de Lagrange

oL d (0L
e @ (aq) —0 (1.11)

2



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.2. ECUACIONES DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS

1.2. Ecuaciones de Lagrange para sistemas continuos

1.2.1. Variacién de una integral multiple

Para maximizar la integral de la ecuacién (1.1) en el caso de un sistema continuo es necesario
utilizar el cdlculo variacional para una integral multiple [14].

Denotaremos la regiéon de integracion como D, un rectangulo o cilindro en R™. Un punto
en D ser4 denotado por t = (t',...,t™) y dt = dt'-- - dt™. La frontera de D serd etiquetada por
BdD.

Sea C%(D) el conjunto de todas las funciones en D cuyas segundas derivadas parciales son
continuas y sea C2(D) el conjunto de todas las funciones vectoriales

= vy (1.12a)
) a2$k
ity = LT (1.12b)
con los indices latinos i = 1,2, ...n y los indices griego § = 1,2, 3, ...m.
La funcional es o
J[z] = / f (2 a5, 1) dt (1.13)
D

La variacion es obtenida considerando .J como una funcién de un parametro perturbativo «,
que etiqueta a un conjunto de posibles curvas z (¢, ), estas curvas se construyen de la siguiente

forma: ' ‘ ‘
' (t", ) =2 (t7,0) + an'(t") (1.14)

donde z* (¢, 0) es la solucién al problema de maximizar la funcional (1.13) y n*(¢”) son funciones
arbitrarias clase C2, pero tiene las siguientes restricciones: son cero en BdD y son clase C2.
Ahora, hacemos la variacion

6J [x(t), o] = (;;/Df(:ciJrani,:i:ngaﬁg,ta) dt) (1.15)

por la construccion, para a = 0 la funcional J es extrema

oJ
) t =0l = —~da = 1.1
J[x(t),a = 0] 540 =0 (1.16)
de lo cual se obtiene la condicion 57
— =0 1.17
90 (1.17)

Usando la regla de la cadena se llega a

o7 [ (of . of
50 = I, (axi” * aa';iﬁ”ﬂ> dat (1.18)

3




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.2. ECUACIONES DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS

Hay que notar que ‘
on' 0

O =055 = gip

on’

Usando la ecuacién (1.19) y la identidad
8/5 (agba) = ag (aﬁ) b + afﬁﬁ (ba)

la ecuacién (1.18) es

of o (of , o (of .
5 :/ R ) zdt/— i | dt
Tlal =}, <axz ot (aj;g)) L AT (a:b;”
Haciendo uso del teorema de la divergencia para el segundo término de la suma
o (of . oL
|| dt = / " t) dt =
/D ot <3x"a77> BdD 37']277 cos (n, £°) 0

dado que las funciones n* son cero en la superficie.
Asi, el segundo término no contribuye, se tiene

oJ r(of 0 [0f)) .
da /D (axi " ot (aﬁcg)) it

De la condicién (1.17) y dado que las * son funciones arbitraria se sigue que:

of 9 (af\_,
ori oo \dii )

1.2.2. Sistemas fisicos

Ahora, para un sistema fisico continuo se tiene un densidad lagrangiana:

z- g (ni,gz’k,tf‘)

La lagrangiana es
L= / Ldt'dt*dt?
y la accién es:
I= / Ldt'de*d’dt?
1%
Haciendo uso del principio de Hamilton
0l =0

y del resultado de la seccién anterior, hacemos la sustitucion

t—t
r—n

f (a:i,abé,to‘) - 7 <ni, g?;,tj>

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

4



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.2. ECUACIONES DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS

Obteniendo asi las ecuaciones de Lagrange para campos

0% 0 (az)zo (127

o ot~ \ 9,
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1.2. ECUACIONES DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS




Capitulo 2

Simetrias en sistemas discretos

2.1. Transformaciones

Una transformacién en el espacio de configuraciones es una funcién de la forma

' =a(x,t)

¢ = (1) (2.1)

la transformacion es invertible

r=z(2',t)

——— (2:2)

2.2. Ecuaciones de Lagrange covariantes

Las ecuaciones de Lagrange en un sistema de coordenadas son

jt (;;L (Ii“);ﬂ(”?’f)) - ;xiL (#'(1); &' (1) (1); ) =0 (2.3)

A fin de encontrar una relacién entre las ecuaciones de movimiento entre un sistema y otro
hacemos la siguiente definicion

o . ‘ dt
l 1o gl — J 1k 4t -J 1k stk gt 1k 41 et
L(az,x,t>_L(x (x ,t),:z: (3: & ,t),t(a: ’t>)dt’ (2.4)
Las ecuaciones de Lagrange bajo la transformacién (2.1) son
d 8 / 1% (4! ey / a / 7 ey /
7 (W.L (2" (t), 3" (), ) | - ool (2(t), & (t'),) = 0 (2.5)
La pregunta natural es ;Como se relacionan estas ecuaciones?
Para simplificar la escritura hacemos las siguientes definiciones
L'=1 (23" ¢) (2.6a)
L=L(a' 1) (2.6b)



CAPITULO 2. SIMETRIAS EN SISTEMAS DISCRETOS
2.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

2.2.1. Transformacion de coordenadas
La transformaciéon es de la forma

2t =2 (27, t)
t =

La ecuacion (2.4) se puede escribir como:
L (2 i) = L(a (2% 1) 37 (%, 3%, 1)t (%, 1)) (2.8)
Tomando en cuenta las ecuaciones (2.6a) y (2.6b), sustituimos la ecuacién (2.8) en las

ecuaciones para el sistema primado (2.5) y vemos como se transforman.
Usando la regla de la cadena se llega a:

d (U oL 9ad (d (AL 9L 29)
dt\0i) ~ 0z~ 0x \dt \0i7 ) ~ Ou ‘

2.2.2. Transformacién general

Para este caso se toma al tiempo como una coordenada adicional z° = ¢ [9].
Asi, la transformacién (2.1) queda expresada en una sola ecuacion.

A (a:ﬁ) (2.10)

cona,=0,1,2,....n.
Ademés, introducimos una variable auxiliar u. El tiempo y las coordenadas seran funcién de
ella.

La acciéon puede escribirse como

t o u1 cdxt/du |\ dt
Lttty de= [0 (2 S ) S 211
/to (w%51) o <x’dt/du’>duu (211)
Definimos una nueva lagrangiana
5 dz® dat/du |\ dt
L|z% — | =L[z2"% it — 2.12
<m’du> (x’dt/du’>du (2.12)
Las ecuaciones de Lagrange para esta nueva accién son:
d (0L oL
du (aw) " oze Y (2.13)
Para las coordenadas (o« = i) se obtiene
o L d( 0L\ _d(oL\ d(d1oL o1
©0rt du \Odxi/du)  du \ Ox du \ du & 9y '

8



CAPITULO 2. SIMETRIAS EN SISTEMAS DISCRETOS
2.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

Simplificando se obtiene la relaciéon

oL d oL dt (0L d (0L
"= (adxi/du> ~du (axi Cdt (835)) (2.15)

Lo que demuestra que la L reproduce las ecuaciones de Lagrange para L.
Ahora, para a =0

oL d< oL ) OL dt d(L dx du@L) (2.16)

020 du \ 8da®/du T Otdu du\  du dt 0i
Simplificando se llega a la siguiente relacion:

OL d( 9L \ _ _dt (0L d (0L (2.17)
Or%  du \Oda®/du) du’ \ozi ~ dt \ o '

A

Para una transformacién de la forma (2.1) L' es

a dx'® - dx® dx'®
/ o — o 18 8
L (x o > L (x (:L‘ ), T (x . >> (2.18)

y usando la relacién de la ecuacién (2.9) para L:

oL d ( oL \ 9z (0L d [ OL (2.19)
Ox't  du \odz'i/du) — Oz \Ox*  du \ ddr*/du '

Sustituimos las ecuaciones (2.15) y (2.17) para llegar a la relacién:

dv (9L d (OL'\\ _dt (97 Ot
du \ Oz’ dt’ \ 0z ~ du \ 9z 8a7’ix

(2.20)
oL d (0L
ort  dt \ 01
Si tomamos u = ¢’ y como estd definida L (2.12), la ecuacién (2.18) se reduce a
N dx'® ) ) ) ) ) dt
/ e} _ 1 / !/ ) / ./ / el
L (3: , du)L(x (xﬂt),x (x],x],t)) o (2.21)

Asi, sustituyendo la ecuacion (2.4)

oL’ d (oL dt [ 0z7 o .\(O0L d (0L

R (i [y i ey (2.22)
oz’ dt' \ 01" dt’ \ ox" Oz oxd  dt \ %7
De la ecuacién (2.22) se observa que las ecuaciones de Lagrange se transforman de manera
covariante bajo transformaciones de la forma (2.1).

9



CARiTULO 2. SIMETRIAS EN SISTEMAS DISCRETOS
2.3. CONSERVACION DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE

2.3. Conservacion de la forma de las ecuaciones de La-
grange

Definicién 2.3.1 La accion (1.1) es invariante bajo la transformacion (2.1) si cumple con la

condicion: p .
/j L(a" (2l 1)@ (a8, % 1) ¥ (aF,1)) dt’ — /tl L(a' i t)dt
4 2.23)
ey |
g dt

F es una funciéon arbitraria de tiempo y las coordenadas, y es continua [10].

Transformando la integral de la definicién (2.3.1) hecha sobre el intervalo [t/, t}] al intervalo
[t1, 2], la condicién (2.23) se puede expresar en términos de las lagrangianas

L : dt’ . dF (z,t)
1o v k .k / k o i )
L(m (x,t),x (a:,x,t),t (m,t)) dt—L<x,x,t)+7dt (2.24)
La transformacion es invertible, entonces, se tiene que la ecuacion (2.24) también puede ser
escrita como

I (Z,z (:C/j,t/) ,:ﬁ‘i (:C/k,:b’k,t/) 1 (:L'/k,tl)> ;Ztt, -7 (x/i,ili,t/) 4 dGElxt,/?t/) (2'25>

Sustituyendo la ecuacion (2.4)

G (z',t')

I/ (:I:'/i,:i'li,tl> —J (l’li,i/i,t/) + g

(2.26)
El término que contiene a la derivada de G no contribuye a las ecuaciones de movimiento,
por lo tanto no afecta. Las lagrangianas L’ y L poseen la misma forma.
Y por la ecuacién (2.22) se ve que las ecuaciones de Lagrange para ambas deben conservar
la forma.

10



Capitulo 3

Simetrias en sistemas continuos

3.1. Transformaciones

Una transformacién en el espacio de configuraciones es una funcién de la forma

o __ ol V’tu
77/ n'*(n”, t") (3.1)
17 =170, 1%)

la transformacién debe ser invertible
na — na(n/z/,tlu)

9 =P 1) (3:2)

3.2. Ecuaciones de Lagrange covariantes

Las ecuaciones de Lagrange en un sistema de coordenadas son

9 9 ianj o 9 z% al _
o (o (-3 )) ~a (1 5) =0 >

Con el fin de encontrar la relacién entre un sistema y otro bajo la transformacién (3.1) hacemos
la siguiente definicion

677”“ . 877k ) an’j )
/ 1k /T k 15 plo 15 m v 15 4l
Z (n gt | =L\ (n,¢ ),7(9757 N gt )t (n7,¢)
ot?
- det ( Tl 6)
Las ecuaciones de Lagrange bajo la transformacién (3.1) son

8 a / I an/] fo] 8 / 17 an/j o
- & — - & t = .
ot (aﬁg <” o )) o (" ot ) ! (3:5)

Para simplificar la escritura introducimos las definiciones

(3.4)

L= <n'i; gza;t/o‘> (3.6a)

11



CAPITULO 3. SIMETRIAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

) J
Y=Y (77’, g?a,ta> (3.6b)

3.2.1. Transformaciones de las variables de campo
La transformacion es la siguiente

W=7 (n', 1)
t/a — ta (37)

Por la forma de la transformacion, el jacobiano cumple

¢
det <gta> = (3.8)
Con estas consideraciones la ecuacion (3.4) es
2 (e 2 ) = k(07 t%) U T (3.9)
7778#‘7 - n n, 78t,y 77»(%#7 ) .

tomando en consideracién las definiciones (3.6a) y (3.6b).

Ahora, sustituimos la ecuacién (3.9) en las ecuaciones de movimiento del sistema primado
(3.5). Usando la regla de la cadena se obtiene la relacion.

0L 9 (0L ot (o2 9 (0% (3.10)
ol o \ogg )~ on \ogF — o \ ank ‘

3.2.2. Transformacioén general

La transformacion es la siguiente:

n7 =07 (n',t%)
t/a — t/a (771’ ta) (311>

Tomamos la definicién

8
det (gia> =A (3.12)

Resolveremos el problema desde la accion, consideramos la accion
/ & (o, 0 ot ) dt (3.13)
Q

Si hacemos una transformacion en el espacio de integracion, tomando las t* como componentes
adicionales. La transformaciéon se puede ver de manera reducida en la expresion:

= () (3.14)
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CAPITULO 3. SIMETRIAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

con los indices primados o, 8’ = 0/,1/,2,3'. 1,2, ....m. Los primeros 4 términos primados hacen
referencia a las coordenadas y los siguientes m sin primar se refieren a las variables de campo.
Introducimos 4 variables auxiliares u, asi, la acciéon bajo esta transformacion es:

/ﬂ(nj o’ | o+ t“) dt:/ L\ % o B t* | Bdu (3.15)
Q ’ ' Qu " Our \ OuP ’
con 548
t
B =det| — 1
e < 8u7> (3.16)
Definimos una lagrangiana auxiliar
(o o (ot
L, — |1 =Z |, — — t"| B 3.17
Las ecuaciones de Lagrange se cumplen para esta nueva Z.
0Z o (0%
;= -1 =0 (3.18)
o+ Ou @%n‘:

Para las m variables de campo se tiene:

0 0 (0L
_ | = 1
oo (aszz;) “ o

Usando la regla de la cadena y la definicién de < (3.17).

02 0 (aj)_az 9 (a,s,ﬂau~3>

_ | = -B — .
ont  ou? 83;’; on’ dur \ O otP

_ (920 (0%
~ T\ o\ o,

Lo cual reproduce las ecuaciones de Lagrange para .Z.

0 0 (0L 0L 0 (0L
- | =B S . 2
ot Ou (8§Zi) <0n% ot <6ﬁz>> (3:20)

Ahora, para las 4 coordenadas:

0 o [0Z
_ = 21
onr' Our (38817*:) 0 (3.21)
Con p/ =1,2,3,4. Entonces
0.2 o (0L
o o (agf;;) =0 (322)
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CAPITULO 3. SIMETRIAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

Usando la definicién de & (3.17), la formula de Jacobi y la regla de la cadena, se tiene

0£ 0 (02 _ L on (02 0 (02
otm  our \ 922 | ot \ ot ot \ por

ou otv

Para una transformacion de la forma (3.1) .2 es

2 / @n/'y’ ~ / / 8777/ / (97]/'7/

[ — 2 (p "y
(7.5 ) =2 (o () 55 (7. 55

usando el resultado obtenido en la subseccion anterior, para .2 (3.10), se tiene

02 0 [0£\ o (0£ 0 [0Z
oni oux \ gnd | oni \ oy Oue \ on

usando las ecuaciones (3.20) y (3.23), sustituyéndolas, se tiene:
(02 0 (02\\ _ o, (00 o .
an/j ot 3ﬁ’f, 5T]j 37711‘ «

(0L 0 (o0&
o~ ot \ i

B’y B” por (3.16) son.

o8
B’ = det

¢ out

ot?

B’ = det —

¢ Out

Tomando u® = '®, [/es
[A/ I 377”' . j( z( 7 t/u) -q ( 151 t“) t“( 7 tlu))
n ’8’&“ - nn, 77704 n anua ) s
otr

- det ( 5 /u)

considerando lo anterior, (3.26) se reduce a:
0o 0 (0L o\ (on' ot~
- — — = det - — -1)7,

o7 ot \ ! ot ) \oni o

(0L 0 (0%
ot o \ oil

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27a)

(3.27b)

(3.28)

(3.29)

La ecuacién (3.29) nos muestra que las ecuaciones de movimiento para sistemas continuos se

transforman de manera covariante, entre un sistema y otro.
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CAP!'TULO 3. SIMETRIAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.3. CONSERVACION DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE

3.3. Conservacion de la forma de las ecuaciones de La-
grange

Definicion 3.3.1 Una lagrangiana es invariante si bajo la transformacion (3.1) cumple con la

condicion:
- On' oY OF* (n',t*)
i 2 pa dt’—/ i 7 o dt:/ A g .
J /"g(" ot ) Q"g(" ot ) 0 o (3.50)

F* es un campo vectorial continuo que depende de las coordenadas y de las variables de campo

[14]

La condicién puede ser expresada en términos de las densidades lagrangianas como

p 97719‘ ) 9t/o¢ ) 977] 9Fu (ni’ta)
4 « _ 2 @ _ 31
3(77, t’a’t )det( t6>—$<n, ta’t>+ ” (3.31)

Considerando que la transformacién es invertible y usando la ecuacién (3.4), la ecuacion
(3.31) nos lleva a la relaciéon

8G“ (77/1" t/a)

T (3.32)

! (n/k7 n;}k7 tlp) — (n/k7 n;)k7 t/p) +
La divergencia de G se puede ignorar ya que es un término de superficie y las variables de campo
permanecen fijas durante la variacién. Por lo tanto se puede afirmar que las lagrangianas £’ y
£ tienen la misma forma.
De la ecuacién (3.29) se concluye que las ecuaciones de movimiento también tienen la misma
forma en bajo la transformacién (3.1).
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3.3. CONSERVACION DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE
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Capitulo 4

Lagrangianas que no son invariantes
bajo transformaciones

4.1. Particula libre

La lagrangiana estandar de la particula libre es:

L= %532 (4.1)

que al sustituirse en las ecuaciones de Lagrange (1.11), nos lleva a la ecuacién de movimiento.

=0 (4.2)

4.1.1. Lagrangiana invariante bajo transformaciones de Galileo

Una transformacion de Galileo para una dimensién en su forma mas general es

' =z + x9+ Vot

=1+t (4:3)

Necesitamos las componentes de la velocidad, usando la regla de la cadena se encuentra:
¥ =z + v (4.4)
Se sustituye en la lagrangiana (4.1)

L= % (i + vo)? (4.5)

Al desarrollar el cuadrado y agrupar términos, se obtiene

d vim
! 0
L'=L+ 7 <ma:vo + o > (4.6)

Contrastando con la definicién 2.3.1, se concluye que la lagrangiana (4.1) es invariante bajo
transformaciones de Galileo.
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CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
) TRANSFORMACIONES
4.2. OSCILADOR ARMONICO N-DIMENSIONAL ISOTROPO

Las ecuaciones de Lagrange se transforman segin la ecuacién (2.22) como:
d (0L d (0L
il - | = 4.
dt’ ((%’) dt <8x> (47)

P =i (4.8)

4.1.2. Lagrangiana que no es invariante bajo transformaciones de
Galileo

Considere la siguiente lagrangiana [15] :
y
L =log () — o log (z) (4.9)
x

La lagrangiana propuesta no es una funcién bien comportada y no esta definida en todo el
espacio de configuraciones, pero estos inconvenientes pueden ser obviados ya que la lagrangiana
sOlo es una funciéon auxiliar para obtener las ecuaciones de movimiento y no tiene significado
fisico y al momento de realizar la variaciéon de la acciéon no se especifica la trayectoria por la
cual se realiza.

Al sustituir en las ecuaciones de Lagrange, se obtiene

i=0 (4.10)

Como vimos en la seccién anterior esta ecuacion se transforma de manera covariante (4.7).
Mientras que la lagrangiana (4.9)

da’
! dx’ / a7 — V0
L' =log (% —vo) — (t' = to) 5= tirioy (4.11)
— lOg ($/ — Xy — Vo (t/ — to))
bajo la transformacion de Galileo no puede ser llevada a una expresion que tome la forma de

la definicién 2.3.1. Por lo tanto la lagrangiana (4.9) no es invariante bajo una transformacion
de Galileo.

4.2. Oscilador armoénico n-dimensional is6tropo

La lagrangiana es

L= % (@) & — kaTx (4.12)

que al sustituir en las ecuaciones de Lagrange (1.11)

i+ wir; =0 (4.13)

con w? = £,
m

Si consideramos una transformacion de la forma [17]

' =ax (4.14)
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CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINAMICA

donde det a # 0.

Al sustituir en las ecuaciones de movimiento (4.13), se tiene
- 2.1 _
@ +wa; =0 (4.15)
se transforma de manera covariante.

Sustituimos la transformacion en la lagrangiana (4.12)

k
L= %x’TaTax' — §:vTaTax (4.16)

Si la transformacién cumple
ala #1 (4.17)

la lagrangiana no es invariante bajo la transformacién (4.14).

4.3. Electrodinamica

La densidad lagrangiana usual de la electrodindmica en el vacio es [4]

1
- _ F, F* 4.1
Z 16mc (4.18)
donde F},, es conocido como el tensor de campo electromagnético
0A 0A
F,=-t--"2 4.1
o o (4.19)
Asi, la densidad lagrangiana queda expresada en funcién de los potenciales
1 0A 0A 0A 0A
L= —p o w_ v p_ 20 4.2
g leetls ( v o ) ( ats ot ) (4.20)

y A, son las componentes del cuadripotencial.
Sustituyendo la densidad lagrangiana en las ecuaciones de Lagrange (1.27), se obtiene el resul-
tado:

OF*8
=0 4.21
0 (4.21)

Son las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.
V-E= (4.22a)
_  10E

VxB-—-"2=0 4.22b
% c Ot ( )

Las dos restantes ecuaciones de Maxwell son obtenidas de como son definidas E y B respecto
a los potenciales vectorial y escalar.

.1 104
B=VxA (4.23D)
y éstas son:
. 10B
V X E = _Caat (424&)
V-B= (4.24D)




CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINAMICA

4.3.1. Lagrangiana invariante

Bajo una transformacion de Lorentz los campos y las coordenadas se transforman de la
siguiente manera

Al =N Ag (4.25a)

= ATVt (4.25b)

Se puede demostrar usando la regla de la cadena y el hecho que las entradas de la matriz A son
constantes que la derivada se transforma como

Y _ (a0¥
orr ROt

(4.26)

Haciendo uso de las ecuaciones (4.25a) y (4.26) se obtiene la forma en la que se transforma
el tensor electromagnético bajo una transformacion de Lorentz

Fl, = A\ Fop (4.27)
Y el tensor F'*¥ se transforma de la siguiente manera
F'™ = ATV R (4.28)
Ahora, haciendo la contraccién de los tensores

FlF" = NSNS F gAY

p ntty

Simplificando, se llega a la condiciéon de que es un invariante
F, F" = F,F" (4.29)
Dado que .Z ~ F,, F* se concluye que
L= (4.30)

Lo cual cumple con la definicién (3.3.1). Por lo tanto la densidad lagrangiana (4.18) es invariante
bajo transformaciones de Lorentz. De acuerdo a la ecuacion (3.29), las ecuaciones de movimento
se transforman como

a uy A —1V a o
S = AT (4.31)

4.3.2. Lagrangiana no invariante

Si consideramos la siguiente densidad lagrangiana [7,8].

g:é-(laE—vXé>—E-(1aB+vXE) (4.32)




CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINAMICA

tomando las componentes de los campos eléctrico y magnético como variables de campo.
Ademas, suponemos como condiciones iniciales

—

V-E=0 (4.33a)
V-B=0 (4.33b)
Con estas consideraciones se tienen seis ecuaciones de Lagrange. Las primeras tres son:
10E -
. _VxB= 4.34
c Ot % ( )
Y las tres siguientes son:
- 10B
VXE+-—=0 (4.35)

Boosts

Los campos eléctrico y magnético estan contenidos en el tensor electromagnético

0 -E, —E, —E,
E, 0 —-B. B,

wr _
Fr = E, B. 0 B (4.36)
E. -B, B, 0
Para un boost en el eje = en forma infinitesimal la matriz A toma la forma [4]
1 -8 00
|- 1 00
A= 0 0 1 0 (4.37)
0 0 01
g es
v
= - 4.
[ (4.39)

el tensor F'* se transforma como lo establece la ecuacion (4.28), de hacer esto se obtiene que
las componentes de los campos se transforman como

El=E, E,=F,—f3B; E,=E;+fB,

4.39
By =B, By,=By+[E; Bj=Bs;—[E, ( )
También, hay que notar que el término %%—}f —~VxBesla componente espacial de un tensor
(4.21). Definimos
OF8
MP = 4.40
para un boost en direccion del eje x, M? se transforma
0 _ A0 _ 1 n_ 0
M® =M°—pBM" M M — M (4.41)

M/2 _ M2 M/B — M3
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CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINAMICA

Definimos al vector

. 10B ,

i= =22 4.4

N (CatJerE)' (4.42)
J

Para encontrar como se transforman sus componentes bajo un boost en el eje x usamos el hecho
o _ (10
que % = (14, V)
N/l — Nl _ BNO
N7 = N? (4.43)

N/3 — NS

con N° =V . B.
Bajo un boost en direccion z, la lagrangiana es

& (E’i (Ej, Bj) . B" (Ej, Bj)) — BIM" — E/N" (4.44)
sustituyendo los resultados obtenidos en las ecuaciones (4.39), (4.41) y (4.43)

& =BM —EN' +F (E,B) (4.45)

F=38 (E1V B — BV -E + 8y (E3E> + B3By)
— 2FE20yF3 — 2By0yBs — E303B; + E301 By — 20 Bs (4.46)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales (4.33a) y (4.33b) y manipulando la ecuacién ante-

rior se tiene
F = (00 (E3Ey + B3Bsy) + 01 (EyBy + E3Bs)

02 (EyBy — BoFEy) + 03 (BsEy — E3By)
-2 (EgaoEg + BzaoBg + BgalEQ + BgalEg)
—B10,By + E10,By — E103Bs + B103E3)

(4.47)

La funcion F no puede ser llevada a una forma en la que sea solamente el resultado de una
cuadridivergencia de un campo vectorial.
La lagrangiana (4.32) no es invariante bajo un boost en direccién en el eje z.

Si rotamos los ejes espaciales el resultado obtenido sigue siendo valido, dado que los opera-
dores rotacional y divergencia son invariantes bajo rotaciones, como también lo es el producto
punto, por lo que la lagrangiana (4.32) no es invariante bajo boosts en cualquier direccién.

Inversiéon espacial

Para inversién espacial la matriz A toma la forma [16]

1 0 0 0
0 -1 0 0

A=l o 1 o (4.48)
00 0 -1




CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.4. ECUACION DE KLEIN-GORDON

Bajo la operacion de paridad el campo magnético B es un pseudovector [4]
B =B (4.49)

el campo electrico E es un vector [4]
E'=_F (4.50)

El vector M por ser las componentes espaciales de un 4-vector se transforma

M"7 = —M’ (4.51)
El tensor 0, se transforma
4 = do
59— 5 (4.52)

con los resultados de las ecuaciones (4.49), (4.50) y (4.52) se encuentra que las componentes
del vector N se transfroman

N = NJ (4.53)
Al sustituir en la lagrangiana (4.32)
= (10E =\ = (10B .
‘=B - VX B|+E- (-2 B 4.54
Z (cat V x )+ (CatJer ) (4.54)

no puede ser llevada a la forma de la definicién de Lagrangiana invariante (3.31), por lo tanto
la lagrangiana no es invariante bajo paridad.

4.4. FEcuacion de Klein-Gordon

La densidad lagrangiana de la ecuacion de Klein-Gordon es
1 |
&L = 50,00"6 — S0 (4.55)
que al sustituir en las ecuaciones de campo (1.27) obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon

(- V2 +p2) =0 (4.56)

4.4.1. Reescalamiento del campo

Si reescalamos el campo escalar la transformacion es

¢ = a¢ (4.57)

a es una constante arbitraria, distinta de cero.
Al sustituir en la ecuacién de Klein-Gordon se tiene

¢

(98 - V2 + p?) —=0 (4.58)

23



CAPITULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.4. ECUACION DE KLEIN-GORDON

dado que a es una constante arbitraria se sigue
(% -V +p?) ¢ =0 (4.59)

La ecuacién de Klein-Gordon se transforma de manera covariante bajo reescalamientos.
Si se sustituye en la densidad lagrangiana (4.55) se tiene

L= (;aﬂd)aw _ ;Mﬂ) (4.60)

La densidad lagrangiana no cumple con la definicién (3.31), por lo tanto no es invariante
bajo reescalamiento.
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Capitulo 5
Conclusiéon

Las ecuaciones de Lagrange bajo una transformacion de coordenadas para sistemas discretos
(2.1) o para sistemas continuos (3.1) se transforman de la siguiente manera

8L’_i67L’_£ 8xj_8t.j 8L_i oL (5.1)
ox't dt' \ gzt ) dt \ Ozt or" )\ ozt~ dt \ 9 ‘
esto es para el caso discreto.

Para el caso continuo es

oz o (o2 \\ _ (o) (o0 o
an/j ot anlljj o ot 87]] an/j Mo

(o2 9 (0%
o ot \ i

En esta tesis se demostro que si las transformaciones preservan la forma de la lagrangiana,
entonces las ecuaciones de movimiento preservan su forma, tanto para sistemas discretos como
continuos.

Los ejemplos expuestos en el tiltimo capitulo fueron un contraejemplo ante la idea de pensar
que si las ecuaciones de movimiento se transforman de manera covariante bajo un grupo de
transformaciones, entonces éstas se derivan de una lagrangiana que también es invariante.

Por lo tanto, sélo es verdad la suposicion: si la lagrangiana es invariante bajo transforma-
ciones (2.1) para sistemas discretos y (3.1) para sistemas continuos, entonces las ecuaciones
de Lagrange mantienen su forma; la afirmacion: si las ecuaciones de Lagrange mantienen su
forma bajo las transformaciones (2.1) y (3.1), entonces la lagrangiana es invariante bajo éstas
transformaciones, no es cierta.
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