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tunidad de trabajar con él.
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Resumen

En este trabajo se muestra que si una lagrangiana es invariante bajo un grupo de trans-
formaciones, entonces, las ecuaciones de Lagrange tanto para el caso discreto como para el
caso continuo mantiene su forma bajo este grupo de transformaciones. Mientras que el caso
inverso, no siempre es cierto, se hace esto evidente con los casos de la part́ıcula libre, oscilador
armónico, ecuación de Klein-Gordon y la electrodinámica.

Palabras clave: Lagrangiana, invariante, simetŕıa, ecuaciones de Lagrange, transformación de
coordenadas.
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Introducción

Las simetŕıas juegan un papel ampliamente reconocido en la F́ısica, particularmente en las
teoŕıas de campo, al grado de que en muchos casos son una gúıa para establecer las ecuaciones
básicas de una teoŕıa o modelo. Por ello, comúnmente se estudian en disciplinas como mecánica
clásica, cuántica o teoŕıa de campos, describiendo, sin existir una demostración formal, las
propiedades que deben tener las lagrangianas al buscar que las ecuaciones de movimiento o las
ecuaciones de campo mantengan su forma bajo algún grupo de transformaciones, como el de
Lorentz, el de las rotaciones o grupos de simetŕıa interna.

Comúnmente, en los textos de mecánica clásica, de mecánica cuántica o de teoŕıa de cam-
pos se presentan afirmaciones sin demostración acerca de las propiedades que deben tener las
lagrangianas si se busca que las ecuaciones de movimiento, o las ecuaciones de campo, man-
tengan su forma bajo algún grupo de transformaciones, como el grupo de Lorentz, el grupo de
rotaciones o grupos de simetŕıa interna. Dichas afirmaciones se refieren al comportamiento de
una lagrangiana, y de las ecuaciones derivadas de ella, bajo un grupo de transformaciones y son
de dos tipos: (i) Si la lagrangiana es invariante bajo el grupo, entonces las ecuaciones corres-
pondientes son covariantes bajo las transformaciones del grupo, y (ii) para que un conjunto de
ecuaciones de movimiento o de campo sean covariantes bajo un grupo de transformaciones, la
lagrangiana correspondiente debe ser invariante bajo el grupo (ver, por ejemplo, las Refs. [1–6]).

Se demostrará que la afirmación (i) es verdadera, mientras que para (ii) se estudiarán un
par de contraejemplos que servirán para demostrar que ésta es falsa.

En el primer caṕıtulo, se presentan brevemente antecedentes y análisis complementarios
del estudio del movimiento de un sistema: la descripción lagrangiana, para sistemas discretos y
continuos, recalcando algunos conceptos relevantes que es imperativo considerar en el desarrollo
de este trabajo.

Posteriormente, en el caṕıtulo dos se estudia la relación que existe entre las ecuaciones de
Lagrange, para un sistema discreto, bajo una transformación de coordenadas, se establece la
definición de una lagrangiana invariante bajo esta transformación y como consecuencia de lo
anterior: la conservación de forma de las ecuaciones de Lagrange. En el caṕıtulo tres se revisan
los mismos puntos para el caso de sistemas continuos.

En el caṕıtulo cuatro se aterrizan los conceptos estudiados previamente para enfocarse en
el análisis de casos espećıficos en que las lagrangianas del sistema no son invariantes bajo
transformaciones de Galileo para el problema de la part́ıcula libre y para un boost en dirección
del eje x y para la operación de paridad, que son casos particular de las transformaciones de
Lorentz, para la electrodinámica. El resultado es generalizado para boosts en las tres direcciones.
Se estudia la lagrangiana de la ecuación de Klein-Gordon para el caso de reescalamiento del
campo escalar, también se estudia el caso del oscilador armónico bajo transformaciones que son
invertibles. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo realizado.
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Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

1.1. Principio de Hamilton
El principio de Hamilton es un principio variacional que al aplicarse a un sistema f́ısico

puede ser usado para obtener las ecuaciones de Lagrange, Hamilton o Newton. El principio de
Hamilton puede ser escrito como:
El movimiento del sistema del tiempo t1 al tiempo t2 es tal que la integral de ĺınea (llamada
acción)

I =
∫ t2

t1
Ldt (1.1)

donde L = T − V tiene un valor estacionario para el camino real de movimiento y los ĺımites
de integración están fijos, las coordenadas permanecen fijas al tiempo t1 y t2.

Esto es, de todos los caminos posibles por los cuales el sistema puede evolucionar del tiempo
t1 al tiempo t2, con las coordenadas qi(x) fijas, lo hará a través del cual el valor de la integral
(1.1) es optimizado. [1]

1.1.1. Ecuaciones de Lagrange
Para obtener las ecuaciones de Lagrange del principio de Hamilton usamos el cálculo varia-

cional [1].
Sea f una función de las n variables yi y de sus derivadas ẏi (suponemos que son funciones

de una variable paramétrica x) con i = 1, 2, ..., n.

J =
∫ 2

1
f (yi; ẏi;x) (1.2)

La variación es obtenida considerando J como una función de un parámetro perturbativo α,
que etiqueta a un conjunto de posibles curvas y (x, α), estas curvas se construyen de la siguiente
forma:

yi (x, α) = yi (x, 0) + αηi(x) (1.3)

donde yi (x, 0) es por hipótesis solución al problema de hacer extrema J y las ηi(x) son funciones
arbitrarias, independientes de α, además deben cumplir un par de requisitos: son cero en los

1
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extremos y son clase C2.
Ahora, la variación de J es

δJ [yi, α] = ∂J

∂α
[yi, α] dα (1.4)

para α = 0, por construcción de las yi ,la variación de la funcional J debe ser cero esto implica
que la condición para hacer extrema la funcional J es

∂J

∂α
= 0 (1.5)

∂J

∂α
=
∫ 2

1

(
∂f

∂yi

∂yi
∂α

+ ∂f

∂ẏi

∂ẏi
∂α

)
dx (1.6)

El segundo término se integra por partes

∫ 2

1

∂f

∂ẏi

∂ẏi
∂α

dx = ∂f

∂yi

∂yi
∂α

∣∣∣∣∣
2

1
−
∫ 2

1

∂yi
∂α

d

dx

(
∂f

∂ẏi

)
dx (1.7)

Al derivar la ecuación (1.3) respecto del parámetro α obtenemos el resultado

∂yi
∂α

= ηi (1.8)

Aśı, el primer término de la ecuación (1.7) es cero porque por hipótesis las funciones ηi son cero
en los extremos.
Teniendo

∂J

∂α
=
∫ 2

1

(
∂f

∂yi
− d

dx

(
∂f

∂ẏi

))
ηidx (1.9)

Por la condición (1.5) y dado que las funciones ηi son funciones arbitrarias se concluye que para
que la variación δJ sea cero se requiere que:

∂f

∂yi
− d

dx

(
∂f

∂ẏi

)
= 0 (1.10)

Lo que deseamos es hacer extrema la integral (1.1), hacemos la sustitución

x→ t

y → q

f(yi; ẏi;x)→ L(qi, q̇i; t)

Obteniendo aśı las ecuaciones de Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (1.11)

2
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1.2. Ecuaciones de Lagrange para sistemas continuos

1.2.1. Variación de una integral múltiple
Para maximizar la integral de la ecuación (1.1) en el caso de un sistema continuo es necesario

utilizar el cálculo variacional para una integral múltiple [14].
Denotaremos la región de integración como D, un rectángulo o cilindro en Rm. Un punto

en D será denotado por t = (t1, ..., tm) y dt = dt1 · · · dtm. La frontera de D será etiquetada por
BdD.
Sea C2(D) el conjunto de todas las funciones en D cuyas segundas derivadas parciales son
continuas y sea C2

n(D) el conjunto de todas las funciones vectoriales

x(t) =
(
x1(t), ..., xn(t)

)
cuyas componentes xk(t) son elementos de C2(D). Definimos las derivadas

ẋkα ≡
∂xk

∂tα
(1.12a)

ẍkαβ ≡
∂2xk

∂tβ∂tα
(1.12b)

con los indices latinos i = 1, 2, ...n y los ı́ndices griego β = 1, 2, 3, ...m.
La funcional es

J [x] =
∫
D
f
(
xi, ẋjβ, t

α
)
dt (1.13)

La variación es obtenida considerando J como una función de un parámetro perturbativo α,
que etiqueta a un conjunto de posibles curvas x (t, α), estas curvas se construyen de la siguiente
forma:

xi (tν , α) = xi (tν , 0) + αηi(tν) (1.14)
donde xi (tν , 0) es la solución al problema de maximizar la funcional (1.13) y ηi(tν) son funciones
arbitrarias clase C2, pero tiene las siguientes restricciones: son cero en BdD y son clase C2.

Ahora, hacemos la variación

δJ [x(t), α] =
(
d

dα

∫
D
f
(
xi + αηi, ẋjβ + αη̇iβ, t

α
)
dt

)
(1.15)

por la construcción, para α = 0 la funcional J es extrema

δJ [x(t), α = 0] = ∂J

∂α
dα = 0 (1.16)

de lo cual se obtiene la condición
∂J

∂α
= 0 (1.17)

Usando la regla de la cadena se llega a

∂J

∂α
=
∫
D

(
∂f

∂xi
ηi + ∂f

∂ẋiβ
η̇iβ

)
dt (1.18)

3



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS
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Hay que notar que

δη̇iβ = δ
∂ηi

∂tβ
= ∂

∂tβ
δηi (1.19)

Usando la ecuación (1.19) y la identidad

∂β
(
aβαb

α
)

= ∂β
(
aβα
)
bα + aβα∂β (bα)

la ecuación (1.18) es

δJ [x] =
∫
D

(
∂f

∂xi
− ∂

∂tα

(
∂f

∂ẋiα

))
ηidt+

∫
D

∂

∂tα

(
∂f

∂ẋiα
ηi
)
dt (1.20)

Haciendo uso del teorema de la divergencia para el segundo término de la suma∫
D

∂

∂tα

(
∂f

∂ẋiα
ηi
)
dt =

∫
BdD

∂L

∂η̇kα
ηk cos (n, tα) dt = 0 (1.21)

dado que las funciones ηk son cero en la superficie.
Aśı, el segundo término no contribuye, se tiene

∂J

∂α
=
∫
D

(
∂f

∂xi
− ∂

∂tα

(
∂f

∂ẋiα

))
ηidt

De la condición (1.17) y dado que las ηk son funciones arbitraria se sigue que:

∂f

∂xi
− ∂

∂tα

(
∂f

∂ẋiα

)
= 0 (1.22)

1.2.2. Sistemas f́ısicos
Ahora, para un sistema f́ısico continuo se tiene un densidad lagrangiana:

L = L

(
ηi,

∂ηi

∂tk
, tj
)

(1.23)

La lagrangiana es
L =

∫
L dt1dt2dt3 (1.24)

y la acción es:
I =

∫
V

L dt1dt2dt3dt4 (1.25)

Haciendo uso del principio de Hamilton

δI = 0 (1.26)

y del resultado de la sección anterior, hacemos la sustitución

t→ t

x→ η

f
(
xi, ẋjβ, t

α
)
→ L

(
ηi,

∂ηi

∂tk
, tj
)

4
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Obteniendo aśı las ecuaciones de Lagrange para campos

∂L

∂ηi
− ∂

∂tα

(
∂L

∂η̇iα

)
= 0 (1.27)
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Caṕıtulo 2

Simetŕıas en sistemas discretos

2.1. Transformaciones
Una transformación en el espacio de configuraciones es una función de la forma

x′ = x′(x, t)
t′ = t′(x, t)

(2.1)

la transformación es invertible

x = x(x′, t′)
t = t(x′, t′)

(2.2)

2.2. Ecuaciones de Lagrange covariantes
Las ecuaciones de Lagrange en un sistema de coordenadas son

d

dt

(
∂

∂ẋi
L
(
xi(t); ẋi(t); t

))
− ∂

∂xi
L
(
xi(t); ẋi(t)(t); t

)
= 0 (2.3)

A fin de encontrar una relación entre las ecuaciones de movimiento entre un sistema y otro
hacemos la siguiente definición

L′
(
x′i, ẋ′i, t′

)
≡ L

(
xj
(
x′k, t′

)
, ẋj

(
x′k, ẋ′k, t′

)
, t
(
x′k, t′

)) dt
dt′

(2.4)

Las ecuaciones de Lagrange bajo la transformación (2.1) son

d

dt′

(
∂

∂ẋ′i
L′
(
x′i(t′), ẋ′i(t′), t′

))
− ∂

∂x′i
L′
(
x′i(t), ẋ′i(t′), t′

)
= 0 (2.5)

La pregunta natural es ¿Cómo se relacionan estas ecuaciones?
Para simplificar la escritura hacemos las siguientes definiciones

L′ ≡ L′
(
x′i, ẋ′i, t′

)
(2.6a)

L ≡ L
(
xi, ẋi, t

)
(2.6b)

7
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2.2.1. Transformación de coordenadas
La transformación es de la forma

x′i = x′i(xj, t)
t′ = t

(2.7)

La ecuación (2.4) se puede escribir como:

L′
(
x′i, ẋ′i, t

)
= L

(
xj
(
x′k, t

)
, ẋj

(
x′k, ẋ′k, t

)
, t
(
x′k, t

))
(2.8)

Tomando en cuenta las ecuaciones (2.6a) y (2.6b), sustituimos la ecuación (2.8) en las
ecuaciones para el sistema primado (2.5) y vemos cómo se transforman.
Usando la regla de la cadena se llega a:

d

dt

(
∂L′

∂ẋ′i

)
− ∂L′

∂x′i
= ∂xj

∂x′i

(
d

dt

(
∂L

∂ẋj

)
− ∂L

∂xj

)
(2.9)

2.2.2. Transformación general
Para este caso se toma al tiempo como una coordenada adicional x0 ≡ t [9].

Aśı, la transformación (2.1) queda expresada en una sola ecuación.

x′α = x′α
(
xβ
)

(2.10)

con α, β = 0, 1, 2, ..., n.
Además, introducimos una variable auxiliar u. El tiempo y las coordenadas serán función de
ella.

La acción puede escribirse como
∫ t1

t0
L
(
xi; ẋi; t

)
dt =

∫ u1

u0
L

(
xi; dx

i/du

dt/du
; t
)
dt

du
du (2.11)

Definimos una nueva lagrangiana

L̂

(
xα,

dxα

du

)
≡ L

(
xi; dx

i/du

dt/du
; t
)
dt

du
(2.12)

Las ecuaciones de Lagrange para esta nueva acción son:

d

du

(
∂L̂

∂ẋα

)
− ∂L̂

∂xα
= 0 (2.13)

Para las coordenadas (α = i) se obtiene

0 = ∂L̂

∂xi
− d

du

(
∂L̂

∂dxi/du

)
= dt

du

(
∂L

∂xi

)
− d

du

(
dt

du

1
dt
du

∂L

∂xi

)
(2.14)

8
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Simplificando se obtiene la relación

0 = ∂L̂

∂xi
− d

du

(
∂L̂

∂dxi/du

)
= dt

du

(
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

))
(2.15)

Lo que demuestra que la L̂ reproduce las ecuaciones de Lagrange para L.
Ahora, para α = 0

∂L̂

∂x0 −
d

du

(
∂L̂

∂dx0/du

)
= ∂L

∂t

dt

du
− d

du

(
L− dxi

du

du

dt

∂L

∂ẋi

)
(2.16)

Simplificando se llega a la siguiente relación:

∂L̂

∂x0 −
d

du

(
∂L̂

∂dx0/du

)
= − dt

du
ẋi
(
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

))
(2.17)

Para una transformación de la forma (2.1) L̂′ es

L̂′
(
x′α,

dx′α

du

)
= L̂

(
xα
(
x′β
)
,
dxα

du

(
x′β,

dx′α

du

))
(2.18)

y usando la relación de la ecuación (2.9) para L̂:

∂L̂′

∂x′i
− d

du

(
∂L̂′

∂dx′i/du

)
= ∂xα

∂x′i

(
∂L̂

∂xα
− d

du

(
∂L̂

∂dxα/du

))
(2.19)

Sustituimos las ecuaciones (2.15) y (2.17) para llegar a la relación:

dt′

du

(
∂L̂′

∂x′i
− d

dt′

(
∂L̂′

∂ẋ′i

))
= dt

du

(
∂xj

∂x′i
− ∂t

∂x′i
ẋj
)

·
(
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)) (2.20)

Si tomamos u = t′ y como está definida L̂ (2.12), la ecuación (2.18) se reduce a

L̂′
(
x′α,

dx′α

du

)
= L

(
xi
(
x′j, t′

)
, ẋi

(
x′j, ẋ′j, t′

)) dt
dt′

(2.21)

Aśı, sustituyendo la ecuación (2.4)

∂L′

∂x′i
− d

dt′

(
∂L′

∂ẋ′i

)
= dt

dt′

(
∂xj

∂x′i
− ∂t

∂x′i
ẋj
)(

∂L

∂xj
− d

dt

(
∂L

∂ẋj

))
(2.22)

De la ecuación (2.22) se observa que las ecuaciones de Lagrange se transforman de manera
covariante bajo transformaciones de la forma (2.1).
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CAPÍTULO 2. SIMETRÍAS EN SISTEMAS DISCRETOS
2.3. CONSERVACIÓN DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE

2.3. Conservación de la forma de las ecuaciones de La-
grange

Definición 2.3.1 La acción (1.1) es invariante bajo la transformación (2.1) si cumple con la
condición: ∫ t′2

t′1

L
(
x′i
(
xj, t

)
, ẋ′i

(
xk, ẋk, t

)
, t′
(
xk, t

))
dt′ −

∫ t2

t1
L
(
xi, ẋi, t

)
dt

=
∫ t2

t1

dF (x, t)
dt

dt

(2.23)

F es una función arbitraria de tiempo y las coordenadas, y es continua [10].

Transformando la integral de la definición (2.3.1) hecha sobre el intervalo [t′1, t′2] al intervalo
[t1, t2], la condición (2.23) se puede expresar en términos de las lagrangianas

L
(
x′i
(
xj, t

)
, ẋ′i

(
xk, ẋk, t

)
, t′
(
xk, t

)) dt′
dt

= L
(
xi, ẋi, t

)
+ dF (x, t)

dt
(2.24)

La transformación es invertible, entonces, se tiene que la ecuación (2.24) también puede ser
escrita como

L
(
xi
(
x′j, t′

)
, ẋi

(
x′k, ẋ′k, t′

)
, t
(
x′k, t′

)) dt
dt′

= L
(
x′i, ẋ′i, t′

)
+ dG (x′, t′)

dt′
(2.25)

Sustituyendo la ecuación (2.4)

L′
(
x′i, ẋ′i, t′

)
= L

(
x′i, ẋ′i, t′

)
+ dG (x′, t′)

dt′
(2.26)

El término que contiene a la derivada de G no contribuye a las ecuaciones de movimiento,
por lo tanto no afecta. Las lagrangianas L′ y L poseen la misma forma.

Y por la ecuación (2.22) se ve que las ecuaciones de Lagrange para ambas deben conservar
la forma.
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Caṕıtulo 3

Simetŕıas en sistemas continuos

3.1. Transformaciones
Una transformación en el espacio de configuraciones es una función de la forma

η′α = η′α(ην , tµ)
t′β = t′β(ηµ, tφ)

(3.1)

la transformación debe ser invertible
ηα = ηα(η′ν , t′µ)
tβ = tβ(η′µ, t′φ)

(3.2)

3.2. Ecuaciones de Lagrange covariantes
Las ecuaciones de Lagrange en un sistema de coordenadas son

∂

∂tα

(
∂

∂η̇iα
L

(
ηi,

∂ηj

∂tα
, tα
))
− ∂

∂ηi
L

(
ηi,

∂ηj

∂tα
, tα
)

= 0 (3.3)

Con el fin de encontrar la relación entre un sistema y otro bajo la transformación (3.1) hacemos
la siguiente definición

L ′
(
η′k,

∂η′k

∂t′µ
, t′µ

)
≡ L

(
ηk
(
η′j, t′α

)
,
∂ηk

∂tγ

(
η′j,

∂η′j

∂t′µ
, t′µ

)
, tγ

(
η′j, t′α

))

· det
(
∂tρ

∂t′β

) (3.4)

Las ecuaciones de Lagrange bajo la transformación (3.1) son

∂

∂t′α

(
∂

∂η̇′iα
L ′

(
η′i,

∂η′j

∂t′α
, t′α

))
− ∂

∂η′i
L ′

(
η′i,

∂η′j

∂t′α
, t′α

)
= 0 (3.5)

Para simplificar la escritura introducimos las definiciones

L ′ ≡ L ′
(
η′i; ∂η

′i

∂t′α
; t′α

)
(3.6a)
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CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

L ≡ L

(
ηi,

∂ηj

∂tα
, tα
)

(3.6b)

3.2.1. Transformaciones de las variables de campo
La transformación es la siguiente

η′j = η′j (ηi, tα)
t′α = tα

(3.7)

Por la forma de la transformación, el jacobiano cumple

det
(
∂t′β

∂tα

)
= 1 (3.8)

Con estas consideraciones la ecuación (3.4) es

L ′
(
η′k,

∂η′k

∂tµ
, tµ
)

= L

(
ηk
(
η′j, tα

)
,
∂ηk

∂tγ

(
η′j,

∂η′j

∂tµ
, tµ
)
, tγ
)

(3.9)

tomando en consideración las definiciones (3.6a) y (3.6b).

Ahora, sustituimos la ecuación (3.9) en las ecuaciones de movimiento del sistema primado
(3.5). Usando la regla de la cadena se obtiene la relación.

∂L ′

∂η′j
− ∂

∂tα

(
∂L ′

∂η̇′jα

)
= ∂ηk

∂η′j

(
∂L

∂ηk
− ∂

∂tα

(
∂L

∂η̇kα

))
(3.10)

3.2.2. Transformación general
La transformación es la siguiente:

η′j = η′j (ηi, tα)
t′α = t′α (ηi, tα) (3.11)

Tomamos la definición
det

(
∂t′β

∂tα

)
≡ A (3.12)

Resolveremos el problema desde la acción, consideramos la acción∫
Ω

L
(
ηj, ∂ηj/∂tµ, tµ

)
dt (3.13)

Si hacemos una transformación en el espacio de integración, tomando las tα como componentes
adicionales. La transformación se puede ver de manera reducida en la expresión:

η′α
′ = η′α

′ (
ηµ

′) (3.14)
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CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

con los ı́ndices primados α′, β′ = 0′, 1′, 2′, 3′, 1, 2, ....m. Los primeros 4 términos primados hacen
referencia a las coordenadas y los siguientes m sin primar se refieren a las variables de campo.
Introducimos 4 variables auxiliares u, aśı, la acción bajo esta transformación es:

∫
Ω

L
(
ηj, ∂ηj/∂tµ, tµ

)
dt =

∫
Ωu

L

ηj, ∂ηj
∂uρ

(
∂tµ

∂uρ

)−1

, tµ

Bdu (3.15)

con
B ≡ det

(
∂tβ

∂uγ

)
(3.16)

Definimos una lagrangiana auxiliar

L̂

(
ηγ

′
,
∂ηγ

′

∂uµ

)
≡ L

ηj, ∂ηj
∂uρ

(
∂tµ

∂uρ

)−1

, tµ

B (3.17)

Las ecuaciones de Lagrange se cumplen para esta nueva L̂ .

∂L̂

∂ηµ′ −
∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂η
µ′

∂uν

 = 0 (3.18)

Para las m variables de campo se tiene:

∂L̂

∂ηi
− ∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂ηi

∂uν

 = 0 (3.19)

Usando la regla de la cadena y la definición de L̂ (3.17).

∂L̂

∂ηi
− ∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂ηi

∂uν

 = ∂L

∂ηi
B − ∂

∂uµ

(
∂L

∂η̇iβ

∂uµ

∂tβ
B

)

= B

(
∂L

∂ηi
− ∂

∂tµ

(
∂L

∂η̇iµ

))

Lo cual reproduce las ecuaciones de Lagrange para L .

∂L̂

∂ηi
− ∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂ηi

∂uν

 = B

(
∂L

∂ηi
− ∂

∂tµ

(
∂L

∂η̇iµ

))
(3.20)

Ahora, para las 4 coordenadas:

∂L̂

∂ηµ′ −
∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂η
µ′

∂uν

 = 0 (3.21)

Con µ′ = 1, 2, 3, 4. Entonces
∂L̂

∂tµ
− ∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂t
µ

∂uν

 = 0 (3.22)
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CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.2. ECUACIONES DE LAGRANGE COVARIANTES

Usando la definición de L̂ (3.17), la fórmula de Jacobi y la regla de la cadena, se tiene

∂L̂

∂tµ
− ∂

∂uν

 ∂L̂

∂ ∂t
µ

∂uν

 = B
∂ηi

∂tµ

∂L
∂ηi
− ∂

∂tν

 ∂L
∂ ∂η

i

∂tν

 (3.23)

Para una transformación de la forma (3.1) L̂ es

L̂ ′

(
η′γ

′
,
∂η′γ

′

∂uµ

)
= L̂

(
ηγ

′ (
η′γ

′)
,
∂ηγ

′

∂uµ

(
η′γ

′
,
∂η′γ

′

∂uµ

))
(3.24)

usando el resultado obtenido en la subsección anterior, para L̂ (3.10), se tiene

∂L̂ ′

∂η′j
− ∂

∂uα

∂L̂ ′

∂η̇′jα

 = ∂ηκ
′

∂η′j

 ∂L̂
∂ηκ′ −

∂

∂uα

 ∂L̂
∂η̇κ′

α

 (3.25)

usando las ecuaciones (3.20) y (3.23), sustituyéndolas, se tiene:

B′

∂L̂ ′

∂η′j
− ∂

∂t′ν

∂L̂ ′

∂η̇′
j

ν

 = B′′
(
∂ηi

∂ηj
− ∂tα

∂η′j
η̇iα

)

·
(
∂L

∂ηi
− ∂

∂tν

(
∂L

∂η̇iν

)) (3.26)

B′ y B′′ por (3.16) son.

B′ = det ∂t
′β

∂uµ
(3.27a)

B′′ = det ∂t
β

∂uµ
(3.27b)

Tomando uα = t′α, L̂′es

L̂′
(
η′γ

′
,
∂η′γ

′

∂uµ

)
= L

(
ηi
(
η′j, t′µ

)
, η̇iα

(
η′j, η̇′jµ , t

µ
)
, tµ

(
η′j, t′µ

))
· det

(
∂tρ

∂t′µ

) (3.28)

considerando lo anterior, (3.26) se reduce a:∂L ′

∂η′j
− ∂

∂t′ν

∂L ′

∂η̇′
j

ν

 = det
(
∂tµ

∂t′ν

)(
∂ηi

∂ηj
− ∂tα

∂η′j
η̇iα

)

·
(
∂L

∂ηi
− ∂

∂tν

(
∂L

∂η̇iν

)) (3.29)

La ecuación (3.29) nos muestra que las ecuaciones de movimiento para sistemas continuos se
transforman de manera covariante, entre un sistema y otro.
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CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.3. CONSERVACIÓN DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE

3.3. Conservación de la forma de las ecuaciones de La-
grange

Definición 3.3.1 Una lagrangiana es invariante si bajo la transformación (3.1) cumple con la
condición: ∫

Ω′
L

(
η′i,

∂η′j

∂t′α
, t′α

)
dt′ −

∫
Ω

L

(
ηi,

∂ηj

∂tα
, tα
)
dt =

∫
Ω

∂F µ (ηi, tα)
∂tµ

dt (3.30)

F µ es un campo vectorial continuo que depende de las coordenadas y de las variables de campo
[14].

La condición puede ser expresada en términos de las densidades lagrangianas como

L

(
η′i,

∂η′j

∂t′α
, t′α

)
det

(
∂t′α

∂tβ

)
= L

(
ηi,

∂ηj

∂tα
, tα
)

+ ∂F µ (ηi, tα)
∂tµ

(3.31)

Considerando que la transformación es invertible y usando la ecuación (3.4), la ecuación
(3.31) nos lleva a la relación

L ′
(
η′k, η̇′kρ , t

′ρ
)

= L
(
η′k, η̇′kρ , t

′ρ
)

+ ∂Gµ (η′i, t′α)
∂t′µ

(3.32)

La divergencia de G se puede ignorar ya que es un término de superficie y las variables de campo
permanecen fijas durante la variación. Por lo tanto se puede afirmar que las lagrangianas L ′ y
L tienen la misma forma.

De la ecuación (3.29) se concluye que las ecuaciones de movimiento también tienen la misma
forma en bajo la transformación (3.1).
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CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS EN SISTEMAS CONTINUOS
3.3. CONSERVACIÓN DE LA FORMA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE
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Caṕıtulo 4

Lagrangianas que no son invariantes
bajo transformaciones

4.1. Part́ıcula libre
La lagrangiana estándar de la part́ıcula libre es:

L = m

2 ẋ
2 (4.1)

que al sustituirse en las ecuaciones de Lagrange (1.11), nos lleva a la ecuación de movimiento.

ẍ = 0 (4.2)

4.1.1. Lagrangiana invariante bajo transformaciones de Galileo
Una transformación de Galileo para una dimensión en su forma más general es

x′ = x+ x0 + v0t
t′ = t+ t0

(4.3)

Necesitamos las componentes de la velocidad, usando la regla de la cadena se encuentra:

ẋ′ = ẋ+ v0 (4.4)

Se sustituye en la lagrangiana (4.1)

L′ = m

2 (ẋ+ v0)2 (4.5)

Al desarrollar el cuadrado y agrupar términos, se obtiene

L′ = L+ d

dt

(
mxv0 + v2

0m

2

)
(4.6)

Contrastando con la definición 2.3.1, se concluye que la lagrangiana (4.1) es invariante bajo
transformaciones de Galileo.
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CAPÍTULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES

4.2. OSCILADOR ARMÓNICO N -DIMENSIONAL ISÓTROPO
Las ecuaciones de Lagrange se transforman según la ecuación (2.22) como:

d

dt′

(
∂L

∂ẋ′

)
= d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
(4.7)

ó
ẍ′ = ẍ (4.8)

4.1.2. Lagrangiana que no es invariante bajo transformaciones de
Galileo

Considere la siguiente lagrangiana [15] :

L = log (ẋ)− tẋ

x
− log (x) (4.9)

La lagrangiana propuesta no es una función bien comportada y no está definida en todo el
espacio de configuraciones, pero estos inconvenientes pueden ser obviados ya que la lagrangiana
sólo es una función auxiliar para obtener las ecuaciones de movimiento y no tiene significado
f́ısico y al momento de realizar la variación de la acción no se especifica la trayectoria por la
cual se realiza.

Al sustituir en las ecuaciones de Lagrange, se obtiene

ẍ = 0 (4.10)

Como vimos en la sección anterior esta ecuación se transforma de manera covariante (4.7).
Mientras que la lagrangiana (4.9)

L′ = log
(
dx′

dt′
− v0

)
− (t′ − t0)

dx′
dt′ −v0

x′−x0−v0(t′−t0)
− log (x′ − x0 − v0 (t′ − t0))

(4.11)

bajo la transformación de Galileo no puede ser llevada a una expresión que tome la forma de
la definición 2.3.1. Por lo tanto la lagrangiana (4.9) no es invariante bajo una transformación
de Galileo.

4.2. Oscilador armónico n-dimensional isótropo
La lagrangiana es

L = m

2 (ẋ)T ẋ− kxTx (4.12)

que al sustituir en las ecuaciones de Lagrange (1.11)

ẍi + ω2xi = 0 (4.13)

con ω2 = k
m

.
Si consideramos una transformación de la forma [17]

x′ = ax (4.14)
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CAPÍTULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINÁMICA

donde det a 6= 0.
Al sustituir en las ecuaciones de movimiento (4.13), se tiene

ẍ′i + ω2x′i = 0 (4.15)
se transforma de manera covariante.

Sustituimos la transformación en la lagrangiana (4.12)

L′ = m

2 ẋ
TaTaẋ− k

2x
TaTax (4.16)

Si la transformación cumple
aTa 6= I (4.17)

la lagrangiana no es invariante bajo la transformación (4.14).

4.3. Electrodinámica
La densidad lagrangiana usual de la electrodinámica en el vaćıo es [4]

L = − 1
16πcFµνF

µν (4.18)

donde Fµν es conocido como el tensor de campo electromagnético

Fµν = ∂Aµ
∂tν
− ∂Aν
∂tµ

(4.19)

Aśı, la densidad lagrangiana queda expresada en función de los potenciales

L = −1
4ηµρηνβ

(
∂Aµ
∂tν
− ∂Aν
∂tµ

)(
∂Aρ
∂tβ
− ∂Aβ

∂tρ

)
(4.20)

y Aµ son las componentes del cuadripotencial.
Sustituyendo la densidad lagrangiana en las ecuaciones de Lagrange (1.27), se obtiene el resul-
tado:

∂Fαβ

∂tα
= 0 (4.21)

Son las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.
∇ · ~E = 0 (4.22a)

∇× ~B − 1
c

∂ ~E

∂t
= 0 (4.22b)

Las dos restantes ecuaciones de Maxwell son obtenidas de como son definidas ~E y ~B respecto
a los potenciales vectorial y escalar.

~E = −1
c
∇ϕ− 1

c

∂ ~A

∂t
(4.23a)

~B = ∇× ~A (4.23b)
y éstas son:

∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t
(4.24a)

∇ · ~B = 0 (4.24b)
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CAPÍTULO 4. LAGRANGIANAS QUE NO SON INVARIANTES BAJO
TRANSFORMACIONES
4.3. ELECTRODINÁMICA

4.3.1. Lagrangiana invariante
Bajo una transformación de Lorentz los campos y las coordenadas se transforman de la

siguiente manera

A′µ = Λβ
µAβ (4.25a)

t′µ = Λ−1µ
βt
β (4.25b)

Se puede demostrar usando la regla de la cadena y el hecho que las entradas de la matriz Λ son
constantes que la derivada se transforma como

∂ψ

∂t′µ
= Λα

µ

∂ψ

∂t′α
(4.26)

Haciendo uso de las ecuaciones (4.25a) y (4.26) se obtiene la forma en la que se transforma
el tensor electromagnético bajo una transformación de Lorentz

F ′µν = Λα
µΛβ

νFαβ (4.27)

Y el tensorF µν se transforma de la siguiente manera

F ′µν = Λ−1µ
αΛ−1ν

βF
αβ (4.28)

Ahora, haciendo la contracción de los tensores

F ′µνF
′µν = Λα

µΛβ
νFαβΛ−1µ

ρΛ−1ν
γF

ργ

Simplificando, se llega a la condición de que es un invariante

F ′µνF
′µν = FµνF

µν (4.29)

Dado que L ∼ FµνF
µν se concluye que

L = L ′ (4.30)

Lo cual cumple con la definición (3.3.1). Por lo tanto la densidad lagrangiana (4.18) es invariante
bajo transformaciones de Lorentz. De acuerdo a la ecuación (3.29), las ecuaciones de movimento
se transforman como

∂

∂t′µ
F ′µν = Λ−1ν

α

∂

∂tµ
F µα (4.31)

4.3.2. Lagrangiana no invariante
Si consideramos la siguiente densidad lagrangiana [7, 8].

L = ~B ·

1
c

∂ ~E

∂t
−∇× ~B

− ~E ·

1
c

∂ ~B

∂t
+∇× ~E

 (4.32)
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tomando las componentes de los campos eléctrico y magnético como variables de campo.
Además, suponemos como condiciones iniciales

∇ · ~E = 0 (4.33a)

∇ · ~B = 0 (4.33b)
Con estas consideraciones se tienen seis ecuaciones de Lagrange. Las primeras tres son:

1
c

∂ ~E

∂t
−∇× ~B = 0 (4.34)

Y las tres siguientes son:

∇× ~E + 1
c

∂ ~B

∂t
= 0 (4.35)

Boosts

Los campos eléctrico y magnético están contenidos en el tensor electromagnético

F µν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 (4.36)

Para un boost en el eje x en forma infinitesimal la matriz Λ toma la forma [4]

Λ =


1 −β 0 0
−β 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.37)

β es
β = v

c
(4.38)

el tensor F µν se transforma como lo establece la ecuación (4.28), de hacer esto se obtiene que
las componentes de los campos se transforman como

E ′1 = E1 E ′2 = E2 − βB3 E ′3 = E3 + βB2
B′1 = B1 B′2 = B2 + βE3 B′3 = B3 − βE2

(4.39)

También, hay que notar que el término 1
c
∂ ~E
∂t
−∇ × ~B es la componente espacial de un tensor

(4.21). Definimos

Mβ ≡ ∂Fαβ

∂tα
(4.40)

para un boost en dirección del eje x, Mρ se transforma

M ′0 = M0 − βM1 M ′1 = M1 − βM0

M ′2 = M2 M ′3 = M3 (4.41)
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Definimos al vector

N j ≡

1
c

∂ ~B

∂t
+∇× ~E


j

(4.42)

Para encontrar cómo se transforman sus componentes bajo un boost en el eje x usamos el hecho
que ∂

∂tα
=
(

1
c
∂
∂t
,∇
)

N ′1 = N1 − βN0

N ′2 = N2

N ′3 = N3
(4.43)

con N0 = ∇ · ~B.
Bajo un boost en dirección x, la lagrangiana es

L
(
E ′i

(
Ej, Bj

)
, B′i

(
Ej, Bj

))
= B′iM

′i − E ′iN ′i (4.44)

sustituyendo los resultados obtenidos en las ecuaciones (4.39), (4.41) y (4.43)

L = BiM
i − EiN i + F

(
Ei, Bi

)
(4.45)

F es
F = β

(
E1∇ · ~B −B1∇ · ~E + ∂0 (E3E2 +B3B2)

− 2E2∂0E3 − 2B2∂0B3 − E3∂3B1 + E3∂1B3 − E2∂1B2

+E2∂2B1 +B3∂3E1 −B3∂1E3 −B2∂1E2 +B2∂2E1)
(4.46)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales (4.33a) y (4.33b) y manipulando la ecuación ante-
rior se tiene

F = β (∂0 (E3E2 +B3B2) + ∂1 (E2B2 + E3B3)
∂2 (E2B1 −B2E1) + ∂3 (B3E1 − E3B1)
− 2 (E2∂0E3 +B2∂0B3 +B2∂1E2 +B3∂1E3)
−B1∂2B2 + E1∂2B2 − E1∂3B3 +B1∂3E3)

(4.47)

La función F no puede ser llevada a una forma en la que sea solamente el resultado de una
cuadridivergencia de un campo vectorial.
La lagrangiana (4.32) no es invariante bajo un boost en dirección en el eje x.

Si rotamos los ejes espaciales el resultado obtenido sigue siendo válido, dado que los opera-
dores rotacional y divergencia son invariantes bajo rotaciones, como también lo es el producto
punto, por lo que la lagrangiana (4.32) no es invariante bajo boosts en cualquier dirección.

Inversión espacial

Para inversión espacial la matriz Λ toma la forma [16]

Λ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (4.48)
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Bajo la operación de paridad el campo magnético ~B es un pseudovector [4]

~B′ = ~B (4.49)

el campo electrico ~E es un vector [4]
~E ′ = − ~E (4.50)

El vector ~M por ser las componentes espaciales de un 4-vector se transforma

M ′j = −M j (4.51)

El tensor ∂α se transforma
∂′0 = ∂0

∂′i = −∂i
(4.52)

con los resultados de las ecuaciones (4.49), (4.50) y (4.52) se encuentra que las componentes
del vector ~N se transfroman

N ′j = N j (4.53)
Al sustituir en la lagrangiana (4.32)

L ′ = − ~B ·
1
c

∂ ~E

∂t
−∇× ~B

+ ~E ·

1
c

∂ ~B

∂t
+∇× ~E

 (4.54)

no puede ser llevada a la forma de la definición de Lagrangiana invariante (3.31), por lo tanto
la lagrangiana no es invariante bajo paridad.

4.4. Ecuación de Klein-Gordon
La densidad lagrangiana de la ecuación de Klein-Gordon es

L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2µφ

2 (4.55)

que al sustituir en las ecuaciones de campo (1.27) obtenemos la ecuación de Klein-Gordon(
∂2

0 −∇2 + µ2
)
φ = 0 (4.56)

4.4.1. Reescalamiento del campo
Si reescalamos el campo escalar la transformación es

φ′ = aφ (4.57)

a es una constante arbitraria, distinta de cero.
Al sustituir en la ecuación de Klein-Gordon se tiene(

∂2
0 −∇2 + µ2

) φ′
a

= 0 (4.58)
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dado que a es una constante arbitraria se sigue(
∂2

0 −∇2 + µ2
)
φ′ = 0 (4.59)

La ecuación de Klein-Gordon se transforma de manera covariante bajo reescalamientos.
Si se sustituye en la densidad lagrangiana (4.55) se tiene

L ′ = a2
(1

2∂µφ∂
µφ− 1

2µφ
2
)

(4.60)

La densidad lagrangiana no cumple con la definición (3.31), por lo tanto no es invariante
bajo reescalamiento.
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Caṕıtulo 5

Conclusión

Las ecuaciones de Lagrange bajo una transformación de coordenadas para sistemas discretos
(2.1) o para sistemas continuos (3.1) se transforman de la siguiente manera

∂L′

∂x′i
− d

dt′

(
∂L′

∂ẋ′
i

)
= dt

dt′

(
∂xj

∂x′i
− ∂t

∂x′i
ẋj
)(

∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

))
(5.1)

esto es para el caso discreto.
Para el caso continuo es∂L ′

∂η′j
− ∂

∂t′ν

∂L ′

∂η̇′
j

ν

 = det
(
∂tµ

∂t′ν

)(
∂ηi

∂ηj
− ∂tα

∂η′j
η̇iα

)

·
(
∂L

∂ηi
− ∂

∂tν

(
∂L

∂η̇iν

)) (5.2)

En esta tesis se demostró que si las transformaciones preservan la forma de la lagrangiana,
entonces las ecuaciones de movimiento preservan su forma, tanto para sistemas discretos como
continuos.

Los ejemplos expuestos en el último caṕıtulo fueron un contraejemplo ante la idea de pensar
que si las ecuaciones de movimiento se transforman de manera covariante bajo un grupo de
transformaciones, entonces éstas se derivan de una lagrangiana que también es invariante.

Por lo tanto, sólo es verdad la suposición: si la lagrangiana es invariante bajo transforma-
ciones (2.1) para sistemas discretos y (3.1) para sistemas continuos, entonces las ecuaciones
de Lagrange mantienen su forma; la afirmación: si las ecuaciones de Lagrange mantienen su
forma bajo las transformaciones (2.1) y (3.1), entonces la lagrangiana es invariante bajo éstas
transformaciones, no es cierta.

25





Bibliograf́ıa

[1] H Goldstein, Classical Mechanics, 2nd ed. Addison-Wesley, 1980 p. 571, Sec 2.1, 2.2.

[2] L. Landau and E.M. Lifshitz, Mechanics, 3rd ed., Butterworth-Heinemann, 1981, Sec 4.

[3] L. Landau and E.M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields, 4th rev. ed., Butterworth-
Heinemann, secs. 8, 27.

[4] J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd ed., Wiley, 1999, p. 580, Sec. 6.10, Sec 11.

[5] A.O. Barut, Electrodynamics and Classical Theory of Fields and Particles, Dover, 1980, p.
87.

[6] W. Greiner, Classical Electrodynamics, Springer, 1998, p. 482.

[7] C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics, 4th ed. Dover, 1986.
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