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Resumen

En este trabajo de tesis se estudié la evolucion espacial, numérica y
experimental, de distribuciones de intensidad generadas por aberturas y rendijas
de tipo poligonal e hipocicloide, en ambos casos se consideraron figuras que van
desde tres hasta diez lados (picos en el caso de hipocicloides). Las mascarillas
empleadas en la parte experimental se disefiaron a partir de las ecuaciones
paramétricas de las hipocicloides y a partir de poligonos dibujados mediante el
programa Inkscape. Para la parte numérica se desarroll6 un programa
computacional elaborado en Python a partir de la solucién de la Ecuacion
Paraxial de Helmholtz y empleando el Método de Paso Dividido, dada la forma
de las ecuaciones de las hipocicloides se optd por aproximar las curvas mediante
circunferencias que se intersectan y en el proceso se encontré que se obtiene una

mejor aproximacion empleando curvas cénicas.

II
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

La luz ha sido quizas el fenémeno fisico que mas a maravillado y atraido al
hombre, tan sélo imaginemos a los primeros humanos (capaces de razonar), lo
maravillados que estarian cuando salian de sus refugios y observaban el dia y la
noche. Con el paso del tiempo, gracias a los trabajos de muchas personas se han
desarrollado teorias para explicar los fenémenos que se producen a partir de
fuentes luminosas, todas ellas han formado la rama de la Fisica que conocemos
como Optica, ésta al igual que cualquier drea cientifica, se subdivide en otras
areas como son la Optica geométrica, Optica fisica, Optica no-lineal, o6ptica
cuantica, etc. De ellas, la éptica fisica se enfoca en el estudio de la propagacion
de la luz y de los fenémenos que surgen durante la misma, como la interferencia

y la difraccion, considerando para ello el caracter ondulatorio de la luz.

Desde un punto de vista clasico la luz es considerada como una onda de
campos eléctrico y magnético, perpendiculares entre si y que se pueden propagar
a través del vacio o de algin medio como el aire, el agua, fibras opticas[l],
dieléctricos, etc. Matematicamente, la luz se describe mediante una funcion de
onda la cual debe satisfacer a una ecuacién diferencial parcial de segundo grado
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que depende de las variables espaciales z,y,z y de la variable temporal & la
llamada ecuacion de onda[l9]. Cuando en la ecuacién de onda consideramos
como solucién una onda armoénica en el tiempo y realizamos las operaciones
necesarias, la parte temporal se cancela y la ecuacion de onda se transforma en
una ecuacion diferencial, que solo depende de la parte espacial y es llamada
ecuacion de Helmholtz[3], a partir de la cual es posible obtener la propagacién de

una onda en el vacio[13, 14].

Durante su propagacién la luz puede interactuar con diferentes objetos o
medios, lo que provoca que ocurran ciertos fenémenos como por ejemplo la
reflexion, la refraccion, la interferencia y la difraccion entre otros. Fisica y
matematicamente los fendmenos de reflexién y refraccién pueden ser explicados
mediante la llamada dptica geométrica, mientras que la interferencia y difraccién

requieren de un tratamiento ondulatorio|2].

Ambos fenémenos, interferencia y difraccién son una clara muestra del
caracter ondulatorio de la luz y estan relacionados entre si, ya que no hay una
diferencia fisica significativa entre ambos. La interferencia se produce cuando se
superponen dos o mas ondas en algin punto en el espacio generando una onda
resultante con una amplitud distinta a las amplitudes de las ondas superpuestas.
Mientras que la difraccién se produce cuando la luz es desviada al pasar a través
de una abertura o por el contorno de un objeto, estas ondas desviadas interfieren
entre si en algiin punto generando una distribuciéon de intensidad llamada patrén
de difraccion, asi que, la difraccién es en realidad un fenémeno de interferencia

de ondas de luz.

La difraccion ha sido estudiada experimentalmente por cientificos como
Francesco Maria Grimaldi (1618—1663), Christiann Huygens (1629—1695) y
Thomas Young (1773—1829) entre otros. Analiticamente fue descrita hasta que
Augustin Jean Fresnel (1788—1827), unié el principio de Huygens y el trabajo de
interferencia de ondas de Young en el principio de Huygens-Fresnel que establece
que: “cada punto de un frente de onda sin obstruccion genera una onda esférica
secundaria, estas ondas esféricas secundarias, cierta distancia después,
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interfieren para generar una envolvente que constituye el nuevo frente de

onda”[19].

Un haz de luz que incide sobre una abertura cualquiera genera una
distribucién de intensidad en un plano posterior a la abertura, si ésta se propaga
tiende a aumentar su tamano debido a la difraccién y también cambia su forma
dependiendo de la distancia a la cual se propaga, sin embargo algunos haces
tienen la caracteristica de que su tamano no se ensancha conforme se propagan y
mantienen este comportamiento por algunos metros de propagacién, estos haces

son conocidos como haces adifraccionales.

Generalmente se consideran aberturas difractoras con geometrias comunes,
como circulos, anillos, y algunos poligonos[1,3,4,7,10] y se ha dejado un poco de
lado el caso de aberturas un poco mas complicadas. En 2012, G. Martinez
Niconoff[8] reporté el uso de aberturas con geometria hipocicloide, las cuales
generan distribuciones de intensidad con la particularidad de que concentran la
mayor intensidad de luz alrededor de zonas conocidas como causticas; algunos
autores han llamado a los patrones de difraccién generados por aberturas

hipocicloides como haces poligonales acelerados[20,21].

En este trabajo se obtienen la evolucién espacial, numérica y experimental,
de las distribuciones de intensidad obtenidas al iluminar aberturas y rendijas
hipocicloides y poligonales, con la finalidad de comparar su comportamiento a
distintas distancias y observar que tanto influye la curvatura de los lados de las
hipocicloides en la forma de las distribuciones y saber si éstos llegan primero a
la forma que tienen a campo lejano[12] o lo hacen las distribuciones que se

obtienen con las aberturas y rendijas poligonales.




Capitulo 1.Introduccién

1.2 Objetivos y Estructura de la Tesis

1.2 Objetivo y Contenido de la Tesis

El objetivo de este trabajo de tesis fue realizar un estudio experimental y
numérico de la evolucién espacial de distribuciones de intensidad generadas por
aberturas y rendijas con geometria hipocicloide y hacer una comparacion con las

distribuciones generadas por aberturas y rendijas poligonales.
Contenido

En el capitulo siguiente se presenta la teoria referente a este trabajo,
comenzando con la ecuacion onda en el espacio libre. Posteriormente se analiza la
propagacion de la luz en el vacio partiendo de la FEcuacion de Helmholtz y
llegando a la solucién de la Ecuacion Paraxial de Helmholtz, a partir de la cual se
obtienen las distribuciones numéricas. Se obtienen también las ecuaciones

paramétricas de las curvas hipocicloides.

En los Capitulos 3 y 4 se presentan los resultados experimentales y
numéricos del trabajo, respectivamente, y al final de cada uno de ellos se hacen
comentarios referentes a los resultados obtenidos. El Capitulo 5 contiene las
conclusiones generales de este trabajo y en la parte final se anexa la bibliografia

revisada durante el proyecto.
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Capitulo 2

Teoria

2.1 La Ecuacion de Onda en el Espacio Libre

De la teoria electromagnética desarrollada durante la primera mitad del
siglo XIX, gracias a los trabajos realizados por Oersted, Ampere, Faraday,
Coulomb, Gauss, entre otros, sabemos que la luz es una onda compuesta por un
campo eléctrico B y un campo magnético H , los cuales son peridédicos y
perpendiculares entre si, Maxwell retomo sus resultados y los tradujo a un
lenguaje matematico, desarrollando asi las relaciones que describen el
electromagnetismo: las ecuaciones de Mazwell. A partir de ellas encontrd la

ecuacién clasica de onda para campos eléctricos y magnéticos en el espacio libre
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[19], con lo que concluyo que la luz es una onda electromagnética que viaja en el
espacio con una velocidad finita Cy s las ecuaciones de Maxwell para el caso del

espacio libre son:

g3 S
I

VxE=——, (2.1)

donde: D y B son conocidos como vector de desplazamiento eléctrico y vector
de induccién magnética, respectivamente y estian relacionados con el campo

eléctrico y el campo magnético mediante las relaciones constitutivas:

7 (2.2)

con g el coeficiente de permitividad en el vacio y u, el coeficiente de

permeabilidad en el vacio. La deducciéon de la ecuacién de onda en el espacio

libre comienza considerando el rotacional del rotacional del campo eléctrico:

-

vxvxéz—vx@?):—%%(wﬁ) , (2.3)

Empleando identidades vectoriales y sustituyendo la ecuacién para la divergencia

del campo eléctrico, obtenemos:
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2—>
V2E:‘u0806 Jf , (2.4)
ot
0 escrita de otra manera:
2= 1 82E
VE-——=0. 95
2 .2 (2.5)
¢ Ot

donde c¢,=1/yu;€ es la velocidad de la luz en el vacio y la ecuacién (2.5) es la

llamada Ecuacion de onda en el espacio libre.

2.2 Propagaciéon de la Luz

En la seccién anterior se expreso la forma matematica de la ecuacion de
onda para el caso del espacio libre, tomando como funcién de onda el campo
eléctrico E , en estd seccién, haremos un cambio de nombre de ésta funcién de

onda y la llamaremos u, de modo que la ecuacién de onda queda como sigue:

Viu-==—=0, (2.6)

donde el operador Laplaciano en coordenadas rectangulares esta dado por:
2 2 2
V2= o~ , 0,0
02> 8y2 02°

Ya que en muchas ocasiones es mas sencillo realizar operaciones

matematicas con ntimeros complejos, es comun expresar la funcién de onda
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u(7,t) en términos de una funcién compleja U (7,t) que satisface la ecuacién

de onda (2.6) y que cumpla con la siguiente relacién:

u(7,t)= RelU(7,t)} . (2.7)

Al considerar que se tiene una dependencia armoénica en el tiempo en la
funcion U (7,t) , ésta puede ser separada en una parte espacial y una parte

temporal de la forma:

U(T,t)=U(7)exp(iowt) , (2.8)

donde U(7) es llamada amplitud compleja de la onda.

Durante su propagacion, si la luz se encuentra en su camino con algin
medio material interaccionan de tal manera que él o los fenémenos 6pticos
resultantes de dicha interaccion dependen de las condiciones bajo las cuales se
realiza la misma. Asi, por ejemplo, la luz puede ser refractada, reflejada,
absorbida, dispersada, difractada, etc. Podemos esquematizar lo anterior de
manera sencilla considerando que una funcién de entrada f(z,y) incide sobre
un medio y que a la salida se tiene una nueva funcién g¢(z,y) , la cudl contiene
la informaciéon del fendémeno Optico ocurrido en el medio y se encuentra

expresada en términos de la funcién H(f ,f ) conocida como funcién de
T’y

transferencia del sistema, la figura siguiente muestra el esquema descrito:

f(z,y) g(zy)

>

Fig. 2.1: Esquema de un sistema Optico lineal
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En general, la funcién de salida del sistema se puede expresar como:

glz,y)=H(f .f )f(z,y) . (2.9)

En la siguiente seccién, se obtendra la funcién de trasferencia a partir de

la ecuacién paraxial de Helmholtz.

2.3 Solucidon de la Ecuacion Paraxial de Helmholtz

Sustituyendo la ecuacién (2.8) en (2.6), se obtiene una ecuacién
diferencial conocida como Ecuacion de Helmholtz:

V2U#+KU((F) =0 . (2.10)

donde k’=a’/ ci y recordemos que se ha supuesto que hay una dependencia

temporal armoénica en a funciéon de onda.

Si consideramos ahora una onda paraxial (definida como aquella donde las
normales a los frentes de onda son rayos paraxiales), expresada como:

U(7)=A(7)exp(—ikz) , (2.11)
y la sustituimos en la ecuacién de Helmholtz (2.10) obtenemos:

(V2+ k) A(7)exp(—ikz) =0 . (2.12)

Encontrando las derivadas que indica el operador Laplaciano, tenemos:
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2 A (= . 2 (=
AT _ A "
o[ A(7)exp (—ikz)] 0% A(7)
= exp(—ikz) , (2.14)
8y2 8y2

y
20 4 (= . -
O[A(7)exp (~ihz)] =—k2A(?)exp(—ikz)—i2k exp(—ikz)aA(r)
0z 0z
2 (= ’ (2.15)
+exp(—ikz)a A(7)
2
0z
Sustituyendo (2.13),(2.14) y (2.15) en (2.12), obtenemos:
2 2 =y A2 A (=
&, gy iop QAT TAF) .16
oz’ 6y2 0z 022

Suponiendo que la envolvente compleja A=A(7) varia lentamente a lo largo del
eje z (dentro de una longitud de onda A ), entonces se cumple que

2 /s N
0 A(T) <k GA(T)
02> 0z

, de modo que en la ecuacién (2.16) se puede despreciar la

segunda derivada parcial de A respecto de z obtenemos como resultado la

FEcuacion Parazxial de Helmholtz:

=0, (2.17)

10
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2 2
donde V2 = 8_2+8_2 es el operador Laplaciano transversal.
or~ Oy

Con el fin de estudiar numéricamente la propagacién de una onda,
narmalicemos la ecuacién (2.17) utilizando los pardmetros de un haz Gaussiano
de radio minimo w, Y distancia de Rayleigh LD . De manera que para las

coordenadas transversales (z,y) tenemos:

X==,
» (2.18)
0
y
y
vy=-—2
» (2.19)

Mientras que para la coordenada longitudinal z:

Z=—, (2.20)

2
JaTw

donde L = TO y A es la longitud de onda.

Utilizando las nuevas coordenadas normalizadas expresadas en (2.18),
(2.19) y (2.20) encontremos las derivadas parciales indicadas por el operador

Laplaciano transversal de la ecuacién paraxial de Helmholtz:

11
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azA:iaXiaXAzaiaLA:ifA -
0z 0w 0X\0wdX | oXw|oXw | w’ox’ (2.21)
0
PA_90Y[90Y ,|_ o 1o 1 ,\_104 -
8y2 dyoY|oyadY anO 6Yw0 w2 o Y2 (2.22)
0
o4 _ 104
02 L, 07 (2.23)
D

Sustituyendo (2.21), (2.22) y (2.23) en (2.17) llegamos a:

1 8%4 1 6*°4 2ko0A
————t————i——=0 . (2.24)

2 2 B
W, 0X" W, oY LDaZ

Ahora, sustituyendo la expresion para la distancia de Rayleigh podemos
despejar la derivada parcial respecto de Z, con lo que obtenemos la llamada

FEcuacion Parazial de Helmholtz Normalizada:

0A —ild*a 8°4
— = : (2.25)
0Z 4 |ox? oY?

Para resolver la ecuaciéon anterior, hacemos uso de la Transformada de

Fourier en dos dimensiones[4] de la siguiente manera:

12
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2 2
0A(X,Y ,Z —i|0"A(X,Y,Z) 0AX,Y , Z
p |QAXY, )| —i | 0Al ) ZAl ) (2.26)
XY A XY 4 aXQ P Y2
Aplicando la siguiente propiedad[15]:
F(f (&) =-&F(f(8) , (2.27)
la ecuacién (2.26) se transforma en la ecuacién diferencial ordinaria:
AU F.7)
=——(f+f)Af .f .Z) . (2.28)
0Z 4 * Y £y

Para obtener la solucion de la ecuacion paraxial de Helmholtz
normalizada, es necesario resolver la ecuacién (2.28), la expresién obtenida es:

A(f . f AZ)=Ciexp|—(f +f)AZ (2.29)

—t
1

donde f LY f . son las frecuencias espaciales, AZ es la distancia de propagacion
y C’OZAO( fw, fy) es la Transformada de Fourier de la condicién inicial, es decir
del campo de entrada AO(X ,Y) en el plano Z=0 . Tomando en cuenta lo
anterior, la ecuacion (2.29) se puede expresar como:

—1

Al f 82V = AT, S Jexp|—=(f) £ )AZ (2.30)

13
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Tomando la Transformada Inversa de Fourier en dos dimensiones en
ambos lados de la ecuacién (2.30), obtenemos el campo propagado a una

distancia AZ en el dominio espacial:

AX, Yexp| (FeraZ

x| Pyt (2.31)

Finalmente, comparando las expresiones (2.30) y (2.9) podemos encontrar
la funcién de transferencia de la propagacién de la luz a través de una distancia

AZ en el espacio libre:

i f) Alf,.f A7)
, = :exp
v AT

(2.32)

NIy
4 "y

Ma3és adelante, en el Capitulo 4 se hard uso de la expresién anterior para realizar
la propagacién numérica de los patrones de difraccién. En algunas ocasiones, al
momento de disenar los algoritmos para éste fin es comin que a la ecuaciéon

(2.34) se le llama propagador.

14
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2.4 Funciones Hipocicloides

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera de una
circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra circunferencia fija

7]

A continuacién se deducirdn las ecuaciones paramétricas de una
hipocicloide en el caso en que la circunferencia fija tiene su centro en el origen y
la posicion del punto que describe la curva esta sobre la parte positiva del eje X

y sobre la circunferencia fija, como se ve el la siguiente figura:

A

Figura 2.4.- Geometria auxiliar en la deduccion de las ecuaciones de una

hipocicloide.

15
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Sea P(z,y) un punto cualquiera del lugar geométrico sobre la curva
hipocicloide; sean a y b, respectivamente, los radios de las circunferencias fija y
rodante, y sea C' el centro de la circunferencia rodante o generatriz. Se considera
como parametro el angulo 6 que forma la recta de los centros OC con la parte
positiva del eje X. Sea A el punto sobre el eje X que representa la posicién inicial
del punto P que describe la curva hipocicloide, y sea B el punto de tangencia de
las dos circunferencias. Desde C' y P bajemos las perpendiculares CD y PFE,
respectivamente, al eje X. Llamemos ¢ al angulo BCP vy Y al angulo
PCD. Consideraremos ambos dngulos medidos en radianes.

Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B, tenemos:

arco AB = arcoPB (2.33)

es decir,

ab=bg (2.34)

a
asi que, ¢=—20 .Y se tiene también:
b

Y=n— ¢—dnguloOC’D=ﬂ—]—2[+9—¢:§+9_¢ . (2.35)

Por tanto,

16
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sen = sen|Z+0—¢|=sen|ZL cos(8—¢)+sen(8—¢)cos tu
2 2 2
zsen(w):cos(ﬁ—ﬂ:cos 0-2L0
b J (2.36)
= sen|(Y|=cos — 0
y
cos Y=cos| Z+0—¢|=cos( L cos(@—gb)—sen s sen(@—gb)
2
=cos| Y= 86”(9—¢) - (2.37)
—a
=cos| yY|=sen 0
Ahora, para las coordenadas (z,y) del punto P, tenemos:
r=0OFE=0D+DE=0C cos 0+ CP sen y
(2.38)

y=EP=CD — CPcos yy=0C sen §— CPcosy

Pero, notemos que, OC=a—b y CP=b sustituyendo las expresiones

encontradas para el seno y el coseno de 3 obtenemos:

—a,
b

a::(a —b)cos\i01‘+bcos

(2.39)

y=(a —b)senﬂ@Hbsen

17
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Si ahora consideramos que el seno es una funciéon impar y el coseno es una
funcién par, es decir: sen(z)=—sen(—z) y cos(z)=cos(—z) , obtendremos

finalmente las ecuaciones paramétricas para una hipocicloide:

_bH
b

x=(a —b)cos[8}+bcos a

, (2.40)
® %9

y:(a—b)semel\ —bsen

Sea k la razén de a a b, de modo que a=kb. Si k es un ndmero entero,
tendremos una hipocicloide de k picos. Por ejemplo, si tenemos que k=3
obtendremos la hipocicloide llamada Deltoide (su forma es parecida a la letra
griega delta mayuscula) o Triciuspide, (ver figura 2.5a)) , la cual fue concebida
primero por Leonhard Euler, matematico suizo (1707-1783), en 1745 en relacién
con un estudio de curvas causticas y posteriormente investigada en 1856 por
otro matematico suizo: Jakob Steiner (1796-1863); por lo que a veces es llamada

también hipocicloide de Steiner.

Si k=4 la curva descrita por las ecuaciones (2.48) es llamada Astroide,
Figura 2.5b). Esta curva fue descubierta por el astronomo danés Olaf Roemer en
su busqueda por mejorar los dientes de los engranes. Naturalmente aumentando
el valor de k aumenta el nimero de picos que tiene la hipocicloide, asi por
ejemplo el inciso c¢) de la Figura 2.5 muestra las hipocicloides obtenidas para

valores de k=3, 4, y 6.

a) b) c)

Figura 2.5.- Curvas hipocicloides obtenidas para valores de: a) k=3 (deltoide), b)
k=4 (astroide) y c¢) k=6.
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2.3 Solucién de la Ecuacién Paraxial de Helmholtz

Capitulo 3

Resultados Experimentales

3.1 Arreglo Experimental

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos experimentalmente,
el arreglo experimental empleado consta de un laser He-Ne de 632nm, cuyo haz
fue expandido con un expansor de 10X y filtrado con un pinhole de 25um,
posteriormente fue colimado con una lente de 40cm de longitud focal y un
diametro de 2.54cm. Una vez colimado el haz del laser, la mascarilla se puede
colocar en cualquier posicién, en este caso se colocé a 10cm aproximadamente
delante de la lente de colimadora. En el espacio intermedio entre el pinhole y la
lente colimadora se colocaron atenuadores opticos, ésto con la finalidad de
reducir la intensidad que llega al detector y de esa manera evitar danarlo y

obtener una mejor imagen de las distribuciones. Finalmente, el detector se fue

19



Capitulo 2. Teoria

2.3 Solucién de la Ecuacién Paraxial de Helmholtz

moviendo a lo largo del eje 6ptico del sistema tomando fotografias a distintas
distancias de separacién entre la mascarilla y el detector. En la figura siguiente se

muestra un esquema del arreglo experimental empleado:

Sistema de
Lente

Filtrado Q

Detector

Mascarilla

Laser He-Ne Atenuadores

Figura 3.1: Diagrama del arreglo experimental empleado para obtener la

propagacion de los patrones de difraccion.

3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién

Espacial.

En esta seccion se muestra los resultados obtenidos con el arreglo
mostrado en la Figura 3.1, empleado mascarillas con aberturas y rendijas de tipo
hipocicloide y poligonal. Los resultados se encuentran agrupados de acuerdo a la

distancia de propagacién a la cual se tomo la imagen.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.2.- Distribuciones generadas por una abertura de tres lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b ) z=bcm, ¢) z=10cm y d) z=15¢cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.3.- Distribuciones generadas por una rendija de tres lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.4.- Distribuciones generadas por una abertura de cuatro lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15¢cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.5.- Distribuciones generadas por una rendija de cuatro lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15¢cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.6.- Distribuciones generadas por una abertura de cinco lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.7.- Distribuciones generadas por una rendija de cinco lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.8.- Distribuciones generados por una abertura de seis lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.9.- Distribuciones generadas por una rendija de seis lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.10.- Distribuciones generadas por una abertura de siete lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.11.- Distribuciones generadas por una rendija de siete lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.12.- Distribuciones generadas por una abertura de ocho lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.13.- Distribuciones generadas por una rendija de ocho lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.14.- Distribuciones generadas por una abertura de nueve lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.15.- Distribuciones generadas por una rendija de nueve lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.16.- Distribuciones generadas por una abertura de diez lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes

tomadas a las distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm
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3.2 Resultados Experimentales de la Evolucién Espacial

Figura 3.17.- Distribuciones generadas por una rendija de diez lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes
a las distancias: a) z=2cm, b) z=5cm y ¢) z=10cm.

De los resultados mostrados hasta este punto se puede observar la
evolucion espacial de las distribuciones de intensidad, note que ain cuando la
curvatura de los lados de la hipocicloide, comparada con los lados rectos de un
poligono, pareciera insignificante; influye mucho en la forma de las distribuciones,
haciendo que éstas no sean iguales. En el capitulo siguiente, una vez presentados
los resultados numéricos, se abordaran con mas detalle las diferencias observadas.

36



Capitulo 4. Resultados Numéricos

Capitulo 4

Resultados Numéricos

4.1 Desarrollo Numeérico

La evolucién espacial, numérica, se obtuvé a partir de la soluciéon de la
ecuacion parazxial de Helmholtz, obtenida en el Capitulo 2. Retomemos la

ecuacién (2.31):

-1

A(X,Y,AZ):FXY

F oyl 4 X, YV)lexp| ~(f2er2a 2

En la expresion anterior, el lado izquierdo de la igualdad corresponde al
campo observado a una distancia AZ posterior a la abertura que genera la
distribucién, en principio para evaluar este campo sélo es necesario conocer la

funciéon AO(X,Y) , es decir, el campo de entrada que en nuestro caso
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corresponde a las aberturas y rendijas hipocicloides y poligonales. La parte

—1
exponencial  exp Z( fi+ fj) algunas veces es llamada propagador, en su

argumento aparecen las frecuencias espaciales f,y f,, con las cuales debemos tener
cuidado al momento de definirlas ya que en la simulacién éstas estan relacionadas
con el tamano de la ventana computacional que elijamos para observar los
resultados.

De acuerdo con la ecuacién (2.31), basta con calcular la transformada de
Fourier del producto del campo de entrada por el propagador y al resultado
sacarle la transformada inversa de Fourier, ambas transformadas en dos
dimensiones. Para ésto, aprovechamos que en Python ya se encuentran definidos
los algoritmos FFT e IFFT; entonces, el problema radica en definir la funcién de

entrada A,.

El caso sencillo es el de los poligonos, donde éstos se pueden generar al
hacer intersectar rectas, las cuales se definen a partir de la ecuacién general de
una recta[5] tomando como puntos de inicio y final los vértices del poligono. Para
garantizar que el poligono este dentro de una circunferencia de radio=1, los

vértices se tomaron todos sobre dicha circunferencia.

Por otra parte, para definir numéricamente las mascarillas con aberturas
de tipo hipocicloide nos encontramos con el problema de que las ecuaciones que
describen las curvas estan expresadas en forma paramétrica como se presenta en
la ecuacién (2.40). Para tratar de resolver esa dificultad se propuso aproximar las
curvas por medio de circunferencias que se intersectan, sin embargo, en el
proceso se encontré que hay una mejor aproximacién empleando curvas cénicas,

en particular elipses.

A continuaciéon se describe la construcciéon, en términos generales, del

programa elaborado en Python.
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Como primer paso importamos las librerias necesarias para realizar operaciones

entre vectores, operaciones cientificas, transformadas de Fourier y para gréficar:

f from _ future  import division \
import numpy as np
import scipy as sp

import matplotlib.pyplot as plt
@ Dm:> from matplotlib.colors import LogNorm
from numpy.fft.fitpack import fit2, ifft2
Qrom numpy.fft.helper import fftshift )

El paso numero 2 comprende la definicién de las condiciones iniciales para
nuestro programa:

ﬂm =14 #mitad de la ventana computacional \
nx = 2**10 #numero de puntos de la ventana computacional

@ DD:> lz=0.1 #distancia de propagacién

#numero de pasos

dz = 0.01 #division del paso en z
Qz = np.round(lz/dz) F#numero de pasos en z )

Es en esta parte donde se puede modificar los valores iniciales para correr
el programa, como por ejemplo el tamano de la ventana computacional, es decir,
el 4rea en la que se grafican y presentan nuestros resultados. La division del
paso, es decir, cada cuanto se “registra” un resultado, el nimero de pasos y el
nimero de puntos de la ventana se mantiene fijos y de acuerdo a los valores
presentados en otros trabajos[13,14]. El tnico valor que se requiere modificar es
la distancia de propagacion, de acuerdo a la distancia normalizada deseada.

Como paso siguiente, se generan los vectores a partir de los cuales se
define la “base” para nuestra mascarilla y se genera también el espacio de
frecuencias, para lo cual debemos considerar el tamano de la ventana
computacional.
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(x = sp.linspace(-xm,xm,nx)
[X,Y] = sp.meshgrid(x,x)
@ sl fx1 = sp.arange(-nx/2,nx/2)
fx = fx1*2*sp.pi/(2*xm)
QFX,Fy] = sp.meshgrid(fx,fx)

La siguiente parte del programa consiste en la condicién inicial, es decir,
las aberturas. Estas se definen a partir de las ecuaciones de rectas que se
intersectan en el caso de poligonos y a partir de conicas que se intersectan en el
caso de las hipocicloides:
4RADIO DE LAS CONICAS \
r=1.35
cl = -1.2*¥X**2 - 0.83*X*Y - 0.93*Y**2 + 2.55*X + 1.85*Y < r
€2 = -0.71*X**¥2 + 0.52*X*Y - 1.42*¥Y**2 - 0.98*X + 3*Y < r
c3 = -1.5*¥X**2 - 0.63*Y**2 - 3.15*X < r
cd = -0.71*X*¥*2 - 0.51*X*Y - 1.42*Y**2 - 0.97*X - 3*Y < r
ch = -1.2*¥X**2 + 0.83*X*Y - 0.93*Y**2 + 2.55*X - 1.85*Y < r

nun

mascarilla de las conicas
basel = sp.zeros(sp.shape(X),dtype='complex')
T1 = (c1)&(c2)&(c3)&(c4)&(ch)

@ " - basel[T1] =1

mascaral = abs(basel)**2

mun mnn

mascarilla para bloquear
base2 = sp.zeros(sp.shape(X),dtype='complex')
T2 = (X**2 4 Y*¥2 < 1)

base2[T2] = 1

mascara2 = abs(base2)**2

"""abertura final"""
mascara3 = abs(mascaral*mascara2)**2
mascara = mascaras3

U = mascara

\_ %
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Ie = abs(U)**2

Ahora, la parte 5 presenta la imagen de la condiciéon inicia donde se

incluyen los comandos para “mejorar” la presentacion de la misma:

rplt.ﬁgure(l) )
extension = [x.min(), x.max(), x.min(),x.max()]
figural= plt.imshow(Ie,origin = 'lower', extent = extension)
plt.title('$Z=0$', fontsize = 12)
@DD':> plt.axis('scaled')
plt.axis(extension)
plt.xlabel('$x$' fontsize=22)
plt.colorbar()
#plt.axis('off")
Lﬁgural.seticmap("gistiheat") y

A continuacion, se define el propagador y se realiza la propagacion de la

distribucién:

é )
p=ftshift(sp.exp(-1j*(Fx**2+Fy**2)*dz/4))  #propagador
rango=sp.arange(1,nz+1)
for n in rango:

U = (ifft2(fft2(U)*p))

@DW:'\> Is = abs(U)**2
Isn = Is/Is.max()
#PERFIL DEL HAZ DE SALIDA
L perfilsalida=Is[len(Is) /2]

Finamente, se muestra la evoluciéon espacial de la distribucién a la

distancia [z elegida en las condiciones iniciales del programa:
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

rplt.ﬁgure(2) )
extension = [x.min(), x.max(), x.min(),x.max()]
figura2=plt.imshow (Isn,origin="'lower' extent=extension)
@ —p plt.title(1z,fontsize=12)
plt.axis('scaled")
plt.axis(extension)
plt.xlabel('$x$' fontsize=22)
figura2.set_ cmap('gist__heat')

4.2 Resultados Numéricos de las Distribuciones de
Intensidad

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos numéricamente, los
resultados estan organizados de acuerdo a la distancia de propagacion de cada
distribuciéon de intensidad. Por ejemplo, la Figura 4.1 en la columna izquierda
contiene los resultados obtenidos al propagar la distribucién generada por una
abertura triangular a diferentes distancias y en la columna derecha se muestran
los resultados obtenidos al propagar a las mismas distancias, que en el caso
anterior, la distribuciéon generada por una abertura hipocicloide. En el pie de
cada figura se especifica cada caso. La Figura 4.2 contiene los resultados al
propagar bajo las mismas condiciones la distribucion generada por rendijas de
tres lados, asi, las figuras se van “intercalando” de esta manera con la finalidad
de tratar de hacer mas facil la comparacion entre los resultados obtenidos.
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c)
-
d)
-
Figura 4.1.- Distribuciones generadas por una abertura de tres lados de tipo poligonal

(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha) imagenes simuladas a las
distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, c¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

a)

Figura 4.2.- Distribuciones generadas por una rendija de tres lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las
distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.3.- Distribuciones generadas por una abertura de cuatro lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes
simuladas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15¢cm.

45



Capitulo 4. Resultados Numéricos

4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.4.- Distribuciones generadas por una rendija de cuatro lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las

distancias: a) z=2cm, b) z=bcm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.5.- Distribuciones generadas por una abertura de cinco lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imgenes simuladas a las

distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.6.- Distribuciones generadas por una rendija de cinco lados de tipo poligonal (columna
izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imégenes simuladas a las distancias: a)
z=2cm, b) z=5¢cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.7.- Distribuciones generadas por una abertura de seis lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las
distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.8.- Distribuciones generadas por una rendija de seis lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las

distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.9.- Distribuciones generadas por una abertura de siete lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imgenes simuladas a las

distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.10.- Distribuciones generadas por una rendija de siete lados de tipo poligonal
(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las
distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.11.- Distribuciones generadas por una abertura de ocho lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes

simuladas a las distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

b)
)

c)

Figura 4.12.- Distribuciones generadas por una rendija de ocho lados de tipo poligonal

(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imgenes simuladas a las

distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

)

O
d)

o

Figura 4.13.- Patrones de difraccion generados por una abertura de nueve lados de
tipo poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha),

propagados a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.14.- Distribuciones generados por una rendija de nueve lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes

simuladas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.15.- Distribuciones generadas por una abertura de diez lados de tipo
poligonal (columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes

simuladas a las distancias: a) z=2c¢m, b) z=5cm, ¢) z=10cm y d) z=15cm.
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Figura 4.16.- Distribuciones generadas por una rendija de diez lados de tipo poligonal

(columna izquierda) y de tipo hipocicloide (columna derecha), imagenes simuladas a las
distancias: a) z=2cm, b) z=5cm, c¢) z=10cm y d) z=15cm
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4.2 Resultados Numéricos de la Evolucion Espacial

Una vez que se ha presentado la evolucién espacial de las distribuciones,
obtenida de forma experimental y numérica, podemos dar paso a realizar una
comparacién entre los resultados obtenidos, con la finalidad de ver que de verdad
la curvatura de las hipocicloides influye en la forma de las distribuciones que se
generan, haciendo que éstas sean diferentes a las generadas por poligonos. Para
lo anterior nos auxiliaremos de algunos perfiles centrales de intensidad, en los
cuales observaremos de manera mas clara las diferencias de las distribuciones. Es
importante senialar que no se incluyen los perfiles centrales de todos los
resultados presentados por cuestiones de espacio y para evitar ser repetitivos en
las observaciones hechas en cada caso.

Dado que las distribuciones generadas por un cuadrado se encuentran en
algunos libros[2,3,4] y tomando en cuenta que un rombo es un cuadrado rotado,
comencemos comparando la evolucién de las distribuciones generadas por un
poligono de cuatro lados (rombo) y por una hipocicloide de cuatro cispides
(astroide); la Figura 4.17 muestra los perfiles centrales de intensidad, tomados de

las distribuciones presentadas en la Figura 4.3, correspondientes a dicho caso.

Observemos que a una distancia de 2 cm los maximos de intensidad se
encuentran en los puntos extremos de cada perfil y que en el caso de la
hipocicloide éstos se hallan méas alejados del centro, ésto nos indica que hay un
factor de escala distinto para cada geometria (poligonal o hipocicloide).
Conforme aumentamos el nimero de lados-picos de nuestras aberturas notamos
que son los extremos del perfil correspondiente al poligono los que se alejan mas
del centro, como se puede observar en la Figura 4.18, donde se presentan los
perfiles tomados de las distribuciones mostradas en la Figura 4.11.

Considerando ahora los resultados obtenidos a una distancia de 5 cm
notamos que en el centro del perfil, la distribucién generada por el poligono tiene
un maximo, mientras que la generada por la hipocicloide tiene un minimo. Este
comportamiento, de alternancia entre maximos y minimos, se observa también al
considerar un numero mayor de lados-picos de la abertura, sin embargo, no

ocurre
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a la mismas distancias. Por ejemplo, para el caso de una abertura poligonal de 8
lados y una hipocicloide de 8 cispides ésto se observa a una distancia de 10 cm,
donde la distribucién generada por la hipocicloide tiene un méximo en el centro
y la generada por el poligono un minimo. A una distancia mayor, 15 cm,
observemos que ahora el centro en el caso de la hipocicloide es un minimo
mientras que el del poligono es un maximo (ver Figuras 4.18 6 4.11).

Notemos también que conforme aumentamos la distancia de captura las
hipocicloides generan cambios méas notorios en sus distribuciones que los
poligonos y que a una distancia de 15 cm las distribuciones se aproximan a las

que se obtienen a campo lejano[12].

z=2cm z=5cm

1.0 T T
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— Hipocicloide |

— Poligono
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Figura 4.17.- Perfiles centrales de intensidad de las distribuciones generadas por una

abertura poligonal de 4 lados y por una abertura hipocicloide de 4 ctspides.
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Figura 4.18.- Perfiles centrales de intensidad de las distribuciones generadas por

una abertura poligonal de 8 lados y por una abertura hipocicloide de 8 cispides.

Las Figuras 4.19 y 4.20 contienen los perfiles centrales de intensidad de las

distribuciones generadas por rendijas de 4 y 8 lados-picos, respectivamente.

Observemos que debido a que ahora la luz no pasa por toda la superficie de la

figura las distribuciones presentan una “mejor definicién”, lo cual provoca que los

perfiles se observen “saturados”, sobre todo al considerar distancias de 2 y 5 cm.
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Figura 4.19.- Perfiles centrales de intensidad de las distribuciones generadas por

una rendija poligonal de 4 lados y por una rendija hipocicloide de 4 caspides.

Notemos que ahora no hay una alternancia en los centros de los perfiles,
por ejemplo a una distancia de 5 cm tanto el perfil de la distribucién del
poligono de cuatro lados, como la de la hipocicloide de cuatro ctspides tienen un
méaximo (Figura 4.19) y este mismo comportamiento se observa para el resto de

las distribuciones obtenidas.
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Figura 4.20.- Perfiles centrales de intensidad de las distribuciones generadas

por una rendija poligonal de 8 lados y por una rendija hipocicloide de 8 ciispides.

En general, conforme aumentamos el nimero de lados o de picos de las

rendijas, la mayor intensidad se concentra en el centro de la distribucién, esto se

observa un poco mejor en la figura anterior.
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Conclusiones

En este trabajo se obtuvo, de manera experimental y numérica, la
evolucion espacial de las distribuciones generadas por aberturas y rendijas de
tipo poligonal e hipocicloide. En términos generales tanto las distribuciones
experimentales como las numéricas coinciden. En el caso de las rendijas se
observa que los resultados numéricos estan “corridos” respecto de los
experimentales, ésto puede deberse a dos razones: a una confusién al momento de
colocar las imé4genes de los resultados o a las dimensiones reales de las rendijas
empleadas, ésto es natural si consideramos que no estamos seguros de que las
impresiones de las mascarillas se realizaron respetando al 100% las dimensiones
establecidas ya sea por error humano de la persona encargada o por la resoluciéon
de la maquina. Por desgracia, un error de este tipo influye en la normalizacién

empleada en la parte numérica.

En cuanto a la forma de las distribuciones notamos cosas interesantes,
principalmente que la mayor intensidad no se concentra siempre en el centro de
la distribucién y que ésta va cambiando de acuerdo con las distancias a las que
se realiza la propagacion; asi, en algunos casos se observa mayor intensidad en los
vértices o picos de las distribuciones y en otros en las zonas cercanas al centro e
incluso en el centro de la distribuciéon. Esto podria llegar a ser de utilidad para
aplicaciones de Optica no lineal, donde se requiere una gran cantidad de

intensidad en cierta region.

Algo muy interesante es que en el caso de las aberturas los centros de las
distribuciones a partir de ciertas distancias comienzan a alternar de brillantes a
oscuros y que este comportamiento no se presenté cuando se emplearon las

rendijas.
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Las distribuciones generadas por las aberturas y rendijas poligonales son
completamente diferentes a las que se obtienen con aberturas y rendijas
hipocicloides, lo cudl confirma que la curvatura de las hipocicloides influye
bastante en la distribucién. Sin embargo, no se observa que éstas lleguen primero

que las distribuciones de los poligonos a la forma que se obtiene a campo lejano.
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