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Resumen

En este estudio proponemos un sistema de categorias para las practicas matematicas de
definir y demostrar. Nuestro trabajo se apoyd en una amplia revision de literatura,
corroboracion con matematicos profesionales y trabajo con profesores de matematicas que

nos permitieron obtener informacion acerca de las préacticas.

Nos basamos en el modelo denominado Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge
(MTSK, Carrillo, et al., 2018), el cual considera un sistema de subdominios y categorias
acerca del conocimiento especializado del profesor de matematicas. En particular,
consideramos el subdominio del Conocimiento de la Practica Matematica ya que carece de
una propuesta solida de categorias. Entre las propuestas para lograr dicha categorizacion,

hemos tomado una en la que cada practica matematica detectada conforme una categoria.

En este trabajo presentamos una caracterizacion tedrica de las practicas de demostrar y definir
por medio de un analisis documental, que, ademas, fue validada por doctores en Ciencias
Matematicas que se dedican a la investigacion en distintas areas de la matematica. También,
se considerd un estudio de caso donde el estudio de caso el profesor de matematicas. Se
trabajé con los profesores en dos sesiones para discutir y comparar respuestas respecto a las
actividades referentes a la propuesta de caracterizacion. Las reuniones fueron grabadas con
audio y video. Ademas, se utilizdé un enfoque cualitativo con un paradigma interpretativo.
Los datos fueron analizados bajo el acercamiento Top Down, que nos permitié visualizar y

contrastar nuestro sistema de categorl’as.
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Abstract

In this study, we propose a categories system for the mathematics practices of definition and
demonstration. Our work was supported on a wide literature revision, corroborated with
professional mathematicians and with mathematics teachers who allowed us to obtain

information from their practice.

Our work is based on the Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK, Carillo, et
al, 2018) which considers a subdomains system and the specialized knowledge of the
mathematics teacher. In particular, we considerate the mathematics practice subdomain
which lacks a solid categorization proposal. Among the propositions to get a categorization,

we have picked one in which each mathematics practice detected conforms a category.

In this work, we present a theoretical categorization to the practices to demonstrate and to
define by a documental analysis that also, was validated by mathematics PhD who research
different mathematics areas. Also, a case study was considered where the case was the
mathematics teacher. We worked with the teachers on two sessions to argue and compare
answers related to the referred activities proposed for the categorizations. The meetings were
recorded with audio and video. We also used a qualitative focus with an interpretative
paradigm. The data was analysed under the Top Down approach, which allowed as to

visualize and contrast our category system.
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Capitulo 1. Introduccion

En SEP (2017) se menciona que la labor del docente es fundamental para que los estudiantes
aprendan los diferentes conocimientos, habilidades y valores planteados. Ademas, que dichos
aprendizajes trasciendan incluso los obstaculos materiales y de rezago que los estudiantes

deben afrontar.

El conocimiento que requiere un profesor de matematicas para realizar su labor tiene distintas
componentes. Generalmente al referirnos a dicho conocimiento, nos remetimos a una
componente disciplinar y una componente didactico-disciplinar, los cuales tienen sus bases
en el trabajo de Shulman (1986). Algunos autores han retomado estas ideas y han establecido
bloques internos con la finalidad de realizar investigaciones con mayor precision analitica
(e.g. Ball, Thames y Phelps, 2008). En particular, el modelo Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK) se ha desarrollado y constituido a partir de diversas
investigaciones, dando como resultado un sistema de subdominios y categorias al interior de
cada dominio de conocimiento (Flores-Medrano, Escudero y Aguilar, 2013).

El subdominio Conocimiento de la Practica Matematica forma parte del MTSK (Carrillo,
Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013), lo definen como el conocimiento de las formas
de proceder y producir en matematicas. Incluye también el conocimiento de las formas de
conocer y crear en matematicas, el conocimiento de aspectos de la comunicacion matemaética,
saber qué es definir y como usar definiciones. Flores-Medrano (2015) destaca que demostrar,
ejemplificar, definir y usar heuristicos son las practicas matematicas mas comunes entre los
profesores de matematicas y que es posible estudiar el conocimiento que estos tienen sobre
dichas préacticas una vez que se identifiquen caracteristicas concretas que permitan analizarlas
puntualmente. Sin embargo, hasta el momento no existe un sistema de categorias internas al
subdominio de la practica matematica que permita realizar analisis finos, como si lo hay en

el resto de los subdominios.



1.1 Preguntas de investigacion

Por lo expuesto anteriormente y tomando en cuenta la carencia de un sistema de categorias
para el Conocimiento de la Practica Matematica y la necesidad de categorizar este
subdominio para poder analizar el conocimiento del profesor, planteamos la siguiente

pregunta de investigacion:

¢Qué conocimientos de las practicas matematicas manifiesta el profesor de matematicas del

nivel medio superior?

Para abordar dicha pregunta requerimos de la construccion y prueba de un sistema de
categorias para el subdominio del Conocimiento de la Préactica Matemaética. La construccién
fue realizada por medio de literatura especializada en las préacticas de definir y demostrar, el
sistema de categorias fue puesto a prueba realizando sesiones de trabajo con profesores de

nivel medio superior para poder determinar su eficacia.

1.2 Objetivos de investigacion

Para enfrentarnos a nuestro problema de investigacién, nos planteamos el siguiente objetivo

general.

Construir y poner a prueba un sistema de categorias para el subdominio del Conocimiento de
la Practica Matematica con profesores de nivel medio superior para poder determinar su

eficacia.

El logro del objetivo general lo pensamos alcanzar a partir de los siguientes objetivos

particulares:
Caracterizar las practicas matematicas de demostrar y definir.

Contrastar el sistema de categorias con la evidencia empirica acerca de los conocimientos

presentados por el profesor de nivel medio superior.



1.4 Justificacion

Se encontraron pocos trabajos acerca de propuestas de categorizacion del Conocimiento de
la Préactica Matemaética, el cual se refiere al conocimiento acerca de qué y como hacer
matematicas. Sin embargo, este subdominio no esta definitivamente categorizado. Por
consiguiente, no se tiene un marco consistente para analizar el conocimiento del profesor

acerca de este subdominio.

Este trabajo tiene dos lineas, una tedrica acerca de las cualidades o caracteristicas que tienen
estas practicas matematicas. Por otro lado, una linea empirica acerca de la importancia de
estudiar que un profesor de matematicas tenga conocimiento sobre estas practicas nos
ayudara a establecer relaciones entre el conocimiento que maneja un profesor a la hora de
dar definiciones y demostraciones que presenta en el salon de clase. Se presenta una
propuesta de categorizacion para las practicas de demostrar y definir. Esta propuesta con
elementos caracteristicos acerca del KPM puede contribuir con futuras investigaciones cuyo
interés sea acerca del conocimiento del profesor de matematicas sobre el quehacer

matematico.

Este trabajo presenta caracteristicas de las practicas matematicas definir y demostrar vistas
como objeto matematico. Mostramos los instrumentos que fueron resultados de la
investigacion, la tabla de categorias, el instrumento para recopilacién de datos, asi como el
formato de validacion. La categorizacién que se presenta puede colaborar con futuras
investigaciones cuyo interés sea constituir el KPM con lo referente al conocimiento

especializado del profesor de matematicas.



1.5 Estructura del trabajo

La presente investigacion se divide en distintos capitulos que reflejan cémo se realizé el

trabajo de investigacion.

En el capitulo 2 presentamos los fundamentos tedricos que sustentan esta tesis. Se exponen
aportes de distintos autores que exponen la naturaleza del conocimiento profesional del
profesor de matematicas. Iniciando con aportes de Shulman (1986) y brevemente el modelo
de Ball, et al. (2008), los cuales realizaron un refinamiento para el CCE. Enseguida
presentamos el modelo MTSK describiendo sus componentes y particularmente el
subdominio del KPM, asi como las caracteristicas que se encontraron en la literatura

especializada acerca de las practicas de demostrar y definir.

Ademas, presentamos la propuesta del sistema de categorias de estas practicas que serviran
para la conformacion del modelo MTSK. Este sistema servira como herramienta de analisis
de datos en esta investigacion.

En el Capitulo 3 se describe el disefio metodoldgico que sustenta la investigacion. Se
menciona el porqué de la eleccion de un paradigma interpretativo como el que mas se adecua
a esta tesis y el estudio de caso instrumental (Stake, 1995). Se describen las caracteristicas
del tipo de investigacion al que nos adscribimos, los instrumentos de la recogida de datos y

las especificaciones de los informantes.

En el Capitulo 4, se describe la perspectiva metodoldgica bajo la cual se disefia el estudio, la
metodologia Top-Down que nos permite alcanzar los objetivos de investigacion. Se presenta
el anlisis de informacion que se realiz6 con el sistema de categorias que proponemos. Hemos

dividido el andlisis para la practica de demostrar y para la préctica de definir.

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo del estudio sustentado en la
investigacion y analisis realizados acerca del Conocimiento de la Practica Matematica

(KPM) del modelo Conocimiento Especializado del Profesor de Matemaéticas (MTSK).



Capitulo 2. Marco tedrico

En este capitulo se presentan las bases tedricas que nos permiten definir las practicas
matematicas, demostrar y definir. De esta manera damos sustento a la caracterizacion de estas
practicas. Desarrollamos la literatura especializada de cada préctica con la intencion de
obtener caracteristicas. Finalmente, concluimos este capitulo con una sintesis para hacer la
lectura mas ligera y comprensible, de esta manera sintetizar los subdominios y posibles

descriptores para las practicas de definir y demostrar.

Nos enfocamos en el modelo Matematics Teacher’s Specialised Knowledge (Carrillo et al.,
2018), principal contribucion tedrica desarrollada para modelar el conocimiento que usa y
requiere el profesor de matematicas en su labor docente. Este modelo es un medio para
comprender el conocimiento del profesor de matematicas, se divide en siete subdominios

cada uno con sus respectivas caracteristicas y subcategorias.

2.1 Antecedentes del Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK)

Desde hace varios afios y en la actualidad se han realizado estudios para comprender los
elementos que intervienen en la practica y desarrollo profesional del profesor (e.g. Climent
et al., 2013; Wilson et al., 1987). Trabajos como los de Schon (1983) y Shulman (1986) se
consideran inicios y orientacion para la investigacion sobre diversos aspectos del profesor de

matematicas.

Shulman (1986) inspirado en investigar cuales eran los conocimientos necesarios en
pedagogia y contenido, si se mantiene una divisién de estos, como mejorar la adquisicién y
desarrollo del conocimiento del contenido y el conocimiento pedagdgico propuso tres
categorias para el conocimiento del contenido: Conocimiento del Contenido de la Materia
(el conocimiento de la materia en si misma, su estructura y organizacion disciplinar);

Conocimiento Didactico del Contenido (incluye formas mas Utiles de representacion de las



ideas centrales de una materia, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones; es
decir, las formas de representar y formular el tema que lo hace comprensible para los demas,
las concepciones y preconceptos que los estudiantes de diferentes edades y procedencias

traen consigo al aprendizaje de los temas).

Finalmente, el Conocimiento Curricular (el conocimiento del plan de estudios que esta
representado por los programas disefiados para la ensefianza de materias en un cierto nivel,
el conjunto de caracteristicas que sirven como indicaciones para el uso de un material del
programa en particular en circunstancias especificas). Posteriormente, Shulman fue
agregando dominios a las categorias anteriormente planteadas, pero esta propuesta no es
especifica para el area de matematicas.

Para el estudio de los elementos de conocimiento del profesor de matemaéticas se han
propuesto modelos analiticos que describen algun aspecto de dicho conocimiento. EI modelo
Mathematical Knowledge for Teaching- MKT (Ball et al., 2008) persigue responder cual es
el conocimiento que requiere el profesor de matematicas para llevar a cabo su labor, qué tipos
de tareas promueven en los profesores un rico conocimiento matematico para la ensefianza
(Susuka et al., 2009) y qué elementos conforman una instruccion de calidad (Learning
Mathematics for Teaching Project, 2011). Estos autores proponen que el Conocimiento
Matematico para la Ensefianza comprende dos dominios, el Conocimiento de la Matematica

Escolar y el Conocimiento Didactico del Contenido.

El Conocimiento Matematico para la Ensefianza esta constituido por tres subdominios: el
Conocimiento Comun del Contenido que se refiere al conocimiento disciplinar del area de
matematicas, dominio de contenidos matematicos que debe ensefiar, incluye reconocer las
respuestas incorrectas de los alumnos, definiciones inexactas en los libros; el Conocimiento
del Horizonte Matematico que incluye el conocimiento de matematicas adicionales que un
profesor debe conocer para comprender la estructura en donde esté insertado lo que va a

ensefar y pueda tener ideas que aclaren el sentido.

Finalmente, el Conocimiento Especializado del Contenido que habla acerca del conocimiento
disciplinar especializado en las necesidades de la ensefianza, como disponer de variedad de
representaciones de las ideas matematicas que se ensefian, definiciones precisas y correctas,

de comprender procedimientos originales o poco usuales.



El dominio Conocimiento Didactico del Contenido también estd compuesto por tres
subdominios: Conocimiento del Contenido y los Alumnos, este conocimiento se refiere a la
forma en que los alumnos aprenden ciertos temas, sus confusiones, errores frecuentes,
respuestas que tienen a tareas comunes, las representaciones que les resultan mas naturales
ante ciertos temas; Conocimiento del Contenido y la Ensefianza que se refiere a las teorias
educativas en las que se puede apoyar el profesor para la ensefianza de contenidos
especificos; por ultimo, el Conocimiento Curricular que habla acerca de la estructura de
contenidos de la matematica escolar, sus relaciones antes y despues de alguna materia en un

cierto nivel.

De acuerdo con sus autores, uno de los constructos que es el de mayor relevancia en el MKT
es el Conocimiento Especializado del Contenido (Specialized Content Knowledge) con el
cual exponen la consideracion de un conocimiento puramente matematico que es exclusivo

del profesor de matematicas.

Para atender algunas dificultades de delimitacion entre los subdominios del MKT, sobre todo
las referentes al Conocimiento Especializado del Contenido (Flores et al, 2013) y las de
caracter epistemoldgico de las evidencias para elementos de conocimiento (Carrillo et al.,
2013), en los ultimos afios ha desarrollado un modelo analitico de base tedrica y empirica
llamado Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK). Este modelo considera que
la especializacion en el conocimiento del profesor de matematicas es un conjunto de
elementos normados por el contenido matematico y que soélo tienen sentido para la figura del
profesor (Escudero et al., 2013).

2.2. El modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK)

De los diversos modelos que existen para modelar el conocimiento del profesor, en esta
investigacion utilizamos el modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK,
Figura 1) el cual modela el conocimiento del profesor de matematicas que utiliza, tiene y
requiere en su labor docente. Carrillo, et al. (2018) menciona gque este modelo considera el

conocimiento especializado del profesor de manera integral. Asi proponen este modelo



centrado en el conocimiento especifico del profesor de matematicas, el cual mantiene la
separacion que hace Shulman (1986) en dos dominios de conocimiento (Conocimiento
Matematico y Conocimiento Didactico del Contenido). Estos dos dominios constan de tres
subdominios, a su vez los subdominios presentan categorias internas que permiten establecer

posibles relaciones y repercusiones entre los distintos tipos de conocimiento.

Figura 1

Conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)
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Resaltamos que este modelo no prescribe lo que el profesor de matematicas deberia usar en
su labor docente. Tampoco que prescriba lo que requiere el profesor, sino que analiza,
interpreta, describe y categoriza el conocimiento del profesor. EIl MTSK permite modelar el
conocimiento disciplinar del conocimiento profesional del profesor de matematicas
(Escudero, 2015).



La forma en que se divide el dominio del Conocimiento Matematico es de las principales
aportaciones del MTSK (Flores-Medrano, 2015). Ademas, este modelo considera de manera
explicita elementos de la Educacion Mateméatica como una disciplina cientifica y la
consideracién de las concepciones del profesor acerca de las matematicas, de la manera en

que se ensefia y se aprende.

A continuacién, detallamos cada subdominio del modelo MTSK. Comenzamos con el

Conocimiento Didactico del Contenido (PCK?Y), que se divide en tres subdominios:

Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM): se refiere
al conocimiento de como aprenden los estudiantes los contenidos matematicos, a conocer 10s
modos habituales de razonamiento de los alumnos en ciertos contenidos, conocer las
dificultades que presentan, los aspectos que resultan mas comprensibles, asi como los temas
que les resultan mas y menos atractivos. También, se incluyen conocer el lenguaje habitual
que utilizan los estudiantes con relacion al concepto que se esté viendo en clase y

conocimiento de teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matematico.

Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT): se considera el conocimiento que
tiene el profesor acerca de los modos de presentar contenido y el potencial de éste para la
instruccion, conocimiento de ejemplos adecuados para los contenidos y la potencialidad de

los recursos y materiales didacticos en la actividad matematica.

Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS): considera el
conocimiento que tiene el profesor sobre lo que espera que el estudiante aprenda en un nivel
escolar, asi como secuenciaciones del contenido y las razones que lo sustentan. También, se
refiere al conocimiento sobre la profundidad con la que se debe abordar un contenido

matematico en un determinado ciclo escolar.

Ahora detallaremos los subdominios del Conocimiento Matematico que lo constituyen tres

subdominios.

Conocimiento de los temas (KoT): se refiere al conocimiento que tiene el profesor sobre los

contenidos matematicos escolares. Incluye el conocimiento de la matematica como disciplina

! Todas las siglas de los dominios y subdominios se refieren a su nombre en inglés.
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y la matematica escolar. Que el profesor conozca el qué y el porqué de los contenidos que
ensefia. Ademas, la forma en la que los contenidos deben ser manejados y trabajados por el
profesor de matemaéticas.

Conocimiento de la estructura matematica (KSM): Conocimiento acerca de las conexiones
interconceptuales y conocimientos avanzados y elementales con respecto al contenido que
permiten al profesor trabajar la matematica de manera integral y estructurada. También, se
incluye el conocimiento de ideas principales de distintos contenidos y de las relaciones de

distintos temas y relaciones dadas por simplificacion o complejizacion del tema.

Conocimiento de la practica matemética (KPM): se refiere al conocimiento del profesor
sobre las formas de proceder en matematicas para llegar a resultados, del razonamiento
matematico y sus tipos. También, la manera en que se genera conocimiento en matematicas,
cdémo se argumenta, razona y generaliza. Conocer la diferencia entre una demostracién, una
comprobacion, el valor en ésta de los ejemplos y distintos tipos de demostracion. En el
siguiente apartado extenderemos mas este subdominio que es en el que estamos interesados

en este trabajo.

2.2.1 Conocimiento de la Préactica Matematica

El término Préactica ha tenido diversos usos en la investigacién en Educacién Matematica.
Quiza el méas empleado es para referirse a las acciones que suceden en el proceso de
ensefianza-aprendizaje. De este se desprenden los términos: practica de ensefianza cuyo
énfasis estd puesto en el profesor (e. g. Llinares, 2000), practica de aula que incluye los
comportamientos de estudiantes y profesores, individualmente e interaccionando e incluso
con algunos artefactos externos (e. g. Franke et al., 2007). También, es usado como parte de
términos acufiados en teorias de Educacion Matemaética, tal es el caso, Préactica Social

(Cantoral y Farfan, 2003) o Practica Matematica que es el que tomaremos.

Asi, con Préactica Matematica nos referimos al conocimiento de heuristicos para resolver

problemas, conocimiento de las situaciones que requieren un uso del pensamiento inductivo
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0 deductivo. A todas las acciones realizadas para lograr la resolucion de problemas

matematicos o enfrentarse a otra actividad matematica (Escudero, 2015).

Escudero, menciona que el KPM es fundamental para que el profesor no sélo sea capaz de
conocer los diferentes temas que pudiera impartir, y la integracién en la estructura
matematica que considere el propio profesor. Asimismo, el tener conciencia de cémo se

razona y produce en matematicas para de esta manera dar solidez a su propio conocimiento.

En este subdominio se incluyen entre otras cosas, el conocimiento que tiene el profesor de
matematicas sobre qué es demostrar, justificar, deducir, definir, ejemplificar, y usar
heuristicos. También, se incluyen el conocimiento de la I6gica que sustenta a estas practicas,
el uso y funcionamiento del ejemplo y contraejemplo. Se refiere a la actividad matematica
Ilevada sistematicamente, se ajusta a una base l6gica partir de la cual se pueden extraer reglas.
En este trabajo no pretendemos prescribir el conocimiento del profesor de matematicas
acerca de estas nociones de la matematica, sino esclarecer cuéles de estos conocimientos son

especializados al tener relacion con la labor de ensefianza.

Todas las caracteristicas anteriores hacen que el Conocimiento de la Practica Matematica
esté relacionado con la nocion de metaconocimiento matematico (e. g. Robert y Robinet,
1996) y conocimiento sobre matematicas (e. g. Ball y McDiarmid, 1990). Robert y Robinet,
consideran los métodos, estructuras y organizacion del conocimiento matematico; el papel
de los cuestionamientos, del ejemplo y contraejemplo y de la reflexion epistemoldgica como
medios de acceso al conocimiento matematico (desde una visién personal o general), y los

modos de produccion y funcionamiento matematico.

En la bdsqueda de caracterizar de la forma més dtil posible a los subdominios del
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK), en diversas ocasiones se ha
enfatizado que el Conocimiento de la Practica Matematica (KPM) no ha alcanzado un nivel
de categorizacion similar al resto de subdominios. En Flores-Medrano y Aguilar (2017)
proponen dos maneras posibles de organizar este subdominio, una mediante indicadores
especificos sin presentar categorias, por ejemplo, la jerarquizacion y planificacion como
forma de proceder en la resolucion de problemas matematicas, y, formas de validacion y

demostracion (e.g. Carrillo et al., 2014).
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Otra categorizacion se basa en tomar a cada practica matematica identificada como una
categoria (e.g. Flores-Medrano, 2015). Esta ultima sera con la idea que presentamos en este
trabajo, asi cada categoria representa cada préactica matematica, las cuales nos serviran para

explorar el conocimiento del profesor de matematicas acerca de estas practicas matematicas.

Segun Kitcher (1984), para comprender el desarrollo del conocimiento matematico, uno debe
enfocarse en el desarrollo de la practica matematica que consta de cinco componentes: un
lenguaje, un conjunto de afirmaciones aceptadas, un conjunto de razonamientos aceptados,
un conjunto de preguntas aceptadas y un conjunto de puntos de vista metamatematicos. En
este Ultimo se incluyen estandares de demostracion y definicion, afirmaciones acerca del

alcance y estructura de la matematica.

2.2.1.1 La préactica de demostrar

La demostracion muchas veces se centra en los niveles superiores de ensefianza matematica,
resulta importante que aparezcan elementos de ésta en niveles tempranos de formacion
(Schoenfeld, 1994) y, por lo tanto, que los profesores deberian conocer su naturaleza,

funciones y constitucion (Vicario y Carrillo, 2005).

Godino y Recio (2001) sefialaron que la demostracion en el contexto institucional de la clase
de matematicas, puede ser descrita como emergente de practicas argumentativas analiticas
formales y su significado esta dado por los rasgos intencionales (un objeto matematico, por
ejemplo el signo, tiene intencidn para un contexto; es decir, se reconoce una funcionalidad
para la resolucion de problemas o situaciones), extensionales (el significado de un objeto
matematico puede desempefiar una referencia para seleccionar la evaluacion y las situaciones
de ensefianza) y las representaciones descritas (presentan un concepto, sus propiedades y las
situaciones a las que se refiere, y que intervienen en la actividad de resolucion). Pero esto no
quiere decir que en estos contextos no se utilicen argumentaciones sustanciales para justificar

afirmaciones.

Godino y Recio, consideran que la demostracion en los niveles de primaria, secundaria y en
general, se basa en argumentaciones deductivas informales, argumentaciones no deductivas

e incluso argumentaciones basadas en criterios externos de autoridad. Agregan que
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usualmente los teoremas que se intentan demostrar son siempre ciertos, produciendo una

vision platonista, tanto de los conocimientos matematicos como de los criterios de validez.

Lo y McCrory (2009) destacan que los futuros profesores de matematicas necesitan aprender
acerca de la demostracion en tres niveles: como una técnica de verificacion de que algo es o
no cierto; segundo, como un objeto matematico, donde se hagan explicitos los pasos y las
representaciones utilizadas y para mostrar que algo es cierto; y como un elemento que
favorece el desarrollo de los estudiantes, el tipo de argumentos que son capaces de hacer

dependiendo el nivel de ensefianza, entre otros.

Las investigaciones acerca de la demostracion matematica en el campo de la matematica
educativa se vienen desarrollando desde el siglo pasado. Se presenta una pequefia revision
de algunos trabajos que nos permiten indagar y sistematizar los elementos de la
demostracion. El trabajo de Ibafies (2001) y las publicaciones de Ibafies y Ortega (1997,
2001, 2005) han influido fuertemente en esta parte, pero afiadimos algunos trabajos de otros

autores que tratan acerca de las funciones de la demostracion y esquemas de pruebas.

Cabe sefialar que existe una gran variedad de trabajos acerca de la demostracion en el aula
(e.g. Bell, 1976; Fischbein, 1982). Pretendemos separarnos del caracter didactico de la

demostracidn para centrarnos en su caracterizacion.

Flores (2007) para diferenciar las formas en las que un individuo utiliza sus razonamientos
durante una practica argumentativa (conjunto de acciones y razonamientos que un individuo
pone en juego para justificar o explicar un resultado o para validar una conjetura nacida
durante el proceso de resolucion de un problema), presenta una construccion de esquemas
argumentativos (la forma en que un individuo utiliza sus razonamientos durante una practica

argumentativa). Estos esquemas pueden ser de conviccidn externa, empiricos, y, analiticos.

Los de conviccion externa pueden ser autoritarios cuando se apoyan en afirmaciones hechas
por alguna autoridad (el profesor, un libro de texto, una definicion); simbolicos en los que se
utiliza un sistema de simbolos y lenguaje matematico de manera superflua'y poco consistente;
facticos en los que se argumenta con base en hechos evidentes o anteriores a manera de
explicacion o justificacion, a menudo expuestos como su fueran un algoritmo. Los esquemas

empiricos, pueden ser inductivos (son apoyados en hechos fisicos o en dibujos); perceptivos
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(apoyados a experiencias de manipulacion fisica, real o virtual para llevar a cabo la
argumentacion). Los analiticos se dividen en esquema de transformacion (durante una
validacion se usa la transformacion de los objetos mediante un proceso deductivo y una
anticipacion de los resultados de tal transformacidn) y esquema axiomatico (el individuo es
consciente de que existen términos indefinidos y axiomas). El uso de los esquemas no
necesariamente implica llegar a una conclusion valida. No deben confundirse con los tipos
de demostracion (contradiccion, induccion, etcétera) que también forman parte del

conocimiento que consideramos en esta categoria, asi como sus posibles usos y fundamentos.

El uso de los esquemas no necesariamente implica llegar a una conclusion valida. No deben
confundirse estos esquemas de argumentacion con los tipos de demostracién (contradiccion,
induccion, geomeétrica, etcétera) que también forman parte del conocimiento que

consideramos en esta categoria, asi como sus posibles usos y fundamentos.

Por otro lado, Carrillo et al. (2016) proponen los esquemas de prueba que pueden ser
empleados por los profesores para justificar y/o validad algunos resultados matematicos.
Estos pueden ser, esquema de prueba experimental (establece validez de un enunciado
mediante experimentacién); esquema de prueba inductivo de un caso (establece la validez
de un enunciado mediante el estudio de un caso particular); esquema de prueba inductivo de
varios casos (establece la validez de un enunciado mediante méas de un caso particular);
esquema de prueba inductivo sistematico (establece la validez de un enunciado mediante
casos particulares que pueden hacerse atendiendo a un criterio); esquema de prueba
transformacional (establece la validez de un enunciado mediante transformaciones de

imagenes o signos por deduccion).

Continuando con los esquemas de pruebas de Carrillo et al., encontramos el esquema de
prueba preformal (refleja la esencia de una demostracion formal que refleja el carécter
axiomatico y transformacional); esquema de prueba axiomatico (son demostraciones
matematicas y la validez de un enunciado se establece mediante un proceso deductivo a partir
de axiomas, enunciados primarios y resultados deducidos en demostraciones); esquema de
prueba grafico (basa sus conclusiones en consecuencias directas de visualizacién de

representaciones gréaficas); esquema de prueba numérico (establece propiedades mediante
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procesos numéricos), y, esquema de prueba de induccion completa (lo constituye el método

de induccion, se compone de un proceso inductivo y deductivo).

La demostracion puede desempefiar roles diferentes: puede servir como una validacion, para
conducir a nuevos descubrimientos, como foco de debate y para ayudar a eliminar errores
(Davis y Hersh, 1986). La demostracion matematica consiste en cadenas explicitas de
inferencia que siguen reglas de deduccion acordadas y, a menudo, se caracteriza por el uso

de la notacion formal, la sintaxis y las reglas de manipulacion (Hannay Villiers, 2008).

Segun Donaldson (1979), el ser humano desde muy temprano consigue razonar l6gicamente,
desde que el contexto es real y significativo para él. Asi, el significado, las representaciones
de objetos y las concepciones son las premisas del desarrollo del razonamiento y del
desempefio légico. De acuerdo con Radford (1994), los aspectos anteriores estan
intimamente relacionados con la demostracion. A pesar de esta relacion, la practica escolar
no suele tomar en cuenta el cambio de conceptualizacion que implica un proceso de

aprendizaje de la demostracion deductiva.

Acerca de las funciones de la demostracion, Villiers (1990) criticd fuertemente el uso
exclusivo de la funcién verificativa de la demostracion matematica. Propuso cinco funciones
para dicha demostracion: verificacion (sobre la verdad de una afirmacion); explicacion (por
qué es verdad y qué significados envuelven a una afirmacion); sistematizacién (organizacién
de resultados en un sistema axiomatico); descubrimiento (posibilidad de surgimiento de
nuevos resultados) y comunicacion (de los resultados y de por qué son, o no ciertos). Vicario
y Carrillo (2005) dotaron a este sistema de algunas subfunciones en el trabajo con profesores
de matematicas, entre las que destacan la simplificativa y la didactica, ambas pertenecientes

a la jerarquia de la funcién explicativa.

Ibafies y Ortega (1998) por su parte, propusieron una clasificacion para las demostraciones,
hacen uso de las funcionalidades de la metodologia demostrativa de las Matematicas. Ellos
establecen cuatro dimensiones de la demostracion que contribuyen a una mayor
aproximacion y a una mejor interpretacion de demostracion (histérica, epistemolégica, social

y cognitiva).
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En la dimensidn historica se da una breve descripcion de los aspectos relevantes de la
demostracion, historiadores como Boyer, Gherveghese coinciden en que antes de los griegos
no existian demostraciones, pero si explicaciones de la validez de resultados que aplicaban
(método hipotético-deductivo). En el siglo V a.C. (Kleine, 1991) Eudoxo utilizé métodos de
demostracion (por ejemplo, exhaustivo, reduccion al absurdo) y modos de exposicion

(analitico, sintético).

Para el siglo Xll inicia un periodo de reflexion y fundamentacion hacia los métodos utilizados
dos siglos anteriores. EI método axiomatico moderno integra una herramienta de
descubrimiento de resultados nuevos, asi el descubrimiento y la demostracién coexisten en
el método axiomatico. Surgieron corrientes para la fundamentacion de las matematicas:
logicismo, formalismo (las demostraciones son constructivas) e intuicionismo (no se admite
el método por reduccion al absurdo). Seguido de esto, Godel en 1931 expuso el teorema de
incompletitud (una teoria axiomatica que incluya la aritmética no puede ser a la vez
consistente y completa), este teorema derrumba el sistema de axiomas de Whitehead y
Russell, la axiomatizacion de Zermelo y Frankel para su teoria de conjuntos. Todo esto hasta
mediados del siglo XX produjo una division respecto a lo que debe considerarse una

demostracion.

Dado que nuestro interés es establecer elementos de conocimiento especializado respecto a
la demostracidn, esta dimension no sera tratada en este trabajo, ya que esboza ideas de la
demostracion en distintas épocas, donde la demostracion es construida por los matematicos
de la época, se muestra que el rigor en la argumentacién matematica varia a lo largo de los
afios, ademas que no hay total acuerdo entre los matematicos acerca de los conceptos y

procedimientos son los mas adecuados.

En la dimensidn epistemoldgica se tratan aspectos acerca de la fundamentacion y métodos
del conocimiento cientifico relativos a la demostracion. En la dimension social Ibafies y
Ortega presentan un analisis de las funciones de la demostracion en matematica educativa.
Finalmente, en la dimension cognitiva describen un marco de esquemas de prueba, los cuales

seran desarrollados a continuacion.

En la dimension epistemologica, encontramos el trabajo de Miyazaki (2000), sefiala cuatro

niveles béasicos en los procesos de prueba en funcion de las diferencias, razonamiento
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inductivo y lenguaje funcional; razonamiento deductivo y lenguaje funcional; razonamiento
inductivo y lenguaje no funcional; razonamiento deductivo y lenguaje no funcional. Mientras
Ibafies y Ortega (1997) proponen una clasificacion de las técnicas de demostracion
relacionandolas con los enunciados de los teoremas y teniendo en cuenta distintos criterios a
la vez, dependiendo al criterio obtendremos etiquetas para la demostracion, a continuacion,

detallamos estas caracteristicas.

Segun el tipo (estructura logica del enunciado), en relacion a la implicacion, de condicién
necesaria o suficiente y de condicion necesaria y suficiente; en relacion al cuantificador
existencial: no existencial y de existencia (que puede ser simple, de imposibilidad, de
unicidad); en relacion al cuantificador universal (cuando las proposiciones con condicion
necesaria, suficiente o necesaria y suficiente pueden ser expresados de manera explicita o

implicita con el cuantificador universal).

Segun el método (atendiendo los procedimientos ldgicos), por silogismos (esquema de
razonamiento matematico ordinario) y por reduccion al absurdo (basado en el deseo de
respetar la consistencia de las matematicas, como es el “principio de no contradiccién” y en
el “principio del tercio excluso”); por induccién completa; constructivo (ejemplo o
contragjemplo); por analogia (se utiliza la semejanza en algunos aspectos entre dos teorias

matematicas para deducir su semejanza en todos los aspectos); por dualidad.

Segun el estilo (si atendemos a los procedimientos matematicos), que puede ser geométrico
(utilizacion exclusiva de recursos geométricos); algebraico (el uso de simbolos para
representar objetos matematicos cualesquiera y operar con ellos); de las coordenadas (enlaza
los estilos geométrico y algebraico en fructifera simbiosis); vectorial; del Analisis
Matemaético (el uso de los procedimientos del Analisis Matematico, en particular el concepto

de limite); probabilistico y topoldgico, etc.

Finalmente, por el modo (si atendemos al procedimiento de exposicion), sintético o directo
(propio de la presentacion formalizada del producto) y analitico o indirecto (mas adecuado

para la exposicion didactica).

Mientras en la dimensién social, se encuentra el tratamiento de la demostracion casi en

términos de verificacion o justificacion de enunciados matematicos. Se encuentra el trabajo
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de Bell (1976) el cual menciona tres significados de la demostracion matematica, verificacion
o0 justificacion (a la verdad de la proposicion); iluminacién, se espera que una buena
demostracion proporcione ideas de por qué la proposicion es cierta. También, encontramos
el trabajo de Villiers (1990) mencionado anteriormente, cual tomaremos como principal para

el modelo de funciones para la demostracion.

En la dimension cognitiva, se rescata el trabajo de Ibafies y Ortega (2005) se encuentran
cuatro fases de compresion de las demostraciones, fase de interpretacion que incluye,
entender el problema y la clase de solucidn que requiere (esquemas de prueba), comprender
los términos matematicos empleados, interpretar las proposiciones ldgicas, las expresiones
usuales, la notacion utilizada, etc. La fase de anélisis, identificar el proceso de una
demostracion, elementos como recordar resultados anteriores y relacionarlos con la
proposicion objeto de estudio, revisar la correccion del razonamiento; la fase de sintesis,
donde hay que identificar ideas y lineas claves de la demostracién, asi como comprender
globalmente el proceso. Finalmente, la fase de profundizacion, elementos como estudiar la
necesidad de las hipoétesis, reconocer el significado del teorema, identificar el tipo de
enunciado y los métodos, estilos y modos empleados y valorar las funciones que cumplen la

demostracion estudiada.

En esta tesis, revisamos el trabajo de los autores Alfaro et al. (2020) que consideramos para
el apartado de la demostracidén, pues es una investigacion para el subdominio del
Conocimiento de la Practica Matematica referente a la demostracion. Estos autores proponen
elementos importantes del conocimiento matematico acerca de la demostracion y que tienen
cabida en el KPM: el conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion en matematicas
que se refiere al conocimiento acerca de la constitucién de la demostracion matematica,
concepto de lo qué es y lo que significa, validez l6gica, y la validez matematica (uso correcto

de hipotesis, axiomas y definiciones usadas en la demostracion).

Otro elemento es el conocimiento sobre las funciones de la demostracion en las matematicas
que incluye las razones o motivos por los cuales los profesores de matematicas encuentran
un argumento convincente, un argumento para validar una afirmacion (aunque no sea
exclusivamente una demostracion), el nivel de detalles, el nivel explicativo y la validez del

argumento. Otro subcomponente es la validez logica en la cual se consideran, el tipo de
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demostracion, tipo de cuantificador, tipo de conectiva logica, todas ellas involucran

equivalencias e inferencias logicas (Alfaro et al., 2020).

2.2.1.2 La préctica de definir

Las definiciones y los axiomas son necesarios en matematicas, principalmente para evitar
problemas de circularidad logica y regresion infinita (De Villiers, 1995). Leikin y Zazkis
(2010) consideran que las definiciones de conceptos matematicos, el proceso de definir y las
estructuras subyacentes de las definiciones deben ser componentes fundamentales del
conocimiento de la materia de los profesores de matematicas. Las definiciones no requieren

justificacién matematica ya que no realizan afirmaciones ldgicas.

Definir conceptos en matematicas es importante para el proceso de conceptualizacion, De
Villiers (1994, 2009) destaca que existen dos procesos asociados: descriptivos o a posteriori
(tienen como papel sistematizar el conocimiento existente) y constructivos o a priori
(producen nuevo conocimiento). Las definiciones descriptivas se logran cuando el individuo
tiene experiencia por determinado tiempo acerca de las propiedades del objeto, y empieza a
determinar de las caracteristicas algunas que a partir de las cuales las deméas pueden ser
deducidas. Mientras que las definiciones constructivas resultan del proceso de definir
constructivamente, surgen de una definicion dada, la cual es cambiada por algin proceso
I6gico (generalizacion, reemplazo, exclusion) para definir un nuevo concepto. En la
definicion descriptiva el concepto de imagen precede a la definicion eventual del concepto
(Vinner y Hershkowitz, 1983; Vinner, 1983), mientras que en la definicion constructiva el

concepto de imagen se desarrolla o explora después de la definicion del concepto.

Establecer una definicion matematica responde a ciertas necesidades de organizacion y
crecimiento del conocimiento (Calvo, 2001), las definiciones no estan predeterminadas, sino
que presentan un caracter convencional. Algunas nociones pueden ser caracterizadas
diferentes, equivalentes entre si, y es el matematico, el autor de un texto o el profesor el que
decide cuél de estas caracterizaciones toma como definicién; es producto de una convencién

el definir los conceptos de manera mas o menos restrictiva.
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Calvo (2001) menciona que en ocasiones es dificil elegir alguna caracterizacion y que es
habitual que esta eleccion sea resultado de un anélisis que contempla ciertos factores,
estéticos (argumentos elegantes, sencillos o relacionados a lo mesurado del enunciado de la
definicion); operativos (el establecimiento se explica por las conclusiones, por la potencia
como instrumento organizador de una prueba o resolucién de un problema); didacticos (las
definiciones se presentan respecto a los conocimientos previos de los alumnos o los objetivos

del curso).

Leikin y Winicki-Landman (2000a), presentan las caracteristicas matematicas de las
definiciones matematicas de manera resumida, la declaracion utilizada como definicion
presenta el nombre del concepto, y este nombre o término aparece s6lo una vez en esta
declaracion; una definicion establece las condiciones necesarias y suficientes para el
concepto; al definir el nuevo concepto, solo se pueden utilizar conceptos definidos
previamente o conceptos no definidos (conceptos basicos); el conjunto de condiciones debe
ser minimo y finalmente una definicion es arbitraria (se elige de un conjunto de declaraciones
equivalentes). La eleccién de una definicibn en Educacién Matematica se basa en

consideraciones pedagogicas y en las matematicas (Leikin y Winicki-Landman, 2000b).

Consideraremos definir al proceso para llegar a establecer una definicion, teniendo en cuenta
que una definicion prescribe el significado de una palabra o frase de forma muy especifica
en términos de una lista de caracteristicas que tienen que ser todas verdaderas (Escudero et
al., 2014). Estos autores recogen las caracteristicas de la definicion matemética de diversos
autores, las cuales se identificaron como, la precision en la terminologia-jerarquizacion (uso
de términos basicos o previamente definidos); no circularidad (no hacer referencia al
concepto en la propia definicion); no ambigua (caracterizacién de manera univoca de una
clase de objetos); no contradictoria o estructuralmente inequivoca (las caracteristicas
empleadas deben ser consistentes); invariante bajo cambio de representacion (un objeto
pertenece a una clase de objetos, definible ahi, independientemente de su representacion);
equivalencia (se puede dar mas de una formulacion de un mismo concepto); elegancia (entre
las definiciones equivalentes, la mas elegante es la que utiliza conceptos generales mas

béasicos); minimalidad (no redundancia de las caracteristicas, ninguna de las caracteristicas
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se deduce del resto), y degeneracion (ejemplos del concepto que no se ajustan a la idea

intuitiva del concepto).

Todos estos atributos ademas de darnos una caracterizacion de la definiciébn matematica

conllevan aspectos de su uso como préacticay de las implicaciones en sus posibles variedades.

2.2.2 Sintesis de las practicas de demostrar y definir

La tabla 2.1 muestra la propuesta de categorias y subcategorias a partir de la préctica de
demostrar y definir. Esta categorizacion es parcial y se robustecera a partir del estudio de
otras practicas matematicas. A diferencia de otros subdominios, bajo esta propuesta de
categorizacion en el KPM las categorias tendrian un uso muy limitado, siendo las
subcategorias y posibles descriptores los que sirvan como herramienta fundamental para el
trabajo analitico. Los posibles conocimientos que colocamos en la tabla pueden servir como

elementos para la sensibilidad tedrica.

Para facilitar la lectura, renombramos a cada subcategoria con nomenclatura DEM para cada
subcategoria de la practica de demostrar y el nimero de subcategoria y DEF para la categoria
de la practica de definir con un nimero respectivamente para cada subcategoria. La Tabla
2.1, detalla las nomenclaturas que posteriormente seran utilizadas en el Capitulo 4 para las

secciones 4.3y 4.4.



Tabla 2.1

Sistema de categorias, subcategorias y posibles descriptores de conocimiento del KPM
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Subcategorias

Nomenclatura Posibles descriptores de Nomenclatura

Categoria conocimiento
DEM. 1.1
Tipo de DEM. 1 En relacion a la
demostracion implicacion
En relacion al DEM. 1.2
cuantificador existencial
En relacion al DEM. 1.3
EE cuantificador universal
o
8 Silogismos DEM. 2.1
E DEM. 2 Reduccion al absurdo DEM. 2.2
=)
% Método para Induccién completa DEM. 2. 3
g demostrar Constructivo DEM. 2.4
= Analogia DEM. 2.5
2 Dualidad DEM. 2.6
o3
Usos de los Geométrico DEM. 3.1
registros de Algebraico DEM. 3.2
representacion en De las coordenadas DEM. 3.3
la Probabilistico DEM. 3.4
demostracion Topoldgico DEM. 3.5
Modo de DEM. 4 Sintético o directo DEM. 4.1
demostracion Analitico o indirecto DEM. 4.2
DEM. 5.1
Fases cognitivas DEM. 5 Fase de interpretacion
de la Fase de analisis DEM.5. 2
demostracion Fase de sintesis DEM.5. 3
Fase de profundizacion DEM.5. 4
Verificacion DEM. 6.1
Funciones de la Explicacion DEM. 6. 2
demostracion DEM. 6 Sistematizacion DEM. 6. 3
Descubrimiento DEM. 6.4
Comunicacion DEM. 6.5
DEM.7.1



PRACTICA DE DEFINIR

Tipos basicos
de demostracion

Proceso
de
conceptualizacién

Caracteristicas de
la definicion

DEM. 7

DEF. 1

DEF. 2

Esquema de prueba
experimental

E. de prueba inductivo de
un caso

E. de prueba inductivo de
varios casos

E. de prueba inductiva
sistematico

E. de prueba
transformacional

E. de prueba preformal

E. de prueba axiomético
E. de prueba grafico

E. de prueba numérico

E. de prueba de induccion
completa

Constructivos o a priori.
Descriptivos a posteriori

Precision en la
terminologia-
jerarquizacion

No circularidad

No ambigua

No contradictoria o
estructuralmente
inequivoca
Invariante bajo cambio de
representacion
Equivalencia
Minimalidad
Degeneracion

DEM.

DEM.

DEM.

DEM.

DEM.

DEM.

DEM.
DEM.

DEF.

DEF. 1.2

DEF.

DEF.

DEF.

DEF.

DEF.

DEF.

DEF.
DEF.

1.1

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7
2.8
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Capitulo 3. Método

En este apartado describiremos los aspectos de los fundamentos que sustentan las decisiones
en la manera de organizar e interpretar la informacion. Asi como la descripcion de los
informantes, el instrumento para la recoleccion de datos y procesamiento de la informacion
generada. Antes de iniciar con lo descrito anteriormente, destacaremos que los informantes
que fueron los profesores de matematicas de nivel Medio Superior nos ayudaron con las
actividades y sus respuestas lograr probar el sistema de categorias. Mientras que, los
investigadores en matematicas de la FCFM, nos ayudaron a validar el sistema de categorias

una vez hecha la propuesta (Tabla 2.1).

3.1 Tipo de investigacion

Quecedo y Castafio (2003), mencionan que:

Los estudios cualitativos intentan describir sisteméaticamente las
caracteristicas de las variables y fendmenos (con el fin de generar y
perfeccionar categorias conceptuales, descubrir y validar asociaciones
entre fendbmenos o comparar los constructos y postulados generados a
partir de fendmenos observados en distintos contextos), asi como el
descubrimiento de relaciones causales, pero evita asumir constructos o

relaciones a priori. (p. 12)

Por otro lado, Escudero (2015) detalla el paradigma de investigacion como una forma
particular de entender la realidad analizada, lo que crea un sentido al tipo de conocimiento

que se pretender crear y a la comprension del mundo que observa e interpreta:

Un paradigma de investigacion es una red de ideas coherentes sobre la

naturaleza del mundo y de las funciones de los investigadores que,
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aceptadas por una comunidad de investigadores, condicionan las pautas de
razonamiento y sustentan las acciones en la investigacion. (Bassey, 2003,
p. 42)

Cabe mencionar que los investigadores que utilizan métodos cualitativos asumen la
existencia de mdaltiples realidades que, son resultado de la construccion humana, ademas, el
conocimiento que supone la interpretacion de los significados construidos en la interaccion
(Carillo y Mufioz-Catalan, 2011).

De esta manera, la presente investigacion tendrd un enfoque cualitativo dentro de un
paradigma interpretativo y descriptivo, puesto que intenta explorar el Conocimiento de la
Préactica Matematica del profesor de matematicas recabando datos de investigaciones
especializadas para posteriormente utilizar estos datos para interpretarlos y organizarlos para
desarrollar una caracterizacion que pueda colaborar acerca de las cualidades que presentan

las préacticas matematicas, demostrar y definir.

3.2 Analisis Documental

Primero realizamos una revision extensa de la literatura de diversos autores acerca de las
practicas matematicas, demostrar y definir para delimitar el marco tedrico, el cual es
desarrollado en el capitulo Il. En esta primera parte al ser de corte teorico, utilizamos el
método de analisis documental (Bardin, 1986), ya que este método se centra en el analisis de

la informacion.

Se presenta una pequefia revision de algunos trabajos que nos permiten indagar y sistematizar
los elementos de la demostracion. Por ejemplo, el trabajo de Ibafies (2001) y las
publicaciones de Ibafies y Ortega (1997, 2005) nos ayudaron a comprender las técnicas de
demostracién en cuanto a los aspectos de tipo, método, estilo se uso el trabajo de Ibafies y
Ortega (1997). Mientras que para las fases de comprension de la demostracion se consulto
Ibafies y Ortega (2005). También, afiadimos algunos trabajos de otros autores que tratan
acerca de las funciones de la demostracion (e.g. Villiers, 1990; Bell, 1976) y esquemas de
pruebas (Carrillo, et al, 2016).
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Mientras que, para definir consultamos autores como Leikin y Zazkis (2010) que consideran
a las definiciones de conceptos matematicos, el proceso de definir y las estructuras
subyacentes de las definiciones deben ser componentes fundamentales del conocimiento de
la materia de los profesores de matematicas. Y otros trabajos como el de Escudero et al.

(2014), que recogen las caracteristicas de la definicion matematica de diversos autores.

A partir de la revision de literatura y las conclusiones obtenidas, seguido realizamos una
clasificacion de los elementos encontrados, los cuales reflejan las cualidades de las practicas
de demostrar y definir para conseguir la propuesta de caracterizacion que presentamos en el
capitulo I, los cuales conllevan aspectos de su uso como practica y de las implicaciones en
sus posibles variedades.

El anélisis documental nos accedio tener un primer acercamiento para nuestra investigacion,
el cual dio como resultado la propuesta de caracterizacion tedrica mencionada anteriormente.
Junto a lo expuesto, se procedi6 a elaborar un instrumento para la recoleccion de informacion

que sera descrito en la seccion 3.4.

3.3 Estudio de caso

Stake (1994) menciona que este método puede ser efectivo para el estudio de personas,
fendmenos, programas e interpretaciones. Se divide en estudio de caso intrinseco (estudiar el
caso en si mismo, comprender un caso en particular); estudio de caso instrumental (para
someter a prueba una teoria) y estudio de caso colectivo (conjunto de casos para comprender
las regularidades). Mientras Yin (1989) menciona que es una herramienta valiosa de

investigacion por la cual se mide y registra la conducta de las personas o fendémeno estudiado.

El estudio de caso es una metodologia rigurosa que es adecuada para investigar fendmenos a
los que se busca dar respuesta de la manera que ocurren o por qué ocurren (Chetty, 1996).
Ademas, permite estudiar los fendmenos desde diversas perspectivas y explorar en forma

mas profunda para obtener un conocimiento mas amplio.
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Stake, menciona que este disefio de investigacion hace referencia al estudio minucioso y
profundo acerca de las caracteristicas elocuentes del objeto de estudio. También, que puede
corresponder a un solo elemento o varios que se encuentren dentro de la poblacion nuestro
objeto de estudio. Realizar el andlisis de un caso particular sirve de apoyo para generar ideas

que expliquen un fenémeno.

Por lo que consideramos adecuado para esta investigacion adoptar este método de estudio de

caso, ya que utilizamos un caso especifico para alcanzar nuestros objetivos.

3.3.1 Estudio de caso instrumental

El estudio de caso instrumental segin Stake (1995) son aquellos casos que tienen la intencion
de generalizar a partir de un conjunto de situaciones especificas. Es de utilidad cuando se

intenta comprender un fendmeno, para proveer generalizaciones o refinar teorias.

Stake enfatiza que un estudio de caso instrumental puede desembocar en un estudio de caso
colectivo, cuando nos parece pertinente utilizar varios casos como nuestro objeto de estudio,
ya que en ocasiones en un solo caso pueden pasar cosas desapercibidas que en otro podriamos
visualizar. Para este tipo de estudio se debe seleccionar una muestra de casos de una
poblacion que los represente dependiendo del objetivo de investigacion.

De esta manera consideramos adecuado adoptar este disefio donde nuestro caso es el profesor
de matemaéticas de nivel medio superior, el cual sera quien nos ayude a comprender lo que
utiliza el profesor de matematicas en el salon de clases acerca de las préacticas matematicas.
Asi, recurrimos a una serie de actividades acerca de la demostracion y la definicion vistas
como un objeto matematico, no tanto en la parte didactica del salon de clase. Esto con la

intencion de obtener los elementos que el profesor utiliza en su préctica.

Para contrastar y profundizar la comprension y conformacion del modelo teorico se utilizé
evidencia empirica, de manera que esto sirva para analizar el conocimiento especializado del

profesor de matematicas.



28

3.4 Disefio de actividades y del instrumento para la recoleccion de datos

Se realizaron una serie de preguntas acerca de la demostracion y la definicion para obtener
informacién que pudiera confirmar, enriquecer o contrastar el analisis documental y la
propuesta de categorias. La elaboracion de las preguntas se basoé en la tabla de categorias 2.1.
También se envié un formato para validar la tabla de categorias con tres profesores de
matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP. A continuacion,
detallaremos el formato (Anexo 1) y posteriormente el instrumento elaborado para la

obtencién de informacion.

3.4.1 Formato de preguntas para validar la propuesta de categorias y subcategorias

Como anteriormente mencionamos, una vez caracterizadas las practicas de demostrar y
definir, se prosiguié a elaborar un formato con la intencion de validar la Tabla 2.1 por medio
del juicio de expertos. Con validez nos referimos al grado en que la investigacion refleja el
problema de investigacién determinado.

El juicio de expertos se refiere a la opinion informada de personas con experiencia en un area
determinada, que pueden dar informacion, juicios y valoraciones. Es importante que las
personas elegidas que forman parte del juicio de expertos tengan caracteristicas homogéneas,
experiencia en el area estudiada, asi como tener disponibilidad y motivacion para participar
(Cohen, 2007). Por lo anterior, nuestros expertos elegidos fueron tres doctores en Ciencias
Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas. Estos expertos imparten clases
en esta facultad y se dedican a la investigacion cientifica con méas de diez afios de experiencia
en diversas areas de la matematica como son, Topologia, Teoria de Modelos, Geometria,
Logica y Conjuntos. Cabe mencionar que estos tres profesores e investigadores son distintos

de nuestros informantes.

Los comentarios de los expertos contrastaron la tabla de categorias 2.1. Dos de nuestros
expertos confirmaron que no les parece que haya alguna categoria de mas. También, que
todas las caracteristicas que se proponen para cada subcategoria son coherentes y que dan

una idea de la manera en que se trabaja en Matematicas.
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Cohen menciona que, para demostrar esta forma de validez, el instrumento debe mostrar que
cubre de manera completa y justa el dominio que pretende cubrir. Hay que notar que no
siempre se puede abordar en su totalidad un tema por cuestiones de tiempo y la motivacion
de los expertos. Por lo anterior, se pueden seleccionar elementos del problema que se cubriran
en la investigacion sean una representacion justa del problema mas amplio y que los
elementos seleccionados sean abordados en profundidad. Por ello consideramos cuestionar
acerca de la completitud y coherencia de la propuesta de categorias.

La primera parte (Anexo 1) se refiere a la completitud de la categorizacion, que hace
referencia a si se estan considerando todos los descriptores para las subcategorias, si hay
subcategorias o descriptores que signifiquen lo mismo o si hay descriptores o subcategorias
que deben ser consideradas en el sistema. Las preguntas que corresponden a esta descripcion

aparecen en el Cuadro 1.

Cuadro 1

Primer bloque de preguntas sobre coherencia

¢Se estan considerando todas las dimensiones y caracteristicas de cada una de las
practicas?

¢Alguna de las subcategorias o posibles descriptores podria dejarse fuera?

Uno de los expertos, realizo el siguiente comentario respecto a la primera subcategoria de la
préactica de demostrar (Tipo de demostracion):

“No [debemos] confundir la demostracién de un hecho con la proposicion
que enuncia el hecho. Por ejemplo, si una funcion es derivable, entonces

tal funcién es continua, es decir, estamos haciendo una proposicion del
tipop=q".
Coincidimos con el comentario del experto, es importante distinguir que conocer el tipo de

relacién l6gica de un enunciado no implica conocer acerca de su demostracion. También,

consideramos el hecho de ser un prerrequisito para poder realizar la demostracion permite al
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profesor de matematicas tener un meta-andalisis sobre los enunciados. Por ejemplo,
diferenciar entre una demostracion de existencia a una de universalidad, las cuales forman

parte de la subcategoria Tipo de demostracion.

La segunda parte se refiere a la coherencia, este bloque de preguntas (Cuadro 2.) se refiere a
que si los descriptores tienen relacion con las subcategorias y si son claros los nombres de
los descriptores. Es decir, si los nombres propuestos son familiares para profesionales de la

materia o si se presenta una idea general a lo que se refiere cada subcategoria.

Cuadro 2

Segundo bloque de preguntas sobre completitud

¢Son las caracteristicas propuestas congruentes con la practica que quieren describir?

¢Son adecuados y reconocidos los nombres utilizados en los posibles descriptores y
subcategorias?

Referente a la coherencia, si son adecuados los nombres utilizados en las subcategorias y
posibles descriptores, los expertos estuvieron de acuerdo en el uso que se les estaba dando.

Un comentario fue el siguiente:

“Yo creo que si, siento que este documento es una formalizacion de
muchas cosas que uno hace en la practica y que en ocasiones con algo de

descuido”.

Destacamos que, la propuesta de caracterizacion fue presentada como en la Tabla 2.1 a los
expertos. Por medio de una entrevista con las preguntas expuestas anteriormente se realizo
una grabacién de audio para rescatar informacion sobre sus respuestas. Finalmente, en esta
segunda fase, obtuvimos respuestas favorables para la propuesta de caracterizacion

presentada.
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3.4.2 Construccion y disefio del instrumento para la recoleccion de datos

Una vez caracterizadas las practicas matematicas de demostrar y definir, se prosiguié a
elaborar un instrumento para la aplicacion durante las dos sesiones de trabajo. Cada pregunta
del instrumento presenta una correspondencia con las subcategorias, asimismo, con cada
posible descriptor de conocimiento de la Tabla 2.1. La correspondencia se relaciona con los
elementos que esperdbamos se hicieran notar con las respuestas de los profesores. También,

cuidamos que fueran preguntas abiertas para la reflexion y discusion de cada una de estas.

A continuacion, presentamos la estructura establecida de las preguntas que se abordaron en
las dos sesiones. En el Anexo 2, se encuentra el formato de las preguntas acerca de la
demostracion. Mientras que en el Anexo 3, el formato de preguntas sobre la definicién. En
este apartado detallaremos la intencidn de cada pregunta, tanto que el contenido y estructura

completa de cada pregunta puede ser consultado en el anexo.

3.4.2.1 Preguntas para explorar las subcategorias de la practica de demostrar

El primer bloque corresponde a la pregunta 1, presentamos cincos demostraciones de
distintas areas de la matematica, esto con la intencion de que los profesores mencionaran
diferencias y similitudes. En esta parte de la sesidn, nos interesaba obtener informacién
acerca de la estructura Idgica del enunciado (si es de condicion necesaria y suficiente o, si
solo es necesaria o suficiente). También, acerca de los métodos para demostrar (por ejemplo,
analogia, por casos, contraejemplos); si la demostracion atiende a los procedimientos
matematicos (uso de recursos geométricos, demostraciones distintas para un mismo
problema o enunciado; a los modos de demostracion (procedimiento de exposicion, si es de
la presentacion formalizada del producto o si es méas didactico). Finalmente, acerca de los

esquemas de demostracion.



Cuadro 3

Primer bloque de preguntas para la demostracién

1.- Lee con atencion las siguientes demostraciones, ¢puedes mencionar diferencias y
similitudes entre estas demostraciones?

a) Demostrar que una funcion cuadrética dada en su forma general y = ax? + bx + c, puede
ser transformada a la forma y = a(x — h)? + k, donde las coordenadas de su vértice son
V(h, k).

Demostracion:

Esto se puede hacer completando un trinomio cuadrado perfecto de la siguiente manera

, , b ¢ , b b\* [(b\* ¢
y = ax +bx+c=a(x +Ex+a>=a X +Ex+(—) —( ) + -

2a % a
(+2) ~(3) +5=alerp) +af-(2)
ax 2a 2a a a\x aa 2a

2a

b\° c b2 b\° b?
=a(x+%) +a<a—m)=a(x+%) +<c—m>

b\* (4ac—b? —b\* [—b?%—4ac
=a(x+z) +< 4a >=a<x—%) +< 4a )

=a(x—h)?+k
donde: V (h = ;—Z,k = %).

b) Demostrar que tan?6 + 1 = sec?#.

Demostracion:

. , . . . 1 ,
Si en el circulo unitario se definen tanf =% y secl = PR ademas, por el teorema de
Pitagoras se sabe que x? + y2 = 1, entonces

tan?0 + 1 = sec?6

- B+1=6)

2
y
=>F+1=—
y2+x?2 1
x2  xZ2

1 1 e . .
Lo que lleva a que —; = —;, que verifica la identidad.
X X
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¢) Demostrar que lim 1-cosx _ o,
X—
Demostracion:
o 1—cosx . (1—cosx)(1+ cosx)
lim——— = lim
x—0 x x-0 x(1 + cos x)
(1—cos®x) sen®x . senx

= lim = lim ———— = lim
x-0x(14+cosx) x-0x(1+cosx) x-0 x

_ sen x . senx }CI_I}}) sen x

- lim = lim =

x>0(1+cosx) x-0 x llrré (1 + cos x)
X—

Como las funciones seno y coseno son continuas en x = 0, entonces:

limsenx =sen0 =0
x-0

}Cir%(1+cosx)=(1+cosO)=(1+0)=1

sen x

Y como lim =1, se concluye que,
x—0

i 1—cosx i sen x }Ci_rf(l) senx % (O) _o
= x T x lir%(l +cosx) 1)
X—

e) Demostrar que (x - 2) es factor de p(x) = x3 - 7x + 6.
Demostracion:

Como p(2) = (2)3- 7(2) + 6 = 0, entonces p(x) es divisible entre (x-2), 0 (x-2) es un
factor de p(x).

Es decir, (x3 - 7x + 6) = (x—2) esexacta, y el residuo es cero. Esto significa que existe un
polinomio de segundo grado c(x) tal que: p(x) = (x-2) - c(x). En este caso también se dice
gue x = 2 es un cero de p(x), pues p(2) = 0.
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d) Demuestra que la suma de angulos interiores de cualquier triangulo es igual a 180°.

Demostracion:

Prolongamos la base del triAngulo BC y construimos una paralela que pase por A, como muestra
la figura. Observa que los lados AB y AC son transversales para el sistema de paralelas DE y
BC. De este modo, podemos afirmar que:

«ABC es alterno interno de ZDAB por lo que m«zDAB = m<ABC ;esdecir,B' = B.
£ACB es alterno interno de ZEAC por lo que m£ACB = m<EAC ;esdecir, 6’ =6.

Los angulos 2DAB , 2BAC y £EAC son consecutivos y forman un &ngulo llano; es decir, B8 ' +
a +8' =180°.Dadoque B’ = Byqued’' =dtenemosquea + B +6 = 180°; que es
lo que se queria demostrar; es decir, que “la suma de los angulos interiores de cualquier
triangulo es 180°”.

El segundo blogue, presenta una actividad de reflexion, discusién y argumentacién. Se
plantea un ejercicio donde el profesor debe justificar sus respuestas dependiendo lo que se
requiere en cada caso. Se esperaba con esto, que los profesores hicieran uso de los distintos
Métodos para demostrar, de los Modos de demostracion y si estd consciente que existen

distintas etapas en una demostracion (Fases Cognitivas de la demostracion).
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Cuadro 4

Segundo bloque de preguntas para la demostracion

2.- Supongamos que Beto y Cris piensan en los nimeros 3 y 11. Ambos notan que la suma 3 +
11 es PARy el producto es IMPAR. Beto dice:
Si la suma de dos nimeros dados es par, su producto es impar.
Cris dice: si el producto de dos nimeros es impar, su suma es par.
= ;Las afirmaciones de ambos dicen lo mismo? ¢Por qué?
= El producto de dos numeros es 1271. Suponga que Cris esta en lo correcto. ¢Cual de las
siguientes opciones es correcta?
a) Puedes asegurar que la suma de los dos nimeros es par.
b) Puedes asegurar que la suma de los dos numeros es impar.
c) No estas seguro de que la suma es impar o par hasta que conoces los nimeros
dados.
» (Eslaafirmacion de Beto cierta? Justifique su respuesta.
» (Eslaafirmacion de Cris cierta? Justifique su respuesta.

Por ultimo, el tercer blogue de preguntas corresponde a las subcategorias Funciones de la
demostracion. Se esperaba identificar los aspectos que el profesor conoce y utiliza en el salon
de clase. Este apartado difiere en cuanto a lo directa que son las preguntas, pues se esperaba
obtener respuestas mas concretas y una discusion por parte de los informantes acerca de la
manera en que definen una demostracién y el uso que se la da a ésta en el salon de clase y en

general en la matematica.

Cuadro 5

Tercer blogue de preguntas para la demostracion

3.- ¢Cudles son las funciones de la demostracion matematica en matematicas en general?
4.- ;Como define usted la demostracion matematica?

5.- (Qué utilidad podemos darle a la demostracion en el salon de clase?
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3.4.2.2 Preguntas para explorar las subcategorias de la practica de definir

El primer bloque, se presentan seis definiciones de la linea recta. Con la lectura de las
definiciones esperdbamos que el profesor comparara y diera una manera de mostrar
diferencias y similitudes acerca de las definiciones. Lo que se esperaba con esta serie de

preguntas es que el profesor mostrara respuestas acerca de las caracteristicas de la definicion.

Cuadro 6

Primer bloque de preguntas para la definicion

1.- Daremos un listado de las definiciones de la linea recta que profesores de matematicas
proponen en clase.
= ;Escorrecta la definicion? Explica por qué.
= (Encaso de que no, qué elementos no estan correctos? ¢ Es posible que quite elementos
0 agregue para que alguna definicion sea correcta?

= Podria mencionar similitudes y diferencias entre ellas?

El segundo bloque, se presenta dos preguntas, las cuales atendian a la necesidad y suficiencia
como caracteristicas de la definicion. Con esta pregunta queremos identificar los aspectos

que conoce el profesor acerca de caracteristicas de la demostracion.
Cuadro 7

Segundo bloque de preguntas para la definicion

2.- ;Qué caracteristicas le exigirias a un enunciado para que sea la definicion “ideal” de un objeto

matematico?

3.- ¢ De cuantas maneras distintas podria quedar “bien definido” dicho objeto?, ;cuantas propiedades

se requieren y de qué tipo son?
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3.4.3 Aplicacion del instrumento

Una vez validada la propuesta de categorias y realizado las actividades correspondientes. Se
busco apoyo de profesores de nivel medio superior para colaborar con las sesiones de trabajo
y aplicar el instrumento. Las sesiones de trabajo fueron dos, se realizaron en distintos dias y
grabadas con audio y video. La duracion de cada sesion fue alrededor de 60 minutos con los

tres profesores en cada una de las sesiones.

La primera sesion fue realizada el 4 de noviembre de 2019. En esta sesion trabajamos la
demostracion matematica que corresponde a las preguntas que se encuentran en el apartado

3.4.2.1. Las instrucciones dadas a los profesores fueron:

a) Realizar lectura de cada una de las preguntas.
b) Se dio un lapso para que contestaran individualmente.

c) Discusion en conjunto acerca de cada respuesta.

La segunda sesion fue el 25 de noviembre del 2019, se prosiguié a realizar las mismas
instrucciones, pero ahora con la definicibn matematica respectivamente con las preguntas del
apartado 3.4.2.2.

3. 5 Informantes

Los informantes son tres profesores de matematicas de nivel medio superior que pertenecen
a preparatorias BUAP que imparten distintas materias de matematicas. Se hicieron dos
sesiones de trabajo con los tres profesores. Para hacer referencia a las aportaciones utilizamos
un codigo de nombres para cada profesor, Juan, Ivan y Frank. Para los comentarios o

intervenciones que hicimos es la palabra Investigador.

El profesor Juan es licenciado en Matematicas con maestria en Ciencias Matematicas,
actualmente imparte clases en la preparatoria Emiliano Zapata de la BUAP. Tiene 10 afios

de experiencia en nivel medio superior y anteriormente 5 afios en superior.
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El profesor Ivan es licenciado en Matematicas con doctorado en Ciencias Matematicas,
actualmente imparte materias de matematicas en la preparatoria Enrique Cabrera Barroso de
la BUAP.

El profesor Frank es licenciado en Mateméticas con maestria en Ciencias Matematicas.

Actualmente labora en la preparatoria Emiliano Zapata de San Martin Texmelucan.

De los videos de las dos sesiones de trabajo se extrajo informacion que sirvié para la
deteccion de oportunidades de investigacion con la que profundizamos en el entendimiento
sobre el Conocimiento de la Practica Matematica que pone en juego el profesor. A
continuacion, detallaremos dos acercamientos para la recogida de informacion con sus

correspondientes protocolos de analisis de informacion.

3. 6 Protocolo de analisis

Dado que construimos unas categorias teoricas las cuales se encuentran en el apartado 2.2.2,
el tipo de analisis en que organizamos la informacion se basara en las diferentes practicas
matematicas que se detectaron en la literatura y que pudieron ser observadas en las sesiones.
Una vez aplicadas las actividades y recolectado nuestros datos, se prosiguio a transcribir los
datos, se hizo relectura de las transcripciones. Se utilizé el método de organizacion de la
informacidn es por medio de Top-Down (Grbich, 2013) que nos dio oportunidades de ampliar
y contrastar las caracteristicas presentadas en la Tabla 2.1. Por comodidad, la numeramos
como Tabla 2.2. Colocamos el sistema de categorias que fue resultado del analisis

documental realizado y presentado en el Capitulo 2.
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Sistema de categorias, subcategorias y posibles descriptores de conocimiento del KPM
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Subcategorias

Nomenclatura Posibles descriptores de Nomenclatura

Categoria conocimiento
DEM. 1.1
Tipo de DEM. 1 En relacién a la implicacion
demostracién En relacién al cuantificador DEM. 1.2
existencial
En relacién al cuantificador DEM. 1.3
universal
Silogismos DEM. 2.1
z DEM. 2 Reduccion al absurdo DEM. 2.2
o
8 Método para Induccion completa DEM. 2.3
E demostrar Constructivo DEM. 2. 4
o Analogia DEM. 2.5
a Dualidad DEM. 2.6
S
i~ Usos de los registros Geomeétrico DEM. 3.1
2 de Algebraico DEM. 3.2
T representacion en la De las coordenadas DEM. 3. 3
demostracién Probabilistico DEM. 3. 4
Topolégico DEM. 3.5
Modo de DEM. 4 Sintético o directo DEM. 4.1
demostracién Analitico o indirecto DEM. 4.2
Fases cognitivas de DEM.5.1
la DEM. 5 Fase de interpretacion
demostracién Fase de analisis DEM. 5.2
Fase de sintesis DEM.5. 3
Fase de profundizacion DEM. 5. 4
Verificacion DEM. 6.1
Funciones de la Explicacion DEM. 6. 2
demostracién DEM. 6 Sistematizacién DEM. 6. 3
Descubrimiento DEM. 6. 4
Comunicacion DEM. 6.5
DEM. 7.1
Esquema de prueba
experimental
E. de prueba inductivo de un DEM. 7.2

Ccaso



PRACTICA DE DEFINIR

Tipos basicos
de demostracion

DEM. 7
Proceso
de conceptualizacién DEF. 1
Caracteristicas de
la definicion DEF. 2

E. de prueba inductivo de
varios casos

E. de prueba inductiva
sistematico

E. de prueba
transformacional

E. de prueba preformal

E. de prueba axiomatico
E. de prueba gréfico

E. de prueba numérico

E. de prueba de induccion
completa

Constructivos o a priori
Descriptivos a posteriori

Precision en la terminologia-
jerarquizacion

No circularidad

No ambigua

No contradictoria o
estructuralmente inequivoca
Invariante bajo cambio de
representacion

Equivalencia

Minimalidad

Degeneracion

DEM. 7.3

DEM. 7.4

DEM. 7.5

DEM. 7.6
DEM. 7.7
DEM. 7.8
DEM. 7.9
DEM. 7. 10

DEF.1.1
DEF. 1.2

DEF. 2.1

DEF. 2.2
DEF. 2.3

DEF. 2.4
DEF. 2.5

DEF. 2.6
DEF. 2.7
DEF. 2.8
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Capitulo 4. Analisis de la informacion

En esta seccion detallamos el andlisis de las respuestas de los profesores de las dos sesiones
de trabajo. Analizamos algunos momentos que muestran evidencias o indicios de
conocimientos acerca del KPM. Seguido de mostrar la clasificacion de las respuestas
conforme las categorias que construimos. Utilizamos la metodologia Top-Down para
complementar las categorias con la investigacion documental y el anlisis de las respuestas

de los profesores.

4.2 Registros de los datos obtenidos

Las sesiones se realizaron de manera oral, fueron grabadas con audio y video. Para cada
sesion se realizo la transcripcion de las respuestas en su totalidad. Se realiz6 una tabla para
ordenar y agrupar los datos obtenidos. La primera parte (Tabla 3.4) corresponde a los datos
profesionales de los informantes, la cual puede dar informacion extra 0 mas visible para el

lector.

Tabla 3.4

Caracteristicas de los informantes

Nombre Sexo Estudios Area de Asignaturas que Afios de
estudio imparte experiencia
lvan Masculino Licenciatura en Algebra 14
Matematicas Topologia Geometria plana
Maestria en Ciencias General Trigonometria

Matematicas
Doctorado en Ciencias
Matematicas

Juan Masculino Licenciatura en Teoria de Geometria plana 15
Matematicas continuos Trigonometria
Maestria en Ciencias Precélculo
Matemaéticas
Frank  Masculino Licenciatura en Légica Célculo 8
Matematicas posibilista Estadistica
Maestria en Ciencias Anélisis Geometria

Matematicas matemaético Trigonometria
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4. 2 Analisis de datos con la metodologia Top-Down

La perspectiva metodologica usada para analisis de datos se corresponde a una aproximacion
Top Down (“de arriba abajo”). De esta manera tenemos la oportunidad de formular nuevos
saberes plasmados en las categorias resultantes de los datos y analizarlas con la construccién

tedrica realizada anteriormente.

Este enfoque se usa como metodologia en este estudio al considerar que proporciona doble
acercamiento a los datos que aportara perspectivas diferentes sobre el analisis. Segun Gribch
(2013), esta metodologia funciona en términos de la ciencia de la informacién y utilizada
para analisis de datos de lo general a lo particular (Top-Down) y de lo particular a lo general
(Bottom-Up). Ademas, al tratarse de un doble acercamiento tenemos libertad para general

nuevas categorias en el cuerpo teodrico de una caracterizacion (Escudero, 2015).

La teoria del esquema es el proceso que pasa una persona cuando lee un texto para darle
sentido (Nestigen, 2002). Incluye las habilidades como el Top-Down, el Bottom-Up y los
esquemas formales. Nestigen menciona que los esquemas formales son un tipo de
conocimiento que se incorpora y utiliza en el Bottom-up del procesamiento de informacion,
basado en los datos que proporciona un texto. Mientras los esquemas de contenido que
incluyen todo lo que puede aportar el lector al texto sobre su contenido es primordial en el

Top-Down, por ejemplo, las experiencias personales.

4. 3 Acercamiento Top-Down

Segun Nestigen, en el Top-Down se busca informacion para obtener una idea general que
pueda fungir como un esquema formal. En esta etapa de investigacion la busqueda de
informacién provino de lectura especializada. Se utilizaron definiciones de las practicas
matematicas definir y demostrar como objeto matematico referidos por la demostracion y la
definicion en el apartado 2.3 y 2.4. De esta manera se genero un sistema de categorias que

describiremos como parte de los instrumentos de analisis.
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La construccion teorica del sistema de categorias nos ayuda a realizar un primer analisis del
conocimiento profesional para observar los datos y nos informe acerca del conocimiento

especializado para después poder contrastarlo con la evidencia empirica.

4. 3 Subcategorias de la practica de demostrar

Para analizar las respuestas de los profesores acerca de las caracteristicas de la demostracion,
consideramos las subcategorias de la Tabla 2.2. A la vez cada subcategoria presenta posibles
descriptores de conocimiento. A continuacion, detallamos los momentos en que los

profesores manifestaron alguno de estos descriptores.

DEM. 1.

Se refiere a la estructura logica del enunciado de una proposicién, teorema, corolario. Los
posibles descriptores de conocimiento estan dados en cuanto a la implicacion, o en relacion
al cuantificador existencial. Un ejemplo mostrado en la discusién de la sesion se muestra a

continuacion con Relacion al cuantificador universal:

Investigador:  Una pregunta adicional, ¢si hubiese venido un limite aqui, pero una
demostracion con épsilon y delta, la pondrias en un cajon distinto a los

algebraicos?

Ivan Si, por los cuantificadores. Se entiende el concepto de cuantificador de
para todo...
Frank Ademas, estas partiendo de la definicidn en esas pruebas, en esas pruebas

no tienes mas que la definicion. Cosa que no la tienes aqui, porque en todas
utilizas teoremas, o conceptos conocidos o auxiliares que no se ven muy
directamente en la a), pero sé que si. Porque hay cosas que a mi no me

presentaron como teoremas.
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En este apartado de la sesion se discutia acerca de la demostracion c) de la actividad 3.4.2.1,
los profesores mencionaban que estaba incluida en una demostracion algebraica. A lo que
preguntamos qué pasaria si la demostracién no hubiera utilizado recursos exclusivamente
algebraicos sino haciendo uso de la definicidn de limite. EI profesor lvan hace mencion que
se utiliza el cuantificador universal cuando la demostracion se hace con la definicion. Un
descriptor de esta subcategoria es cuando una demostracion se presenta en relacion al
cuantificador universal, que se refiere a cuando una proposicion se limita a asegurar la

existencia de un objeto matematico.

Por otro lado, otro descriptor de esta subcategoria es cuando la demostracion es En relacién
a la implicacion, se discute cuando un enunciado presenta una condicién necesaria y
suficiente. El profesor Juan es explicito cuando menciona que se encuentra un si y sélo si.
Lo que nos dice que si el producto de dos nimeros pares es impar es condicion necesaria y
suficiente para que se verifique que la suma de esos dos nimeros seré par. Finalmente, los
tres profesores mostraron conocimiento acerca de cuando dos expresiones son equivalentes

en cuanto a la logica proposicional.

Investigador:  Si Beto hubiera dicho “la suma de dos nimeros par es par si y solo si su
producto es impar” y Cris hubiera dicho “el producto de dos niimeros es
impar si y solo si la suma es par”. Independientemente de la veracidad, si

los enunciados hubiesen estado en esos términos, ¢serian equivalente entre

Si?
Juan: Por el hecho de si y sélo si.
Ivan: No. ¢ Me puedes repetir la pregunta?

Investigador:  Si. Imaginemos Beto dice “la suma de dos nimeros par es par si y solo si
su producto es impar” y Cris dice “el producto de dos numeros es impar si
y sélo si la suma es par”. Ambos utilizaron si'y s6lo si. La pregunta es si
eso los hace equivalentes independientemente de la veracidad.

Todos: Si, légicamente si.



45

Nuevamente, En relacién a la implicacion, el profesor Frank utiliza un “entonces”, lo que

nos dice que el profesor conoce acerca la naturaleza de la implicacion.

Frank: No entiendo la primera linea donde indica que la tangente cuadrada més
uno es igual a la secante cuadrada.

Juan e Ivan Es una identidad trigonométrica. Es teorema de Pitagoras.

Frank Pero aqui dice por el teorema de Pitagoras se sabe que x +y, entonces la
tangente es igual a uno.

DEM. 2.

Cuando se atiende a los procedimientos légicos de la demostracion. Los descriptores de
conocimiento que se incluyen en esta subcategoria son, cadenas de silogismos, por casos,

reduccion al absurdo, por induccion, constructivo, por analogias, y dualidad.

Frank: Si, entonces lo mismo pasaria como con e, pareciera que ya terminaste
porque ahi esta el entonces. Como ya tengo esto, entonces aquello que es
lo que queria probar. Pero dice demuestra tan?(8) + 1 = sec?(0) , pero
ya acabé en la linea tres, entonces esto. Lo ideal seria formarla a partir de
las construcciones de x e y. Es decir, tengo el teorema de Pitagoras, seguido
de dividir ambos términos entre x, por ejemplo. Dividiendo ambos términos
entre x garantizando que es diferente de cero, y construyo la identidad que
busco.

Investigador:  Si, de hecho, yo pienso que en esa no es exactamente lo mismo que en e.
Porque no es que se esté diciendo “entonces que tan®(0) + 1 = sec?(8)”
sino que esta igualdad me lleva a esta otra igualdad y esta a otra, para al

. 1
final llegar que uno entre x? = =

Juan: Lo que va es como el regreso.
Ivan: Es que lo usa en la cuarta linea. Toma la igualdad, el teorema de Pitagoras
en la cuarta linea donde dice “y+x*>=1" es otra manera de

demostrarlo, nada mas. Puede hacerse como dice Frank o de esta manera.

Este apartado, se genera una discusion de la demostracion a), finalmente el profesor Ivan

concluye que la demostracion presentada es otra manera de demostrarla. Este fragmento es
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continuacion de la discusion anteriormente mostrada cuando se tratd En relacion a la
implicacion. De esta manera, notamos que el profesor conoce que la demostracion es por

medio de cadenas de Silogismos.

Investigador:  La proposicion “si el producto de dos numeros es impar, su suma es par”.
/No podriamos interpretarlo como “producto de dos numeros impares es
impar”’?

Juan: Yo me fui por el ejemplo que tomaron. Beto y Cris piensan en numero... Yo
no pense en los demas casos.

Frank: Aparte estan pesando en primos. Hay que ver si pesan ese tipo de cosas.

Investigador: Por ejemplo, si yo doy un nimero impar, ¢proviene del producto de dos

impares? Y en consecuencia la suma de esos dos nimeros va a ser par.

Juan: Se tendria que demostrar.
Frank: Otra vez.
Ivan: Seria por reduccion al absurdo.

En esta parte de la sesion de trabajo, los profesores discuten la actividad 2 para la sesion de
la demostracion: “si un niimero impar proviene del producto de dos impares” 10 que da como
consecuencia que “la suma de esos dos numeros va a ser par”. Al final de la discusion el
profesor Ivan menciona que se tendria que volver a demostrar ese enunciado por medio de
reduccién al absurdo. Un descriptor de esta subcategoria es el método por reduccién al
absurdo, para este acaso exclusivamente, se realiza por contraposicion. Es decir, si queremos
demostrar que H = T, suponemos que H A =T y probamos el contrarreciproco. De esta
manera probariamos que la suma de dos numeros b + ¢ no es par, entonces a = bc el

producto de los dos nimeros es par. Lo que nos conduciria a una contradiccion.

Por otro lado, en esta subcategoria se incluye el descriptor de conocimiento cuando la
demostracion es por Induccién completa, utilizada usualmente cuando aceptamos una
propiedad P que es cierta para los numeros naturales y se verifican las propiedades del
principio de induccion. El profesor Frank hizo uso de este conocimiento cuando pretende
generalizar la afirmacion de Cris, incluso escribe en notacion general los numeros pares e

impares.
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Investigador ~ Frank, ti nos decias que la afirmacion de Beto es la que es falsa.

Frank: Como el contraejemplo que puso Juan. 2 + 6 = 8y (2)(6) = 12. Lasuma
de dos nimeros que es par su producto es par.

Juan: ¢Esta tratando de buscar la generalizacién? Si la suma de dos numeros es
par, el producto es impar.

Frank: Si, yo estaba viendo las generalizaciones. Escribes un nimero par como 2k
y los impares 2k + 1. Si queda que la de Cris es verdadera.

Juan: El producto de pares es par.

Frank: [...] tener dos pares y dos impares o uno y uno. Y nada mas se da el caso
en que ambos son impares. Si el producto es impar entonces a fuerza debe

provenir de dos nimeros impares.

DEM. 3.

Se refiere a los procedimientos matematicos, como son, geométrico, algebraico, de las

coordenadas, analisis matematico, o por estilos alternativos.

Frank: Yo creo que la c), se podria seguir de manera continua. Es decir, utiliza las
propiedades de los limites, entonces al cociente podrias separarlo como los
limites del cociente y afirmar que esta es la intencion y ya llega sin tanto

rollo. Hacerlo de manera meramente algebraica.

En esta parte de la sesion de trabajo, los profesores discutian acerca de las demostraciones
presentadas en la sesion. En particular, el profesor Frank menciona que la demostracion c)
(ver seccion 3.4.2.1) podria demostrarse con propiedades que el profesor conoce acerca de
los limites (que tiene que ver con el conocimiento de los temas) y que podria hacerse de

manera mas sencilla y utilizando recursos exclusivamente algebraicos.
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Ilvan:
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No me qued6é muy claro por qué es muy diferente la geométrica. La del
inciso d).

Por la estructura, porque las otras son en “cierto sentido” algebraicas.
Por ejemplo, la de polinomios es algebraicas, en la de limite es la parte
algebraica ni siquiera es la concepcion geométrica de limite o limite. Pero
la de geometria es completamente geométrica, donde los alumnos no ven
una igualdad sino una estructura geométrica; es otra construccién mental

gue hacen ellos.

En este apartado preguntamos por qué la demostracion d) es diferente a las otras

demostraciones. El profesor Ivdn menciona que la demostracion presentada es meramente

geométrica, pues presenta recursos geométricos, asi como el uso de un dibujo para visualizar

el problema. Ademas, se puede ver como una construccion mental (que también podria caber

en la Fase de interpretacion de la subcategoria Fases cognitivas de la demostracion). Esto

ultimo porque se comprenden los términos al inicio y la notacion que se esta utilizando.

DEM. 4.

Cuando atendemos al procedimiento de exposicion de la demostracion. Es decir, si es

sintético (directo), o analitico (indirecto).

Investigador:

Juan:
Frank:

Ivan:

La primera se parece mas a lo que comentabas Frank (de la cuadratica) de
partir de esto y comenzar a desarrollar hasta llegar a la conclusion. En
este caso parece que estamos tomando la conclusion.

Si, se esta trabajando con la conclusion para ver si no hay algun error.

Es como una demostracion directa.

Todas son directas. Nada mas que hay trucos algebraicos diferentes y se
usan propiedades. La Unica que es completamente diferente es la de

geometriay la del polinomio.

Los profesores comentaban la demostracion a), todos estuvieron de acuerdo en que es una

demostraciodn directa (cuando se presenta de manera formal el producto de la demostracion).

En esta parte el profesor Ivan menciona que es una demostracion directa, donde se cumple
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que toda funcion cuadratica en su forma general puede ser escrita a su forma estandar. Se
esta haciendo uso de que la funcion cuadratica es elemento del conjunto de todas las
funciones cuadraticas, se garantiza que la propiedad de que pueden ser escritas a su forma

estandar es verdadera.

DEM. 5.

Se refiere a que existen diversas fases cuando se elabora una demostracion. Estas fases son
cuatro, el extracto siguiente es acerca de la fase de profundizacién (estudiar la necesidad de

las hipotesis, el significado del teorema, identificar el tipo de enunciado.).

Frank: El alumno suele generalizar. Quiza lo que les paso a Beto y Cris, tienen dos
nameros y de ahi llevan a la generalizacion. Si funciona en la matematica,
pero necesitas un poco mas de experiencia para generalizar porque debes

ir acotando (obteniendo casos) esa informacidn, quitando casos o cosa asi.

El profesor Frank, manifiesta que en ocasiones los estudiantes llegan a generalizar a partir de
ejemplos concretos, pero que esto no asegura que la propiedad que funciona con casos
particulares se cumpla en general. También menciona que se necesita mas experiencia para
entender lo que significa este proceso de generalizar en matematicas. Asi, este comentario lo
clasificamos en la Fase de profundizacién, que es cuando se aplica el conocimiento acerca
de los elementos necesarios como la hipétesis, el significado de teoremas y proposiciones,

los métodos empleados.

A continuacidn, otro extracto acerca de la Fase de analisis. El profesor Frank recuerda que
cuando se trabaja un teorema y se quitan propiedades o cualidades a este, se utiliza la
demostracion para explicarle al estudiante. Asi, en este sentido, hay que recordar resultados

anteriores y relacionarlos con la proposicion y revisar la correccion del razonamiento.
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Frank:

DEM. 6
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Ustedes han enfrentado una situacion en donde dicen, no se lo voy a
explicar al estudiante, pero he utilizado mi conocimiento sobre
demostracion ante una pregunta inesperada de algun estudiante. ¢No les
ha pasado? Que dicen qué bueno que tomé mi curso de noveno semestre
porque pude demostrar tal y tal cosa para nuestra aula.

Yo si recuerdo una premisa que dice, “si f(a)=f(b) entonces a=b”. No
necesariamente como cuando lo ves con la funcion cuadratica. EI alumno
me dijo “y qué pasa si lo pongo diferente, es decir, que si f(a)=f(b) entonces
a es diferente de b. Ahi esta dando el sentido de razonamiento. Como
cuando nosotros estudiamos, quitale esto al teorema o qué le pondrias al
teorema para que se cumpla. O esto ya sabes que es falso, pero como le
haces para que sea verdadero. En ese tipo de preguntas si necesitas hacer
uso de la demostracion para decirle al alumno que esta pasando esto.

Se refiere al uso que se le da a la demostracion. Los posibles descriptores para esta

subcategoria son, validacion o justificacion (acerca de la verdad de una afirmacion),

explicacion (por qué es verdad y qué significados envuelven a la afirmacion), sistematizacion

(organizacidn de resultados en un sistema axiomatico), descubrimiento (la posibilidad de que

surjan nuevos resultados), y comunicacion (comunicar los resultados y por qué son o0 no

ciertos).

Investigador:

Frank:

Si queremos ponerlo nuevamente en términos de logica proposicional.
¢,coémo sabemos o qué tenemos que hacer para que la afirmacion de Cris
es cierta 0 no? ¢Qué tenemos que hacer para decir que la afirmacién de
Beto es cierta 0 no? También lo pregunto en términos de qué le
aceptariamos a un estudiante. Si un estudiante nos dice “si, la afirmacion
de Cris es cierta”, jqué tendria que decirnos para que estemos totalmente
convencidos de que la respuesta si 0 no es correcta?

Para aceptar lo de Cris, Cris tendria que probarlo. Y lo otro es un
contraejemplo. Ni mil ejemplos nos basta para probar una teoria, pero si
basta un ejemplo para probar la falsedad. Entonces se da un contraejemplo

para Beto para probar que la proposicion es falsa. Con Cris tendrias que
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suponer (dice que el producto de dos numeros es impar) los casos,
escribirlos. Porque sélo dice que dos nameros, tendrias que tomar dos
nimeros. Cudles son las combinaciones, que los dos sean impares, dos
pares, uno y uno. Y ves que si esos casos implican lo mismo (que la suma

sea par).

¢ Cudles son las funciones de la demostracion matematica en general? Es
decir, no s6lo en el salén de clase sino en general.

Para refutar afirmaciones.

Esta pregunta fue una con las cuales se cerro la sesion acerca de la demostracion, se preguntd

acerca de las Funciones de la demostracion, la cual enmarcamos como una subcategoria del

KPM. El profesor Frank menciona que, para refutar afirmaciones, es decir, aceptar o rechazar

la validez de una afirmacion. De esta manera podemos considerar que se hace el uso de la

funcién Validacion que se utiliza para convencer por medio de la argumentacion.

A continuacion, presentamos otro extracto de la respuesta de los otros profesores.

Investigador:
Juan:

Frank:
Investigador:
Frank:

Ivan:

Frank:

Frank:

Juan:

¢Cudles son las funciones de la demostracién matemaética en general?
Podemos traducirla como, ¢para qué sirven las demostraciones
matematicas?

Ayudan a desarrollar.

Yo recuerdo que me dijeron “todo lo que digas a partir de ahora, si es
verdadero tienes que probarlo”.

Podemos decir que para refutar, verificar.

Si; eso me refiero, a la validez de lo que me estéas diciendo.

Pues al demostrar, las afirmaciones son verdaderas.

No porque también demuestras que las afirmaciones son falsas. Por medio
del contraejemplo.

Por eso es la refutacion de afirmaciones; verdadero o falso, te mando para
aca o por aca.

Yo estoy afirmando esto, ah pues lo demuestro.
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Notamos que el profesor Frank, nuevamente menciona que existen afirmaciones falsas, por
lo que esta haciendo uso de que una demostracion sirve para validar si una proposicion es
verdadera o falsa. El profesor Juan esté de acuerdo en que si afirmas algo debes demostrarlo

para verificar si esa afirmacion es valida.

DEM. 7.

En esta subcategoria hacemos mencion y destacamos partes de las sesiones con los profesores
que nos permitieron obtener informacion acerca del conocimiento que presentan del KPM.
De esta manera pudimos clasificar sus respuestas en algunos de los descriptores para esta

subcategoria.

Con el siguiente extracto mostramos que se hace uso de un descriptor de conocimiento que

es denominado Esquema de prueba inductivo de un caso:

Investigador: ¢ Tuviste necesidad de ver las otras combinaciones como Frank? Cuando
par por par...

Juan: No, porque me fui mas a partir del ejemplo. De la estructura que tiene Cris,
3x11 es impar entonces 3+11 es impar. Asi dije que esta jugando con el
impar por el impar y la suma de impar mas impar. Me fui mas por la
estructura, impar por impar es igual a impar, implica impar mas impar
igual a par. Ya no jugué con los otros casos sino con la veracidad de la

implicacion.

Notamos que el profesor Juan establece la validez del enunciado “el producto de dos nimeros
impares implica que la suma de esos dos niimeros impares es par”. Tomando exclusivamente
el caso tal cual el enunciado, no tuvo necesidad de verificar con el caso de que dos numeros
impares implican que la suma sea impar. Incluso argumenta que se fijo en demostrar la

veracidad de la implicacion. De esta manera él puede generalizar el enunciado.
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Otro descriptor de conocimiento es el Esquema de prueba axiomatico, que se refiere a las
demostraciones matematicas y a la validez de las proposiciones haciendo uso de un proceso
deductivo mediante axiomas, enunciados y resultados que puede ser deducidos en las

demostraciones.

Frank: Otra cosa que noto, por ejemplo, en la de limite [demostracion inciso c)],
hace referencia a un limite que ya se probé anteriormente.

Investigador: 587;(3‘) . ¢n0?

Frank: Si. La [demostracion] d) también hace referencia a la definicion de angulos
internos alternos. Cosa que no tiene la primera.
Ivan: Es que todas hacen referencia a cierta estructura matematica y a teoremas.

Asi tendrias que demostrar todo de una u otra manera.

El profesor Frank not6 la caracteristica en la demostracion c), donde se hace referencia a
propiedades de limites que él conoce y que siguen a la estructura matematica. También, nota
que se utiliza una definicion previa para poder realizar la demostracion d), la de angulos
internos. Asi el profesor Frank expone su conocimiento acerca del esquema de prueba

axiomatico.

Otra fraccion acerca de este esquema se dio con el profesor Ivan, que en la extraccion anterior
también muestra conocimiento acerca de él y comenta con el profesor Frank que todas las
demostraciones presentadas hacen referencia a una estructura matematica. En este episodio
el profesor Ivan menciona que en la demostracion €) se utiliza un teorema para concluir la

demostracion con una cadena de inferencias cortas gracias a dicho teorema.

Ivan: La del polinomio utiliza una propiedad del teorema de divisibilidad para
demostrar. Por eso en la segunda linea acabd. Ese lema o teorema dice

que si el residuo es cero entonces lo divide.

Otro descriptor que encontramos con las respuestas de los profesores es el Esquema de
prueba gréfico, se refiere a que basas sus conclusiones en consecuencia directa de

representaciones graficas.
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Investigador: ¢ Qué utilidad podemos darle a la demostracion en el sal6n de clase?

Ivan: [...] En geometria, demostraciones sencillas.
Frank: Teorema de Pitagoras.
Ivan: Teorema de Pitagoras, pero una demostracion facil de congruencia o

semejanza de tridngulos.

En este extracto se comentaba acerca de los usos que se le dan a la demostracion, se realizaron
una serie de comentarios acerca de utilizar la demostracion en distintos niveles educativos y
la pertinencia o no de ésta. Asi, el profesor Ivan comentd que el Teorema de Pitgoras puede
presentar una demostracion sencilla en el nivel medio superior mediante semejanza de
tridangulos o congruencias. De esta manera las conclusiones se basarian en la representacion

que se da para llegar a demostrar el teorema.

4. 4 Subcategorias de la practica de definir

Recalcamos que, al iniciar la sesion se dieron indicaciones, ademas de mencionar que el
interés esta puesto en la definicion como objeto matematico, pero la definicion por si misma
sin ubicarla en un nivel educativo como tal. A continuacion, presentamos los descriptores

de conocimiento que presentaron los profesores para cada subcategoria.

DEF. 1.

Esta categoria se refiere cuando la definicién tiene como papel sistematizar el conocimiento
existente (descriptivo o a posteriori), o bien, cuando produce nuevo conocimiento

(constructivo o a priori). Por ejemplo:

Investigador:  Creo que todos conocemos la definicion de cuadrado.

Frank: Poligono regular de cuatro lados, pero antes ya defini poligono.
Juan: Los lados son congruentes y los angulos congruentes.
Frank: Defino el cuadrado en funcion a lo que defini antes.

Frank: Tendria que, tener definido equiangulo y qué es un equilatero
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Este extracto viene referido acerca de la discusion de la definicion de un cuadrado. El
profesor Frank coment6 que para poder definirlo hay que conocer y tener definido otros
conceptos. Esto nos enmarca que el profesor Frank tiene experiencia con las propiedades que
se necesitan para definir al cuadrado y de las cuales necesita para poder deducir e integrar la
definicion de un cuadrado. De esta manera comentamos que este descriptor de conocimiento
denominado Definicion descriptiva o a posteriori, fue expuesto por el profesor Frank que

selecciond ciertas propiedades para deducir las demas.

DEF. 2.

Esta categoria hace referencia a las cualidades propias de la definicién. Haremos un listado
de cada una de ellas, presentando respuestas de los profesores si es que las encontramos para

cada caracteristica que clasificamos en la tabla 2.3.1.

El descriptor de conocimiento para esta subcategoria, Precision en la terminologia y
jerarquizacion, se remite al uso de los términos basicos o que son previamente definidos. Por

ejemplo:

Investigador:  Creo que todos conocemos la definicion de cuadrado.

Frank: Poligono regular de cuatro lados, pero antes ya defini poligono.
Juan: Los lados son congruentes y los &ngulos congruentes.

Frank: Defino el cuadrado en funcién a lo que defini antes.

Frank: Tendria que, tener definido equiangulo y qué es un equilatero

Nuevamente, colocamos este extracto, pues nos da informacidn acerca de este descriptor de
conocimiento. Una caracteristica para definir objetos matematicos que se utilizan términos
previamente definidos. En este caso equiangulo y triangulo equilatero. Lo enmarcamos como
un proceso de particularizacion no de generalizacién pues hay que tener definido lo que es

un poligono regular.
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No circularidad, este descriptor de conocimiento hace referencia al concepto en la propia
definicién. Pero el hecho que se mencione en la definicion tampoco tiene que ser que lo esté
utilizando para definir. Por ejemplo:

Investigador: ¢ Esta correcta la definicion? ¢Si o no? Si se puede arreglar. ¢La primera
definicion es correcta?

Investigador:  El inciso a) dice: Conjunto infinito de puntos unidos en una misma
direccion y de una sola dimensién, que se compone de segmentos infinitos,
gue son las pequefias lineas que unen dos puntos.

Frank: ¢ Estas definiendo linea recta?

Investigador:  Si, la definicidn de linea recta.

Frank: Una de las caracteristicas de la definicién es que no puedes usar el término
para definirse a si mismo. Si yo estoy definiendo linea recta, debo decir

pequefias lineas que unen los puntos. [...]

Esta seccion de preguntas fue de manera directa para obtener informacion de esta
subcategoria. El profesor Frank menciona que “no se puede usar el término para definirse a
si mismo”, esto nos conduce a una de las caracteristicas de la definicion que es No
circularidad. El profesor se refiere a que no se debe hacer uso de lo que se estéa definiendo,

pero que si puede referirse a ese concepto utilizando otras alternativas de nombres.

Otro descriptor que encontramos en las respuestas de los profesores es, que la definicion es
No ambigua, se refiere a la caracterizacion de manera univoca de una clase de objetos. Por
ejemplo:

Investigador:  En el inciso d) Es la figura geométrica obtenida al unir dos puntos, tal que

la distancia recorrida sobre esta figura es la mas corta.

Juan: Esta hablando de un segmento de recta.

Frank: Me suena més a segmento de recta.

Ivan: Nada mas le faltaria decir que la genera a partir de la unién.

Juan: Se genera a partir de unir esos puntos.

Ivan: “La figura obtenida al unir dos puntos”, le falta hacerla mas general.

Frank: La recta es infinita.
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El profesor lvan menciona que a la definicion de recta le hace falta hacerla méas general. Esto
con la discusion acerca de lo que est& describiendo la definicion, si es una linea recta o un
segmento de recta. De esta manera, presenta conocimientos acerca de que la definicién debe

interpretarse de manera Unica para el objeto matematico que se esta definiendo.

Otra caracteristica es que sea No contradictoria o estructuralmente inequivoca, cuando las
caracteristicas empleadas deben presentarse y ser consistentes. Consideramos el siguiente
extracto para este apartado:

Investigador:  Si tratamos de reorganizar [el enunciado de la demostracion e)...],
podriamos decir es el conjunto de puntos tales que dados cualesquiera dos,
la pendiente es constante. Quitando la idea de linea recta.

Ivan: Si, como son geométricos los puntos.

Ivan: O decir gue la pendiente es constante.

Investigador:  Pero qué pasa si yo tengo dos segmentos (Figura 2).

Figura 2

Fotografia de la sesion de trabajo de la practica de definir

Se discutia acerca de una de las definiciones presentadas. Se planted que a la definicion de

linea recta se le quitaran términos y ver si seguia manteniendo la idea de definir a dicho
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objeto. En la sesién se dibujo en el pizarron (Figura 2) para que los profesores visualizaran

este cuestionamiento. Se prosigui6 con la conversacion.

Juan:
Investigador
Juan:

Frank:

Investigador:

Juan:

Ivan:

Investigador:

Frank:

Lo mismo de hace rato, que haya un hueco.

Se cumple, ¢no?

Si, la pendiente es constante. Si tomas el extremo del semirayo, punto inicial.
Pero donde estan esas rectas, ¢en un plano cartesiano? Pero entonces
estaria diciendo que al plano cartesiano le faltan pedazos, ¢no?

Referente a la definicidn, tengo dos puntos cualesquiera de este lugar

geométrico, lo que se va a cumplir es que la pendiente m = —iz'yl es

27X1
constante.
Incluso tomando los puntos iniciales de esas semirectas (Figura 2) se
cumple que es constante.
Pero faltan los dominios.
Pero lo que forman es parte del lugar geométrico.

¢Por qué razén no se quitdé? En qué dice que truena la definicion.

En este extracto, se pretendia quitar elementos de la definicién €) para ver si no quedaba

débil. Si no existe un lugar geométrico que cumpla con la misma condicion de que dados dos

puntos cualesquiera tiene una pendiente constante. Podriamos decir que el lugar geométrico

del plano cartesiano y las semirectas se extienden. De esta manera podemos definir el lugar

geométrico sin tomar en cuenta los intervalos donde hay huecos.

Finalmente, el profesor Ivan menciona que incluso asi, hace falta decir en donde viven los

puntos que estamos tomando. Mientras el profesor Frank que hacen falta los puntos del

intervalo abierto. De esta manera, los dos profesores comprendieron lo que se pretendia

cuando quitdbamos términos de la definicién y ver que esta definicion no presentaba

contradiccion en el sistema de la geometria analitica.
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Ivan: Es que le falta decir todos los puntos en el plano.
Frank: Vuelvo a lo mismo, faltarian puntos, esos puntitos que ain no consideras

(dibujo pizarrén) si los esta considerando la definicion.

Figura 3

llustracion de la Figura 2

Existen definiciones que presentan Equivalencia, que es otra caracteristica de la definicion
matematica. Se refiere cuando la definicion de un concepto se puede dar con méas de una

formulacion.

Investigador  [...] ;De cudntas maneras distintas podria quedar bien definido dicho
objeto?

Frank y Juan:  No es Unica, hay equivalencias.

Las respuestas de los profesores Frank y Juan, fueron totalmente explicitas. Los profesores
expusieron su conocimiento acerca de que existen varias maneras de definir un objeto o
concepto matematico. Tal cual, como en la actividad que presentamos acerca de las diferentes

definiciones para linea recta que son muy usuales en el salon de clase.
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La Minimalidad, se refiere cuando la definicibn no presenta redundancia de las

caracteristicas, ademas, ninguna de las caracteristicas se deduce de las otras. Por ejemplo,

cuando en la discusion el profesor Juan concluye la discusion con su respuesta.

Investigador:

Ivan:

Frank y Juan:

Investigador:

Juan:

Pasamos con la definicion f) que dice asi, Es el conjunto de soluciones
(x,y) alaecuacion Ax + By = C, donde A, By C son constantes (con
al menos una de las constantes A y B distinta de cero). ¢Qué opinan de esa
definiciéon?

Pues si ¢no?

Es casi la forma general.

¢ Faltaria agregar algo del plano?

No porque ya esta implicito con las soluciones (x, y).

El profesor Juan manifiesta que ya no es necesario escribir que el conjunto (x, y) se encuentra

en el plano cartesiano, pues menciona que esto esta implicito cuando se menciona que son

soluciones de la ecuacion. De esta manera estamos asegurando que las caracteristicas

presentadas en la definicion de linea recta no son repetitivas.

Otra manifestacion fue cuando se discutia acerca de lo que uno como profesor acepta como

definicién por parte de los alumnos. Los profesores Ivan y Frank contestaron que el punto

medio es una consecuencia de que las diagonales se intersecan perpendicularmente. De esta

manera clasificamos esta discusion en Minimalidad.

Investigador:

Ivan y Frank:
Frank:

Voy a poner un ejemplo: el cuadrado es una figura de cuatro lados con
cuatro angulos y cuatro lados iguales, dos diagonales que se intersecan
perpendicularmente en el punto medio. El estudiante les da esa definicion,
todas las caracteristicas se cumplen para un cuadrado. ¢ Lo asumen como
una definicion?

No, porque lo del punto medio es una consecuencia

Que no haya redundancia.

Siguiendo esta parte de la discusion, el profesor Frank manifestd conocimiento acerca de que

la definicion de un cuadrado y en general debe caracterizar. Lo cual nos condujo a pensar

que el profesor se refiere que cuando uno define una clase de objetos debe de ser de manera
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que se tenga la misma interpretacion o significado. Asi, colocamos el comentario en el

descriptor de conocimiento No ambigua.

Investigador:

Frank:

[...] ¢Qué otros elementos le exigirian a un enunciado para decir que esto
si es una definicion o qué elementos le exigirian no tener para no
considerarla una no definicion?

Una caracterizacion, porque la definicion caracteriza. No redunda. No

necesariamente es Unica.

La Degeneracion, se refiere a los ejemplos del concepto que no se ajustan a la idea intuitiva

del concepto.

Investigador:

Ivan:

Investigador:
Ivan:

Juan:

Frank:

Juan:

El estudiante llega con su libreta y el estudiante entendié bien lo que es un
cuadrado y les dio un enunciado. Qué tendria que pasar con el enunciado
para que ustedes digan gque estoy consciente que aprendiste el concepto de
un cuadrado, pero esto no es una definicion de cuadrado. Denme algin
ejemplo en caso de ser posible, construir alguno donde el enunciado es
verdadero (donde ustedes noten si sabe lo que es un cuadrado, pero no
sabe definir).

El problema es cuando hacen lo inclusivo y exclusivo. ¢ El cuadrado es un
rectangulo? En automatico dicen no, pero si lo es. Y es porque a la
definicién le hace falta algo.

¢A qué definicion le faltaria?

A la de cuadrado para diferenciar de un rectangulo.

Incluso la misma figura geométrica del cuadrado, los mismos angulos y
lados.

Yo creo que voy a esto, figura geométrica de cuatro lados. Tan sélo si giro
el cuadrado y es un rombo, pero sigue siendo un cuadrado. Entonces puede
Ilegar con lo de rombo, pero también se cumple lo de angulos y lados.

Un cuadrado es un rombo.

El profesor lvan manifiesta que un cuadrado es un rectangulo. Notamos que hace uso de su

conocimiento cuando el cuadrado puede tomar la nocion de degeneracion tal y como lo hace

un punto que es un circulo con radio que tiende a cero. Mientras que los profesores Juan y
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Frank concluyen en esta parte de la discusion diciendo que el cuadrado es un rombo.
Podemos decir que un rombo cumple con las caracteristicas para definir un cuadrado, pero

agregando que est trasladado o rotado en un plano cartesiano.

4. 5 Elementos manifestados acerca de las practicas definir y demostrar

En las secciones 4.3 y 4.4 mostramos la clasificacion de las discusiones de los profesores de
matematicas. Lo que nos permitio contrastar con el sistema de categorias tedrico proveniente
de la literatura especializada. Colocamos dos tablas respectivamente para cada préactica
matematica. La Tabla 4.4, presenta con distintos colores las subcategorias que presenciamos
con el andlisis de los datos para la préactica de definir. Mientras la Tabla 4.5 muestra con
colores las subcategorias que se manifestaron con las respuestas de los profesores para la
practica de demostrar, asi como cada color corresponde al descriptor con el cual clasificamos

la respuesta.

Tabla 4.4

Descriptores de conocimiento manifestados de la practica de definir

Subcategorias Nomenclatura Posibles descriptores de conocimiento Nomenclatura
DEF. 1 Constructivos o a priori DEF. 1.1
Proceso
de conceptualizacién Descriptivos o0 a posteriori DEF. 1.2
Precision en la terminologia-jerarquizacion DEF. 2.1
No circularidad DEF. 2.2
No ambigua DEF. 2.3
Caracteristicas de No contradictoria o estructuralmente
la definicion DEF. 2 inequivoca DEF. 2.4
Invariante bajo cambio de representacion DEF. 2.5
Equivalencia DEF. 2.6
Minimalidad DEF. 2.7
2.8

Degeneracion DEF.
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Subcategorias

Nomenclatura Posibles

conocimiento

descriptores

Nomenclatura

Tipo de demostracion

Método para demostrar

Usos de los registros de
representacion en la

demostracion

Modo de demostracion

Fases cognitivas de la

demostracion

Funciones de la

Demostracion

DEM. 1

DEM. 2

DEM. 3

DEM. 4

DEM. 5

DEM. 6

En relacién a la implicacion

En relacién al cuantificador

existencial

En relacién al cuantificador universal

Silogismos
Reduccién al absurdo
Induccién completa
Constructivo
Analogia

Dualidad

Geométrico
Algebraico

De las coordenadas
Probabilistico

Topolégico

Sintético o directo

Analitico o indirecto

Fase de interpretacion
Fase de analisis
Fase de sintesis

Fase de profundizacion

Verificacion
Explicacion
Sistematizacion
Descubrimiento

Comunicacion

DEM.
DEM.

DEM.

DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.

DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.

DEM.
DEM.

DEM.
DEM.
DEM.
DEM.

DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.

1.1
1.2

1.3

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2

o o g o
N W N P

o o o o o
g b W N R



Tipos basicos

de demostracién

DEM. 7

Esquema de prueba experimental
E. de prueba inductivo de un caso
E. de prueba inductivo de varios
€asos
. de prueba inductiva sistematico
. de prueba transformacional

. de prueba preformal

. de prueba grafico

E

E

E

E. de prueba axiomatico
E

E. de prueba numérico
E

. de prueba de induccion completa

DEM. 7.1

DEM. 7.2
DEM. 7.3

DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.
DEM.

NP N N NN
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CONCLUSIONES

La propuesta de caracterizacion sobre las practicas de demostrar y definir expuesta
en la tabla 2.1, es lo suficientemente solida, ya que nos permitio obtener un sistema de
categorias e indicadores para explorar el conocimiento de profesores en activo y asi

respaldarla con evidencia empirica.

Con la validacion de expertos confirmamos que no hubiese categorias que se
solaparan o en su caso, intentamos disminuir la posibilidad de tener alguna. Esto nos habla

de una caracterizacion util para un andlisis puntual de distintos tipos de conocimiento.

Esta investigacion de corte cualitativo nos condujo a caracterizar el conocimiento
acerca de las préacticas de definir y demostrar de los profesores de matematicas. Con esto
logramos interpretar lo que los profesores conocen y usan en su labor docente. EI modelo
MTSK nos permitio alcanzar este objetivo ya que el Conocimiento de la Practica Matematica

(KPM) es un subdominio para éste.

Hemos propuesto considerar diversos autores para llegar a esta propuesta de
categorias, para la practica de demostrar revisamos literatura de Ibafies (2001), Ibafies y
Ortega (1997, 2001, 2005), Villiers (1990). Mientras para la practica de definir trabajos
como, Villiers (1994, 2009), Leikin y Winicki-Landman (2000), Escudero et al. (2004). Al
final del Capitulo 2, presentamos la categorizacion de estas dos practicas (véase Tabla 2.1).
De esta manera hemos alcanzado uno de nuestros objetivos de investigacion que es,

caracterizar las practicas matematicas de demostrar y definir.

Cabe destacar que esta categorizacion es parcial y se robustecera a partir del estudio
de otras practicas matematicas. A diferencia de otros subdominios del modelo MTSK, bajo
esta propuesta presentada de categorias en el KPM. Las subcategorias junto a sus posibles
descriptores de conocimiento son las herramientas fundamentales que serviran para el trabajo

analitico de futuras investigaciones.
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Otro de nuestros objetivos fue contrastar el sistema de categorias con la evidencia
empirica acerca de los conocimientos presentados por el profesor de nivel medio superior.
Este objetivo lo alcanzamos con las sesiones que se realizaron con nuestros informantes. Una
vez recolectada la informacion, se prosiguio a clasificar con el sistema de categorias que
presentamos y con la metodologia Top-Down. Todo esto con la finalidad de probar si la
categorizacion nos permite ver datos. Cabe mencionar que no aparezcan datos sobre una
subcategoria, no nos dice que no sirva, sino que no aparecieron estos datos. Mientras que si
tenemos datos que no pudieron ser clasificados, nos dice que la caracterizacion debe

refinarse.

En nuestro caso, los indicadores de conocimiento del sistema de categorias nos
permitieron clasificar en su mayoria las respuestas de los profesores de matematicas de nivel
medio superior en las dos sesiones de trabajo que se realizaron. Las Tablas 5.3 y 5.4 sintetizan
las subcategorias que encontramos con las respuestas de los profesores en las sesiones de
trabajo. Notamos que para la practica de demostrar estan coloreadas todas las subcategorias,
se presentan los descriptores que exponen que los profesores conocen acerca de dicha

subcategoria.

Los tres profesores mostraron conocimiento acerca de los tipos de demostraciéon, de
esta manera, sabemos que los tres profesores conocen la naturaleza de la implicacion y de los

cuantificadores que se utilizan en la matematica.

Respecto a los métodos para demostrar, los profesores conocen que muchas
demostraciones son constructivas, asi como el uso de demostraciones por reduccién al
absurdo. Podemos notar que esto se deba a sus caracteristicas profesionales, ya que suelen
ser demostraciones que frecuentemente se destacan en conocer la manera en que se realizan.
También, incluimos el método de induccion matematica que suele utilizarse mucho en la

licenciatura de matematicas.

Respecto a la subcategoria usos de registros de representacion en geometria, los
profesores conoces que existen diversos recursos para realizar demostraciones. Que hay
demostraciones que utilizan exclusivamente recursos algebraicos, otras que utilizan recursos

geométricos.
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Mientras para modo de demostracion, los profesores conocen que muchas
demostraciones se realizan de manera directa. Creemos que esto también tiene que ver con
la parte matemaética acerca de esta préctica. Ya que se conoce esa naturaleza que tiene la

demostracion.

Una subcategoria que en la elaboracion de este trabajo que me parece muy importante
destacar, son las fases cognitivas de la demostracion. Las cuales tienen que ver desde
entender el problema, la clase de solucion que requiere hasta mirar los elementos que tiene
la demostracion. Los profesores conocen que al quitar o agregar propiedades a una
proposicion genera cambios. Estos cambios los conduce a volver a probar si la proposicion
sigue cumpliéndose o ya no. Esto es un proceso que ellos reconocen que se ha tomado por la

experiencia que tienen de afios de formacion en la matematica.

En las funciones de la demostracién, los profesores manifestaron que regularmente la
demostracion se utiliza para validar y verificar la verdad o falsedad de una afirmacion.
Incluso en la sesion gue se trabajo la demostracion, comentaron que no se habian preguntado
antes acerca del uso que se la da a la demostracion. Es decir, ¢para qué la utilizamos en el

salon de clase o en general?

Finalmente, para la subcategoria de tipos basicos de demostracion, presentamos
varios esquemas de pruebas. De los diez esquemas vistos como descriptores, con el analisis
de las respuestas de los profesores encontramos tres de estos esquemas. Pero esto no nos dice
que los demas esquemas estén mal, sino que las actividades planteadas para esta seccién

reflejaron tan solo tres de los diez.

Por otra parte, para la practica de definir, no encontramos alguna respuesta que se
clasificara en el proceso de conceptualizacion en cuanto a definicidn a priori. Pero a pesar de
ello, creemos que para futuras investigaciones podria ser un buen comienzo para destacar
que esta subcategoria puede tener otros descriptores de conocimiento que puedan conducir

respuestas de profesores en ella.

Para las caracteristicas de la definicion, notamos que, de las ocho planteadas, siete

pudieron ser encontradas con las respuestas realizado una vez el anélisis. Asi, notamos que
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los tres profesores tienen conocimiento de como es una definicion y el proceso de definir

objetos matematicos.

En esta investigacion aportamos la caracterizacion teorica de las dos préacticas
trabajadas: demostrar y definir, que proviene de la literatura y que ademas contrastamos con
las respuestas de los profesores para hacer notar que esta propuesta tiene cabida y mejora
para futuras investigaciones. Esperamos que en futuras investigaciones se pueda explorar el
Conocimiento de la Practica Matematica en ambientes menos formales, por ejemplo, en una
clase habitual de matematicas y en distintos niveles educativos. Esto ultimo podria requerir

hacer adaptaciones a los posibles descriptores para la obtencion de informacion.

Las investigaciones que consultamos acerca del KPM del modelo MTSK, abordan
esta practica y proponen distintas maneras de categorizarla. Sin embargo, nosotros seguimos
la propuesta de Flores-Medrano (2015) que fue tomar a cada practica matematica como una
categoria y a partir de ella comenzar a trabajar las subcategorias. Por lo que consideramos
haber contribuido a explorar un campo que ha sido explorado de distintas maneras y que aun

no se ha conseguido categorizar del todo.

Esperamos que nuestro aporte dé para discusiones e investigaciones acerca del
Conocimiento de la Practica, pues consideramos es importante en la formacion de los

profesores conocer la naturaleza de cémo se desarrolla y construyen los objetos matematicos.
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Anexo 1

o ny BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA 4 3 K¢
\u')])f Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Respetado juez: a continuacion, presentamos una propuesta de categorizacion de las
practicas de demostrar y de definir. Solicitamos su valioso apoyo para validar nuestra

propuesta. Agradeceremos todos los comentarios respecto a:

1. Lacompletitud de la categorizacién:
a) ¢5Se estan considerando todas las dimensiones y caracteristicas de cada una
de las practicas?
b) iAlguna de las subcategorias o posibles descriptores podria dejarse fuera?

2. Lacoherencia:
a) ¢5Son las caracteristicas propuestas congruentes con la practica que quieren
describir?
b) ¢Son adecuados y reconocidos los nombres utilizados en los posibles
descriptores y en las subcategorias?

Cualguier propuesta de cambio o de adecuacion sera valiosa para el desarrollo de nuestra
investigacicn.
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BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Maestria en Educaciéon Matemédtica

Instrumento para la discusién de la demostracién y la definicién. F(FM
Elaborado por: Modemar Campos Cano, Eric Flores Medrano

1. Lee con atencion las siguientes demostraciones, jpodrias mencionar di-
ferencias y similitudes entre estas demostraciones?

a) Demostrar que dada una funcién cuadritica en su forma general
y = ax? 4+ bz + ¢, esta puede ser transformada en la forma y =
a(x — h)? + k, donde las coordenadas de su vértice son V (h, k).

Demostracién.

donde V(7

y=az’+br+c

=a|\x"+-x+—

a a
= @ xz—l—éz‘—k i 2— i 2-l—E
T a 2a 2a a
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BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Maestria en Educaciéon Matemédtica

Instrumento para la discusién de la demostracién y la definicién. F(FM
Elaborado por: Modemar Campos Cano, Eric Flores Medrano

b) Demostrar que tan?(6) + 1 = sec*(#).
Demostracion.
Si en el circulo unitario se definen tan() = £ y sec() = é v,

ademads, por el teorema de Pitdgoras se sabe que 2% 4 32 = 1,
= tan®(0) + 1 = sec*(6)

=) 1= (3)

2

Yy
=>S+41=—=
z2 z2
2 2
Y-+ x 1
=¥ 3 o= g
T T
1_
B

Lo que verifica la identidad. <

¢) Demostrar que lim 1cos(@) _
x—0 E
Demostracion.
ffm L= eos(z) fm (1 —cos(x))(1 + cos(x))
o £ o0 x(1 + cos(x))
. 1—cos*(x)
=0 (1 + cos(x))
2[5
o )
=0 z(1 4 cos(z))
— lm sen(z) Nim sen(z)
&30 @ 20 (1 4 cos(z))

Como las funciones sen(x) y cos(z) son continuas en x = 0, en-
tonces:

lim ses = sen(0) =0

lim sen(z) = sen(0)

ilil%(l + cos(z)) = (1 +cos(0)) =1(1+0) =1

Ademas, como liné ﬁlzﬁl = 1 se concluye que,
T

lim 1 — cos(zx) — im sen(z) ’ lim, 0 sen(x) — () 0 —o0.
a—0 & =0z lim,—0(1 + cos(x)) 1



BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Maestria en Educaciéon Matemédtica

Instrumento para la discusién de la demostracién y la definicién. F(FM
Elaborado por: Modemar Campos Cano, Eric Flores Medrano

d) Demostrar que la suma de los dngulos interiores de cualquier

tridangulo es igual a 180°.

Demostracion.

Prolongamos la base del triangulo BC' y construimos una paralela
que pase por A, como muestra la figura. Observamos que los lados
AB y AC son transversales para el sistema de paralelas DE y
BC'. De este modo, podemos afirmar que:

Z/ABC es al alterno interno de ZDAB por lo que mZDAB =
mZABC; es decir, 8 = 3.

Z/ACB es alterno interno de ZEAC por lo que mZACB = m/ZEAC;
es decir, ¢ =4

]
~—

Los dngulos ZDAB, /BAC y ZEAC son consecutivos y forman
un dngulo llano; es decir, ' + o+ ¢ = 180° . Dado que ' =y
que &' = 0 tenemos que a+ 3+ = 180°; que es lo que se queria
demostrar. <

Demostrar que (z-2) es factor de p(z) = #3-7x +6.
Demostracion.

Como p(2) = (2)3-7(2) + 6 = 0, entonces p(z) es divisible entre
(2-2), o (z-2) es un factor de p(x). Es decir, (z*-7x + 6) = (v-2)
es exacta, y el residuo es cero. Lo cual significa que existe un
polinomio de segundo grado ¢(z) tal que p(z) = (2-2) - ¢(z). En
este caso también se dice que x = 2 es un cero de p(z), pues
p(2)=0. <
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. Supongamos que Beto y Cris piensan en los nimeros 3 y 11. Ambos
notan que la suma 3 4 11 es PAR y el producto es IMPAR. Beto dice:
Si la suma de dos ntimeros dados es par, su producto es impar. Cris
dice: si el producto de dos nimeros es impar, su suma es par.

= ;Las afirmaciones de ambos dicen lo mismo? ;Por qué?

= El producto de dos nimeros es 1271. Suponga que Cris esta en lo
correcto. ;Cudl de las siguientes opciones es correcta?

a) Puedes asegurar que la suma de los dos ntimeros es par.
b) Puedes asegurar que la suma de los dos niimeros es impar.

¢) No estds seguro de que la suma es impar o par hasta que
conoces los nimeros dados.

= ;Es la afirmacién de Beto cierta? Justifique su respuesta.

= ;Es la afirmacién de Cris cierta? Justifique su respuesta.
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(Cuales son las funciones de la demostracién matemadtica en ma-
tematicas en general?

[ Cémo define usted la demostracién matemética?

;Qué utilidad podemos darles a la demostracién en el salon de
clase?



Anexo 3
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3. Daremos un listado de las definiciones de la linea recta que profesores
de matemadticas proponen en clase.

&

[ Es correcta la definicién? Explica por qué.

(En caso de que no, qué elementos no estan correctos? ; Es posible
que quites elementos o agregues para que alguna definicién sea
correcta?

;Podria mencionar similitudes y diferencias entre ellas?

Conjunto infinito de puntos unidos en una misma direccién y de
una sola dimensién, que se compone de segmentos infinitos, que
son las pequenas lineas que unen dos puntos.

Una linea recta es la figura geométrica en el plano formada por
una sucesién de puntos que tienen la misma direccién. Dados dos
puntos diferentes, sé6lo una recta pasa por esos dos puntos.

Es la figura geométrica formada por un polinomio de primer gradoag+
az.

Es la figura geométrica obtenida al unir dos puntos, tal que la
distancia recorrida sobre esta figura, es la mas corta.

Lugar geométrico de los puntos tales que tomados dos puntos di-
ferentes cualesquiera Py(z1,y1) y Pa(2,y2), del lugar geométrico
correspondiente a la linea recta, el valor de la pendiente m esta
dado por m = (ya — 1)/ (22 — 1), ®3 # x1, y es constante.

Es el conjunto de soluciones (z,y) de la ecuacién Az + By = C,
donde A, By C son constantes (con al menos una de las constantes
Ay B distinta de cero).



BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Maestria en Educaciéon Matemédtica

Instrumento para la discusién de la demostracién y la definicién. F(FM
Elaborado por: Modemar Campos Cano, Eric Flores Medrano

[ Qué caracteristicas le exigirias a un enunciado para que sea la
definicién “ideal” de un objeto matematico?

;De cudntas maneras distintas podria quedar ‘bien definido’ dicho
objeto?, ;cudntas propiedades se requieren y de qué tipo son?
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