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Prodlogo

En esta tesis se tratan topicos del andlisis funcional, y parti-
cularmente se enfoca en problemas del espectro de los operadores
lineales acotados. Es muy probable que el concepto de una inversa
generalizada haya sido mencionado por primera vez en un trabajo
de Fredholm (1903)[11]. Alli se estudia este tema en el contexto
de ecuaciones integrales, en lo que se llamé pseudo-inversa. En
ultimas décadas ha habido un renovado interés en el tema de las
inversas generalizadas, en gran parte por las aplicaciones que se
han hallado en la estadistica, ingenieria electrénica, programacién
lineal y teoria de juegos entre otros. En este campo, existen varias
monografias como Ben-Israel y Greville (2003) [3], Schechter(2002)
[29], Campbell y Meyer (1979) [6], Horn y Johnson (1985) [13].
La teoria de inversas generalizadas para matrices reales y com-
plejas se encuentra bastante desarrollada. Sin embargo, todavia
quedan cuestiones por estudiar en el caso de los operadores li-
neales acotados. En particular, no existe una teoria exhaustiva de
las propiedades espectrales de las inversas generalizadas. En es-
ta tesis se investigaran formas matriciales que permitan estudiar
las propiedades espectrales de las inversas generalizadas. Ademéds
se consideran las relaciones de la inversa a lo largo de un opera-
dor, aparecida recientemente, con otras inversas generalizadas que
podemos considerar clasicas.

Antecedentes
Dentro del andlisis funcional, el andlisis espectral de los
operadores lineales es un campo que resulta particularmente

atractivo. Esto se debe en parte a que el desarrollo del analisis
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espectral estd bastante relacionado con ciertos resultados logra-
dos en varias areas de las matemadticas como son: ecuaciones
diferenciales, ecuaciones integrales, problemas con valores en la
frontera, sistemas infinitos de ecuaciones algebraicas y otros mas
en fisica y mecanica cudntica. En ésta tesis nos vamos a enfocar
en problemas del espectro de los operadores lineales acotados
haciendo énfasis en nociones generalizadas de la invertibilidad.
Fredholm, al estudiar ciertos problemas de ecuaciones integrales,
definié una pseudo-inversa. La clase de todas estas pseudo-inversas
fue caracterizada en Hurwitz (1912) [14], en donde se usé la
dimension finita del nicleo de los operadores de Fredholm para
dar una construccién algebraica simple. Ya en el articulo Calkin
(1941)([5]), la teoria de Fredholm aparece en forma maés general.
En dltimas décadas tenemos un aumento de la bibliografia en
esta drea y mucha de ella ahora la podemos considerar como
clasicos en el tema: Kato (1966) [18], Schechter (2002) [29],
Caradus, Pfaffenberger y Yood (1974) [7], Douglas (1998) [10],
Taylor (1961) [30], Harte (1988) [12], Riesz y Sz-Nagy (1955)
[27]. Las inversas generalizadas de operadores diferenciales, han
sido estudiados por numerosos autores (véase [3]). Las inversas
generalizadas diferenciales y los operadores esenciales procedieron
de las inversas generalizadas de las matrices, cuya existencia
fue notada por E. H. Moore, quien definié una inversa tnica
para cada matriz finita cuadrada o rectangular (véase [24]). Su
primera publicacién sobre el tema, es un extracto de una charla
dada en una reunién de la sociedad matematica estadounidense,
aparecida en 1920. Las inversas generalizadas fueron dadas para
matrices en Siegel (1937) [28], y para operadores por Tseng (1936)
[31], Murray y von Neumann(1936) [25], Atkinson(1952) [2] y
otros. Alrededor de 1950 hubo un resurgimiento del interés en el
tema, entre otras cosas por las propiedades de ciertos inversas
generalizadas en el problema de minimos cuadrados. Estas
propiedades fueron reconocidas en 1951 por Bjerhammar, quien
redescubrié los resultados de Moore y también indicé la relacién
de inversas generalizadas con las soluciones de sistemas lineales
([4]). Penrose (]26]) extendié los resultados de Bjerhammar sobre
sistemas lineales, y mostré que dada una matriz A existe una
Unica matriz X que satisface las siguientes cuatro ecuaciones.
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1) AXA = A,
2) XAX = X,

3) (AX)* = AX,
4) (XA)* = XA,

donde A* denota la conjugada transpuesta de A. Este ultimo
descubrimiento ha sido importante y productivo. Esta inversa (que
resulta ser unica) es ahora llamada la inversa de Moore-Penrose.
Esta inversa es reflexiva en el sentido de que si A es inversa gene-
ralizada para X, entonces X es inversa generalizada para A. La
inversa externa: si existe un operador C' distinto de cero tal que
C = CAC, decimos que C es una inversa externa para A y que
A es externamente invertible. Resulta que la inversa externa no
es unica. Ademads, todo operador distinto de cero en un espacio
de Banach es externamente invertible. En 2011, X. Mary (véase
[23]) definié la inversa a lo largo de un elemento, la cual resulta
particularmente apropiada para estudiar problemas del espectro
de operadores. Dados dos operadores A y T, decimos que A es
invertible a lo largo de T si existe una inversa externa C' de A tal
que R(C) = R(T) y N(C) = N(T'). Un enfoque particularmente
fructifero en afios recientes en el estudio de las inversas genera-
lizadas, ha sido las formas matriciales de los operadores. Estas
formas permiten una mejor comprensién del fenémeno, ademds
que simplifican las demostraciones. De entre los tltimos resulta-
dos, podemos destacar,

» Cho, M., y Kantin-Montiel, G. (2013), Commuting Outer
Inverses. Advances in Linear Algebra and Matrix Theory, 3
(4), 69-72.

» Kantun-Montiel, G. (2014), Outer generalized inverses with
prescribed ideals, Lin. Mult. Algebra, 62 (9), 1187-1196.

» Kantin-Montiel, G. (2014), Matrix Representations of inner
and outer inverses. RIMS Kokyuroku, 1893, 13-19.

» Kantin-Montiel and Djordjevi¢ Slavisa V. (2017), Invertibi-
lity along an operator, Operators and Matrices, Volume 11,
Number 2, 347-354.
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Como ya se menciond, la teoria de inversas generalizadas para
matrices reales y complejas se encuentra bastante desarrollada.
En el caso de los operadores lineales acotados, aunque el concepto
de regularidad es conocido desde hace tiempo, todavia quedan
cuestiones por estudiar, en particular sobre inversas externas con
rango y nucleo prescritos.

Planteamiento del problema

Las formas matriciales de los operadores lineales son ttiles en el
estudio de las propiedades de las inversas generalizadas. En afios
recientes han aparecido nuevas clases de inversas generalizadas,
tales como la inversa a lo largo de un elemento. Las representacio-
nes en forma matricial de estas clases se encuentran dispersas en
la literatura, por lo que existe la necesidad de una investigacién
sistematica y concentrada de éstas.

Objetivos

Objetivos generales
Desarrollar una teoria espectral para inversas generalizadas usan-
do el enfoque de representacion matricial de los operadores lineales
acotados.
Objetivos especificos

a) Estudiar las inversas internas en la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales.

b) Distinguir formas matriciales para las inversas externas.

c) Caracterizar la inversa a lo largo de un elemento en dlgebras
de operadores.

d) Estudiar la inversa Moore-Penrose para matrices.

(e) Construir la forma matricial para la inversa generalizada
Drazin para operadores lineales acotados.
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Resultados

= En esta tesis se expandieron demostraciones que no estaban
suficientemente detalladas en los articulos.

= Se mostraron las formas matriciales para la inversa a lo largo
de un operador.

» En particular, se exponen los teoremas y proposiciones en
relacién con los operadores polares, cuasipolares, esto estaba
hecho en el caso mas general de anillos con identidad.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preliminares

En este capitulo se revisaran algunos resultados bésicos de

la teoria de operadores de las inversas generalizadas. Se presen-
tard especial atencion a las definiciones de Moore y Penrose,
ademas de la teoria de minimos cuadrados. Para comenzar se pre-
sentan los temas de la suma directa y proyecciones en espacios de
Hilbert y posteriormente en espacios de Banach.
En este trabajo H denotara un espacio de Hilbert complejo, esto
es H es un espacio vectorial (sobre el campo C ), con un producto
interno, una norma proveniente de este producto interno y que
ademas es completo con la topologia inducida por esta norma. En
otras palabras, un espacio de Hilbert es una clase especial de espa-
cio de Banach, cuya norma es inducida por un producto interno.
Usualmente consideramos que H es de dimensién infinita.

Ejemplo 1.1.1. FEl espacio de sucesiones cuadrado sumables

= {{an}plg: an € C, Y |an|* < o0}
n=0

con producto interior dado por

{an}. (b)) = aubn.
n=0

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.2. EL ESPECTRO

Con norma definida como

1/2
{an} = (({an}, {an})'/? = (Z) .

Es espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.1.2. FEl espacio de Hardy-Hilbert
Consideremos H? el espacio de funciones analiticas en el disco
unitario D, definido por

H?={f:D=C :[(z Zanz Z|an|2<oo}

En este caso, si las funciones analiticas f y g tienen series de Taylor

dadas por f(z) =D 07 yanz" y g(2) = > rbn2" respectivamen-
te, entonces su producto interno esta dado por

> = i ana
n=0

Asi, observamos que los espacios [? y H? son, en algtin sentido,
el “mismo espacio”, pero visto desde perspectivas diferentes. La
funcién {an 152, — Yo%y anz" es la aplicacién natural entre /% y
H?2 como espacios de Hilbert.

1.2. El espectro

Ahora se expondran algunos temas relacionados con el espectro
de los operadores lineales. B(H) denota el conjunto de los opera-
dores lineales acotados de H a H.

Definicién 1.2.1. Sea T € B(H).

= El conjunto resolvente de T es definido como

p(T) :={A € C : T — A es biyectivo}.

» Para \ € p(T), el operador (T — AI)~! es llamado el opera-
dor resolvente de 71" en .
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= Kl espectro de T es el conjunto
o(T):=C \ p(T).
Un elemento de o(7T') se llama un valor espectral de T
» El radio espectral de T se define por
r(T) :=sup{|A\| : A€ o(T)}.

Note que si ‘H es de dimensién finita, entonces o (7)) consiste
de los eigenvalores de T.

Ejemplo 1.2.2. Espectro de un operador en el espacio C([a,b])
Sea E = C(]a, b]) el espacio de funciones continuas sobre el interva-
lo [a,b]. Para u € C([a,b]), una funcién fija, considere el operador
definido por

(Ax)(t) = u(t)x(t).
Como

(4 - A1)ty = 20

el espectro de A consiste de todos los \ tales que A —u(t) = 0 para
algin ¢t € [a,b]. Esto nos indica que el espectro de A es exacta-
mente el rango de u. Si u(t) = ¢ es una funcién constante, entonces
A = c es un valor propio de A. De otra manera, si u es una funcién
estrictamente creciente, entonces A no tiene valores propios. El
espectro de A en tal caso es el intervalo o(A) = [u(a), u(d)].

Definicion 1.2.3. Sea F' C H,y z € H, se define la distancia de
z al conjunto F' como:

dist(z, F) :=inf{|z — zo| : 20 € F'}.
Propiedades del operador resolvente

Proposicién 1.2.4. ([1], Proposicién 1.10)
Sea T € B(H).

(a) Si X € p(T), entonces (T — \I)~! € B(H).
(b) Para A € p(T) y Ao € C,

1
Mo € p((T —AI)"1)siy sélosi \g =006+ € p(T).
0
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(c) Para A € p(T),

1

(T =D = dist(\, o(T))’

(d) Primera identidad del resolvente. Para A1, \y € p(T),

(TP —(T=X2D) ™ = M=) (T—MI)"HT D)7t

(e) Aep(T),
T(T - M) =T+ XT - M)t
(f) Para A1, Ao € p(T), los operadores T, (T — A1)~ 1,y
(T — X2I)~! conmutan entre ellos.

Demostracion. (a) Si A € p(T), entonces por definicién (T —\I) es
biyectivo, en particular es sobreyectivo y ademds (T'—\I) € B(H).
Luego existe (T — M\ )~! y pertencece a B(H) como consecuencia
del Teorema del mapeo abierto.

(b) Sea A € p(T). Como (T — M)~! es invertible, \g = 0
pertenece a p((T — AI)™1). Si A\g # 0, entonces

(T —AI)"t = NoI = (T — AI)" [T — Xo(T — \I)]

= Xo(T —AI)7! [T - (A + ;(J) I] :

se tiene que

1
Mo € p((T = MI)™') siy sélosi A+ W € p(T).
0

(c) Por (b), para z € p(T),
1
A€ a(T) siysélosi)\#zym co((T —=I)7h).

Por lo tanto

- 1
 dist(z,0(T))

r((T — 21)™1) zsup{ Y= a(T)}

1
A= 2]

4
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(d) Si A1 y A2 pertenecen a p(T'), entonces
(T =M™ — (T = X D)t =
= (T —MI)""[I = (T = MI)(T — X))
= (T = M) T = Mo — (T — M) (T — XoI) 7!
=1 = X)(T = M) (T = D)7
(e) Para X\ € p(T),
I=(T-X)(T-X)"t=T(T - X)"t = \T - \I)~!
(f) Sean A1 y A2 elementos de p(T'). Como
T(T — M) = (T — \IT,
multiplicando ambos lados por (T'— A;I)~! obtenemos
(T —M\D)'T=17(T — 1)t
De la conmutatividad de (T — A\ I1)~! y (T — XoI)~!, obtenemos
(f). O
Teorema 1.2.5. ([1], Teorema 1.13)
Sea T € B(H).
(a) El conjunto p(T') es abierto en C .
(b) La funcién (T — -I)~1 : p(T) — B(H) es analitica en p(T).

(¢) Primera Expansién de Neumann: Para zg € p(T) y z €
C tales que |z — 2zo| < dist(zo,0(T)), se tiene que z € p(T')
y (T — zI)~! tiene la expansién de Taylor

o

T —zI)" Z —20l)” Frl (z — z)*.

k=0
(d) Para z € C tal que |z| > r(T), tenemos que z € p(T) y
(T — 2I)~! tiene la expansién de Laurent

[e9]

(T -2l ==) TF

k=0
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Si en particular |z| > ||T||, entonces

1
T = =D < -
|2 = IIT|

Demostracion. (a) Sea zp € p(T). El radio de convergencia de una
serie de potencias en B(H) con k—ésimo coeficiente (T — 2ol )**!
es

1
q(20) = —

lim supy,_oq || [(T — 200) =¥ |[1/%
B 1

lim supy, o0 || [(7 = 202)~1]* [[1/%

1

>___ - .o

(T — 20I) 1|

Por lo tanto la serie 52 o [(T — ZOI)_I]kJrl (2 — 20)* converge en

B(H) para todo z € C que satisface |z — 2zo| < q(20).
Sea Ay (z) :=> 1o [(T — zof)*l]kJrl (z — 20)*, se tiene que

Apn(2)(T — 2I) = (T — zI)An(2)
=T — 20I) — (z — 20)I] An(2)
=1 [(T - zOI)_l]n+1 (z — 2)" 1,

lo cual tiende a I cuando n tiende a infinito, dado que
|2 = 20| < q(20),
y entonces la suma de la serie es el operador (T — 2I)~!. Por lo
tanto para cada zg € p(T), el conjunto p(T") es un conjunto abierto.
(b) Sea zg € p(T). Como en la parte (a),
(T—z)"'=
(T—200) " = [(T — 200) ™) (z—20) + [(T — 201) "]’ (2—20) 2+ -~

si |z — 20| < q(20). Por lo tanto si 0 < |z — 29| < 1/|[(T — 20I) ™},

6
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entonces

—KT—%nlfH

‘VTZD4(TQJV1
(T = 20> (T~ 20D)7Y)" (2 — 20)*
k=1

zZ — 20
(T = z0D) ||z = 20|
T 1= (T = 2D) 7]z - =

Por lo tanto,

lm (T — 21~ — (T — 2I)~*

Z—20 zZ— 20

— [(T - 2D)"']%.

Esto demuestra que la funcién (7' — -I)~! es analitica en p(T) y
su derivada es [(T — -I)*l]2

(c) Sea zp € p(T). Como p(T') es abierto, o(T") es cerrado y se
tiene que dist(zp,0(T)) > 0. Ahora la bola abierta centrada en
2o y con radio dist(zp,0(T)) estd contenida en p(7') y la funcién
(T — -I)~! es analitica sobre ésta. Por lo tanto por el Teorema de
Taylor, la expansién

o0

—zI)” Z —zol)” kH (z — 20)¥,

k=0

obtenida en (a) es valida para todo z tal que
|z — 20| < dist(z0,0(T)).

(d) Sea t := limsupy,_, ., [|T%||'/*. Entonces t < ||T||. Para z € C
tal que |z| > t, se sigue que la serie de potencias > ;_, Thkz=k=1
converge en B(H). Sea

n

B,(2) = Z Tk 7RL

k=0

tenemos que

T

Bp(2)(T — 2I) = (T — 2I)By(z) = I — <Z>n+1 ,

7
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1.3. REPRESENTACION MATRICIAL DE OPERADORES

lo cual tiende a I cuando n — oo dado que |z| > ¢, y entonces la
suma de la serie es el operador (T — 2I)~1. Si |z| > r(T), entonces
z ¢ o(T). Por lo tanto {z € C : |z| > r(T)} estd contenido en
p(T) y la funcién (T — -I)~! es analftica en este conjunto. Por lo
tanto la expansion de Laurent

(T —2I)~ ZT’“ kL

es valida para todo z tal que |z| > p(T).

Para |z| > ||T||, se tiene que
RS <|T||> 1
< = < .
E Z:: 2| 2l =T

o0

(T =27 = H—ZT'“ e

k=0

O

1.3. Representacién matricial de operado-
res

1.3.1. Ortogonalidad y suma directa

Recordemos que en los numeros reales dos vectores son
ortogonales o perpendiculares si su producto punto es igual a
cero. En espacios producto interior y de Hilbert se generaliza este
importante concepto.

Definicion 1.3.1. Dos vectores x e y en cualquier espacio pro-
ducto interior (real o complejo) (H, (;)) son ortogonales (z L y)
si (x;y) = 0. Un vector x en H es ortogonal a un subconjunto A
de H (x L A), si este es ortogonal a cada vector en A. Dos sub-
conjuntos A y B son ortogonales (A L B) si cada vector en A es
ortogonal a cada vector en B.

Observacién 1.3.2. A 1 B implica AN B = {0}.

Note que si existe un vector x distinto de cero en AN B, entonces
(z;2) = ||z||> # 0, y por lo tanto A . B. Como AN B es subespacio
deH,0€ AN B.
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Definicion 1.3.3. Sean Y y Z subespacios cerrados de H. Se
dice que (Y, Z) es una descomposicién de H, o descompone H si
H=Y & Z, esto es, cada x € H tiene una tnica descomposicién

r=2xy +2Tz

conxy €Y yxy € Z.

Sea (Y, Z) una descomposicién de H. Considere T' € B(H). Se
dice que (Y, Z) es una descomposiciéon de 7' (o descompone 7T')
si ambos Y y Z son invariantes bajo T, es decir:

TY)cYyT(Z) CZ.

Definicién 1.3.4. Si A es un subespacio de un espacio produc-
to interior H, entonces el complemento ortogonal de A es el
conjunto

At ={zeX: 2 LA} ={xcH: (r;y) =0 paracaday € A}

que consiste de todos los vectores en H que son ortogonales a cada
vector en A.

Observacién 1.3.5. L {0} para cada x € H,y x L H siy sblo
si x = 0. Por lo tanto {0}* = H y H' = {0}.

Sean A y B subconjuntos no vacios de X. Como consecuencia
de la definicién de complemento ortogonal, se tiene que A | AL,
ANnA+ C{0},y An At = {0} donde 0 € A. A L B siy sélo si
A C Bt. Ademis A L B implica AN B C {0}.

En adelante (span{z}) denota el subespacio generado por z y
A la cerradura de A.

Proposicién 1.3.6. ([20], Proposicién 5.12)

El complemento ortogonal A+ de cada subconjunto A de cualquier
espacio producto interior # es un subespacio de H. M4s atn, A+ =
(AL) = (A)* = (span A)*. El complemento ortogonal de cada
subconjunto denso de H es el espacio cero: A+ = {0} donde A =

H.

Demostracién. Supéngase que A = () (en caso contrario el resul-
tado se cumple). Como el producto interior es lineal en el pri-
mer argumento, se sigue que A’ es un subespacio del espacio
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lineal H. Si # L A, entonces z L >, a;y; para cada entero
n > 1donde y; € Ay a; € F paracada i = 1,--- ,n, y por
lo tanto A C (span A)*. Por otro lado, A C (span A) asi que
(span A)* C At. Entonces At = (span A)*.

Como consecuencia de la continuidad del producto interior, A* es
cerrado en H. Esto es, si {,} es una sucesién con valores en A+
que converge a x € H, entonces

para cada y € A, lo cual implica que x € A+, Por lo tanto, A' es
cerrado en H, esto es A+ = AL y asi AL es un subespacio de H.
Ahora tomando un valor arbitrario z en A y un y en A. Existe una
sucesién {y,} en A, que converge a y en H. Usando nuevamente la
continuidad del producto interior, obtenemos (y, z) = (limy,,, z) =
lim{y,, ) = 0. Por lo tanto A+ L A asf que A+ C (A)*. Como
A C A entonces (A)T C A+, En consecuencia A+ = (A4)~.
Donde At = (span A)*+ y At = (A)! para cada subconjunto A
de H,

At = (span A)*F = [(span A)]*.

Finalmente, si A = H, entonces A+ = (A)t =H+ ={0}. O

Teorema 1.3.7. ([20], Teorema 5.13)
Sea x un vector arbitrario en un espacio de Hilbert H.

(a) Si M es un subconjunto cerrado convexo no vacio de H,
entonces existe un unico vector u, en M tal que ||z — uy|| =

d(x, M).

(b) Ademas, si M es un subespacio de H, entonces existe un
unico vector en M para el cual ||z — ug|| = d(z, M) tal
que la diferencia x — wu, es ortogonal a M, esto es, tal que
T —uy, € M+t

Demostracion. (a) Sea x un vector arbitrario en H y sea M un
subconjunto no vacio de H, luego d(x, M) = inf,c s ||z —ul existe
en R. Por lo tanto, para cada entero n > 1 existe u,, € M tal que

1
d(x, M) < ||z —up| < d(z, M)+ -

10
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considere una sucesién {u,} en M. H es un espacio producto in-
terior, y asi por la ley del paralelogramo se tiene que

122 =t — nl® + lun = wm? = 202 — wml® + |2 — un|*)

para cada m,n > 1. Como M es convexo, se sigue que
1

y por tanto 2d(z, M) < 2|| (um +upn) — || = ||22 — up, — up || luego
0 < Jlum — unll* < 2(l|z = un® + [l = un|® — 2d(z, M)?)
para cada m,n > 1. Esta desigualdad y el hecho que
|z — wp|| — d(z, M)

cuando n — oo es suficiente para asegurar que {u,} es una su-
cesion de Cauchy en H, y por lo tanto converge en el espacio de
Hilbert ‘H a, digamos u, € H. Pero la norma es una funcién con-
tinua asi

|z — ug|| = ||z — limuy,|| = lim ||z — u,|| = d(z, M).

Ademas, como M es cerrado en H y {uy, }es una sucesiéon en M que
converge a u, en H, se sigue que u, € M. En conclusién, existe
ug en M tal que ||z — uy|| = d(x, M).

Para probar la unicidad, sea v en M arbitrario tal que

o — ull = d(x, M).

Observe que %(uw + u) pertenece a M, porque M es convexo, y
por lo tanto d(z, M) < || (ug +u) — z|.

Entonces 4d(z, M) < ||ugs +u — 2z||2. Esta desigualdad y la ley del
paralelogramo implican que

Ad(z, M)? + |lup — ull® < [Jug +u — 22 + up — ul®

= 2(|ug — @l* + u - 2|*) = 4d(z, M)*.

En conclusién |lu, — ul|? = 0; esto es, u = u,.
(b) Ahora sea x un vector arbitrario en H y suponga que M es

11
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un subespacio de H, lo cual implica que M es un subconjunto
no vacio cerrado convexo de H. De acuerdo a (a) existe un dnico
ugy € M tal que ||z — ug| = d(x, M). Sea un v € M arbitrario
distinto de cero. Como (uy + au) € M para cada escalar «, se
sigue que

d(z, M) < [lr—ug—aul|? = |z—uq|*+|of*||u*~2Re(a(z—uz; u)).

Sea a = ||u|*(z — ug;u) en la desigualdad anterior y recordando
que ||z — ug||* = d(z, M)?. Entonces

2|z — uo w)* < [{2 — uasu)?,

y por tanto
|{z — ug;u)| = 0.

En conclusion x — u, 1 u para cada u en M distinto de cero, lo
cual implica que
T —u, L M.

Ademds, este u, es el tinico vector en M con la propiedad anterior.
En efecto, si v es un vector en M tal que x — v L M, entonces
(x —v;v—u) = (x —v;v) — (x —v;u) = 0 donde u € M asi

z —v L v—u para cada u € M. Por el Teorema de Pitagoras,

lz = v[* < flz = ol® + o = ul® = |z = v + v —ul* = & —ul
para todo u € M. En particular, para u = uy,
d(z, M) < ||z = || < [lo — ug || = d(z, M)

luego d(z, M) = ||z — v||, y por lo tanto v = u, por que uy es el
tnico vector en M para el cual d(z, M) = ||z — u,||. O

Dos espacios M y N de un espacio producto interior H son
complementarios en H si ellos son complementos algebraicos uno

del otro (es decir M+ N =H y M NN = {0}).

Proposicién 1.3.8. ([20], Proposicién 5.19)
Los subespacios complementarios ortogonales en un espacio pro-
ducto interior son complementos ortogonales uno del otro.

12
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Demostracién. Sean M y N subespacios complementarios ortogo-
nales en un espacio producto interior H. Tomamos un x arbitrario
en M+ C H. Como M+ N = H, se sigue que £ = u+ v con u en
Myven N,y ast (z;u) = (u;u) + (v;u).

Pero (z;u) = (v;u) = 0 (porque M L M+ y M L N). Por
lo tanto ||ul|* = 0, lo cual implica que u = 0. Por consiguiente
r=uveN. Asi M+ C N, pero N € M+ por que M L N. En
conclusion M+ =N. O

Proposicién 1.3.9. ([20], Proposicién 5.24)
Sean M y N subespacios ortogonales complementarios en un es-
pacio producto interior H. La aplicacién natural

O MEN - M+N

es una transformacién unitaria (isomorfismo dada por una iso-
metria), asi M@N y H = M+N son unitariamente equivalentes,
es decir, HZ M e N.

Demostracién. Como M y N son subespacios lineales complemen-
tarios en H, se tiene que (véase [20], Proposicién 2.14), ® es un
isomorfismo de M & N sobre M + N =H. Si M L N, entonces

(@((u1,01)); ®((u2,v2))) = (ur + w15 ug + va)

= (u1; u2) + (v1,va)
((u1,v1); (ug; v2))

para cada (ui,v1) y (uz2,v2) en M @ N. Por lo tanto la aplicacién
natural ® es un isomorfismo que preserva el producto interior; esto
es, ¢ es una tranformacién unitaria. [J

Teorema 1.3.10. ([20], Teorema 5.10)

(a) Si M y N son subespacios ortogonales completos de un es-
pacio producto interior H, entonces M+ es un subespacio
completo de H.

(b) Si M y N son subespacios cerrados ortogonales de un espacio
de Hilbert H, entonces la suma M + N es un subespacio

cerrado de H.

13
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Demostracién. Sean M y N subespacios cerrados ortogonales de
un espacio producto interior H. Tomando una sucesién arbitraria
de Cauchy {x,} en M+ N se tiene que z,, = u, +v, con u, en M
y v, en N para cada n. Donde M y N son subespacios cerrados
de H, se sigue que u,, — u, pertenece a M y v, — v, pertenece a
N,y por lo tanto u,, —u, L v,, —v,, para cada par de enteros m
y n (donde M L N). Escribiendo @, — xy, = (U, —up) + (U — vp)
el Teorema de Pitagoras asegura que

|l Zm — an2 = ||um — UnH2 + [|vm — UnHQ

para cada m y n. Esto implica que {u,} y {vn} son sucesiones de
Cauchy en M y N respectivamente.

(a) Si M y N son completos, entonces {u,} converge en M y
{v,} converge en N. Recordando que la suma es una operacién
continua se obtiene que {x,} converge en M + N . En conclusién
M + N es completo y en consecuencia cerrado.

(b) Si M y N son subespacios cerrados de un espacio producto
interior completo H, entonces son completos, y el subespacio

M+ N de H es completo, por lo tanto cerrado y en consecuencia
es un subespacio cerrado de H. [

Teorema 1.3.11. (Teorema de proyeccion)(][20], Teorema
5.25) Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H un subespacio
cerrado, entonces H tiene la descomposicion ortogonal

H=Meo ML

Demostracion. Sea M subespacio cerrado arbitrario de un espacio
de Hilbert H. Como M es un subespacio de #, el cual es ortogo-
nal a M (por definicién), se sigue del teorema 1.3.10 que M + M=+
es un subespacio de H. Ademds, M C M+M*+y M+ C M+ M+
Por lo tanto (M+ M)+ C MENME = MENM = MM =
0,y asi M+ M+t = (M + ML) = H. Ahora de la proposicién
anterior 1.3.9, ®(M ® N) = M + M+ = H, podemos escribir
MaoN=H. O

Observacién 1.3.12. En el Teorema anterior, M y M= son en
s{ mismos espacios de Hilbert.

14
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Recordemos que un operador T se dice idempotente si 72 = T.
Una proyeccion es una transformacion lineal idempotente de un
espacio lineal en si mismo. Una proyeccién ortogonal sobre un
espacio producto interior H es una proyeccién P : H — H tal que

R(P) L N(P).

Proposicién 1.3.13. ([20], Proposicién 5.51)
Una proyeccién ortogonal P : H — H sobre un espacio producto
interior H tiene las siguientes propiedades basicas:

a) Pe B(H)y ||P| =1 donde P # O.

b) N(P) y R(P) son subespacios de H.

¢) N(P) = R(P)" y R(P) = N(P)".

d) R(P) y N(P) son subespacios complementarios ortogonales

en H. Esto es, son subespacios ortogonales de H, R(P) y
N (P) son tales que H = R(P) + N(P). Por lo tanto H
puede ser descompuesto como una suma directa ortogonal

H = R(P) @ N(P).

Demostracion. Sea P una proyeccion ortogonal sobre un espacio
producto interior H.

(a) Sea z € H arbitrario. Como R(P) y N (P) son complementos
algebraicos uno del otro, podemos escribir x = u+v con u € R(P)
y v € N(P). Ademds, u L v por que R(P) L N(P). Entonces

por el Teorema de Pitdgoras ||z|? = ||ul|* + |lv]|?. Recordar que
R(P) = {u € H : Pu = u}, obtenemos Pr = Pu+ Pv = u
asi que ||Px||? = ||u/|*> < ||z||*>. Por lo tanto ||P|| < 1. Esto

es, P es una contraccién. Si P # O, entonces R(P) # {0}, y
asi ||Pul| = ||u|| # 0 para todo u distinto de cero en R(P). Por lo
tanto ||P|| > 1. En conclusién || P| = 1.

(b) De acuerdo a (a), P € B(H). Como N (P) es un subespacio de
Hy Q = 1— P es una proyeccién ortogonal sobre H, se sigue que
Q € B(H) y R(P) = N(Q) es un subespacio de H.

(c¢) Recordar de la definicién de complemento ortogonal que si
Ay B son subconjuntos de H tales que A L B, entonces A C B~+.
Por lo tanto, como N(P) L R(P), obtenemos N (P) C R(P)*.
Ahora tomando un z € R(P)* arbitrario se tiene que z L R(P).

15
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Sabemos que £ = u + v con u € R(P) y v € N(P). Por lo tanto

0 = (z;u) = (u;u) + (v;u) = ||ul|? y asf u = 0, lo cual implica que
x = v € N(P). Por lo tanto R(P)* C N(P). Por consiguiente
N(P) = R(P)*. Sea la proyeccién ortogonal complementaria

Q = I — P, concluimos que R(P) = N(Q) = R(Q)* = N(P)*.

(d) Como N (P) y R(P) son complementos algebraicos uno del
otro, se tiene que H = R(P) + N(P). Dado que R(P) L N(P),
se sigue de la proposicién 1.3.9 que H = R(P) & N(P). Es usual
que la suma directa ortogonal R(P) & N(P) se identifique con
su imagen unitaria equivalente R(P) + N(P) = H, y se escribe
H=R(P)ON(P). O

Una manera de representar matricialmente un operador es de-
bida a la descomposicién en suma directa del espacio sobre el cual
estd definido tal operador, la siguiente proposicién tomada de [20]
(Proposicién 2.22) nos muestra tal representaciéon matricial.

Proposicién 1.3.14. Sea H un espacio de Hilbert y considere
su descomposicién como suma directa de los subespacios disjuntos
MyNdeH, H=M&N. Sea P: H — H la proyeccién sobre
M alo largo de NV, y sea Q = I — P la proyeccién sobre N a lo
largo de M. Cada operador £ : H — H puede ser escrito como
una matriz 2 x 2 con operadores como entradas

A B\ (M M
(8 (-(8) o
donde A= PL|p: M - M, B=PL|y: N - M,
C=QLpm: M—=N,yD=QL|y:N = N.

Demostracién. Sean M y N subespacios cerrados de H. Supénga-
se que M y N son complementos algebraicos uno del otro, y con-
sidere la descomposicién H = M & N. Sea L un operador sobre
M@ N luego L € B(H). Sea x € H arbitrario y considere su
tinica descomposicién z = u @ v en H,conu € My v € N. Es-
cribimos x = (u,v) entonces Lz = L(u,v) = L((u,0) & (0,v)) =
L(u,0)® L(0,v) = L| pma 01 © Ll {oyen (0, v). Identificando M & {0}
y {0} ® N con M y N, respectivamente, se sigue que

Lz = L|pmu @ Ly,
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donde L|pmu y Liyv estdn en H = M @ N. Por la proposicién
1.3.13 podemos escribir

Lipmu = PLIpmu @ QL|mu,

Lixyv = PL|yv @ QL|nv,

donde P es la tunica proyeccién sobre M a lo largo de Ny Q =
I — P. Por lo tanto,

Lz = (PL{yu+ PL|xv) @ (QL|pmu + QL|xv,)

donde PL|pmu+ PL|pv estd en My QL|pu+ QL|nv estd en N
Como los rangos de PL|xq y PL|n estén incluidos en R(P) = M,
se puede pensar en ellos como operadores en M. Similarmente,
QL|m y QL|n pueden pensarse como operadores en N. Entonces
los conjuntos A = PL|p en B(M), B = PL|y en BN, M),
C=QL|pmen BIM,N),y D=QL|x en B(N) asi

Lz = (Az + Bv,Cu+ Dv) e M N

para cada x = (u,v) € M @ N. En términos de la notacién
estdndar para matrices, el vector Lr = M @ N puede ser vis-
to como una matriz 2 X 1 con la primera entrada en M y la otra

en N, denotada como ( éz i gz ) . Esta es precisamente la ac-
. . B
cion de la matriz 2 X 2 con entradas los operadores c D)

sobre la matriz 2 x 1 con entradas en M y N representando x, que

se denota como v . En conclusion Lx = A B u ,
) C D )

. o A B
y asi, podemos escribir L = < cC D ) . O
Teorema 1.3.15. ([20], Ejemplo 2.0)
Sea H un espacio de Hilbert y considere su descomposiciéon como
suma directa de los subespacios disjuntos M y N, H = M & N.
Sea P : H — H la proyeccién sobre M a lo largo de N, y sea
Q@ = I — P la proyeccién sobre N a lo largo de M. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) LP = PLP.

17
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(b) M es L—invariante.

_( Llm B
(¢c) L= < O D > .
Demostracion. Observe que la proyeccién sobre M a lo largo de
N puede escribirse como

I O
=0 0)
con respecto a la descomposicién H = M @ N, donde I denota

la identidad sobre M. Por lo tanto LP = < é 8 ) y PLP =

(é g>,asiLP:PLPsiysélosiC:O.Noteque./\/les

L—invariante (i.e. L(M) C M) siy sblo si PL|yp = L|ap. Por lo
tanto

LIM)CM& A=L|y e C=0%s LP=PLP.
O

Teorema 1.3.16. ([20], Ejemplo 2.0)
Bajo las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, los siguientes
enunciados son equivalentes

(a) LQ =QLQ.
(b) N es L—invariante.

(C)L:<é LION>'

Demostracién. Note que la proyecciéon de N a lo largo de M se

puede escribir como
O O
=5 7)

con respecto a la descomposicion H = M @& N, donde I denota

la identidad sobre N. Por lo tanto LQ = ( g g > y QLQ =

<g ZO)),asiQL:QLQSiysélosiB:O.NotequeNes
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L—invariante (i.e. L(N) C N) siy s6lo si LQ|ny = L|y. Por lo
tanto

LNYCN&D=L|y<B=0<sLQ =QLQ.
O

Sean X, ) espacios de Banach. B(X,)) denotara el conjun-
to de todos los operadores lineales acotados de X a ). Ademds,
B(X) = B(X,X). Considere B(X) un algebra de Banach. Como
en espacios de Banach no se tiene el concepto de ortogonalidad, el
siguiente lema nos proporciona una descomposicién de un espacio
sin utilizar tal concepto.

Lema 1.3.17. ([7], Lema 2.5.1)

Sea E un subespacio cerrado en el espacio de Banach X. Entonces
existe un subespacio cerrado F' tal que X = E @ F, si y solo si
existe una proyeccion P de X sobre X.

Demostracion. Si existe la proyeccién P, entonces I — P es una
proyeccion con rango cerrado. Dada la descomposicién x = P(z)+
(I — P)(z) observamos que X = R(P) @ R(I — P).
Reciprocamente, suponiendo X = E@ F donde F' es un subespacio
cerrado. Cada x € X tiene una tnica representaciéon x = y + z,
y€E, 2€ F. Sea Q(z) =y como Q? = Q y R(Q) = E. Resta
demostrar que @ es continua. Sea {x,} una sucesién que converge
axen Xy {Q(x,)} una sucesién en E que converge a w en X.
Como FE es cerrado w € E. Ahora =, — Q(zy,) € F y z, — Q(xy)
converge a r — w. Por lo tanto, como F' es cerrado, x — w € F.
En consecuencia vemos que w = Q(x). Luego @ es una aplicacién
lineal cerrada, la cual por el Teorema de la Grafica Cerrada es
continua. [

1.3.2. Descomposicion Espectral

En la siguiente proposicion, (véase [1] Proposicién 1.15) la par-
te (a) es el Teorema de Gelfand-Mazur.

Proposicién 1.3.18. Sea X # {0} y T' € B(X).

(a) El subconjunto o(7T") de C es no vacio y compacto.
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(b) Férmula del radio espectral:

r(T) = lim |T*|YF = inf ||T%|/*
k—o00 k=12,

Demostracion. Por el Teorema 1.2.5, o(T) es un subconjunto de
C y |A < ||T|| para todo A € o(T). Por lo tanto o(T") es com-
pacto. Si éste fuera vacio, entonces (T — -I)~! serfa analitica en el
plano complejo; y, nuevamente por el Teorema 1.2.5, se sigue que
(T — M)~!|| = 0 cuando || tiende a infinito. Por lo tanto

(T —-I)~! es una funcién acotada entera. Por el Teorema de Liou-
ville debe ser una funcién constante, y de hecho esta constante
deber ser igual a 0, pero esto es imposible porque X # {0}.

(b) En la prueba del Teorema 1.2.5 se demuestra que

r(T) < limsup ||T%|'/* = ¢.

k—o00

De hecho, r(T) = t dado que la Expansién de Laurent converge
para |A| > r(T) y diverge para |A| < t. La identidad

k—1
TF - XTI = (T - D)) TH1N,
j=0

se cumple para cada entero positivo k, demostrando que A € p(7T')
donde A\* pertenece a p(T*). Por lo tanto \* € (T*) con A € o(T),
asi || < ||T%||*/*. Por lo tanto

r(T) < inf || T|Y* < lminf ||T%|Y* < lminf |T%Y* = »(T),
k=1,2,- k—oco k—oco

lo cual completa la prueba. [

Proposicién 1.3.19. ([1], Proposicién 1.18 )
Si (Y, Z) descomponen T, entonces

o(T)=0(T|y)Uo(T|z).

Demostracion. Sea A € p(T). Note que si x € Y, entonces y :=
Tex —z €Y. También si y € Y, Te — 2z = y paraz € X y
r=uxy +xz paraxy € Y y xz € Z, entonces

y=Tr—zx=T(xy +az)— 2(xy +22) =
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Taey +Txy —zay —zoy =Taxy —zey +Txy — zxy

asi
Try —zxy; =0
luego
Ty — 0.
Por lo tanto
r=uxy €Y.

Por lo tanto T'— AI es una biyeccién de Y sobre si mismo.
Similarmente para Z: Si x € Z, entonces z := Tx—y € Z. También
sizeZ,Te—yr=zparaz € X yxr=ay +xz parazy €Y y
Ty € Z, entonces

z=Tr—yx=T(xy +zz) —y(zy + x2)

=Tey +Txy —yry —yrz =Try —yry +Txyz —yxyz

asi
Try —yxry =0
luego
ry = 0
Por lo tanto
r=xy7 € 4.

Por lo tanto T'— A\I es también una biyecciéon de Z sobre si mismo.
Esto demuestra que p(T) C p(T|y) N p(T|z). Como Y y Z son
invariantes bajo (T — )1, se tiene que

(T = M)y = (T]y — A"

(T =MD = (T|z =AD"

Reciprocamente, sea P la proyeccién sobre Y a lo largo de Z. Para
A€ p(Tly)Up(T|z) y x € X, esto puede ser visto como

(T—-AD[(Tly =AX)'P+(T|z = \X)"'(I-P)lz=x

(T|y = A)'P 4 (T|z — \XI)"'(I — P)(T — M)z =z,
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asi que
A€ p(T)

(T =X)L =(T|y = AX)"'P+(T|z — \XI)"*(I — P).
Por lo tanto
p(T) = p(Tly)Up(T|z).
O

Ejemplo 1.3.20. Una descomposicion sencilla.
Sea X un espacio complejo de dos dimensiones y un operador T'
sobre X representado por la matriz

(i)

con respecto a la base ordenada {v1,v2}. Sea Y := span{vi} y
Z := span{va}. El par (Y, Z) es una descomposicién 7. Ademsds,
T|y y T|z tienen espectro disjunto si y sélo si A # p.

Definicién 1.3.21. Un subconjunto A de o(T') para el cual, tanto
A como o(T) \ A son cerrados en C es llamado un conjunto
espectral para T'.

Observacién 1.3.22. Como o(7T') es un conjunto cerrado en C ,
se sigue que un subconjunto A de o(7") es un conjunto espectral
para T siy sblo si A es cerrado y abierto en o (7).

Observacién 1.3.23. Un singulete {x} es un conjunto espectral
para T siy sélo si {z} es un punto aislado de o(T').

Definicion 1.3.24. Si A es un conjunto espectral para T, y I’
es una curva de Jordan en p(T") que satisface o(T') Nint(I") = A,
entonces se dice que la curva de Jordan I' separa A de o(T') \ A.

Ejemplo 1.3.25. Una curva simple de Jordan no es suficiente
para separar un conjunto espectral A para T de o(T) \ A.

Sea X := [ y sea {e}} la base canénica para X. Sea {0;,0z,--- } :=
[0,1] N Q. Definimos T € B(X) por

o
Tz :=2x9ex + Z ™0y ek o
k=1
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para  := y_po xpeg € X.

Se tiene que 0,2 y > para cada entero positivo j son eigenva-
lores de T.

En efecto, note que el operador

Tz = (0,2x9, ¥ 0105, 2%y, ...

no es inyectivo, pues para distintos valores de 6;, con x3 # 0, se
tiene que e2™% 3 = 0, y por lo tanto N(T) # {0}.

Veamos ahora para A = 2,

T—MN=T-2I =(-2,2xy —2,e*% g5 -2 ...)

similar al caso anterior se cumple que N (T — 2I) # {0} y por lo
tanto 2 es un valor propio de T'.

Por definicién A es un valor propio de T si y sélo si (T'— AI) no
es inyectivo, luego para A = 0 tenemos que

T-XN=T-0I=T

no es inyectivo. Por lo tanto 0 es un valor propio de T'.
Finalmente veamos que e2™% j € N son valores propios de T
En efecto,

T — eQTFinI — (_627ri9]" 21‘2 _ 8271'1'9]'7 627”911'3 _ 6271'770]" L. )I

y como en los casos anteriores para distintos valores de ;,
—e?™i% = 0, y por tanto T — e2™% ] no es inyectivo, es decir,
i son valores propios de T'.

Como {01, 62, - } es denso en [0, 1], obtenemos o(T") = {0, 2}U
{AeC : |\ =1}.SiA:={AeC : |\ =1}, al menos dos curvas
de Jordan son necesarias para separar A de o(7") \ A. Lo mismo se
cumple si A := {0, 2}.

e?m@

Definicion 1.3.26. Un dominio elemental de Cauchy es un
subconjunto abierto acotado conexo de C , cuya frontera es la
unién de un numero finito de curvas de Jordan que no se inter-
sectan. Una unién finita de dominios elementales de Cauchy con
clausuras disjuntas es llamado un dominio de Cauchy.
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Teorema 1.3.27. ([1], Teorema 1.21)
Si E es un subconjunto compacto de C contenido en un subcon-
junto abierto €2, entonces existe un dominio de Cauchy D tal que

F es un subconjunto de D y la clausura de D es un subconjunto
de 2.

Demostracion. Sea F :=C \Qy ¢ := dist(E, F). Entonces 6 > 0.
(+i)3 o
3

5v3
Bij:={2€C :|z—z,| < \6[}

Para todos los enteros i, j, sea z; j :=

Entonces C C |, ; Bi,j. Como E es compacto, este puede ser
cubierto con un nimero finito de tales discos abiertos que tienen
interseccién no vacia con E, digamos E C D := |J;_; Bi, j,- Sea
z en la clausura de D. Encontramos w € D tal que |z —w| < §/3.
Entonces existe k € {1,--- ,n} tal que w € By, ;, ¥y

12— 2zi | < |2 —w| 4 |w — 2, 4| < 6+2V35/6 <.

Esto implica que z ¢ F y por tanto z € . La frontera de D
estd contenida en la unién de las fronteras de los discos B;, j,, k =
1,---,n. Mas aun, la parte de la frontera de D dentro de cada
cuadrado de la malla definida por los centros z;, j,,k =1,---,n,
estd formada de un arco de circulo, o de dos arcos de circulo que
tienen en comin un punto final, o de un par de tales arcos disjun-
tos. Por lo tanto la frontera de cada componente conexa de D es
una uniéon de un numero finito de curvas de Jordan.

Por lo tanto cada componente conexa de D es un dominio ele-
mental de Cauchy. Como consecuencia, D es un dominio de
Cauchy. O

Definicion 1.3.28. El interior de un contorno de Cauchy
C determinado por un dominio de Cauchy D, estda definido
por int(C) = D. El exterior de un contorno de Cauchy C
determinado por un dominio de Cauchy D, estd definido por

ext(C):=C \ (DUCQC).

Sea C' un contorno de Cauchy. Si E y F' son subconjuntos de
C tal que E C int(C) y F C ext(C), entonces se dice que C
separa FE de F.
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Corolario 1.3.29. ([1], Corolario 1.22) Sea E un subconjunto
compacto de C y F un subconjunto cerrado de C . Si ENF =,
entonces existe un contorno de Cauchy C que separa F de F.
Ademss, existe un contorno de Cauchy que separa FUC de F, y
existe un contorno de Cauchy que separa £ de F'UC.

Demostracion. Sea © := C \ F por el teorema 1.3.27, existe un
dominio de Cauchy D tal que E es un subconjuto de D y la
clausura de D no intersecta F. Ahora sea C' la frontera orientada

de D. Entonces E C int(C) y FF Cc C \ (DUC) = ext(C), esto
es, el contorno de Cauchy C' separa E de F.

Ahora, como E U C es compactoy (ENC)NF = (), reempla-
zando F por E U C se obtiene un contorno de Cauchy que separa
EUC de F. Similarmente, como EUC es cerradoy EN(FUC) = (),
reemplazando F' por F'UC se obtiene un contorno de Cauchy que
separa F de FUC. O

Observacion 1.3.30. Usando el corolario anterior, para cada con-
junto espectral A para T, existe un contorno de Cauchy C que
separa A de o(T) \ A.

Si A es un conjunto espectral de T', el conjunto de todos los
contornos de Cauchy que separan A de o(7’) \ A se denota por
C(T,A).

Definicién 1.3.31. Para un conjunto espectral A para T y C €
C(T,A), se define como

1
P(T,A) = —— [ (T —AI)"1d),
27 Jo
la cual es la integral de contorno a lo largo de C', de funciones con
valores en B(X), A — (T — AI)~! de la variable compleja \.

Proposicién 1.3.32. ([1], Proposicién 1.23)

Sea A un conjunto espectral para T'y P := P(T, A). Entonces P
es una proyeccioén y ésta conmuta con 7. Mds atn, si @ € B(X)
es cualquier proyeccién tal que @ conmuta con T'y R(Q) = R(P),
entonces (Q = P.
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Demostracion. Sea C € C(T,A). Por el corolario 1.3.29, existe un
contorno de Cauchy C; que separa A U C de o(T) \ A. Entonces
Cy € C(T, A) y por consiguiente

P? = (—217”>2/C [/01 (T — \)"YT — kI)"tdr| dA.

Por la primera identidad del resolvente 1.2.4, se tiene que
(T —-X)"'— (T —sD) P =\ =r)(T—-X)"YT —sI)™?

para
red, ke(].

Por lo tanto

P2 (—;mf/c [/Cl (T A" — (T — wI)™] Ad_”ﬁ} i
() Ll e
_ <_271Ti>2/01 (T_M)l/c;l_“ﬁ] d

como (T — AI)~! es un operador continuo podemos intercambiar
los ordenes de integracién. Dado que C pertenece a int(C1), se
sigue que para cada A € C' y cada k € (], se tiene que por el
teorema de Cauchy,

dA
/ 0.
C)\—/i

Esto prueba que P? = P. También, P € B(X) por que P es la
integral de contorno de una funcién de valores en B(X). Como T
conmuta con (T — AI)~! para cada A € C se tiene que

TP=T [—1 /C(T—)\I)_ldA] L T(T — \I)~tdx

2mi 2mi Jo
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:_i, (T — \)~'1Td\ = {_1,/@_”)—1@] T =PT,
211 C 2mi C

Por lo tanto los operadores P y T' conmutan.

Sea ahora Q € B(X) tal que Q%> = Q, QT = TQ y R(Q) =
R(P). Entonces Q(T — M)~ = (T — M)~'Q para cada A sobre
C € C(T,N), asi que QP = PQ. Sea x € X. Como Qx € R(P) y
Pz € R(Q), obtenemos

Qx = PQr = QPx = Px.
Por lo tanto Q = P. [0

Observacion 1.3.33. El hecho de que P y T conmuten implica
que M :=R(P)y N := N(P) = R(I — P) son invariantes bajo T.
En efecto, sea = € T(M), existe y € M tal que Ty = z, luego
TPy = x,como Py T conmutan PT =z, asi Ty € R(P) = M es
decir x € M.

Ahora sea z € T'(N), existe y € N tal que Ty = z, como Pz =0
se tiene que x = Ty—TPy=Ty— PTy= (I — P)Ty € R(I - P).
Por lo tanto x € N esto es T(N) C N. Por consiguiente M y N
son subespacios invariantes bajo T

Reciprocamente, supéngase que T (M) € M y T(N) C N. Sea
x € X, six € M se tiene que

Pl'y =Tx =TPx

entonces
PT =TP.

Ahora si x € N, Tx € N luego
PTe=P0=0=Px=TPx
por lo tanto PT = T P. En conclusién para todo x € X, PT =TP.

Por lo tanto este par de subespacios invariantes descomponen 7.

Definicién 1.3.34. Sea C € C(T, \) y para \g € o(T) se define

1 4, d)
S(T, A, o) := 53 C(T—)\I) IAO—X
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Observacién 1.3.35. S(T, A, \g) es un operador lineal acotado
en X, y no depende de C' € C(T, A).

Proposicién 1.3.36. ([1], Proposicién 1.24)
Sea A un conjunto espectral para T', C € C(T,A), P := P(T,A),
M :=R(P), N:=N(P), \o€o(T)y S:=5(T, A, \g). Entonces

(a) S conmuta con Ty con P.
(b) Si \g € A, entonces
S(T—Nl)=I—P y SP=0,

asi que
A0 € p(T‘N)a

(T|ny = M)~"=S|n vy S|m =Olum.
(¢) Si N € a(T)\ A, entonces
S(T —XI)=-Py SP=S
asi que %o € p(T|as),

(T|pr —XoIl) ™= =S|y v S|y =Oln.

Demostracion. (a) Como T' es continua y conmuta con P, para
cada A se tiene que

TS:T[—l,/(T—)\I)_l dX
2mi Jo

™ /\0 - A

1 dX
=5 CT(T — M)_le —

1 d\
=5 C(T — AI)*lT)\O Y
_ _% (- /\I)lAOdi T = ST.

Por tanto S conmuta con T'.
Similarmente, como P es continua y conmuta con (T — AI)~%
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entonces P conmuta con S pues para A € C, se tiene que

1 d\
PS=P|— [ (T—-xD)!
[ 2mi /c( ) Ao — )\}
1 d\
=—— | P(T-XD"!
211 C ( ) )\0 - A
1 d\
——— [ (T=XD"'P
211 C( ) /\0 -

1 d\
=|—— [ (T=XD! P=SP
o [T e

por lo tanto S conmuta con P.

(b) Sea Ao € Ay C € C(T,A), entonces

1 d\
S(T —NI) = —— [ (T = XI)"YT = \oI
( ol) 27Ti/c( )~ ( 0 )/\0_)\
1 d\
=—— [ (T =X)"NT = X[+ X — X\l
3t [T = ADTHT = AT+ AT = dol)5
1 d\ 1
——— | 2 14— — [ (T=XD"td\
211 C)‘U_)‘ + 211 C( )
=I—P
como Ao € int(C) y [ % = —27i.

Ahora, por el corolario 1.3.29, existe un contorno de Cauchy Cy que
separa AUC de o(T')\A. Usando C en la definicién de la integral de
Sy C1 en la definicién de la integral de P, y utilizando la Primera
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Identidad del Resolvente (proposicién 1.2.4, (d)), obtenemos

1 d\
P=|— [ (T-X)"! P
o [ 27”/0( ) >\0_/\}
1 d\
=—— [ (T-X)"'P
211 C( ) )\O—A

1 1 d\
= T — N - T — k)" 'd
omi ( D)™ { 2mi /Cl( w) H} Ao — A

( 271'1) //C1 (@ = AN = (T = D) (Ao—f)/zA—m)dA
~(oam) LIS LAt
2
() Ll [ fsjo-o

porque C C int(Cy), asi fc )\d"“ﬁ = —2mi para cada A € C,

v H—OparacadaRECﬁy

/ dA 1 / dX . 1 / dA
C()\()—)\>()\—Fd)_)\0—/€ C)\—/'i )\O—KZ c)\0—/\

211

N )\0 — K
para cada k € (1.
Ahora, S aplica M en M,y aplica N en N, pues S'y P conmutan.
Por lo tanto S’M = O‘M y S‘N(T— )\()I)|N = I‘N.
En particular, A\g € p(T|n) y (T|xy — M)t = S|n.

(c) Sea \g € o(T") \ A. Como en (b) se tiene que,

1 d 1
— A I+ — [ (T —XI)"td\
2w Jo Ao — A 2 Jo

S(T = MoI) = —

Pero ahora \g € ext(C), asi fC % =0 y por lo tanto
S(T — X\oI) =—P.
Por el corolario 1.3.29, existe un contorno de Cauchy C que separa

AUC de o(T) \ A. Usando C en la definicién de S y C; en la
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definicién de P, y nuevamente usando la Primera Identidad del
Resolvente 1.2.5 (d), obtenemos

= () L[ LAt
“Cam) L[ L] o

Como Ny € o(T) \ A C ext(C), fcm =0y fCl % =
—27i, por lo tanto SP = S. Se cumple,

Slu(T = Xol)|m = —Ilm y S|y =Oln.
En particular,
X € p(Tw) y (T =)™ = =5|u.
|

Teorema 1.3.37. Teorema de descomposicién espectral([1],
Teorema 1.26)

Sea T' € B(X), A un conjunto espectral para T', P := P(T,A) la
proyeccién espectral, M := R(P) y N := N(P). Entonces T es
descompuesto por (M, N), y T tiene la forma matricial siguiente

=15 5]

donde A :=T|y y B :=T|n. Ademas
o(A)=Ay o(B)=0o(T)\ A
En particular, o(A) N o(B) = 0.

Demostracion. Como T y P conmutan, el par (M, N) descompone
a T'. Por la proposicién 1.3.19, obtenemos

o(T)=0(T|pm)Uo(T|n) =0(A)Uo(B).
Por la proposicién 1.3.36, obtenemos

AcCp(B) y o(T)\ACp(A).
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Considerando los complementos de los conjuntos anteriores res-
pecto de C se obtiene

o(B) =C \p(B) = (p(B))° C A =0(T)\ A

o(A) = C \ p(4) = (p(4))° C (o(T)\ 1)° = A.

Ahora, considerando nuevamente los complementos de los conjun-
tos anteriores en o(7'), obtenemos

Aco(T)\a(B)ya(T)\ A Cao(T)\o(A)
=ACo(A)yo(T)\ACo(B).
|

Si P es una proyeccién en B(X), entonces PB(X)P es un
subalgebra cerrada de B(X) con unidad P. Sea T' € B(X), si
TP = PT entonces

o) p(TP)U{0} = o(TP), (P #1). (1.2)

Para la proyeccién complementaria de P (Q := I — P) es conocido
que

o(T) = oppx)p(TP) Uogpa)o(TQ). (1.3)

Teorema 1.3.38. ([19], Teorema 1.2) Sea T € B(X). Un conjunto
A C C es un conjunto espectral de T si y sélo si existe una
proyecciéon P € B(X) que conmuta con T tal que

oppx)p(TP) Nogpx)o(TQ) =0y oppxyp(TP) = A, (1.4)

donde Q@ =1 — P.
En este caso P es la proyeccién espectral de T' correspondiente a
A, y Q es proyeccién espectral correspondiente a 7 = o(T) \ A.

Demostracion. Sea A un conjunto espectral para T’ con proyeccion
espectral P y conjunto espectral complementario 7. Veamos que
UPB(X)p(TP) C A. En efecto, sea a € A. Elegimos conjuntos
abiertos disjuntos A y Q) tales que A C A, o ¢ Ay 1T C Q.
Definiendo la funcién h sobre A U €2 dado por

[ (a=N"t sixeA
h()\)_{ 0 si e
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Sea f la funcién caracteristica de A en AUQ y P := f(T). Por el
céalculo holomorfo, se cumple que

(aP — TP)R(T) = f(T) = P.

Note que h(T) € PB(X)P pues h(T)P = h(T). Como cada ope-
rador conmuta entonces P — T'P es invertible en PB(X)P. Por
lo tanto a ¢ opgxyp(T) esto es oppx)p(T) C A.

Como @ := I — P es la proyeccién espectral para 7, usando un
argumento similar al anterior se tiene que opgx)p(TQ) C 7. De
o(T) = opgayp(TP) Uogpao(TQ) y ANT = 0, se tiene que
A= O'(T) NA= UPB(X)P(TP) NA= JPB(X)P(TP)' Similarmente,
7 = oppx)p(TQ) esto prueba 1.4.

Reciprocamente supéngase que P es una proyecciéon que cumple
1.4. Entonces opgx)p(T'P) = Ay 7 = oppx)p(T'Q) son conjun-
tos compactos disjuntos que satisfacen o(7) = AUT. Por lo tanto
A, 7 son conjuntos espectrales de T'. Para probar que P es la pro-
yeccion espectral de T en A, elegimos conjuntos abiertos A y €2
tales que A C Ay 7 C Q. Si f es la funcién caracteristica de A en
AUQ, de

A=T)"' =\ =TP)pgayp + A= TQ)op200

se tiene que

f(T) = fp(TP)+ (fo(TQ) = fr(TQ) = Ipsx)p = P,

donde fp y fo denotan las aplicaciones de f en PB(X)P y
QB(X)Q respectivamente. Por lo tanto A es un conjunto espectral
deT. O

1.4. Inversas generalizadas para matrices

Sabemos que una matriz es invertible si es no singular, o de
otra manera si su determinante es distinto de cero. Sin embargo, es
frecuente encontrar en diversas areas de matematicas la necesidad
de utilizar matrices singulares e incluso rectangulares, para ello es
posible apoyarse en la teoria de operadores generalizados inversos,
la cual se puede utilizar en matrices como veremos a continuacion.
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Sea A € C ™ ™ A* denota la transpuesta conjugada.
Dados u,v € C"™, < u,v > denota el producto interno entre u y
v

Sea I CcC" I+ :={uecC" <wuv>=0 VYucl} esel
complemento ortogonal de I.

Definicién 1.4.1. (Definicién funcional de inversa generalizada)
Sea A € C ™ " y definamos Af : C ™ — C ™ mediante

: L
Ay — 0 Sl,f € R(A)
(Algea=y) 'z si z € R(A).

La matriz AT es tnica y se llama la inversa generalizada de A.

Observacién 1.4.2. 1- Sea x € C™, C™ = R(A) @ R(A)*,
luego © = u +v con u € R(A), v € R(A)*
AATz = AAT(u+v) = AATu + AATw =0+ 0 = u.

Ast (AAT)2z = AAT(AAT2) = AATu = u = AATx.
Por tanto AAT es idempotente.

2.- Como R(AAT) = R(A) y N(AAT) = R(A)*
se concluye que AAT es proyeccién sobre R(A) alo largo de R(A)™*.

Definicién 1.4.3. (Definicién de Moore de la inversa generaliza-
da.) Si A € C ™*" entonces la inversa generalizada de A se define
como la tnica matriz A tal que

a) AAT = PR(A)a

Definicién 1.4.4. (Definicién de Penrose de la inversa generali-
zada.) Si A € C ™*" entonces Al es la tinica matriz en C "*™ tal
que

1. AATA = A,
2. ATAA! = AT,

3. (AAT)* = AAT,
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4. (AtA)* = ATA.

Teorema 1.4.5. ([6], Teorema 1.1.1)
Las definiciones de Moore y Penrose de la inversa generalizada son
equivalentes.

Demostracion. Note que de (1) y (2), se tiene que AAT es
idempotente y ademds es proyeccién, es decir, AAT = Pra)-
Similarmente se puede ver que AfA es idempotente y también
que AAT = Paxy.

Por lo tanto A satisface (a) y (b) de la definicién de Moore.

Afirmacién 1.- Si AT satisface (a) y (b) de la definicién de
Moore, entonces Al satisface (3) de la definicién de Penrose.
En efecto. Veamos que (AAT)* = AAT

((AA)z = (AAT) (44T

= (AATAATY 2 = (AAN)2)*z = (AATY =z,

entonces

((AAT)")? = (AAT)".
De manera andloga:

((AT)*A)%z
= (ATA)*(ATA)*z
= (ATAATA)
= ((ATA)})*z = (ATA)*z.
Por lo tanto ((AfA)*)2 = (ATA)*.

Se tiene que (1) se sigue de (a) observando que
AATA = PpayA = Ay similarmente AtAAT = PR(A*)AT = Af.

La existencia de A' en las definiciones de Moore y Penrose se
sigue de la construccién de Af.

Afirmacién 2 .- Una solucién de las ecuaciones (1)-(4) de la
definicién de Penrose, es una solucién de (a) y (b).
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Supéngase que Al es una matriz que satisface (1)-(4). Multipli-
cando (2) por la izquierda por A se tiene

AATAAT = (AAT)? = (AAT)2 = AAT
esto y (2) demuestran que AAT es una proyeccién ortogonal.

Veamos que R(AAT) = R(A).
En efecto, usando (1) y el hecho de que R(BC) C R(B) para
cualesquiera operadores B y C, obtenemos
R(A) = R(AATA) C R(AAT) C R(A), asi R(A) = R(AAY).
Por lo tanto AAT = Pra)-

Ahora veamos que ATA = Ppra-
Multiplicando (1) por A" por la izquierda se tiene que
ATAATA = (ATA)?2 = ATA, esto y (4) demuestran que ATA

es una proyeccion ortogonal.

Finalmente veamos que R(ATA) = R(AT).

En efecto, usando (2) y nuevamente el hecho R(BC) C R(B), se
tiene que R(AT) = R(ATAAT) € R(ATA) C R(AT) y por lo tanto
R(A") = R(ATA). Por consiguiente ATA = Pr(a)-

Afirmacién 3.- La solucién de (a) y (b) o (1)-(4) es unica.

Demostraciéon

Para probar la unicidad, se demostrard que si AT es una matriz
que satisface (1)-(4) o (a) y (b) entonces satisface la definicién de
Al

Supéngase que A satisface (1)-(4), (a) y (b). Si x € R(A)*, en-
tonces por (a)

AATz = 0.

Se sigue de (2) que ATz = ATAATz = AT0 = 0.

Siz € R(A), entonces existe y € R(A*) tal que Ay = z. Ahora
tomando el adjunto de ambos lados de (1) en la definicién 1.4.4
obtenemos

A = (AATA) = (ATA)A" = ATAL" = Py A°
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y por tanto PranA* = A% y asf R(A*) C R(AT).
Luego Atz = ATAy = .
Como y = (A|p(as)) 'z, AT satisface la definicién 1.
U

Ejemplo 1.4.6. Veamos (A")? # (A%)T.
Sea
1 -1
a=(o )
1 1 0
|
A=3 ( -1 0 )

es la inversa generalizada de A.
En efecto
1.-

Probemos que

I Il DO

N N N
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. AT es la inversa generalizada de A.
Ahora observamos que

2= 0 )0 0)=(0 o)

y ademas

1/ 1 0\1/ 1 0\ 1/ 1 0\ 1
2 _ L 1 _1 _ 1
A 2(—1 0)2(—1 0) 4(—1 o) 4

Por lo tanto
1 -1 1
_ gt
(1 1 >_2AA

= (5(0) (0 3))-

la cual no es una proyeccion.

I
B

| =

Ejemplo 1.4.7. Este ejemplo muestra que aunque A es similar a
J, A" no es similar a Jt.

Sean
1 1 -1 1 01
A= 2 0 =2 |,B={|0 11
-1 1 1 1 00
y
010
J=10 0 0
0 0 2
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Observe que

0 0 1
Bl=| -11 1
1 -1
entonces
1 01 010 0 0 1
BJB'=[0 11 000 -1 1 1
1 00 0 0 2 1 0 -1
01 2 0 0 1
=10 0 2 -1 1 1
010 1 0 -1
1 1 -1
= 2 0 -2
-1 1 1
= A.
El polinomio carateristico de A es
1 1 -1 A0 O
|A— M| = 2 0 -2 |- 0O XN O
-1 1 1 0 0 X\
1-X 1 -1
= 2 - =2
-1 1 1-X

=[1=N((=NA=-2)+2)-20-X)=-2)=(2-X)
=(1=NA=A+2)—(2-22—-2) -2+

= A2 A+2-M 220420 —24 )

=N —2X2 =2\ -2)

asf los divisores de A son A2 y A\ — 2.

Note que
00 0
Jb=110 o0
00 1/2
y
. 1 2 -1
AT:E 6 0 —6
-1 -2 1
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Luego el polinomio caracterfstico de JT es A2(A — 1/2) con
divisores elementales A2 y (A — 1/2).

Mientras que el polinomio caracteristico de A es
A — (1 + V13/12))(A — (1 — V/13/12)) y por tanto tiene

una forma de Jordan, mientras que J' no.

1.4.1. Algunas propiedades basicas de la inversa
Moore-Penrose

Teorema 1.4.8. ([6], Teorema 1.2.1) Supdéngase que A € C ™*™,
Entonces

1. (ADf = A,
2. (Ahy* = (A")F.

3. 8iA€C, (AA)T = ATAT donde AT = 1 si A #0
y At =0siA=0.

4. A* = A*AAT = ATAA*

5. (A*A)T = ATA*T,

6. AT = (A*A)TA* = A*(AA*)T

7. (UAV)T = V*ATU* donde U,V son matrices unitarias.

Demostracion. 1.— Se sigue de la definicién de Moore.
2.— Usando 1, y la definicién de Moore se tiene que

(AN A" = (AAT)* = AAT = Ppiuy = Plaiyi = Praiy

y
(A*AY* = (ATA)* = ATA = Py
(AT = (AN
3.-Veamos que M\TAT, cumple la definicién de Moore.
1 A
()‘TAT)()\A) = XAT)\A = XATA = PR(AT) = PR()\TAT)
y

1 A
(AA)NTAT = AAXAT = XAAT = Pr(a) = Pr(ya
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4.- Tomando el adjunto en A = (AAT)A y A = A(ATA) obte-
nemos

A* = ((AAN)A)* = A*(AAT)* = A*AAT
A* = (ATA) A" = ATAA".

5.-Veamos que (A*A)' es la inversa generalizada de AT(A*)T,
el cual satisface la definiciéon de Moore.

a)
ATATA*A = AT(ATA A = AT(AAT)* A = ATAATA = ATA

= Preaty = Pr(ata)-

b) También,
A*AATAT = A (AAN AT = A% (AAT) AT = A* AT A% AT
= (A" A (A*A*) = A% AT = Prse) = Preara) = Pri(a»aye)-
Por lo tanto (A*A)f = AT A*! por la definicién de Moore.

6.-Usando la definicion de Penrose se tiene que:

AT = AT(AAT) = AT(AAT)* = ATAT A" = ATA*T A = (A*A)T4*

y
Al = (ATA)AT = (ATA)*AT = A*ATAT = A*(AA4%)T,

7.-Veamos que V*ATU* satisface las ecuaciones de Penrose,
en efecto:

(1)
UAV(V*ATUNUAV = UA(VVHAN(U*U)AV

= UATATTAV = UAV.
(2)
V¥*ATU(UAV)V*ATU* = V¥ ATTAATU* = V¥ ATU*.
(3)
(UAV)(V*ATU*))* = (U*ATU*)* (UAV)*
= UATvVE AU = UAT A* U™

41



CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.4. INVERSAS GENERALIZADAS PARA MATRICES

= U(AAN)*'U* = UAATU* = (UAV)(V*ATU).

(V*ATU*)(UAV))* = (UAV)*(U* ATU*)*
=UA VvV AU = A AT U
= U(ATA)'U* = UATAU* = (V*ATU*)(UAV).
O

Como la prueba del Teorema 1.4.5 ilustra, es frecuente utilizar
el rango y el espacio nulo en varias expresiones relacionadas con

Al

Teorema 1.4.9. ([6], Teorema 1.2.2)
Si A € C™*" entonces

8. R(A) = R(AAT) = R(AA*).
9. R(A") = R(A*) = R(ATA) = R(A* A).

10. R(I — AAT) = N(AAT) = N(A*) = N(AT) = R(A)*.
11. R(I — ATA) = N(ATA) = N(A) = R(A*)*.

Demostracion. 8.- Como R(BC) C R(B), para cualesquiera ope-
radores B, C, se tiene que

R(AA") C R(A) = R(AATA) ¢ R(AAT).

Por lo tanto
R(A) = R(AAY),

Como R(A) C R(AA') y R(A) = R(AATA) = R(A(ATA)*) =
R(AA*A™) C R(AA*) entonces R(A) = R(AAT).

9-R(A*) = R(A*AAY) c R(A*A) C R(A*), luego

R(A™) = R(A™A).

R(A*) = R(ATAA*) C R(ATA) c R(AT) = R(ATAAT) c R(ATA),

entonces R(ATA) = R(AT) y ademds R(ATA) = R((ATA)*) =
R(A*AT)* € R(A*) por lo tanto R(A*) = R(ATA).

10.-Sabemos que para operadores By C' tenemos que N (C') C
N(BC), entonces N(AT) ¢ N(AAT) y como
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N(AAT) € N(ATAAT) = N(AT), se tiene que N(AT) = N(AAT).
Note que

N(A*) C N(AT(AT)*A*) = N(AT(AAT)")

= N(ATAAT) = N(AT)

N(AT) € N(A*AAT) = N(A"),
en conclusién N(A") = N(A*).

11.-De manera similar al inciso anterior se cumple que R(I —
ATA) = N(ATA), y también R(A*)+ = N(A). Ahora sabemos que
N(A) € N(ATA) y como N(ATA) ¢ N(AATA) = N(A) entonces
N(A)=N(ATA). O

Ejemplo 1.4.10. Una forma de calcular AY, usando (2) de la
definicion de Moore esto es ATA = Pray.
Sea

— = O
S O N
=N N

Entonces R(A*) estd generado por

1 0 1 1
1.2 .[o].,[o
2 P 1 1

Un subconjunto que forma una base de R(A*) es

1 0
0], 2
1 2

pues
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1
es decir 1
2
1
de los vectores [ 0 | y
1
Como
AU
Al 0 | =
0 1
1
y
0N (o
Al 2 | =
9 1
1
Por lo tanto
;’ 1
AT =(o
2 1
2

Ahora calculamos una base para R(A)+ =
el sistema A*x = 0, © = (1,22, 3, x4)".

S O N =

S O N =

es combinacién lineal

2 3
2 (1) 2
1 1 2
1 2
2 6
ATEANE
1 9 2
1 2

6

8

2

2

N(A*). Resolvemos
Observe que aplicando el

método de eliminaciéon Gauss-Jordan se tiene que

A* =

es equivalente a

S O =

Entonces

1 0
0=A"z=| 0 2
0 O

0
2

1 011
1 200
2 211
1 1
-1 -1
0 0
1 I 0
X9 0
—1 —
0 I3 0
Ty 0
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Luego
1 +w3+x4 =0
209 —x3 — x4 =0
de donde
—T3 — T4 -1 -1
Lty 1/2 1/2
T o =3 1 T3 0
X4 0 1
con 3, x4 € C .
Entonces
33 -1 -1
i 2 4 1/2 1/2 1000
A = 01 0O
2 1 1 0 110 0
21 0 1
es decir
-1
3 3 -1 -1
1 0 0O
At = 010 0 2 4 1/2 1/2
110 0 2 1 1 0
21 0 1

1.4.2. Solucién por Minimos Cuadrados

Dada A€ C™" y bhe C™, el sistema lineal
Az =1b (1.5)

es consistente, es decir tiene una solucién para x, si y sélo si b €
R(A). De otra forma, el vector residual

r=b— Az (1.6)

es distinto de cero para todo z € C ™, y es deseable encontrar
una solucién aproximada de 1.5, para la cual un vector x hara que
el vector residual méas cercano a cero en algin sentido, es decir,
minimizando la norma de 1.6. Una solucién aproximada que es
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frecuentemente usada, especialmente en aplicaciones estadisticas,
es la solucién por minimos cuadrados de 1.5 [3].

Notacién. Si w = [wy,---,wp]* € CP, entonces
lwll = (Fy [lwil®)7? = (w * w)'/2.

Lema 1.4.11. ([6], Lema 2.1.1 )
Siu,v € CPy (u,v) =0, entonces

lu+ol* = [ull® + [|v]|*. (1.7)
Demostracion. Supéngase que u,v € C Py (u,v) = 0. Entonces

[utol? = (utv, utv) = (u,w)+(v,u)+(u, v)+(v,0) = [Jul*+[|v]*.
(1.8)
]

Definicién 1.4.12. Supdéngase que A € C™*™" y h € C™. En-
tonces un vector u € C™ es llamado una solucién de minimos
cuadrados de Ax = b de norma minima si ||Au — b|| < ||Av — b||
para todo v € C ™. Un vector u es llamado la soluciéon de minimos
cuadrados con norma minima para Ax = b si u es una solucién de
minimos cuadrados para Az = by |lul| < ||w|| para cualquier w
solucién de minimos cuadrados.

Teorema 1.4.13. ([6], Teorema 2.1.1)
Suponga que A € C ™ ™ y b € C ™. Entonces Afb es la minima
de las soluciones por minimos cuadrados para Az = b.

Demostracion. Notar que
|Az — b||> = ||(Az — AATD) @ —(1 — AAT)b|?
= || Az — AATH|)? + ||T — AATH|?

pues
(Az — AAT)(I — AAT)b = 0.

Por lo tanto z serd una solucién de minimos cuadrados si y
s6lo si z es una solucién del sistema consistente AX = AATb. Pero
las soluciones de Az = AATDb son de la forma

= AT(AATY) @ (I — AANb = ATb @ (I — AAD,
donde ||z|? = ||ATb|2. DO
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Corolario 1.4.14. ([6], Corolario 2.1.2) Supéngase que M es un
subespacio de C ™ y Pjs es la proyeccion ortogonal de C ™ sobre
M. Sibe C™, entonces Pyb es el vector més cercano en M a b
con respecto a la norma Euclideana.

Teorema 1.4.15. ([6], Teorema 2.1.2)
Suponga que A € C™ y b € C ™. Entonces los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. u es una solucién por minimos cuadrados de Ax = b.
2. w es una solucién de Az = AA'D.

3. u es una solucién de A*Ax = A*b.

4. u es de la forma Ao 4+ h donde h € N(A).

Demostracion. De la prueba del Teorema 1.4.11 que 1, 2 y 4 son
equivalentes. Si 1 se cumple, entonces multiplicando Au = b por
la izquierda por A* obtenemos 3. De otra manera, multiplicando
A*Au = A*b por la izquierda por A*T obtenemos Au = AATb. Por

lo tanto 3 implica 2. J

1.5. Inversas generalizadas internas y ex-
ternas de operadores en espacios de
Banach

Definicién 1.5.1. 1. Sea T' € B(X,)). Si existe algin T" €
B(Y,X), tal que TT'T = T, entonces T’ es una inversa
generalizada interna de 7, y el operador T es interno
regular.

2. SiT'"TT" =T" para algin T" € B(Y, X), T" # O, entonces
T” es una inversa generalizada externa de 7. En este
caso T es externo regular.

3. Un operador S € B(Y,X) es una inversa generalizada
reflexiva de T, si S es inversa interna e inversa externa de

T.

Lema 1.5.2. ([9], Lema 1.1.2)
Sea T' € B(X,)). Entonces
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a) Si T es invertible, entonces T~! es la tinica inversa generali-
zada interna de T

b) Si T, 7" € B(),X) son inversas generalizadas internas de
T, entonces T'TT" es una inversa generalizada reflexiva de
T.

c) SiT' € B(Y, X) es inversa generalizada interna o externa de
T, entonces TT" es una proyecciéon en B(Y), y T'T es una
proyeccién en B(X).

Demostracién. a) Supongamos que T’ es otra inversa genera-
lizada interna de T, tal que 77 # T~'. Por definicién tenemos
que TT'T = T y también TT'T = T, luego TT'T = TT'T.
Como T es invertible TT~! = T='T = I, multiplicando por T}
por la izquierda y por la derecha en ambos lados de la igualdad
anterior, obtenemos T'T = T~ T luego T' = T~!, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto T~! es la tnica inversa generalizada
interna de 7.

b) Por definicién de inversa generalizada interna se cumple que
TT'T =T y TT"'T =T.

Veamos que T"TT” es una inversa generalizada interna de 7. En
efecto
T(T'TT"\T = (TT'T)T"T = TT"T = T.

Ahora veamos que T"TT" es una inversa generalizada externa de
T.
(T'TT"\T(T'TT") = T'(TT"T)(T'TT")

=T'T(T'TT") = T'(TT'T)T" = T'TT".

Luego T'"TT" es inversa generalizada interna y externa de T'y por
lo tanto, es una inversa generalizada reflexiva de T'.
¢) Supdéngase que T” es una inversa generalizada interna de T
Como
(TT? = (TT'YTT") = (TT'T)T =TT’

es decir, TT" es un operador idempotente y TT" es un operador
de Y a Y, luego TT' es una proyeccién en B()). Andlogamente
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T'T es una proyeccién en B(X), pues (T'T)? = (I'T)(T'T) =
T(TT'T) = T'T.
Ahora si T es una inversa generalizada externa de T'. Se cumple
que

(TT)? = (TTYTT)=T(T'TT") =TT

y también (T'T)* = (T'"T)(T'T) = (T'TT")T = T'T,

esto tanto TT” como T'T son operadores idempotentes, por lo
tanto son proyecciones en B())) y B(X) respectivamente. [

Observacion 1.5.3. Del lema 1.5.2 se sigue que 7T tiene inversa
generalizada reflexiva si y sélo si T es interno regular.

Los siguientes Teoremas fueron tomados de [9], Teoremas 1.1.3
y 1.1.4 respectivamente.

Teorema 1.5.4. Si 77 € B(Y,X) es una inversa generalizada
interna de T € B(X,)), entonces TT" es una proyeccién de Y
sobre R(T), y I — T'T es una proyeccién de X sobre N(T'). En
consecuencia, R(T) y N(T) son subespacios complementarios de
Y y & repectivamente.

Demostracién. Sabemos que R(TT') C R(T). Ahora supéngase
que z € R(T). Entonces existe algin y € X, tal que x = Ty =
TT'Ty = TT'z. En consecuencia, x € R(TT").

Si x € N(T), entonces (I — T'T)x = x. Por lo tanto, N(T) C
R(I—T'T). De otra manera, sea x € R(I —T'T). Como I —T'T es
una proyeccion, se sigue que x = (I—T"T)x, implica que T"T'z = 0.
Por lo tanto, Te = TT' Tz =0y x e N(T). O

Teorema 1.5.5. Sea T' € B(X,)). Si R(T) y N(T) son subes-
pacios complementarios y cerrados de ) y X respectivamente, en-
tonces T es interno regular.

Demostracion. Supongase que existen subconjuntos cerrados M
de X y N de Y, tales que ¥ = M @& N(A) y Y = R(T) ® N.
En general, el operador T tiene la siguiente forma matricial con
respecto a la descomposicion de estos espacios:

=[5 w] i ][] e
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Note que T3 representa la restricciéon de T de N(T) a R(T), y T
es la restricciéon de T de N(T') a N, asf se sigue que T3 = O y
Ty = O. Ademas, Ty es la restriccién de T'de M a N, y N es un
subespacio complementario de R(T'). Por lo tanto, Ty = O. En
consecuencia, T tiene la siguiente forma

(5 8 [][] o

Como N(T) = N(T1) & N(T), se sigue que N(Ty) = {0}. La
igualdad R(T') = R(T1) es clara. Por lo tanto, 77 es un operador
invertible de M a R(T). Sea T" € B(X,Y) arbitrario. Entonces T"
tiene la siguiente forma:

(5 ] L) o

Una multiplicacién directa de matrices demuestra que 7" es una
inversa generalizada interna de 7' si y sélo si T} = T} ! donde T}
es invertible. Por lo tanto, existen inversas generalizadas internas
de T y todas ellas tienen la siguiente forma:

o[ EL ] o

donde Ty T, Tj son operadores lineales arbitrarios sobre los co-
rrespondientes subespacios. [J

El siguiente corolario es una caracterizacién de operadores in-
ternos regulares.

Corolario 1.5.6. ([9], Corolario 1.1.5) Un operador T' € B(X,))
es interno regular, si y sélo si N(T') y R(T'), son respectivamente
subespacios complementarios cerrados de X y ).

También es de interés tratar el caso de, dado 1" una inversa
generalizada interna de 7', encontrar las formas matriciales de T'
y T' con respecto a las descomposiciones X = R(T'T) @ N (T) y
Y =R(T)®N(TT'). Para esto se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 1.5.7. ([9], Teorema 1.1.6)

Sea T € B(X,Y) interno regular, y sean M y N subespacios ce-
rrados de X' y ) respectivamente, tal que X = M & N(T) y
Y =R(T) @ N. Entonces T tiene la siguiente forma matricial:

(5 ][] e

donde 77 es invertible.
Ademss, si T” es una inversa generalizada interna de T tal que
R(T'T) = M y N(TT') = N, entonces 1" tiene la siguiente forma:

o[ A ()

donde W € B(N,N(T)) es arbitrario.

Demostracion. Para verificar que T tiene esa forma, vemos la ex-
presién 1.10. De acuerdo a la expresién en 1.12 sabemos que 1"
tiene la forma

e[ ] L) e

Si R(T'T) = M, se sigue que T'T es la proyeccién de X sobre

Malolal"gOdeN(T>' AS{’ T = |:é g:| : [N]\{T):| -
[ M

./\/(T) VITl (O) ] con respecto a
la misma descomposicién del espacio. Por lo tanto, V = O. Por la
misma razén TT”" es la proyeccién de ) sobre R(T) a lo largo de
N. Finalmente, obtenemos U = O. [

] . De otra manera, T'T = [

Del teorema 1.5.7, observamos que la inversa generalizada in-
terna es tunica si se fija el rango y el espacio nulo de un operador.

Teorema 1.5.8. ([9], Toerema 1.1.7)
SeaT € B(X,)Y). Entonces existe una inversa generalizada externa
T"eBY,X)de T (T" # O) siy sélosi T # O.

Demostracion. Si T"TT" = T" y T" # O, entonces es claro que
T # O. De otra manera, si T' # O, entonces existe algin zg € X
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tal que Txg = yo # 0. Considere las descomposiciones de los es-
pacios X = span{zo} & M y Y = span{yo} ® N para subespacios
cerrados M, N de X y ) respectivamente. Entonces T tiene la for-
Ty Tio ] ) { span{xo} } N [ span{yo} ]

O Ty | M N '
Aqui Th1xg = Txg = yo y 111 es invertible. Considere el operador
S AN N

O O N M
T" # Oy ademas T"TT" =T". O

ma matricial T = [

] . Es claro que

T® denotars el conjunto de las inversas generalizadas externas
de T. Notar que si T” es una inversa generalizada externa de T,
entonces T es inversa generalizada interna de T”.
Ahora veamos la forma matricial para las inversas generalizadas
externas.

Teorema 1.5.9. ([9], Teorema 1.1.10)

Sea T € B(X,Y) un operador distinto de cero, y sean M y N
subespacios de X y ) respectivamente, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) Existe un operador distinto de cero T" € B(X,)) tal que
T'TT" = T". R(T") = M y N(T") = N.

(b) M y N son subespacios cerrados complementarios de X’y
Y respectivamente. T'(M) es cerrado, T(M) @& N =Y, y la
restriccién T'|pr : M — T(M) es invertible.

Si (a) o (b) se satisfacen, entonces el operador 7" en la parte
(a) es unico.

Demostracion. (a) = (b): Sea T"TT" =T" # O, R(T") =M y
N(T") = N. Dado que T es una inversa generalizada interna de
T", se sigue que T”T es una proyeccién de X sobre M = R(T"),
y I — TT" es una proyeccién de X sobre N = N(T"). Luego
T(M) =R(TT") es un subespacio cerrado complementario de N
en ). Ahora, la restriccion 1|y : M — T(M) es sobreyectivo.
Supdngase que existe algiin y € ) tal que 7"y = z. Por lo tanto,
obtenemos 0 = T"Tx = T"TT"y = T"y, esto implica que = = 0.
Se sigue que T'|ps es inyectivo sobre M. Finalmente, T|y : M —
T(M) es invertible.

(b) = (a): Existe un subespacio cerrado M; de X tal que X =
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M @& M;. También, se satisface Y = T(M) @ N. Considere la
forma matricial de T con respecto a éstas descomposiciones de los

T:[% %][l\]\z]_}[T%w (1.16)

Como T aplica M a T(M), obtenemos Ty = O. Dado que la res-
triccién Th = T'|pr : M — T (M) es invertible, el operador

e[5 Sl [A] e

espacios:

satisface (a).
Ahora, suponga que (a) o (b) se cumple. Considere un operador
arbitrario 7" € B(), X), satisface (a). Entonces T"” tiene la forma

T:[évfﬂ[“fv”)]ﬁ“‘jl] (118)
para algunos operadores lineales acotados L, U, V, W. La hipétesis
R(T") = M implicaque V.=0y W = O.SiN(T") = N, entonces
U = O, y L es invertible. Ahora la condicién T"TT"” = T"” implica
LTyL = L. Como L es invertible, obtenemos L = Tfl. Por lo
tanto, 7" = T}'. Por construccién T" es tnica. [

Si las condiciones 1.16 y 1.17 se cumplen, entonces existe la
lnica inversa generalizada externa T" de T con rango M y espacio
nulo N prescritos. T]EZ)N denotard éste T". El siguiente corolario
muestra la forma matricial de T" y su inversa generalizada exterior
47y
Corolario 1.5.10. (][9], Corolario 1.1.11) Bajo las condiciones
1.16 y 1.17 del teorema 1.5.9, sea T" = T]E/?N la correspondiente
inversa generalizada externa de 7T. Entonces T tiene la siguiente

forma matricial:

S o B < Rl e R

)

donde T7 es invertible. Ademds, Tﬁ’ N tiene la siguiente forma
-1
@ _ [T O | T(M) M
=[5 91T [l |-
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Demostracion. Tomando M; = N (T"T) en la prueba del Teorema
1.5.9, y considere la forma de T dada en 1.16, con Ty = O. Tam-

4 /1 I/ 1/ 1 Tf1T3
bién, T" = TY tiene la forma 1.17. Ahora, T"T = 0 0 :

M M
[ N(T"T) ] - [ N(T"T)
R(T"T) = R(T") = M paralelo a N (T"T), se sigue que T5 = O.
El resto se sigue de la prueba del Teorema 1.5.9. [

] . Como T"T es la proyeccién sobre
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Capitulo 2
Inversas Espectrales

En este capitulo se estudiaran los conceptos de operador simple
polar, polar, cuasipolar y la inversa A—Drazin, algunas caracteri-
zaciones de tales operadores, asi como su representacion en forma
matricial. Todos estos operadores tienen inversas espectrales, re-
cordar que una inversa espectral de un operador T € B(X') es una
inversa generalizada S € B(X') tal que sus puntos en el espectro
distintos de cero, son los reciprocos de los puntos del espectro de
T.

2.1. Preliminares

Definicion 2.1.1. Sea X espacio de Banach. Recordemos que
B(X) := B(X,X) es un algebra de Banach.
Sea K C B(X). Se definen los conjuntos KB(X) y B(X)K como

KBX):={LT:Le KyT e B(X)}.

BX)K:={TL:TeB(X)yLecK}.

Decimos que T, S € B(X) conmutan si T'S = ST.
El conmutador de T se define como el conjunto

com(T) :={T € B(X): ST =TS paracada S € K}.
El doble conmutador de T es el conjunto

com®(T) = com(com(T)).
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Denotemos por B(X')2 el conjunto de todos los operadores idem-
potentes, esto es B(X)2 :={T € B(X):T? =T}.
Sea B~1(X) el conjunto de todos los operadores invertibles.

Definicién 2.1.2. T € B(X) se llama descomponible regular,
si existe S € B~1(X) tal que T = T'ST.

Teorema 2.1.3. ([12], Teorema 7.3.4) Se cumple que
{T € B(X) : T es descomponible regular} = B~ (X)B(X)s.
Demostracion. Sea
D :={T € B(X) : T es descomponible regular}.

Supdngase que T' = T'ST con S invertible. Consideremos ST re-
sulta que (ST)? = (ST)(ST) = STST = ST, luego ST € B(X)s.
Entonces T = S~1ST es decir T € B~1(X)B(X)2. En consecuen-
cia D C B71(X)B(X)s,.

Ahora, si T = CP con C € B YX) y P € B(X), en-
tonces C~'T = C7'TC~'T y por lo tanto T = TC™I'T.
Ast B~Y(X)B(X)2 C D, en conclusién D = B~H(X)B(X). O

Definicién 2.1.4. Sea T € B(X),

(a) T se llama nilpotente si existe n € N tal que T" = O.

1/n

(b) T sellama cuasinilpotente si || 7"/ — 0 cuando n — oo.

Ejemplo 2.1.5. Ejemplo de un operador cuasinilpotente
pero no nilpotente [32].
Sea

T:02 02

el operador dado por

T2 T3

T(l’1,$2,$3, ) = (0, o, ?, ?7 )
Se verifica que || T7(|*/"

N €N tal que T" = O.

— 0 cuando n — o0, sin embargo no existe

Teorema 2.1.6. ([12], Teorema 7.4.3) SiT € B(X) ysi S € B(X)
es cuasinilpotente y conmuta con 7', se cumple que
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a) Si S es nilpotente entonces T'S es nilpotente.

(a)
(b) T'S es cuasinilpotente.

(¢c) Si T y S son nilpotentes entonces T+ S es nilpotente.
(d) Si T es cuasinilpotente entonces 7'+ S es cuasinilpotente.
(e) I —TS es invertible.

(f) Si T es invertible entonces T'— S es invertible.

Demostracion. Para (a) supéngase que S es nilpotente. Por de-
finicién existe m € N tal que S” = O y como por hipdtesis S
conmuta con T se cumple que

(TS)™ =T™S™ = 0, (2.1)

asi T'S también es nilpotente.
Mis generalmente, para (b) si ||S™||*/™ < e entonces

ITs)y™ [V = Tms™ | < T STV < T le (2.2)

y por lo tanto T'S es cuasinilpotente.
Para (c), si Ty S son nilpotentes, por definicién 7" = S™ = O
para algin m € N, entonces

(T + 5)%™ = in: ( 2;" ) 79 §2m=i (2.3)

j=0
m 2m

=s5my" < 2m > Tigmipm Y < 2m > Ti—1g2m-1 _ o
J=0 J j=m+1 J

(2.4)
esto es T'+ S es nilpotente.
(d) Mas generalmente, si 0 < ¢ < min(||T||, ||S||) y » > N, entonces
|T™] > €™ y ||S™]| > €™ esto implica para n > 2N que

(T + S)"|| < ") st (2.5)
>(7)

N 2N-1 n n . .
(S X X () mmsn e

j=0 j=N+1 2N
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N
< (e + €)" max <HT|, |S”> . (2.7)

€ €

Por lo tanto T'+ S es cuasinilpotente.
Para (e), supéngase que T' es un operador nilpotente, entonces
T+ = O para algiin m € N, luego

(I-TYI+T+ - +T")=T=T+T+---+T")(I-T). (2.8)

Por lo tanto
I-TeB'(x) (2.9)

esto es I — T es invertible. Entonces de esto y de (a) se sigue que
I — TS es invertible.

Por ultimo para (f) si T es invertible entonces por (e), T 4+ S =
T(I —T~1S) es invertible. [

2.2. Operadores simples polares

La primera clase de operadores que consideramos es la siguien-
te:

Definicién 2.2.1. T' € B(X) se llama simple polar si existe
P € B(X), tal que

a) TP = PT,
b) P e (B(X)T)N(TB(X))y
¢) T(I-P)=0.

Proposicién 2.2.2. ([12]) Los operadores simples polares son des-
componibles regular.

Demostracion. En efecto, sea T' € B(X) y S € com(T) si T =
TST con ST =TS = P, definimos S’ = S + (I — P) entonces

TS'T=T(S+ (- P)T =TST +T( - P)T (2.10)
=T +TT —~TPT =T +TT — T(ST)S (2.11)
=T+TT-TT =T (2.12)
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y ademds (S")~! =T + (I — P) pues
S'(S) = (S+ I~ P)T+(I-P)) (2.13)
=S(T+ (I —-P)+ I~ P)T+(I-P)) (2.14)
=ST+S(I—~P)+(I—-P)T+ (I P)>? (2.15)
=ST+T—-TP+T—PT+1—2P+ P? (2.16)
=ST+1—-2TS+TS=1. (2.17)

Por lo tanto T es descomponible regular. [

Teorema 2.2.3. T € B(X) es un operador simple polar si y sélo
si existe S € B(X) tal que:

a) TS =ST.
b) T =TST.
c) T(I —ST)=0.
En este caso, en la definicién de simple polar P es tnico.

Demostracion. (a) Por definicién P € B(X)T N TB(X) entonces
existen operadores C,D € B(X) tales que P = CT = TD. Sea
S :=CTD, como T(I — P) = O implica que T'= TP luego

TST =TCTDT =TPDT

=PI'DI' =PPT=PT'=TP=T

es decir 1" es interno regular.
Para (b), S cumple que

7S$=TCTD=TPD=PID=P

CTD=PDT =PTD=P.

Finalmente para (c) se tiene que
T(I-ST)=T(I-CTDT)=T —TCTDT =T —T = O.

Reciprocamente, si suponemos que existe S que cumple las
condiciones (a), (b) y (¢). Tomemos P := ST, se cumple que
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(a) TP =TST = STT = PT.

(b) Como P = ST =TS, entonces P € B(X)T NTB(X).
(¢)T(I-P)=T(I-ST) = O, luego P cumple con la definicién de
simple polar. Finalmente veamos la unicidad de P, sea Q € B(X)
tal que Q> = Q, TQ = QT, P =C'T =TD' y T(I — Q) = O.
Note que

P-PQ=PI-Q)=CTI-Q)=0

Q-PQ=(I-P)Q=(I-P)TD =0.
Por lo tanto P = PQ = Q. O

Si T es simple polar el tnico S que cumple (a), (b) y (¢

del teorema anterior, se llama la grupo inversa de T. Esta S se
denotard por S := Tg.
Podemos caracterizar los elementos simples polares en términos
del rango y el espacio nulo. Primero veremos algunos conceptos
relacionados con operadores definidos a partir del espacio cociente
de un operador con su rango.

Definicién 2.2.4. Sea T € B(X).

a) El nicleo de T se define como el operador natural inyectivo

ker(T) : N(T) — X.

b) El conticleo de T se define como
coker(T):Y — Y/R(T).

Teorema 2.2.5. ([12], Teorema 2.3.1) Sean T' € B(X,)) y S €
B(Y, Z) los siguientes enunciados son equivalentes

a) ST =0 € B(X, 2).

b)
c)
d) S = V(cokerT) para algin V € B(Y/R(T), Z).

R(T) CN(S) C V.
T = (kerS)U para algin U € B(X,N(S)).
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Demostracion. (a) = (b). Supéngase que T'S = O. Sea x € R(T),
existe y € X tal que Ty = X luego O = STy = Sz esto es
reN(S)yxeR(T)CY. Por lo tanto R(T) C N(S) C V.

(b) = (a) Supéngase que R(T) C N(S) C V. Sea x € R(T) existe
y€ Xtalque Ty =xy x € N(S), entonces O = Sz = STy, luego
ST = 0.

Ahora supéngamos que se cumple (¢). Sea U : X — N(S) definido
por Uz := Tz para cada z € X. Es claro que U cumple (b).

Para (d), sea V : Y/R(T) — Z definido por V(y + R(T)) = Sy
para cada y € ). V es lineal y cumple que VecokerT = S. Para ver
que V es acotado usamos el Lema de Riesz, se tiene que ||V <
IS||/t con 0 <t < 1,y por lo tanto ||V < [|S]|. O

El siguiente Teorema también es conocido como la factoriza-
cién candnica de T

Teorema 2.2.6. Sea T € B(X,)), existe un operador lineal aco-
tado
core(T) : X/ N(T) — R(T) (2.18)

para el cual
T = ker(coker(T)) o core(T) o core(kerT).

Demostracion. Usando el Teorema anterior y dado que T'ker(T") =
O, entonces existe V : X/N(T) — Y para el cual T = V o
coker(ker(T')) luego coker(T)T = O y se sigue que coker(T)V =
O, obtenemos V = ker(coker(T))U para algin U : X /N(T) —
R(T). Por tultimo tomando core(T') = U se obtiene el resulta-
do. O

Definicién 2.2.7. T € B(X,)) se llama propio si core(T) es
invertible.

Teorema 2.2.8. ([12], Teorema 3.8.2)
Sea T € B(X). T es interno regular entonces T es propio y N(T),
R(T) son subespacios complementados.

Demostracion. Como T es interno regular existe 77 € B(X) tal
que T = TT'T; note que

P:=T1TT=(T'T)*
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Q=TT = (TT')?

son proyecciones sobre X' y ), respectivamente, con N'(T) = N (P)

y R(T) = R(Q).
Por lo tanto, N (T) y R(T) son complementados,y también son
cerrados. Ademas la aplicacién

T : R(P) —» R(Q)
inducida por T es invertible, con inversa
1 R(Q) — R(P) (2.19)
inducido por T”, finalmente existe el isomorfismo
T* ~ core(T)

inducido por el producto X = )Y X Z , note que este producto
implica que X /(Y x {0}) ~Z y X/({0} x Z ) ~ ). Por lo tanto
X/N(T)=X/N(P)~R(P).

De esto se sigue que core(T) es invertible, y por lo tanto T es
propio.

|

Las propiedades de operador propio se usardn en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.9. ([12], Teorema 7.3.6) Si T € B(X) es simple
polar, entonces

T es interno regular, R(T) = R(T?) y N(T) = N(T?). (2.20)

Reciprocamente, si 2.20 se cumple, entonces 1" es simple polar y
ademds X = R(T) ® N(T).

Demostracion. SiT es simple polar entonces éste es interno regu-
lar, y si 7" € com(T') cumple T'= TT'T entonces

R(T) = R(TT'T) = R(T*T') C R(T?) ¢ R(T), (2.21)
esto es R(T) = R(T?). Similarmente
N(T) = N(TT'T) = N(T'T?) (2.22)
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= N(T*T") 2 N(T?) 2 N(T) (2.23)
es decir N(T) = N (T?).
Reciprocamente, supéngase que se cumple 2.20. Sea xz € X, note
que z =Ty+z—Tyy Ty € R(T). Sea z := x — Ty. Como
Tz € R(T) = R(T?) existe y € X tal que Tx = T?y, entonces
Tz=Tx—T*y=Tz—Tz=0.
Por lo tanto z € N(T'). En conclusién X = R(T) & N (T).

Por lo tanto existe una proyecciéon P : X — X para la cual
R(P)=R(T) y N(P)=N(T). (2.24)
Explicitamente
siz € X entonces Pz = Tz donde Tz =T?yey c X. (2.25)

Como T es regular, del teorema 2.2.8 T es propio y P es continua
entonces existe 77 € B(X) para el cual

T'T =TT =P (2.26)
con lo cual el operador T es simple polar. [

Ahora podemos dar una forma matricial para los operadores
polares.

Teorema 2.2.10. Sea T € B(X) operador simple polar. T es
interno regular y tiene la siguiente forma matricial:

r=[o o]+ [¥m ]~ [ M ]

con 77 invertible, y si T” es la grupo inversa de T  entonces tiene
la forma matricial:

-5 g[348
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Demostracion. Del teorema anterior se tiene que X = R(T) &
N(T) = R(T?) @ N(T?), como T : X — X usando el Teorema
1.5.7 T tiene la siguiente forma matricial:
r_[A B [RD)] [ RT
| C D || N N(T?)
de esto se tiene que A : R(T) — R(T?) definido por Az := T,

cumple que

N(A) = N(TIr(r)) = {0}

R(A) = R(T)

esto implica que A es inyectivo y sobreyectivo, por lo tanto A es
invertible.
Considere B : N(T) — R(T?) dado por

Br =Tz

Resulta que Bz = 0 por que € N (T). Por lo tanto B = O.
Ahora considere C : R(T) — N(T?) dado por Cz := Tz, como
Tz € R(T) y Cx € N(T?), entonces Cx € R(T) NN (T?) = {0}
se concluye que C' = O.

Finalmente considere D : N(T) — N(T?), dado por Dz := Tz,
tenemos que Tz = 0 pues x € N (T). Por lo tanto D = O. Asi

r_[A O] [RO] [ RT
1O O || N N(T?)
con A invertible.
Ahora supongamos que T’ es inversa interna de T que cumple
R(TT') = R(T) = R(T?) y también N(TT') = N(T) = N(T?)
usando el Teorema 1.5.7 se sigue que T” tiene la forma matricial:
o [A 0] [RI) ][R
=l o w || NI N(T)
Ahora considere W : R(T?) — R(T) con Wx := Tz = 0 pues
x € N(T?) = N(T). Por lo tanto W = O. Se tiene que

m=[ o o) [N |- [N |
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2.3. Operadores polares

Dados los resultados obtenidos de las formas matriciales pa-
ra operadores simples polares, generalizamos un poco a nuestra
siguiente clase.

Definicién 2.3.1. Sea T' € B(X), T se llama polar si existe
P € B(X), tal que

a) TP = PT.
b) P e (B(X)T)N (TB(X)).
c) Existe n € N tal que T"(I — P) = O.

Teorema 2.3.2. Sea T' € B(X), T es polar si y sélo si existe
S € B(X) tal que

a) ST =TS.
b) S =S8TS.
c) T™(I — ST) = O para algin n € N.
En este caso, P de la definicién 2.3.1 es unico.

Demostracion. (=) De la condicién P € (B(X)T)N(TB(X)) exis-
ten C,D € B(X) tales que P = CT = TD. Ademés PT = TP
sustituyendo P se tiene que T'C'T' = T'DT. Definimos S := CTD,
veamos que S es externo regular. En efecto

(CTD)T(CTD) = CTDTPD = CPTPD = CTP>D = CTPD

— PPD=P?D=PD=CTD.

Por lo tanto S = ST'S.
Ahora veamos que T"(I — ST) = O.

T"(I — (CTD)T) =T"(I — CTDT) =T"(I — PDT)
=T" —T"PDT =T" —T" 'PTDT =T" — T" ' PT
=T"—T"P=T"(I - P) = 0.

65



CAPITULO 2. INVERSAS ESPECTRALES
2.3. OPERADORES POLARES

Finalmente veamos que S conmuta con 7.

ST = (CTD)T = CTDT = CTCT = PP = P

TS =T(CTD)=TCTD =TDTD = PP =P.

Por lo tanto ST = T'S. En conclusion 1" es polar.

(<) Si P = ST, se cumple que

(a) TP = TST = TTS = TP,

(b) Note que P = ST € B(X)T'y P = ST =TS € TB(X) luego
P e B(X)TNTB(X).

(¢) T™(I — P)=T"(I — ST) = O para algin n € N.

Por lo tanto T es un operador polar. [J

SiT € B(X) es polar entonces el elemento S := Tp es conocida
como la inversa Drazin de 7.

Teorema 2.3.3. Sea T € B(X). T es polar siy s6lo si T es externo
regular y existe k € N tal que R(T*) = R(T*!) y N(TF) =
N(TF1). Atin més, resulta X = R(T*) @ N(T*).

Demostracion. Supongase que T es polar. Del Teorema 2.3.2 existe
T € B(X)talque T" = T'TT" y existe n € N tal que T"(I-T'T) =
0.

Observe que

R(T™) = R(T"T'T) = R(T"™) ¢ R(T™) € R(T™)

N(T™) c N(T™H) c N(T'T" ) = N(TT'T) = N (T™),

por lo tanto R(T™) = R(T") Y N(T") = N(T"H1).
Veamos que X = R(T") & N (T™).
Sea z € R(T™) NN (T™) entonces T"z = 0 y existe y € X tal que
x = T"y, esto implica que 0 = T"x = Ty luegoy € N(T"F1) =
N(T™). Asi T™y = 0. Por lo tanto R(T™) NN (T™) = {0}.
Ahora sea x € X, note que x = T"y +  — T"y para algin k >
n. Sea z = x — T*y. Observe que TFz € R(T") = R(T") =
R(T™*) luego existe y € X tal que T2z = T™Fy. Entonces
Trz = T'x — TRy = TPz — Tz = 0, es decir z € N(T™). Por

66



CAPITULO 2. INVERSAS ESPECTRALES
2.3. OPERADORES POLARES

lo tanto z = T*y + 2z con TFy € R(T*) = R(T™) si k > n, y
z € N(T™). En conclusiéon X = R(T™) & N (T").

Reciprocamente si el operador T' es externo regular y cumple que
existe k € N tal que R(T*) = R(T*) y N(TF) = N(TFH)
entonces T#(I —T'T) — O, con T’ una inversa externa para T. [J

Dado el Teorema anterior, tenemos condiciones para dar la
forma matricial de un operador polar.

Teorema 2.3.4. Si T € B(X) es un operador polar, entonces T
tiene la siguiente forma matricial

r-[5 2131 [

con T} invertible y T nilpotente. Ahora si T es la inversa Drazin
para T', entonces

s [T O] [REY ][RI
T 0 O | N(THY N(TF) |-
Demostracion. Como T : X — X y X = R(TF) @ N(TF) =

R(TF1 @ N (TF+1) para algtin k € N, entonces el operador T tiene
la siguiente forma respecto a esta descomposicién del espacio

r-[4 2] (3 - [2]

De aqui podemos considerar, A : R(T*) — R(T**!) definido por
Az :=Tz. Note que N'(A) = N(T* |z pnr1)).

Sea = € N(Tk+1|R(Tk+1)), entonces Tx = Ax = 0 con = €
R(Tk+1).

Se tiene que, existe y € X tal que = Ty luego

0=Tx = TTky = Tk+1y =z,
esto es z = 0. Por lo tanto N(A) = {0}. Ademis

R(A) = R(TF) = R(T*1), luego A es un operador inyecti-
vo y sobreyectivo, por lo tanto A es invertible.

Ahora consideremos B : N(T*) — R(T**') definido por
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Bz := Txz. Note que z € N(T*) luego T*z = 0 y ademas
Bx = Tz € R(T*) luego existe y € X tal que Tz = T*+1y. Se
tiene que

Tk.’I,' — Tk_lTLE — Tk—lTk+1y — T2k’y -0

entonces y € N(T?) = N(T*!) y por lo tanto Bx = Tx =
Tk+1ly = 0. Concluimos que B = O.

Ahora considere C' : R(T*) — N(T**+1) definido por Cx := T.
Observe que x € R(Tk“) entonces existe y € X tal que TF*ly = ¢
y ademés Cx € N (T**1) entonces THCx = TFTx = TFHx = 0.
Se tiene que 0 = Tktlg = TrHITk+ly — T2k+2y osto implica
que y € N(T?*2) = N(T*+2) asi T#+2y = 0. Entonces Cz =
CTF+1y = Tk+2y = 0, por lo tanto C' = O.

Finalmente para D : N(T*) — N(T**!) dado por Dz := Tu.
Note que D" = T"|y(rny = O, por lo tanto D es nilpotente.
Entonces

TZ[S g}:m%”%[mﬂ“)]

con A invertible y D nilpotente.
Para T’ la inversa externa de T se cumple que X = R(T%) @
N(T*) = R(TFY)oN (T*+1), note que R(T*) y N(T*) son subes-
pacios cerrados y complemetarios de A'. Usando el corolario 1.5.10
del capitulo anterior se tiene que

e[ 815 [3m)

O

2.4. Operadores cuasipolares

Definicién 2.4.1. Sea T' € B(X), T se llama cuasipolar si existe
P € B(X)y tal que:

a) TP = PT,
b) P e (B(X)T)N(TB(X))y

¢) |IT™(I — P)||*/™ = 0 cuando n — oc.
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Tp := P se llama el soporte de T

Teorema 2.4.2. ([12], Teorema 7.5.3) Sea T € B(X') cuasipolar,
P en la definicién 2.4.1 es tnico, pertenece a com?(T), y existe
SeB(X)talque TS=ST=PyS=SP=PS. Este S:=Tpg
cumple que es tinico y pertenece a com?(T).

Demostracion. Veamos que existe S que cumple tales condiciones.
En efecto, por definicién P € (B(X)T) N (TB(X)) existen C, D €
B(X) tales que P = CT = TD, luego

(PCP)(PTP) = PCPPTP = PCP*TP

= PCPTP = PCTP? = PPP=PP?>=P

(PTP)(PDP) = PTP2DP = PTPDP
— P?’TDP = PPP=P?’P=PP="P

por lo tanto PCP = PDP. Definimos S := PCP.
Ahora sea Q = Q? que satisface las mismas condiciones que P,
entonces TC =CT =Q y C =CQ = QC, entonces

P—PQ=P'(I-Q)=8"T"(I — Q) — 0 cuando n — oo
y también
Q—PQ=(I-P)Q"=({—-P)T"C"™ — 0 cuando n — oc.

Por lo tanto P = PQ = Q es tinico. Ademés si W € com?(T)
entonces

WP —PWP=(I—-P)WP = (I — P)WP"

= -P)WT"S" = (I - P)T"WS™ — 0 cuando n — oo

en consecuencia WP = PW P. Similarmente
PW —PWP=PW({I—-P)=P'W(-P)

=S"T"W(I —P)=S"WT"(I — P) — 0 cuando n — oo
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asi PW = W P. Por lo tanto P € com?(T).
Ahora veamos la unicidad de S, sup6ngase que existe R € B(X)

tal que
TR=RT=Py R=RP=PR

luego
S=8SP=STC=STRP=PRP=RP=R.

Finalmente, si W € com?(T) entonces, usando el hecho de que
PW = WP se tiene que

WS =WPS=PWS=8STWS =SWTS=SWP =SPW = SW.
Por lo tanto S € com?(T). [

Teorema 2.4.3. Sea T' € B(X) cuasipolar, considere P = T'T
del teorema anterior. Entonces X = R(P) & N(P) = R(T'T) &
N(T'T).

Demostracidn. Sea x € R(P) NN (P), entonces existe y € X tal
que x = Py = T'Ty y también Pz = T'Tx = 0. Se tiene que
0=TTz=TTT Ty =TTy = x.

Por lo tanto R(P) NN (P) = {0}.
Ahora sea z € X, note que x = Py + x — Py. Sea z := x — Py.
Como Pz € R(P) = R(T'T) existe y € X tal que Px = Py. Se
tiene que

Pz=Px—PPy=Pxr—Py=0
esto es z € N(P) y ademés Py € R(P). Luego X = R(P) &
N(P). O

Teorema 2.4.4. Sea T € B(X') un operador cuasipolar y sea Tpg
la inversa de T', entonces T tiene la siguiente forma matricial:

<[5 8) (5]~ (3

con T} invertible y 75 cuasinilpotente. Ademéas Tpa tiene la si-
guiente forma matricial:

e[ 5] (R[]
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Demostracién. Dado que X = R(ST) & N (ST), entonces T tiene
la siguiente forma:
T_[A B].[R(ST)]ﬁ[R(ST)]
| C D || N(ST) N(ST) |

De aqui consideramos A : R(ST) — R(ST) dado por Az := Tx.
Note que N(A) = N(T|g(sr))- Sea € N(T|g(sr)), entonces
Tz = 0 para x € R(ST). Luego existe y € X tal que x = STy,
sustituyendo z se sigue que 0 = Tx = TSTy = STTy enton-
ces Ty € N(ST) C N(SST) esto implica que 0 = SSTTy =
STSTy = STy = x. Por lo tanto N'(A) = N(T|g(sr)) = {0}
Ademés R(A) = R(ST). En conclusién A es inyectivo y sobreyec-
tivo, por lo tanto A es invertible.

Considere B : N(ST) — R(ST) dado por Bz := Tz. Como

x € N(ST) entonces STz = 0. Ademés se tiene que Bz € R(ST)
luego existe y € X tal que Bx = STy. Obtenemos que

0=5STx=55Ty=STSy =Sy

es decir y € N(S) Cc N(T'S), entonces Bx = STy = TSy = 0 con
xz € N(ST). Por lo tanto B = O.

Ahora considere C : R(ST) — N(ST) definido por Cx := Tz. Se
tiene que x € R(ST) y Cxz € N(ST), entonces existe y € X tal
que x = STy y STCx = STTx = 0. Se sigue que

0=8TCx=8TTx =TSTSTy=TS5Ty=CSTy =Cx.

Por lo tanto C = O.
Finalmente para D : N(ST) — N(ST) definido por Dz := Tux.
Note que D = T'|yr(sm)=n(p), luego

D™V < HTW(ST):N(JD)HI/H < |(T" - TnP)|N(ST):N(P)H1/n

< || T™(1 - P)||"/™ = 0 cuando n — co.

Se sigue que D es cuasinilpotente. Por lo tanto el operador T tiene
la forma matricial:

- [3 318 55
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con A invertible y D cuasinilpotente.

Por tultimo del Teorema 2.4.2 podemos concluir que S = Tpg es
una inversa generalizada externa de T' y por lo tanto del Corolario
1.5.10 se sigue que la forma matricial de Tpg es:

o= [T 9 [ReR ][RR ]

O

Teorema 2.4.5. ([12], Teorema 7.5.4) Si T € B(X) es cuasipolar
y S € B(X) conmuta con 1" entonces

a) Si S es cuasipolar entonces T'S es cuasipolar.
b) Si S es nilpotente entonces T'+ S es cuasipolar.
Si, en particular, T" es polar entonces
c) Si S es polar entonces T'S es polar.
d) Si S es nilpotente entonces T'+ S es polar.
e) Si Sy I+ TpS son invertibles entonces T' + S es invertible.

Demostracion. SiT y S son operadores cuasipolares y conmutan,
entonces del doble conmutador del Teorema 2.4.2, el conjunto

{T,S,Tp,Sp,Tp,Sp} es conmutativo. (2.27)
En particular, Tp y Sp conmutan, y por lo tanto
TpSp € B(X) es idempotente. (2.28)

Para probar (a) afirmamos que TpSp es el soporte para T'S. De
2.27 se tiene que TpSp conmuta con T'S. Ahora como TpT =
PCPT = PPCT = PP = P = Tp para algin C € B(X), luego
TDSDTS = TDTBDS = TPSP. Similarmente TSTDSD = TPSP,
por lo tanto TpSp € (B(X)T'S) N (T'SB(X)). Finalmente la con-
dicién ||(T'S)™(I — TpSp)||"/" — 0 cuando n — oo viene de la
observacién:

TTp(S(I ~ Sp)) + (S5p) (T(I ~ Tp)) + (T(I — Tp))(S(L — Sp))
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=TTp(S — SSp) + SSp(T — SSp) + (T —TTp)(S — SSp)
=TTpS —TpSSp+ SSpT — SSpTTp
+TS —-TSSp —TTpS+TTpSSp
— TS — TSTpS = TS(I — TpSp)

ademas T'S es cuasinilpotente y la suma de cuasinilpotentes tam-
bién lo es. Si, en particular, T',.S son polares entonces

TS(I —TpSp) es nilpotente pues es suma y producto de operado-
res nilpotentes y por lo tanto T'S es polar.

Para probar (b) note que (7' 4+ S)Tp es invertible en TpB(X)Tp
por el Teorema 2.1.6 (d), y que (T'+S)(I —Tp) es cuasinilpotente
por el mismo Teorema parte (b).

Si, en particular, T" es polar y S es nilpotente entonces (T'+ S)Tp
es invertible en TpB(X)Tp por 2.9y (T + S)(I —T') es nilpotente
por 2.4, obtenemos (d).

Para probar (c) se tiene que

(I+TpS)Tp =Tp(T + S)Tp (2.29)

asi que (T + S)Tp es invertible en TpB(X)Tp (véase [12], Teo-
rema 3.7.3), mientras que (T' + S)(I — Tp) es invertible en
(I —Tp)B(X)(I —Tp) por Teorema 2.1.6 (d), y por lo tanto T'+ S
es invertible en B(X).

Si, en particular T, S'y I +TpS son invertibles entonces se cumple
2.9 y obtenemos (e). [

2.5. Inversas A-Drazin

Ahora se estudiara la inversa A—Drazin, una generalizacion de
la inversa Drazin respecto del espectro del operador, esta inversa
también es conocida como inversa og-Drazin.

Definicién 2.5.1. Un operador T € B(&X') se llama A—Drazin
invertible para algin conjunto espectral A (con Ty, se deno-
tard esta inversa) si existe P € com(T) con P = P? tal que existe
S e (I—-P)B(X)(I— P) invertible tal que
T(I—-P)=Syo(TP)Nno(T(I—- P))={0}.

En este caso Ty = (T'(I — P)+P)'(I-P)y A = oppx)p(TP).
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Teorema 2.5.2. ([19], Teorema 2.4) Sea T € B(X). T es
A—Drazin invertible para algiin conjunto espectral A si y sélo si
existe S € B(X) tal que

TS =8T, STS=S, o(T-TST)No(TST)={0}. (2.30)
En este caso S = Tj con A = oppx)p(T'P), donde P =1 TS,

Demostracion. Supdngase que existe un operador S que satisfa-
ce 2.30. Sea P =1—-TS y @ = TS. Usando la primera de las
ecuaciones de 2.30, se tiene que

PT=(-TS)T =T —-TST =T —-TST =T(I -TS)=TP,

PS=(-TS)S=S—-TSS=S—STS=S(I-TS),
QT = TST = TTTS = TQ,

’ QS =T8S =TST = SQ,
ademas
P?=PP=(I-TS)(I-TS)=(I-TS—-TS+TSTS
=[-2TS+TS=1-TS=P
y

Q*=QQ=TSTS=TS=Q

por lo tanto P y @ son operadores idempotentes que conmutan
con Ty S. Ahora como

o(TP)No(TQ) =c(T(I-T8))No(TTS) =c(T-TTS)Nc(T'ST)

= o(T — TST) N a(TST) = {0}.

Se tiene que o(T — TST) N o(TST) = {0} es equivalente a
o(TP) N o(TQ) = {0}. Observe que (T'Q)B = (ITS)S =
T(STS) =TS = Q, luego TQSQ = (TTS)B(TS) =TTSSTS =
TTSS =TSTS =TS = Q esto es TQ es invertible en QB(X)Q
con inversa S = SQ = ST'S. Entonces 0 ¢ ogpx)g(TP) y

(oppx)p(TP)U{0}) N (0gpx)Q(TQ) U {0})
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=o(TP)No(TQ) = {0},
esto es oppx)p(TP) Nogpe(TQ) = {0}.
Sea A := oppx)p(TP). Por el teorema 1.3.38, A es un con-
junto espectral de T con proyeccién espectral P. Por definicién,
Ty = S, lainversa de TQ en QB(X)Q. Note que si 0 ¢ A, entonces
0¢0(T) =AUogpa)(TQ); por lo tanto 0 € p(T) U A.
Reciprocamente, si A es un conjunto espectral para T con pro-
yeccién espectral P tal que 0 € p(T) U A, entonces S = Th sa-
tisface 2.30: T'S = Q = ST (pues S = SQ es la inversa de TQ
en QB(X)Q). De esto obtenemos T'S = ST y ST'S = S. Ademés
opgxyp(TP) N ogp)g(TQ) = 0, lo cual junto con 1.2 implica
que
o(T —TST)No(TST)=0o(TP)No(TQ) = {0}.
|

Teorema 2.5.3. Si T € B(X) es A—Drazin con inversa Th, en-
tonces X = R(TTr) ® N (TTh).

Demostracion. Sea x € X, como x = TTpyx + x — TThx definimos
z:=x — TThx. Observe que

T —TThx = (I — TTA).T S 'R,(I — TTA) = N(TTA).

Por lo tanto @ = TThz + z con TThx € R(TTr) y 2 € N(TTy).
Ahora sea x € R(TT)) N N(TTh). Se cumple que TThz = 0y
existe y € X tal que TTry = z. Luego

0 =TTrx = TTA(TTry) = (TTr)?y = TTry

es decir TThy = 0 con TTry = x, asi x=0. Por lo tanto X =
R(TTA) @ N (TTy). O

Teorema 2.5.4. Sea T' € B(X) A—Drazin con inversa T, Ty Ta
tienen las siguientes formas matriciales.

=[5 91 [3m ] - 3

con T} invertible y

n-[5 8] (R - [
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Demostracion. Como T : X — X y del Teorema anterior X =
R(TTr) ® N (TTy) se tiene que

= b Ny | [ Vo |

Luego vemos que A : R(TTr) — R(TTA) definido por Az :=
Tz. Note que N'(A) = N(TTx|r(rry))- Sea 2 € N(TTxlr(rry)),
entonces Tz = 0 con x € R(TT)) esto implica que existe y € X
tal que x = TT\y. Tenemos que

0=Tx=TTTry

esto es TThy € N(T) C N(TAT), entonces 0 = TT\TTpry =
TTry = x. Por lo tanto N'(A) = N(TTalr(rr,)) = {0} Ademds
R(A) = R(TTn) = R(T). En conclusion A es inyectivo y
sobreyectivo y por lo tanto invertible.

También considerando B : N(TTp) — R(TTy) dado por
Bx :=TThx =0, pues x € N(TTy) y por tanto B = O.
Observamos que C' : R(TTy) — N(TTy) dado por Cx := TTx
note que Cxz € R(TTy) y Cx € N(TTy) esto es Cx € R(TT)) N
N(TTn) = {0}. Por lo tanto C' = O.

Por dltimo para D : N(TTy) — N(TTy) dado por Dx := TThx =
0 pues z € N(TTy). Luego D = O. Por lo tanto la forma matricial
para T es

=[5 81 (3 - 35
con A invertible.

Sea S = Ty del Teorema 2.5.2 S es inversa externa de T, luego del
corolario 1.5.10 se tiene que

sen=[ 75 5[5 ] (56w
U

Teorema 2.5.5. ([19], Teorema 5.1) Un operador T' € B(X) es
A—Dragzin para algtiin conjunto A si y sélo si
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a) T =T+ Ty,
b) o(T1) No(Tz) = 0,
c) Ty es invertible.
En este caso o(T1) = Ay Th = O + T, .

Demostracion. Por el teorema 1.3.38, T' es A—Drazin en B(X) si
y s6lo si existe una proyecciéon P € B(X) que conmuta con T tal
que T'(I — P) es invertible en el dlgebra QB(X)Q con Q = I — P,
y los espectros de TP y T'Q en las algebras PB(X)P y QB(X)Q
respectivamente, son disjuntos.

Sean X1 = R(P) y Xo = N(P) = R(Q). Entonces X es la

suma directa topoldgica X = X1 @ Xs, y T se descompone como
T="T+T5.
Es conocido que o(T1) es el espectro de T'P en el dlgebra PB(X)P
y 0(T2) es el espectro de T'Q en el dlgebra QB(X)Q. Por lo tanto
T'Q es invertible en QB(X)Q siy sdlo si T es invertible en B(X).
Por la definicién de la inversa A—Drazin, T es el inversa de T'Q)
en el dlgebra QB(X)Q. Observe que P=1+0y Q = O + 1. Sea
Th =0+ TQ_I. Entonces Ty = ThQ, esto es Ty € QB(X)Q, y

(TQ)Tx = (Ty + To)(O+ I)(O + Ty 1)

=(0+T)(0+T,H)=0+T=Q
Esto completa la prueba. O
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Capitulo 3

Inversa a lo largo de un
operador

El presente capitulo es la principal aportacién de ésta tesis,
todo lo aqui escrito es conocido sobre todo en articulos, sin em-
bargo en varios casos los teoremas se establecen para anillos con
identidad, y nosotros los estudiamos en el caso de los operadores
lineales acotados.

Cabe mencionar que el estudio de la forma matricial de la inversa
a lo largo de un operador, es un tema de investigacion actual como
puede verse en .

3.1. Preliminares

En este capitulo presentamos la definicién de inversa a lo
largo de un operador, el cual es un caso particular de inversa
externa, fijando el rango y el espacio nulo. Esta clase fué estu-
diada por X. Mary en 2011 en el caso de anillos con identidad [23].

Definicién 3.1.1. Sean S, T € B(X') operadores distintos de cero.
Si existe una inversa exterior 7" para T tal que R(T') = R(S) y
N(T") = N(S), entonces decimos que T es invertible a lo largo de
Sy se escribe T" = T—%.

Ejemplo 3.1.2. La inversa usual.
(a) Si T € B7}(X) entonces R(T~') = R(I) y N(T~1) = {0} =

79



CAPITULO 3. INVERSA A LO LARGO DE UN OPERADOR
3.1. PRELIMINARES

N(I). Asi,
71 =171,

(b) Supéngase que S € B~1(X) entonces T es invertible a lo
largo de S si y s6lo si T es invertible. Atin més, T-! = T-5.

Demostracion. En efecto, si T es invertible a lo largo de .S, por
definicién se tiene que existe 77 € B(X) inversa externa tal que
R(T") = R(S) y N(T") = N(S), pero como R(S) = R(I) y
N(S) = N(I) se sigue que R(T') = R(I) y N(T") = N(I). Por lo
tanto T es invertible.

Reciprocamente, si suponemos que 71 es invertible, entonces
R(T™Y) = R(I), N(T7Y) = N(I) y TT™! = I, de esta tlti-
ma igualdad se cumple que T7'7TT~! = T71I = T7! Sea
S = T7! € B(X), entonces R(T~1) = R(S), N(T~!) = N(S)
y STS = 5. Por lo tanto T es invertible a lo largo de S y ademas
T-'=T775 0O

Observacion 3.1.3. La inversa a lo largo de un operador es tnica.

Teorema 3.1.4. (Teorma 1, [15])
Sean T,S € B(X) operadores distintos de cero. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

a) T" es la inversa de T a lo largo de S.

b) Existe 7" € B(X) tal que T/ =T'TT' y T' = LS, S = VT,
T' = SU, S =T'W, para algunos L, U, V,W, € B(X).

Demostracion. a) = b). Supéngase que T’ es una inversa exterior
para Ty S es tal que R(T") = R(S) y N(T") = N(S). Como T"
es interno regular, existen subespacios cerrados M, N C X tales
que X =N@N(T")y X =R(T'") ® M, y obtenemos la siguiente
forma matricial para T":
[T o]l [ N R(T')
=8 o[ |- [

con T} invertible. También, como R(S) = R(T") y N(T") = N(S),
se obtiene que N (S) y R(S) son subespacios cerrados y comple-
mentados. Por lo tanto, S es inverno regular y tenemos la siguiente
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forma matricial con respecto a la mismo descomposicion de los es-

pacios:
St O] N R(T")
=15 01 Lt = 1"
con S invertible. Ahora, sean los operadores L,V € B(R(T")® M)
y U, W e B(N @ N(T")) definidos por

L:{Tﬂﬁ4 O]7U_[Sfﬂ 0}’V:{&ﬂl 0}

(0] Lo O Us O Va
Y /—1
B 775, O
w=[ "™ 0

donde Ly, Vo € B(M) y Uz, Wo € B(N(S)) son operadore arbitra-
rios. Observe que

LS — TSt O S 0] _[Tisits: o
O L[ O O O O
_ | O] _
_[OO]_T.

Andlogamente se cumple que
SU=T ,VI'=SyT'W = 8.
Esto completa la prueba. [

Observacion 3.1.5. Los operadores L, U, V, W en la prueba del
teorema previo no son necesariamente 1inicos.

Teorema 3.1.6. ([16], Teorema 4.3)
Sean S, T € B(X). Si T es invertible a lo largo de S, entonces T,
Sy T~ tienen las siguientes formas matriciales con respecto a la

descomposicién X = R(S) @ N(ST) = R(TS) & N(S).

T [Ty O] [ R(9) N R(TS)
L O Ty || N(ST) N(S)

donde T} es invertible, y T5 es arbitrario.

[ S O

| O O

[3)- Lo
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con 57 invertible y finalmente

re- [ o[ ] [

Demostracion. Si T es invertible a lo largo de S con T' = T~
entonces T es externo regular y del corolario 1.5.10 T tiene la
siguiente forma matricial:

T:[g %}:{ R(S) }%[R(TS)]

con T} invertible.
Como T es interno regular se tiene que R(S) y N (S) son subespa-
cios cerrados y complementados, S es interno regular y del teorema
1.5.7 se tiene que
[ St O] | R(TS) R(S)

=5 o) [N |-
con S7 invertible.
Ahora, note que

STz[SloTl 8}[/\2;2)_>/\§(T§%)}
o[ 2) () [

donde T; y A; son invertibles, se sigue que N(ST) = N(T'T)
y R(TS) = R(TT'). Por lo tanto T~9 tiene la forma matricial
requerida. [J

Teorema 3.1.7. ([16], Teorema 4.2)
Sean S,T € B(X) operadores distintos de cero. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

a) T es invertible a lo largo de S.

b) R(S) es subespacio cerrado y complementado de T,
T(R(S)) = R(T'S) es un subespacio cerrado tal que R(T'S)®
N(S) = & y la restriccion T|g(g) : R(S) = R(T'S) es inver-
tible.
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Demostracion. a) = b) Supéngase que T es invertible a lo
largo de S con T = T~ € B(X). Entonces T’ es una inversa
externa para T, luego R(T") y N(T") son subespacios cerrados
complementados de X' y por lo tanto también R(S) y N(S).
Ademds, I — TT’ es una proyeccién de X sobre N (T") = N(S5),
luego X = R(TT') & N(S), y como R(TT") = T(R(T")) =
T(R(T)) = TR(TS) se tiene que R(TS) es cerrado y
X =R(TS) @ N(S). Ahora, para la invertibilidad de T'|p(g) note
que T'|p(s) : R(S) — R(TS) es sobreyectivo. Veamos que T'|g(g)
es inyectivo sobre R(S). Supdéngase que existe z € R(S) tal que
Tz =0. Como z € R(S) = R(T"), existe y € X tal que T'y = x.
Entonces 0 = Tz implica que 0 = T'Tx = T'TT'y = T'y y por
lo tanto = 0. En conclusién, T'| R(s) €s inyectivo, sobreyectivo y
por tanto invertible.

b) = a) Reciprocamente, supéngase que R(S) y N(S) son
subespacios cerrados y complementados de X, con X = R(T'S) ®
N(S) y larestriccion T'|g(s) : R(S) = R(T'S) es invertible. Sea M
complemento de R(S), esto es X = R(S) & M. Entonces T tiene
la siguiente forma matricial con respecto a esta descomposicién
del espacio:

i EE IR

Como T aplica R(S) sobre R(T'S) se sigue que Ty = O.
Ahora, sea T" el operador definido por

e[ o) (-]

'Y = N(S) y R(T") = R(S). Note que
(5 8) (2 2)(5 9
(0 ) (5 )

-(37)(% 8)
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_( 3 O>_T.

Por lo tanto, T” es la inversa de T a lo largo de S. En conclusién,
T es invertible a lo largo de S. [

Teorema 3.1.8. ([15], Teorema 2)
Sean T, S € B(X). Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) El operador T es invertible a lo largo de S;

b) R(S) =R(ST) y TS es grupo invertible;

c) N(S)=N(TS) y TS es grupo invertible.
Mis atin, se tiene que T7% = S(T'S)g = (ST)gT

Demostracion. Veamos que a) es equivalente a b) y c¢).

a) = b). Como T es invertible a lo largo de S, existen L,V € B(X)
tales que B = LSy S = VB. De STBB = VBTB = VB =
S obtenemos R(S) C R(ST), y como siempre se cumple que
R(ST) C R(S), obtenemos R(S) = R(ST). De T = VB y
B = LS se tiene que N(ST) = N(VBT) 2 N(BT) y N(BT) =
N(LST) O N(ST), asit N(BT) = N(ST). Finalmente, como
R(S) = R(B) = R(BT) y X = R(BT) ® N(BT), obtenemos
X =R(ST)® N(ST), lo cual implica que ST es grupo invertible.
b) = a). Sea B = (ST)¢S. Se cumple que B = BT B. Usando el
Teorema 3.1.4, probaremos que N (B) = N (S) y R(B) = R(S5).
Se tiene que R(B) = R(BT) = R((ST)aST) = R(ST) = R(S5).
Como (ST)@ST es una proyeccién sobre R(ST) = R(S) se tiene
que

S = (ST)c(ST).
= N((ST)eT) 2 N(S) y N(§) =

Entonces, N(B) D

N(ST(ST)GS) D N((ST)gS) = N(B) esto implica que N (B) =
N(S).

a) = ¢). Como T es invertible a lo largo de S, existen U, W € B(X)
tales que B=SU y S = BW. De BTS = BITBW = BW = § se
tiene que N(T) = N(BTS) 2 N(TS), y como N(TS) 2 N(S),
obtenemos NV (T'S) = N(S). De B = SU y S = BW, se tiene que
R(TS) = R(TSU) C R(TS) y R(TS) = R(TBW) C R(TB),
por lo tanto R(T'S) = R(T B). Finalmente, como N'(S) = N (B) =
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N(TB)y X = R(TB)®N(TB), obtenemos X = R(T'S)BN (TS),
lo cual implica que T'S es grupo invertible.

¢) = a). Sea B = S(T'S)g. Se cumple que B = BT B. Por el
Teorema 3.1.4 probaremos que N(B) = N(S) y R(B) = R(T).
De N(B) = N(TB) = N(TS(TS)g) = N(TS) vemos que
N(B) = N(S). Como TS es grupo invertible y N(T'S) = N(S5),
se tiene que X = R(T'S) ® N(S). Ahora, como (T'S)¢(T'S) es una
proyeccién sobre R(T'S) a lo largo de N (T'S) obtenemos

S = S(TS)a(TS).

R(S(TS)g) C R(S) = R(S(TS)aTS) C
). Por lo tanto, R(S) =R(B). O

Entonces, R(B) =
R(S(TS)T) = R(B

3.1.1. Invertibilidad a lo largo de un operador que
conmuta

Proposicién 3.1.9. ([8], Proposicién 4)
Sea T un operador invertible a lo largo de S. Si T'S = ST, entonces
TT-5 =T-°T.

Demostracion. De la proposicion 3.1.8 se tiene que
TT=5 =TS(TS)% = (T8)9TS = (ST)“ST = T~°T.
O

El siguiente ejemplo nos muestra que no se cumple el reciproco
de la proposicién 3.1.9.

Ejemplo 3.1.10. Sea X = [5 el espacio de las sucesiones cuadrado
sumables. Sea T, S € B(X') definidos por

Tx = (xla 21:1)0)0) et )a
Sz = (x9,23,0,0,---).
Se verifica que T~ es el operador dado por

1
T 52 = (§m2’x1’0’0’ ).

Se tiene que 7T~ = T~5T, pero

TSz = (x1,2x2,0,0,--+) # (2x1,22,0,0,---) = STx.
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Teorema 3.1.11. ([8], Teorema 5)

Sea T un operador invertible a lo largo de S 'y T'S = ST'. Entonces
existe un operador invertible T} sobre R(T") y un operador T5 sobre
N(T), tales que si T es invertible a lo largo de S, entonces T tiene
la siguiente forma matricial del teorema 3.1.6:

SEERENES

e[ 8] (551 [7)

Demostracion. Supongase que T es invertible a lo largo de S y
TS = ST. Entonces por la proposicién 3.1.9 TT—5 = T-5T.
Ademés, TT—° = T~5T es una proyeccién, y se tiene que X =
R(T~%) @ N(TT~%). Como

R(S) = R(T~%) = R(T~°T),

N(S) = N(T~%) = N(T5T)

y ademds X = R(S) & N(S), podemos considerar la siguiente
descomposicion matricial de T

=[n a8 ][]

Veamos que T : R(S) = R(S), definido por Tyz := Tz, es inver-
tible. Como
R(TS)=R(ST) C R(S)

R(S) = R(TT5) = R(TS(TS)®) C R(TS),
se tiene que R(S) = R(TS) y por lo tanto
R(T1) = R(TS) = R(S).
Veamos que es inyectiva, sea z € N(T) N R(S). Como R(S) =

R(T~), existe y € X tal que z = T~°. Entonces, 0 = T~ 5Tz =
T35TT Sy =T"%y ==x.
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Ahora, como T'S = ST, los subespacios R(S) y N (S) son inva-
riantes bajo Ty T aplica R(S) sobre R(S) = R(TS), obtenemos
T3 =14 = O. Por lo tanto

<[5 21 38)- (78]

Se verifica que

s [Tt o
T_[OO.

es la inversa a lo largo de S. [

Proposicién 3.1.12. ([8], Proposicién 7)

Sean T, S € B(X). Si T es invertible a lo largo de S'y T'S = ST,
entonces existe una proyecciéon P € B(X) tal que T es invertible a
lo largo de P.

Demostracion. Del teorema 3.1.11 se tiene que si T’ es invertible
a lo largo de S 'y T'S = ST, entonces X = R(S) & N (9).

Por lo tanto existe una proyeccién P € B(X) tal que R(P) = R(S)
y N(P) = N(S). En conclusién, T es invertible a lo largo de P. [J

Teorema 3.1.13. ([8], Teorema 9).
Sea P € B(X) una proyeccién y supéngase que T € B(X) es
invertible a lo largo de P. Si R(T'P) C R(P), entonces TP = PT.

Demostracion. Como T € B(X) es invertible a lo largo de P, T
tiene la siguiente forma matricial:

SthIvaNbA

donde T} es invertible y M es el complemento de R(P), esto es,
X =R(P)®d M.

Como N (P) es un complemento para R(P), tomamos M = N(P).
Entonces se tiene que

13 51 (33133
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Ahora, supéngase que R(T'P) C R(P). Del teorema 3.1.7 sabemos
que T1 = T|gpy : R(P) — R(TP) es invertible, lo cual implica
R(TP)=R(P). Por lo tanto,

_| v O] | R(P) R(P)
=5 ]| W - [N
De esto se sigue que TP = PT. O

Proposicién 3.1.14. ([8], Proposicién 10)
Sea P € B(X) una proyeccion y suponga que 1" es invertible a lo
largo de P. Entonces T~°P = PT~%.

Demostracion. Usando la proposicién 3.1.9, se tiene que
T—5P = (PT)“PP = (PT)“P

= P(TP)¢ = PP(TP)“ = PT¥.
O

Ejemplo 3.1.15. Un operador T € B(X) y una proyeccién
P € B(X) tal que TP = PT pero T no es invertible a lo
largo de P.

Sea X = {3 y sean T, P € B(X') definidos por

A‘r = (0,%2,%’3,"'),

Pz = (z1,22,0,0,---).

Entonces
TPz = (0,292,0,0,---),

PTz = (0,22,0,0,---).

Sin embargo, la restriccién T'lg(p) : R(P) — R(T'P) no puede ser
invertible, y por el teorema 3.1.7 T no es invertible a lo largo de
P.

Teorema 3.1.16. ([8], Teorema 12)

Sea P € B(X) una proyecciéon y T € B(X) tal que TP = PT.
Entonces, T' es invertible a lo largo de P si y sélo si R(P) C R(T)
y N(T) Cc N(P).
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Demostracion. Supdngase que 1" es invertible a lo largo de P. Co-
mo R(T~°) = R(TSTT~%) c R(T~°T) c R(T~%) y de la pro-
posicién 3.1.9 y la definicién de T~ se tiene que

R(P) =R(T~%) = R(T™°T) = R(T'T~®) ¢ R(T).

N(P) = N(T~%) = N(TT~%) = N(T~*T) > N(T).

Reciprocamente, supéngase que R(P) C R(T) y N(P) D> N(T).
Usando el Teorema 3.1.7, la restricciéon T'|gpy : R(P) — R(TP)
es sobreyectivo. De N(T') C N(P) y N(P) N R(P) = {0} obtene-
mos que T|z(p) es inyectivo.

Veamos que R(TP) es cerrado y X = R(TP) & N (P), para esto
veamos que R(T'P) = R(P). Note que R(TP) = R(PT) C R(P).
Ahora para la otra contencién sea x € R(P). Como R(P) C R(T),
existe y € X tal que x = T'y. Entonces, de x = Px = PTy = TPy
se sigue que z € R(T'P). Por lo tanto, R(P) C R(TP). Finalmen-
te, R(P) es cerrado y complementado, por lo tanto T" es invertible
alo largo de P. [

3.2. La proyeccién espectral

Recordemos la definicién del espectro de un operador T €
B(X):
o(T):={A € C : T — Al no es invertible}.

Supoéngase que T es invertible a lo largo de S y que T'S = ST.
Tenemos la siguiente forma matricial:
[T 0T [RS) ][R
1O Ty || N(S) N(T) |-
Dado que R(S) y N(S) son subespacios invariantes bajo T, se

tiene que
o(T) =o(T1) Uo(T3).

Sabemos que 7} es invertible pero T no lo es, luego 0 € o(71»).
Note que de X = R(S) ® N(S) y de la forma matricial de T,
existe una proyecciéon P tal que R(P) = R(S), N(P) = N(S) y
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PT = TP. Una clase importante de proyecciones que conmutan
con T, la forman las proyecciones espectrales estudiadas en el
capitulo 1. En el siguiente teorema veremos como se relacionan la
inversa a lo largo de un operador y la proyeccién espectral.

Teorema 3.2.1. ([8], Teorema 13)
SeaT' € B(X) y A un conjunto espectral para T'. Si 0 ¢ A entonces
T es invertible a lo largo de Py (7).

Demostracién. Sea P := Px(T). Entonces R(P) y N(P) son ce-
rrados y X = R(P)®N(P). Ahora, como R(P) es invariante bajo
T, o(T|rpy) = Ay 0 ¢ A se tiene que T|g(py; R(P) — R(P) es
invertible. Entonces, R(T'P) = R(P) es cerrado, R(T'P)®R(P) =
Xy Tlrepy : R(P) = R(T'P) es invertible. Por lo tanto, por el
teorema 3.1.7, T es invertible a lo largo de P. [

3.3. Inversas con rango y espacio nulo pres-
critos

Sea T € B(X,Y), M, N subespacios de X' y ) respectivamen-
te. Recordamos del capitulo 1 que 7" € B(X,)) es llamada una
(2)—inversa de T con rango M y espacio nulo N prescritos, deno-
tada por TJ%/I, N si se cumplen las siguientes condiciones:

T'TT" =T", R(T")=M N(T") = N.

Es conocido que si dimM = dimN~+ < rank(T), entonces existe
un tnico TE?N siy sélosi T(M)® N =X [3].

Las inversas vistas en los capitulos anteriores, tales como la inversa
Moore-Penrose, la inversa A—Drazin y la grupo invertible () son
importantes tipos de (2)—inversas de un operador T, éstos son
casos particulares de tal inversa con M y N especificos. Recordar
que el indice de un operador Drazin invertible, se define como

ind(T) := inf{n € N| T"(I — P) = O}.

Teorema 3.3.1. ([33], Teorema 2.5) Sea T € B(X,)), entonces
tenemos representaciones usando la (2)—inversa de T' con rango y
espacio nulo prescritos, para las siguientes inversas:
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a) Inversa Moore-Penrose:

e
T = Trir aicre:

b) Inversa Drazin (Operadores cuasipolares):

Tp =TS

R(Tmy N Ty donde n = ind(T).

c¢) Grupo inversa (Operadores simples polares):

G _ p(2)
T =1xm) vy
Demostracion. (a) Por la definicién de Penrose, T es inversa ex-
terior de T', ademds del teorema 1.4.9 (9) y (10), se tiene que

R(TY) = R(T*) y N(TT) = N(T*).

Entonces T cumple la definicién de inversa a lo largo de un ope-
rador, esto es T es inversa de T a lo largo de T*.
Ademsés, como TTT y T1T son proyecciones idempotentes, se tiene
que

X =R(TTY @ N(TTY)

=TR(TH @ N(TT") = TR(T*) & N (T*)

N(T)NR(T*) = N(T'T) n R(T'T) = {0}.
‘ (2) : _ 72
Asi, por el teorema 1.5.9, TR(T*),N(T*) existe y TH = T’R(T*),/\/(T*)‘
(b) Veamos que R(Tp) = R(TTp) = R(T*) y N(Ip) =
N(TTp) = N(T*) para cualquier entero positivo k > n.
Como R(Tp) = R(TT?) Cc R(TTp) = R(TpT) C R(Ip), obte-
nemos R(ITp) = R(IT'Tp) y asi

R(TTp) = TR(Tp) = TR(TTp) = T*R(Tp).

Por induccién se verifica que R(TTp) = T"R(Tp) para cualquier
entero positivo h. Se tiene que R(Tp) = R(TTp) = R(T*) para
cualquier entero positivo k > n, tenemos que

N(Tp) c N(T*Tp) = N(TF) ¢ N(TRET*) = N (TpT)
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C N(TET) € N(Tp),

asi

N(Tp) = N(TTp) = N(T").

Como TTp es una proyeccion idempotente, se tiene que
X =R(TTp) ®N(TTp) =TR(T™) & N(T™).

Ademés, N (T)NR(T™) C N(T™")NR(T™) = {0}. Por el teorema
1.5.9 (b) tenemos que T7(22()T”),N(T“) existe y T7(€2()Tn),/\/’(Tn) =Tp.
(¢) Tomando n = 1 en el inciso (b) se obtiene el resultado. [J

Las (2)—inversas tienen muchas aplicaciones, por ejemplo, en
métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales. El lector
interesado puede encontrar més informacién en [21]
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Conclusiones

En esta tesis se ha hecho una recopilacién de las inversas gene-
ralizadas mas conocidas, tales como las inversas internas, externas,
la grupo inversa y la inversa Drazin.

De estas se ha establecido su forma matricial. Se han estudiado
los operadores polares, cuasipolares y A—Dragzin, de los cuales se
han verificado algunas de sus caracterizaciones conocidas en ani-
llos con identidad, asi como también se han establecido sus formas
matriciales.

Finalmente hemos estudiado la inversa a lo largo de un elemento,
caso particular de la inversa con rango y espacio nulo prescritos,
se presenta su definiciéon para operadores, algunas de sus caracte-
rizaciones asi como su forma matricial. En el dltimo teorema del
capitulo 3 se presenta la relacion de esta inversa, con la grupo in-
versa, la inversa Drazin y la inversa Moore-Penrose.

En futuras investigaciones se pueden establecer relaciones de las
inversas estudiadas con nuevas inversas que estan surgiendo, asi co-
mo es posible utilizar la teoria expuesta como punto de partida
para desarrollar aplicaciones, por ejemplo en estadstica o progra-
macién lineal.
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