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Introduccion

La presente tesis esta enfocada a dos conceptos muy usados en distintas
ramas de la matemaética, y que en el caso de la topologia son conocidos como
espacios cociente y encajes. La tesis esta divida en tres capitulos y para la
elaboracion de este trabajo se recurrio a la bibliografia senalada.

En el primer capitulo iniciamos con conceptos preliminares para que el lector
pueda comprender lo abordado en los siguientes capitulos de la tesis, también
analizamos algunas equivalencias de las definiciones dadas, teoremas sobre
imagenes continuas, propiedades topoldgicas, entre otras cosas, y asi como
algunos ejemplos simples que muestran lo presentado.

El capitulo dos, dividido en cuatro secciones, estd dedicado a los espacios
cociente, los cuales son construidos a partir de un espacio topologico X, y
una particiéon G o una relacién de equivalencia ~. A este espacio cociente
X/G (o bien X/ ~) se le dota de una topologia, la topologia cociente, me-
diante la funcién cociente P : X — X/G. Ademds, en la primera seccién
se construye una funcién de especial interes ®; : X/G; — Y apartir de una
funcién f : X — Y continua y suprayectiva, mostrando que ®; es biyectiva
y continua pero no siempre un homeomorfismo, dando algunas condiciones
para que @ lo sea.

En la seccion dos de este capitulo mencionamos dos espacios cociente, el cono
y la suspensién, que son un caso particular de espacios cociente construidos
mediante dos espacios X y Y ajenos y una funcién f : A — Y continua con
A cerraddo en X no vacio, dando el efecto de que A es pegado con su imagen
f(A), a este espacio cociente X Uy Y es llamado la adicién de X y Y por f.
Ademés, se prueba que X Uy Y preserva algunas propiedades de X y Y.

En la tercera secciéon nos encargamos de introducir lo que es una funcién
de identificacién, dando una caracterizacion de estas y contribuyendo con
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otra condicién para que ®; sea un homeomorfismo. Finalmente, en la ultima
seccion hacemos una generalizacion de la topologia cociente, la topologia
fuerte, con la cual establecemos una clase de espacios conocidos como k-
espacios, probando una equivalencia de estos espacios y un teorema intere-
sante para los espacios métricos.

En el udltimo capitulo se abordan los encajes, particularmente de contin-
uos que son espacios métricos no vacios, compactos y conexos. Mostrando
que cualquier continuo se puede encajar en el Cubo de Hilbert siendo asi
un continuo universal. Ademads, se ve que es una dendrita y que existe una
dendrita universal en R. Por tltimo, revisamos que es una n-sombrilla y que
no puede ser encajable en R”.
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Capitulo 1

Preliminares

La presente tesis requiere introducir la notacién que se empleara a lo largo de
estd, ademas de presentar definiciones y resultados que seran de utilidad para
la comprension de los conceptos y la prueba de teoremas que se abordaran
en los siguientes capitulos.

1.1 Espacios topoldgicos

Definicion 1.1. Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia
T de subconjuntos de X que satisface:

1) 0, X e 7.

(2) La union de miembros de T es también un miembro de 7 .

(Sild C T, entonces | JU € T ).

(3) La interseccion finita de miembros de 7 es un miembro de 7 .

(SiV C T es subfamilia finita, entonces (\V € T ).
A la pareja (X, T) se le llama espacio topoldgico.

A los miembros de la topologia se les llama conjuntos abiertos, y
cuando no sea necesario especificar la topologia diremos simplemente que
X es un espacio topolégico.

Definicién 1.2. Sea (X,.7) un espacio topolégico. Una familia B C T es

llamada una base para 7 si cada conjunto abierto es la union de miembros
de A.
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Definicién 1.3. Sea (X,.7) un espacio topoldgico y v € X. Una familia
B, C T es llamada una base local de x si B, es base para T y cada
miembros de B, contiene a x.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topologico y F C X. Diremos que F' es
cerrado en X sty solo si X — F' es abierto en X.

Definiciéon 1.5. Sea X un espacio topologico y A C X.

(a) El interior de A en X, denotado por intx(A), es
intx(A)=U{U C X :U C Ay Aes abiertoen X}.

(b) La cerradura (o clausura) de A en X, denotado por clx(A), es
cdx(A)=({FCX:ACFuyFescerradoen X}.

(¢) La frontera de A en X, denotado por frx(A), es
fT’X(A) == Clx(A) N Clx(X — A)

Definicién 1.6. Sea X un espacio topolégico y D C X. Decimos que D es
denso en X siclx(D) = X.

Ejemplo 1.7. Algunos ejemplos son:
(1) El congunto de los numeros racionales Q es denso en R.
(17) El conjunto de los numeros iracionales 1 es denso en R.

Definicién 1.8. Sea (X, .7) un espacio topoldgico y Y C X. La topologia
inductda Jy sobre Y es {Y NU : U € T}. Decimos que (Y, Jy) es un
subespacio de (X, 7).

Teorema 1.9. [3, Teorema 7.3] Sea X un espacio topoldgico y'Y subespacio
de X. St ACY es cerrado (abierto) en'Y, yY es cerrado (abierto) en X,
entonces A es cerrado (abierto) en X.

Definicién 1.10. Sean X yY espacios topolégicos. Una funcion f: X — Y
se dice que es continua si y solo si para cada abierto U en'Y, f~1(U) es
abierto en X.

Teorema 1.11. /3, Teorema 8.2] Sean X, Y y Z espacios topoldgicos.

(a) Si f: X =Y yg:Y — Z son continuas, entonces go f : X — Z es
continua.



1.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS 3

(b) Si f: X — Y es continua y A C X es subespacio de X, entonces
fla: A=Y es continua.

(¢) Si f: X =Y escontinua y f(X) CY es subespacio de Y, entonces
f:X — f(X) es continua.

Teorema 1.12. /3, Teorema 8.3] Sean X yY espacios topolégicos. Entonces
f: X — Y es continua si y solo si para cada cerrado F en'Y, f~Y(F) es
cerrado en X .

Definicién 1.13. Sean X yY espacios topologicos. Decimos que una funcion
f: X =Y es abierta (cerrada) si y solo si para cada abierto (cerrado) A
en X, f(A) es abierto (cerrado) en'Y .

Definicién 1.14. Sean X y Y espacios topologicos. Una homeomorfismo
(o biyeccion bicontinua) es una funcion h : X — 'Y continua y biyectiva tal
que h™1 1Y — X es también continua. Decimos que X es homeomorfo a
Y si existe un homeomorfismo de X sobre Y.

Ejemplo 1.15. La superficie de un cubo C' es homeomorfo a la esfera uni-
taria % en R3. Supongamos que C estd centrado en R?, entonces la funcion
h:C — 2, definida para cadap € C, por f(p) = H%II es un homeomorfismo.

Definicién 1.16. Una propiedad P de un espacio topologico X es un in-
variante topoldgico (o propiedad topoldgica) si todo espacio topoldgico
homeomorfo a X también tiene la propiedad P.

Teorema 1.17. [3, Teorema 12.2] Sean X y Y espacios topoldgicos y f :
X — Y biyectiva. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un homeomorifsmo.
(2) f es continua y abierta.
(3) f es continua y cerrada.

Definicién 1.18. Sea X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion.
Entonces [ es un encajamiento si f : X — f(X) es un homeomorfismo.
Decimos que X es encajable en'Y si existe un encajamiento de X a'Y.

Teorema 1.19. Sean X yY espacios topologicos. Si f : X — Y es continua,
inyectiva y abierta (cerrada), entonces f: X — Y es un encajamiento.
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Demostracion. Como f : X — Y es continua e inyectiva, por le Teorema
1.11(c), tenemos que f : X — f(X) es continua y biyectiva. Veamos que
f:X — f(X) es abierta (cerrada). Sea A abierto (cerrado) en X, entonces
f(A) es abierto (cerrado) en Y. Desde que f(A) C f(X), tenemos que f(A)
es abierto (cerrado) en f(X). Asi, f : X — f(X) es abierta (cerrada).
Luego, por el Teorema 1.17, f : X — f(X) es un homeomorfismo. Por lo
tanto, f : X — Y es un encajamiento. O

1.2 Axiomas de separacion

Definicién 1.20. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que:

a) X esTy (o de Kolmogorov) si y solo si para cualquier par de puntos
g Y
x,y € X existe un abierto U que contiene uno de los puntos y no
contiene el otro punto.

(b) X esTy (o de Fréchet) si y solo si para cada par de puntos z,y € X
existen abiertos U, V tales que x € U peroy ¢ U, y ademds y € V
pero x ¢ V.

(¢) X es Ty (o de Hausdorff) si y solo si para cualquier par de puntos
x,y € X existen abiertos U, V ajenos tales que x € U, y € V.

(d) X es Tz (o regular) si y solo si para cada punto x € X y cualquier
cerrado F C X tal que x ¢ F existen abiertos U, V ajenos tales que
reUyFCV.

(e) X es Ty (o normal) siy solo si para cada par de cerrados F,G C X
agenos existen abiertos U, V' ajenos tales que F C U y G C V.

El siguiente teorema muestra que ser 1y, 11, Ty, T3 v Ty es una propiedad
topologica.

Teorema 1.21. Sean X y Y espacios topolégicos, y f : X — Y un homeo-
morfismo.

(a) Si X es un espacio de Kolmogdrov, entonces Y es de Kolmogdrov.
(b) Si X es un espacio de Fréchet, entonces Y es de Fréchet.

(¢) Si X es un espacio de Hausdorff, entonces Y es de Hausdorff.
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(d) Si X es un espacio reqular, entonces Y es reqular.
(e) Si X es un espacio normal, entonces Y es normal.

Demostracion. (a) Sean y1,y, € Y, entonces existe x1,7o € X tal que
flx1) = y1 vy f(za) = yo. Como X es de Kolmogérov, tenemos que exis-
te U abierto en X tal que contiene solamente a x; 6 solamente a x5. Luego,
f(U) es abierto en Y tal que contiene solamente a y; 6 solamente a y,. Por
lo tanto, Y es de Kolmogorov.

(b) Sean y1,y, € Y, entonces existe z1,x9 € X tal que f(z1) = y1 v
f(za) = yo. Como X es de Fréchet, tenemos que existen abiertos U, V
en X tales que 1 € U y x93 € V. Luego, f(U), f(V) son abiertos en Y tales
que y; € f(U) y y2 € f(V). Por lo tanto, Y es de Fréchet.

(c) Sean y1,y, € Y, entonces existe z1,z9 € X tal que f(z1) = y1 v
f(za) = yo. Como X es de Hausdorff, tenemos que existen abiertos U,
V en X ajenos tales que x; € U y x5 € V. Luego, f(U), f(V) son abiertos
en Y ajenos tales que y; € f(U)yys € f(V). Porlo tanto, Y es de Hausdorft.

(d) Sean y € Yy F C Y cerrado tal que y ¢ F', entonces existe z € X
tal que f(z) =y y f~(F) es cerrado en X tal que z ¢ f~'(F). Como X
es regular, tenemos que existe abiertos U, V en X ajenos tales que x € U y
[~YF) C V. Luego, f(U), f(V) son abiertos en Y ajenos tales que y € f(U)
y F C f(V). Por lo tanto, Y es regular.

(€) Sean Fy,Fy C Y cerrados en Y ajenos, entonces f~'(F), f~'(F) son
cerrados en X ajenos. Como X es normal, tenemos que existe abiertos U, V
en X ajenos tales que f~1(F)) C Uy f~Y(Fy) C V. Luego, f(U), f(V) son
abiertos en Y ajenos tales que F; C f(U) y F» C f(V). Por lo tanto, Y es
normal. ]

Teorema 1.22. X es un espacio Ty si y solo si para cada x € X, {x} es
cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que X es T;. Sea x € X. Como X es Tj,
tenemos que para cada punto y € X distinto de z existe abierto V,, tal que
y € V, pero x ¢ V,. Luego, X — {z} = |JV, es abierto en X. Asi, {z}
es cerrado en X. Ahora, supongamos que para cada x € X, {z} es cerrado
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en X. Sean z,y € X, entonces X — {z} y X — {y} son abiertos tales que

ye X —{x}tperox ¢ X —{z} yxre X —{y} peroy ¢ X —{y}. Porlo
tanto, X es T7. O

Teorema 1.23. Sean X un espacio topologico y A C X un subespacio de X .

(1) Si X es de Hausdorff, entonces A es de Hausdorff.

(2) Si X es regular, entonces A es regular.

Demostracion. (1) Sean x,y € A, entonces z,y € X. Como X es de Haus-
dorff, tenemos que existen abiertos U, V en X ajenos talesquex € U,y € V.
Luego, Uy =UNAy Vi =V N A son abiertos en A ajenos tales que x € Uy,
y € V1. Por lo tanto, A es de Hausdorft.

(2) Sean x € Ay F C A cerrado en A tal que z ¢ F, entonces x € X
y existe Fy cerrado en X tal que F=FiNAyax ¢ F;. Como X es regular,
tenemos que existen U, V abiertos en X ajenos tales que x € Uy F} C V.
Luego, Uy =UNAy Vi =V N Ason abiertos en A ajenos tales que x € Uy
y F C V4. Por lo tanto, A es regular. O

Teorema 1.24. X es un espacio reqular si y solo si para cada U abierto en X
y cualquier punto x € U existe V' abierto en X tal que x € V C clx (V) C U.

Demostracion. Supongamos que X es regular. Sea U abiertoen X y x € U,
entonces X — U es cerradoen X y x ¢ X —U. Como X es regular, tenemos
que existen V' y W abiertos en X ajenos tales que x € Vy X —U C W.
Ademads, como V C X — W y X — W es cerrado, tenemos que clx (V) C
X —W. Asi, z € V C ¢clx(V) C U. Ahora bien, supongamos que para
cada U abierto en X y cualquier punto z € U existe V abierto en X tal que
r €V Cex(V)CU. Sean F cerradoen X y x € X — F, entonces X — F' es
abierto en X y x € X — F'. Por hipotesis, tenemos que existe V' abierto en X
talque x € V C elx(V) C X — F. Luego, F C X —clx(V) y x € V, donde
V y X —clx(V) son abiertos en X ajenos. Por lo tanto, X es regular. [

Teorema 1.25. X es un espacio normal si y solo st para cada par de cerrados
F.G C X ajenos existen abiertos U, V en X con cerraduras ajenas tales que
FcUyGcCV.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio normal. Sean F', G cerrados
en X ajenos, entonces existen abiertos U, W en X ajenos tales que F' C U
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y G C W. Ademés, U C X — W por ser ajenos U y W. Luego, clx(U) C
X — W. En consecuencia, clx(U) y G son cerrados en X ajenos, entonces
existen abiertos U',V en X ajenos tales que clx(U) C U'y G C V. Como
V € X — V', tenemos que clx(V) C X — U’. Se sigue que, clx(U), clx(U)
son ajenos. Por lo tanto, existen abiertos U, V' en X con cerraduras ajenas
tales que F' C U y G C V. El regreso es trivial. ]

1.3 Conexidad y compacidad

Definicién 1.26. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es disconexo
si y solo si existen U, V abiertos de X no wvacios tales que UUV = X y
UNV =0. Si X no es disconexo, entonces decimos que X es conexo.

Teorema 1.27. [3, Teorema 1.4] Sean X yY espacios topoldgicos, y
f: X =Y continua. Si X es conexo, entonces f(X) es conexo.

Teorema 1.28. Sean X y Y espacios topologicos, y [ : X — Y continua.
Si A C X es conezo, entonces f(A) es conexo.

Demostracion. Supongamos que A es conexo. Como f : X — Y es continua,
tenemos que f|4 : A — Y es continua. Luego, por el Teorema 1.28, f(A) es
conexo. O]

Definicién 1.29. Sea X un espacio topologico y A un subespacio de X.
Entonces A es una componente de X si y solo si

(1) A es conexo.
(17) Si B es un subespacio conezxo de X tal que A C B, entonces B = A.

Definicién 1.30. Un espacio topologico X es localmente conexo si y solo
st para cada punto x € X y cualquier abierto U que contiene a x, existe un
abierto conexo V tal que x € V C U.

Teorema 1.31. [2, Teorema 2.E.2] Un espacio X es localmente conezo si y
solo si las componentes de cada subconjunto abierto de X son abiertas.

Definicién 1.32. Sea X un conjunto y B un subconjunto de X. Una cu-
bierta de B es una coleccion de subconjuntos de X, € = {C, : a € A}, tal
que su union contiene a B. Si X es un espacio topologico y los conjuntos
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C, son abiertos en X, entonces se dice que € es una cubierta abierta. Si
A es un conjunto finito, entonces la coleccion € es una cubierta finita de
B. Una subcubierta de B es una subcoleccion de € que es también una
cubierta para B.

Definicién 1.33. Un espacio topologico X es compacto si y solo si cualquier
cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 1.34. Si A es un subconjunto finito de un espacio topolégico X,

por ejemplo A = {ay,...,a,}, entonces A es compacto, porque si C es una
cubierta abierta de A, tenemos que existen C1,...,C, € C tales que a; €
Ch,...,an € Cy. Luego, A = J;—, C;, es decir, C contine una subcubierta
finita.

Teorema 1.35. Sea X un espacio compacto y A C X. Si A es cerrado en
X, entonces A es compacto.

Demostracion. Sea € cubierta abierta de A, entonces ¢ = € U{X — A} es
cubierta abierta de X. Como X es compacto, tenemos que existe 9’ C €’
subcubierta finita de X. Luego, 7 = 2’ — {X — A} es subcubierta finita de
A. Por lo tanto, A es compacto. O

Teorema 1.36. Sea X un espacio de Hausdorff y A C X compacto. Probar
que A es cerrado en X.

Demostracion. Sea x € X — A. Como X es de Hausdorff, tenemos que para
cada y € A existen Uy, V, abiertos en X ajenos tales que z € U, y y € V,,.
Es fécil ver que, € = {v, : y € A} es cubierta abierta de A. Asi, existen
Y1, Y2, oo Y €D A tales que 2 ={V,,,Vy, ..., Vi, } s subcubierta finita de A.

Sean U = ﬂ U,yV = U V,,- Notar que U, V son abiertos en X ajenos,

ademas A C V Luego, .r E UcC X — A. De esto que, X — A es abierto en
X. Por lo tanto, A es cerrado en X. O

Teorema 1.37. Sean X y Y espacios topologicos, A C X y f : X =Y
continua. Si A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostracion. Sea € = {C, : @ € A} cubierta abierta de f(A). Como f
es continua, tenemos que ¢’ = {f~!(C,) : @ € A} es cubierta abierta de A.
Luego, existe 2" = {f 1 (Ca,), [ (Cay); -, f 1 (Cs, )} subcubierta finita de
A, ya que A es compacto. Asi, 7 = {C,,,Ca,,...,C,, } es subcubierta finita
de f(A). Por lo tanto, f(A) es compacto. O
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Definicién 1.38. Un espacio topologico X es localmente compacto si y
solo si para cada x € X y cualquier abierto U que contenga a x, existe un
abierto V' tal que x € V C clx (V) C U y clx(V) es compacta.

Definicién 1.39. Un espacio X es primero numerable si cada punto tiene
una base local numerable.

Definicién 1.40. Un espacio X es segundo numerable si tiene una base
numerable.

Definicién 1.41. Un espacio X se dice que es separable si existe un sub-
conjunto denso de X numerable.

Definicién 1.42. Un espacio X se dice que es de Lindelof si cada cubierta
abierta de X tiene una subcubierta numerable.

1.4 Espacios métricos
Definicién 1.43. Una métrica d en un conjunto X es una funcion
d: X x X >R
que satisface:
(1) Para todo z, y de X, se cumple que d(x,y) > 0.

(2) Para todo par de puntos x yy de X, se cumple que d(x,y) =0 si y solo
St T =Y.

(8) Para todo par de puntos x yy de X, se cumple que d(x,y) = d(y,x).
(4) Para toda z, y y z de X, se cumple que d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Definicién 1.44. Un espacio métrico es la pareja ordenada (X, d), donde
X es un conjunto y d una métrica en X.

Definicién 1.45. Sea (X, d) un espacio métrico, una bola abierta de centro
x y radio 1, es el conjunto B(z,r) ={y € X:d(z,y) <r}.
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Definicién 1.46. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
[0,1). Si h:[0,1] — A es un homeomorfismo, h(0) = p y h(1) = q, entonces
los puntos p y q se conocen como los puntos extremos del arco A.

Definicién 1.47. Consideramos [0,1]" con la topologia producto. Una n-
celda es un espacio topoldgico homeomorfo a [0, 1]™.

A continuaciéon veamos qué es una n-variedad.

Definicién 1.48. Sean € N. Unan-variedad es un espacio métrico separa-
ble M tal que todo p € M tiene una vecindad V' que es una n-celda. El inte-
rior como variedad de una n-variedad M, que denotamos por intv, (M),
es

intv, (M) = {p € M: p tiene una vecindad homeomorfa a R"}.
La frontera como variedad de M, que denotamos por 0,M, es
OoM={peM:p¢ intV(n)(M)}.

Recordemos qué son las i-ésimas funciones proyecciéon y un hecho impor-
tante sobre la continuidad de estas funciones.

Definicién 1.49. Sean n € N y X1, Xs, ... espacios topolégicos. Para cada
i€ {1,2,...}, sea m; : H;; X; — X, definida para cada (x1,29,...) €
[T;2, Xj por mi((21, 22, ...)) = 2. La funcion m; se llama la i-ésima funcion
proyeccion.
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Lema 1.50. Sean n € N y Xy, X,,... espacios topologicos. Si H‘;‘;l X;
tiene la topologia producto, entonces para cada i € {1,2,...}, tenemos que la
i-ésima funcion proyeccion m; es coOntinua.

Demostracion. Supongamos que H;’il X tiene la topologia producto. Sean
i€{1,2,...} y U; un abierto en X;. Notemos que 7T;1<Ui) =X xXyx- X
Ui X Xi1q X -++ . Como 7; 1(U;) es abierto en H;’il X, concluimos que ; es
continua. O]

Teorema 1.51. [2, (1.G.7), (2.A.15), (2.G.10)] Las propiedades de metri-

zabilidad, conexidad y compacidad son invariantes topologicos.
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Capitulo 2

Espacios cociente

En este capitulo se abordara distintas formas de construir espacios cociente
mediante particiones, relaciones y funciones continuas, comenzando con la
introduccién de la topologia cociente apartir de la funcién cociente. Ademas,
se daran algunos ejemplos interesantes de espacios cociente, teoremas y la
construccion de funciones especiales que nos diran como es el espacio cociente
resultante.

2.1 Topologia Cociente

Una particion de un conjunto X es una colecciéon G de subconjuntos no
vacios de X ajenos dos a dos tal que la unién es X. Las particiones surgen
de manera natural en mateméticas y son bastante importantes en la topologia
pues llevan a la creacién de espacios complejos e interesantes.

Supongamos que G es una particion de un espacio topolégico X. Defini-
mos a X/G como el conjunto cuyos puntos son los miembros de la particién
dada G. Entonces X/G es llamado conjunto cociente o de descomposicion.
La funcién P : X — X/G que manda un punto x a el tnico conjunto de GG
que contiene a z es llamada funcion cociente, denotaremos a P(x) por [z].
Notemos que [x] = [y] si y solo si x,y pertenecen al mismo miembro de la
particion GG, y que P es una funcién suprayectiva.

Definicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico, G particion de X. Sea % =
{U C X/G: P7Y(U) es abierto en X}, donde P : X — X/G es la funcidn
cociente.

13
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Teorema 2.2. Sean X, G, P y % como en la definicion 2.1, probar que:
(1) % es una topologia para X/G, la topologia cociente.

(i1) Si X/G tiene la topologia cociente, entonces P es continua.

(1ii) Si ¥ es una topologia para X/G tal que P es continua, entonces ¥ C
U .

(iv) Si X/G tiene la topologia cociente, A C X/G, y P~(A) es cerrado en
X, entonces A es cerrado en X/G.

Demostracién. (i) Como P~1() =0 y P~Y(X/G) = X son abiertos en X,

tenemos que 0, X € % .

Sea U C % . Luego para cada U € U, tenemos que P~(U) es abierto en X.

Como P7'( Y U)= U P1(U), tenemos que P~'( |J U) es abierto en X.
Ueu

veud veu

Asi, YU e ¥ .

Ahora, sean Uy, U, € % . Asi, P71(U;) y P7'(Us) son abiertos en X. Como
P~Y U, NUy) = P~H(Uy) N P~Y(Us), tenemos que P~ (U; NU,) es abierto en
X. Luego, Uy NUy € % . Por lo tanto, % es una topologia para X/G.

(it) Sea U abierto en X/G, entonces P~!(U) es abierto en X, ya que X/G
tiene la topologia cociente. Asi, para todo U abierto en X/G, tenemos que
P~1(U) es abierto en X. Por lo tanto, P es continua.

(i17) Sea U € V¥, entonces P~1(U) es abierto en X, pues P es continua.
Como U C X/G, tenemos que U € % . Por lo tanto, ¥ C % .

(iv) Sea A C X/G tal que P7'(A) es cerrado en X, entonces X — P71(A)
es abierto en X. Ya que PY(X/G — A) = X — P7'(A), tenemos que
P7Y(X/G — A) es abierto en X, luego X/G — A es abierto en X/G por
tener la topologia cociente. Por lo tanto, A es cerrado en X/G. O]

Tenemos que P : X — X/G es una funcién suprayectiva y continua con

la topologia cociente, pero no siempre es abierta como lo muestra el siguiente
ejemplo.
Ejemplo 2.3. Sean X = [0,27] y G = {{z}: z € (0,27)}U{{0,27}}. Como
[0,7) es abierto en X y P([0,7)) = {{z}: z € (0,7)} U{{0,27}}, tenemos
que P([0,m)) no es abierto X/G ya que P~Y(P([0,7))) = [0,7) U {27} no es
abierto en X. Por lo tanto, P no es abierta.
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Sean f : X — Y una funcién continua y suprayectiva, y Gy = {f ' (y): y €
Y}, Veamos que G es particién de X.

(1) Dado que f es suprayectiva, entonces para todo y € Y existe z € X tal
que f(z) = y. Luego, para todoy € Y existe v € X tal que z € f~1(y),
y por lo tanto, para todoy € Y : f~1(y) # 0.

(2) Sean f~H(y1), f~'(y2) € Gy tales que f~(y1) # f~'(y2), entonces y; #
yo. Supongamos que f1(yy) N f~H(y2) # 0. Luego, existe z € X tal
que z € f~H(y1)N [~ (ya), entonces f(x) = y1 v f(z) = ya. Asi, y1 = 1o
lo cual es una contradiccién, en consecuencia f~1(y1) N f~1(y2) = 0.
Por lo tanto, Gy es una coleccién de conjuntos ajenos.

(3) Como para todo y € Y : f~'(y) C X, tenemos que JG; C X.
Ademads, para todo z € X : f(z) = y € Y. Luego, para todo
€ X :x € f~l(y), entonces x € |JGy, y por tanto X C JGy.
Asi X = UGf

Por lo tanto, Gy es particién de X. Ademds, en la funciéon P : X — X/Gy
tenemos que para todo z € X : P(x) = [z] = f~1(f(x)).

Definicion 2.4. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva. Sea
O X/Gy =Y definida por @¢([z]) = f(x).

X

X/Gy

Veamos que ®; es una funcién biyectiva.

Sean [11], [22] € X/Gy tal que [e1] = [22], entonces f~1(f(a1)) = f1(f(22)).
Luego, f(z1) = f(z2) pues Gy es particién. Asi, ®;([z1]) = P([x2]), y por
lo tanto ®; esta bien definida.

Ahora bien, sean [21], [z2] € X/Gy tal que ®f([z1]) = Py([x2]), entonces
[(2) = f@2). Luego, [1(f(z1)) = [(f(x2)), y por lo que [z1] = [z]
Por lo tanto, ®; es inyectiva.

Ademas, como f es suprayectiva, tenemos que para todo y € Y existe v € X
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tal que f(r) = y. Luego, para todo y € Y existe [z] € X/Gy tal que
O s([z]) = y. Asi, &y es suprayectiva. Por lo tanto, ®; es una funcién biyec-
tiva.

Observacion 2.5. Notemos que:

(1) Para todo ACY : <I>]71(A) = P(f~1(A)).

Demostracion. Sea A C Y,y [z] € ®;'(A), entonces ®y([z]) € A.
Luego, f(z) € A, y por tanto z € f~1(A), por lo que, [z] = P(x) €
P(F(A)). Asf, ®71(4) C P(~(A).

Ahora, tomando a [ | € P(f~ (A)), tenemos que existe ¥’ € f71(A
tal que P(2') = [z], entonces f7'(f(2")) = f~'(f(x)). Luego, f(z)
f(x), pues Gy es particién, y por tanto f(z) € A, por lo cual <I>f([ ])
A, teniendo entonces que [z] € ®'(A). Asi, P(f~'(4)) C ®;'(A
Por lo tanto, ®;'(A) = P(f~'(A)).

~—

Dvm I

(i) Para todo B C X/G;: ®;(B) = f(P~Y(B)).

Demostracion. Sea B C X/G. Tenemos que y € ®¢(B) si y solo si
existe [z] € B tal que ®([z]) = y si y solo si existe z € P~(B)
tal que f(z) = y si y solo si y € f(P~!(B)). De esto que, ®;(B) =
f(P=H(B)). O

Teorema 2.6. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva y X/Gy
con la topologia cociente. Entonces la funcion @y : X/Gy — Y es continua.

Demostracién. Sea U abierto en Y, entonces f~1(U) es abierto en X, ya que
f es continua. Y como &, (U) = P(f~'(U)), tenemos que P~ (' (V)) =
P~YP(f~Y(U))) = fYU). Luego, P*1(<I>J71(U)) es abierto en X, y dado
que X /Gy tiene la topologia cociente, entonces <I>]71(U ) es abierto en X/Gj.
Por lo tanto, ®¢ es continua. O

Hasta ahora hemos visto que ® es continua y biyectiva, y aunque en mu-
chos casos puede llegar a ser un homeomorfismo el siguiente ejemplo muestra
que no necesariamente lo es.
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Ejemplo 2.7. Sea X = [0,27), y f : X — ! dada por f(x) = (cosx, senz).
Entonces tenemos que f es una funcion biyectiva y continua, ademds como
Gy = {{z} C [0,27) | z € [0,2m)} es esencialmente X, de lo que se sigue
que X/G; es homeomorfo a X. Sin embargo, X no es homeomorfo a /!,
ya que St es compacto y X no. Por lo tanto, 4 no es un homeomorfismo.

Ahora veamos, con los siguientes teoremas, condiciones para que ®; sea
un homeomorfismo.

Teorema 2.8. Supongamos que f : X — Y es una funcion continua y
suprayectiva, y que f es abierta o cerrada. Entonces ®¢: X/Gy —Y es un
homeomorfismo.

Demostracion. Bastard probar que ®; es abierta o cerrada.

Caso[1] Supongamos f es abierta, y sea U abierto en X/G, entonces P~(U)
es abierto en X, y como ®;(U) = f(P~Y(U)), tenemos que ®;(U) es abierto
en Y. Por lo cual, ®¢ es abierta.

Claso|2] Supongamos f es cerrada, y sea A cerrado en X/G, entonces P~'(A)
es cerrado en X, y como ®¢(A) = f(P7'(A)), tenemos que ®;(A) es cerrado
en Y. Por lo cual, ®; es cerrada. Por lo tanto, ®; es un homeomorfismo. [

Corolario 2.9. Si X es compacto, Y es Ty, y f : X — Y wuna funcion
continua y suprayectiva, entonces ®; es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea F cerrado en X, entonces F' es compacto en X, ya que
X es compacto, luego f(F') es compacto en Y, pues f es continua, y dado
que Y es Ty, tenemos que f(F) es cerrado en Y. Por lo que, f es cerrada.
Por lo tanto, ®¢ es un homeomorfismo. O

2.2 Identificaciones

Las particiones de un espacio X son formadas mas comodamente por ”identi-
ficaciones” de ciertos puntos en X con otros, lo cual se puede lograr mediante
una relacion de equivalencia ~ sobre X, donde los miembros de la particién
son las clases de equivalencia bajo ~. En este caso, denotaremos al espacio
cociente por X/ ~.

Ejemplo 2.10. Si X = [0,27] y definimos a la relacion ~ sobre X por
0~27m, yax~y sty solo st x =1y, las clases de equivalencia son los puntos
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singulares en el intervalo (0,27) y el conjunto {0,2xw}. Con esto esencial-
mente los puntos finales del intervalo han sido “pegados”; e intuitivamente
el espacio resultante deberia ser un circulo; y podemos comprobarlo con el
siguiente diagrama, donde f(x) = (cosx, senx).

X ! 1

P o

X/Gp =X/ ~

Como [0,27] es compacto y S es Ty, por el Corolario 2.9, tenemos
que ¢ es un homeomorfismo, y por lo cual el espacio cociente X/ ~ es
topologicamente un circulo.

Muchos espacios topologicos interesantes pueden llegar a ser construidos
de manera similar como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.11. El toro es usualmente definido por ' x .1, una descripcion
alternativa es obtenida de espacios cociente como sigue. Sea X = [0,2] X
[0,2] el cuadrado en &2, identificando los puntos en X de la forma (0,y)
con los correspondientes puntos (2,y) teniendo asi intuitivamente el efecto
de enrollar el cuadrado formando un tubo. Pegando los extremos del tubo
mediante la identificacion de los puntos de la forma (x,0) con (z,2) formando
asi un espacio cociente homeomorfo a el toro . x S, como se muestra a
continuacion.

(0,2) (2,2) .

(z,2)

(z,0) T
(0,0) (2,0)

Esto se puede comprobar con el siguiente diagrama, donde
f(z) = ((cosmz, senmx), (cosmy, senmy)). Y que ademds, X/Gy coincide con
el espacio cociente construido por las identificaciones anteriores.
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X f L x P
\ /
X/Gy

Ejemplo 2.12. Un espacio mas exético que puede ser construido es la botella
de Klein, que es obtenida como espacio cociente de X = [0,2] x [0,2] el
cuadrado en &%, realizando la misma identificacion que en el ejemplo 2.11
para obtener el tubo y luego identificando los puntos de la forma (z,0) con
(2 —z,2). Esto tiene el efecto intuitivo de retorcer el tubo antes de pegarlo,
como se muestra a continuacion.

0,2 2,2

\

(2,0)

(0,0) 2,0) N

Definicién 2.13. Supongamos que X es un espacio topologico. Sea ~ la
relacion de equivalencia sobre X x [0,1] determinado por: (z,t) ~ (y,s) si

y solo si (x,t) = (y,s) ot = s =1. El cono superior de X es el espacio
cociente (X x [0,1])/ ~ .

T — A
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Ejemplo 2.14. Sean /"' = {(x1, 22, ...,x,) € E™ 1 23+ a5+ + 22 =1}
y B" = {(v1,29,...,xn) € E™ 2 + a3+ -+ a2 < 1}, Veamos que
el cono superior de /"' es homeomorfo a %". Notemos que la funcion
f: "% [0,1] = B dada por f(x1,Ta, ..., Tn,a) = (1—a)(z1, T2, ..., T,) €8
continua y suprayectiva. Luego, @ : "1 x [0,1]/G; — B™ es una funcion
continua y biyectiva. Ademds, /" x[0,1]/G coincide con el cono superior
de " 1. Como "1 y [0,1] son compactos, tenemos que /"1 x [0,1] es
compacto. Ademds, B" es un espacio de Hausdorff, pues es métrico. Asi,
por el Corolario 2.9 tenemos que @y es un homeomorfismo y por lo tanto el
cono superior de /"1 es homeomorfo a B".

)
a/\—/\/\.

Definicién 2.15. Sea X wun espacio topolégico. La suspension de X es
el espacio cociente (X x [—1,1])/ ~, donde ~ es la relacion de equivalencia
sobre X x[—1,1] dada por: (z,t) ~ (y,s) siy solo si(x,t) = (y,s) ot =s=1
ot=s=—1.
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Los conos y suspensiones de espacios topoldgicos son casos particulares de
una importante tecnica que involucra los espacios costura junto con la ayuda
de una funcién continua dada y una apropiada relacion de equivalencia.

Definicién 2.16. Si X y Y son espacios ajenos, entonces la union libre
de Xy'Y es el espacio topologico Z = X UY, donde un conjunto W C Z es
abierto st y solo st WNX y WNY son abiertos en X y Y, respectivamente.

Supongamos que X y Y sean espacios ajenos y que A es un subconjunto
cerrado de X no vacio. Sea f : A — Y una funcion continua, y en X UY
definimos una relacién de equivalencia para identificar cada punto x € f~1(y)
con y. Denotamos al espacio cociente resultante por X U; Y. Por lo tanto, A
ha sido "pegado” a su imagen f(A), y en el proceso, X y Y han sido cosidos
juntos. El espacio X Uy Y es llamado la adicion de X y'Y por f.

Observaciéon 2.17. Notemos que las clases de equivalencia inducidas por la
relacion antes mensionada son las siguientes:

(1) Siae X — A, entonces [a] = {a}.
(it) Sia €Y, entonces [a] = f~(a) U {a}.

(i17) Sia € A, entonces [a] = f~H(f(a)) U{f(a)} = [f(a)].
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XUfY
@ [—

X

Con esto podemos obtener al cono superior de un espacio X como sigue.
Sea p un punto que no esteen X, Z = X x[0,1], A= X x{1}y f: A— {p}.
Entonces Z Uy {p} es homeomorfo al cono superior de X.

Teorema 2.18. Sean X y Y son espacios ajenos, A un subconjunto cerrado
de X nowvacioy f: A=Y es continua. Sea P: XUY — X U;Y la funcion
cociente, probar que:

(a) Plx_a es un encajamiento.

)

b) Ply es un encajamiento.
) P(X — A) es abierto en X Uy Y.
)

(
(¢
(d) P(Y) es cerrado en X Uy Y.

Demostracion. (a) Como X Uy Y tiene la topologia cociente, tenemos que P
es continua y por tanto P|x_4 es continua. Ahora bien, sean a,b € X — A,
entonces P|x_a(a) = {a} y P|lx_a(b) = {b}. Asi, si P|x_a(a) = P|x_a(b)
entonces a = b, por lo cual P|x_4 es inyectiva. Ahora veamos que P|x_4 es
abierta. Sea U C X — A abierto en X — A, entonces U es abierto en X UY.
Como P7Y(P|x_4(U)) = P|x" 4(P|x_a(U)) = U, tenemos que P|x_(U)
es abierto en X Uy Y y asi P|x_4 es abierta. Por lo tanto, P|x_4 es un
encajamiento.

(b) Como P es continua, tenemos que Ply es continua. Ahora bien, sean
a,b € Y, entonces Ply(a) = f~'(a) U{a} y Ply(b) = f~1(b) U{b}. Asi, si
Ply(a) = Ply(b) entonces a = b, ya que a,b € Y, por lo cual P|y es inyec-
tiva. Ahora veamos que Ply es cerrada. Sea F' C Y cerrado en Y, entonces
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F es cerrado en X UY. Notemos que P~ (P|y(F)) = FU f~(F). Como f
es continua, tenemos que f~!(F) es cerrado en A. Luego, f~1(F) es cerrado
en X UY, en consecuencia P~'(P|y(F)) es cerrado en X UY. Asi, P|y(F)
es cerrado en X Uy Y y por tal Ply es cerrada. Por lo tanto, Ply es un
encajamiento.

(¢) Veamos que P~'(P(X — A)) = X — A. Para esto bastara probar que
PY(P(X—A)) C X—A. Seaa € P}(P(X—A)), entonces P(a) € P(X—A)
luego existe b € X — A tal que P(a) = P(b) = {b}. Como a € P(a), tenemos
que a € P(b) luego a = by asia € X — A, y con lo cual tendriamos que
PY(P(X—A))=X—A. Porloque P"}(P(X —A)) es abierto en XUY, ya
que X — A es abierto en XUY', y por lo tanto P(X — A) es abierto en X U Y.

(d) Veamos que P~'(P(Y)) = Y U A. Para ello, sea a € P~}(P(Y)), en-
tonces P(a) € P(Y), luego existe b € Y tal que P(a) = P(b) = f~1(b) U {b}.
Como a € P(a), tenemos que a € f~'(b) oa="b,luego a € Aoa €Y, es
decir, a € YUA. Por lo tanto, P7*(P(Y)) C YUA. Por otro lado, sea c € A,
luego P(c) = f1(f(c)) U{f(c)} = P(f(c)). Como f(c) € Y, tenemos que
P(f(c)) € P(Y), ast P(c) € P(Y) y entonces ¢ € P~'(P(Y)). Por lo cual,
AcC PYP(Y)),ycomoY C P~YP(Y)), tenemos que YUA C P~1(P(Y)).
Por lo tanto, P~}(P(Y)) = Y U A. Como Y U A es cerrado en X UY, ten-
emos que P71(P(Y)) es cerrado en X UY. Por lo tanto, P(Y) es cerrado en
XU, Y. O

Observaciéon 2.19. De lo anterior podemos observar ademds que:
(1) PIX-—A)UPY)=XU,Y.
(11) P(X —A)NP(Y) =0.

Teorema 2.20. Supongamos que X yY son espacios T, A es un subcojunto
cerrado de X no vacio y f : X —'Y continua. Entonces X Uy Y es T.

Demostracion. Sea [a] € X Uy Y. Veamos que {[a]} es cerrado en X Uy Y.
Por la observaciéon 2.19 tenemos los siguientes casos:

Caso[1]. Si [a] € P(X — A), entonces a € X — A. Luego, P~!([a]) = {a} es
cerrado en X. Por lo que, {[a]} es cerrado en X Uy Y.

Caso[2]. Si [a] € P(Y), entonces podemos suponer que a € Y. Luego,
P~ Y([a]) = {a} U f~'(a). Como Y es Tj, tenemos que {a} es cerrado en
Y, ademds, f~'(a) es cerrado en A por la continuidad de f. Como A es
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cerrado en X, tenemos que f~!(a) es cerrado en X. Asi, P7!([a]) es cerrado
en X UY, y por tanto [a] es cerrado en X Uy Y.
Por lo tanto, X Uy Y es Tj. O

Teorema 2.21. Supongamos que X y Y son espacios de Hausdorff, A es un
subcojunto cerrado de X no vacio y f : X =Y continua. Entonces X Uy Y
es de Hausdorff.

Demostracion. Como X es de Hausdorff, tenemos que X — A es de Hausdorff.
Luego, por el Teorema 2.18, P(X — A) y P(Y') son espacios de Hausdorff. Y
por la observacién 2.19, P(X — A) U P(Y) es un espacio de Hausdorff. Por
lo tanto, X Uy Y es un espacio de Hausdorff. O

Teorema 2.22. Supongamos que X y Y son espacios requlares, A es un
subcojunto cerrado de X no vacio y f : X —Y continua. Entonces X Uy Y
es reqular.

Demostracion. Como X es regular, tenemos que X — A es regular. Luego,
por el Teorema 2.18, P(X — A) y P(Y) son espacios regulares. Y por la
observacién 2.19, P(X — A) U P(Y) es un espacio regular. Por lo tanto,
X Us Y es un espacio regular. O]

Teorema 2.23. Supongamos que X yY son normales, A es un subconjunto
cerrado de X no vacioy f : A =Y es continua. Entonces XU;Y es normal.

Demostracion. Sean A; y Ay subconjuntos cerrados en X Uy Y ajenos. En-
tonces A1 N P(Y) y A, N P(Y) son conjuntos cerrados en P(Y') ajenos, y
por el Teorema 2.18(b), P(Y) es homeomorfo a Y. Asi, P(Y) es normal, y
por tanto existen abiertos U; y U; en P(Y) con cerraduras ajenas tal que
ANPY)C Uy AanP(Y) C Us. Luego, By = (P A1 Uclpyy(Uh))) N X
y By = (P7Y(A2 U clppy(Uz))) N X son subconjuntos cerrados del espacio
normal X ajenos, asi existen abiertos V; y V5 en X ajenos que contienen a
By y Bs respectivamente. Sean Wy = P(V), — A)UU; y Wy = P(Vo— A)UUs,
claramente, W7 y W5 son ajenos y Ay C Wy y Ay C W, Veamos que Wy y
W, son abiertos en X Uy Y, es decir, que P~ (W;) y P~!(W5) son abiertos en
XUY. Como P~Y (W) = P~YP(Vi—A)UU,) = PY{(P(Vi—-A)UP YU,y
PHP(Vi—A)) = PI3  4(Plx-a(Vi—A)) = Vi— A, yaque Vi — A C X — A,
tenemos que P~*(W;) = (V; — A) U P~}(U;). Ahora bien, probemos que
PYU) = fFUPHU)NY)U (P YU NY). Sea a € P1(U,), dado que
Uy C P(Y), tenemos que P~1(U;) C P"Y(P(Y)) =Y UA,yasia € Y UA.
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Si a € Y, entonces a € P71 (U;) NY. Por otro lado, si a € A, entonces
P(a) = P(f(a)). Luego, f(a) € P~Y(U;)NY porloquea € f~H(P~Y(U;)NY).
En ambos casos tenemos que a € f~H(P~YU;) NY)U (P~ (U;) NY). Asi,
PYU) c [P HU)NY)U (P HU;)NY). Ahora bien, tomemos a b €
HPHU)NY)U (P H(U;)NY). Supongamos que b € f~H(P~1(U;)NY),
entonces f(b) € P~Y(U;)NY. Luego, P(f(b)) € Uy, y como P(f(b)) = P(b),
tenemos que b € P~Y(U;). Por otro lado, si b € P71(U;) NY, entonces
be P-YUY). Asi, fY(PY(U) NY)U (P-Y(U,) NY) © PN U)). Por lo
tanto, P~Y(Uy) = f~YPHU)NY)U (P YU NY).

Luego, P7'(Wy) = (Vi — A)u fF (P 1 U)NnY)u (P 1 (U,)NY). Como
P~YU,)NY = P} (Uy) y U, es abierto en P(Y'), tenemos que P~1(U;)NY es
abierto en Y. Ademds, dado que f es continua, entonces f~}(P~1(U;)NY) es
abierto en A. Ahora bien, como P~1(U;) C P~ (A Uclp(y)(U1)), tenemos que
fHPHU)NY) C (P~ YA Uclpyy(Ur)))NX = By C Vi. Asi que podemos
ver a f~1(P~Y(U;)NY) = ZNA con Z abierto en X y Z C V;. Con esto que
WVi=A)Uf (P HU)NY) = (Vi—A)U(ZNA) = (Vi—A)uZ)N(11UA).
Entonces (Vi — A)U f~H(P~Y(U;)NY) = (V; — A) U Z, el cual es abierto en
X. Luego, P71 (W) = (Vi — A)U ZU (P H(U;)NY) es abierto en X UY y
se sigue que W, es abierto en X Uy Y. De manera similar, se puede probar
que W5 es abierto en X Uy Y. Por lo tanto, X Uy Y es normal. O]

2.3 Funciones de Identificacion

Definicién 2.24. Sean X yY espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva. Entonces f es una funcion de identificacion siy
solo si la topologia paraY coincide con % = {U C Y : f~1(U) es abierto en X}.

Notemos que la funcién cociente P : X — X /G es una funcién de iden-
tificacion, y ademas las funciones abiertas y cerradas son tambien funciones
de identificacion.

Teorema 2.25. Supongase que X, Y y Z son espacios topologicos, f : X —
Y wuna funcion de identificacion y g : Y — Z. Entonces g es continua si y
solo si go f es continua.

Demostracion. Claramente si g es continua, entonces go f es continua. Ahora,
supongamos que go f es continua. Sea U abierto en Z, entonces (go f)~1(U)
es abierto en X. Como f~'(g7'(U)) = (go f)"(U) y f es una funcién
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de identificacién, tenemos que g~!(U) es abierto en Y. Por lo tanto, g es
continua. N

Teorema 2.26. Supongase que X, Y y Z son espacios topologicos, f: X —
Y una funcion de identificacion y h : X — Z continua. Si ho f~! es una

funcién entonces ho f~1 es continua.

Demostracidn. Sea U abierto en Z, entonces h™'(U) es abierto en X. Como
F (o YUY = ((ho £ o ) (U) = h-H(U) y f s una fancién
de identificacién, tenemos que (ho f~1)71(U) es abierto en Y. Por lo tanto,
ho f~! es continua. O

El siguiente teorema generaliza ligeramente el Teorema 2.8.

Teorema 2.27. Supongamos que f : X — Y una funcion de identificacion.
Entonces @y : X/Gy —Y es un homeomorfismo.

Demostracion. Bastard probar que ®f es abierta. Sea U abierto en X/Gy,
entonces P~(U) es abierto en X. Como f~H(®;(U)) = P~ (U) y f es una
funcién de identificacién, tenemos que ®¢(U) es abierto en Y. Luego, ®; es
abierta. Por lo tanto, ®; es un homeomorfismo. O

Teorema 2.28. Sea X un espacio localmente conexo y f : X — Y una
funcion de identificacion. Probar que Y es localmente conexo.

Demostracion. Por el Teorema 1.31, Bastara probar que las componentes de
los conjuntos abiertos de Y son tambien abiertas. Sea U abierto en Y y C
una componente de U. Supongamos que z € f~1(C) y sea D, la componente
de f~1(U) que contiene a z. Y desde que f~!(U) es abierto y X es localmente
conexo, por el Teorema 1.31, se sigue que D, es abierto en X. Como f es
continua y D, es conexo, tenemos que f(D,) es conexo. Asi, f(D,) C U
conexo y f(x) € f(D,). Como C es la componente de U que contiene a
f(x), tenemos que f(D,) C C, y en consecuencia D, C f~!(C). De esto
que, f71(C) es abierto en X. Luego, C es abierto en Y, pues f es una
funcion de identificacién. Por lo tanto, Y es localmente conexo. O

2.4 Topologia fuerte y k-espacios.

De manera similar a como la topologia debil (o inicial) se introduce como una
generalizacion de la topologia producto medienate una familia de funciones,
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una topologia puede ser definida para generalizar la nocién de topologia
cociente.

Definicién 2.29. Sea 2" = {X, : « € A} una familia de espacios topoldgicos,
Y un conjunto y F = {fs : « € A} una familia de funciones tal que para
cada a« € N f, : X, = Y. Diremos que U C'Y es abierto si y solo si para
cada o € A f7Y(U) es abierto en X,. FEsta coleccion de conjuntos de Y
forma una topologia la cual es llamada la topologia fuerte asociada con la
familia de funciones .F .

Observacién 2.30. Notemos que si Y es un espacio con la topologia fuerte
asociada con la familia de funciones {fs : a € A} tal que para cada o € A
fo: Xo =Y, entonces F CY es cerrado si y solo si para cada o € A f;1(F)
es cerrado en X,.

Teorema 2.31. Sea Y es un espacio con la topologia fuerte asociada con la
familia de funciones {f, : a € A} tal que para cada o € A fo,: Xo = Y y
Z un espacio arbitrario. Probar que una funcion f:Y — Z es continua si y
solo si para cada o € A fo f,: X, — Z es continua.

Demostracion. Claramente si f es continua, entonces para cada o € A fof, :
X, — Z es continua, ya que Y tiene la topologia fuerte. Ahora, supongamos
que para cada o € A fo f, : X, — Z es continua. Sea U abierto en Z,
entonces para cada a € A (f o f,) }(U) es abierto en X,. Como para cada
a €A (fof,) N U)= f7Y(f1(U)) y Y tiene la topologia fuerte, tenemos
que f~HU) es abierto en Y. Por lo tanto, f es continua. ]

La topologia fuerte es usada para establecer una clase de espacios cono-
cidos como k-espacios.

Definicién 2.32. Supongamos que (X, %) es un espacio topoldgico y € =
{C : C es un subconjunto compacto de (X, %)}. Para cada C € €, sea
ic : C— X la funcion inclusion. Entonces X es un k-espacio si y solo si
la topologia fuerte  para X inducida por {ic : C € €} coincide con % .
La topologia % es llamada la k-topologia para X asociada con % .

Observacién 2.33. Es fdcil ver que:

(1) Si (X, %) es un espacio topoldgico, entonces % es siempre un subcon-
gunto de la k-topologia para X asociada con % .
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(17) Si X esun k-espacio yY es un espacio arbitrario, entonces una funcion
f: X =Y es continua si y solo si flc: C —Y es continua para cada
subconjunto compacto C de X.

Teorema 2.34. Supongamos que (X, %) es un espacio topolégico y

¢ = {C : C es un subconjunto compacto de (X,%)}. Entonces (X, %) es
un k-espacio si y solo si un subconjunto A de (X, %) es cerrado siempre que
para cada C' € € ANC es cerrado en C.

Demostracion. Supongamos que (X,%/) es un k-espacio y sea A un sub-
conjunto de X tal que para cada C' € € AN C es cerrado en C. Como
ANC = iz'(A), tenemos que para cada C' € ¥ ig'(A) es cerrado en C.
Luego, A es cerrado en (X, %) desde que (X, %) es un k-espacio.

Ahora bien, supongamos que un subconjunto A de (X, %) es cerrado siempre
que para cada C' € € AN C es cerrado en C. Sea % la k-topologia para X
asociada a % . Por la observacién 2.33(i), tenemos que % C % . Supong-
amos que A es un subconjunto cerrado de (X, %), entonces para cada C' € €
i (A) es cerrado en C. Como ig'(A) = ANC, se sigue que ANC es cerrado
en C, y en consecuencia A es cerrado en (X, % ). De esto que, & C % . Por
lo tanto, (X, %) es un k-espacio. ]

Observacion 2.35. Del Teorema 2.34, podemos notar que (X, %) es un k-
espacio si y solo si un subconjunto A de (X, ) es abierto siempre que para

cada C € € ANC es abierto en C.

Teorema 2.36. Probar que:
(a) Los espacios localmente compactos son k-espacios.
(b) Los espacios primero numerables son k-espacios.

Demostracion. (a) Supongamos que X es localmente compacto. Sean U C X
tal que para cada C' subconjunto compacto de X, U N C' es abierto en C, y
x € U. Como X es localmente compacto, tenemos que existe V' subconjunto
abierto de X que contiene a x y tiene cerradura compacta. Como clx (V) es
compacto, tenemos que U N ¢lx (V') es abierto en clx (V). En consecuencia,
(UNclx(V))NV =UNV es abierto en V. Asi, UNV es abierto en X, pues
V es abierto en X, y contine a x. De esto que, U es abierto en X. Por lo
tanto, X es un k-espacio.

(b) Supongamos que X es primero numerable y que F' C X es tal que para
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cada C' subconjunto compacto de X F'NC es cerrado en C. Sea x € clx(F)
y {2, } una sucesién en F' que converge a x, entonces C' = {x,, : n € N}U{x}
es compacto, y asi F' N C es cerrado en C. Como {z, : n € N} C FNC,
tenemos que z € cla(FNC), se sigue que © € FNC ya que es cerrado en C.
De esto que, clx(F') C F y por tal F' es cerrado en X. Por lo tanto, X es un
k-espacio. O
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Capitulo 3

Encajes

En este capitulo vemos qué es un continuo y que existe un continuo universal.
También vemos qué es una dendrita y que existe una dendrita universal en

RQ
Comenzamos con la nocién de continuo.

Definicién 3.1. Un continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y
CONETO.

De acuerdo al Teorema 1.51, la propiedad de ser un continuo es una
propiedad topoldgica.

Ejemplo 3.2. Seann € N y
B" = {(I’l,l’g, Ce ,I'n> c R": H (.TI,SCQ, c. ,.’L‘n) HS 1}

A B™ se le conoce como la bola cerrada en R™ de dimension n y es un
ejemplo de un continuo. De hecho una n-celda es homeomorfa a B™, por lo
que una n-celda es un continuo.

Ahora, recordemos la definicién de continuo universal en una clase de
continuos.

Definicién 3.3. Sean € una clase de continuos y C € €. Decimos que C' es
universal en la clase €, si todo elemento de la clase € es encajable en C.

Con la intencién de probar que existe un continuo universal veamos como
se define el espacio conocido como Cubo de Hilbert, veamos que efectivamente
es un continuo y que ademaés todo continuo se puede encajar en él.

31
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Definicién 3.4. Para todo i € N, sea I; = [0,1]. Sea [0,1]* = [[;2, L.
Consideramos [0, 1] con la topologia producto. El Cubo de Hilbert es un
espacio topoldgico homeomorfo a [0, 1]%.

Como el producto arbitrario de espacios conexos es conexo con la topologia
producto (vea [2, (6.A.12)]) y el producto arbitrario de espacios compactos
también es compacto con la topologia producto (vea [2, (6.A.11)]), tenemos
que [0, 1]*, con la topologia producto, es conexo y compacto.

Ademads, D : R® x R>® — R, definida para cada (x,y) € R* x R*, por

d iy J1 .
D(x,y) :sup{M: ZGN},

donde x = {z;}2°,, v = {v;}2, v d(s,y;) = min{|z; — ), 1}, es una
métrica de R>® que induce la topologia producto (vea [5, Teorema 20.5]).
En consecuencia, [0, 1] es metrizable.

Asi, [0,1]* es un continuo y de aqui, por el Teorema 1.51, el cubo de
Hilbert es un continuo.

Ahora veamos que [0,1]*° es un continuo universal, es decir, cualquier
otro continuo es encajable en [0, 1]*°. Para esto necesitamos lo siguiente.

Teorema 3.5. [3, 5.6, pdg. 187] Si X es un espacio métrico, entonces las
siquientes condiciones son equivalentes:

(1) X es sequndo numerable.
(2) X es separable.
(3) X es de Lindelof.

A continuacién enunciamos un resultado muy importante en Topologia
General y que habitualmente se llama el Lema de Urysohn. Nos asegura
la existencia de ciertas funciones continuas con valores reales en un espacio
normal X. En nuestro trabajo, es la herramienta bésica usada para probar el
Lema 3.7, que nos sera de ayuda para demostrar el Teorema 3.8, y éste tltimo
nos sirve para probar el Teorema 3.9, el cual es un resultado importante en
Teoria de Continuos.
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Teorema 3.6. [5, Teorema 33.1] Lema de Urysohn. Sea X un espacio
topologico normal. Si A y B son subconjuntos cerrados y ajenos en X y
[a,b] es un intervalo cerrado en la recta real, entonces existe una funcion
continua [ : X — [a,b] tal que para todo x € A : f(x) = a y para todo
r € B: f(x)=0.

Lema 3.7. §i X es un espacio topologico reqular con base numerable, en-
tonces existe una familia numerable F cuyos elementos son funciones con-
tinuas de X en [0, 1] tal que para todo p € X y para todo U abierto en X con
p € U, existe f € F tal que f(p) >0 y para todo x € X — U : f(z) =0.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico regular con una
base numerable B. Sea A = {(U,V): U,V € By clx(U) C V}. La coleccién
A es numerable. Para cada (U,V) € A, claramente clx(U) y X — V son
cerrados en X y ajenos, aplicamos el Lema de Urysohn para elegir una funcion
continua fyyv : X — [0,1] tal que para todo = € clx(U) : fuv(z) =1y para
todo x € X =V : fyv(xz) = 0. Luego, la familia F = {fyv: (U, V) € A} es
numerable.

Revisemos que la familia F satisface la condicion deseada. Sean p € X y
W un abierto en X tales que p € W. Existe B,, € B tal que p € B,, C W.
Como X es regular y B,, es abierto en X, existe A abierto en X tal que
p € A Cclx(A) C B,,. Ahora, como A es abierto en X, existe By € B tal
que p € By C A. Luego, clx(By) C clx(A) C B,,. Asi, (By, By,) € A. Luego,
existe fp, B, € F tal que para todo x € clx(By) : fB,.B,.(xr) = 1 y para
todo x € X — By, : fp, B, (x) = 0. Como p € By C clx(By), tenemos que
fB..B,,(p) =1. Como X —W C X — B,,, tenemos que para todox € X —W :
fB.B.. (x) = 0. O

Teorema 3.8. Todo espacio topologico reqular con base numerable es ho-
meomorfo a un subespacio de [0, 1]>°.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topologico regular con base
numerable. Por el Lema 3.7, existe una familia F = { f,,: n € N} que satisface
las hipdtesis de dicho lema; consideramos R con la topologia producto y
definimos F': X — R*, de la siguiente manera

F(x) = (fi(z), f2(),...).

Luego, F' es continua porque R> tiene la topologia producto y cada f,
es continua.
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También, F' es inyectiva porque si x,y € X con x # y, tenemos que como
X es de Hausdorff, existen U y V ajenos y abiertos en X tales que x € U
y y € V. Como F satisface lo que establece el Lema 3.7, para x y U existe
fn € Ftal que f,(x) > 0yparatodot € X—U : f,(t) =0. Comoy € X —U,
tenemos que f,(y) = 0. Asi, existe un indice n tal que f,(z) >0y f.(y) = 0.
Luego, F(z) # F(y).

Sea Z = F(X). Notemos que para todo z € X y para todo i € N, tene-
mos que 0 < f;(z) < 1. Luego, Z C [0, 1]*.

Resta probar que X es homeomorfo a Z. Para esto, sea G : X — Z
definida, para cada x € X, por G(z) = F(z). Por su definicién G es una
funcién biyectiva y continua de X en Z.

Veamos que G es una funcién abierta. Para esto, sea U abierto en X. Sea
29 € G(U). Busquemos un conjunto W abierto en Z tal que zo € W C G(U).

Como zy € G(U), existe zyp € U tal que G(xy) = 2. Por el Lema 3.7,
existe fy € F tal que fy(zo) > 0y paratodot e X —U : fn(t) =0.

Tomemos el rayo abierto (0,00) C R y sean 7y : R® — R la proyeccién
N-ésima y

V =y ((0,00)).
Como 7 es continua, tenemos que V' es abierto en R*.

Sea W =V N Z. Claramente W es abierto en Z. Veamos que zop € W C
G(U).

Como 7n(29) = mn(G(x0)) = fn(xo) > 0, tenemos que zy € V. Ademds,
como 2y € Z, tenemos que zo € W.

Ademas, W C G(U). Porque si z € W, entonces z € V N Z. Luego, existe
r € X tal que G(x) = z. Como z € V, tenemos que my(z) € (0,00) y de
aqui, my(z) > 0.

Como 7y (z) = mn(G(x)) = fy(x) v fn es nula fuera de U, concluimos
que = € U, de otro modo tendriamos que my(z) = 0.

Luego, G(x) € G(U), es decir, z € G(U) y de aqui G(U) es abierto en Z.

Con todo esto, G : X — Z es un homeomorfismo. Asi, X es homeomorfo
a un subespacio de [0, 1]*. O
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Teorema 3.9. Todo continuo es homeomorfo a un subespacio de [0,1]>
(Cubo de Hilbert).

Demostracion. Supongamos que X es un continuo. En particular, X es un
espacio métrico compacto. Luego, X es de Lindelof. Por el Teorema 3.5,
tenemos que X es segundo numerable, es decir, tiene una base numerable.
Ademas, todo espacio métrico satisface el axioma de regularidad. Por el
Teorema 3.8, concluimos que X es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]°°.

]

A continuacion veamos qué es una dendrita.

Definicién 3.10. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 3.11. Cada arco es localmente conexo y no contiene curvas cerra-
das simples. Asi, cada arco es una dendrita.

Ejemplo 3.12. Para cada n € N sea [(0,0), (£, -5)] el segmento de recta
en R? que va de (0,0) a (%, n—12) .

T ey ()

neN

Este continuo es una dendrita y se conoce precisamente como F,,.

Veamos que existe un dendrita universal en la clase de las dendritas. Para
esto, primero veamos la nocion de limite inverso y algunos resultados que nos
seran de utilidad.

Definicién 3.13. Sea {X;: i € N} una coleccion de espacios métricos. Para
cadai € N, sea f; : X;11 — X, una funcion continua. La sucesion {X;, fi}22,
de espacios y funciones es llamada una sucesion inversa, a los espacios
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X; se les conoce como espactos coordenados y a las funciones f; se les
conoce como funciones de ligadura.

Si { X, fi}32, es una sucesion inversa, entonces el limite inverso de
{Xi, fi}2,, denotado por @{Xi,fi}g’il, es el subespacio del producto carte-
siano [[;2, X; definido por

iim{ X, fi}i2y = {(2:)i2, € HXz'i fiwip1) = i}

Lema 3.14. [6, Teorema 2.10] Sean X un espacio métrico con métrica d y
{Xi, fi}32, una sucesion inversa tal que para cada i € N, tenemos que X; es
un subconjunto compacto, no vacio de X y f; es una funcion suprayectiva.
Para todo j > 1+ 1, sea

fij=fio-ofia: Xy =Xy fun=fi
Supongamos que se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Para todo € > 0, existe k € N tal que para cualquier p € X, :

didm (U fkjl(p)) <e.

Jj>k

(b) Para todo i € N y para todo § > 0 existe § tal que si j >i yp,q € X;
son tales que d(fi;(p), fi;(q)) > 9, entonces d(p,q) > ¢ .

Entonces [im{ X, fi}i2, es homeomorfo a Nizi(clx (U, Xm))- En par-
ticular, si para cada 1 € N, tenemos que X; C X;1, entonces @{Xi, fite,
es homeomorfo a clx(U;e; Xi).

Definicién 3.15. Sean X y Xy espacios topologicos. Una funcion f : X1 —
X, es mondtona si f es continua y para cada y € Xo, tenemos que f~(y)
es conexo.

Lema 3.16. [6, Teorema 10.36] Todo limite inverso de dendritas con fun-
ciones de ligadura mondtonas es una dendrita.
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Veamos la siguiente nocién que nos sera de utilidad para construir una
dendrita, que llamamos D, y que més adelante veamos que es universal en
la clase de las dendritas.

Definicién 3.17. Sea ¢ € R% Una estrella con centro en ¢ y rayos B,
es U;’;l Bj, donde para cada j € N, tenemos que B; es un arco convezo en

R? tal que ¢ es uno de sus puntos extremos, didm(B;) — 0 cuando j — 00 y
B; N By, ={c}, si j # k.

A continuacién presentamos en cuatro pasos la construccién de la dendrita
D y por qué D, es una dendrita universal en la clase de las dendritas. Como
esta dendrita D, es encajable en R? tenemos como consecuencia inmediata
que toda dendrita es aplanable.

Lema 3.18. Toda dendrita se puede encajar en R2.

Demostracion. Hacemos la prueba en cuatro pasos.

Paso 1. Construccién de Do.. Sean ¢; € R? y D; una estrella con centro
en cj.

Para cada j € N, sea m; el punto medio de cada rayo B; de Dy y S; una
estrella con centro en m; y tal que S; N B; = {m;}, didm(S;) — 0 cuando
j— ooy S;NS,=0,sij#k.

Ahora sea Dy = D1 U (U2, Sj)-

De manera similar, para cada 7 € N ponemos una estrella con centro
en cada punto medio del subarco de B; que va de ¢ a m; y otra estrella
con centro en cada punto medio del subarco de B; que va de m; al punto
extremo de B; que no es c. También para cada j € N, ponemos una estrella
en el punto medio de cada rayo de cada estrella S, cuidando que las nuevas
estrellas construidas sean disjuntas dos a dos, que intersecten a Dy sélo en
sus respectivos centros y que sus diametros tiendan a cero cuando j — oo.
Asi, de manera similar, para cada i € N, continuamos construyendo D;.

Notemos que para cada ¢ € N, tenemos que D; es una dendrita y D; C
Di+1-

Para cada ¢ € N, sea f; : D;x1 — D; una funciéon definida para cada
x € D;q por
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r, st reD;
m;, si x €.S;, donde para cada j € N tenemos que S;- es una estrella

fi(z) = {
agregada a D).
Notemos que para cada ¢ € N, tenemos que f; es una funcién mondétona.
Sea Dy, = @{Di, firee,.

Paso 2. D, es una dendrita. El hecho de que D, es una dendrita se
desprende inmediatamente del Lema 3.16.

Paso 3. D, es encajable en R2. Por la construccién de Do, tenemos que
se cumplen (a) y (b) del Lema 3.14. Luego, fm{D;, fi}72; es homeomorfo a

clx (U;2, D). Notemos que

cly (| J Dy) Cc R

i=1
Asi, Dy, es encajable en R2.

Paso 4. D, es universal para la familia de las dendritas. La prueba de
este hecho es un tanto mas elaborada, por razones de espacio remitimos al
lector a consultarla en [6, 10.37, Paso 4].

Asi, toda dendrita se puede encajar en R?. O

Asi, en esta seccion hemos visto dos encajes importantes dentro de la
Teoria de los Continuos. Todo continuo se puede encajar en el cubo de
Hilbert y toda dendrita se puede encajar en D.

3.1 Ninguna n-sombrilla es encajable en R"

En esta seccién vemos qué es una n-sombrilla y revisamos el material nece-
sario para probar que para cada n € N, ninguna n-sombrilla es encajable en
R™ (vea el Teorema 3.33).

Comenzamos esta seccién recordando que un espacio topoldgico es per-
fecto si es cerrado y es igual al conjunto de sus puntos de acumulacion.
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Lema 3.19. Si X es un espacio topolégico, Y es un subespacio de X tal que
Y es perfecto y p € Y, entonces clx (Y — {p}) =Y.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X tal
que Y es cerrado en X y Y = Yy Sea p € Y. Veamos que clx(Y — {p}) =Y.
Sea y € Y. Supongamos que y # p. Luego, y € Y — {p}. Como Y — {p} C
clx (Y —{p}), tenemos que y € clx(Y —{p}). Ahora, supongamos que y = p.
Como Y = Y)/(, tenemos que p € Y)/(. Luego, para todo abierto U en X con
p € U, tenemos que U N (Y — {p}) # 0. Por lo tanto, y € clx (Y — {p}). As,
Y Cx(Y —{p}).

Por otro lado, como Y — {p} C Y, tenemos que clx(Y — {p}) C clx(Y).
Como Y es cerrado en X, tenemos que clx (Y) =Y. Luego, clx (Y —{p}) C V.
Asi, clx (Y — {p}) =Y. O

Lema 3.20. Si X y Y son espacios topoldgicos y p € Y, entonces X x {p}
es homeomorfo a X.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos, p € Y ym : X XY — X la
funcién primera proyeccion sobre X. Sea g = 1| xxp} : X x {p} = X. Por el
Lema 1.50, tenemos que 7; es continua, y de aqui g es continua. Claramente
g es biyectivay g7 : X — X x {p}, definida por g~ !(z) = (z,p), es continua.
Asi, g+ X x {p} — X es un homeomorfismo. O

Lema 3.21. En R" tenemos que intg.([0,1]") es homeomorfo a R™.

Demostracion. Tenemos que intgn([0,1]) = (0,1). Luego, intg~([0,1]") =
(0,1)". Por otro lado, (0,1) es homeomorfo a R. Asi, (0,1)" es homeomorfo
a R™. Por lo tanto, intg~ ([0, 1]") es homeomorfo a R™. O

A continuaciéon un lema en el cual verificamos que un homeomorfismo
entre n-variedades preserva el interior como variedad y la frontera como va-

riedad.

Lema 3.22. Si My y My son n-variedades y h : My — My es un homeomor-
fismo, entonces

(]) h(intV(n)(Ml)) = intV(n)(Mg).
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Demostracion. Veamos que se cumple (1). Sea z € h(intv(,)(M;)). Tenemos
que z = h(p) para algin p € intv(,)(M;). Existe una vecindad V' de p en M,
tal que V' es homeomorfo a R". Como V' es homeomorfo a h(V'), tenemos
que h(V) es homeomorfo a R™. Ademés, h(V') es una vecindad de z en Ms.
Luego, z € intv(,)(Ms). Asi, h(intv,) (M) C intv,)(Ma).

Ahora, veamos que intv(, (M) C h(intv, (M;)). Como At @ My —
M; es un homeomorfismo, de manera similar de como se demostrd que
h(intv () (Mq)) C intv(,) (M), se obtiene que

h_l(intV(n)(Mg)) C iDtV(n)(Ml).
Luego, intv(,) (M) = h(h™ ! (intv(y)(Ms))) C h(intv, (M)).

Veamos que se cumple (2). Como h es biyectiva, tenemos que h(0M;) =
h(M; —intv (M) = h(M;y) —h(intv,) (M) = My—h(intv,)(M;)). Luego,
por (1), tenemos que h(0,M1) = Mo—intv,)(Ms). Ast, h(0, M) = O, M,. O

Lema 3.23. Si (ay,...,a,) € intg([0, 1]"), entonces
(ar,...,a,,0) € intv(, ([0, 1]" x {0}).

Demostracion. Sea (ay, ..., a,) € intgn([0,1]"). Notemos que
(ay,...,an,0) € intgn ([0, 1]") x {0}.

Por el Lema 3.20, tenemos que intgn([0,1]") x {0} es homeomorfo a
intgn ([0, 1]"). Ademés, por el Teorema 3.21, tenemos que intgn([0,1]") es
homeomorfo a R™. Luego, intg» ([0,1]") x {0} es homeomorfo a R™. Asi,
intgn ([0, 1]™) x {0} es una vecindad de (ay, ..., a,, 0) homeomorfa a R™. Por
lo tanto, (a1, ..., a,,0) € intv, ([0, 1]" x {0}). O

Lema 3.24. Sean X C R" yp € X. Entonces p € intgn(X) si y solo si existe
Z, C X tal que Z, es compacto y p € intgn(Z),).

Demostracion. Supongamos que p € intgn(X). Como intg»(X) es abierto en
R™ y R™ es localmente compacto, existe un abierto V en R” tal que p € V C
clgn (V) C intge(X) y clge (V) es compacto. Notemos que clge (V) C X y
pE iIlt]Rn(V) C il’ltRn (Can(V)).

Sea Z, = clgn(V). Tenemos que Z, C X y Z, es compacto. Ademsds,
p € intgn(Z,). Asi, Z, satisface las propiedades deseadas.

Reciprocamente, supongamos que existe Z, C X tal que Z, es compacto
y p € intgn(Z,). Como Z, C X, tenemos que intgn(Z,) C intgn(X). Luego,
p € intgn (X). [
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Lema 3.25. Sean X y Y subconjuntos de R™ yp € X. Sih: X =Y es
un homeomorfismo y para todo 6 > 0 existe Us abierto en X con p € Us C
B(p,6) N X tal que toda funcién f : X — Us — S™ ' se puede extender a
una funcion de X a S, entonces para todo € > 0 existe W, abierto en'Y
con h(p) € W. C B(h(p),e) NY tal que toda funcion o : Y — W, — S" ! se
puede extender a una funcion de' Y a S™L.

Demostracion. Sean e > 0y V. = B(h(p),e)NY. Como B(h(p),e) es abierto
en R", tenemos que V. es abierto en Y. Luego, h =1 (VL) es abierto en X. Existe
§ > 0 tal que B(p,d) N X C h=*(V.). Por hipétesis, existe un abierto Us en
X tal que p € Us C B(p,0) N X y toda funcién f: X — Us — S™ ! se puede
extender a una funcién de X a S™~!. Luego,

h(p) € h(Us) C h(B(p,0) N X) C V2 = B(h(p),e) NY.

Sea W, = h(Us). Tenemos que Wy es abierto en Y y h(p) € W. C B(h(p),e)N
Y. Veamos que toda funcién a : Y — h(Us) — S™! se puede extender a una
funcién de Y a S"7!. Sean o : Y — h(U;) — S™ ' y g = a0 h|x_y,. Notemos
que g es una funcién de X — Us a S" L. Luego, existe G : X — S™ ! tal que
para todo x € X — Uy, tenemos que G(x) = g(z).

Sea y € Y — h(Us). Notemos que para todo y € Y — h(Us), tenemos que
h=Hy—nws)(y) = b~ (y). Luego,

Goh™(y) = G(h ' (y)) = G(hly—nwy)(¥)-
Como h™ |y _nw,)(y) € X — Us, tenemos que
G y—nws W) = 9(h ™ |y —nws) (y))-
Asi,
Goh ' (y) = g(h™ y—nwy () = g(h™ (y)) = a0 hlx—v,(h (1))
Notemos que para todo x € X — Us, tenemos que h|x_y,(z) = h(z). Luego,
a0 hlx-v, (W' (y)) = a(h(h™(y))) = a(y).

Asi, para todo y € Y — h(Us), tenemos que G o h™'(y) = a(y). Por lo
tanto, G o h~! es una extensién de . O
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Teorema 3.26. [7, 19.1] Sean X C R" yp € X. Si X es compacto, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) p € frga(X).

(2) Para todo 6 > 0 existe Us abierto en X con p € Us C B(p,0) N X tal
que toda funcién f : X — Us — S™ ! se puede extender a una funcién

de X a S™ 1.

El Teorema de la Invariancia del Dominio de Brower nos es de utilidad
en este trabajo, por lo que a continuacién presentamos una version de este
teorema para conjuntos compactos, el cual nos ayuda a probar el mismo
teorema para conjuntos en general.

Teorema 3.27. Sean X y Y subconjuntos de R™ y h : X — Y un homeo-
morfismo. Si X es compacto, entonces h(intgn(X)) = intga(Y).

Demostracion. Supongamos que X C R” es compacto. Veamos que
(%) h(frgn (X)) = frge (Y).

Sea z € h(frg-(X)). Existe p € frgo(X) tal que h(p) = z. Por el Teorema
3.26, para todo ¢ > 0 existe Us abierto en X con p € Us C B(p,d) N X tal
que toda funcién f : X — Us — S™! se puede extender a una funcién de
X a S" 1. Por el Lema 3.25, para todo ¢ > 0 existe W, abierto en Y con
h(p) € W. C B(h(p),e) NY tal que toda funcién o : Y — W, — S"! se
puede extender a una funcién de Y a S"~!. Por el Teorema 3.26, tenemos
que h(p) € frga(Y). Asi, h(frga (X)) C frg-(Y).

Ahora, como h™! : Y — X es un homeomorfismo, de manera similar de
como se demostrdé que h(frge (X)) C frgn(Y'), se obtiene que h™'(frg«(Y)) C
frgn (X). Luego,

fI‘Rn(Y) = h(h_l(fI‘Rn (Y))) C h(fI‘Rn(X))

Ast, h(frpn (X)) = frgn (V).

Ahora, como intgn(X) = X — frg=(X) y h es biyectiva, tenemos que
h(intgn (X)) = h(X) — h(frge (X)) =Y — h(frg-(X)). Por (%), h(intg- (X)) =
Y — frgn(Y). Como intga(Y) = Y — frga(Y'), tenemos que h(intgn(X)) =
intRn (Y) ]
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Veamos como se prueba el Teorema de la Invariancia del Dominio de
Brower.

Teorema 3.28. De la invariancia del dominio de Brouwer. Si X
y Y son subconjuntos de R™ y h : X — Y es un homeomorfismo, entonces
h(intgn (X)) = intg«(Y'). En particular, si X es abierto en R", entonces Y
es abierto en R™.

Demostracion. Sean X y Y subconjuntos de R™ y h : X — Y un homeo-
morfismo. Veamos que h(intg (X)) C intgn (Y'). Sea y € h(intg-(X)). Existe
x € intge(X) tal que y = h(x). Por el Lema 3.24, existe Z C X tal que
Z es compacto y x € intgn(Z). Asi, y = h(z) € h(intg-(Z)). Notemos que
hlz : Z — h(Z) es un homeomorfismo. Por el Teorema 3.27, tenemos que
y € intgn (h(Z)). Notemos que intga(h(Z)) C intgn(Y'). Luego, y € intga(Y).
Asi,
h(intgn (X)) C intge(Y).

Como h™! : Y — X es un homeomorfismo, de manera similar de como
se demostré que h(intgn (X)) C intgn(Y), se obtiene que h~!(intg.(Y)) C
intgn (X). Luego,

il’ltRn (Y) = h(hil(intRn (Y))) C h(mtRn (X))
Por lo tanto, h(intg» (X)) = intg(Y").

Ahora, veamos que si X es abierto en R", entonces Y es abierto en R".
Como X es abierto en R”, tenemos que X = intgn(X). Luego, Y = h(X) =
h(intgn (X)) = intg~(Y). Asi, Y es abierto en R™. O

Teorema 3.29. Sean X un espacio métrico, V una n-celda en X y U un
abierto en X. Si p € U Nintx(V), entonces existe una n-celda J en X tal
que p € intx(J) C J C UNintx (V).

Demostracion. Sean p € U Nintx(V) y h: V' — [0,1]" un homeomorfismo.
Notemos que U Nintx(V) ¢ UNV C V. Luego, U Nintx (V) = (U N
intx(V))NV. Como U Nintx (V) es abierto en X, tenemos que U Nintx (V)
es abierto en V. Luego, h(U Nintx (1)) es un abierto en [0, 1]". Supongamos
que h(p) = (y1,...,yn). Por lo tanto, existe un bésico B = [[_, U; tal
que h(p) € B C h(U Nintx(V)). Para cada i € {1,...,n}, tenemos que
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U; es abierto en [0, 1]. Luego, para cada i € {1,...,n} existe un intervalo
[, Bi] C U; tal que y; € (o, B;). Asi,

n n

(1, ya) € [J (i 8) € JJlew. 8] €

i=1 =1

f[U,- = B C h(Unintyx(V)).

i=1
Luego,

n n

p=h""(h(p)) € K" (] [ (e, 8:)) € b7 (] lew, B)) < h™'(B)

i=1 i=1

c Y h(U Nintx(V))) = U Nintx (V).

Sea J = h Y ([T, [, Bi]). Notemos que J es una n-celdaen X y intx (J) =
R (TT5, (s, Bi))- Asi, hemos probado que existe una n-celda J en X tal que
p€intx(J) C J C Unintx(V). O

A partir del Teorema de la Invariancia del Dominio de Brower se prueba
que el interior de una n-celda en R"™ y el interior como variedad de dicha
n-celda son iguales. A continuacién presentamos este hecho.

Teorema 3.30. En R" tenemos que intv,)([0,1]") = intg~ ([0, 1]").

Demostracion. Sea p € intv(,([0,1]"). Luego, existe una vecindad V' de p
contenida en [0,1]" tal que V' es homeomorfo a R™. Sea h : R" — V un
homeomorfismo. Como V' C [0,1]" C R", por el Teorema 3.28, tenemos que
V es abierto en R™. Asi, V' C intgn([0,1]™). Por lo tanto, p € intg~ ([0, 1]™).
Luego, intv(, ([0, 1]") C intgr~ ([0, 1]™).

Ahora, sea p € intga([0,1]"). Como intg~([0,1]") es abierto en R™ y
intgn ([0, 1]™) = intgn ([0, 1]™) N [0,1]", por el Teorema 3.29, existe una n-
celda J en R” tal que p € intgn(J) C J C intgn([0,1]"). Notemos que
intg-(J) es una vecindad de p contenida en [0,1]". Por el Lema 3.21, ten-
emos que intg»(.J) es homeomorfo a R™. Asi, p € intv,([0,1]"). Por lo tanto,
intgn ([0, 1]™) C intv(,)([0, 1]™). O
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Definicién 3.31. Una n-sombrilla es un espacio topolégico homeomorfo a
la unién de [0,1]" x {0} y un arco J en R™™! tales que ([0,1]" x {0})NJ =
{(a1,...,a,,0 )}, donde (ay,...,a,) € intg([0,1]") y (ai,...,an,0) es un
punto extremo de J.

Como toda n-sombrilla S es un subconjunto de R™*!, uno podria estar
tentado a pensar que el hecho de que S no es encajable en R"” se da de
manera inmediata. Sin embargo existen subespacios de R"! tales que si son
encajables en R™. A continuacién vemos un ejemplo y mas adelante revisamos
la prueba de que ninguna n-sombrilla es encajable en R™.

Ejemplo 3.32. Consideremos la esfera unitaria S* en R®. Sean N = (0,0,1)
eR? y X =5%—{N}. La funcién h : X — R? definida para cada (z,y,2) €
R? por h((x,y,2)) = (%, 7%) es un homeomorfismo y se conoce como la
proyeccion estereogrdfica.

Teorema 3.33. Ninguna n-sombrilla es encajable en R™.

Demostracion. Sean n € Ny X una n-sombrilla. Tenemos que X es un espa-
cio topoldgico homeomorfo a la unién de [0, 1] x {0} y un arco J en R"™! tales
que ([0,1]" x {0}) N J ={(a1,...,a,,0)}, donde (ay,...,a,) € intg- ([0, 1]")
y (ai,...,a,,0) es un punto extremo de J.

Veamos que ([0, 1]"x{0})UJ no es encajable en R™. Para esto supongamos

lo contrario, es decir, supongamos que existe un encaje h : ([0, 1]* x{0})UJ —
R™.
Luego, h|; : J — R™ es un encaje. Por el Lema 3.19, tenemos que

Clan (h(J) = {h((as, . an, 0))}) = h(J).
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Luego, existe una sucesiéon {r,}>°, en

h(J) = {h((a1, ..., as,0))}

tal que r, — h((ay,...,a,,0)).

Por el Lema 3.23, tenemos que (ai,...,a,,0) € intv,([0,1]" x {0}).
Luego, h((a1,. .., a,,0)) € h(intv(,)([0,1]"x{0})). Por el Lema 3.22, tenemos
que

h(intv(y) ([0, 1] x {0})) = intv, (A([0, 1]" x {0})).

Notemos que [0, 1] x {0} es homeomorfo a [0, 1]". Luego, h([0, 1]" x {0})

es una n-celda en R”. Por el Lema 3.30, tenemos que

ity () (h([0,1]" x {0})) = intgn (A([0, 1]" x {0})).

Como intga (h([0,1]™ x {0})) es abierto en R" y r, — h((a,..., a,,0)),
existe N € N tal que si n > N, entonces 7, € intga(h([0,1]" x {0})). Asi, en
particular 7y € intg» (R([0, 1] x {0})). Luego,

ry € intgs (R([0, 1" x {0}) N ((J) = {h((ar,- .-, an, 0))}).

Como
intga (A([0, 1]" x {0})) N (R(J) — {h((a1,. .., an,0))})

C h([0,1]" x {0}) N h(J),

tenemos que ry € h([0, 1]"x{0})NA(J). Notemos que rn # h((ai, ..., a,,0)).
Luego, h ™ (rx) € ([0,1]" x {0}) N J y h™ (ry) # (a4, ..., an,0). Esto es una
contradiccién porque ([0, 1]" x {0}) N J = {(a4,...,a,,0)}.

Por lo tanto, ([0, 1]™ x {0}) U J no es encajable en R". Como X es home-
omorfo a ([0,1]" x {0}) U J, tenemos que X no es encajable en R". O
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