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Introduccion

En el estudio de los espacios normados, en general, no se cuenta con
una estructura de orden. Sin embargo, en varios de los espacios normados
“clasicos”, si se tiene una estructura de orden que es “compatible“ con la
estructura algebraica y métrica del espacio. Por ejemplo, en el espacio de los
nimeros reales R, se tiene el resultado de que toda sucesién creciente y aco-
tada superiormente es convergente. Otro ejemplo, en el espacio C(]a,b], R),
es el teorema de Dini, que afirma lo siguiente, dado (F, d) un espacio métrico
compacto y f, : £ — R una sucesion de funciones continuas (mondtona
creciente o mondtona decreciente), si f, — f en F'y f es continua, enton-
ces la convergencia es uniforme. Lo anterior es nuestra motivacion para el
estudio de los conos.

El objetivo de esta tesis es dar una introduccion a la teoria de conos,
tanto en espacios vectoriales como en espacios normados, y aplicar éstos a
teoremas de extension de funcionales lineales.

La tesis esta dividida en tres capitulos. En el primer capitulo, iniciamos
con conceptos basicos que se utilizan a lo largo de la tesis, como son: con-
junto parcialmente ordenado, cota superior, elemento maximal, el Lema de
Zorn, espacio normado y espacio de Banach. También presentamos el Teo-
rema de Hahn-Banach, en varias de sus versiones, para entrar en contexto
con los teoremas de extension que se presentan en los capitulos posteriores.
En el segundo capitulo, se presentan la definicién de cono y espacio vecto-
rial ordenado. Se introducen los espacios de Riesz, algunas de sus propiedades
fundamentales, se enuncia el Teorema de Hahn-Banach, en su version de espa-
cios vectoriales ordenados, y algunas consecuencias. En el tercer capitulo, se
introduce el concepto de cono en espacios de Banach y se desarrollan algunas
clases de conos, como son: los normales, regulares, completamente regulares,
lattice y generadores. Por tltimo, se presenta un teorema de extension de un
funcional lineal acotado positivo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos Basicos

Definiciéon 1.1. Sean X un conjunto y < una relacion binaria sobre X.
Diremos que < es una relacion de orden o relacion de orden parcial sobre X,
si satisface las siguientes tres propiedades:

(1) < x para toda v € X (reflexiva),
(i) Six <y yy <z entonces, x =y (antisimética),
(111) Six <y yy <z entonces, x < z (transitiva).

Un congunto parcialmente ordenado es un par ordenado (X, <), donde < es
una relacion de orden parcial.
Un congunto totalmente ordenado es un conjunto parcialmente ordenado (X, <

) tal que
(iv) para toda x,y € X, se tiene que x <y oy < x.

Ejemplo 1.2. 1. La relacién de igualdad = sobre un conjunto X es una
relacién de orden.

2. Sea P(X) ={A: A C X} el conjunto potencia de X. La relacién de
inclusién C es una relacién de orden sobre P(X).

3. El conjunto de los niimeros naturales N con el orden usual es un con-
junto totalmente ordenado.
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4. El conjunto de los niimeros reales R con el orden usual es un conjunto
totalmente ordenado.

Definicién 1.3. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, A C X y
xo € X. Diremos que

1. xg es una cota superior de A si para toda a € A tenemos que a < xg.
2. A estd acotado superiormente si existe una cota superior de A.
3. xy es un supremo de A, si se cumple

a) xo es cota superior de A.

b) Siy es cota superior de A, entonces xo < y.

4. xo es un elemento maximal de X si para toda x € X, st vy < w,
entonces xg = .

Los conceptos de cota inferior, infimo y elemento minimal son definidos
de manera similar.

Definiciéon 1.4. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una cadena
en X es un subconjunto C' C X que es totalmente ordenado por el orden que
induce X .

Lema 1.5 (Lema de Zorn). Sea (X, <) una conjunto parcialmente ordenado,
X # (), tal que toda cadena tiene una cota superior en X. Entonces existe
un zo € X tal que xy es un elemento maximal de X.

Definiciéon 1.6. Sea X wun espacio wectorial sobre R. Una funcion
| -1 : X — R se llama norma en X si cumple:

1. ||z|| > 0 para toda x € X.

2. ||lz|| =0, si y sdlo si, x = 0.

3. || Az]| = |M|||z|| para toda x € X y toda X € R.

4. |z +y| <llz|| + ||yl para toda xz,y € X. (Desigualdad del Triangulo).

A la pareja ordenada (X, || - ||) se le llama espacio normado.



1.2 Teorema de Hahn-Banach en Espacios Vectoriales 3

Observaciéon 1.7. Sea (X,| - ||) un espacio normado, la funcién
d: X x X — R definida por d(x,y) = ||z — y|| es una métrica en X.
Por lo tanto, todo espacio normado es a su vez un espacio métrico.

Definicién 1.8. Sea (X, || - ||) un espacio normado, en el que se define la
métrica d(x,y) = ||z — y||. Si (X,d) es completo, entonces se dice que X es
un espacio de Banach.

1.2. Teorema de Hahn-Banach en Espacios
Vectoriales

El objetivo de esta seccion es dar los conceptos principales y la teoria
necesaria que involucran el Teorema de Hahn-Banach en espacios vectoriales.
Esto nos servird para desarrollar su versiéon general en espacios vectoriales
ordenados.

Recordemos brevemente las siguientes definiciones.

Definicién 1.9. Dados X,Y dos conjuntos no vacios, A C X no vacio y

f:A—Y wuna funcion, la funcion g : X — Y se llama una extension de
faX, sig(x)= f(x) para cada x € A.

Observacién 1.10. Dada una funcién f : A — Y, siempre podemos hallar
una funcién g : X — Y que extiende f a X. Para ello, sea yp € Y y
definamos g(x) = f(z),siz € Ay g(z) = yo si v ¢ A.

Definicién 1.11. Sean X un espacio vectorial sobre R y p : X — R un
funcional. Diremos que

1. p es subaditiva cuando p(x +y) < p(x) + p(y), para cada z,y € X,

2. p es homogénea positiva cuando p(Ax) = Ap(z), para cada x € X y
A >0,

3. p es conveza cuando p(Ax + (1 —N)y) < Ap(z) + (1 = N)p(y), para cada
r,ye X, 0< A< 1L

Diremos que p es sublineal si es subaditiva y homogénea positiva.

Ejemplo 1.12. Ejemplos de funciones sublineales.
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1. Si f: X — R es un operador lineal, entonces f es sublineal.

2. Si definimos p : R — R por p(z) = |z|, entonces p es sublineal pero
no lineal.

3. Si X es un espacio normado real con norma || - || : X — R, entonces
|| - || es sublineal.

En Analisis son frecuentes los casos en que un funcional lineal es dominado
por un funcional sublineal convexo. Por ejemplo, la integral de Riemann de
una funcién x = z(t) es un funcional lineal f(x) = fol x(t) dt, en cambio,
la integral superior p(x) es sublineal y se tiene que f(x) < p(x). Se quiere
extender un funcional lineal que cumpla una propiedad de acotacién similar.
La respuesta a esto la da el Teorema de Hahn-Banach.

El Teorema de Hahn-Banach es un teorema de extensién de funcionales
lineales. Existen varias versiones del Teorema clasico de Hahn-Banach, la
version algebraica, la versién analitica y varias versiones ”geométricas”. En
esta tesis sélo estudiaremos las versiones algebraica y analitica.

Las definiciones anteriores son las necesarias para enunciar el Teorema de
Hahn-Banach.

Teorema 1.13 (Hahn-Banach, versién algebraica). Sea X un espacio vec-
torial real, M un subespacio de X, p un funcional sublineal sobre X, f un
funcional lineal sobre M tal que f(z) < p(x) para cada x € M. Entonces exis-
te F': X — R funcional lineal que extiende f a X y tal que F(z) < p(z)
para cada x € X.

Teorema 1.14 (Hahn-Banach, versién analitica). Sea f un funcional lineal y
acotado sobre un subespacio M de un espacio normado X . Entonces existe un
funcional lineal y acotado F' sobre X que extiende a f y conserva la norma.

En [4] se presenta una generalizacién del Teorema de Hahn-Banach po-
co conocida, al menos por nosotros. En lugar de una funcién sublineal p,
considera una funcién convexa p. El teorema es

Teorema 1.15. Sean X un espacio vectorial y p :— R una funcion conveza.
Sean M un subespacio vectorial de X y f : M — R un funcional lineal
dominado por p sobre M. Entonces eziste una (generalmente no es unica)
extension lineal f de f a X que es dominada por p sobre X.



Capitulo 2

Espacios Vectoriales Ordenados

2.1. Espacios Vectoriales Ordenados

El objetivo de esta secciéon es dotar a un espacio vectorial X de una
estructura de orden. Esto lo haremos de dos formas. La primera a través de
los conos y la segunda considerando a X junto con un orden parcial.
Definicién 2.1. Sean X un espacio vectorial y P C X un conjunto convexo
no vacio. Diremos que P es un cono en X si satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Six € P, entonces \x € P para todo A > 0,

2. SizxePy—xe P, entonces x = 0.

De la definicién de cono se desprende la siguiente observacién.

Observacién 2.2. Sea P un cono en X. Entonces se cumple que:

1. 0e P.

(\]

. Siz,y € P, entonces v +y € P.

w

. {0} es un cono y se le conoce como cono trivial.

W

. {0} es el tinico subespacio vectorial de E que es un cono.
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En todo lo que sigue, cuando hablemos de un cono P, estamos suponiendo
implicitamente que no es el cono trivial, esto es, P # {6}.

En la definicién de cono, podemos quitar la condicién de que P sea con-
vexo y agregar 2. de la observacion 2.2. a la definicion y automaticamente P
serfa un conjunto convexo. Asi tenemos lo siguiente.

Lema 2.3. Sea X un espacio vectorial y P C X no vacio. Entonces, P es
un cono, si y solo si, P satisface las siguientes tres condiciones:

1. Siz,y € P, entonces x +y € P,
2. Si x € P, entonces A\x € P para todo A > 0,
3. Six e Py —x € P, entonces x = 0.

Demostracion. La necesidad se cumple por la observacion 2.2.. Para la
suficiencia soélo resta probar que P es un conjunto convexo.
Sean r,y € Py Acon 0 < A<1.AsiA>0y1—X>0,ycomo P es un
cono, entonces Az, (1—\)y € P. Luego por 1. tenemos que Az +(1—\)y € P.
Por lo tanto P es un conjunto convexo.

g

Este lema sera utilizado para demostrar que un conjunto P es un cono.

Definicién 2.4. Sean X un espacio vectorial y < una relacion de orden
sobre X . Diremos que < es un orden parcial vectorial si < es compatible con
la estructura de X en el siguiente sentido: St x <y, entonces

1. 24+ 2 <y+ 2z para todo z € X y
2. Xx < Ay para todo A > 0.
Ahora, estamos listos para dar la definicién de espacio vectorial ordenado.

Definicién 2.5. Sea X un espacio vectorial equipado con un orden parcial
vectorial <. Entonces, X es llamado un espacio vectorial ordenado o espa-
cio vectorial parcialmente ordenado, denotado (X, <) o simplemente X si se
entiende bien quien es <.

En un espacio vectorial ordenado (X, <) cualquier vector z € X que
satisface 0 < x es llamado vector positivo y al conjunto de todos los vectores
positivos X, = {x € X : 0 < x} lo llamamos cono positivo de X. El cono
positivo, también es denotado por X .
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Teorema 2.6. Sea (X, <) un espacio vectorial ordenado. Entonces, el cono
positivo Xt de X es un cono.

Demostracion. Para esto usaremos el Lema 2.3. Primero notemos que
Xt C X y es no vacio ya que 0 € X*. Ahora veamos que se cumplen las
condiciones restantes para que X sea un cono.

(a) Sean x,y € X, entonces 0 < z y 0 < y. Dado que < es un vector
ordenado y por 1. de la definicion 2.4., tenemos que 0 <y =0+y <
x+y, estoes, 0 <z +y. Porlotanto z +y € X.

(b) Sean x € X y A > 0, entonces 0 < x. Por 2. de la definicién 2.4.,
tenemos que 0 = A0 < Az, esto es, 0 < Az. Por lo tanto Az € X ™.

(¢) Supongamos que x € XT y —z € Xt entonces 0 < x y 0 < —z. Por
1. de la definicién 2.4., tenemos que 0 + z < —x + z, luego = < 0. Asi,
0 <zyaz <0 lo que implica que z = 0.

Por lo tanto por (a),(b) y (c), se concluye que X es un cono.

g

El teorema anterior nos dice que cualquier espacio vectorial ordenado
define un cono. Surge de manera natural la siguiente pregunta, dado cualquier
cono en un espacio vectorial, jdefinird este un espacio vectorial ordenado?
La respuesta la da el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Todo cono P en X define un orden parcial vectorial < en X
como Sigue:

x <y, siysolosi,y—x¢€P.

Demostracién.
Primero veamos que < es una relaciéon de orden sobre X.

(i) Seax € X. Dadoquex —x =0y 0 € P, x —x € P lo que implica que
<z

(ii) Sean z,y € X talesquexz <yyy < x. Entoncesy—x € Pyx—y € P.
Notemos que =z —y = —(y — x), luego y — z, —(y — ) € P. Dado que
P es un cono se tiene que y —x = 0 y por lo tanto z = y.
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(iii) Seanz,y,z € Ptalesquez <yyy < z,entoncesy—x € Py z—y € P.
Notemos que z —z =24+0—z=z—y+y—xz=(2—y) + (y — x),
es decir, z —x = (2 — y) + (y — x). Por la observacién anterior se sigue
que z —x € P,estoes, r < z.

Lo que sigue es ver que < es compatible con la estructura de X.

(iv) Sean z,y,z € X tal que x < y, entonces y — x € P. Notemos que
y—r=y+0—z=y+(z—2) —x = (y+2) — (v + 2), esto es,
y—x=(y+z2) — (xr+2), luego (y + z) — (x + z) € P. Por lo tanto
(x+2) < (y+2).

(v) Sean z,y € X tal que z <y y A > 0, esto es, y — x € P. Dado que
y—x € Py P es un cono, se sigue que A\(y —z) = Ay — Az € P. Por
lo tanto, Ax < \y.

Por lo tanto, de (i)-(v), < es un orden parcial vectorial.
U

Por lo tanto, siempre que tengamos un cono, vamos a tener un espacio
vectorial ordenado cuyo orden parcial vectorial es el inducido por el cono. En
consecuencia, existe una correspondencia uno a uno entre los ordenes parcia-
les vectoriales y los conos. En otras palabras, un espacio vectorial ordenado
es un espacio vectorial equipado con un cono.

Observacion 2.8. Dado un cono P en X, se cumple que el cono positivo X
de X coincide con P, estoes, XT = Poloqueesigual P ={z € X : 0 < z}.

Si deseamos enfatizar que el orden parcial vectorial sobre X es generado
por el cono P, entonces podemos denotarlo por <p.
Terminaremos esta seccion con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.9. Ejemplos de espacios vectoriales ordenados y conos.

1. Sea X = R con el orden usual de R. Entonces, X es un espacio vecto-
rial ordenado con cono positivo igual a la recta real positiva, esto es,
Xt={zxeR:0<z}.

2. Sea X = R? con el orden lexicografico, esto es, si (a,b),(c,d) € X
decimos que (a,b) < (¢,d), si y sélosi,a < ¢cé (a = cyb <
d). Entonces, X es un espacio vectorial ordenado con cono positivo
Xt={(z,y) €eX:0<cd(x=0y0<y)}
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3. Sea X = R? con el orden siguiente:
Si (a,b),(c,d) € X decimos que (a,b) < (¢,d), siy sélosi, a < cy
b < d. Entonces, X es un espacio vectorial ordenado con cono positivo
Xt={(r,y) e X:0<zy0 <y}

4. Sea X = R" con el orden siguiente:

Six = (r1,29, ,2n),y = (Y1,Y2, -+ ,Yn) € R™ decimos que = < y,
si y sélo si, x; < y; para toda ¢ = 1,2,--- ,n. Entonces, X es un
espacio vectorial ordenado con cono positivo X+ = {x € X : 0 < x;,
i=1,2,--- ,n}.

5. Sea X = Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua en [a,b]} con el
orden siguiente:
Si f,g € X decimos que f < g, siy sélo si, f(t) < g(t) para cada
t € [a,b]. Entonces, X es un espacio vectorial ordenado con cono posi-
tivo Xt ={fe X:0< f(t),t € [a,b]}.

2.2. Espacios de Riesz

En estd seccion discutiremos la clase de los espacios de Riesz, exhibiremos
algunas de sus principales propiedades. Comenzaremos con la definicion de
espacio de Riesz.

Definicién 2.10. Sea L un espacio vectorial ordenado. Diremos que

1. L es un espacios de Riesz si para cada par de vectores x,y € L su
supremo existe en L.

2. L es Dedekind completo si sup D existe en L para cada conjunto no
vacio D C L el cudl es acotado superiormente.

El cono de un espacio de Riesz es llamado cono lattice. También decimos
que un cono P de un espacio vectorial X es un cono lattice si X parcialmente
ordenado por el cono P es un espacio de Riesz. Un subespacio vectorial M
de un espacio de Riesz L se dice que es un subespacio de Riesz si M bajo
el orden inducido de L es un espacio de Riesz.

Utilizaremos la notacion clasica de lattice, esto es, si L es un espacio de Riesz
y x,y € L, entonces sup{x,y} =z Vyeinf{z,y} =z Ay.
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En todo espacio de Riesz hay tres vectores importantes asociados con
cada elemento del espacio.

Definicién 2.11. Sean L un espacio de Riesz y x € L. Entonces
1. xt =2V 0 es llamado la parte positiva de x,
2.z~ = (—x) V0 es llamado la parte negativa de z,

3. x| =z V (=) es llamado el valor absoluto de x.

Observacion 2.12. Sean L un espacio de Riesz y x € L. Entonces x1 y 2~
pertenecen a L.

El siguiente teorema contiene una lista de identidades que se cumplen
para todo elemento de un espacio de Riesz.

Teorema 2.13. Sea L un espacio de Riesz, entonces para todo x,y,z € L
tenemos lo siguiente

Lo+ yVz)=@4+y)VE+z)yz+yrz)=(x+y) A(z+2),
2.x—(yvz)=@-y V-2 yr—WAz)=@—-y A-2),
sVy=(@@-y) +y=(y—z)" +uz,

Az Vy) = (A\2) V() y Az Ay) = (\x) A (\y) para todo X > 0,
|Az| = Mz| para todo A € R,

eVy=s@+tyt+le—yl) yary=3(z+y—I|z—yl),

S I A

r+y=(rVy +(rAy),
8 x=x"—x" yat ANx” =0,
9. || =at+a (yasi|z] =0 siysdlosix=0),
10. |t —yl=(zVy) — (x Ay),
1. |z +y| Ve —y| = |z| + |yl

12. |2V lyl = 5(lz + yl+ e —yl) w2 Ayl = 5(lz + yl = o = yl).
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Demostracién. Sélo demostraremos las identidades que nos seran de
utilidad en lo posterior. Las demds pruebas las puede consultar en [1].

4. Sean z,y € L. Si A = 0 es inmediato. Supongamos que A > 0. Dado
quez <zVyyy<zVy, tenemos que Ax < ANz Vy)y Ay < Az Vy).
Ahora supongamos que Ax < z y Ay < z. Se sigue que z < %z y
y < %z, yasixVy < %z Por consiguiente A\(x V y) < z, y por lo tanto
(Ax) V (A\y) = Az V y). La prueba de la otra identidad es anédloga a la
anterior.

8. Sea x € L y supongamos que y = 0 en la identidad 7., entonces x =
(xVO)+(xA0) = (xV0)—((—2)VO) =2" —x ", estoes, z =z —z".

g

2.3. T. de Hahn-Banach en Espacios Vecto-
riales Ordenados

Esta seccion estd dedicada a presentar una generalizacién de el Teorema
de Hanhn-Banach en el contexto de los espacios vectoriales ordenados.
Para enunciar y probar este resultado, necesitamos recordar algunas defini-

ciones.

Definicién 2.14. Sean X un espacio vectorial real, M un espacio vectorial
ordenado y p: X — M una funcion. Diremos que

1. p es subaditiva cuando p(x +y) < p(x) + p(y), para cada z,y € X,

2. p es homogénea positiva cuando p(Ax) = Ap(z), para cada x € X y
A >0,

3. p es conveza cuando p(Ax + (1 —N)y) < Ap(z) + (1 — N)p(y), para cada
r,ye X, 0< A< 1.

Diremos que p es sublineal si es subaditiva y homogénea positiva.

Observacion 2.15. Toda funcién sublineal es convexa.
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Demostracion. Sean X un espacio vectorial, M un espacio vectorial
ordenado y p : X — M una funcién sublineal. Sean z,y € X y 0 < A < 1,
entonces 0 < Ay 0 < 1— A Por 1. y 2. de la definicién 2.14., tenemos
que p(Az + (1 = A)y) < p(Az) + p((1 = A)y) = Ap(z) + (1 — A)p(y), esto es,
p(Az+(1=N)y) < Ap(z)+(1—=N)p(y). Por lo tanto, p es una funcién convexa.

0

Con las definiciones anteriores estamos listos para enunciar y demostrar

una version méas general del Teorema de Hahn-Banach.

Lema 2.16. Sea X un espacio vectorial real, M un espacio de Riesz Dedekind
completo, Y un subespacio propio de X y u € X \ Y. Sean
V={y+M:yeY AeR}, f:Y — M un operador lineal, p: X — M
una funcién convexa tal que f(y) < p(y) para toda y € Y. Entonces existe
F 1V — M un operador lineal talque F(z) < p(z) para toda z € V,y
F(y) = f(y) para toda y € Y (F es una extension de f a V).

Demostracion. Primero probemos que existe una extension lineal de f
aV.
Sea w € M. Definimos F' : V. — M por F(y + Au) = f(y) + Aw, entonces
tenemos que

1. F(y) = f(y) para toda y € Y.
En efecto, sea y € Y. Notemos que y = y + Ou y asi y € V. Entonces

Fy) = F(y +0u) = f(y) + 0w = f(y), esto es, F(y) = f(y).

2. F es un operador lineal.
En efecto, sean y,y1, 42 € Y, a, A\, A1, Ao € R. Entonces

(&) F((y1 + Aiw) + (Y2 + Aau)) = F((y1 + y2) + (M + A)u) = fys +
Y2) + (A1 + A)w = f(y1) + f(y2) + Mw + Aw = (f(y1) + Mw) +
(f(y2) +Xow) = F(y1 + M\u)+ F(y2 + Aou), esto es, F((y; +Au) +
(y2 + Xou)) = F(y1 + Au) + F(y2 + Aou).

(b) Flofy + ) = F((ay) + (0\)u) = f(ay) + (@Nw = af(y) +
a(Aw) = a(f(y) + \w) = aF(y + A\u), esto es, Fla(y + Au)) =
aF(y + Au).

De (a) y (b) concluimos que F es lineal.

Por lo tanto, por 1. y 2., F' es un operador lineal que extiende f a V.
Para la otra parte de la prueba, debe existir w € M tal que

F(y+u) = f(y) + 2w < py + \u) (2.1)
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para toda y € Y y A € R. Asi tenemos que probar (2.1). Notemos que (2.1)
es equivalente a las siguientes proposiciones:

(i) Existe w € M tal que f(y)+ w < p(y+ Au) paratoday € Y y A € R.

(i) Existe w € M tal que 3[f(z) — p(z — Mu)] <w < Lp(y + pu) — f(y)]
paratodaz,y € Y y A\, u > 0.

(iv) x[f(2)=pz—Xu)] < Lp(y+pu) - f(y)] para todaz,y € Yy A, u > 0.
(v) fpz+ Ay) < pp(z — M) + Ap(y + pu) para toda z,y € Y y A, > 0.

Demostracién.
(i) = (ii): Sean z,y € Y y A, u > 0. Entonces para —\ y p, tenemos que

f@) + (=Nw <plx+ (=Mu) vy [f(y)+pw <py+ pu)
= f(z) —plr — Au) < Aw y  pw < p(y + pu) — f(y)
= lf(2) —plz — )] <w vy w< gy + pu) = fy)]

(ii) = (i): Seany € Y y A € R.
(a) Si A =0, entonces f(y) < p(y) es verdadero por hipdtesis.

(b) Si A > 0, por (ii) tomando p = X, w < 1[p(y + Au) — f(y)]
= f(y) + Aw < ply + ).

(c) Si A < 0,—A > 0, entonces por (ii) tamando = =y, = [f(y) — p(y —

(=A)u)]
<w= f(y) + \w < p(y + \w).

(ii) = (iii): Supongamos que (ii) es verdadero, entonces w es cota superior
de {3[f(z) = p(z — Au)] : © € Y, A > 0} y este conjunto es no vacio, como
M es Riesz Dedekind completo existe sup{3[f(z) — p(z — )] : z € Y, A >
0} v sup{5[f(z) — ple — Au)] : € Y, A > 0} < w. De forma andloga,
w < mf{[p(y + pu) — f(y)] 1y € Y, > 0}

(iii) = (ii): Basta tomar w = sup{5[f(z) — p(x — Au)] : 2 € Y,A > 0} 6
w = if{[p(y + pu) — f(y)] 1y € Y, > 0}.

(iii) = (iv): Se sigue de la definicién de supremo e infimo.
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(iv) = (iii): Se sigue de la definicién de supremo e infimo.
(iv) & (v): Sean z,y € Y y A\, 1 > 0. Tenemos que

(@) = plz = x)] < Ly + pu) = f(y)]

& plf(@) = plz — )] < Ap(y + pu) — f(y)]
& flpx) — pplz — M) < Ap(y + pu) — f(Ay)
& flpz) + f(Ay) < Ap(y + pu) + pp(x — Au)
& flur+Ay) < Ap(y + pu) + pp(e — Au).

—

O
Por lo tanto, por (i)-(v), (2.1) sera verdadera si (v) es verdadera. Veamos que
(v) se cumple. Para mostrar (v) usaremos la conexidad de p. Sean z,y € YV
y A, > 0, entonces

fluz+2y) = A+ p) e+ 5559)
< A+ wp(e + 53v)
= A+ pp(Elr — M + 3 ly + pul)
< (A ) — M) + 52y + pu)]

pp(x — Au) + Ap(y + pu)

Por lo tanto (v) es verdadera y en consecuencia (2.1) también lo es. Definamos
F:V — M como F(y+ Au) cony € Y y A € R, que por todo lo anterior

en un operador lineal que extiende a f y cumple (2.1).
U

Teorema 2.17 (Hahn-Banach real). Sea X wun espacio vectorial real, M
un espacio de Riesz Dedekind Completo, y sea p : X — M wuna funcion
convexa-en particular, sea p sublineal. Si'Y es un subespacio vectorial de X
yS:Y — M es un operador lineal que satisface S(y) < p(y) para cada
y €Y, entonces existe un operador lineal T': X — M tal que

1. T =S sobre Y, esto es, T es una extension lineal de S a todo X y

2. T(z) < p(x) para todo x € X.

Demostracion. Si Y = X el resultado se cumple.
Sean Y un subespacio propio de X y u € X \ Y. Consideremos el conjunto

W={9:D,— M :D, <X, g es lineal,gly =S y g(x) <p(z), Ve € Dy}

El conjunto W # ) ya que S € W. Definimos un orden parcial sobre W como
sigue: Sean g1, g2 € W, entonces
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g1 < g2 siy sélo si gp extiende a gy, esto es, Dy, C Dy, y gQ|Dg1 = g1.

< es un orden parcial sobre WW.

Ahora veamos que W satisface las hipétesis del Lema de Zorn.

Sea C' = {go : @ € I} un a cadena en W y definamos g : D — M por
9(z) = ga(z), si v € Dy, , donde Dg = |J,c; Dy, -

(i) Dy es un subespacio vectorial de X.
Sean z,y € Dz y A\,n € R, entonces existen o, € I tal que
r € Dy,,y € Dy, y ademés \v € Dy, y ny € D,y,. Dado que D,
y Dy, son subespacios de X, D,, C D,, 6 D,, C D,,. Supongamos
que Dy, C D,,, entonces Az,ny € D, y ast Ax + ny € Dgy,. Como
D,, C Dy se tiene que A\x +ny € Dg. De manera similar si Dy, C D, .

(ii) g es lineal.
Sean z,y € D y A € R, entonces existen o, € I tal que
r € Dy,,y € Dy, yademas A\r € Dy, . Supongamos que Dy, C D, en-
tonces Az, x,y € Dy, Asi g(z+y) = gs(r+y) = gs(x) +95(y) = g(z) +
9(y), estoes, g(z+y) = g(x)+9(y) y g(Azr) = gs(Az) = Ags(x) = Ag(z),
esto es, g(Az) = Ag(x). De manera similar si Dy, C Dy, .

(iii) g extiende a S, esto es, gly = S.

(iv) g(x) < p(z) para tada = € Dj.

(v) g es cota superior de C.
Sea g, € C. Notamos que Dy, C D3y §|p,, = go- Entonces g, < 3.

Por lo tanto, de (i)-(v), toda cadena en W tiene una cota superior en W.
Aplicando el Lema de Zorn existe T € W elemento maximal de W. Resta
probar que Dy = X. Por contradiccién, supongamos que existe u € X \ Dr.
Por el Lema 2.16., existe F' operador lineal definido en V} = {z + Au : = €
Dr, A € R}, Flp, =T y F(z) < p(x) para toda x € Dp. Esto quiere decir
que FFe Wy T < F,ydado que T es maximal en W se concluye que T' = F',
lo que es una contradiccién ya que D esta contenido propiamente en V;.

g
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2.3.1. Consecuencias del Teorema de Hahn-Banach

En esta seccién ilustraremos algunas consecuencias del Teorema de Hahn-
Banach, principalmente las relacionadas con teoremas de extension de ope-
radores positivos.

Antes que nada, introducimos una clase de operador entre espacios orde-
nados que esta relacionado con la estructura de orden de los espacios.

Definicién 2.18. Sea T': L — M wun operador lineal entre dos espacios
vectoriales ordenados. Diremos que T es positivo st 0 < T(z) para tada
relLt.

Observacion 2.19. SiT : L — M es un operador lineal positivoy x,y € L
con z <y, entonces T(x) < T(y).

Demostracién. Sean z,y € L tal que x < y, entonces 0 = x + (—x) <
y+(—x)=y—=x,estoes, 0 <y—xzyasiy—x € LT. Dado que T es positivo,
se sigue que 0 < T'(y —z) = T(y) — T(x) y por lo tanto T'(x) < T(y).

O

Teorema 2.20. Sea T' : L — M un operador lineal positivo entre dos
espacios de Riesz con M Dedekind completo. Supongamos también que G es
un subespacio de Riesz de L y que S : G — M es un operador lineal que
satisface 0 < S(x) < T(x) para todo v € G*. Entonces S puede ser extendido
a un operador lineal positivo F' : L — M tal que 0 < F(z) < T(x) para
todo v € L.

Demostracion.
En primer lugar veamos que existe una funcién sublineal p que domina a S
en todo G. Definamos p: L — M con p(x) = T'(z™).

(i) p es subaditiva.
Sean z,y € L. Por la definicién de ™ y y*, tenemos que (0 < T y
r<zt)y(0<ytyy<y"), luego 0 <zt +ytyr+y<at+yty
asf (x+y)" < at+y*. Entonces, por la obervacién 2.20, T'((z+y)T) <
Tt +yt) =T+ T(y"), estoes, T((x +y)*) <T(zt)+T(y").
Por lo tanto p(z +y) < p(z) + p(y).

(ii) p es homogénea positiva.
Sean z € L'y A > 0. Por 4. del teorema 2.13., Az* = Az V 0) =
(Az) V (A0) = (Az) V (\) = (\x)™, esto es, Azt = (Az)T. Entonces
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T((Az)T) = T(\xt) = AT(at), esto es, T((Ax)") = AT'(z"). Por lo
tanto, p(Az) = Ap(z).

Por lo tanto, por (i) y (ii), p es sublineal. Ahora veamos que p domina a S
en G.

Sea x € G, por 8. del teorema 2.13., z = 2T — 27, entonces S(x) = S(z+ —
x7) = S(zT)—S(x7), estoes, S(x) = S(xt)—S(x7). Por la observacién 2.12.,
zt,x” € G, luego por hipdtesis 0 < S(zt) < T(z%) y 0 < S(z7) < T(z™).
Dado que 0 < S(x7), se tiene que S(z™) < S(z™) + S(x™) 6 lo que es igual
S(xt) = S(xz7) < S(xt). Entonces S(z) < S(zT) < T(xh) = p(x), esto es,
S(z) < p(x).

Por el teorema 2.17.(Teorema de Hahn-Banach) existe una extensién lineal
de F' de S a todo L que satisface F'(z) < p(z) para todo z € L. Ahora, si
x € LT, entonces

yasi 0 < F(z) < p(z) =T (z%) =T(x). Por lo tanto 0 < F(z) < T(x).
O
Antes de continuar, demos la siguiente definicion.

Definicién 2.21. Sean L un espacio vectorial ordenado y G un subespacio
vectorial de L. Diremos que G mayoriza L, si para cada x € L existe y € G
tal que v < y.

Teorema 2.22 (Kantorovich). Sean L y M dos espacios vectoriales orde-
nados con M un espacio de Riesz Dedekind completo. St G es un subespacio
vectorial que mayoriza a L y'T : G — M es un operador lineal positivo,
entonces T tiene una extension lineal positiva a todo L.

Demostraciéon. Sea x € L fijo y sea y € G tal que z < y. Desde que G
mayoriza a L, existe un vector u € G con u < y. Por lo tanto, u < y y la
positividad de T implica que T'(u) < T'(y) para toda y € G con < y. En
particular, se sigue que inf{7T'(y) : y € G y x < y} existe en M para toda
x € L. Asi, una funcién p : L — M puede ser definida via la formula

plr) =mf{T(y) :y € G yx <y}

Claramente, T'(x) = p(x) se cumple para toda z € G y un argumento facil
muestra que p es también sublineal.
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Ahora, por el Teorema de Hahn-Banach, el operador T tiene una extensién
lineal S a todo L que satisface S(z) < p(z) para todo z € L. Si z € L™,
entonces de

—S(2) = 8(~2) < p(—2) < T(0) = 0

vemos que 0 < S(z). Esto muestra que S es una extension lineal positiva de

T a todo L.
O



Capitulo 3

Conos en Espacios Normados

En este capitulo, primero introduciremos el concepto de un cono P en
un espacio de Banach y la relacion parcialmente ordenada inducida por P.
Entonces discutiremos algunas clases de conos elementales, los normales, re-
gulares, completamente regulares, lattice y generadores.

3.1. Conos Normales

Definicién 3.1. Sea E un espacio de Banach real y P C E un conjunto
convezxo cerrado no vacio.

1. P es llamado un cono si satisface las siguientes condiciones:
a) Stz € P, entonces \x € P para todo X > 0,
b) Size P y—xe€ P, entonces x = 6.

2. Supongamos que P es un cono en E. Si P # (), donde P denota el
conjunto de puntos interiores de P, decimos que P es un cono solido.

Observacién 3.2. De la definiciéon de cono se desprende lo siguiente:
1.0 P.
2. Six,y € P, entonces r+y € P
3. {0} es un cono y se le conoce como cono trivial.

4. {0} es el unico subespacio vectorial de E que es un cono.

19
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Demostracién.

1. Dado que P es distinto del vacio existe x € P. Si tomamos A = 0,
entonces A\x € P pero \x = 0, es decir, § € P.

2. Sean z,y € Py 0 < a, 3, entonces ((”’6) ,( 3)y € P. Asi, dado que
P es conexo, se sigue que = +y = (;%5)(“2%)x + (5 )(aw)yepya

=1.

o+

que ;25 + a+/3

3. La prueba es facil.

4. Supongamos que existe V' # {0} subespacio vectorial de E tal que V
es un cono. Entonces existe x € V con x # 6. Como x € V, entonces
—x €V, asi dado que V es un cono x = 6, lo que es una contradiccién.

0
En todo lo que sigue, cuando hablemos de un cono P, estamos suponiendo
implicitamente que no es el cono trivial, esto es,P # {6}.

Teorema 3.3. Cada cono P en E define una relacion de orden < en E como
sigue:

x <y, sty solo si,y—x € P.

Demostracion.
Veamos que en efecto < es una relacion de ornden sobre F.

1. Seax € E. Dadoquex —x =60y 0 € P, x —x € P lo que implica que
<z

2. Sean x,y € EFtalesquex <yyy <z, entoncesy—xr € Pyxz—y € P.
Notemos que =z —y = —(y — x), luego y — z, —(y — ) € P. Dado que
P es un cono se tiene que y — x = 0 y por lo tanto x = y.

3. Seanz,y,z € Ptalesquex <yyy < z,entoncesy—z € Py z—y € P.
Notemos que z —z =z4+0—x=z—y+y—xz=(2—y)+ (y — z),
esto es, z —x = (2 —y) + (y — x). Por la observacién 3.2., se sigue que
z—x € P,estoes x < z.

O
Por lo tanto cada espacio de Banach E es un conjunto parcialmente or-
denado.
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Observacién 3.4. Si P es un cono, entonces P = {x € £ : 6 < x}.

Nota 1. 1. Six <yy x # y, denotamos esto por = < y.

2. Si P es un cono solido y y — x € P, denotamos esto por z < y.

De la definicién 3.1. y la observacién 3.2., se deducen las siguientes pro-
piedades:

Proposicion 3.5. Sean E un espacio de Banach y P un cono en E. Entonces
se cumple:

1. Six <y, entonces —y < —u.

2. Stx <yyA>0, entonces \x < \y.

3. Sixy <y Yy xe < Yo, entonces v1 + Ty < Y1 + Yoo
Demostracion.

1. Supongamos que = < y, entonces y —x € P, pero y —x = —z — (—y),
es decir, —x — (—y) € P. Asi —y < —x.

2. Supongamos que x < y y sea A > 0, entonces y —x € P. Por la
definicién de cono, A(y —z) = Ay — Az € P. Ast Az < \y.

3. Supongamos que 1 < y1 y To < ¥o, enotnces y; — 1, Yys — T2 € P. Por
la observacién 3.2., (y1 —x1)+(y2 —22) € P, pero (y1 —x1)+ (ya —22) =
(y1 + y2) — (1 + xa), es decir, (y; + y2) — (z1 + 22) € P. Por lo tanto,
T+ X9 Syl—i—yg.

O
Ejemplo 3.6. Ejemplos de conos y conos solidos

1. Sean E = R" con la norma uniforme y P, = {x = (21, 29, ..., z,) € R" :
x; > 0,i=1,2,...,n}. P; es un cono. Ademds P; es solido, (1,0, ...,0) €
Py. Més aiun, P, = {z = (21,22, ...,x,) E R" 1 2; > 0,0 = 1,2, ...,n}.

2. Sean E = Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua en [a,b]} con la
norma uniforme y P, = {h € E : 0 < h(t),t € [a,b]}. P5 es un cono.
Maés atn, P, = {h € E : h(t) > 0,t € [a,b]}.



22 Conos en Espacios Normados

3. Sea E = {f:[0,2nr] — R : f es continua y diferenciable en [0, 2]},
esto es, E = ([0, 27|, donde su norma es definida como sigue:

_ , , /
||| = Jmdx lz(t)| + Jndx |2'(t)]

Sea Py ={x € E:x(t) >0,t € [0,2n]}. P5 es un cono.

4. Sea F =l = {z = {z,} C R: {x,} es acotada en R} con la norma
uniforme. Sea Py = {x € E': x, > 0, para cada n € N}. Py es un cono

solidoy Py, ={z € E : 2z, >0, para cada n € N}.

5. Sea £ = ¢y = {z = {x,} CR: limx, = 0} con la norma uniforme.
n—oo
Sea Ps ={x € E:x, >0, para cada n € N}. P es un cono solido y
P;={xe€ E:x,>0, para cada n € N}.

Definicién 3.7. Un cono P C E se dice que es normal si existe una cons-
tante N > 0 tal que para toda x,y € P

si 0 < x <y entonces ||z]| < Nly||.

El menor niimero positivo N que satisface lo anterior es llamado constante
normal.

Observacion 3.8. Sea P un cono. Si P no es normal, entonces para toda
N > 0 existen zy,yn € P tal que 0 < zy <yn vy |lzn] > N|yn]-

Teorema 3.9. Sea P un cono en E. Entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. P es normal.

2. Eziste una norma equivalente || - ||y sobre E tal que

si 0 < x <y entonces ||z]1 < ||yl

esto es, la norma || - || es mondtona

|z, — z|| — 0.
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4. El conjunto (B+P)N(B—P) es acotado, donde B = {x € E : ||z|| < 1}.
5. Cualquier intervalo ordenado [x,y] ={z € £ :x < z <y} es acotado.
6. Existe 0 > 0 tal que |z +y| > d para cada x,y € P con ||z|| = |ly|]| = 1.

7. Eziste v > 0 tal que

[+ yll = yméx{]lz|, [yll}
para cada x,y € P.

Demostracion.

(1) = (2): Paracadax € E,sean A, = {||ul| : v <z} y B, ={||v|| : « < v},
definimos || - ||y : £ — R como ||z||; = infA, + infB, = inf(A, + B.).
Probemos que || - ||; es una norma sobre E. Como 0 es una cota inferior
para A, + B,, entonces 0 < ||z||; para cada x € E. Claramente, [|0]/; = 0.
Supongamos que ||z||; = 0, esto es, inf(A, + B,;) = 0. Sea € > 0, entonces
€ no es cota inferior de A, + B,, asi existen u,v € F tal que u < z < v,
|lu|| + ||v|| < €. Por lo tanto, por la normalidad de P, tenemos

[zl <l = ul + [[u]l < Nljo = u]| +[Jull < N(JJul| + [[ol]) + [lu]l < (N +1)e

donde N es la constante normal de P. Luego ||z|| < (N + 1)e. Por lo tanto,
|z|| = 0 y asi © = 0. Es facil ver que |[Az||; = |A|||z]: para cada z € E'y
cada A € R.

Sean x,y € E'y € > 0. Entonces ||z||; + ¢,]|y|[1 + € no son cotas inferiores de
A, + B, y A, + B,, respectivamente. Asi, existen uy,v1,u2, v, € E tal que
Uy ST VU SY S vy

[uall + fonll < llzfly + € fuall + floall < [lyll + €

Por lo tanto, por la proposicion 3.5., tenemos que u; +us < x+y < v1 + Vg,
de lo cudl se sigue que

12+ yll < (lluall + [lorl]) + (luall + lo2ll) < llzlls + llylls + 2e.
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Por la arbitrariedad de €, tenemos que ||z +y||1 < ||z|l1 + ||y||1. Por lo tanto,
|| - |1 es una norma sobreE.

Ahora probemos que la norma ||-||; es mondtona. Sean x,y € E y supongamos
que 6 < x < y. Entonces tenemos que

infA, =infA, =0

y asi
[zl = inf By < infBy = |yl

, esto es, [lzfl < [lyllv.

Por tltimo, probemos que || - ||; es equivalente a || - ||. Sea z € E. Dado que
[zl € Az v [zl € By, infAs < |lz| y infB,; < [lz]|, por lo que [z, <
||| + [|z||, esto es, ||z]i < 2||x||. Por otro lado, para todo u,v € E con
u < z < v, tenemos

el < fle = ull + fJull < Nv = ull + fJull < (N + D)([J]l + [Jo])

, esto es, N+rl||m|| < ||lu|| + ||v]]. Luego ||z|| es cota inferior de A, + B,,

por lo que

i N+rl1
Sl <l Por To tanto, wirllel] < [lally < 2ljo].

(2) = (3): Sean {x,}, {yn}, {20} C E sucesiones tales que z, < z, < y,
paran =1,2,3,...,y ||z, — || = 0, [[yn — x|| = 0. Por la proposicién 2.5., se
tiene que 6 < z, — x, <y, — x,, asi por hipétesis ||z, — Zull1 < ||yn — Zal|1-
Como existen M > m > 0 tal que m|z| < ||z|1 < ||z|| para cada z € E
y por hipétesis, ||z, — x| < %Hzn — oylly < %”yn — Zpll1 < %Hyn — T,
esto es, ||z, — x| < 2|y, — 2, Veamos que ||y, — 2,|| — 0. Sea € > 0.
Para § existen Ny, Ny € N tal que ||z, —z|| < § ¥ |y — 2] < § para cada
n > Ny y n > Ns, respectivamente. Tomando N = max{Nj, No}, tenemos
que |y — Znl| < |lyn — 2| + [|2n — 2| < § + 5 = € para cada n > N. Por
lo tanto, ||y, — @,|| = 0. Asf ||z, — || < 2|y, — 2] = 0, por consiguente
||zn — x|| — 0. Por tltimo, se tiene que ||z, — x| < ||z — zu|| + || 20 — x| — O.
Por lo tanto ||z, — x| — 0.

Las demads pruebas las puede consultar en [2].

Ejemplo 3.10. Ejemplos de conos normales
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1. El cono P; del ejemplo 2.6. es normal.
Sean z,y € EF = R" tal que § < x < y, esto es, x; < y; para
i=1,2,...,n.Sea A = {xq, 9, ...,x,}, como A es finito, sup A = max A,
asi existe j € {1,2,...,n} tal que x; = sup A. Asl ||z]| = z; < y; <
|Y]loos Tuego ||z]|co < ||Y]|oo- Por lo tanto, P; es normal con constante
normal N = 1.

2. Los conos Py, Py y Ps5 del ejemplo 2.6., también son normales.

3. El cono P; no es normal.
Supongamos que P3 es normal, entonces existe N > 0 tal que si § <
x <y, entonces ||| < N||y||. Sean x,(t) = 1 — cosnt y y,(t) = 2 para
i =1,2,..,n, tenemos que 0 < x, < yp, ||zn]] =2+ 10y |yn] = 2
para ¢ = 1,2,....n. Entonces 2 +n < 2N parat = 1,2,...,n, lo que es
imposible. Por lo tanto, P; no es normal.

3.2. Conos Regulares y Conos Completamen-
te Regulares

Definicién 3.11. Sea P un cono en un espacio de Banach E.

1. Si cada sucesion creciente en E acotada superiormente tiene limite (es-
to es, si una sucesion {x,} C E yy € E satisfacen la siguiente condi-
cion:

rp<ry< - <x, <0<y,

entonces existe v € E tal que ||z, — z|| — 0 cuando n — o0),
entonces P se dice que es reqular.

2. Si cada sucesion creciente en E acotada en la norma tiene limite (esto
es, si una sucesion {x,} C E satisface la siguiente condicion:

v <29 < <, <o, M = sup |z, < oo,
n

entonces existe x € E tal que ||z, — z|| — 0 cuando n — o0),
entonces P se dice que es completamente reqular.
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Observacién 3.12. Sea P un cono en F. Entonces:

1. P es regular, si y sélo si, cada sucesién decreciente en F acotada infe-
riormente tiene limite.

2. P es completamente regular, si y sélo si, cada sucesion decrecinte en F
acotada en la norma tiene limite.

Demostracion.

1. Necesidad. Supongamos que P es un cono regular. Sean {x,} C F una
sucesién y y € E tal que

Yy<-Sxp <o S S 1

Veamos que existe z € F tal que ||z, — z|| — 0 cuando n — o0. De
las desigualdades anteriores se sigue que

TS TS S =Ty S S Y

—_ )

entonces {—x,} C F es una sucesion creciente acotada superiormente
y como P es regular existe x € F tal que || — z,, — z|| — 0 cuando
n — o00. Sea € > 0. Dado que || — z,, — x| = ||z, — (—2)||, existe
N > 0 tal que ||z, — (—z)|| < e paran > N, esto es, ||z, — (—z)| — 0
cuando n — oo. Por lo tanto, {x,} tiene limite.

Suficiencia. Es anédlogo a lo anterior.

2. Necesidad. Supongamos que P es un cono completamente regular. Sea
{z,} C E una sucesion tal que

L@y < <ap <oy, M= supl|z,| < oo
n

Notemos que || — z,|| = ||z.|| y asi M = sup,, || — z,|| < oo. De lo
anterior se sigue que

_xlg_ng...<_xn§...

Y

entonces {—z,} C FE es una sucesién creciente acotada en norma y
como P es completamente regular existe z € E tal que | —z,—z| — 0
cuando n —» o0o. Sea € > 0. Dado que || —x, —z|| = ||z, — (—x)||, existe
N > 0 tal que ||z, — (—z)|| < e paran > N, esto es, ||z, — (—z)|| — 0
cuando n — oo. Por lo tanto, {z,} tiene limite.

Suficiencia. Es andlogo a lo anterior.



3.2 Conos Regulares y Conos Completamente Regulares 27

0
El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre los conos nor-
males, regulares y completamente regulares.

Teorema 3.13. Sea P un cono en un espacio de Banach E. Entonces P es
completamente reqular = P es reqular =—> P es normal.

Demostracién. Primero probemos que, si P no es normal entonces P
no es regular ni completamente regular. Supongamos que P no es normal.
Entonces por la observacion 3.8., para toda n € N, 2" > 0 y asi existen
sucesiones {z,}, {y,} C P tal que

0 <n <ynyllzall >2"gull (n=1,2,3,--) (3.1)

Notemos que 0 < z,, esto es, 0 < x,, vy 0 # x,. Si x, = 0, entonces ||z,| =
0 > 2"||y,|| > 0, luego 0 > 0, lo que es falso. Asi, x, # 0y ||lz,|| > 0
para toda n € N. De forma similar Yn # 0y |lys|| > 0 para toda n € N.

Ahora, sean z, = pEry vp = - Por (3.1) tenemos que < ot

2"II [zl 2" |ynll?

luego 0 < m Tl Dado que x,, € P y P es un cono, tenemos que
1 1 _ _
me‘wﬁ%—wmnuweppmbwd%—nmgwmana
como 0 < m y T, < Yn, por la proposicion 3.5., 2"|\Zn\| < 2nﬁ2nll vp. De
lo anterior tenemos que
x
0<2,<—"-<wv, (n=1,2,3,--+), (3.2)
2% {|yn]|

o0 [e.9] 1

> lvall = o =1 (3.3)

n=1 n=1
Dado que en un espacio de Banach toda serie absolutamente convergente es

o0

convergente, existe v € E tal que g ||vn|| converge a v, esto es,

n=1

> lvall =v. (3.4)

Definase

V1 + V9 + - Vo si n=2m (m=1,2,3,--+)

v+ vt F Ut 2oy St n=2m+1 (m=1,2,3,---).
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Se sigue de (3.2),(3.3) y (3.4) que

0 <wy<ws<wy<---<w, supllw,| <2
n

Desde que wa41 —Wam = (V1 +vo+ -+ Vo + 2om11) — (V1 U2+ - -+ Vo) =
Zomt1 Se sigue que ||wayi1 — Wom|| = ||z2ms1|| = 1, por lo tanto la sucesién
{w,} no es de Cauchy y por consiguiente no es convergente. Por lo tanto, P
no es regular ni completamnete regular.

Por tltimo, resta probar que si P es completamente regular, entonces P
es regular. Supongamos que P es completamente regular. De acuerdo a la
conclusién anterior, P es normal. Sean {x,} una sucesiéon en E'y y € E tal
que

R R R /2

Entonces tenemos que
0<y—xz,<y—x; (n=1,23,--+)

y asi por normalidad
ly — znll < Nlly — 4]

donde N es la constante normal de P. Asi tenemos que sup,, ||z, || < co. Dado
que P es completamente regular, entonces existe x € E tal que ||z, —z| — 0

si n — 00, y por lo tanto P es regular.
O

Ejemplo 3.14. Ejemplos de conos regulares y completamente regu-
lares

1. El cono P; del ejemplo 3.6., es completamente regular y por el teorema
anterior, P; también es regular.

2. El cono P, no es regular. Por el ejemplo 3.10., P es normal.

3. El cono P5 no es normal por el ejemplo 3.10. y por el teorema anterior,
P3 no es regular.

Ejemplo 3.15. Ejemplo de un cono regular que no es completamente
regular.
Sea E=cyy Ps={x € E:x,>0, para cada n € N}, el cono del ejemplo
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3.6., con su norma definida por ||z|| = sup,, |z,| para toda x € E. Primero
veamos que Ps es un cono regular en co.
Sean x(m) = {xgm)amgm)7 e 7w£lm)a e }7y = {ylvaa oy Yny } € Co tal que

esto es,

o) < 2P < < o < <y,

2 < 2 < < oW < < 4

2y < 2 < < oM < < Un,
para cada m,n = 1,2,3,---. Entonces, las sucesiones {x%m)} para m,n =
1,2,3,-- -, son crecientes y acotadas superiormente en R y por lo tanto existe
25 € R tal que lim 2™ = z*. Sea z* = {a*,23,--- ,2%, - }. Veamos que

m—0o0
z* € ¢g. De lo anterior y dado que ",y € ¢q se cumple que

w) <a(M <ah <y, (mon=1,2,3,-) (3.5)

y ) — 0,y, — 0 si n — o0, de (3.1) y por el teorema del sdndwich,
¥ — 0sin — ooy asi #* € ¢y. A continuacién veamos que (™) converge

a x*. Sea ¢ > 0, y ng un entero positivo tal que
lzW| <€, |yn| <€, n > ng, (3.6)
entonces, por (3.1) y (3.2), tenemos que
2| <€, |2 <€, n>ng, (m=1,2,3,---). (3.7)
Escojamos un entero positivo myq tal que

|20 — 2| <€, m>mg (n=1,2,--- ,ng). (3.8)

n

Entonces, por (3.3) y (3.4), tenemos que
o — 2| = sup, [ — ;)

)

< SUDp=12,- no |'T£lm - x:b‘ + SUPp>ng |x£lm)| + SUDp>ng |ZE;;|

§3€, m > myg.
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Por lo tanto, ||2™ — z*|| si n — 00, lo que prueba que P es regular.

Por otro lado, sea z(™ = {z%m), zém), e m }, donde

1 si n<m,

z,(lm) =

0O si n>m

Es facil ver que 2™ € ¢y, |20 (m = 1,2,3,---) y 2 < 2 < ... <
2 < ... Asf, 2™ es una sucesién creciente y acotada en norma, pero
dado que [[z™F) — 2™ =1 (m = 1,2,3,---), se tiene que {z(™} no es

convergente en cy. Por lo tanto, el cono Ps no es completamente regular.

3.3. Conos Lattice y Dedekind Completos

Definicién 3.16. Sea P un cono en un espacio de Banach E.
1. El cono P se dice que es lattice si sup{x,y} existe para cada x,y € E.

2. El cono P se dice que es Dedekind completo si sup D existe para cada
conjunto no vacio D C E el cudl es acotado superiormente.

Observacion 3.17. De la definicién anterior se desprende lo siguiente.
1. P es lattice, si y sdlo si, inf{z, y} existe para cada z,y € FE.

2. P es Dedekind completo, si y solo si, inf D existe para cada conjunto
no vacio acotado inferiormente D C F.

Demostracion.

1. Necesidad. Sean z,y € E, entonces —x,—y € E. Dado que P es lat-
tice, sup{—z, —y} existe. Sea z = sup{—x, —y}. Veremos que —z =
inf{x,y}. Por definicién de supremo, tenemos que —z < zy —y < z
6 lo que es igual —z < x 'y —z < g, esto es, —z es cota inferior de el
conjunto {z,y}. Sea t € E tal que t < x y t < y, esto implica que
—r < —ty —y < —t, y entonces z < —t, esto es, t < z. Por lo tanto,
—z = inf{z, y}.

Suficiencia. Es andlogo a lo anterior.
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2.

Necesidad. Sea D C FE tal que D es no vacio y D es acotado inferior-
mente, entonces existe y € F tal que y < d para cada d € D, esto
es, —d < —y para cada d € D. Definamos B = {—d : d € D}. Como
—d < —y para cada d € D, entonces B es acotado superiormente y
como D es no vacio implica que B es no vacio. Entonces dado que P
es Dedekind completo existe dy € E tal que dy = sup B. Veamos que
—dy = inf D. Primero, como dy = sup B, —d < dy para cada d € D,
esto es, —dy < d para cada d € D. Por otro lado, sea yg € E tal que
Yo < d para cada d € D, asi —d < —yg para cada d € D, esto es, —yg es
cota superior de B y dado que dy = sup B, dy < —yo, y asi 49 < —dj.
Por lo tanto, —dy = inf D.

Suficiencia. Es anédlogo a lo anterior.

Ejemplo 3.18. Ejemplos de conos lattice

1.

El cono P, = {z = (z1,29,...,2,) € R" : 2; > 0,0 = 1,2,...,n} es un
cono lattice.
Para todo z,y € R", tenemos que sup{x,y} = z, donde

Zz = (méx{xl, yl}a méX{LEQa y2}a to 7méx{$n7 yn})

El cono P, = {h € Cla,b] : 0 < h(t), t € [a,b]} es un cono lattice.
Para todo h,g € Cla,b|, tenemos que sup{h,g} = f, donde f(t) =
max{h(t), g(t)} para toda t € [a,].

Lema 3.19. Sea P un cono regular en un espacio de Banach E. Entonces
tenemos lo siguiente:

1.

Cada conjunto acotado superiormente y totalmente ordenado en E tie-
ne un supremo.

Cada conjunto acotado inferiormente y totalmente ordenado en F tiene
un infimo.

Demostracién.

1.

Por el teorema 3.13. sabemos que P es normal. Sean N > 0 la constante
normal de P, D C F totalmente ordenado y acotado superiormente.
Para cada x € D, definimos

¢(x) =sup{[lz —yll : 2 <y < z,9,2 € D}
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Sea xg la cota superior de D, esto es, t < zy para cada t € D. Da-
do que x € D, x < xg, por lo que § < g —x y como P es normal,
0 < Nljzg—=z||.Sea D, = {||z—y|| : x <y < z,y,2 € D}. Seany,z € D
talque r <y < z,asi —y < —zyz<uxg,luegod < z—y<xg—2x
y por normalidad ||z — y|| < N||zg — z|| < co. Asi N|jzg — z|| es cota
superior de D,. Por lo tanto, 0 < ¢(z) < N||lzg — |, luego ¢ es una
funcién no negativa definida sobre D.

Sean z,y € D talque x < y. Notamos que D, C D,, por lo que
sup D, < sup D,. Por lo tanto, ¢(y) < ¢(z). Asi, ¢ es una funcién
decreciente.

Ademds, tenemos que inf{¢(x) : x € D} = 0. De hecho, si no fuera asi,
entonces existiria § > 0 tal que ¢(z) > § para toda z € D. Conside-
remos a 1 € D, entonces, ¢(z1) > 6, luego existen yi,2; € D tal que
r1 <y < z1y|lz1 —wy1|| > 6. Dado que ¢(z1) > 6, existen ys, 29 € D
tal que 21 < Yo < 29y [|22 — y2f| > 0. Siguendo este proceso, tenemos
dos sucesiones {y, },{z,} C D tal que

<y <z <ya<2n< <y, <z, < <20, |20 —Unl >0

paran = 1,2,3,---. Entonces la sucesion {y1, 21, Y2, 22, , Yn, Zn, " - |
es una sucesion no convergente, lo cual contradice la regularidad de
P. Por lo tanto, nf{¢(x) : = € D} = 0. Asi existe {z,} C D tal
que ¢(z,) — 0 si n — oo. Dado que D es un conjunto totalmente
ordenado, y, = {x1, 29, -+ ,x,} existe y y, € D, donde y, es igual a
alguno de z1, 9, - -+, x,. Entonces, tenemos que

Un 2 Tny Y1 S Y2 S0 S Yy S0 S .

Desde que ¢ es una funcién decreciente, 0 < o(y,) < o(x,) v asi
&(Yn) — 0si n — 0.
Por otro lado, por la regularidad de P, existe x* € F tal que

|y — || — 0 si n — 0.

Se prueba que z* = sup{y, : n =1,2,3,---}. Ahora, veamos que z* =
sup D. Para hacerlo, sélo tenemos que probar que z* es cota superior
de D. Sea x € D, desde que D es totalmente ordenado, entonces

(a) existe un entero positivo n tal que = < y,

6
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(b) x es una cota superior de {y,}.
En el caso (a), tenemos que < z*. En el caso (b), tenemos z* < x.
Asi, de 0 <z — 2* < x — y,, tenemos que

||J}—:E*H < N”:L’ _ynH < N¢(yn) —0

si n — 0o. Asi se sigue que x = z*. En cualquiera de los casos se tiene
que x < x*, esto es, ™ es una cota superior de D.

2. Sea D C F tal que D es acotado inferiormente y totalmente ordenado.
Sean zy € E la cota inferior de Dy —D = {—xz : x € D}. Se sigue de la
hipdtesis que, —D es un conjunto totalmente ordenado y acotado su-
periormente, cuya cota superior es —xq. Por lo tanto, por la conclusion
de 1., sup(—D) existe. Sea x1 = sup(—D). Veamos que inf(D) = —x;.
En efecto, sea x € D, entonces, —x € —D, luego —x < x1, de lo que
se sigue que —xr; < x para cada x € D. Por otro lado, sea y € E tal
que y < z para cada x € D, asi —x < —y para cada —x € —D, luego
x1 < —y, por lo que y < —x1. Por lo tanto, inf(D) = —z; y asi inf(D)
existe.

O
Como consecuencia inmediata del Lema 3.19., tenemos el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.20. Sea P un cono en E. St P es regular y lattice, entonces P
es Dedekind completo.

Demostracién. Sea D C E un conjunto no vacio acotado superiormente.
Sea xo € E una cota superior de D. Veamos que sup D existe. Sea F el
conjunto de todas las cotas superiores de D. Entonces xq € F. Consideremos
a F; un subconjunto totalmente ordenado de F', esto es, una cadena de F.
Notemos que todo elemento z € D es cota inferior de Fj. Entonces, por 2.
del lema 3.19., existe y; € E tal que y; = inf F} y « < y; para toda = € E.
Asi y; € F' y por el Lema de Zorn, F' tiene un elemento minimal x*. Ahora
veamos que x* = sup D. Dado que P es lattice, para todo y € F, existe z € F
tal que z = {a*,y},luego z < z* y z < y. Dado que = < z* y z < y para
toda x € D, tenemos que = < z. Asi z € Iy, desde que z* es un elemento
minimal de F', se sigue que z = x*. Esto implica que z* < y y por lo tanto
x* =supD.

O
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Ejemplo 3.21. Ejemplo de cono Dedekind completo

El cono P, = {z = (21,22, ...,x,) € R" : x; > 0,i = 1,2,...,n} es regular y
lattice por los ejemplos 3.14. y 3.18., respectivamente. Por el teorema 3.20.,
P, es Dedekind completo.

3.4. Conos Generadores y Cono Dual

Definicién 3.22. Sea P un cono en E.

1. Si E = P — P, esto es, cualquier elemento x € E puede expresarse
en la forma x = y — z, donde y,z € P, entonces decimos que P es
generador.

2. Si E =P — P, entonces decimos que P es total.
Observacion 3.23. Si P es generador, entonces P es total.

Demostracion. Supongamos que P es generador. Siempre se cumple
que P-PCEyP—-PCP—P.Como P es generador £ C P — P y asi
E = P — P. Por lo tanto, P es total.

O
Ejemplo 3.24. Ejemplos de conos generadores y totales.

1. Sean F = R*"y P, = {x = (v1,29,-,2,) € F : x; > 0,i =
1,2,--- ;n}. Py es un cono generador y por la observacién 3.23.; tam-
bién es total.

En efecto, sabemos que P; es un cono y si € P;, entonces x puede
expresarse en la forma r = y — 2z, donde

r; si x; >0, 0 si z; >0,
Yi = Yy =
0 si z; <O. —x; si ox; <O0.

cony,z € F.

2. Sean E = Cla,b] y P, el cono del ejemplo 3.6., entonces P es un cono
generador y por la observacion 3.23., también es total.
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En efecto, si f € P,, entonces f puede expresarse en la forma f = g—h,

donde
ft) si f(t) >0, 0 si f(t) >0,
g(t) = y h(t)=
0 si f(t) <O. —f(t) si f(t) <0.
con f,h € F.

Teorema 3.25. Si P es un cono solido en E, entonces P es generador.

[¢]
Demostracién. Supongamos que P es un cono solido, entonces P # ().

Sea xp € P, entonces existe r > 0 tal que B(zg,7) = {x € E : ||z — x| <
r}y CP.Seazx e E.Six=0,02=60—-60con6 € P,luegoxr € P—P.Si
x # 0, entonces xy+ -z € B(xg, ) ya que H(xoj:ﬁx) — x| = r. Dado que

[l
— L=

B(zg,r) C P, xoi”TT”xE P,yasiz =y — zdonde y = 7(%—1—@1‘),2:

%(xo — ﬁx) € P, lo cudl implica que P es generador.

|

Nota 2. Los conos P, P, P, y P5 del ejemplo 3.6., son conos solidos. En
consecuencia del teorema 3.25. y la observacién 3.23., también son conos
generadores y totales.

Definicién 3.26. Sea P un cono en E. Entonces
P ={felE": f(x) >0,z € P}
es llamado un cono dual de P.

Observacién 3.27. Se prueba que P* es un conjunto cerrado convexo no
vacio en E* y que si f € P* entonces A\f € P* para toda A > 0. Pero puede
no cumplirse que si f € P*y —f € P* entonces f = 6. Por lo tanto, P* no
necesariamente es un cono en £*.

El siguiente teorema nos da una condiciéon necesaria para que P* sea un
cono en E*

Lema 3.28. P* esun cono en E*, siy s6lo si, P es total (estoes, E = P — P).

Demostracién. Puede consultar la demostracién en [2].
O
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Corolario 3.29. Si P es generador, entonces P* es un cono en E*.

Demostraciéon. Supongamos que P es un cono generador. Por la obser-
vacion 3.23., P es un cono total. Por lo tanto, por el Lema 328., P* es un
cono en E*.

U

Finalmente, damos un teorema de extension de un funcional lineal acotado
positivo.

Teorema 3.30. Sean P un cono solido en E y G un subespacio lineal de E

tal que PNG # 0. Si f es un funcional lineal acotado positivo definido sobre
G, esto es, f es un funcional lineal acotado definido sobre G, y f(x) > 0
para toda x € G N P. Entonces [ se puede extender al funcional F' definido
sobre G y f(x) > 0 para toda x € G N P. Asi f puede ser extendido a un
funcional lineal acotado positivo definido sobre G, esto es, existe f € P* tal
que f(z) = f(z) para toda x € G

Demostracién. Consideremos el conjunto
W ={G,: G, <G,G, CG, [ es extendido a f, definido sobre G},

donde f; es un funcional lineal acotado positivo. El conjunto W es no vacio
ya que f € W. Definamos un orden parcial sobre W de la siguinte manera:
Sean G1,Gy € W, entonces

G, < Gy siysélosi, g1 C Ga y fo es una extension de f.

Se prueba que < es un orden parcial sobre W.
Veamos que W cumple las hip6tesis del Lema de Zorn. Sea H = {G,, : « € I}
un subconjunto totalmente ordenado de W'y Gy = |J,c; Ga-

(-) Gy es un subespacio vectorial de E.
Sean x,y € Gg y A\,n € R, entonces existen o, € I tal que = €
Ga,y € G y ademés \x € G, y ny € Gp. Dado que G, y G son
subespacios de F, G, C Gg 6 Gg C G,. Supongamos que G, C Gg,
entonces A\z,ny € Gy asi Ax +ny € Gg. Como Gy C Gy se tiene que
Az + nyG . De manera similar si Gg C G,.

Notemos ademas que G C Gg. Ahora definamos un funcional fy : Gg — R
como sigue: Para x € Gy, fy(z) = fa, siz € G,.
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(i) fu es lineal.
Sean z,y € Gy y A € R, entonces existen «, 8 € I tal que x € G,y €
Gp y ademas Az € G,. Supongamos que G, C G, entonces Az, z,y €
Gp.Ast fo = fg(x +y) = fo(z) + f5(y) = fu(z) + fu(y), esto es,
fu(@+y) = fulx) + fuly) y fu(Az) = fo(Az) = Afs(z) = Afu(2),
esto es, fu(A\x) = Afg(x). De manera similar si Gz C G,.

(ii) fu es positivo.
Sea x € GgNP, entonces existe « € [ tal que z € G,y asix € G,NP.
Dado que f, es un funcional positivo, tenemos que fy(z) = fo(x) >0,
esto es, fu(x) > 0.

(iii) fy es acotado.

Por hipétesis PNG # (). Sea g € PN G. Entonces existe r > 0 tal que
B(zg,r) ={z € E: ||z — x| <r} CP.

Sea z € Gy con ||z|| < 1. Dado que zp € G C Gy, xo € Gy y asi
xoEtrz € Gy. Notemos que ||zg 72 — 20| = || £ 72| = r||2|| < r,luego
xg £ rz € B(xg,r) C Py asi zg = rz € P. Por lo tanto, zg £ rz €
Gg N P. Por (i) y (ii), sabemos que fy es lineal y positivo, entonces
fn(zo £72) >0, esto es L fi,(xo) > Ffu(z). Asi tenemos que

()| <+ fuwo) = (), 2 € G, A <1 (39)

Por lo tanto, de (i)-(iii) y (-), f# es un funcional lineal acotado positivo
definido sobre Gy con Gy subespacio de E. Asi, gy € F' vy ademas Gy es
cota superior de H. Por el Lema de Zorn, existe G,, € F' elemento maximal
de F.

Veamos que G, = E. Supongamos que G,, # E, entonces existe yg € E
tal que yo € E \ G,,. Notemos que yo # 0 ya que 0 € G,,. De lo hecho
anteriormente tenemos que B(xg,r) C Py como G C G,,, se sigue que xg €

PNG Cc PNG,,. Notemos que ||z¢+ ”;—Onyo — xo|| = r, luego xo £ ”y—’;HyO cP

y por tanto z & prryo > 0, esto es,

1 < Yo < T2, (3.10)

donde z; = —M.To,SUQ = @xo € Gp. Sean S, = {x € G, sz < Yot vy

T

T ={z € G, : © > y,}. Por (3.9) se tiene que S,, #y T, #. Sea f,, el



38 Conos en Espacios Normados

funcional lineal acotado positivo correspondiente a G,,.

Sean Ag = {f(x):x € Sy} vy Br ={fn(y) : y € T,,}. Sea f,,(x) € Ag con
x € Sy, esto es, © < yo v sea f,(y) € Br con y € T),, esto es, yo < y. Por
transitividad, x < y 6 lo que es igual 0 <y —x y asi y — x € P. Dado que
re€S,yyeT,sesiguiequer,yce G, yasiy—xr € PNG,, cond <y—ux.
Como f,, es lineal y positivo, tenemos que 0 < f,,,(y—2) = fin(y)— fin(x) y asi
fm(2) < fin(y) para toda y € T,,, esto es, f,, es bota inferior de By para toda
x € S,,. Entonces, f,, < inf By para toda x € S,,, luego sup As < inf Br.
Ahora, consideremos £ € R tal que

sup Ag < & < inf Br. (3.11)

Sea G, = {x+tyy : * € G, t € R}. G, es un subespacio lineal de E'y ademés
G C G,, C G, con G, # G,,. Ahora, definamos un funcional f, sobre G,

como sigue:
filw +tyo) = fu(z) + 1€ (3.12)

conr € G,, yt €R. Entonces, tenemos que
(a) f. es una extension de f,, sobre G,
(b) f« es un funcional lineal.

(c) f« es acotado.
Sean r € G,, y t € R tal que = + tyy > 6, entonces

xXr s
yOZ_?7t>07 yOS—?;t<0

Entonces (3.11) implica que

1 1
De lo anterior, tenemos que f.(z) = f(x) +t£ > 0 para todo t € R.

(d) f. es acotado.
Es similar a la prueba de (3.9).

Por (a)-(d), fi es un funcional lineal acotado positivo sobre G, que extiende
a fm. Por lo tanto, G, € W y G,, < G,, y dado que G,, es maximal en W
implica que G,, = G,, lo cudl es una contradiccién porque G, esta contenido

propiamente en G,.
O
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