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Introduccion

Uno de los teoremas de Euclides més controvertido es el Teorema 4 del libro pri-
mero de los Elementos, denotado por EI.4 entre los historiadores. Este teorema se
conoce actualmente como el “criterio Lado -Angulo - Lado” (LAL) de congruencia de
triangulos. El teorema senala que, si en los tridngulos AABC y AA'B'C’, las longi-
tudes de los lados AB y AC del AABC son iguales, respectivamente, a las longitudes
de los lados A'B’ y A'/C" de AA'B'C’, y que <BAC = <B'A'C’, entonces también
el lado BC del AABC es igual al lado B'C" de ANA'B'C" y <ABC = <A'B'C" y
JACB = <A'C'B’ son congruentes. La demostracion que dio Euclides consiste en
mover uno de los triangulos hasta lograr superponerlo en el otro y ver que todos los
lados y angulos de uno coinciden con los respectivos del otro triangulo.

En otras palabras, usando un leguaje moderno, a un tridangulo se le aplica una
traslacion seguida de una rotacion y en algunos casos, seguida de una reflexion, hasta
obtener el otro. A pesar de que la demostracion de Euclides es muy bella, la contro-
versia surgié porque ninguna de estas transformaciones geométricas fueron definidas
por Euclides, ni establecio su uso dentro de los axiomas de los Elementos.

Para no caer en el mismo “error” de Euclides, David Hilbert, us6 una nueva colec-
cion de axiomas para la geometria euclidiana, méas de acuerdo con la idea moderna
de sistema axiomatico, en el cual puso dicho resultado como un axioma (el axioma
C6 en este texto), en vez de demostrarlo.

Un contemporaneo y amigo de Hilbert llamado Félix Klein, propuso una nueva
forma de estudiar todas la geometrias a través de grupos de transformaciones geo-
métricas. El mostro que el uso de transformaciones geométricas es una herramienta
muy poderosa para el estudio de la geometria en general.

En este trabajo, en su Capitulo 1, expondremos los axiomas de Hilbert para la
Geometria Neutral Plana (GNP). Este, es el sistema axiématico que consta de todos
los axiomas de la Geometria Euclidiana Plana (GEP), excepto el quinto postulado.
En GNP no se tiene el quinto postulado ni su negaciéon. Asi cualquier resultado que se
obtenga de GNP es valido tanto en GEP como en GHP. Estableceremos definiciones
y resultados de GNP que se utilizaran en los capitulos siguientes.
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En el Capitulo 2 trabajaremos modelos de GNP y en particular definiremos y es-
tudiaremos propiedades de las principales transformaciones geométricas: dilataciones
y simetrias como rotaciones, reflexiones, traslaciones. En este capitulo se aplicaran
los resultados a los modelos de GEP como el usual o el de la geometria analitica.

Para el Capitulo 3 estudiaremos un transformaciéon geométrica euclidiana muy
bella: la inversion. Nos sera de gran ayuda en un modelo hiperbélico.

Finalmente el Capitulo 4 construiremos dos modelos, modelo de Poincaré (Mp,)
y el modelo de Klein (Mk) que satisfacen los axiomas de GHP. Culminamos con el
estudio de las reflexiones en M.
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Capitulo 1

(eometria neutral

Un sistema axiomatico consta de un conjunto de términos indefinidos, un conjunto
de relaciones indefinidas y un conjunto de axiomas que establecen las propiedades
bésicas que deben cumplir dichos términos y relaciones. Para este capitulo se puede
consular [3] y [4].

1.1. Sistema axiomatico de la geometria neutral pla-
na

(a) Terminos indefinidos:

1. Puntos.
Al conjunto de los puntos de GNP los denotaremos por II(GN P).

2. Rectas.
Al conjunto de los rectas de GNP los denotaremos por A(GN P)

(b) Relaciones indefinidas:
1. Relacién de incidencia entre puntos y rectas.

Si PeIlI(GNP)yle A(GNP), ala proposicion “P incide con [” (tam-
bién se puede leer “I incide con P”), se le notaré con PZl o IZP.

2. Relacion de orden entre ternas de puntos.
Si A,B,C € A(GNP), la proposicion “B esta entre A y C” se denotara
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Geometria neutral

por Ax B x (.

3. Relaciones de congruencia de segmentos y congruencia de angu-
los.
Dados los segmentos AB y CD, la proposicion “AB es congruente con
C'D” se denotaré por AB = C'D y dados los dngulos <ABC'y <DEF, la
proposicion “<ABC' es congruente con <DFEF” se denotara con <ABC' =
<DEF.

(c) Axiomas:
Axiomas de Incidencia

Axioma I1. Para cada punto P y cada punto (), con P # (), existe una tnica
recta que incide con P y Q. A esta recta la denotaremos .

Axioma I2. Para cada recta, existen al menos dos puntos diferentes que inci-
den con ella.

Axioma I3. Existen tres puntos distintos con la propiedad de que ninguna
recta incide con los tres.

Definicién 1.1. (a) Diremos que tres o mds puntos distintos son colineales,
st existe un recta que incide con todos ellos al mismo tiempo.

(b) Dos o mds rectas son concurrentes si existe un punto que incide con todas
ellas al mismo tiempo.

(c) Diremos que dos rectas | y m son paralelas sil=m ol # m yl ym no
son concurrentes y lo denotaremos por [ || m.

Axiomas de Orden

Axioma O1. Si A x B x (', entonces A, B y C son tres puntos distintos y
colineales, ademas C' x B x A.

Axioma 0O2. Dados cualesquiera dos puntos distintos B y D, existen puntos
A, Cy E que incidenconﬁtalqueA*B*D, BxCxDyBxDxFE.
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Axioma 03. Si A, B y C son puntos distintos y colineales, entonces una y so-
lo una de las proposiciones siguientes se cumple: Ax BxC, Bx AxC o AxC'xB.

Denotaremos por {j@ } al conjunto de puntos que inciden con 1@ )

Definicion 1.2. Dados dos puntos A y B distintos, el segmento AB se define
como el conjunto de todos los puntos de la recta AB que estdn entre A y B

junto con los puntos finales A y B. El rayo AB se define como el conjunto de
todos los puntos en AB junto con los puntos C tal que Ax B x C.

Definicion 1.3. Sean | una recta cualquiera, A y B puntos que no inciden con
[. Si A= B o siel segmento AB no contiene puntos que incidan con l, decimos
que A y B estan en el mismo lado de |, mientras si A # B y el segmento AB

tienen puntos que inciden con l, decimos que A y B estan en lados opuestos
de 1, véase Figura|[l.1]

Figura 1.1

Axioma O4. Para cada recta [ y para cualesquiera tres puntos A, By C' que
no incidan con [ se tiene:

(a) Si Ay B estan en el mismo lado de I y si B y C' estan en el mismo lado
de [, entonces A y C' estan en el mismo lado de [, véase Figura [1.2

Figura 1.2
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(b) Si Ay C estén en lados opuestos de [ y si C'y B estan en lados opuestos
de [, entonces A y B estan del mismo lado de [, véase Figura[1.3]

Figura 1.3

(c) Si Ay B estan en lados opuestos de [ y si B 'y C' estan del mismo lado de
[, entonces A y C estan en lados opuestos de [, véase Figura [1.4]

Figura 1.4

Definiciéon 1.4. Una relacion ~ en un conjunto S se llama relacion de equi-
valencia si satisface:

(a) a ~ a (reflexiva).

(b) Sia~b entonces b ~ a (simétrica).

(c) Sia~byb~ c entonces a~ c (transitiva).
para todo a, b y ¢ que estin en S.

Definicion 1.5. Sean | una recta cualquiera y S el conjunto de puntos que no
inciden con l, para A y B elementos de S, decimos que A estd relacionado con
B si y solo si A y B estan del mismo lado de l. Lo denotaremos A ~ B.

Observacion 1.1. Por la Definicion y el Azioma 04 esta relacion ~ es
de equivalencia.
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Definicion 1.6. Sean | una recta y A un punto que no incide con l. A la clase
de equivalencia de A respecto a la relacion ~, es decir, al conjunto de puntos
que estan del mismo lado de A con respecto al, se le llama el lado o semi-plano
de la recta | determinado por A y se denota como S(A,I).

Definicion 1.7. Si | es una recta, A, B, C' son puntos que inciden con | y
B% x C, se dice que E es el rayo opuesto B y que AC' es el rayo opuesto
a AB.

Definicion 1.8. Si 1@ Y 1@ dos rayos que no son iguales ni opuestos entre
st, entonces:

(a) El dngulo <BAC' es el conjunto ABUAC. También es denotado <CAB.

(b) Dado el dngulo <BAC, A es el vértice del dngulo, y @ Y 1@ son los
lados del dngulo.

(¢) Elinterior del dangulo <BAC' es el conjunto S(C, Zg) N S(B,j@), véase
Figura[1.5

Figura 1.5

Definicion 1.9. El rayo E estd entre los rayos /@ Yy /@, s% B Y 1@ no
son rayos opuestos ni iquales (es decir se forma <CAB) y D estd en el interior
a <CAB.

Axiomas de Congruencia

Axioma C1. Si A y B son puntos distintos y si A’ es cualquier punto, entonces
para cada rayo r que emana de A’ existe un tnico punto B’ sobre r tal que
B #£A'y AB=AB.
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Axioma C2. La relacion de congruencia de segmentos es una relacion de equi-
valencia.

Axioma C3.Si Ax BxC, A« B x(C', AB=~= AB"y BC = B'(C’, entonces
AC = A'C.

T
Axioma C4. Dado cualquier dngulo <BAC' y dado cualquier rayo A’B’ que
emana del punto A’, entonces en cada lado de la recta A’B’, existe un tnico
rayo A'C” tal que <B'A'C" = <BAC.

Axioma C5. La relacion de congruencia de dngulos es una relacion de equi-
valencia.

Definicion 1.10. (a) Un tridngulo es un conjunto de tres puntos no colinea-
les.

(b) Si{A,B,C} es un tridngulo, denotaremos a dicho conjunto con NABC.

(¢) El interior ANABC' es la interseccion de los interiores de los dngulos
<ABC, <ACB y <BAC.

(d) En NABC los vértices son los puntos A, B y C, y los lados son AB, BC
y AC.

(e) Los dngulos interiores o internos de un ANABC' son los dngulos <ABC),
<ACB y <BAC.

(f) Un punto exterior de NABC es un punto que no estd en el interior de
ANABC ni en alguno de los lados del NABC.

Definicion 1.11. Sean AABC y ADEF dos tridngulos.

(a) Una congruencia o correspondencia entre NABC y ADEF es una fun-
cion biyectiva:
¢v: {A,B,C} — {D,EF}
tal que si A" = p(A), B' = ¢(B) y C" = ¢(C), entonces AB = A'B,
BC = B'C', AC = AC', <ABC = <A'B'C" y <«ACB = <A C'B" y
IBAC = qB'A'C'.



1.1 Sistema axiomatico de la geometria neutral plana 7

(b) Si @ es una congruencia entre dos tridngulos NABC y ADEF, y si A’ =
0(A), B'=¢(B), C" = ¢(C), diremos que, respecto a la correspondencia
p, A’ es el vértice correspondiente a A, B’ es el correspondiente a B, C" es
el correspondiente a C', <A'B'C" es el dngulo correspondiente a <ABC,
SA'C'B’ es el dngulo correspondiente a <ACB y <B'A'C" es el dngulo
correspondiente a <BAC'.

(c) Diremos que AABC' es congruente con ADEF si existe una congruencia:
¢v: {A,B,C} — {D,EF}

(d) Escribiremos ANABC = ADEF para indicar que existe una congruencia
p de AABC a ADEF tal que D = p(A), E = ¢(B) y F = ¢(C), donde
D, E y F son los vértices correspondientes (respecto a p) a los vértices
A, B y C, respectivamente.

Axioma C6. (Criterio Lado Angulo Lado - LAL) Si AABC y ADEF dos
triangulos tales que <ABC = <DFEF, AB = DFE y BC = DF, entonces
ANABC = ADEF.

Axioma de Continuidad

El siguiente axioma es el tltimo de los axiomas de la geometra neutral plana
(GNP) y esté inspirado en la construccion que hizo Dedekind de los nimeros
reales usando las cortaduras de niimeros racionales que llevan su nombre.

Definiciéon 1.12. Una rectal con cortadura de Dedekind es una pareja (X1, X2)
tal que:

(a) 31 y Xo son subconjuntos no vacios de {l}.
(b) ¥, UXe ={l}.
(C) El N 22 = @

(d) Ningin punto de ¥ estd entre dos puntos de Yo y ningin punto de Yo
estd entre dos puntos de ;.

Axioma de Dedekind (Continuidad) Si [ es una recta y (X, ¥9) es una cor-
tadura de [, entonces existe un tinico punto O que incide con [ tal que uno de
los subconjuntos es igual a un rayo de [ que emana de O y el otro subconjunto
es igual al complemento.
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A continuacion presentamos algunas consecuencias de estos terminos, relaciones
y axiomas, que no demostraremos, pero cuya demostracién puede consultar el lector
en la referencia [3].

Teorema 1.1. Para cualesquiera dos puntos A y B distintos se tiene:
(o) ABN BA = AB.
(h) ABUBA = {1B).
(¢c) Si B € AB - {A}, entonces AL — AB.

Teorema 1.2 (Propiedad de Separacion de Planos por Rectas). Sil es una recta
existen puntos A y B que no inciden con | y estdn en lados opuestos de ella y ademds
todo punto que no incide con | estd en S(A,1) o en S(B,l) y S(A,1)NS(B,1l) =1.
Es decir, Cada recta determina exactamente dos semi-planos, los cuales no tienen
ningun punto en comun.

Teorema 1.3. St AxBxC yAxC x D, entonces BxCxD y AxBxD.
Corolario 1.1. Si AxBxC y BxCx D, entonces Ax BxD y AxCxD.

Teorema 1.4 (Propiedad de separacion de rectas por puntos). Si C'x Ax B yl es
la recta que incide con A, B y C' (Azioma O1), entonces para cada punto P € {l},
PeAB oPeAC.

Teorema 1.5 (Propiedad de Pasch). Si A, B y C' son puntos no colineales y | es
cualquier recta que intersecta a AB sin los extremos, entonces | también intersecta
a AC o bien a BC, véase Figura[1.6. Si C no estd sobre l, entonces | no intersecta
a AC' y a BC' al mismo tiempo.

Figura 1.6

Teorema 1.6. Si A x B x C, entonces AC = ABU BC y B es el unico punto en
comin a los segmentos AB y BC.
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—
Teorema 1.7. Si Ax BxC, entonces B es el iinico punto en comin a los rayos BA
y BC, y AB = AC.

Teorema 1.8. 5i el dngulo <CAB, entonces <CAB = <BAC y st C' es un punto
en ﬁ y B’ es un punto en AB, entonces <CAB = <C'AB’.

Teorema 1.9. Si un dngulo <CAB y un punto D que incide con la recta Cﬁ,
entonces D estd en el interior de <CAB si y solo st Bx D xC.

Teorema 1.10. Si un punto D que estd en el interior de <CAB, entonces
(a) También lo es cualquier otro punto del rayo B, excepto A.
(b) Ningin punto en el rayo opuesto a 1@ estd en el interior de <CAB.

(¢c) Si C*AxE, entonces el punto B estd en el interior de <DAE, véase Figura
(1.7

Figura 1.7

Teorema 1.11 (Teorema de Cruce de "Barras"). Si AD estd entre AC Yy zﬁ,
entonces ﬁ intersecta al segmento C'B.

Teorema 1.12. (a) Si un rayo r que emana de un punto exterior del NABC
intersecta al lado AB, entonces v también intersecta al lado AC' o al lado BC'.

(b) Si un rayo emana de un punto interior de AABC, entonces éste intersecta a
solo uno sus de los lados del tridngulo, y si no, pasa a través de un vértice.

Corolario 1.2 (Corolario de C6). Dado AABC' y los segmentos DE = AB, hay un
unico punto F' sobre un lado de la recta ﬁ tal que AABC =2 ADEF.

Convenio 1. Dado un tridngulo AABC usaremos la notacion <A para referirnos al
angulo <BAC', <B para referirnos al éngulo <ABC'y <C para referirnos al angulo
<ACB.
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Teorema 1.13 (EL5). Si en AABC se tiene AB = AC, entonces <B = <C.
Teorema 1.14. Si AxB+xC, DxExF, AB = DFE, y AC =2 DF, entonces BC = EF.

Teorema 1.15. Si AC' = DF, entonces para cualquier punto B entre A y C existe
un unico punto E entre D y F tal que AB = DFE.

Definicion 1.13. AB < CD, significa que existe un punto E entre C' y D tal que
AB=CFE.

Definicion 1.14. (a) Dos dngulos <BAC y <DAFE son opuestos por el vértice, si
el rayo zﬁ es opuesto al rayo @ y el rayo z@ es opuesto al rayo zﬁ

(b) Dos dngulos <BAC y <CAD son suplementarios si tienen un lado en comin

z@ y lo lados zﬁ Y zﬁ son rayos opuestos. También se dide que cada uno de

estos dangulos es un suplemento del otro.
Teorema 1.16. Dados cualesquiera segmentos, AB , CD y EF,

(a) Ezactamente una de las siguientes tres condiciones se cumple: AB < CD,

AB>CD ¢ AB=CD.
(b) Si AB< CD yCD = EF, entonces AB < EF.
(¢) Si AB>CD yCD = EF, entonces AB > EF.
(d) Si AB < CD yCD < EF, entonces AB < EF.
Teorema 1.17. Suplementos de dngulos congruentes son congruentes.
Teorema 1.18. Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Observemos que dos suplementos de un angulo dado, son opuestos por el vértice
y por lo tanto son congruentes.

Definicion 1.15. (a) Un dngulo es recto si es congruente a cualquiera de sus su-
plementos.

(b) Una rectal es perpendicular a la recta m si inciden en un punto A y los cuatro
dngulos que se forman son rectos. Se denotard como | L m y al punto A se le
conoce como el pie de la perpendicular.

Teorema 1.19. Un dngulo congruente a un dngulo recto es un dngulo recto.
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Teorema 1.20. Para cada recta | y cada punto P existe una recta diferente de I,
que pasa por Py es perpendicular a l.

Teorema 1.21 (Criterio Angulo Lado Angulo - ALA). Si AABC y ADEF con
IAZ <D, <C =2 <F y AC = DF, entonces NABC = ANDFEF.

Teorema 1.22 (EL.6). Si en el AABC' tenemos <B = <C, entonces AB = AC y
ANABC es isosceles.

Teorema 1.23. S B? entre 1@ Yy B?, Eﬁ entre Eﬁ Y ﬁ, <CBG = <FFEH y
<AGBA = <HED, entonces <ABC = <DFEF.

Teorema 1.24. S lﬁ entre E)él Yy B?, E_}} entre ﬁ y E7, <CBG = <FEFH y
<IABC =2 <DFEF, entonces <GBA = <HED.

Definicion 1.16. Diremos <ABC es menor que <DEF (o que <DEF es mayor
IABC ) y escribiremos <ABC < <DEF (o que <DEF > <ABC), si hay un rayo

ﬁ entre ﬁ Y ﬁ tal que <ABC = <GEF.
Teorema 1.25. Dados cualesquiera angulos, <LM N, <PQR y <STU,

(a) Se cumple exactamente una de las siguientes tres condiciones: <LM N < <PQR,
<ULMN = q9PQR 6 <LMN > <PQR.

(b) St <LMN < <PQR y <PQR = <STU, entonces <LMN < <STU.
(c) St <LMN > <PQR y <PQR = <STU, entonces <LMN > <STU.

(d) Si <LMN < <PQR y <PQR < <STU, entonces <LMN < <STU.

Teorema 1.26 (Criterio Lado Lado Lado (LLL)). Si AB = DE, BC = EF y
AC = DF, entonces NABC = ANDFEF.

Teorema 1.27 (IV Postulado de Euclides). Cualesquiera dos dngulos rectos son
congruentes.

Definiciéon 1.17. Un dngulo es agudo es menor que un recto, y un dngulo es obtuso
es mayor que uno recto.

Observacion 1.2. De la propiedad de separacion de rectas por puntos (Teorema
se concluye que sil es una recta y A, B,C € {l} y Bx AxC, entonces el rayo

(/@, AC — {A}) vy (1@ —{A}, 1@) son cortaduras de .

De manera coloquial esta propiedad senala que todo punto en un recta determina
por lo menos un cortadura de Dedekind. El Axioma de continuidad es una especie de
reciproco (toda cortadura de una recta | determina exactamente un punto en ella).
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Definicion 1.18. Dados un segmento AB y un punto O tenemos:

(a) El ciculo (o circunfernencia) con centro en O y radio AB es el conjunto de
puntos P tales que OP = AB.

(b) Si~y es el circulo con centro en O y radio AB, el interior de 7 es todos los
puntos R tales que OR < AB.

(c) Si~y es el circulo con centro en O y radio AB, los puntos fuera de vy son todos
los puntos Q tales que OQ) > AB.

Teorema 1.28 (Principio de Continuidad Circulo-Circulo). Si un circulo v tiene un
punto R en el interior otro circulo v y un punto Q fuera de +', entonces los dos
circulos se intersectan en dos puntos.

Teorema 1.29 (Principio de Continuidad Recta-circulo). Si una recta pasa por un
punto dentro de un circulo, la recta intersecta a la circunferencia en dos puntos.

Teorema 1.30 (Principio de Arquimides). Si CD un segmento y AB un rayo, en-

tonces para cualquier punto E # A que incide con 1@ exite un numero n natural tal
quenCD =AF yB=FE ¢ Ax Bx FE.

Teorema 1.31 (Principio de Aristoteles). Dados un dngulo agudo <ABC' y cualquier

0
segmento DE, existe un punto Y en BA tal que si X es el pie de la perpendicular
de B? bajada desde Y, XY > DE.

1.2. Otros teoremas de la geometria neutral
Definicion 1.19. Sil, I’ y t son rectas distintas, entonces
(a) A la terna (1,1',t) se le llama una configuracion, sit concurre conl y con l'.

(b) Si(L,I',t) es una configuracion, t concurre con l en B y concurre conl' en B’,
y si Ay C son puntos en {l} y A" y C' son puntos en {l'} tales que AxBxC' y
A'xB'xC", entonces <A'B'B, <ABB', <C'B'B, <CBB'’ son llamados dngulos
interiores, y los dos pares de dngulos (XABB',<C'B'B) y (<A'B'B,<CBB')
son llamados pares de dngulos interiores alternos, véase Figura[1.§
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Figura 1.8

Teorema 1.32 (Angulo Alterno Interno (EL.28)). Si dos rectas cortadas por una
transversal tiene un par de dngulos interiores congruentes con respecto a esa trans-
versal, entonces las dos rectas son paralelas.

Corolario 1.3. Dos rectas perpendiculares a la misma recta son paralelas. Asi que,
la perpendicular trazada desde un punto P a una recta | a es unica, P no estd en .

Corolario 1.4. Sil es cualquier recta y P es cualquier punto que no esta en l, existe
al menos una recta m que pasa por P paralela a l.

Definicion 1.20. Un dngulo suplementario a un dngulo de un tridngulo es llamado
angulo exterior de ese tridngulo. Los otros dos dngulos del tridngulo son llamados
angulos interiores remotos a ese angulo exterior.

Teorema 1.33 (Angulo exterior). Un dngulo exterior de un tridngulo es mayor que
cualquiera de sus dngulos interiores remotos.

Corolario 1.5. Si un tridngulo tiene dngulo recto u obtuso, los otros dos dngulos
son agudos.

Teorema 1.34. 51 AC = DF, <A = <D y<B = <F, entonces NANABC = ADEF.

Definicién 1.21. (a) AD es bisectriz del dngulo <BAC, si D es un punto en el
interior del angulo y <BAD = <DAC.

(b) BD es mediatriz a AC, si BD 1 AC y AB = BC.

Definicion 1.22. Si un dngulo <A de un tridngulo ANABC' es recto, entonces el
triangulo es un tridngulo rectangulo. A los lados AB y AC de AABC' son llamados
catetos y el lado C'B es la hipotenusa.
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Teorema 1.35. Dos triangulos rectingulos son congruentes si la hipotenusa y un
cateto son congruentes.

Teorema 1.36. Cada segmento tiene un unico punto medio.
Teorema 1.37. (a) Cada dngulo tiene una tinica bisectriz.
(b) Cada segmento tiene una unica mediatriz.

Teorema 1.38. En un tridngulo NABC, el dngulo mayor se encuentra frente al

lado mayor y el lado mayor frente al dngulo mayor, es decir, AB > BC' si y sdlo si
<ACB > <BAC.

Teorema 1.39. Dado NABC y NA'B'C’ si tenemos AB = A'B" y BC' = B'C’
entonces <KABC < <A'B'C’ si y sdlo si AC < A'C".

Teorema 1.40 (Medidas de Angulos y Segmentos). Hay una tinica manera de asig-
nar la medida en grados (<A)° a cada dngulo tal que las siguientes propiedades se
cumplen:

(a) (<CA)° es un nimero real tal que 0 < (<A)° < 180°.

(b) (<A)° =90° si y sélo st <A es un dngulo recto.

(¢) (€A)° = (<B)° siy sdlo si <A = <B.

(d) Si AC es interior a <DAB, entonces (<DAB)° = («DAC)° 4+ («CAB)°.

(e) Para cada nimero real x, que estd entre 0 y 180 existe un dngulo <A tal que
(A)° = a°.

(f) Si <B es suplementario de <A, entonces (<A)° + (<(B)° = 180°.
(9) (<A)° > (<aB)° siy sdlo si <A > <B.

Hay una dnica manera de asignar una longitud AB para cada segmento AB tal
que las siguientes propiedades se cumplen:

(h) AB es un mimero real positivo y OI = 1, donde OI es llamado segmento
unitario.

(i) AB=CD si AB=(CD.

(j) Ax BxC siysdlo si AC=AB+ BC.
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(k) AB < CD siy sdlo si AB < CD.

(m) Para cada nimero real positivo x, existe un segmento AB tal que AB = .

Definicion 1.23. Si (<B)° + (<C)° = 90°, entonces <B y <C son llamados com-
plementarios el uno del otro y se dicen dngulos complementarios.

Corolario 1.6 (Consecuencia del Teorema del Angulo Exterior). La suma de la
medida de grados de cualesquiera dos dngulos de un triangulo es menor de 180°.

Desigualdad triangular Si AB, BC' y AC son longitudes de los lados de un tridn-
gulo AABC' entonces AC < AB + BC.

Corolario 1.7. El reciproco a la desigualdad del triangulo es equivalente al Prin-
cipio de Continuidad Circulo-Circulo. Por lo tanto, lo opuesto a la desigualdad del
tridngulo se cumple en planos euclidianos.
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Capitulo 2

Transformaciones geométricas

Como dijimos en el Capitulo 1, un sistema axiomatico cuenta con un conjun-
to de términos indefinidos, un conjunto de relaciones indefinidas y un conjunto de
axiomas que establecen las propiedades bésicas que deben cumplir dichos términos y
relaciones. En el caso de la geometria neutral plana (GNP) los términos indefinidos
son punto y recta, y las relaciones indefinidas son: incidencia, orden, congruencia de
segmentos y congruencia de angulos.

De manera general, si tenemos cualquier sistema de axiomas, podemos interpre-
tar los términos indefinidos y las relaciones indefinidas de alguna manera, es decir,
dar a los términos indefinidos y a las relaciones indefinidas un significado particular.
Llamamos a esto una interpretacion del sistema. Entonces podemos preguntarnos si
los axiomas, asi interpretados, son afirmaciones correctas; si lo son, llamaremos a
esta interpretacion un modelo [2].

Ejemplo: le llamaremos sistema axiomético de Geometria de Incidencia Plana
(GIP) a aquél cuyo términos indefinidos son punto y recta y cuya unica relacion
indefinida es la relacion de incidencia entre puntos y rectas. Si P es un punto de
GIP y [ es una recta de GIP, la proposicion “P incide con [” y se escribe PZI; se
considera como una relaciéon simétrica, es decir, para nosotros serd lo mismo decir
“P incide con [” que “l incide con P”. Los axiomas de este sistema axiomético son
los tres axiomas de incidencia de la geometria neutral GN P.

Una interpretacion de GIP es un terna M = (II, A, Z) cuyos elemntos de II son
los puntos de nuestra interpretaciéon M, A son las rectas de M e Z es una relacion
entre los elementos de M y de A. Por ejemplo podriamos escoger: 11} = {A, B, C},

17
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A ={{A B},{B,C},{A,C}} y definir: P €Il yl € Ay, PTlsiysolosi P €l. La
terna M = (IIy, Ay, Z;) es una interpretacion los puntos de GIP como los elementos
de A, que son conjuntos de puntos; la relaciéon de incidencia como la relacién de
pertenencia, es decir, PZl si y s6lo si P € [.

Lo mas interesante de una interpretacion M de un sistema axiomatico S es que los
términos indefinidos de S y las relaciones indefinidas de § en M, satisfagan los axio-
mas de § interpretados en M. Solo en este caso se podré decir que M es un modelo
de S. Analogamente, la interpretacion M = (Ily, Ay, Z5) en donde Ay = {a, b, c},
I, = {{a,b},{b,c},{a,c}}, ysip € Il y I € Ay, entonces PZIl siy solosi P € (o
sea un punto incide con una recta si jla recta pertenece al punto!) es un modelo de
GIP. También, la interpretacion geométrica en donde los puntos son marcas de lapiz
sobre el papel, las rectas son las trazadas con la regla y la incidencia de un punto
con una recta se da si la recta pasa por el punto, es modelo de GIP.

Otro modelo de GIP es el usado en geometia analitica. En él los puntos son
parejas ordenadas de numeros reales, las rectas son conjunto de estilo: {(z,y) |
ar + by + ¢ = 0}, donde a, by ¢ € Ry a®*+b* > 0, un punto (zg,yo) incide
con una recta {(z,y) € R? | ax + by + ¢ = 0} si y so6lo si azg + byy + ¢ = 0. Se puede
consultar [2], [3] y [4] para este capitulo.

2.1. Automorfismos de planos neutrales

Definicion 2.1. Un modelo de la geometria neutral plana GNP es una quinteta
M = (11, A, Z,%,%) en donde 11 es un conjunto cuyos elementos son puntos de M,
A es un conjunto cuyos elementos son las rectas de M, T es una relacion entre puntos
y rectas, * es una relacion entre ternas de puntos y = es una relacion entre segmentos
y también una relacion entre dngulos y todos ellos cumplen con los axiomas de GNP.

Los ultimos dos ejemplos de GIP, son también modelos de GNP si definimos de
la manera usual, en cada uno de ellos, las relaciones de orden () y congruencia (22).

Definicion 2.2. Supongamos que My = (11, A1, Z1, %1, %) y My = (Ia, Ag, I, %o,
=,) son dos modelos de GNP. Entonces:

(a) Un isomorfismo entre My y My es una funcion biyectiva ¢ : 11} — Iy que
conservan la incidencia, el orden y la congruencia, es decir:
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1. Para cualesquiera dos puntos distintos A y B en Iy, se tiene:

PIlng sty solo si gp(P)Iggp(A)go(B;.

2. Si A, B yC enlly, entonces Ax1 B C siy s6lo si p(A) %9 p(B)*2¢(C).

3. SiA, B,C,Denll; con A# B yC # D, entonces AB =2, CD si y sélo
si p(A)p(B) =2 p(C)p(D).

4. Dados los dngulos en My <ABC' y <DFEF, tenemos:

<IABC =, <DEF siy solo si <p(A)p(B)p(C) =o <p(D)p(E)e(F).

(b) St My = Ms yp: My — My es un isomorfismo, entonces se dice que ¢ es
un automorfismo de M.

Definicién 2.3. (a) El sistema aziomdtico de la Geometria Euclidiana Plana (GEP)
consta de los mismos términos y relaciones indefinidas, los axiomas de inci-
dencia, orden, congruencia y continuidad que GNP, con un axioma mds:

La Propiedad FEuclidiana de las Paralelas (PEP), dados una recta | y
un punto P que no incide con l, existe una unica recta m que incide con P y
es paralela a [.

(b) El sistema axiomdtico de la Geometria Hiperbolica Plana (GHP) consta de los
mismos términos y relaciones indefinidas y los axiomas de incidencia, orden,
congruencia y continuidad que GNP, pero con un axioma mds:

La Propiedad Hiperbdlica de las Paralelas (PHP), dados una recta l y
un punto P que no incide con l, existen por lo menos dos rectas n y m que
inciden con Py que son paralelas a l.

Definicion 2.4. (a) A un modelo de GNP se le llama plano neutral.
(b) A un modelo de GEP se le llama plano euclidiano.
(¢c) A un modelo de GHP se le llama plano hiperbdlico.

Se sabe que PHP es equivalente, en GNP, a la negacién de PEP. Su demostraciéon
no es sencilla (veése 3], Pagina 187-188 ¢ [4], Pagina 250-251). Una consecuencia de
esta observacion es la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1. Cualquier plano neutral es euclidiano o es hiperbdlico.

Si tenemos dos automorfismos Ry T' de un plano neutral M = (II, A, Z, %, %), a
la composicion de R y T como funciones de II a II, se le denotard RoT.
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Proposicion 2.2. El conjunto © de todos los automorfismos de un plano neutral
M = (I, A\, Z,%,%), con la composicion de funciones de 11 a I, forman un grupo,
es decir, cumplen con las siguientes propiedades:

(a) RyT €O, entonces RoT € ©.

(b) Existe un elemento neutro en ©, es decir, existe ] € O tal que loT =T = Tol,
para todo T' € © (de hecho 1 es la identidad de I1).

(c) T € O, entonces T~' € O, donde T~ es la inversa de T.
(d) Ro(ToU)=(RoT)oU para toda R,T,U € © (ley asociativa,).

El grupo © de automorfismo de M es abeliano si para cualesquiera Ry 1" en ©
se tiene la propiedad RoT =T o R.

2.2. Isometrias y similitudes

Convenio 2. Apartir de ahora y en el resto del capitulo M = (II, A, Z, x, =) sera
un plano neutral y © su grupo de automorfismos.

Convenio 3. Como regla general, si T : I — II es una funcién biyectiva, le

llamaremos transformacion de M vy, para cualquier P € II denoratemos por P’ a
T(P).

Definicion 2.5. Sea T : Il — II una funcion biyectiva. T es llamada isometria o

movimiento de M si la longitud es invariante bajo T. En otras palabras, para cada
segmento AB, AB = A'B' (o equivalentemente AB = A'B’).

Convenio 4. Si P €Il yl € A, en vez de decir P incide con [, usaremos expresiones
més usuales (aunque no necesariamente correctas desde el punto de vista formal)
como: P estd en [, [ pasa por P, P es un punto de [, etc.

Proposicion 2.3. (a) Toda isometria de M es un automorfismo de M.

(b) El Congunto de isometrias de M es un subgrupo del ©.

Demostracion.
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(a)

(b)

Sea T una isometria de M .

Si AB = CD, entonces A’B’ = AB = CD = C'D’, asi que AB' = C'D’.
También T conserva el orden de puntos. Por Teorema m (j)AxB*Csiy
solo si AC = AB+ BC = A’B'+ B'C" = A'C’, por lo tanto A"« B« C’. Ahora
bien, si A, B son elementos de Il y A # B, se tiene:

PIAB & Pc{ABYV PxA+BV AxB+xP V AxPxB
sPe{AB}yvP«xAxB VvV Px«xB*xAVAxP «B
= P'TAB.

Entonces T conserva la incidencia. Por ultimo demostraremos que 1" conser-
va la congruencia de angulos. Por el Teorema basta demostrar que T
conserva las medidas angulares. Primero que nada, como T conserva inciden-
cia y orden, T' conserva angulos, es decir, T(<ABC) = <A'B'C’; ademas
T(AABC) = ANA'B'C" y como AABC = ANA'B'C’ (por Teorema [1.26)), en-
tonces (XABC)°® = (<A’B'C")°. Por todo esto T es un automorfismo de M.

1. La composicién de isometrias es una isometria:
Sean hy, hy isometrias de M y A, B € II tales que hi(A) = Ay, hao(Ay) =
AQ, hl (B) = Bl y hg(Bl)_: BQ, entonces hzohl (A) = A2 y hQOhl(B) = BQ.

Falta ver que AyBy, = AB, pero @1 = ABy AyBy = A1 By, ya que hy
y hs son isometrias, por lo tanto AB = Ay Bs.

2. La identidad es una isometria.
Definimos I : Il — II tal que, para cada A elemento de II I(A) := A.
Sean A y B elementos de II entonces I[(A) = A, [(B) = B, pero sabemos
que AB = AB lo cual implica AB = AB.

3. Por tltimo h;! es inversa de h;.
Definimos h; ! : II — I tal que para todo A y B que estan en IT h{ ' (A) =
A"y hiY(B) = B'. Veamos que A'B' = AB.

A'B' = h™ (A)h'(B) = hi o hi'(A)hy o hi'(B) = AB.

Por lo tanto las isometrias son un subgrupo del grupo de automorfismos.
O

Como acabamos de ver, toda isometria de M es un automorfismo de M. Pero
hay automorfismos de M que no son isometrias de M.
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Por ejemplo si M es un plano euclidiano, O estd en Il y £ > 0 entonces la
dilatacion con centro O y radio k es la funcion T': II — II tal que si P esta en II,

entonces T'(P) = P’ es el tnico punto sobre el rayo OP y tal que
—
OP = kOP,

Se puede demostrar que 7' es un automorfismo de M pero, si kK # 1 T no es
isometria. Sabemos ya, por la demostraciéon de la proposiciéon anterior que toda iso-
metria conserva medidas angulares.

Vamos a demostrar que no solo las isometrias conservan medidas angulares, si no
cualquier automorfismo de M, también lo hace:

Proposicion 2.4. SiT es un automorfismo de un plano neutral, entonces T’ conserva
medida de dngulos.

Demostracion.
Dado T un automorfismo de M, si A es el conjunto de angulos de M, definimos
la funcion
m:A— R

tal que para todo angulo <A € M tenemos m(<A) = [<IT(%£>. Dado <BAC, se
tiene que <BAC = <B'A'C’. En efecto, veamos primero que A’B y A’C’ no son los

mismos ni son opuestos:
e T
SiAB =AC = A«B xC'"Vv AxC'xB
= A«xBxCV AxCxB
~ CcADB
= 1@ = 1@ lo cual es una contradiccién.

: / !/ Yal ! / /
Si A'B" y A'C" son opuestos = C" « A" x B
= CxAxB
~ CcAD
= 1@ y ﬁ son opuestos, que es una contradiccion.
—_—  — . .
Por lo tanto A’B" y A’C” si forman un angulo. Ahora probaremos que las propie-

dades, respecto a las medidas en grados, del Teorema [1.40] las satisface la funcion
m:
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(a) m(<A) = [<T(A)]° € (0°,180°).

(b) m(<A) =90° < [<A']° =90°
& <A’ es recto
& <A’ es congruente a uno de su suplemento, C’' A’ D’
< <A es congruente con su suplemento <C' AD
& <A es recto.

(c) <A= <«B e 1A' =B por ser T automorfismo
PEN [<A/]o — [<IB/]O
< m(<A) = m(«B).

(d) Si AD est4 en el interior de IBAC = BxDxC sin pérdida de generalidad sobre D
= B«D'«xC"
= A'D’ esta entre A'B" y A'C’
= |:<IB/A/C/:|O — |:<):B/A/D/]O + [<D/A/C/]O
Teorema
= m(<B'A'C") = m(<B'A'D')+m(<D' A'C").

(e) Si 6 € (0,180), existe <A tal que [<A]® = 6°. Si <A’ = T~!(<qA), entonces
T(<A") = <A y por lo tanto m(<A’) = [T(<A)]° = [<A]° = 6°.

(f) Si <A es suplemento de <(B, entonces <A’ es suplemento de <(B’, por lo que
[<A']° 4 [«B']° = 180°, pero [<A']° = m(<A) y [«B']° = m(<B).

—
(g) Si <BAC < <Y X Z, por definicion existe un rayo XC entre XY y X7 tal que
IBAC = <Y XG. Pero como T es automorfismo (preserva incidencia, orden y

— —
congruencia), entonces también existe un rayo X'G’ entre X'Y y X'Z’ tal que
IB'A'C' 2 «Y'X'G'. Y por lo tanto <B'A'C' < <Y'X'Z'.

Hemos demostrado que si <BAC < Y XZ, entonces <B'A'C'" < «Y'X'Z', para
demostrar la implicaciéon reciproca basta aplicar a los angulos de la derecha el
automorfismo 71, luego:

IBAC < «YXZ & «aB'AC' <«Y'X'Z
& [«B'AC)° < [«Y'X'Z')° aplicando T*
< m(<BAC) < m(<Y XZ).

Por lo tanto m es la funcion que satisface las propiedades (a)-(g) del Teorema
[1.40} Pero dicho Teorema asegura que la medida en grados es la unica funcion con
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estas propiedades. Entonces m es esa medida en grados, es decir, para cada angulo
<A, m(<A) = [<A]°. Por lo tanto para cada angulo <A, m(<A) = [<«T(A)]°[<A]°.
]

Definiciéon 2.6. Decimos que el tridngulo NABC' es semejante al tridngulo NA'B'C’
st sus dngulos correspondientes son congruentes y sus lados correspondientes son pro-

porcionales, es decir, jg, = ﬁg, = gfg,. Lo denotaremos como NABC ~ NA'B'C".

Solo cuando hablamos de ~ en triangulo nos referimos a la semejanza, no con-
fundir con la relacion.

Corolario 2.1. Si M es un plano euclidiano y T : 11 — 11 es biyectiva, entonces son
equivalentes:

(a) T es un automorfismo de M.

(b) Para cada triangulo AABC de M, entonces NABC ~ ANA'B'C’.
(c) Eziste k € R, tal que para cada segmento ED de M, se tiene que kE'D’' = ED.

Demostracion.

(a) = (b) Si AA'B'C" es la imagen de AABC bajo T, entonces T' conserva medidas de
angulos; por lo tanto los angulos correspondientes en ambos tridngulos son
congruentes.

(b) = (¢) Sean AABC un triangulo fijo cualquiera y AA’B’C’ su imagen bajo T
Entonces como AABC ~ NA'B'C’, entonces

AB AC BC

A5 AC BC

Sea k = %. Entonces k es un real positivo. Ahora demostraremos que, para

cualquier otro segmento ED, ED = kE'D’, véase Figura .

Como ANABD ~ NA'B'D’ se tiene que

AD AB
——=—=k. (1)
A'D A'B
Ademas NADE ~ ANA'D'E’, entonces
ED AD
E'D  AD’

Por (1), tenemos % =k, por lo tanto kE'D’ = ED.
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D

Figura 2.1

(¢) = (a) Supongamos que existe k € R tal que, para cualquier segmento C'D en M,
se tiene CD = kC'D'. Demostraremos que 1" conserva orden, congruencia e
incidencia.

Si Ax Bx(C < AC = AB + BC
< kA'C' =EkEA'B' + kEB'C’
< A'C"=A'B' + B'C'
s A« B (.

Por lo tanto se conserva el orden.

Para la incidencia. Sean P y [ una recta, entonces existen dos puntos distintos
Ay B que inciden con [ y AB = [. Supongamos que PZI, tenemos dos casos:

—— —
1. Si P € {A, B}, asi que P € {A', B’} C A’B’. Entonces PZA'B'.

2. SiP¢{A B} ComoPel= 1@, entonces A, B y P son colineales y
distintos, por lo que Ax BxP o AxPxB o BxAxP.Y Como T conserva
el orden A’ * B'x P'o A« P'x B o B'x A" x P'.

En cualquier caso A’, B’ y P’ son colineales y distintos. Por lo tanto P’Iﬁ )

Congruencia se tiene dos casos:
Para segmentos: supongamos AB = C'D, entonces AB = C'D, lo cual implica
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+AB = 1CD y por (¢) /B = C'D'. Por lo tanto A'B' = C'D'.
Para angulos: sea <ABC un angulo, entonces por (c):

1 1 - 11—

Por lo tanto:

A AR AB AB BC
aTc a0 Bo  BC ! -

BC
AC" AC’

asi NAABC ~ AA'B'C" y con ello <ABC = <A'B'C".
Por lo tanto T' es un automorfismo.
O]

Por el Corolario 2.1, a los automorfismos de M se les llaman también similitudes.
En el caso de los planos hiperbélicos, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.5. Cada automorfismo de un plano hiperbdlico es una isometria.

En realidad también es un corolario de la Proposicion 2.4 y del hecho de que la
semejanza y la congruencia son las mismas que en la geometria hiperbolica (para su
demostracion véase el Teorema 6.2 en [3]).

2.3. Reflexiones

Definiciéon 2.7. Dada una recta m en el plano neutral M, la reflexion a través de
la recta m es la funcion R, : Il — 11 que deja fijos a los puntos que incidan con m
y transforma a un punto A que no incida con m de la siguiente manera:

Sea M el pie de la perpendicular de A a m. Entonces por definicion R,,(A) es el
unico punto A’ tal que A"« M x A y AM = A’M. Suele denotarse A™.

Observacion 2.1. R,, o R,, =1, es decir, R,, = (R,,,) .

Definicion 2.8. Una transformacion de M, distinta de la igualdad y que es igual a
su propia inversa se llama involucion.

Definicion 2.9. Un punto fijo de una transformacion T es un punto A tal que
A = A.
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Asi, los puntos fijos de una reflexion R,, son los puntos que estan en m.

Proposicion 2.6. Toda reflexion es una isometria.

Demostracion.

Sean m una rectay R, la reflexion. Sean A y B dos puntos distintos cualesquiera.
Probaremos que si R,,(A) = A"y R,,(B) = B', entonces AB = A’B’. Un primer
caso no trivial es cuando uno de los dos puntos, dijamos A esta en m y el otro no.
En este caso A’ = A.

Figura 2.2

Entonces como m es la mediatriz del segmento BB, si el punto M es el punto
medio del segmento BB’ se tiene que AABM = AAB'M (Axioma C6). Por lo tanto
AB = A'B’. Ahora supongamos que ni A ni B estan en m. Sea C' el punto medio del
segmento AA’. Si Ay B estan del mismo lado de m, véase Figura (a). Entonces
CB' =2CB,CA 2 (CAy <A'CB = <ACB, luego ACA'B' = ACAB, por lo que
A'B" =2 AB. Si Ay B estan de lados opuestos de m, véase Figura (b), lo que
implica CB' =2 CB, CA =2 CA y <ACB' =2 <A'CB. Asi NACB' =2 NA'CB con
<CAB' 2 CA'By AB' = A'C, entonces AB'AA’ =~ ANBA’A, donde B’A’ = BA.

]

Lema 2.1. Si un automorfismo T fija dos puntos A y B, entonces es una isometria
y fija cada punto de la recta AB.

Demostracion.
Por el inciso (c¢) del Corolario | existe una constante k£ > 0 tal que, para todo
segmento CD, CD = kC'D’, como AB = kA’B’ la constante es igual a 1. Por lo

tanto 7" es una isometria. Sea C un tercer punto que incide con AB, consideremos
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el caso que A x B * C; entonces A x B x C' y AC = AC'. Por Axioma C1, se tiene
C = C'. Los demas casos son anélogos.

[]

Lema 2.2. Si un automorfismo fija tres puntos no colineales, entonces es la identi-
dad.

Demostracion.

Si A, B,C son fijos, entonces por Lema [2.1] también los son los puntos en las
rectas que unen a esos tres puntos. Vamos a demostrar que si D no esté en esas tres
rectas, entonces D es fijo también. Elegimos cualquier E entre A y B.

Figura 2.3

Por el Teorema de Pasch, la recta ﬁ intersecta con el otro lado del AABC' en
un punto F, véase Figura Luego E y F son fijos por el Lema [2.1] Por lo tanto

todos los punto de la recta son fijos, en particular D lo es.

[]

Proposicion 2.7. Si un automorfismo fija dos puntos A, B y no es la identidad,
entonces es la reflexion a través de la recta AB.

Figura 2.4
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Demostracion.

Por Lema ﬂ aseguramos que cada punto de 2@ es fijo. Sea C cualquier punto
fuera de j@ y sea F el pie de la perpendicular desde C' a AB. Un automorfismo
conserva perpendicularidad, entonces C’ debe estar en W , véase Figura El
Lema asegura que C' # C', y ya que CF = C"F’ (Lema , por lo tanto C’ es
la reflexion de C' respecto de AB.

m

Proposicion 2.8. Si dos tridngulos NABC y ANA’B'C’ son congreuentes (NABC =
NA'B'C") si, y sdlo si existe una tinica isometria T tal que T(A) = A', T(B) = B’
y T(C) = C". Ademds esta isometria se puede escribir como una composicion de a
lo mds tres reflexiones (consideramos a la identidad como una composicion de cero
reflexiones y a cada reflexion como una composicion de una reflexion).

Demostracion.
Si existe una isometria 7" de M tal que T(A) = A', T(B) = B' y T(C) = (',
entones 7" manda el AABC sobre un triangulo congruente AA’B'C" (LLL).

Para demostrar la suficiencia, supongamos que AABC = AA'B'C’. Quere-
mos demostrar que hay una tnica isometria T tal que T(A) = A", T(B) = B' y
T(C) = C". La unicidad es facil de demostrar, porque si 7" fuera otra isometria tal
que T'(A) = A", T"(B) = B' y T'(C) = C’, entonces T~ o T’ fija esos tres puntos
(T oT'(A)=A, T oT'(B) =By T 'oT'(C) = C). Por lo tanto por Lemal[2.2]
T 1oT' =1y conello T =T Ahora construiremos la isometria. Si A = A’, B = B’
y C' = (', entonces la identidad I es la isometria que buscamos.

B'=B

Cc

Figura 2.5

Podemos suponer que A # A’y sea t la mediatriz de AA’, véase Figura 2.5 Luego
la reflexion a través de t manda A a A’ y B,C a los puntos B!, C*. Si B = B’ y
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C* = ', hemos terminado: R; es la isometria que buscamos.

Supongamos que si B’ # B'. Tenemos A'B’ = AB = A’'B!. Sea u la mediatriz
de B'B!, asi que R, manda B’ a B’. Esta reflexion fija A’ porque, si A’, B!, B’ son
colineales, A’ es el punto medio de B’B! y est4 sobre u, véase Figura .

T
B B c

AL/
VaRZ

Figura 2.6

Si A’, B, B’ no son colineales, u es la mediatriz de la base del tridngulo isosceles
AA'B'B’ y u pasa a través del vértice A’, véase Figura2.7 (a). Por lo tanto R;(A4) =
A" R, (A=A, R(B) = B", R,(B") = B'y R(C) = C". Entonces R,0R;(A) = A"y
R,oR;(B) = B'. Si también a R,(C") = C’, hemos terminado: R, o R, es la isometria
buscada. Si, Por el contrario R, o Ry(C') = C’ # C”, entonces A'C" = AC = A'C”
y B'C" = BC = B'C", véase Figura (b). Asi que AA'B'C' = ANA'B'C". Un
argumento con triangulos congruentes muestra que C’ es la reflexion de C” a través

de v = A’B’. Entonces R, o R, o R; es la isometria que buscamos.
]

(b)
Figura 2.7
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Corolario 2.2. Cada isometria es una composicion de a lo mds de tres reflexiones.

Demostracion.

Supongamos que F' es isometria. Entonces, existen tres puntos no colineales A,
ByC.SiF(A)=A" F(B)= By F(C) =" se tiene que AA'B'C' = ANABC'y
por la Proposicion [2.8] existe una tnica isometria T' tal que T(A) = 4, T(B) = B’
y T(C) = C". Por consiguiente F' = T'. Ademas T', y por tanto F', se puede escribir
como una composicion de a lo mas tres reflexiones.

]

2.4. Rotaciones

En toda esta seccion seguiremos usando los convenios establecidos anteriomente.

Definiciéon 2.10. Sil y m dos rectas que inciden en un punto A. Entonces se dice
que la transformacion T = R R, es una rotacion alrededor de A.

Definicion 2.11. Una recta j@ € A es invariante bajo una transformacion T de
M, si AB = AB (aunque no todos los puntos de AB son fijos bajos T ).

Proposicion 2.9. Si [ perpendicular a m, A el punto de interseccion de | ym y
T = R, o R,,, entonces para cualquier punto B # A, A es el punto medio de BB’.

Demostracion.
Si B incide con m, entonces T'(B) = R, o R,,,(B) = R/(B) = B’, como m es
invariante bajo [, B" esta en m, véase Figura 2.8 Asi, B, Ay B’ son colineales.

Figura 2.8

Y como AB = AB’, por ser T una isometria, A es el punto medio de BB’. Anélo-
gamente si B € [.
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Ahora suponemos que B no incide con m ni con [. Sea C' el pie de la perpendicular
de B a m, entonces B’ esta del lado opuesto de [ y m con repesto de B (ya que By
B™ estan del mismo lado de [ y B™ y B’ estan de lados opuestos de [, también B y
B™ estan en lados opuestos de m y B™ y B’ estan del mismo lado de m), y C” estéa
en el lado opuesto de [ respecto de C, véase Figura

Figura 2.9

Como T es una composicion de dos reflexiones, T' conserva congruencia de dngu-
los, lo que implica <BAC = <B’AC" y deducimos que deben ser angulos opuestos
por el vértice, por lo tanto A, B y B’ son colineales. Asi AB = AB’, entonces A es
el punto medio de BB'.

[

Definicion 2.12. La isometria T de la Proposicion[2.9 describe la rotacion de 180°
sobre A, también llamada la media vuelta alrededor de A, se denota H 4.
La imagen de un punto P bajo H se denotard PA.

Corolario 2.3. H, es una involucion y sus rectas invarientes son la rectas que pasan
por A.

Demostracion.

Sean HAﬁ = B’', por demostrar que Ha(B') = B. Sea H,(B’) zg, por la

~ >
A es el punto medio de BB y de BB’, asi que AB’ = AB, por lo
tanto B incide con AB = AB’, es decir, A, B, B’ y B son colineales. Por Axioma

Proposicion

C1, en el rayo opuesto a 1_4—5’ exist_e_t)m tnico punto X tal que AX = AB’, pero
By B estan en el rayo opuesto a AB’, entonces AB = AB'y AB =~ AB', por lo
tanto B = B. También por Proposmlon E 9| las rectas que pasan por A son rectas
invariantes.

]
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Proposicion 2.10. Una isometria T # 1 es una rotacion si y solo si T tiene ezxac-
tamente un punto fijo.

Demostracion.

Supongamos que 7T tiene solo un punto fijo A y elegimos B # A. Sea [ la media-
triz de BB'. Como AB = AB’, A esta sobre l y R;oT es la isometria que fija a los
puntos Ay B. Si RjoT =1, entonces T'= R, , lo cual contradice la hipotesis de que
T tiene un punto fijo. Por lo tanto RjoT # 1y m = j@, la Proposicion implica
que RjoT = R,,, asi que T'= R;o R,, y T es una rotaciéon alrededor de A, véase

Figura [2.10]

Figura 2.10

Sea T' = R; o R,, una rotaciéon alrededor de A. Supongamos que B # A es otro
punto fijo. Entonces R;(B™) = R, o (R,,(B)) = B. Asi que [ es mediatriz de BB™.
Pero m también es mediatriz de BB™, luego m = [, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto T tiene un punto fijo.

O

Proposicion 2.11. Si T es una rotacion alrededor de A y m es cualquier recta a
través de A, entonces existe una unica recta l que pasa por A tal que T = R;o R,,.
Sil no es perpendicular a m, entonces para cualquier punto B # A, [<BAB']° = 2d,
donde d es el nimero de grados del dngulo agudo hecho por la interseccion de las
rectas [ y m.

Demostracion.

A es el tnico punto fijo de T. Sean B # A, [ la mediatriz de BB y m = fﬁ
Como en la demostracion de la Proposicion 2.10, se puede probar que T' = R} R,, es
una rotacion alrededor de A. En Figura , se puede ver que [<BAB']° = 2d.

m
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Por la Proposicion [2.11] si T" es la rotacion R; o R, v d es la medida en grados
del angulo agudo formado por las rectas [ y m, suele decirce que T es la rotacion
alrededor de A en un angulo de 2d grados.

Observacion 2.2. No es lo mismo RjoR,, y R,,oR;, una es la rotacion a la derecha
y la otra es rotacion a la izquierda. Para un argumento mds riguroso, notar que:

(RnoR)o(RioRy,)=Rno(R})oR,=R,0loR, =R =1
Por lo que la inversa de R,, o Ry es Rjo R,,.

Proposicion 2.12. Dado un punto A, el conjunto de rotaciones alrededor de A es
un grupo conmautativo.

Demostracion.
La identidad es una rotacion alrededor de A por definicion y, por la Observacion
2.2 se demuestra que la inversa es una rotacion alrededor de A.

Demostraremos que la composicion de dos rotaciones T'oT” alrededor de A es una
rotacion. Sea T" = R; o R,,, por Proposicon 2.11] existe una tnica recta k a través
de A tal que T' = Ry o R, entonces

ToT =(RyoR)o (R oRy)=Rio(R})oRy, =RyoloR, =RyoRy,

la cual es una rotacién alrededor de A.

Para la conmutatividad aplicamos la Proposicion [2.11] nuevamente para obtener
una tnica recta n tal que T-! = R,, o R,,. Entonces T'= R, o R, y

T oT =(RioR,)o(RnoR,) =Ro(R:)oR,=RoR,.
Como T oT" = R, o R,,,
Ripo(ToT)oR, =Rro(RroRy,)oR,, =R:oR* =Iol=1
y también
Rio(T'oT)o R, = Ryo(RioR,)oR,, =(RyoR)o(R,oR,)=ToT '=1L

Por lo tanto, cancelando por la derecha R, y por la izquieda Ry, ToT' =T"oT.
O
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2.5. Translaciones

Definiciéon 2.13. Si [ y m dos rectas paralelas con una perpendicular en comin t.
Entonces se dice que la transformacion T = R;R,, es una translacion a lo largo de t.

Proposicion 2.13. Seanl Lt en A,m Lten B, yT = RjoR,,, Sean P, Q) puntos
cualesquiera tales que:

(a) Si Q estd sobre t, entonces QQ' = 2(AB).

(b) Si P no estd sobre t, entonces P’ € S(P,l). En el plano euclidiano PP’ =

2(AB) y en el hiperbdlico PP" > 2(AB).

Demostracion.
Supongamos que @ esta sobre t y A * B x Q, véase Figura 2.11} Si BQ < AB,
entonces Ax QM *x B. Y

QQ' =Q A+ AB+ BQ
— AQ™ + AB + BQ™
= (AQm™+ BQ™) + AB
= AB+ AB
= 2(AB).

Figura 2.11

Si BQ = AB, entonces Q' = Ay QQ' = 2(AB). Si BQ > AB tenemos que
Q"MxAxByQm"A=QmB— AB = B — AB, véase Figura Asi también se

tiene que Q™ * A x Q' * (), lo cual resulta en:
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2(BQ) = QQ™

=QQ +2QmA

= QQ"+2(BQ — AB)
2(BQ) = QQ' + 2BQ — 2AB

QQ' =2AB.
l m
L Y : K
- . o o
Figura 2.12

Supongamos que P ¢ t; entonces Py P™ estan en una recta perpendicular a
m y por lo tanto paralela a ¢, asi que estan del mismo lado de ¢. Similarmente, P™
y P’ estan en el mismo lado de ¢ y, por Axioma O4, P y P’ estan del mismo lado de .

Figura 2.13

Sea @) el pie de la perpendicular de P a t, véase Figura [2.13] Puesto que T
preserva perpendicularidad, @)’ es el pie de la perpendicular de P’ a t y, como T es
una isometria, OPQQ’' P’ es cuadrilatero de Saccheri (ver [3], Paginas 154-155). En
la geometria euclidiana este es un rectdngulo y sus lados opuestos son congruentes,
asi que PP' = QQ)' = 2AB. En la geometria hiperbolica, la cima es més grande que
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la base por lo que PP’ > QQ)' = 2AB (ver [3], Lema 6.2).
n
Por la Proposicion anterior, a la traslacion R;o R,, se le suele llamar la translacion
en la direccion del vector BA, en el plano euclidiano.

Corolario 2.4. Si una translacion tiene un punto fijo, entonces es la identidad.

Demostracion.

Sea T = R; o R,, una translacion, donde [ y m son rectas con una perpendicular
comun t. Sean A y B los puntos en donde ¢ corta a [ y a m, respectivamente. Entonces
para cualquier punto P, PP’ > 2AB. Si P es fijo, entonces P = P’y P'P = 0, luego
AB =0, es decir A = B. Lo que implica { = m, por lo tanto R; o R,, = L.

m

Proposicion 2.14. Si T es una translacion a lo largo de t y m es cualquier recta
perpendicular a t, entonces existe una unica recta | 1t tal que Rjo R,, =T

Demostracion.
Supongamos que m corta a t en @) y sea [ la mediatriz de Q@)’, entonces R;T fija Q.

Figura 2.14

Sea P cualquier otro punto en m. OOPQQ’ P’ es un cuadrilatero de Saccheri; luego
[ mediatriz de QQ’ y [ también es mediatriz a la cima PP, véase Figura . P es
la reflexion de P’ a través de [ (ver Lema 6.2 de [3]). Entonces R; o T fija cada punto
enm, asf que RjoT =R, yT = (R)?*0T = Rjo(RjoT)= R0 R,,.

La unicidad, si T' = Ry o R,,, entonces R =T o R,, = Ry y por lo tanto [ = k.
O
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Proposicion 2.15. Dada una recta t, el conjunto de las translaciones a lo largo de
t es un grupo conmutativo.

Demostracion.

Sean m y [ rectas con una perpendicular comun ¢. La identidad estd demostrada
con el Corolario[2.4] La inversa es la misma que en la Observacion siT = RjoR,,,
entonces T~ ! = R,, o R;. Falta demostrar que la composicién 77" de translaciones a
lo largo de t es otra translacion a lo largo de t. Sea T" = R; o R,,, por Proposicion
2.14} existe una tnica recta k L t tal que T'= R o R;. Entonces

ToT =(RyoR)o(RoR,)=R,o(R})oR,, =R,oloR, =R,oR,

es una translacion a lo largo de ¢. Para la conmutatividad aplicamos la Proposicion
de nuevo para obtener una tnica recta n tal que T-! = R, o R,,. Entonces
T=R,oR,y

T'oT =(RioRy,)o(RnoR,)=Ro(R:)oR,=RoR,.
Luego ToT' = R o R,, y
Rio(ToT)oR,, =Rro(RyoRy)oR,, =R oR? =1ol=1,
también
Ripo(T'oT)o Ry = Rro(RioR,)oR,, = (RroR)o(R,0oR,)=ToT =1

Porlotanto ToT' =T o' T.
Il

Proposicion 2.16. Sea T'= R;o R, # 1 una translacion a lo largo de t. En el plano
euclidiano, las rectas invariantes de T son t y todas las lineas paralelas a t. En el
plano hiperbdlico, t es la inica recta invariante.

Demostracion.
. >
Sea P un punto en t, entonces ?P’m 1 m, de igual manera P™P’ | [. Pero, por
definiciéon de translacion, t es una perpendicular comtn a [ y m y P esta en t, asi

que PP" =t, es decir, P’ € t. Por lo tanto t es invariante.

En el caso euclidiano, si u || ¢, entonces T' también es una translacion a lo largo
de u; porque u es perpendicular comun a [ y a m. Asi u es invariante. Para ambos
casos (euclidiano e hiperbolico), si u y ¢ concurren en A, entonces A’ esta sobre t y
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m I m’

1 1 [ t

Figura 2.15

A# A asi A ¢ uy uno es invariante.

Caso hiperbélico. Supongamos que u es invariante y paralela a ¢, pero distinta

de t. Elegimos cualquier punto P en u, entonces u = PP’, pero sabemos que Py P’
son equidistantes desde ¢, por lo cual u y ¢ tienen una perpendicular comtin m (ver
Teorema 6.4 de [3]). Ya que m no es invariante y T preserva perpendicularidad, m’
también es perpendicular a t = ¢’ y u = o/, véase Figura [2.15 Esto contradice la
unicidad de la perpendicularidad comun en la geometria hiperbdlica (ver Teorema
6.5 de [3]).

]

Proposicion 2.17. Sean una isometria T, una recta t y un punto B ent. T es una
translacion a lo largo de t si y sdlo si existe un unico punto A en t tal que T es la
composicion de medias vueltas Hq o Hg.

Demostracion.

Supongamos que 1" es una translacion a lo largo de t. Sea m la perpendicular de
t que pasa por B. Si T es una translacion a lo largo de t, entonces por la Proposicion
[2.14] existe una tnica recta [ perpendicular a ¢ tal que T'= R;0 R,,,. Sil corta a t en
A, entonces HyoHp = (RjoR;)o(R;oR,,) = RjoR?oR,, = RjoloR,, = RjoR,, =T.

Ahora supongamos que existe un dnico punto A en ¢ tal que T = Hy o Hp.
Demostraremos que 7' es una translacion a lo largo de t. Sean n y k las rectas
perpendiculares a ¢t en B y A respectivamente. Entonces T'= Hqo Hg = (R o Ry) o
(RioR,)=RroloR,=RroR,.

O

2.6. Puntos ideales en el plano hiperbédlico

En esta seccidon supondremos que M es un plano hiperbdlico
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Definiciéon 2.14. Los rayos no opuestos 1@ Y 1@ son paralelos limites a una recta

l que no incide con A, si dichos rayos son paralelos a l y cualquier rayo ﬁ, en el
interior del dngulo <BAC, corta a l, véase Figura[2.16,

Observacion 2.3. Se puede demostrar que dados una recta | y un punto A que no

incide con 1, hay exactamente dos rayos que emanan de A y que son paralelos limite

a l (por el Modelo de Klein, Pdgina inciso (d)) ) . A estos dos rayos se les

llama rayos paralelos limite respecto de A y 1. También se puede probar que estos dos

rayos son simétricos (vedse Teorema 6.6 de [3], Pdginas 196-197) con respecto a la

perpendicular t bajada de A sobre | y cie en @, en el sentido de que <BAC es
2.1

bisectada por el rayo @, véase Figura|2.16,

Figura 2.16

Definicién 2.15.  (a) Un rayo z@ es paralelo limite a una recta l, que no incide
con A, si 1@ es uno de los rayos paralelos limite respecto a A y 1.

(b) Dos rayos, zﬁ Y @ son rayos paralelos limite, si 1@ es el rayo paralelo limite

. < .
respecto a A y @ que estd en el semiplano S(AA', D), donde A’ es el pie de
la perpendicular bajada de A en @, véase Figura

A
\
\ B
\
|
C A/ D
Figura 2.17

Observacion 2.4. La relacion zﬁ ~ @ es de equivalencia en el conjunto de rayos
de M si y sdlo st B C C@ 0 @ C 1@ 0 E Yy @ son rayos limite.
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Definiciéon 2.16. Un punto ideal 2 de M es una clase de equivalencia de rayos, bajo
la relacion anterior, es decir, Q) := [r], donde [r| es la clase de equivalencia del rayo

r, véase Figura[2.18

Figura 2.18

Definiciéon 2.17. Sea T una isometria de M, Q := [r], un punto ideal de M. Si
T(r) =1', se define T[r] := [1'], o sea, T(Q2) = Q. Se dice que Q es un punto ideal
fijo de T, si T(Q2) = Q.

Observacion 2.5. Esta ultima definicion no depende del representante. En efecto
supongamos que [s] = [r], entonces T'([s]) = [¢'], donde T'(s) = &', pero [s] = [r], asis
y r son rayos parelelos limite y como T es isimetria [s'] = [r'], por lo que T[s] = Tr].

Definicion 2.18. Dados una recta t, un rayo r en t y su rayo opuesto r'. Entonces
los puntos ideales Q0 := [r] y X := [1'] se llaman los puntos finales de t, véase Figura

. Yt se puede denotar por Q3.

Figura 2.19

Observacion 2.6. Dado <BAC en M, si () = [ﬂ] Y= [ﬁ] , entonces existe

una unica recta I en M tal que BA y B? son los rayos paralelos limite respecto a
A yl. A esta recta se le llama la recta de cerradura de <BAC'. De hecho es la recta
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Definiciéon 2.19. Decimos que €2 y 3 estan en el mismo lado de la recta t, si ninguno

de ellos es un punto final de t y si la recta es paralela a t.

Proposicion 2.18. (a) Los puntos finales Q y ¥ de una recta m son los inicos

puntos ideales fijos de la reflexion R, y de cualquier translacion (diferente de
1) alo largo de m.

(b) Si una rotacion tiene un punto ideal fijo, entonces es la identidad.

(c) Si(Q,3,A)y (Y, X A") son dos ternas de puntos ideales, entonces eziste una

unica isometria T de M mandando una terna en otra (T'(Q) =, T(X) = ¥/
y T(A)=A).

Demostracion.

(a)

Existen rayos opuestos r y s de m, tales que Q := [r] y ¥ := [s]. Como r C m
y " C m, si T es una translacion a lo largo de m o T' = R,,, y T(r) = 1’
y T'(s) = ¢, entonces [r] = [r'] y [s] = [§], es decir T(2) = Q y T(¥) = .
Supongamos que cualquier otro punto ideal A es fijo; entonces la recta fA =«
serfa invariante, pero si T es una translacion a lo largo de m, T' no tiene rectas
invariantes aparte de m (Proposicion y las tinicas rectas invariantes bajo
R,, son m y las perpendiculares a m, pero m y « no son perpendiculares. Por
lo tanto o = m, es decir, A = (.

Supongamos que una rotacion T alrededor de un punto A, tiene un punto ideal
fijo Q2. Entonces existe un rayo r € ) tal que r emana de A. Si ' = T(r),
implica que ' también emana de A y [r'] = [r]. Por lo tanto ' = r. Pero por
las Proposiciones y[2.11] » # T(r) = 7', a menos que T se la identidad.

Hay un tinico punto B en ﬁ tal que <A BS) es un angulo recto. Sea B’ el punto
en Y'Y tal que <A’'B’QY es un angulo recto. Sea A cualquier punto diferente de
B sobre B—A> y sea C' cualquier punto diferente de B sobre Bf). Por Axioma C1,
existe un tnico punto A’ sobre B’A’ y C” sobre B'(Y tales que AB = A'B’y
CB = C'B'. Entonces AABC = ANA’B'C’" y por la Proposocién 2.8] existe una
tnica isometria 7' que manda (€2, X, A) a (€, X', A’). Inversamente, cualquier
isometria 7' debe mandar (£2, %, A) a (€2, %', A") y por la Proposicion T es
Unica.

]
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2.7. Desplazamiento paralelo

Definicion 2.20. m y [ son asintdticamente paralelas si no tienen perpendicular

comin y existen dos rayos AB € m y CD € 1 que son rayos paralelos limite (ver [3],
Pdgina 198 o Modelo de Poincare, Pdgina[126] inciso (c)).

Definicion 2.21. Si |l y m son asintdticamente paralelas en direccion de un pun-
to ideal €, una transformacion T = R; o R,, de M es un desplazamiento paralelo
alrededor de un punto ideal Y.

Proposicion 2.19. Dado un desplazamiento paralelo T = R; o R, alrededor del
punto ideal X2, entonces

(a) T no tiene punto fijos.

(b) Sea k cualquier recta a través de 3 y A cualquier punto en k, entonces % se
encuentra en la mediatriz h de AA" yT = Ry, o Ry.

(c) T no tiene rectas invariantes.
(d) El inico punto ideal fijo de T es 3.
(e) El conjunto de desplazmientos paralelos sobre 3 es un grupo conmutativo.

(f) Una isometria con exactamente un punto ideal fijo es un desplazamiento para-
lelo.

Demostracion.

—
(a) Supongamos que A es fijo. Entonces A™ = Al y la recta AA™ es perpendicular
a [ y a m, contradiciendo la hipotesis.

(b) Sea k cualquier recta a través de X y A cualquier punto en k. Notar que ¥
se encuentra sobre las dos mediatrices [ y m del AAA™A’. Entonces se puede
demostrar que también ¥ esté sobre la tercera mediatriz h (vease [3], Paginas
198-200). Como k pasa por X, el rayo de k que emana de A en la direccion
de X, véase Figura [2.20] Entonces Rj, o T fija A y X. Por la Proposicion [2.18
(b), R o T no puede ser una rotacion alrededor de A; si lo fuera R, oT =1y
T = Ry, lo cual es una contradiccion al inciso (a). Como Ry, o T deja a X = [r]
fijo, si 7 es el rayo que emana de A y asintoticamente paralelo a r, entonces
Ry, o T(7) también es asintoticamente paralelo a r pero, como A es un rayo fijo
de Rj, o T y esta transformacion manda rayos en rayos, Ry o T'(r) = 7. Por la

Proposicion , RyoT = Ry, con k = ﬁ, por lo tanto T' = R, o Ry.
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(c)

Figura 2.20

Supongamos que la recta t es invariante bajo 7. Eligimos cualquier punto A

sobre t y sea h y k como en (b). Entonces h L t = AA’, asi t también es
invariante bajo Rj. Luego t es invariante bajo Ry = Ry o T, lo cual significa
que t 1L kot = k. Pero las lineas paralelas asintoéticamente h y k no pueden
tener una perpendicular comin o ser perpendiculares entre si. Por lo tanto ¢
no es invariante bajo 7.

Si T tiene otro punto ideal fijo €2, entonces la recta % es invariante, lo cual
es una contradiccion por (c). Més explicitamente, sea | = 58] (si 2 = [@]

y X = [%ﬁ}, entonces [ es la recta de cerradura de <BAC). Sean P € [y
ﬁ y ﬁ en [ tales que ﬁ €eQy ﬁ € Y. Como () y ¥ son invariantes

bajo T, T (ﬁi) _T(AT(Dj €y T (P_J%) — T(P)T(E) € ¥. Ademés T

respeta orden, asi D x P x E, luego T'(D) « T'(P) « T(E), pero T(P)T(D; cQ
y T(P)T(E; C X. Entonces X y €2 son los puntos finales de T'(P)T'(D), lo que
implica T(P)T(D; — 56— y por lo tanto T'(P) € .

Es claro que si T' = R; o R,,, es un desplazamiento tal que 7-! = R,, o Ry,
también es un desplazamiento alrededor de X. Vamos a demostrar que la com-
posicion T o T', dos desplazamientos paralelos alrededor de X es desplaza-
miento paralelo. Sea 7" = Ry o R,,, por (b) T' = Rj, o Ry, por ser k una
recta a través de X y si A estd en k, h es la bisectriz de AA’. Entonces
ToT = (RyoRy)o(RyoRy) = Ryo (R?)oR,, = R,IR,, = RyR,,, es
un despalzamiento paralelo alrededor de . Observemos:

Ryo(ToT"YoR,,=Ryo(R,oR,)oR,, =1 (1)
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Pero también, aplicando (b), existe una recta n tal que T-! = R, o R,,, por lo
que T =Ry oR,yT oT =(RpoR,)o(RyoR,) = R o R,. Entonces:

Rpo(T'oT)o R, = Ryo(RroR)oR,=ToT'=1 (2
Por (1) y (2), ToT" =T'oT y la conmutatividad se cumple.

(f) La prueba es de la Proposion m, que se verd mas adelante.

2.8. Media vuelta

Proposicion 2.20. En el plano euclidiano, la composicion Hy o Hg o He de tres
medias vueltas es una media vuelta. En el plano hiperbolico, la composicion de tres
medias vueltas es media vuelta solo cuando A, B y C' son colineales. Si no lo son, la
composicion puede ser una rotacion, una translacion o un desplazamiento paralelo.

Demostracion.
Para ambos planos, suponemos que A, B y C son colineales y estan en t. Sean [,
m y n las respectivas perpendiculares a ¢ a través de esos puntos. Entonces:

HjyoHpoHo = (RoRy)o(RioRy,)o(R,o0Ry)
= Rio(R})o Ry 0(RyoRy)
=(RjoR,oR,)0oR,
= (R0 Ry) o (R,0Ry).

Pero R;o R,, es una translacion a lo largo de ¢. Por la Proposicion [2.14] existe una
recta k, perpendicular a ¢, tal que R;o R, = Rxo R,,. Por lo tanto, Hyo Hgo Hp =
(RyoRy,)o(R,oR;) = RyoR;. Sikcortaaten D, tenemos que Hyo HgoHo = Hp.

Ahora supongamos que A, B y C no son colineales, t = 1@, [Lten Aym Lt
en B, véase Figura . Asumimos que C' € m (de lo contrario reemplazamos B
por el pie de la perpendicular desde C a t y reemplazamos A por el punto que se
obtiene usando la Proposicion . Sea u la perpendicular a m en C, entonces
HjoHpoHe=(RioR)o(RioR,) =R oR,.

En el caso euclidiano , [ corta a u en un punto D y [ | u, asi Hyo HgoHyo = Hp.
Caso hiperbolico, [ y u pueden cortarse, ser paralelas divergentemente, o ser paralelas
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A B t

Figura 2.21

asintoticamente (vease 3], Paginas 198-200). Si ellas se cortan en el punto D, entonces
Hj o Hg o He es la rotacion alrededor de D, pero no es una media vuelta porque
<D es el cuarto angulo de un cuadrilatero de Lambert (veése [3], Paginas 160, 194)

y no es angulo recto.
m m
Jc

Figura 2.22

Si u y [ son paralelas con una perpendicular en comtn (divergentes), entonces H 40
Hpo He es una translacion, véase Figura Si u y [ son paralelas asintoticamente,
entonces Hy o Hg o He es un desplazamiento paralelo.

m

Corolario 2.5. En un plano euclidiano, la composicion de dos translaciones a lo
largo de diferentes rectas es otra vez una translacion, y el conjunto de todas las
translaciones a lo largo de todas las rectas es un grupo conmutativo. Es un subgrupo
del grupo de isometrias de M.

Demostracion.

Sean T' = R; o R,, una translacion a lo largo de t y 7" = R,, o R}, una translacién
a lo largo de s. Como [ y m son perpendiculares a t, entonces Ry = Hq v R,, = Hp,
donde A es el punto de interseccion de [ y t y B el punto de interseccion de m y t.
Anélogo para R, = Ho y Ry = Hp. Por lo que
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T'oT = (R0 Ry,)o (R, o Ry)
=(Hso Hp)o(Hgo Rp)
= (HsoHpoHg)oRp

Pero por Proposicion [2.20) H4 o Hg o Ho = Hp tal que E incide con s, asi que
T'oT = Hgo Hp y por Proposicion 2.17 Hg o Hp es una translacion a lo largo de s.
]

2.9. Deslizamientos

Definicion 2.22. Un deslizamiento-reflexion con eje t, o a lo largo de la recta t es
una composicion T" = Ry o T de una translacion T (diferente de la identidad) a lo
largo de t, sequida de una reflexion a través de t.

Proposicion 2.21. Sil Lt en A,m Lten B, T =R oR,, T = R;oT, véase
Figura|2.25. Entonces:

(a) To R, =T".

(b) HyoR, =T = R0 Hp.

(¢) T" manda cada lado de t sobre el lado opuesto.
(d) T' no tiene puntos fijos.

(e) La tunica recta invariante de T" es t.

(f) Inversamente, dado un punto B y la recta l, sea t la perpendicular a l a través
de B. Entonces Ry o Hg es un deslizamiento-reflexion a lo largo de t, si B no
estd sobre l, y coincide con R; si B estd sobre [.

DP D'

m l

Figura 2.23
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Demostracion.
Sea Hy = RjoR; = RyoR;,porserl Lten Ay Hg = R,,0o Ry = R; o R,,, por
serm L ten B.

(a) ToR; = (RioRy)o Ry = Rjo(RpoRy) = Rio(RioRy,) = (RioRy)o R, =
(RioR)oR,, = Rio(RioR,) = RoT ="T".

(b) HyoR,, = (RjoR;)o R, = (RioR))o Ry, = Rio(RioR,,) = RyoT =T =
ToR, = (RioR,)oR, = Ro(Ry,0oR) = Ro(RioR,) = R oHp.

(c) Sea un punto D que no esta en t. La imagen T'(D) = D" esta en S(t, D) pero
R:(D") esta del lado opuesto de S(t, D).

(d) Supongamos que W es un punto fijo, es decir, 7/(W) = W. Entonces T"(W) y
W estan en el mismo lado de . Esto contradice al inciso c).

(e) Sea C un punto que esta sobre ¢, entonces T'(C') esta sobre t y R;(C) lo deja
fijo, por lo tanto t es invariante.

(f) SiBelytLllen B,entonces Hg = Rjo Ry, asi Rjo Hg = Rjo (Rjo Ry) =
R?oR; =ToR; = R;.SiB ¢ 1,m #1lym L ten B, asi tenemos T = RjoR,, # 1,

y RioHp = Rjo(RynoRy) = (RioRy,)o Ry = ToR,.
UJ

2.10. Clasificacion de isometrias

Definicion 2.23. Le llamamos haz de rectas a:
(a) Todas las rectas que pasan a través de un punto P.
(b) Todas las rectas perpendiculares a una recta t.

(c) Todas las rectas a través de un punto ideal 2 dado (sélo para el caso hiperbo-

lico).

Observacion 2.7. Dos rectas | y m determinan un unico haz si convergen en un
punto P, | ym son paralelas con una perpendicular en comint ol ym son paralelas
asintdticas, entonces existen rayos v C t, v C m paralelas asitéticamente tales que
[r] = [r'] = Q punto ideal. Entonces | y m determinan el haz de rectas a través de Q.
St A es cualquier punto y se tiene un haz de rectas, existe una recta n en ese haz a
través de A tales que para los tres tipos de haz, n es:
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(1) La recta AP si A# P.

(2) Perpendicular a t a través de A.

(8) La recta que contiene a .
Proposicion 2.22. Sea T'= R;o R,, o R,,.

(a) Teorema de las tres reflexiones. Sil, m y n pertenecen a un haz, entonces T
es una reflexion en una unica recta de ese haz.

(b) Sil, m ymn no pertenecen a un haz, entonces T es un deslizamiento-reflexion.
Demostracion.

(a) Primer caso. Si [, m y n pertenecen a un haz de rectas que emergen en un
punto A, véase Figura [2.24] Entonces por Proposicion [2.11] existe una tnica
recta n tal que R4 = R; o R, donde R4 es la rotacion R, o R,,. Por lo tanto,
(RIORmRn) :RlORA — RIORZORﬁ — Rﬁ

Figura 2.24

Segundo caso. Si [, m y n pertenecen al segundo tipo de haz. Sea R,, o Rn =
T es una translacion a lo largo de una recta t. Por la Proposicon [2.14] existe
una recta 7 perpendicular a ¢ tal que T; = R; 0 Rj, véase Figura[2.25] Entonces
(RloRmoRn) :RlOTg:RlORlORﬁ:Rﬁ.

Tercer caso. Si [, m y n pertenecen al tercer tipo de haz. Sea Y el punto ideal
de I, m, n. Como F := R,, o R,, es un desplazamiento paralelo en la direccién
de X y [ es otra recta en el mismo haz, por la Proposicion m (b), existe una
recta 7, también en el haz, tal que F~! = R}, o Ry, es decir, F' = R; o R;;. Por
lo tanto (Rjo R, 0 R,)) = Ry 0 R0 Rz = R;.
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Figura 2.25

(b) Ahora supongamos que las rectas no pertecen a un haz. Sean A cualquier punto
de [, m’ la recta que pasa por A y que pertenece al haz determinado por m y
n. Entonces por (a), existe una recta n’ de ese haz tal que R, R, R, = R,.
Sea B el pie de la perpendicular k a n’ que pasa por A. Luego [, m’ y k pasan
a través de A, asi existe una recta h tal que R R, R, = Ry. B no esta en h
porque si estuviera, entonces n’ pasaria por A, véase Figura [2.26]

Figura 2.26

Como n’ es una recta del haz determinado por m y n, entonces n’ = m/. Esto
implica que R, oR,,0 R, = R,,, es decir, R,,o R, = I, por lo que m = n y esto
diria que [, m, n son solo dos rectas pertenecientes a un haz, contradiciendo la
hipétesis. Por la Proposicion 2.21] (f), Ry o Hp es un deslizamiento-reflexion a
lo largo de la perpendicular a h a través de B. Pero
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RnoHp = Rpo(RroRy)
=R oR, oR,0oR,0oR, 0oR,0oR,
=RoR,,oR,
=T.

]

Corolario 2.6. [ ym determinan una haz de rectas en el punto A. Cada composicion
Ryo R,, 0o Hy es 1gual a una composicion Ry o Ry.

Demostracion.

Sea n una recta que pasa por A en el haz determinado por [ y m. Sean h una
recta tal que Rjo R,, o R, = R;, vy k la perpendicular a n que pasa por A. Entonces
RZORmHA:RZORmORnORk:RhORk.

m

Observacion 2.8. La Proposicion [2.23 junto con el Corolario nos ofrecen una
clasificacion completa de las isometrias de un plano neutral.

Definicion 2.24. Si T una isometria de M. Entonces T es:

(a) Isometria directa (o propia o que conserva orientacion) si se trata de una com-
posicion de dos reflexiones o bien es la identidad.

(b) Isometria opuesta (o impropia o que invierte orientacion) si se trata de una
reflexion o un deslizamiento-reflexion.

Proposicion 2.23. (a) Cada isometria es directa o inversa pero no ambas.
(b) El conjunto de isometrds directas es un grupo.
(¢) La composicon de dos isometrias opuestas es directa.

(d) La composicion de una isometria directa y una opuesta es opuesta.

Demostracion.
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(a)

Por Corolario cada isometria es una composicion de a lo méas tres reflexio-
nes y por Proposicion cada isometria es directa u opuesta. Las isometrias
opuestas se caracterizan por tener una recta invariante cuyos lados son inter-
cambiados.

Dada una composicion (Ry, o R;) o (R, o R,,) de isometrias directas. Si [, m y
n pertencen a un haz, entonces por Proposicién (a), RioR,oR, = Ry y
(Rro Ry)) o (R, 0 R,) = Ry o Ry, que es directa. Si l, m y n no pertencen a un
haz Rjo R,,o R, = Ry o Hp (Proposiciones y b) y el Corolario nos
dice Ry o (Ry 0 Hp) es directa. Ademas la identidad I es directa por definicion.
Por otra parte (R; o R,,)™' = R,, o R;, entonces la inversa de una isometria
directa es directa. Por lo tanto las isometrias directas forman un grupo.

La composicion de dos reflexiones es una isometria directa. La composicion
de una reflexiéon y un deslizamiento-reflexiéon es una composiciéon de cuatro
reflexiones, por (b) se reduce a una composicion de dos reflexiones; de igual
manera la composicion de dos deslizamientos-reflexiones es una composicion
de seis reflexiones, aplicando dos veces (b) se reduce a dos reflexiones. Por lo
tanto la composicion de dos isometrias opuestas es una isometria directa.

Sea R una reflexion, D una isometria directa y 7" un deslizamiento-reflexion.
La composicion Do R = R si D = I, entonces D o R es opuesta; analogamente
para DoT' =T".Si D = RjoR,,, DoR = R;oR,,R, por Proposicién2.22, Do R
es una reflexion o es deslizamiento-reflexion, asi D o R es isometria opuesta. Si
D = R, o R,,, entonces

DoT =RoR,oT
=R oR,,0oR.oR;0R,
= R0 Ry o Ry, por (b)

y por Proposicion es una isometria opuesta.
O

La idea intuitiva detras de nuestra clasificaciéon de isometrias, es que al plano se
le pueden dar dos orientaciones distintas de tal forma que, por ejemplo, los vértices
de un AABC se puedan ordenar en una direccion “en el sentido de las manecillas del

reloj’

". Cuando el triangulo se mueve por una rotacion, translacion o desplazamiento

paralelo, la orientacion de AA’'B’'C’ sigue siendo en el sentido de las manecillas del
reloj, mientras que, bajo una reflexion o un deslizamiento-reflexiéon, la orientacion se
torna en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
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2.11. Automorfismo de los modelos cartesianos

Ahora nuestro objetivo es describir rapidamente los grupos de isometrias en mo-
delo cartesiano de la GEP. Las translaciones son las transformaciones mas facilies de
describrir. La prueba de la Proposicion [2.13 nos muestra que una translacion mueve
a cada punto a una distancia y direccién fija, la cual representaremos por un vector
de longitud 2AB emanando del origen de nuestro sistema de coordenadas apuntando
en la direccion dada.

Proposicion 2.24. En el modelo cartesiano del plano euclidiano, las translaciones
forman un grupo conmutativo isomorfo al grupo de los vectores bajo adicion.

Demostracion.
Si las coordenadas del punto final del vector de translacion son (e, f), entonces
por la suma de vectores, véase Figura[2.27] la translacion es:

T(x,y) = (x,y) + (e, f) = (+ e,y + f) = (@,y).

Figura 2.27

Aplicando la segunda translacion 7" respecto al vector con el punto final (¢/, f/),
entonces la imagen (z”,y”) de (z,y) bajo T'T es

(=" y") =@ y)+ (. f)=@+e+e g+ f+f)
= (@ y)+(et+e f+[)=(z,y)+ (e f)+ (e, f))
En pocas palabras, si F es el grupo de translaciones de R?, por lo que la funcion

0: F — R?
T — (ef)

donde (e, f) es el vector de la direccion de T, es el isomorfimo de grupos. Entonces
T o' T es la translacion por la suma de vectores determinado por Ty T".
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Definicion 2.25. Decimos que las traslaciones forman un grupo de dos pardmetros
si dependen de dos variables reales (e, f).

Proposicion 2.25. En el modelo cartesiano del plano euclidiano, las translaciones
a lo largo de una recta fiya forman un grupo con un paramétro isomorfo al grupo de
los nimeros reales bajo la adicion.

Demostracion.
Sea (lo, fo) un vector paralelo unitarioa la recta fija [. Entonces el vector corres-
pondiente a la translacion T a lo largo de [ tiene la forma:

Ty(lo, fo) = T'(tlo, tfo) = t(lo, fo).

donde t € R, | t | es la distancia que se translado el vector unitario y ¢ es positivo
o negativo de acuerdo si la direccién de la translacion es de la misma que (lo, fo)
u opuesta, véase Figura Si T" correponde al vector t'(ly, fo), entonces 7" o T
corresponde al vector:

t(eo, fo) +t'(eo, fo) = (t +t)(eq, fo)-

Por lo tanto asignando el parametro ¢ a T' obtenemos el isomorfismo deseado.

(eos fo)

(—teo, —tfo)

Figura 2.28

2.12. Rotaciones alrededor de un punto fijo

En seguida discutiremos las rotaciones alrededor de un punto fijo A. Nuestro pri-
mer paso es reducir al caso en donde A es el origen O del sistema cartesiano. Sea T
la translacion a lo largo de 28 en la direccion de A a O. Entonces por la Proposicién
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214, T'= R, 0o R = Rpx o R,,, donde m es la mediatriz de AO, [ es perpendicular a
AQO en A y I* es perpendicular a j@ en O.

Una rotacién R alrededor de A, puede escribirse como R = R;o Ry, donde k pasa

a través de A por Proposicion 2.11] Sea k* la reflexion de k a través de m. Entonces
R* = Ry~ o R+, es una rotacion alrededor de O y para cada punto P, si P = R,,(P),
entonces Ry« (P™) = R, o (Rx(P)). Por lo tanto, R, o Ry o R,;, = Ry, véase Figura
.29 Asi, T o R*oT = (Rjo Ry,) o (R 0 Rp) o (Ry= 0 Ry

=RjoR, 0 R0 (Rp)?0 Ry,

=Rjo (R, 0Ry0oR,y,)

= Rl o Rk

=R.

Figura 2.29

Esto demuestra que la rotacion R alrededor de A esta determinada tnicamente
por la rotaciéon R* sobre O. Por otra parte R* — T~! o R* o T es un isomorfismo
del grupo de las rotaciones alrededor de O en el grupo de las rotaciones alrededor de
A. Por lo tanto, podemos suponer que A = O.

a: RO) — R(A)
* -1 *
R — T oR*oTgH;.
Por la Proposicion [2.11] la rotaciéon dada alrededor de O puede escribirse como
R = R, o R,,, donde m es el eje X. Si | L m, entonces R esta representada, en
coordenadas complejas, como
z — —2.

De otra manera, si el &ngulo agudo formado de m y [ tiene la medida en radianes
de g, con 0 < g < 3, entonces R esta representada en coordenadas complejas como:
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z —> ¢?2, il tiene pendiente positiva
z — e % sil tiene pendiente negativa.

(Recordar que e = cosf + isenf).

Combinando estos dos casos vemos que las rotaciones alrededor de O esta univo-
camente representadas, por las transformaciones:

2 —> ey (—m <0 <m).

Como e*(e?z) = (e*e?)z la composicion de dos rotaciones alrededor de O
corresponde a la composicion e e? de ntimeros complejos de moédulo 1, obtenemos
la siguiente proposicion:

Proposicion 2.26. En el modelo cartesiano del plano euclidiano, el grupo de ro-
taciones alrededor de un punto fijo es isomorfo al grupo S' multiplicativo con un
paramétro de nimeros complejos € de médulo 1 (0 es el pardmetro real).

Proposicion 2.27. El grupo de isometrias directas del modelo cartesiano del plano
euclidiano es isomorfo al grupo de tres paramétros dado en coordenadanas complejas
por

2 —> ey + 29.

Demostracion.

Si un punto tiene coordenadas compleja z, transladandolo por un vector (ey, fo)
es lo mismo que sumar a z el nimero complejo 2y = ey + i fy, ya que la suma de
nameros complejos es la misma que la suma de vectores. Si T' es cualquier isometria
directa y T mueve el origen O al punto O’ con coordenadas complejas z, al componer
T con la translacion en la direccion de —zy obtenemos una isometria directa que deja
fijo al origen, entonces por la Proposiciéon [2.10 es una rotacion alrededor de O y tiene
la forma:

z+— ez,

0
)

Asf la isometria directa T, tiene la forma T(z) = €¥z + 2, con parametro (e, ;)

(son parametros reales porque zy = ey + f; depende de dos parametros reales).

Podemos establecer una funcién biyectiva ¢ entre el conjunto M de movimientos
directos del modelo cartesiano de GEP y el conjunto de pardmetros

P:={(?)|0cRyz cC}
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de la siguiente manera: si 7" € M, entonces como acabamos de ver, existen § € R y
zp € C tales que, para todo z € C, T(2) = ¢“z + 2. Sea ¢(T) = (', 2y).
[

Corolario 2.7. Si T es una isometria opuesta del modelo cartesiano R* (=~ C) de
GEP, entonces existen zg € C y 0 € R tales que, para toda z € C, T(z) = 7 + 2

Demostracion.

Por la Proposicion todas la isometrias opuestas se obtienen al componer
todas las isometrias directas con una isometria opuesta, que se puede elegir como la
reflexion a través del eje X z — Z. Debido a que ¢ = e, el conjugado de €%z + 2
es e 97 4+ 7, y, reescribiendo — por @ v Z; por z, llegamos al resultado.

[]
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Transformaciones geométricas




Capitulo 3

Inversion

Estudiaremos las isometrias en modelos especificos de GHP. Para construirlos,
necesitamos estudiar una transformaciéon geométrica muy importante: La inversion
geométrica. Se puede consultar [I] y [5].

Definicion 3.1. Sea £ un plano euclidiano y sea C una circunferencia cualquiera en
E con centro en un punto O y radio r > 0. Entonces la inversion en C es la funcion:

F E—{0} — E£—-{0}

P — P’
tal que P' € ﬁ y OP" = O’":;, véase Figura .

Figura 3.1

Definiciéon 3.2. Dos circunferencias D y C en un plano euclidiano £ son ortogonales
si en cada punto de interseccion las tangentes son perpendiculares, véase Figura[3.2

29
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D

Figura 3.2

Observacion 3.1. Si C y % son como en la definicion Pe&—-{0} yP =
J(P), entonces P € C < P' = P.

En efecto: PeC= OP =r
2

=P eOP y OP="—r-0P

= P’ es el unico punto en el rayo O_l‘>j tal que OP" = OP
= P'=P (Azioma de C1 de GN).
YsiP=P= OP =0OP
2

~ OP = —

oP
:>W2:7‘2
= OP=r
= P eC.

FEs decir C es un conjunto invariante puntual bajo .
Observacion 3.2. . fo. f = Ie_{0y, es decir, si P’ = J(P), entonces . F(P'") = P.
En efecto, si P" = . J(P'), entonces P" es el unico punto de OP' (también igual a

O?) tal que OP" = OT—;,, pero OP" = OT=2P, asi que:

7”2

o — . _0OP.

I
OP

e I —
YPe O? = OP' = OP”", lo que implica que P es el inico elemento de OP' tal que

OP = ==, esto es (P = P.

Por esta propiedad (%2 =I¢_(0y), se dice que K es idempotente.
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Definicion 3.3. Le llamaremos interior de C, intC, y exterior de C, extC, a los
siguientes conjuntos:

intC::{Q€5|@<T}>

extC:={Rc&|OR>r}.

Observacion 3.3. Decimos que P € intC si y sdlo si P’ € extC.

En efecto, si P € intC = OP < r
1 1

= — > —

OP r

2 2
:>OP’:T:>T—:7‘
OP r

= P’ € extC.

SiPecextC=OP>r
1 1

=5 = < —
orP r
2 2

:>OP':T:< !
OP
= P cintC.

— =7
r

Observacion 3.4. Si [ es una recta que pasa por O, entonces | es un conjunto
wwvariable global bajo K, es decir:

Ll —{oy)=1-{0} (¥

o bien equivalentemente, para cada punto P € | — {0}
Z(P)el—{0} (™).

Nota: (**) basta para tener (*), pues:
(**) = (- {0}) C1-{0}
=1—{0} = %2 —{0}) € £(1—{0}) 1 {0}
= P —{0} = £ —{0}).

Probaremos (**): Si P € | —{O}, entonces oP C I, pues | pasa por O, véase Figura
. Por lo tanto, P' = . f(P) € oP ClyP #0;asi P €l—{0}.



62 Inversion

Figura 3.3

Observacion 3.5. .7 tiene propiedades andlogas a las de la reflexion R; respecto a
una recta [. Por ejemplo:

(a) R, deja invariable a | puntualmente e jdeja movariante a C puntualmente.
(b) RioR =1¢ y o J= Ie_{0y 0 sea, ambas son idempotente.

(c) 1 divide a € —{l} es dos semi-planos y R; los intercambia. C divide a € — {C U
{OY} en dos regiones intC y extC; y . % las intercambia.

(d) R, deja invariante globalmente a cualquier recta perpendicular a l.
7 deja invariante globalmente a cualquier recta perpendicular a C.

e) St D es una circunferencia ortogonal a I, entonces | pasa por el centro de D
g

y por lo tanto D es simétrica respecto a l, lo que implica que R)(D) = D, es

decir, también las circunferencias ortogonales a l son invariantes globales a R;.

Andlogamente, si D es una circunferencia ortogonal a C, entonces D es inva-
riante global de .

Figura 3.4

En efecto: como D es ortogonal a C, [ 1a tangente a D en T, uno de los puntos en los

que se intersecta con C, pasa por O. Entonces, si P € D, el rayo O? intersecta a D en
el punto P’ y por el Lema que probaremos mas adelante, OP - OP' = OT> =12
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2

Por lo tanto, P’ € ﬁ y OFP" = &, es decir, ﬂP) = P’ € D, véase Figura .

A la inversion respecto a una circunferencia C se le puede llamar reflexion respec-
to a C o bien, a la reflexion respecto a una recta C, se le puede llamar la inversion
con respecto a C.

Ahora supongamos que P € & — {O} y P/ = _%(P). Si A es el punto de in-

terseccion de OP con C, entonces AP =r — OP y AP' = OP' — r, lo que impica
2

—_ r opP _OP —_ . . .

AP = 55 p=rz0P _ r(OP) _ == AP, véase Figura 3.5 Dejemos fijos a Py

oP oP
A, r — 00, 0 sea O se aleja de A. De modo que OA — oo.

Q

Por una parte tenemos: 95 = —= = : L entonces:

En (_el) limite, AP = AP’ y C tiende a convertirse en la perpendicular en A a la
recta OA y los puntos P y P’ son simétricos respecto a [, es decir, uno es la imagen

del otro bajo R;. Por lo tanto R; es el caso limite de j cuando el radio de C tiende
a 00.

En Conclusiéon, podemos considerar a las rectas en £& como circunferencias de
radio infinito y entonces R; = f

Definiciéon 3.4. Sean C una circunferencia (o una recta) en € y T una transforma-
cion de €. Diremos que T es la simetria respecto a C (0 enC) si T = A, en el caso
en que C sea una circunferencia, o T = Re, en el caso en que C sea una recta.
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3.0.1. Construcciones

Veamos dos métodos para construir la inversion de un punto. Sea C una circunferencia
con centro en O y radio r > 0 en un plano euclidiano £ y P un punto.

(a) Trazamos O—})j y su perpendicular en P. T la interseccion de la perpendicular
a OP en Py C. Trazamos la tangente de C en T'. Asi obtenemos P’ que es la
interseccion de la tangente con O?, véase Figura

La justificacion de la construccion: Notemos que AOT P ~ AOPT, ya que son
triangulos rectangulos y tienen en comun al angulo <O. Entonces 22 = 2L o

OoT =~ OP'
que implica que OP - OP' = oT" = r?, véase Figura .

)/

Figura 3.7

(b) La segunda construccion la haremos con el uso exclusivo del compés.
Trazamos la circunferencia D con centro en Py radio PO. Obtenemos los
puntos Ay B de la interseccion de C con la circunferencia D. Ahora trazaremos
las circunferencias con centro A y radio AO; la otra con centro en B y radio
BO. De la interseccion de estas circunferencias obtenemos P’.

Justificacion: Los triangulos AOAP y AOP'A son isosceles (PO = PAy AO =

- OP 0OA
AP"). Como <AOP es comin, AOAP ~ AOP'A. Por lo tanto Si-op
Asi, OP-OP' = OA” = r?, véase Figura . Este método tiene una desventaja:
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Si P esta muy cerca de O, la circunferencia D es muy pequena y no alcanza a
intersectar a C en los puntos A y B véase [1], Pagina 32-33.

Figura 3.8

Lema 3.1. Sea F una circunferencia en € y O € ext F. Sean | y m dos rectas que
pasan por O tales que | corta a F enT'" y m corta F en los puntos P y (). Entonces
son equivalentes:

(a) I es tangente a F en T.

(b) OP-0Q = OT".

Demostracion.
(a) = (b) En los triangulos AOPT y AOTQ, el angulo <TOP (= <T0OQ) es
comin, y (<OTP)° = («OQT)°, véase Figura [3.9] Por lo tanto, AOPT ~ AOTQ

y, con ello, 2 = 9T Asi, OP - 0Q = o7

Figura 3.9
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(b) = (a) Supongamos que [ intersecta a F en 7'y T”. Sea n una tangente a F
en L, véase Figura[3.10] Por la implicacién (a) = (b), tenemos:

OT-OT' = OL’ = 0P - 0Q,

pero OP - OQ) = OTQ, entonces OT - OT = OT" y con ello, OT" = OT. Como T y

T e OT, T =T Asil toca a F sblo en el punto T" y por lo tanto es tangente a F
en T

[]

Figura 3.10

Proposicién 3.1. Si C es una circunferencia cualquiera en &£, con centro en O y
radio r y si A,B € &, con O, A y B no colineales. Sea A' = . f(A) y B = . %(B),
entonces O, A" y B’ no son colineales y NOAB ~ ANOB'A'.

X

<

Figura 3.11

Demostracion. ] - o
Como A’ = . f(A) y B' = _%(B), entonces OA - OA’ = 1> = OB - OB'.

Por lo tanto:

y <AOB = <A'OB'.
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Por el criterio LAL de semejanza se tiene que AOAB ~ ANOB'A’, véase Figura

BI11
]
Con este resultado podemos calcular la distancia entre las imagenes A" y B’ de
los puntos A y B bajo -

AB  OA 2 1
AB OB OA OB’

2
Por lo tanto, A’B’' = _7’—_@ Establescamos esto como un corolario:
OA-OB

Corolario 3.1. Si C es una circunferencia cualquiera en &£, con centro en O y radio
rysiABe& A= .%(A) yB = . %(B) con O, Ay B no colineales, entonces

I r2 I

AIB/ — :AB

OA-OB

Proposicion 3.2. Sea C una circunferencia con centro en O y radio r. Sea D una
circunferencia que pasa por O y con centro en D. Si A es el punto de interseccion
de OD con D diferente de O, A’ = Lf(A) y l es la recta perpendicular a % que
pasa por A', entonces . J(D — {0}) = 1.

Demostracion.
Sean P € D — {0} y P' = .%(P). Tenemos dos casos:

(a) Si P = A, entonces . £(P) = A’ € I, véase Figura m

Figura 3.12

(b) Si P # A, entonces O, P, A no son colineales y por Proposicion , AOPA ~
ANOA'P" y <OPA es recto, porque OA es diametro de D, véase Figura m
Como <OA’P" =2 «OPA, entonces <OA'P’ es recto y P’ € [, por lo tanto

A(D-{0o})Cl
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Figura 3.13

Ahora tomemos Q € [y Q' = ﬂ@) Si Q = A, entonces ) = ﬁ@) =
(/g(A’) =AeD-{0}. SiQ #A, el AOAQ es un tridangulo rectangulo
con <OA'Q recto. Pero AOQ'A ~ ANOA'(Q, entonces <OQ'A = <OA'Q, luego
<OQ'A es un angulo recto y @' esta en la circunferencia con didmetro OA,
véase Figura @ Esto implica que . %(1) C D —{O} yasil = .%o ( () C
_4(D —{0}). Por lo tanto . (D — {0}) = L.

[]

Figura 3.14

Observar que [ es una recta que no pasa por O pero que es paralela a la tangente
a D que pasa por O.

Corolario 3.2. Sil es una recta que no pasa por O, entonces Lfc(l) €s una circun-
ferencia tangente a la paralela al en O.

Demostracion.

Sea [ una recta que no pasa por O. Desde O bajamos una perpendicular a [ con el
pie en A’ € . Sea A = . Z(A’) y D la circunferencia con diametro OA, véase Figura
. Ya vimos que .%(D — {O}) = L. Por lo tanto . %(l) = D — {O}.

m
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Figura 3.15

El siguiente es un Teorema muy famoso en la historia de la geometria. Estric-
tamente hablando, no es necesario para nuestra teoria, pero presentamos una de-
mostracion muy elegante de él, como una aplicacion de las proposiciones anteriores
acerca de la invercion.

Recordar: Un cuadrilatero convexo es aquél en que sus diagonales se intersectan
y un conciclico es un cuadrilatero cuyos vértices se encuentran en una circunferencia.
Suponemos que A(E esta entre A§ y AZ3

Teorema 3.1 (Ptolomeo). Si un cuadrildtero convexro JABCD es conciclico, en-

tonces AB-CD + AD - BC = AC - BD.

Figura 3.16

Demostracion.

Sea JABC'D un cuadrilatero convexo y cuyos vértices A, B,C, D estdn en una
circunferncia D. Sea C cualquier circunferencia con centro en A. Como % manda a
D en una recta, por lo Proposicion [3.2] se tiene que B/, C’" y D’ son colineales, véase
Figura [3.16] Por la convexidad se tiene B’ C’ % D' entonces B'C’ + C'D’ = B'D'.

Lo que implica AT;,LTCB_C + A*CriTDC_D _ ATg:iTDm~

Si multiplicamos todo por AB*:«+AD, entonces BC - AD+CD-AB = BD - AC.

]
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Proposicion 3.3. Sea C una circunferencia con centro en O y radio r > 0 en un
plano euclidiano € y D una circunferencia que no pasa por O, con centro en D # O
y radio s. Sean A y B los puntos de interseccion de 5% en Dy A = f(A) Yy
B = _%(B). Entonces .f(D) = F, donde F es la circunferencia con didmetro
A'B'.

Demostracion.

Veamos primero J?(D) C F. Demostraremos que para cualquier punto P € D,
J(P) = P € F.Si P € {A, B} entonces, . 4(P) € {4, B’} C F. Supongamos
que P es diferente de A y de B, por tanto lo A, B y P forman un tridngulo rec-
tangulo con <APDB recto. Sea P’ = (fc(P), por Proposicon ANOA'P ~ NOAP,
luego <OA’P" =2 <OPA y <OP'A" =2 9OAP. De igual forma por Proposicon
AOP'B" ~ AOPB, entonces <OB'P' =2 <OPB y <OP'B' = <OBP, véase Figura
BI17

Figura 3.17

Por lo tanto («B'P'A’)° = («OP'A")° — (<OP'B')° = («OAP)° — (<OBP)°,
pero <OAP es un angulo exterior del AAPBy <(OAP)° = (<APB)°+(<ABP)° =
90° + («OBP)° asi, 90° = (<OAP)° — (<OBP)°. Entonces <B'P'A’ es recto y P’
esté en la circunferencia con diametro A’B’ o sea en F. Lo que implica que P’ € F
y por lo tanto .%(D) C F.

Ahora veremos que F C ..%(D). Observemos que F también es una circunferencia
que no pasa por O y que ﬁA’) =Ay LK(B’) = B, por la primera parte de la
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demostracién tenemos que <fc(F) esta contenido en la circunferencia con diametro
AB pero ésta es D, es decir, ..%(F) C (D) aplicando a ambos lados . £

o (A(F)) € (D)

pero A o ((F)) = F entonces F C .%(D). Por lo tanto . %(D) = F.
[

Definicion 3.5. Sea O un punto y k € R,. La dilatacion con centro O y radio k es
la transformacion del plano euclidiano que fija O y mapea a P # O al unico punto
P' en OP tal que OP" = k(OP). La denotaremos como D(0; k).

Observacion 3.6. Sea C una circunferencia con centro en O, radio r y G otra
circunferencia con centro en O y radio s, con s > r. Si . f(P) =Py . JG(P') = P"

se cumple:
2

OP — 1 _
OoP
y 2 2 2
s 2 s
P=_"_="0P=D0O:2)P
O 5P TQO (O,rg)( ),

donde D(O; %) es la dilatacion con centro en O y constante i—z (ver Pdgina|29). Pero
la composicion .o . f = D(O, j—z), entonces S = D(O, 7%) o g, véase Figum
(a).

Figura 3.18

St D es una circunferencia que no pasa por O, entonces ﬂD) = D(0,k) o
J?(D), es también una circunferencia que no pasa por O, véase Figura (b).



72 Inversion

Observacion 3.7. Si D es una circunferencia que no pasa por O pero que intersecta
a C en los puntos P y @), entonces fﬂ)) = , véase Figum

g

Figura 3.19

Observacion 3.8. Sil es una recta que no pasa por O pero intersecta a C en puntos
P y @), entonces Lf(l) es una circunferencia que pasa por O, P y @), véase Figura

[3.20.

Figura 3.20

Proposicion 3.4. (a) Sea D una circunferencia ortogonal a C, entonces ﬁD) =
D.

(b) Si A, B € & —{O}, entonces . J(A) = B si y solo si cualquier circunferencia
D que pasa por A y B es ortogonal a C.

Demostracion.

(a) Véase la Observacion 3.5 (e).

(b) Sean A, B € £ —{0} tales que . £(A) = B. Sea D cualquier circunferencia que
pasa por A y B, asi que OA intersecta a D en dichos puntos. A esta en int C si
y solo si B esta en extC, entonces D intersecta a C en puntos 77 y To. Como
OA-OB=r%= OT12, el radio OT; de C es tangente a D en T'1. Por lo tanto,
D es ortogonal a C, véase Figura |3.21]
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Figura 3.21

Inversamente, supongamos que D es ortogonal a C. Entonces si T" es uno de
los puntos de interseccion de D y C, entonces W es tangente a D en T'. Por el
Lema@ OA.-OB =0T =12

T

D)

D

Figura 3.22

Por lo tanto OB = 5:2 y con ello B = . f(A), véase Figura [3.22]

]

Observacion 3.9. Si ly y Iy son dos rectas distintas, concurentes en un punto A,
pero no perpendiculares, existen rayos 1@ enly y AC en ly tal que <BAC es agudo.
Denotaremos por <(ly,1y) a <BAC.

Lema 3.2. Si C, es una curva, P € Cy, C] = JCW(CH), P = </€(P), t, es la
tangente a Cy en P, sy es la tangente a C] en P, y si 0 = [<(OP,t1)]°, entonces

0 = [<(OP, s1)]°.

Demostracion.

Sea @ € C; — {P}, a = %, Q = <fc(Q), entonces t; es la posicion del limi-
te de las rectas «, cuando @) tiende a P y sy es la posicion del limite de la rectas
— _

P'Q)’, cuando @' tiende a P'. Luego 6 = (<(ﬁ,t1))° = h’mQﬁp(<I(O<—}>’, a))° =
limg_, p(<OPQ)°.
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Figura 3.23

Pero como AOPQ ~ AOP'Q’, entonces (<OPQ)° = (<OQ'P')° = (<Z(<]_3’—C§>', <O—Q>'))°,
véase Figuror lo tanto 6§ = limg_,p(<OPQ)° = <11'39_,})/(<IOQ’P’)° =
limeg— pr <<(P’ Q ). Y la posicion del limite de las rectas OQ)', cuando @' tiende
a P’ es igual a OP'. Por lo tanto, 6 = (<((sq, W))"

]

Corolario 3.3. Sean C; y Cy dos curvas que se intersectan en un punto P y sean
C, = J(C), Cy = F(Cy) y P = _F(P). Entonces Cy y Cy se intersectan en P'.
Supongamos que las tangentes t; y ty a Cy y Cy en P forman un dngulo 6 y sean las
tangentes sy y s a Cy y CYy en P'. Se cumple que | <(s1, s2) |= 0, véase Figura 3.2/}

Figura 3.24

Demostracion.

Por Lematenemos (@(PP,1))° = (a(PP,51))° y (<(PP1,))° = («(PP, 55))°,
pero P<—>P’ es secante comun a las curvas en los puntos Py P’, ademés el angulo entre
dos curvas es la suma algebraica de los angulos que forman con la secante comun,
por lo tanto (<t(t1,%2))° = (<(s1,52))°.

O

Observacion 3.10. Sil es una recta, R; también conserva dngulos en magnitud.

Corolario 3.4. La simetria respecto a un circulo o a una recta conserva dangulos.



75

Demostracion.
Por el Corolario|3.3|se conservan los angulos respecto a un circulo y la Proposicion
muestra que también se conservan angulos respescto a una recta.

O
En particular manda circulos o rectas ortogonales, en circulos o rectas ortogonales.

Observacion 3.11. Si C es una circunferencia en el plano euclidiano £, y O es su
centro, entonces, para cualquier P € £E—{0}, si P’ = Lf(P), entonces OP' = L= . Si

P se acerca mds y mds a O, entonces OP' se aleja de O de modo que ;ﬁ% OP' = .
—

M

Il

Conviene anadir a £ un punto especial, el punto al infinito, que denotaremos por
o0 y extender la definicion de .. en € U {oo}, como:

HEU{oo} — EU {0}

es tal que j‘gu{w}: %, 1a que definimos; v Lf(O) = 00, {/g(oo) = (0. También,
las rectas son circunferencias que pasan por co. Esta nomenclatura nos permite sim-
plificar el siguiente principio que es muy importante:

Principio de Simetria Supongamos que C es una circunferencia con centro en O
(o bien una recta). Sean D una circunferencia (o una recta), A y B dos puntos
simétricos respecto a D. Si la simetria respecto a C manda D a D', A a A’, B a B/,
entonces A" y B’ son simétricos respecto a D'.

Demostracion.

Cuando D es circunferencia. Sean « y [ circuferencias que pasan por A y por
B. Como A y B son simétricos respecto a D, a y 3 son ortogonales a D. Dado que
la simetria respecto a C manda oy  a o y [/, respectivamente, entonces, por el
Corolario anterior, o y ' son ortogonales a D'. Como A" y B’ estan en o/ y 3,
entonces A" y B’ son simétricos respecto a D', véase Figura |[3.25| En particular, si
D es circunferencia, entonces . %(A) = % (. %(B)). Si D = .%(c0), D es centro
de De . 4(D) = . %(. %()) = H(0). En otras palabras el centro de D no va a

dar, bajo %, en el centro de su imagen D', sino que va a dar el inverso de O bajo .

Cuando D es una recta el argumento es similar, puesto que, si Ay B son simétricos
respecto a D, entonces cualesquiera dos circunferencias que pasen por A y B son
ortogonales. Por lo tanto A" y B’ son simétricos.

m
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Figura 3.25
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3.1. Inversion en R?

Definicion 3.6. Sea A una esfera con centro en Q) y radio r. La itnversion respecto
a A es la funcion:
S B—{Q} — R —{Q}
P = P

es tal que P’ € Q? y OP' = == (véase Figura|3.26]).

=
QP

__-\_\_\_\_\_\_\_‘_“‘——__

Figura 3.26

Para las siguientes observaciones supongamos que si Il es un plano que pasa por
Q y C es la circunferencia de intersecciéon de I y A, entonces II es un plano euclidiano
y o - {Q} — I —{Q}, estal que = {/6|H: véase Figura |3.27|

Figura 3.27

Observacion 3.12. Bajo la inversion en una esfera centrada en QQ, un plano ¥ tal
que no contiene a Q) es transfomado en una esfera que contiene a Q y cuyo plano
tangente en @ es paralelo a X, véase Figura [3.28. Inversamente, una esfera que

contiene a QQ se transforma en un plano que no pasa por (Q y que es paralelo al plano
tangente de esa esfera en ().
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Figura 3.28

Observacion 3.13. Bajo la inversion de una esfera con centro en @, la imagen de
una esfera que no contiene a () es otra esfera que no contiene a QQ, véase Figura
5.29.

Figura 3.29

Observacion 3.14. Bajo la inversion en una esfera A con centro en ), la imagen
de un circulo C en R® que no pasa por Q) es otro circulo que no pasa por ), véase
Figura [3.30. Si C pasa por Q y su imagen bajo la inversion en una esfera A con

Figura 3.30

centro en @), es una recta que pasa por QQ, paralela a la tangente de C en @, véase

Figura[3.31.
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Figura 3.31

Observacion 3.15. Bajo inversion, una esfera A se transforma en si misma.

Observacion 3.16. Si A; y Ay son esferas que se intersectan, C; y Cy son sus
intersecciones con un plano I que pasa por los centros de las esferas. Ay y Ay son
ortogonales si y solo si Cy y Cy son ortogonales, véase Figura[3.33

Figura 3.32

De las Observaciones [3.15 y [3.16] obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.5. Si A y B son inversos respecto a una esfera A y « es otra esfera
que pasa por A y B, entonces a es ortogonal a A.
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Capitulo 4

Modelos de la geometria hiperboélica

Hemos mencionado anteriormente que la Geometria Hiperbolica Plana (GHP)
consta de los mismos términos y relaciones indefinidas y los axiomas de GNP; més la
Propiedad Hiperboélica de las Paralelas. En este capitulo estudiaremos dos maneras
de interpretar GHP, es decir, el modelo de Klein (M) por el mateméatico Felix Klein
(1849-1925) y el modelo de Ponicaré por el matematico Henri Poincaré (1854-1912),
véase las referencias [3], [4] vy [5].

4.1. Modelo de Klein My

Sea £ un plano euclidiano cualquiera y sea  un circunferencia cualquiera en £ con
centro en O y radio r. Los puntos del interior de 7 son los puntos de M, definidos
de la siguiente manera:

Definicion 4.1. Tlx es el conjunto de todos los puntos del interior de vy, es decir:
g ={Pc&|OP<r}.

Observacion 4.1. Si A y B son puntos distintos en 7y, entonces existe una unica
recta l en £ que pasa por A y B. Consideraremos de la recta l, la cuerda abierta AB
que estd en el interior de vy y la denotaremos por A)(B. Es decir, A)(B =l Nint~,

véase Figura[4.]]

Definicion 4.2. Ak es el conjunto de rectas de My, definido como:

Ak ={A)(B: Ay B son puntos distintos en ~}.

81
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Figura 4.1

Definicion 4.3. Sim = A)(B € Ag, a A y B se les llaman puntos ideales de m.

Definicion 4.4. Sea Zx la incidencia en la interpretacion de Klein como la eucli-

diana o sea, si P € llg yl € Ak, entonces PLkl si y solo si PIgjﬁg, donde Z¢ es
la incidencia en el plano euclididano £

Definicion 4.5. xx es la relacion de orden entre ternas de puntos: si A, B, C' € Ik,
entonces

Axg Bxpg C = Axeg Bxe C,

donde *g es la relacion de orden en el plano euclidiano £.

Por como esté definida Ty es facil corroborar que (Ilx, Ak, Zx) cumple los axio-
mas de incidencia de la geometria neutral, o sea:

I1) Para todo P,@Q € Il con P # (@, existe una tunica recta A)(B € Ag tal que
PZiA)(B. Sean P, () € Il tales que P # ). A y B los puntos de interseccion

de ¢ coninty (A y B existen pues en £ se cumple el axioma de Dedekind).
Sea |l =IIx N %5 = A)(B. Por lo tanto QZkl, PTkly l € Ak.

Figura 4.2

La unicidad. Si I’ € Ay, QZg!l" v PZgl’, entonces existiria una recta euclidiana
m tal que m N Ilx = I', lo que implica QZgm y PZxm, entonces %5 =my
por lo tanto I’ = mNIlg = N1l = [, véase Figura .
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I2) Para todo A)(B =1 € Ak, existe P,Q € Ik tal que P # Q y PZxl y QZkl.
Sea | = A)(B € Ak, entonces A # B en £ y en la recta euclidiana AB¢ se
tienen puntos R, S'y T tales que R*g Axe B, Axg Sxe By Axg Bx¢ T, véase
Figura. Pero como S # B en ABg, existen por lo menos un punto U tal
que S x¢ U ¢ B, por lo tanto S, U € llx y S, U G/@gﬂHK:A)(B:l.

Figura 4.3

I3) Existe 3 puntos en IIx no colineales. Basta tomar una recta euclidiana m que
no pase por O pero que si intersecte al int~y entonces m NIl = A)(B. Sean
P, Q € A)(B por lo tanto O, P y @ no son colineales, véase Figura 4.4l

Figura 4.4

Asi (Ilg, Ak, Zk) es un modelo de la geometria de incidencia plana (G.I.P).

Relaciéon de Orden.
Vamos a ver que (Ilx, Ak, Zk,*xk) es modelo de GIPO (Geometria de Incidencia
Plana con el Orden).
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O1) Paratodo A, B,C € llx y A*x Bxg C si, y solo si A, B,C son k-colineales y
distintos.

En efecto, A*xyg B *xg C = Axg Bxg C
= A, B, C son distintos y £-colineales
= A, B, C son distintos y existe una £-recta m tal
que AZem N BZem N CZgm
= existe una E-recta m tal que A, B,C € m NIlg € Ag
y son distintos
= A, B,C son K-colineales y distintos.

02) Para todo A, B € Ik, si A # B, entonces existe C, D, E € Ik tal que

Sean A, B € Il y supongamos que A # B. Entonces sean P y () los puntos
ideales de ABf, con P mas cerca de A que de B y () mas cerca de B que de

A, o sea @K = P)(Q. En 1@5 existen E-puntos C, D y F, tales que C estéa
entre Ay P, D entre Ay By FE entre By (). Pero estos puntos estan en Il
y cumplen C xx Axx BANAxg Dxg BN Axig Bxyg E.

03) Para cualesquiera A, B,C € llg, si A, B, C son K-colineales y distintos, enton-
ces

Axpg Bxg CV Axg Cxg BV Bxg Axg C.

Sean A, B,C € Ilg. Si A, B,C son k-colineales y distintos, entonces A, B, C'
E-colineales y distintos, asi que

A*gB*gC\/A*gC*gB\/B*gA*gC.

Por ello:
A*KB*KC\/A*KC*KB\/B*KA*KC

04) Sile Ak, A,B,C e€llg y A, B,C no K-inciden con [, se tiene:

(a) Si Ay B estan en el mismo lado de [ y B y C estan en el mismo lado de [,
entonces A y C estan en el mismo lado de [.
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(b) Si Ay B estan de lados opuestos de [ y B y C estan de lados opuestos de [,
entonces A y C' estan en el mismo lado de . Notar que el K-semiplano Sk (I, A)
(determinado por [ y A) es la interseccion de E-semiplano Sg(m, A) con Ik,
donde m es la recta euclidiana tal que [ = m N Ilk.

Justificacion:

(a) Ay B estan del mismo lado de [, entonces B € Sk (I, A) C Sg(m, A), asi que
Ay B estan del mismo lado de m en &, véase Figura[d.5] Analogamente, si B
y C estan del mismo lado de [, entonces B y C' estan del mismo lado de m en
&. Como se cumple O4 en &€ entonces A y C' estan del mismo lado de m en £.

Figura 4.5

(b) Finalmente C' € Sg(m, A) N1l = Sk (I, A), entonces A y C estan del mismo
lado de {.

Ya hemos corroborado que Mg = (g, Ax,Zk,*x) es un modelo de GIPO.
Para convertirlo en un modelo de GN, debemos crear en My interpretaciones de las
relaciones indefinidas de congruencia de segmentos y de congruencia de angulos y
mostrar que, junto con las relaciones Zx y Og, satisfacen todos los axiomas de GN.
Para ello sera conveniente que construyamos otro modelo de GIPO, el modelo de
Poincaré Mp,, que resultaré isomorfo, como modelo de GIPO, a M. En Mp,, sera
mucho mas facil definir las relaciones de congruencia que luego, con isomorfismos,
pasaremos a M. Finalmente se verificara que ambos son modelos isomorfos de GN.

4.2. Modelo de Poincaré Mp,

Sea £ un plano euclidiano cualquiera y sea 7 una circunferencia cualquiera en £
con centro en O y radio r.
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Definiciéon 4.6. I1; es el conjunto de todos los puntos del interior de vy, es decir:

Definicion 4.7. (a) A} es el conjunto de los didmetros abiertos de vy, es decir las

intersecciones de E-rectas con Iy y que pasan por O, véase Figura[f.0. A los
elementos de A,p los llamaremos P;-rectas del primer tipo.

Figura 4.6

1" . . . . .
(b) Ay es el conjunto de intersecciones de E-circunferencias ortogonales a v con

II;, véase Figura . A los elementos de A} les llamaremos Pi-rectas del se-
gundo tipo.

P, — rectas del segundo tipo

Figura 4.7

¢c) Ay = A, UA". A los elemento de A, les llamaremos P;-rectas.
(c) 1 1

Definicion 4.8. Sean P € 11, yl € Aq. Sil es del primer tipo de A1, entonces existe

una E-recta m que pasa por O y tal que | = m NIy, véase Fz'gum (a). Asi que
definimos la insidencia I; como:

PI,l & PIcsm.

Sil € A] (segundo tipo), entonces existe una E-circunferencia § que es ortogonal
avyyl=:0NIl, véase Figura (b). Asi que definimos la incidencia I; como:

PI,l & P €.
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Figura 4.8

Lema 4.1. Si § es una circunferencia en &£, ortogonal a vy, entonces O estd en el
exterior de §. (Este lema ya se usd en la observacion 5 (e), de la Pdgina[63).

Ahora veamos que (II;, A1,Z;1) es un modelo de GIP.

I1) Si A,B €1I; y con A # B, entonces existe una tunica recta [ € Ay tal que AZ;l

Caso 1) Si O, Ay B son E-colineales y distintos. Sea m la E-recta que pasa por
O, Ay B, yseal =mnIl;. Entonces OZ;l, AZ,l, BZ;l y | € Ay, por lo
tanto [ es del primer tipo, véase Figura [4.9] Para demostar la unicidad,
supongamos que I’ € Ay y Ay B Pi-inciden con ['.

Figura 4.9

Como O, Ay B son E-colineales, I’ es del primer tipo. Si I’ fuera del segun-
do tipo, existiria una £-circunferencia ¢ ortogonal a 7 y tal que NIl =1,

véase Figura [4.10) pero A€y B € dy O ¢ § por el Lema 4.1 Asi que
existe una E-recta m’ tal que m'NII; = I'. Entonces m’ es la tnica E-recta
que incide con A y B. Por lo tanto, m' =m y ' =m/ NIy =mnNIl; = 1.
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Caso 2)

Caso 3)

Figura 4.10

Si O, Ay B son E-colineales y sin perdida de generalidad A = O. Sea m
la E-recta que pasa O y B, entonces | = mN1l; € Ay y Oyl y BZyl. Si
I'e Ay y OLl' y BLl', por el Lema[d.1] I es del primer tipo y existe una
E-recta m’ tal que pasa por O y I’ = m/ N1l;, pero entonces m’ pasa por
O,y OZem' y BZgm/. Por lo tantom=m' y ' =m/ N1y =mnNIl; = 1.
O, Ay B no son &-colineales; en particular O # Ay O # B. Sea A’ =
ﬁA). Como O, Ay A’ son E-colineales (pues A’ € 0—121), A" #£ B,y A,
A’y B no son E-colineales, por lo tanto existe una E-circuenferencia § que
pasa por A, A’ y B, véase Figura (a). Como § pasa por Ay A’, son
simetricos respecto a 7, 0 es ortogonal a 7, por Lema (3.1l Por lo tanto
[ := 0 NII; es una P;-recta del segundo tipo tal que AZ;l y BZ;l.

Figura 4.11

La unicidad, supongamos que " € Ay, AZ,;l y BZ;l'. Si I’ fuera del primer tipo,
existiria una E-recta m’ tal que I' = m’ N1l; y m’ pasaria por O, Ay B, por
lo que éstos serian £-coliniales, lo que cotradiria nuestra hipotésis. Si, I es del
segundo tipo, existe una circunferencia ¢’ ortogonal a ~ tal que &' NII; = ',
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12)

I3)

por lo tanto ¢’ seria una circunferencia que pasa por A, A’y B; y § = 0" y por
lo tanto I' = & N1II; = 6 N1IL; = [, véase Figura [1.11] (b).

Sil € Ay, entonces existe A, B € II; con A # B tal que AZyl y BZyl. Sil es del
primer tipo, existe una E-recta m tal que [ = m N 1II;. Sean P y () los puntos
de interseccion de m con 7, véase Figura Entre Py @ (o sea en PQNIIy)
existen por lo menos dos puntos distintos en la £-recta m. Sean A y B dichos
puntos (por el Axioma O2 en &).

Figura 4.12

Por lo tanto A, B € mNIl; =1, ATyl y BZ;l. Sil es del segundo tipo. Entonces
existe una &-circunferencia o ortogonal a v y tal que 6 NIl = [. Sean P y @)
los puntos de interseccién de § y 7. En el £-segmento PQ existen por lo menos
dos puntos distintos Ry S que no son Py @ (o sea Ry S € II;) los E-rayos

(ﬁ? y 0? intersectan a 0 en puntos A, B € II; y son distintos véase Figura m

Figura 4.13

Existen tres Pj-puntos no colineales. Sea A # O, A € II; y m la E-recta que
pasa por O y A; y B € II; que no esta en m, véase Figura [£.14 Por lo que O,
A 'y B no son colineales, entonces la P;-recta jﬁ es del segundo tipo. Asi que
no pasa por O. Por lo tanto A, B y O no son P;-colineales.
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Figura 4.14

Hemos demostrado que Mp, := (I1;, A1, Z;) es un modelo de GIP. A este modelo
se le llama modelo de Poincaré Mp, o modelo de Poincaré del disco. Usando el modelo
de Klein de GIPO, Mg = (Ilg, Ak, Zk, %k ), trataremos de dar un orden en Mp,,
via un isomorfismo de modelos de GIP.

4.3. Isomorfismo

Sean M = (Ing, Arg, Zag) y N = (I, Ay, Zy) dos modelos de GIP.

Definicion 4.9. Un isomorfismo de modelos de GIP entre M y N es una pareja

(f,g) donde:
fi Iy — Iy

g: Ay — Apn.

funciones biyectivas, tales que para todo P € Ilaq y para todo | € Apng, PZaql st,
y sdlo si f(P)Ing(l).

Observacion 4.2. Obtenemos un isomosfismo entre M yN si F: Ty — Iy
una funcion biyectiva tal que F' es colineacion, es decir, para todo A, B, C € Il
son M-colineales si, y sdlo si F(A), F(B) y F(C) son N -colineales.

Demostracion.

F' ya es una funcion biyectiva entre los puntos. Definimos ¢: Ay — Ay
como: si | € Ay, por Axioma I2 existen A, B € Il v A # B tales que AZ\l y
BZl, por lo tanto [ = j@, g(l) :== F(A)F(B)

Comprobaremos que (F,g) es un isomorfismo entre M y N. g esta bien defi-
nida, ya que si A’, B’ € I\, puntos distintos tales que [ = A’B’. Debemos ver
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que F(A’)F(B’; = }T(A)F(Bﬁ, pero B == ﬁ, entonces A’, A, y B son M-
colineales y también lo son B, A, y B. Como F es colineacion F(A’) € F(A)F(B) y
F(B') € F(A)F(B), luego F(A)F(B' = F(A)F(B). Y F~' : Ty — Ty también
es colineacion, porque F es biyectiva y si C' = F(C), A’ = F(A) y B' = F(B)
estan en Ilyr, entonces A’, B’ y C" son N-colineales si, y solo si A, By C' son M-
colineales si, y solo si F~'(A"), F~}(B') y F~'(C") son M-colineales. Asi la funcion
h : Ay — Apq es tal que si ' = j@ € Ay, entonces h(l') = F~1(A)F~Y(B'),
esta bien definida. Pero si [ :\Zg € An, implica que g(I) = F(A)F(B), lue-
go ho(g(l)) = FYAYF(B) = B = [; analogamente para cada I’ € Ay,
go (h(l')) = U'. Por lo que h es la funcion inversa de g, entonces g es biyectiva.

Ademas si P € Iy vy I € Ay, existen A, B € 1l diferentes tales que AZyl y
BZl.

Por lo tanto [ = 1@ & PIMJ@
& P, Ay B son M-colineales.
F(P),F(A)y F(B) son N-colineales.
F(P)IyF(A)F(B
F(P)Zyg(l)
( ,g) es un isomorfismo de modelos de GIP entre M y N.
O

Ahora estableceremos un isomorfismo del modelo de GIP entre Mp, = (I1y, Ay, Z;)
y Mg = (Ilk, Ak, Zk). Para ello necesitamos hablar de la proyeccion estereogréfica.
Llamemos a

ST ={X,)V,Z)eR® : X?+Y?*+7*°=1,-1<X <1, -1<Y <1},

la esfera con centro en O y radio 1, N = (0,0,1) € S&? el polo norte de S? y S =
(0,0,—1) € §% el polo sur de S%. Daremos una asociacién de cada punto en el plano
XY = C con un punto en §2. Sean P = (X,Y,Z) € S — {N} y

—{N} —C

tales que Iy (P) = P, donde P = (z,y) = z + iy € C.

—=2
Visto geometrlcamente P es la interseccion del rayo NP con el plano complejo,
véase figura [4.15, Sea P’ la proyeccion perpendicular del punto P sobre el plano XY,
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{s= (0,0, —1)

Figura 4.15

entonces P’ = (X,Y) = X +4Y. Sea ¥ el plano determinado por el eje Z y el punto
P.En Y estan N, O, P, P' y P, véase la Figura . Asi se tiene ANZP ~ ANOP

y
o1 (¥

P T 1-2

Figura 4.16

. . / .
Por otro lado los vectores unitarios |—1;| y |I;—/| son iguales, entonces

P 1
P = ||P’|| P = 1-7 ZP/ por (¥)

as{ que

sustituyendo P y P, tenemos

e =(2p10z) 0



4.3 Isomorfismo

93

por lo tanto

X Y
(XY, Z) = <ﬁ, ﬁ) :

con Z < 1yaque (X,Y,Z) # Ny IIx(S) = (0,0).

Ahora veamos la inversa. Como P’ = (X,Y), entonces |P'|? = X?+Y?=1- 272,

porque X? +Y? 4 Z? = 1. Por (**) tenemos:

|P|2_ ’PI‘Q B 1_22
Th-zPp T (-2zp
 (1-2)(1+2Z)

(1-2)
1+7

PP=——=.

PP =1—

Despejando Z se tiene:

(1-2)PP?=1+2
P> —|P|*Z=14+Z2
PP =1=Z(P]* +1)
|P?—1
PR+

Luego

P> -1
|P|2+1
PP+ 1-|PP+1
B |P|2 + 1
2

P2+

1-Z=1-

Entonces, por (***)

2z 2y
(X¥) = (1= 20 = (o TP
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Por lo tanto

2y |P]P-1
<\P\2+1 |P]2 41’ |Py2+1)
2y 4yt —1
( +y + 1224+ y2+1 22 4 y? +1>

y II51(0,0) = (0,0, —1) =

Construyamos el isomorfismo entre Mg y Mp,, tenemos:
S?={X,)Y,Z) e R | X2+Y?2+ 22 =1}, 8! = {(z,y) e R | 22 + > =1} y
[ = II; es el interior de S', o sea Il = {(z,y) € R? | 2* + y* < 1}.

Figura 4.17

Sea F: II;, — Ilx tal quesi W = (z,y) € Iy, entonces IIy' (7, y) = W e

S?, luego proyectaremos verticalmente el punto W sobre el plano XY y eso nos origina
otro punto, F'(W) en el interior de S*, véase Figura m Explicitamente, como

M (2, y) = 2z 2y Wz —1
N L+ [WR 1+ [W2 [W2+1

por lo tanto

2z 2y
F =

2W
1+ | W |2

es decir
FW) =

——

Observar que F(W), Wy O son colineales (es mas F'(W) esta en el rayo OW)
y ademés F(O) = O, véase Figura De hecho, se cumple lo siguiente: Si [ es
una Pj-recta que incide con W y con puntos ideales Py @, entonces F(WW) esta
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S P

Figura 4.18

en la K-recta P)(Q, es decir, F manda la Pj-recta en la K-recta P)(Q. jEs una
colineacion! y, por lo tanto, es un isomorfismo de modelos. Para esto tenemos la
siguiente proposicion:

Proposicion 4.1. F es colineacion.

Demostracion.

Supongamos que A, B, D € I1; y son P;-colineales. Sin pérdidad de generalidad A,
B y D son puntos distintos, si dos de ellos coinciden sus imagenes también coincidiran
y {F(A), F(B), F(D)} seria un conjunto de a lo més dos puntos que, por Axioma

12, serian colineales. Sea | = AB y supongamos que DZ;l.

(a) Si [ es del primer tipo, entonces [ pasa por O. Notar que O, Ay F(A) son
E-colineales, O, B, F(B) son &-colineales y O, D, F (D) son &-colineales. Por
hipotesis O, A y B son & -colineales, asi que O, F(A), F(B) y F(D) son &-
colineales. Por lo tanto F(A), F(B) y F(D) estan en [, es decir, F(A), F(B)
y F(D) son P;-colineales.

(b) Sil es del segundo tipo, existe una E-circunferencia ¢ ortogonal a St y tal que
dNint St = I. Sean C el centro de § y P y @ los puntos de interseccion de &
y 8. Entonces P y () estan en la interseccion de S! con la circunferencia que
tiene a OC como diametro, véase Figura . Si C' = (C4,Cy), la ecuacion de

tal circunferencia se escribe como:

c\? C\? () ()
(“7) +(y‘7) “\2) "%
Esto es,
C1\° A\’ O\ [\
2 -1 2 et — -1 et .
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reescribiendo obtenemos:
22— Cix+y? — Coy = 0.
O equivalentemente
2® +y* = Ciz + Cyy.

Pero la interseccién de esta circunferencia con S* satisfacen también 2% +y? = 1,
por lo que tenemos Cix + Cyy = 1. Esta ecuacion es de una rectay Py @ la
satisfacen, por lo tanto es la ecuacion de la recta % en R2.

Figura 4.19

Hallemos la ecuacién de d: su radio es C'P, pero CP =CO -0P =C0O" —1
y CO’ = C? + C2. Por lo tanto P’ = C? 4 C% — 1y asi la ecuacion de § es:
(z—C)?+(y—C)?=Ci +CF — 1.

Simplificando
1? =220, + O+ —2yCr + O3 = C? 4+ CF — 1
2® —2xC) +y* — 2yCy = —1 (*)

Sea A = (ay,a9) € [. Por lo tanto A € §. Entonces (aq, az) satisface (*), por lo
que a% + a% + 1 = 2C1a1 4+ 2Csas, luego:

2@1 2&2
F(A)=F =
(4) = Fla, a0) (1+a§+ag’1+a§+ag)

. 2&1 2@2

n (201&1 + 202@2, 201@1 + 2020,2)

- ai )
n C’lal + 02012’ C’lal + CQCLQ .
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Figura 4.20

Pero la ecuacion m era Cix 4+ Coy = 1, asi que

aq as Cha; + Caas
Ci|=———— C = =1
! <C’1a1 + CQCLQ) +02 (C’lal + CQCLQ) Cl(ll + CQ(IQ

Por lo tanto F'(A) satisface la ecuacion de ﬁ), lo cual implica que F(A) €

m N %, véase Figura M En particular F'(A) € % Con esto se tiene
F(A) e P)(Qy D, A, B son P, colineales entonces:

DILAB = D €5 Nint S

= F(D) € P)(Q = F(A)F(Bﬁ.

De hecho esto caracteriza la funcién F'.

Ahora definamos la relacion de orden en Mpy = (113, Ay, I1).

Definicion 4.10. Si A, B y C tres puntos en Iy, entonces Ax; B 1 C' < F(A) g
F(B) xx F(C), donde F : 11} — Ili es el isomorfismo de modelos de GIP entre
]\4]31 Yy MK

Veamos que 111, Aq, 11, *; es un modelo de GIPO.
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o1
) Axy Bx C < F(A)xg F(B) xx F(C)
& F(A),F(B) y F(C) son K-colineales, distintos y
F(C)*x F(B) *x F(A)
< A, By C Pj-colineales, distintos y
C %, B %1 A.

02) Supongamos que A # B son P;-puntos, por lo tanto

F(A) # F(B) = Existen C,D,E €Ilg : Cxx F(A) g F(B)
NF(A) % D F(B) N F(A) xx F(B) xx E
= FYC),F (D), F (E)el; A\F*(C)* A B
ANAx; F7Y(D)* F(B)ANAx Bx F'(E).

03) Supongamos que A, By C' € II;, son Pj-colineales y distintos.

= F(A),F(B)y F(C) € llg, son K;-colineales y distintos
= F(A) xx F(B) xx F(C)V F(B) xx F(A) xx F(B) V F(A) xx f(C) *x F(B)
:>A*lB*lC\/B*lA*lc\/A*lC*lB.

Observacion 4.3. A la proposicion “P no Pi-incide con 1”7 lo denotaremos A 41,
de igual manera para “Q) no K-incide con l” lo denotamos A Lkl.

O4) Seanl € Ay y A, B,C €115 tales que A Z,l, B I1l, C Il entonces F(l) € Ak
y F(A),F(B),F(C) € Il son tales que F(A) /IxF(l), F(B) /IxF(l) y
F(C) ZkF(l). Por demostrar:

(a) Ay B estan del mismo lado de [, B y C estan del mismo lado de [, entonces
Ay C estan del mismo lado de (.

(b) Ay B estan de lados opuestos de [, By C estan de lados opuestos de [, entonces
Ay C estan del mismo lado de [.

Para este axioma, necesitamos las siguientes observaciones:
Observacion 4.4. Sean (AB); = {P €I, : Ax, P+x; B}U{A,B} y (CD)r ={Q €

g : DxgQxx CU{C, D}. Entonces R € (AB); si, y solo si F(R) € ((F(A)F(B))k
y F((AB)) = (F(A)F(B))x-
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Observacion 4.5. Dados | € Ay, A,B € 1I; — {l}. A y B estdn del mismo lado
de 1 si, y solo si no ezisten Pj-puntos en (AB)y que Pi-incidan con l si, y sélo si
no existen K-puntos en (F(A)F(B))x que K-incidan con F(l) si, y solo si F(A) y
F(B) estan del mismo lado de F(l) en M.

Figura 4.21

Regrasando a O4:

(a) F(A)y F(B) estan del mismo lado de F(l) y F'(B), F(C) estan del mismo lado
de F(l). Asi que F(A) y F(C) estan del mismo lado de F'(1), por lo tanto A y
C estan del mismo lado de [, véase Figura [4.21]

(b) Si F(A) y F(B) estan en lados opuestos de F'(I), es decir, hay un punto en
(F(A)F(B))x que K-incide con F(I). F(B) y F(C) estan de lados opuestos
de [, lo que implica F(A) y F(C) estan del mismo lado de F'(I). Por lo tanto
Ay C estan del mismo lado de (.

Hemos visto que Mp, = (I1;, Ay,Z;, %1) es un modelo de GIPO, por la manera en

que definimos *1, es claro que F' : II; — Ilx es ahora un isomorfismo de modelos
de GIPO.

4.4. Definiciéon de dngulo en Mp,

Definicion 4.11. Sea <ABC un P;-dngulo. La Pi-medida en grados de <ABC' es
la medida en grados del dngulo euclidiano formado por los rayos euclidianos que
emanan de B y que son tangentes en B euclidianamente con la misma direccion que

los Py-rayos BA y B?, véase Figura . A la medida en grados del Py-dngulo se
le denotard por (<ABC)S.
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Figura 4.22

Definicion 4.12. Si <ABC y <DFEF son P;-dngulos, entonces <ABC =2 <DEF
si, y solo si (XABC); = («DEF);.

Proposicion 4.2. La congruencia de Py-dngulos (=1) es una relacion de equivalen-
cia.

Demostracion.

(a) <ABC = <ABC & (<ABC); = (<ABC)S y esta afirmacion es, evidente-
mente, verdadera.

(b) <ABC =, <DEF = (<ABC); = (<DEF);
= («DEF); = («ABC)3
= <DFEF =, <ABC.

(c) <ABC =, <DEF N<DEF =, <GHI = (<ABC)} = («DEF)S
NDEF)] = (<GHI)S
= (€ABC)S = («GHI)S
= <ABC = «GHI.

Ahora presentaremos una construccion auxiliar.

Dados una circunferencia v una cuerda euclidiana [ de . Construir una circun-
ferencia ortogonal a v y tangente a [ en un punto dado P € I.

Solucion:
Sean P’ el inverso de P respecto a vy m la mediatriz de PP’. Seant 1L len Py C
la interseccion de m y t. Entonces si d es la circunferencia con centro en C' y radio
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CP, § es ortogonal a 7 (porque pasa por Py P') y es tangente a [ en P (por te-
ner su centro en t), véase Figura(4.23| Sil es el didmetro de v, entonces § es igual a m.

m

Figura 4.23

Estamos listos de para demostrar C4) en Mp,. Recordar el Axioma C4 de GNP:

Dado cualquier angulo <BAC' y dado cualquier rayo A’B’, entonces hay un tnico
rayo A’C" sobre un lado de la recta A’B’ tal que <B’A'C" =2 <BAC.

Figura 4.24

Demostracion. . N .
Sean <ABC un Pl—éngu_lg, ﬁ un P-rayoy BA', BC'y DE’ los rayos euclidianos
tangentes a los Pj-rayos BA, BC'y DFE en la misma direccién que estos P;-rayos,

respectivamente. Asi ¥’ es el Pj-semiplano determinado por la Pj-recta y el punto
£’y ¥ el otro plano determinado por la P-recta y que no este E’. Entonces dados
el E-angulo <A'BC" y el E-rayo DE’ en Y/, por C4 aplicado en £ existe un tnico



102 Modelos de la geometria hiperbélica

—
E-rayo DI tal que <F'DE’ =2¢ <A’BC’. Por la construcciéon auxiliar, existe § una
circunferencia ortogonal a v y que es tangente a la E-recta DF’ en D, véase Figura

4.24] Escogemos el Pj-rayo ﬁ contenido en ¢ en la misma direccién que DF” (o sea
el contenido en X)), entonces (XEDF)] = (<F'DE")z = (<A'BC")z = (<ABC)S,
por lo tanto <EDF =, <ABC.

]

4.5. Definiciéon de angulo en My

Definicion 4.13. (a) La medida en grados de K-dngulo <ABC' es la medida en
grados del Pi-dngulo <F~1(A)F~Y(B)F~YC) donde F : I, — Tl es el
isomorfismo de GIPO entre Mp, y My, véase Figura[{.25 Al K-dngulo <ABC
se denotard como (XABC)S.

)
,}é'

Figura 4.25

(b) Los K -dngulos <ABC' y <A'B'C" son K -congruentes si (XABC)% = (<A'B'C")S.

Con esta definiciéon es claro que Mg cumple los axiomas C4 y C5. Recordemos
que si C es una circunferencia euclidiana y si P y () son dos puntos de ellas, entonces
el polo de la £-cuerda P(Q), respecto a C, es la interseccion de las tangentes a C en
los puntos Py @. Lo denotaremos por P(PQ,C).

Proposicion 4.3. Si vy una E-circunferencia, P,Q € v y D = P(PQ,~). Entonces
la circunferencia §, con centro en D y radio DP, es ortogonal a v, véase Figura|/.26,
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o
<

P

Figura 4.26

Regresemos al modelo M.

o~

Proposicion 4.4. Sean | = P)(Q y

perpendiculares si, y solo si la E-recta P

"= P Q" dos K-rectas. | y 1" son K-
" pasa por D = P(PQ,~).

!

/

O

Demostracion. PN

Supongamos que P'()’ pasa por D. Sea B el K-punto de la interseccion de I’ y
[, 6 la E-circunferencia ortogonal a v y con centro D y € la E-circunferencia ortogo-
nal a v con centro D' = P(P'Q',~) y radio D'P’ . Entonces F~(I) = d Ninty y
F~Y(I") = e Nint . Demostraremos que: F~1(I) y F~1(I') son Pj-perpendiculares, es
decir, que ¢ y € son ortogonales. d es ortogonal a vy D@’ corta a 7 en los puntos )’

y P’ por lo tanto QK(Q’ ) = P'. Como € pasa por estos dos puntos inversos respecto
a d, € es ortogonal a 0, véase Figura [£.27]

Ahora, supongamos que [ y I’ son K-perpendiculares, entonces F~(]) y_F_l(l’ )
son Pj-perpendiculares, en particular d y € son ortogonales. Por lo tanto P(Q) pasa
por el polo de P'Q)". Asi, e y v son ortogonales a § y por ende se intersectan en puntos
inversos respecto a 4, es decir, Q,f(P’ ) = @'. Por lo tanto @)’ esta DHP’ y con ello <Pl_¢f

pasa por D. Analogamente, , pasa por D', véase Figura m
0

Lema 4.2. Dados una circunferencia v en £ con centro en O y un punto Q) en
el interior de v, distinto de O. Existe una circunferncia o ortogonal a vy tal que

(@) =0.

Demostracion.
Sea ) = Lf(Q) Desde Q' trazamos una tangente a v que la tocara en un punto
T. Sea o la circunferencia con centro en )’ y radio Q'7’, véase Figura m Entonces
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Figura 4.27

o es ortogonal a vy Lf(Q’) = 00, es decir, )’ e oo son simétricos respecto a o.
Por el principio de simetria, u{(@’ )e a{(oo) son simeétricos respecto a . Es decir,

(@) =o0.
[

/ D
T

Figura 4.28

4.6. Distancia en Mp,

Definicion 4.14. Sea v una circunferencia en el plano euclidiano €. Sean A, B
puntos distintos en el interior de v y P, @ los puntos ideales de la Pi-recta AB,

véase Figura[4.29. Entonces:
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(a) La razon cruzada (AB, PQ) esta dada por:

E N R
(AB,PQ) = LB — AP Q:B,
9 PB AQ

donde AP, PB, AQ y QB son las longitudes euclidianas de los £-segmentos
AP, PB, AQ y B, respectivamente.

Figura 4.29

(b) La longitud del P;-segmento AB en el modelo de Mp, es di(AB) =| log(AB, PQ) |,
donde:
log . R+ — R
r = e

es la funcion logaritmo natural usual.

Observacion 4.6. Como AB, PB, AQ) y QB son reales positivos, (AB, PQ) >0 y
se puede aplicar el logaritmo natural.

Observacion 4.7. di(AB) no depende del orden en que se tomen P y Q.
En efecto:

_AP Q5
_4AQ PB
1
~ (4B,PQ)
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Por lo tanto,

1
(AB, PQ)
= logl — log(AB, PQ)
= —log(AB, PQ),

log(AB,QP) = log

ast que
| log(AB,QP) | = | log(AB, PQ) | .

Observacion 4.8. di(AB) = d;(BA). En efecto:

AP 0B
(AB,PQ)—ﬁ'E
5P A

1
" (AB,PQ)

Por lo tanto,
log(BA, PQ) = —log(AB, PQ),
ast que
di(BA) =|log(BA, PQ) | = | log(BA, PQ) |= d1(AB).
Observacion 4.9. Si A = B, entonces di(AB) = 0.

A=B= (AB,PQ) =1
= log(AB, PQ) =0
= di(AB) =0

Observacion 4.10. Reciprocamente, d;(AB) = 0, entonces A = B.

d1(AB) =0 = | log(AB, PQ) |=0
= log(AB, PQ) =0
= (AB, PQ) = 1.
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Falta demostar que A = B. Supongamos que A # B y sean P y @ los puntos
ideales de (AB)1; si estda P mdas cerca de A que de B. Entonces

- __ AP
AP<PB=—<1 (1)
PB

A0
AP @B
(U?J(Q)iﬁ'ﬁ<1y

lo que implica que (AB, PQ) < 1, que es una contradiccion, por lo tanto A = B.

Definicion 4.15. Sean AB y CD dos Pi-segmentos. Diremos que AB y C'D son
Py -congruentes si di(AB) = di(CD). La proposicion AB y CD son P;-congruentes
se denoratda AB =, C'D.

Lema 4.3. Si Ax; C x; B, entonces di(AB) = d,(AC) + d,(CB).

Demostracion.
Si Ax; C % B, asi que A, C'y B son Pj-colinelaes y distintos. Sean Py () los

puntos ideales de IAB)l, donde P esta mas cerca de B que de A, véase Figura 4.30,

Entonces:

_AP Q0
(AC, PQ) = 0 10 > 1= log(AC, PQ) >0
= di(AC) = log(AC, PQ).
y
_CP QB
(CB, PQ) = 75 O > 1= log(BC, PQ) >0

= d1(CB) = log(CB, PQ).
Por otra parte:
di(AC) + di(CB) = log(AC, PQ) + log(CB, PQ)
= log(AC, PQ)(CB, PQ)
— log (AP . QC . CP _ QB)
PC AQ PB CQ

o (2292

PB
— d,(AB).

(| O
@HU:J
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Q

Figura 4.30

[]

Vamos a comprobar que esta relacion de congruencia de segmento en Mp, cumple

C2y C3.

C2) = es relacion de equivalencia.

(a) Para todo Pj-segmento AB se cumple que AB =, AB.
En efecto, ya que di(AB) = d;(AB).
(b) AB =, CD, entonces CD =, AB.
Tenemos que di(AB) = d;(CD), lo que es igual a d;(CD) = d;(AB).
(¢) AB=, CD y CD %4 EF, entonces AB =, EF.
Se cumple que di(AB) = di(CD) y di(CD) = d,(EF), asi que d1(AB) =
d\(EF).

C3) Si Ax; Bx,C, A'x; B'x,C', AB =, A’B'y BC =, B'C’, entonces AC =; A'C".
Por el Lema [4.3] si A%, B*; C' se cumple di(AC) = di(AB) + di(BC) y si
A% B % C', ast que dy (A'C") = d(A'B')+d(B'C"), donde di(AB) = d,(A'B’)
y di(B'C") = dy(BC). Por lo tanto di(AC) = dy(A'C"), es decir, AC =, A'C".

Seguimos suponiendo que £ es un plano euclidiano, v es una circunferencia en &,
con radio r y centro O y II; = int 7.

ed — 1 J r+ OB
ed 41

Lema 4.4. Si B € T, y d = d,(OB), entonces OB = r
donde OB es la longitud euclidiana del £-segmento OB.
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Demostracion.
Sea [ la Pj-recta @ la cual es del primer tipo. Sean P y () los puntos ideales de
[ tales que Q *¢ O x¢ B x¢ P, véase Figura Entonces d =| log(OB, PQ) |. Pero
OP @B OP QB
(OB, PQ) = :-Q:, donde =—>1 vy @B > 1.
PB 0Q PB 0]6)]

Por lo que (OB, PQ) > 1, luego log(OB, PQ) > 0, asi que log(OB, PQ) = d. Por lo

2

Figura 4.31

tantoed:(OB,PQ):z-:B:f-Q_B:Q_B:T+O_B.Entonces:
¢ PB r PB PB r—-O0OB

e(r—OB) =r+ 0B
elr —e’OB=r+ OB

r(e? —1) = OB(1 + &%)
ed —1

OB = )
0 Ted—i-l

]

Corolario 4.1. Sil € Ay, P Iil, Q es el pie de la Py-perpendicular bajada de P al,
a es la medida en radianes del dngulo de paralelismo en Mp, de (P,l) yd = d;(PQ),
entonces e~ = tan(%).

Demostracion.

(a) Suponemos que [ es una recta del primer tipo y que @ = O. Sea ¥ uno de los
puntos ideales de [, entonces el £-tridngulo APOY es un tridngulo rectangulo.
El Pi-rayo PA es la interseccion con int~y y de la E-cicunferencia § que pasa
por P que es tangente a [ en Y. Sea R el punto de interseccion de [ con la
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E-tangente a § en P, luego el E-triangulo ARPY. es isosceles (pues RY y RP
son las longitudes de los segmentos de las tangentes trazadas de R a d) y los
E-angulos <RYP y <RPY son congruentes, véase Figura[£.32] Sea 3 la medida
en grados de cualquiera de estos dos angulos. Entonces o + 23 = 7, porque
el &-triangulo AOPR triangulo rectangulo y <P RO es un angulo exterior de
APRY, por lo tanto 8 =7 — 5.

Figura 4.32

Aplicando el Lema [4.4}
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Como

tan(

>~
|2
SN—
Il
NN

Por (x) se tiene que

d— tan <,

Por lo tanto e~ 5

(b) Ahora supongamos que [ es una recta del segundo tipo.

(7

Figura 4.33

Como ya vimos en Lema [4.2] existe una circunferencia 9, ortogonal a ~, tal
que . 4(Q) = O y también . 4(I) = ', . Z(P) = P’ que estan en la situacion
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del caso (a), véase Figura [4.33] Como la medida en grados (o radianes) de los

angulos es invariante bajo la inversion en circunferencias, si o/ es la medida en
radianes del angulo de paralelismo de (P’, "), entonces o = «’. Asi tendriamos:

/

' «
e =tan —.
2
Para ver que —d’ = —d, bastara con aplicar el siguiente Lema:

Lema 4.5. Sean A y B P;-puntos, | una P;-recta que pasa por A y B, P y Q los
puntos ideales de l. St A, B', P y @' los inversos de A, B, P y Q) respectivamente,
respecto de una circunferencia 6 ortogonal a . Entonces (AB, PQ) = (A'B', P'Q"),

véase Figura[{.5].

Figura 4.34

Demostracion.
AP @B AP @B

La razéon cruzada (AB, PQ) = = y la razon cruzada de
PB AQ AQ PB

AP OF
(AB',P'Q) = . ¢ Como ADAQ ~ ADQ'A’, véase Figura |4.35] se tie-

- PB AQ
DA AQ = DA 7. 244w
ne 24 AQ , entonces AQ = — - A'Q’. Analogamente AP = ——A'P’, luego:
DQ  AQ DQ’ Dp
AP 24 -AP
= -LDF —
AQ yoTel . A/Q/
DQ/ A/Pl

DP ' A/Q/'
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Figura 4.35

_ QB DP B'Q
Lo mismo para =— =

PB DQ BP"

Por lo tanto:

AP AP
(AB,PQ) = =2 = =L = (A'B', P'Q)).
BQ BQ

O

Corolario 4.2. La P;-longitud es invariente bajo la inversion respecto a circunfe-

rencias ortogonales a vy, es decir, si A y B son cualquiera Py-puntos, § es una circun-
ferencia ortogonal a v, y A" = . f(A) y B' := _%(B), entonces d,(AB) = d,(A’'B’).

Demostracion.
Por Lema[l.5|(AB, PQ) = (A'B’, P'Q"), entonces | log(AB, PQ)| = |log(A'B’, P'Q")],
por lo tanto d;(AB) = d;(A'B’).
[l

Lema 4.6. Sea 6 una circunferencia ortogonal a . Entonces:
(a) Ky) =7
(b) A(int~) = int .
(c) Xconserva la Pi-incidencia, el Pi-orden y la P;-congruencia.

Demostracion.
Sea D el centro de § y s el radio de 6.

(a) Se cumple por ser § ortogonal a 7.
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Figura 4.36

—

(b) Sean A € inty, A’ = . %(A). Sean Py Q puntos de interseccion de DA con v

de tal forma que P xg A ¢ Q x¢ D, entonces DA - DA’ = s> = DP - DQ (esta
ultima por ser § y v ortogonales), véase Figura m

1 1
Se tiene: DQ) < DA < DP = > >
DQ DA DP
s? 52 s?

= > >

DQ DA DP
= DP > DA’ > D@
= Pxg A xg Q*¢ D
= A’ € int~.

Asi que . £(int~) C int~y. Ademas inty = .%o (.%(int~)) C . %(int 7). Por lo
tanto . £(int ) = ~.

(c¢) Probaremos primero que X manda P;-rectas en Pj-rectas. Sea [ una P;-recta,
entonces existe una £-recta m o una E-circunferencia m tal que mNinty =1y
m es ortogonal a vy, asi que Lf(m) es o bien una £-recta ortogonal a (fg(y) =7
o bien una £-circunferencia ortogonal a Lg(y) = .
Por lo tanto:

() = AZ(mninty)
= Lg('rn) N Lf(int ’}/)

= .%(m) Nint~y que es una Pj-recta.

Esto demuestra que X concerva la Pj-incidencia. Por el corolario , X conserva
la congruencia de angulos. El corolario 4.2 prueba que A conserva la Pj-congruencia

de segmentos y, con ello el Lema , se demuestra que % conserva el Pj-orden.
m
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Observar que los tres incisos del Lema anterior se cumplen si § es una recta eu-
clidiana que pasa por O y en vez de % tomamos la E-reflexion en la E-recta & : Ry.

Nos falta demostrar que Mp, satisface los axiomas C1 y C6. Para ello, sera ttil
analizar las propiedades de las reflexiones en P;-rectas.

4.7. Reflexiones en Mp,

Observemos que, aunque la definicion de reflexion en una recta la hemos hecho
en planos neutrales (ver Definicion , en Mp, se tiene relaciones de congruencia
de segmentos y de dngulos que nos permitén definir la reflexion en una Pj-recta y
trabajar con las propiedades de esta transformacion, que nos ayudard a culminar la
prueba de que Mp, es de GIPO en un plano neutral. Como veremos a continuacion, la
P,-reflexion en una Pj-recta del primer tipo conincide con la reflexién euclidiana en la
recta euclidiana [ que la contiene, pero restringida a int v, mientras que la P;-reflexion
en una Pj-recta del segundo tipo es la inversion en la circunferencia euclidiana § que
la contiene, pero restringida a int~y. El Lema [£.6] como es de esperarse, sera de
un inestimable valor en todo esto. Veamos las reflexiones en Pj-rectas. Sea [ una
P;-recta.

(a) Supongamos que [ es una Pj-recta del primer tipo, entonces [ esta contenida en
una E-recta lAque pasa por O. Sea A un Pj-punto, si A € [, omplica (R;)1(A) =
A. Supongamos que A no esta en . Sea A" = (R;)g(A). A’ es un Py-punto (pues
int v es simétrico respecto a Ry), comprobaremos que A" = (R;)1(A). Sea M el

punto de interseccion de la Pj-recta AA’ con [.

1. Si Ay A’ son colineales con O.
La Pj-recta AA’ es del primer tipo, entonces M = O y si d = d;1(AO) y

d = d,(A’O) pero,
g T+O0A r+0A 4
r—OA r—OA '
Asi que d = d', por lo tanto tenemos que di(AO) = d;(A'O), ademas

AA’); yace sobre la recta euclidiana AA’, que es E-perpendicular a lA,

porque A" = (Rp)g(A) y iAA’)l es Pi-perpendicular a [, véase Figura|4.37]
<>

Por otro lado A %1 O x; A’, pues en la E-recta AA’ se tiene A x¢ O x¢ A'.

Por lo tanto (R;):(A) = A'.
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0

Figura 4.37

2. Supongamos que A y A’ no son &-colineales con O. Entonces la Pj-recta

AA" es del segundo tipo (y automaticamente A, A" y O tampoco son P;-
colineleales pues ninguna circunferencia ortogonal a v pasa por O). Sea
0 la circunferencia ortogonal a v que contiene a (AA’);. Como A, A" € §
y 1 es mediatriz del &- segmento AA’, entonces T pasa por el centro de
0. En pocas palabras T y ¢ son ortogonales en M y por lo tanto zAA’ )1
es Pj-perpendicular a [. Sean 7 la circunferencia ortogonal a 7 tal que
A(M)=0y {f(ZAA’ )1) = m, donde m es una Pj-recta del primer tipo
y (/?(l) = l pues M y O estéan en [ y son simétricos respecto a ¢, lo que
implica que [ pasa por F = /{( ), veasse Figura . Por lo tanto, m
es perpendicular a 1. Sean A = ﬁA) y A = (/;(A’). En el plano &:

~)

Figura 4.38

EA = FEA, porque FE esta en T que es mediatriz de AA’g. Asi que AEAA
es isosceles y como 1 es mediatriz de AA’ (la base), entonces [ es bisectriz
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de <AEA’. Por lo tanto [ es bisectriz de <AEA’, Ademas, si p es el radio
de n se cumple:

pA=-L - L _pX

Entonces AAEA es isosceles y por lo tanto [ es mediatriz de AN , asi que
OA = O0A". Sid=d(0OA) y d = di(OA), se tiene

ol T+O_fA1 _r+0ﬁ’ _ o
r—O;l\’ r—OAA’

delocual d = d'. Como uf(Oﬁ) = (AM),y ﬂ;l\’O) = (A’M);, entonces
A1 ((AM),) = dy(A0) = dy(A0) = dy ((A'M),).

Conlusion, la reflexion en Pj-rectas del primer tipo coinciden con la reflexion
euclidiana restringida a int v. Mas precisamente: Si [ es una P;-recta del primer
tipo que yace en una recta euclidiana I, entonces (R;); = R; restringida al int .

(b) Supongamos que [ es del segundo tipo. Sean A la circunferencia ortogonal a =y
que contiene a [, L el centro de A y A" = LZ(A) Comprobaremos que A" =
(R;)1(A). Sea M la interseccion de [ con (AA’); y n la circunferencia ortogonal
a v tal que ﬁM) = 0; Ay A’ son simétricos respecto a A. Por lo tanto
A(A) = Ay J(A) = A son simétricos respecto a . £(\) = m. Sea d la &-

Figura 4.39
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circunferencia que contiene a (AA )1,y m = {ﬁé) véase Figura .39l Entonces
A= (Rm)g(g), asi que OA=O0A y m es perpendicular a m en O, por lo tanto
di(0OA) = d,(OA"). Como F(OA) = (MA), y F(OA") = (MA"),, entonces
di(MA) = d,(MA"); y como i es E-perpendicular a m, implica .7 (M) = &

es ortogonal a .f(m) = \. Asi ;AA)I y I son Pj-perpendiculares. Por lo tanto
A= (R))1(A).

Lema 4.7. (a) Si A y B son Py-puntos, existe una composicion de a los mds dos
Py -reflexiones en Py-rectas que manda A en B.

(b) Para cualquiera tres puntos no colineales A, B y B’, existe una composicion de

lo mds tres Py-reflexiones que manda el Py-rayo (AB)y, en el Py-rayo (AB');.
Demostracion.

(a) 1. Si A= 0. Yavimos quesi ¢ es la circunferencia ortogonal a 7 y con centro
en B' := .Z(B), entonces . %4(B) = O, por Lema
2. Si B = O, entonces es analogo a 1.
3. Supongamos que B # O # A, entonces por Lema existen inversio-
nes .4 v .4 en circunferencias ortogonales a v tales que J}A) =0e
af(B) = O. Implica Ho Lf(A) = B. Pero ﬂinm =Ry, A
Por lo tanto Ry o Ri(A) = B.

‘int'y: RQ-

(b) Si A # O. Sea R la Pj-reflexion que manda A a O y sean R(B) = C'y
R(B') = C" y por lo tanto R(A§)1 = (0(3)1 y R(AB"); = (OC");, véase
Figuram Los rayos del primer tipo, OC'y OC" forman un angulo euclidiano

Figura 4.40

<COC, si S es la reflexion euclidiana en la E-bisectriz de <COC’, entonces
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—> o e ; ;
S(0C) = (0C") y RoSo R((AB);) = Ro S((0C);) = R((OC"), = (AB');. Si
A = 0, los Pi-rayos (AB); y (AB’); son del primer tipo y, si S es la reflexion
en la Pj-recta del primer tipo que es la P;-bisectriz (y también la £-bisectriz)

del Pj-angulo <BAB’ (E-dngulo), entonces S((AB)1§ = (AB’);.

]

Veamos que se cumple C1: Dados un segmento AB y un rayo @, existe un
tinico E € @, tal que CF = AB.

Demostracion.

Sea AB un Pj-segmento y C@ un Pj-rayo. Por (a) del Lema , existe una
composicion 7' de a lo méas dos reflexiones en Pj-rectas, tal que T'(A) = C. Si B’ :=
T(B), es claro que T((AB)1) = (CB');. Por (b) del Lema[4.7], existe una composicion
S de a lo mas tres P-reflexiones en Pi-rectas, tal que S((CB');) = (CD);. Si E =
S(B'), entonces S((CB');) = (CE)1, lo que implica S o T((AB);) = (CE); y, como
SoT esla composicion de un namero finito de P;-rectas y cada una de ellas conserva
la Pj-longitud de segmentos, asi que di(AB) = d;(CFE) y, por lo tanto, AB =, CE,
véase Figura |4.41}

]

Figura 4.41

4.8. Rotaciéon en Mp,

En el Capitulo 2 definimos la rotaciéon 7' en un plano neutral, alrededor de un
punto A como la composicion de dos reflexiones en rectas [ y m que inciden en A.
Pero en Mp, la P;-reflexion en una P;-recta del primer tipo coincide con la reflexion
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en &£, asi pues la Pj-rotacion sera la composicion de dos Pj-reflexiones en P;-rectas del
primer tipo que inciden en el centro de O de la circunferencia ~, restringida al int ~y
y conserva la Pj-congruencia, Pj-incidencia y Pj-orden. Observemos que también es
valida la Proposiciéon la cual dice que si [ y m no son perpendiculares pero
inciden en O y d es la medida en grados del angulo agudo que forman las rectas,
entonces T’ rotarda cada punto distinto de O, en un angulo con medida 6§ = 2d,
alrededor de O, véase Figura [£.42] Si [ y m son perpendiculares, R,, o R, es una
media vuelta.

1K
7
VA
Figura 4.42

Ahora probaremos el axioma de congruencia 6 para Mp,.

C6: Supongamos que en la circunferencia v con centro en O, los Pj-tridngulos
N ABC y NA'B'C’, son tales que AB =y A'B', AC =2, A'C" y <BAC =, B'A'C".
Entonces AlABC gl AlA,B,C/.

Demostracion.

Por Lema[4.2) podemos llevar un punto cualquiera al punto O mediante una inver-
sion. Sean pues 0 y ¢’ circunferencias ortogonales a 7 tal que (,K(A) =0y .4 (A) =
O, ast mismo . %(B) = B, .4(C) = C, .4(B) = B, A(C) = C’. Como la in-
version no cambia la longitud hiperbolica, entonces di(AB) = dy(OB) y di(A'B') =
dl(O/B\’), pero di(AB) = dy(A'B'), asi que d1 (OB) = dl(OB\'). Anélogo para d; (OC) =
dl(Oa’\’). Por lo tanto OB = OB’ y oC = OC’. De igual manera la magnitud de
angulos se conserva, por lo que (<BAC)S = (<BOC)S y (<B'A'C")S = (<I/B\’Oa)‘f,
ademés sabemos (<BAC)S = (<B'A'C")3, lo que implica (<BOC); = (423706'\’)‘{
Por lo tanto <BOC = <B'OC". Asi pues obtenemos dos P;-tridngulos con uno de
sus vértices en O y dos de sus lados partes de rectas euclidianas, es decir, tridngulos
casi euclidianos, véase Figura . Consideremos dos triangulos euclidianos AOBC
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y AOB'C' con OB e OB’ OC’ = oC’ y <BOC = e <IB’OC" entonces por C6 en
& se tiene que AOBC = e ANOB'C'. Luego existen 7" una rotacion en £ con centro en
O y si es necesario seguida de 3 una reflexion en una E-recta que pasa por O, tales
que R3 oT(AOBC) AOB’ C” pero como dijimos una rotacién en £ es composicion
de dos reflexiones en rectas que pasan por O, por lo que:

Rs o0 T(AOga) = R30Ry0 Rl(AOéa) = AOB'C'

Figura 4.43

O sea se necesitan a lo mas tres reflexiones en & en rectas que pasan por O para
mandar el (AOBC) al (AOB’ C"). Ahora bien la Pj-reflexion en Pj-rectas del primer
tipo coincide con la reflexion en &£ y la Pj-reflexion en Pj-rectas del segundo tipo
coincide con la inversion en circunferencias ortogonales a «y, por lo tanto K. S R,
Ry v R3 son Pj-reflexiones, en otras palabras lo que hemos hecho anteriormente es:

% oRy0Ryo Ry 0. f(AABC) = .% o R3 0 Ry o Ri(AOBC)
% (ANOBC)
= NA'B'C'.
Y para concluir que AyABC &y AA'B'CY, véamos el siguente Lema:

Lema 4.8. Sean N ABC y N A'B'CY tridngulos en Mp,. Sea T = R, ..., Rs, Ry
la composicion de las reflexiones Ry, Ry, ..., R, en las Py-rectas y si T(A) = A,
T(B)=B yT(C)=C. Entonces Ny\ABC =, N\{A'B'C".



122 Modelos de la geometria hiperbélica

Demostracion.
Como cada reflexion Ry, Ro, ..., R, conserva la P;-distancia, entonces T' conserva
la P;-distancia y por lo tanto:

dl(AB) = dl(A/B/) = E =, A'B'.
di(AC) = di(A'C") = AC =, AC'.
dl(BC) = dl(B,C,) = B_O = B'C'.
También cada reflexion Ry, Rs, ..., R, conserva la medida angular, entonces:

(€«ABC)° = («A'B'C")° = <ABC =, <A'B'C".
(<ACB)° = (<A'C'B')° = <ACB =, <A'C'B..
(«BAC)® = («B'A'C")° = «BAC =, <B'A'C".

Por lo tanto AABC =, ANA'B'C".
]

Teorema 4.1. Sil es una recta, P es un punto que no incide con [, () es el pie de
la perpendicular bajado de P al y PA y PB son los rayos paralelos limite de (P,1),
entonces <AP(Q) = <BPQ. En pocas palabras ]@ es bisectriz de <APB.

Demostracion.
La demostracion la haremos en M P;. Sea v una circunferencia en el plano eucli-
diano £. Tomemos II; = int .

(a) Supongamos que la Pj-recta [ es del primer tipo y que @ coincide con el centro
O de v, véase Figura Entonces la Pj-perpendicular a [ bajada desde P,
es también una Pj-recta del primer tipo: es parte del didmetro euclidiano de
v que pasa por Py con respecto al cual las dos £-circunferencias ortogonales
a 7y y que contienen a los Pj-rayos PA y ﬁ, son simétricos. Por tal motivo
(<APQ); = (<BPQ);. Entonces la Pj-recta % es la Pj-bisectriz del P;-
angulo <APB.

(b) Cualquier otro caso lo podemos llevar al caso (a) ocupando el Lema
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Figura 4.44

4.9. Distancia en Mg

Definicién 4.16. (a) Sean A y B € llg. Si A # B, la longitud del K-segmento
AB denotada por dig(AB) y se define como dg(AB) = di(F~'(A), F71(B)),
donde

F: Mpl — My

es el isomorfismo de modelos de GIPO, véase Figural[f.43

(b) Diremos que los K-segmentos AB y A'B’ son K-congruentes si dx(AB) =
dg(A'B').

A

Figura 4.45

Con esta relacion de congruencia se prueban facilmente todos los axiomas C1-C6,
por lo tanto Mp, y My satisfacen los axiomas de incidencia, orden y congruencia de
GNP. Veamos que el axioma de Dedekind se cumple en M. Recordemos su enuciado:

Axioma de Dedekind Sea [ una recta. Si {l} := ¥; U X5, donde
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(a) 3; y Xa son subconjuntos no vacios de {l}.
(b) 1Ny =0.

(c¢) Ningtan punto de X; esta entre dos puntos de ¥ y ningun punto de ¥, esté
entre dos puntos de X1 (0 sea (X1, Xs) es una cortadura de Dedekind de ).

Entonces existe un tnico punto O € {l} tal que uno de los subconjuntos ¥; o 3 es
igual a un rayo de [ que emana de O y el otro subconjunto es el complemento de {/}.

Demostracion.

Sea [ = P)(Q una K-recta. Supongamos que [ = X; U Yy, donde ¥; y X5 cumple
con (a), (b) y () del Axioma de Dedekind. Si [ es la E-recta que contiene a |, S esla
union de ¥y con el £-rayo opuesto a Q? y f]; es la union de X5 con el £-rayo opuesto
a f@, véase Figura . Por Axioma de Dedekind en &, existe un tinico O € {T} tal
que uno de los subconjuntos i\l 6 i\g, es igual a un rayo de Z\que emana de O y el
otro subconjunto es el complemento. En particular si A € ¥y C ig y Bed C f]l,
entonces A x O x B, asi que O esta en el interior de 7.

[]

Figura 4.46

Mediante el isomorfismo F'~! podemos probar el Axioma de Dedekind se cumple
en Mp,. Asi los dos modelos, Mp, y My son ya de G.N. Méas atn, son modelos de
GHP pues es facil probar que se cumple la propiedad hiperbodlica de las paralelas en
cada uno de los ellos.

Una vez que hemos demostrado que Mp, y Mg son modelos de la geometria
Hiperbolica (GHP), podemos usarlos para demostrar teoremas de dicha geometria,
porque este sistema axiomético es categorico, es decir, cualesquiera los modelos de
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GHP son isomorfos, ver [3]. Esto implica que cualquier proposicon P, verdadera en
un modelo M de GHP, es un teorema de GHP. Esto se debe a que si P no fuera
un teorema de GHP, existirfa un modelo A/ de dicho sistema axioméatico en donde
no se cumpliera P. Pero como todos los modelos de GHP son isomorfos, P tampoco
se cumpliria en M, contradiciendo nuestra suposicion. Asi P es teorema de GHP,
entonces podemos demostrar con nuestros modelos Mp, v M, algunos teoremas de
GHP que hemos usado en el Capitulo 2 y cuya demostraciéon no mencionamos.

(a) Dadas dos rectas cualesquiera [ y m, pueden ser paralelas de dos distintas
maneras:

1. Paralelas con perpendicular comtun. En My serian dos K-rectas que no
se intersectan ni en ~ ni en el interior de v y su perpendicular comun es

P(Z)P(m;, los polos de m y [ respectivamente, véase Figura 4.47 (a).

2. Paralelas sin perpendicular comtn. En Mg seran dos K-rectas que, como
cuerdas en &, se intersectan en un punto €2 de ~. Este €2 es un punto ideal
de I y de m, véase Figura[1.47] (b).

Figura 4.47

(b) Sily m son paralelas con perpendicular comun ¢, tal perpendicular es tnica.
Si Py @ son los puntos donde t corta a [ y m respectivamente, entonces la
longitud del segmento PQ es el minimo de las distancias de un punto de [ a m
o de un punto de m a [.

En el modelo de Mp,, demostremos la afirmacion en el caso especial en que
@ = O. Entonces m y t son Pj;-rectas del primer tipo y [ es una P;-recta del
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segundo tipo pero ortogonal a t, es decir, si t fuera la E-recta que contiene a t,
por lo que ¢ pasaria por el centro de la E-circunferencia que contiene a [. Sean
P’ un punto de [ diferente de Py @’ el pie de la Pj-perpendicular bajada de
P’ am. Sea § la E-circunferencia ortogonal a v que contiene a P'y )'. Sea n
la circunferencia ortogonal a ~ tal que <f,7’(Q’ ) = O. El centro de 7 es el punto
@\’ = J{(Q’). Entonces (/;(6) = t, pero ﬂP’) — P tal que en la E-recta ¢ se
tiene O * P x P/, véase Figura m Por lo tanto OP’ > OP, como longitudes
euclidianas, pero esto significa, como ya sabemos, que d;(OP’) > d;(OP).
Por lo tanto, d;(Q'P") = d;(OP’) > di(OP) = di(QP), por eso a las rectas
paralelas con perpendicular comun se les llama paralelas divergentes.

Figura 4.48

Si [ y m son paralelas sin perpendicular comun, entonces existen rayos E en
ly @ en m, tales que zﬁ y @ son rayos paralelos limite con punto ideal
Q2 (uno de los punto finales, tanto de [ como de m). Ademas, en la direccion
de €2, la distancia entre [ y m tiende a cero. Por esta razon a las paralelas sin
perpendicular comtn se le suele llamar paralelas convergentes o asintéticas.

La demostracion de este teorema se puede hacer en el modelo Mp,, en donde,
de nuevo, se puede suponer que m es una Pj-recta del primer tipo, contenida
en una E-recta m, [ es una P;-recta del segundo tipo, contenida en una &-
circunferencia ¢ tangente a m en un punto 2 de . Si P es un punto cualquiera
de [, Q es el pie de la perpendicular bajada de P am, Q' = Lf;iQ) y 1 es la cir-
cunferecia ortogonal a  con centro en (), entonces como sabemos,Lf(Q) =0

y la Pj-perpendicular t = (%)1 es enviada a la Pj-recta ¢ = P’'O perpendi-
cular a m, asf que ¢’ es del primer tipo, véase Figura [£.49
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Figura 4.49

Como - deja invariante la distancia en Mp,, d,(PQ) = dl(P’O).S_i;comamos

el punto P muy cerca de (2, también lo estaran (), asi que el E-rayo )’ P, secante
a 0, se parecera mucho a la tangente a  en (), es decir, casi contenida en m,
lo que implica que el punto P’ donde corta a t' estard muy cerca de O. Entre
mas acerquemos P a €, P’ se acercara mas a O, de tal forma que podemos
asegurar que, cuando P tiende a  la £ distancia P’O tiende a cero y con ello,
la d;(P'O) también tiende a cero. Por lo tanto:

lim di(PQ) =0.

—
Dado un angulo <ABC, existe una unica recta m tal que BA y B? son los
rayos paralelos limite de m respecto de b.

N

Figura 4.50
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Esto puede demostrarse facilmente en el modelo de M, en dondi> basta con-
siderar la K-recta Q)(3, donde € es el punto ideal del K-rayo (BA)x v X es
el punto ideal del K-rayo (B?) K Vvéase Figura .

4.10. Refleciones en My

Veamos una construccion para la K-reflexiones respecto de una K-recta.

Sean m una K-recta, A un K-punto que no incide con m y P el polo de m. ﬁ

la E-rectay t = ;1? Ninty, entonces t es la recta K-perpendicular a m por A. Sean
M la interseccion de ¢t con m, @ el polo de t; ¥ y ¥’ las intersecciones de la E-recta

m con y; | = @)1 Ninty = X)(X'; Q el punto de interseccion de v con la E-recta
M. A"y € las intersecciones de la £ -recta &5 con t y con -y, respectivamente,
véase Figura |4.51] Entonces A’ es la reflexion en My de A, respecto a m. También
las E-rectas X'V y % se cortan en P.

Figura 4.51

Ahora daremos una justificaciéon a esta construcciéon de la K-reflexion.
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Lema 4.9 (GHP). Sean [ y n rectas paralelas divergentes y AA’ el segmento perpen-
dicular comin | y n. Sean Q y Q' los puntos finales de | y 3 g{_E’) los puntos ideales

de n. St M el punto medio de AA" y m la perpendicular a AA" que pasa por M.
Entonces:

o
(a) QX' y 3 se intersectan en M.

=
(b) m es perpendicular a 0% y a Y.

Demostracion.

(a)

Sean n = ¥')(X, I = Q')(Q paralelas divergentes y ¢ su K-perpendicular comun.
Sean A =tNn, A =tNly M el K-punto medio del segmento AA’. Por
Proposiciéon si t pasa por P(n), entonces n pasa por P(t); de igual manera,
si t pasa por P(l), | pasa por P(t) = @, por lo que n y [ inciden en P(t).
Sea m la K-perpendicular a t en M, luego el rayo MY’ es paralelo limite a n.
Si reflejamos a través de m, n es llevada a la recta que pasa por A" y que es
K-perpendicular a ¢, es decir, la K-recta [. De manera que:

— =
(R (AY) = A'QY,

por lo tanto
— —

(Bm)k(X) = (R ([AX]) = [A'Q] = O,

donde [AY'] y [A'Y'] son clases de equivalencia de ¥’ y €' respectivamente.
En particular, como (R,,)x (M) = M, entonces (R,)x(MY') = M. De igual

forma, si reflejamos a través de ¢, tenemos (R;)x(MSY) = MS). Pero dos re-
flexiones sucesivas en rectas K-perpendiculares m y t es una rotaciéon de 180°

alrededor de M por lo tanto ]\76 es el rayo opuesto a ]\ﬁ , véase Figura M
Anélogamente, el rayo ]\ﬁ es opuesto al rayo ]\W , entonces como (R,,)x
manda ¥ a Q' y ¥ a €, ZW y ﬁ deben ser K-perpendiculares a m (las
extensiones euclidianas £() y ST8% pasan por P(m) = P).

Si m es didmetro de v, P es un punto al infinito. Por lo que ¢ seria la K-recta

jﬁ y es E-perpendicular a m en A. Asi que la K-reflexion de A en m conincide
con la reflexion de euclidiana.
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Figura 4.52

Con esto la justificacion de la construccion es ya muy sencilla.

Definiciéon 4.17. Si P es el punto ideal del rayo 1@ y T es el movimiento en My,
entonces T(P) = T(A)T (B .

4.11. Homologia armoénica de cierto punto

Interpretemos la reflexion de la rectas de Mg como cierto tipo de transformacion
euclidiana que se llama homologia.

Definicion 4.18. Sea £ un plano euclidiano y sean A, B,C, D /J puntos en &, dis-
tintos y colineales.

(a) La razon cruzada de AB respecto de C'D es:

AC =5
= AC DB

AB.CD) =5 = G5 ap
DB

(b) C y D son conjugados arménicos con respecto a AB si (AB,CD) = 1.
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Observaciones: Si A, B, C'y D cuatro puntos £-colineales y dintintos. Entonces

(a) (A,B,C,D)=1si,ysolosi C'y D dividen a AB en la misma razon, es decir,

(b) C'y D son conjugados armoénicos con respecto a AB si, y solo si A y B son
conjugados armonicos respecto a C'D. En pocas palabras (AB,CD) = 1si, y
solo si (CD, AB) = 1. En efecto

si, y s6lo si — =

AD BD CB DB

(¢) Como C'y D son puntos distintos, si (AB,C'D) = 1, entonces uno de los puntos
C o D esta en el segmento AB y el otro esté fuera y suele decirse que C'y D
dividen interna y externamente a AB en la misma razon.

(d) Supongamos (AB,CD) =1, AxCx*By que = k. Entonces:
1. Si k < 1, entonces D es el tinico punto tal que D x Ax By DB = %.
2. Si k> 1, entonces D es el tinico punto tal que A* Bx Dy DB = %.

En efecto:

1.SiDxAxB,k<1yDB= como DB = AD + AB, entonces

1 k’
AD = DB—-AB = AB L—1 — AB 1-1+k —AB _k
1—k 1—k 1—k
y por lo tanto L
aD_AB(d)
B AB(%)

2.SiA*BxD,k>1y DB = ki entonces DB = AD — AB, luego
1 —— (k=141 —( k
AD =DB+AB=AB (m—i—l) = AB (ﬁ) = AB (E)

asi que
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(e) Si k =1, D esta indeterminado. En efecto, no hay punto D fuera de AB tal

que ‘:zg = 1. Entonces el punto medio M de AB no tiene conjugado armoénico

respecto a AB. Se podria decir, en este caso, que el conjugado armoénico de M
respecto a AB es el punto al infinito de AB.

4.12. Construccion del conjugado armoénico

Sean £ un plano euclidiano y I, J puntos en £, colineales con C' pero no en @ :

Figura 4.53

a) Trazamos jﬁ y ﬁ para obtener K como la intersecciéon de dichas rectas.

b) Trazamos /ﬁ y @ para ontener L como la interseccion de dichas rectas.

c¢) Por ultimo trazamos ﬁ( para obtener D := 1@ N ﬁ( , véase Figura m

Como I y J se pueden escoger arbitrariamente, la contrucciéon siempre se puede
hacer; excepto cuando C' es el punto medio de AB. Si C fuera el punto medio de
AB, sea J cualquier punto que no incida con jﬁ y sean [ y m rectas paralelas a
que pasen por Ay por B, respectivamente. Las E-rectas [, m y C'J son paralelas que
se cortan en el punto al infinito . Si K = fﬁ Nmy L=1NBJ, entonces HABK L
es un paralelogramo. Es decir, D := LK N AB es el punto al infinito de 1@, su
congujado armonico, véase Figura [4.54]

Definicion 4.19. Sean m una recta E-recta y P un punto que no incide con m. La
homologia armdnica con centro P y eje m es la funcion: H: & — & tal que
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Figura 4.54

(a) Para cualquier punto A € m, H(A) = A.
(b) H(P) = P.

(c) Si B¢ M y B # P, entonces H(B) = B’, donde B’ es el conjugado armonico
de B respecto al segmento M P, donde M es el punto de interseccion de la recta
m con =1.

Teorema 4.2. Sea m una K-recta que no es didmetro de v y sea P su polo, entonces
la K -reflexion respecto a m es la restriccion al interior de v de la homologia armonica
con centro en P y con el eje la recta euclidiana que contiene a M. Si m es un
didmetro de vy, entonces la K-reflexion respecto a M es la E-reflexion respecto a M
pero restringida al interior de 7.

Demostracion.

Notar que la construccion que dimos del reflejado de un punto A respecto a
una K-recta m no es sino la construccion del conjugado armoénico de A respecto al
segmento PM. Renombrando:

Y— 1 P— A
¥ —J M — B
QO — K A—C
QO — L A — D
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Definicion 4.20. Sean ! y n dos rectas y P no incide con ninguna de ellas. Entonces
la perspectividad de | a n desde P es la funcion:

> ||

I — n

tal que si A € 1, entonces % manda a A al punto A" que es la interseccion de m

—
con n, lo denotaremos AZ A Si PA esla paralela a n entonces, L manda a A dl
A

A
punto infinito de n. P es llamado el centro de la prespectividad.

Lema 4.10. Toda prespectividad conserva la razon cruzada de cuatro puntos coli-
neales. Mds precisamente: si A, B, C' y D son los cuatro puntos en una recta | y A,
B', C" y D' son sus imdgenes sobre una recta n, bajo la perspectividad con centro en

P, entonces (AB,CD) = (A'B',C'D'), véase Figura[{.53

. . o
Figura 4.55

Demostracion.
Por leyes de senos y teniendo en cuenta que <ACP = <BCPy <BDP = <ADP
tenemos:

AC AP (322200 _ AP sen<APC

BC  BP(:24BLC)  BPsen<BPC’
y

BD  BP(22l73) APsen<BPD

AD AP (:2448B)  BPsen<APD'
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Por lo tanto

AC BD sen<<APC sen<<BPD
(AB,CD) = BC AD sen<BPC sen<APD’

Analogamente
sen <A'PC’ sen <B'PD’

sen <B'PC" sen<A'PD'"

Pero sen <APC = sen <A'P'C’", sen <BPC = sen<(B'P'C’',sen <BPD = sen<B'P'D’
y sen <APD = sen<A'P'D’. Por lo tanto (AB,CD) = (A'B",C'D").

(A'B',C'D') =

O
Con lo anterior daremos una justificacion para la construcciéon del conjugado ar-
monico.

Sea N el punto de intersecciéon de a ﬁ( con ﬁ y aplicamos

LW IR
es decir ABC'D % LKND y ABOD%KLMD, entonces por Lema 4.10
LN DK
NK LD
Y S
KN DL
(AB,CD) — (KL,ND) = ==,
NL KD
por Observacion 4.7 tenemos:
1
KL, ND)=———— = (AB,CD,).
(KL, ) LK, ND (4B, )
Asi que
1
AB,CD)= ————
(4B,CD) (AB,CD)’
entonces
(AB,CD)* = 1.

Lo que implica (AB,CD) = 1. Por lo tanto C' y D son conjugados armoénicos

respecto a AB, véase Figura [4.50]
[l
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4
R

Figura 4.56

Por ultimo daremos una expresion para calcular la K-longitud de un K-segmento.
Sean A y B dos K-puntos y sea P)(Q la K-recta que contiene al K-segmento AB.
Considemos el isomorfismo F: II; — IIx (si~y es el circulo 22 + 3> =16
| z |=1) y sabemos:

2z

f(Z>=m

Sea Z,W € Il tales que F(Z) = Ay F(W) = B, véase Figura [1.57] Por defi-
nicion dg (AB) = di(ZW). Si la Py-recta W es del segundo tipo, podemos llevarla
a una del segundo tipo, mediante una Pj-reflexién en una Pj-recta § (Lema y
Lema , la cual preserva la P;-longitud y por Lema la razon cruzada también
se preserva.

Figura 4.57
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Asi que mediante una Pj-rotacion adecuada (composicion de Pj-reflexiones), po-
demos suponer que (%W)l esta sobre el eje X, es decir z, w € R, entonces

142z 1—w
ZW. PQ) = c—
Y 1+ F(z) 1-F(w)
+ r(z — F(w
AB,PQ) = (F(2)F PQ) = . .
Pero 5 _ | |2
z — 22+ | z
(2) 1+ | z |? I+ |z |?
’ 224 |2 |
1+224 |2
1+ F =
TEGE) =0
Asi que

1+ F(z) 14224z
1-F(z) 1—2z+]z

Como z esreal, z = + | z | (0 sea 22 =| z |?), luego

1+F(z)  (1+2)? (1—1—2)2.

1-F(z) (1-22 \1-z

e ()

(AB, PQ) = (i) G;Z) = (2w, PQ)* = (ZW, PQ)*.

Anéalogamente para w

Por lo tanto

Y por propiedades de logatitmo log(AB, PQ) = 2log(ZW, PQ), por lo que con-
cluimos:

dx(AB) = d(ZW) = log(w, PQ) |= 1 | lo&(AB, PQ) |
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