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Introduccion

El concepto de nudo matematico es una abstraccién del objeto fisico del mismo nombre; la
utilidad practica de dichos objetos no necesita explicacion, ya que son objetos cotidianos que
el hombre ha usado desde tiempos antiguos. Para imaginarnos lo que es un nudo matematico
basta con hacer un nudo cualquiera con una cuerda y pegar los dos extremos. De esta forma,
podemos concebir un nudo como una manera especifica de insertar una circunferencia en el
espacio. Ademas, cualquier alteracién de un nudo que se realice sin cortar y volver a pegar
la curva que lo representa, produce un nudo equivalente.

El objetivo principal de la Teoria de Nudos es la busqueda de métodos mateméaticos que
permitan diferenciar un nudo de otro y distinguir los que estan realmente anudados de los
que no. Una manera de establecer una clasificacién es mediante invariantes de nudos. Son
propiedades que se preservan bajo equivalencia de nudos. La utilidad de los invariantes radica
en que dos nudos con invariante distinto son nudos diferentes.

H. Seifert proporcioné un algoritmo para asociar a un nudo una superficie conexa y orien-
table, cuya frontera es el nudo. La ventaja que esto supone es enorme, ya que existe una
clasificacién de superficies. Usando dichas superficies es posible asignar un invariante al nu-
do, el género, que se define como el género minimo sobre todas las superficies de Seifert que
posee. Por tanto, el algoritmo de Seifert proporciona una cota superior para el género de un
nudo; de esta forma, es interesante conocer bajo que condiciones el algoritmo nos proporciona
una superficie de Seifert cuyo género es el género del nudo.

Dos superficies de Seifert para un nudo son equivalentes si se pueda llevar una a la otra de
manera continua. De esta forma, es natural preguntarse el nimero de superficies de Seifert
de género minimo distintas que tiene un nudo, asi como la forma en que se relacionan.

En [12], M. Scharlemann y A. Thompson demostraron que dada cualquier superficie de Sei-
fert para un nudo, es posible dar una sucesion de superficies de Seifert, ajenas dos a dos, que
la relaciona con una superficie de género minimo.

Posteriormene, en [7], O. Kakimizu proporciona un complejo simplicial conformado por clases
de equivalencia de superficies de Seifert de género minimo. El objetivo principal se esta tesis
es estudiar los resultados obtenidos por Scharlemann-Thompson y Kakimizu.

El Capitulo 1 esté dedicado a conceptos basicos de topologia. Definimos n-variedad e introdu-
cimos a la categoria PL. Enunciamos teoremas clasicos y ttiles en la topologia de dimensiones
bajas como el Teorema de Alexander, el Teorema de la Curva de Jordan y el Teorema de
Schoenflies. Finalizaremos con algunos resultados de Espacios Cubrientes.

En el Capitulo 2 nos enfocamos en el estudio de superficies. Definimos la suma conexa de dos
superficies y demostramos el teorema de clasificacién. Ademaés introducimos los conceptos de
género e incompresibilidad de una superficie.
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v INTRODUCCION

En el Capitulo 3 damos los conceptos basicos de la teoria de nudos. Demostramos el algoritmo
de Seifert y definimos el exterior de un nudo.

Dedicamos el Capitulo 4 a algunos resultados del articulo de Scharlemann y Thompson. Da-
das dos superficies de Seifert para un nudo, podemos crear dos nuevas superficies de Seifert
mediante una operacion llamada suma transversal. Bajo ciertas condiciones, esta operacion
da como resultado superficies de Seifert con género menor que las originales. Usando esta
idea, Scharleman y Thompson demuestran que para toda superficie de Seifert, existe una
sucesion de superficies de Seifert cuyo género decrece hasta llegar a una superficie de género
minimo. Ademas probamos que al aplicar el algoritmo de Seifert sobre un diagrama alter-
nante, se obtiene una superficie de Seifert de género minimo.

Estudiamos el articulo de Kakimizu en el Capitulo 5. Usando el cubriente ciclico infinito para
el exterior de un nudo, definimos la distancia entre clases de equivalencia de superficies de
Seifert y construimos el complejo de superficies M S(K). Los vértices de M S(K) son las clases
de equivalencia de superficies de Seifert de género minimo y n vértices forman un n-simplejo
si existen superficies representantes de cada clase que son disjuntas entre si. Este complejo se
conoce como el complejo de Kakimizu. Finalmente, proporcionamos ejemplos del complejo
de Kakimizu para algunos nudos.
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Capitulo 1

Preliminares

Revisaremos conceptos de topologia cociente, el concepto de n-variedad. También presen-

taremos a la categoria PL y a los espacios cubrientes. Como referencia se pueden consultar
los capitulos 3 y 11 de [9], el capitulo 2 de [3]
Para cualquier nimero natural n, llamaremos espacio n-dimensional a R" = {(z1, xa, ..., x,)|z;
€ R,1 < i < n}. Denotaremos por R’ al subconjunto {z € R"|z,, > 0} de R". La n-bola se
define como B™ = {x € R"| HxH < 1}, donde Hx” representa la norma usual de x en R" y la
n-esfera, 5™, como el conjunto {z € R"™|||z|| = 1}. Notar que B"+! = S™. Nos referiremos
a B! =0,1] como I y a B como disco.

1.1. Topologia Cociente

Dado un espacio topoldgico hay varias maneras de obtener un nuevo espacio identificando
algunos puntos, esta construccion es importante para argumentos de “cortar y pegar” que se
usan en la teoria de variedades. Formalmente nos referimos a la topologia cociente.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topolégico, Y cualquier conjunto yq : X — Y una funcion
sobreyectiva. La topologia cociente inducida por q es la topologia sobre Y tal que U C Y es
abierto si y sélo si ¢ 1 (U) es abierto en X. A la funcién q la llamamos funcién cociente.

Proposicién 1.2. (/9], 3.69). Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion
continua que es abierta o cerrada. Si f es sobreyectiva, entonces es una funcion cociente.

Si ~ es una relacién de equivalencia sobre un espacio topologico X, para cada x € X
denotemos por [z] a la clase de equivalencia de x, y por X/. al conjunto de todas las clases
de equivalencia. Si p: X — X/ es la proyecién natural que envia cada elemento de X a su
clase de equivalencia, entonces p es una funcién cociente y X/ es un espacio cociente.

Teorema 1.3. (Propiedad Caracteristica de la topologia cociente) Sea X un espacio
topoldgico, ~ una relacion de equivalencia sobre X, p : X — X/. la proyeccion natural y
f: X =Y una funcion continua tal que si x ~ y entonces f(x) = f(y) para todo z,y € X.
Entonces existe una unica funcion continua f': X/ —Y tal que f'op= f.

Demostracion. Sea f': X/ — Y tal que f'([z]) = f(x), para todo [z] € X/.. Sean z,y € X
tal que [x] = [y], entonces f(x) = f(y) y por tanto f'([x]) = f'([y]), es decir, f" estd bien
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2 Preliminares

definida. Por la definicién de f’; es evidente que f = fop. Como f es continuay f = f'op, f’
es continua. Finalmente, supongamos que existe una funcién g : X/ — Y tal que f = gop,

entonces g([z]) = g(p(z)) = f(x) = f'(p(x)) = f'([x]). =

Teorema 1.4. (Unicidad de la topologia cociente) Sean ~1,~q relaciones de equiva-
lencia sobre un espacio topologico X tal que para todo x,y € X, x ~1 y st y solo si x ~q y.
Entonces eziste un unico homeomorfismo ¢ = X/, — X/, tal que ¢ o 1 = ¢o, donde
g X — X/, es la proyeccion natural para i = 1,2.

Demostracion. Sea Y; = X/, por el Torema 1.3 existen funciones tnicas ¢, : Y7 — Yo y
qy : Yo — Y7 que hacen conmutar los siguientes diagramas:

X X
AN I
q1 q2
Yl—,>Y2 Yz—,>Y1
43 a

Se sigue que q; o (¢hoq1) = ¢y © g2 = 1 y por tanto los siguientes diagramas conmutan

X X
VN | N,
YlT,Q>Y2TY1 YlTY1

Por el Teorema 1.3, ¢ o ¢} es igual a la funcién identidad de Y;. Andlogamente ¢} o ¢ es
la funcién identidad de Y3. Por lo tanto ¢ = ¢4 es el homeomorfismo requerido y es tinico por
el Teorema 1.3. O

Ejemplo 1.5. Sea ~ la relacién de equivalencia definida en I x [ tal que (z,0) ~ (z,1) y

(0,y) ~ (1,y), para todo x,y € I, al espacio I x I/. lo llamamos Toro y lo denotaremos por
T2,

Ejemplo 1.6. Sea ~ la relacién de equivalencia definida en I x I donde (0,y) ~ (1,1 — y)
para todo y € I. A dicho espacio lo llamamos Banda de Mo6bius.

Ejemplo 1.7. La Botella de Klein es el espacio I x I/, tal que (z,0) ~ (z,1) y (0,y) ~

Ejemplo 1.8. La n-esfera, S™, es homeomorfa al espacio cociente de B” modulo la relacion de
equivalencia generada por (xy, zs, ..., T,) ~ (21, T9, ..., —x,), para todo (z1, x2, ..., x,) € OB™.
Ver Figura 1.2 a).

Ejemplo 1.9. El resultado de identificar puntos antipodales en S™ se llama n-espacio pro-
yectivo real y se denota por P".

El plano proyectivo, P?, es homeomorfo al disco B* mdédulo la relacién de equivalencia
generada por (z,y) ~ (—z,—y), para todo (z,y) € B2 Ver Figura 1.2 b).
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a a

b b a a b
a a
a) b) ¢)

a) b)

Figura 1.2: a) Espacio homeomorfo a S%; b) espacio homeomorfo a P?

Definicién 1.10. Sea h : X — Y wuna funcion continua e inyectiva. Si h : X — h(X) es un
homeomorfismo decimos que h es un encaje y que X estd encajado en'Y. Si X y Y tienen
frontera no vacia y h(X)NOY = h(0X), decimos que X estd propiamente encajado en'Y .

Definicién 1.11. Sean fy, f1 : X — Y dos funciones continuas, decimos que fo y f1 son
homotdpicas si existe una funcion continua H : X X I — Y tal que H(x,0) = fo(x) y
H(z,1) = fi(z) para cada x € X. H es un homotopia de fy y f1.

Definicién 1.12. Sean fo, f1 : X — Y dos encajes, decimos que fo y f1 son isotopicos si
existe una funcion continua H : X x I —'Y tal que H(x,0) = fo(x) y H(x,1) = fi(x) para
cada x € X y H(-,t) es un encaje para todo t € I. H es una isotopia de fy y f1.

Teorema 1.13. (Truco de Alexander) Si h : OB™ — OB" es una funcion continua,
entonces existe una funcion continua H : B™ — B™ tal que para todo x € OB™, H(x) = h(x).
St h es un homeomorfismo, entonces H también lo es.

Demostracion. Sea H : B" — B", definida por

. ||xHh(ﬁ) a0
0 siz=0
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H estd bien definida, es continua y como para todo x € 0B", xH =1, H(x) = h(x). Si h es
un homeomorfismo, entonces tiene inversa y por tanto podemos definir la inversa de H como

Hiw) < @l (m) siw # 0

0 stw=20

Como h~! es continua, entonces H~* también lo es y por lo tanto H es un homeomorfismo. [J

Teniendo la nocién de isotopia el Truco de Alexander se puede enunciar como sigue: “Si
h,g : B — B™ son homeomorfismos tal que h(x) = g(x) para todo x € OB", entonces h es
isotopica a g.

1.2. Variedades Topoldgicas

Definicién 1.14. Una n-variedad topologica o n-variedad M es un espacio topoldgico
Hausdorff, sequndo numerable tal que cada punto de M tiene una vecindad homeomorfa a
R™ o bien a R}, a esta ultima propiedad se le denomina ser localmente euclidiano.

La frontera de M, denotada por OM, es el conjunto de puntos de M con vecindad homeo-
morfa a R} El interior de M es intM = M — OM. Si M es compacta y OM = () decimos
que M es cerrada. La dimension de una n-variedad es n. Dos variedades son equivalentes
st son homeomortfas.

Algunas propiedades notables de las n-variedades son las siguientes:
1. Toda n-variedad es metrizable.

2. Toda n-variedad compacta se puede encajar en un espacio euclidiano; mas atn, siempre
es posible encajarla en R?%*1,

3. Todo subespacio abierto de una n-variedad es también una n-variedad.
4. El producto de una n-variedad y una m-variedad es una (n + m)-variedad.
En adelante, sélo consideraremos variedades conexas.

Ejemplo 1.15. R" es una n-variedad no compacta y sin frontera.

Ejemplo 1.16. S™ es una n-variedad cerrada y conexa. En efecto, al ser un subespacio de
R"*!, es un espacio Hausdorff y segundo numerable. Ahora sélo se necesita verificar que es lo-
calmente euclidiano, para esto, la proyeccién estereogréfica, h : S"—{(0,0,...,0,1)} — R™, de-
finida por h(x1, ..., xye1) = %, nos proporciona, para todo punto en S™—{(0,0,...,0,1)}
un homeomorfismo entre S™ — {(0,0,...,0,1)} y R™. Para el punto (0,0,...,0,—1) € S™, la
funcién b’ : S™ — {(0,0,...,0,—1)} — R", donde h'(x) = —h(x), es un homeomorfismo.

De esta forma, podemos pensar en S™ como la compactacién de R™ a un punto . Esto sig-
nifica tomar R™ y un punto adicional denotado por oo y dotarlo de la topologia en la que
U C R"U{oo} es abierto si U es abierto en R”, o U =V U{oo} donde V es el complemento
de un conjunto cerrado y acotado en R".
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Por otro lado, la n-esfera también es homeomorfa a la unién de dos n-bolas pegadas por su
frontera. Por ejemplo, en dimensiones pequenas: S* se obtiene al pegar dos intervalos por sus
extremos y S? es formado al identificar dos discos por su frontera.

Ejemplo 1.17. Es evidente que la n-bola, B", es una n-variedad con frontera. Por otro lado,
int(B™) es una n-variedad sin frontera.

Ejemplo 1.18. T2, P? y La Botella de Klein son 2-variedades cerradas, mientras que la
Banda de Mobius es una 2-variedad compacta y con frontera.

Ejemplo 1.19. El resultado de quitar un disco de T2, nos proporciona una 2-variedad con
frontera, llamada asa.

Figura 1.3: asa

Ejemplo 1.20. El toro sélido, D? x S!, es una 3-variedad compacta cuya frontera es 72,

1.3. Categoria PL

Definicién 1.21. Sea {xg,x1,...x;} un subconjunto de R"™, con n >k + 1. {xg, z1,...xx} €s
geométricamente independiente si el conjunto {x1—xg, to—xg, ..., Tx—To} es linealmente
ndependiente.

Definicién 1.22. Dado un conjunto geométricamente independiente, {xo, x1,...,x} C R",

definimos
(X0, T1, eny Tg) = {Zaixi ca; >0y Zai =1}

como el k-simplejo generado por {xg,x1,...,xr}. A los puntos x; les llamaremos vértices
del k-simplejo. Cualquier l-simplejo, generado por un subconjunto de {xg, x1,...,x} se llama
cara del k-simplejo. Si v es una cara de un k-simplejo o lo denotamos por v < o.

Definicién 1.23. Un complejo simplicial K en R"™ es un conjunto de simplejos en R™ tal
que:

1. Sioce K yv <o, entonces v € K.
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a) b) c) d)
Figura 1.4: a) 0-simplejo; b) 1-simplejo; ¢)2-simplejo; d) 3-simplejo.

2. Siv,oe K yyNo#0, entoncesyNo <~y y yNo <o.

3. Para todo 0 € K existe un abierto U en R™ tal que o C U y U intersecta a un nimero
finito de elementos de K.

Se define el poliedro de K como |K|= |J o.

ceK

En la Figura 1.5 se muestran ejemplos que no son complejos simpliciales:

T, T, < T,

Figura 1.5: Ejemplos de intersecciones prohibidas en un complejo simplicial

Definicién 1.24. Sean K y L complejos simpliciales, L es una subdivision de K si ‘L! =
|K‘ y para todo o € L existe v € K tal que o C 7.

Definicién 1.25. Sea f : (xg, 21, ..., ) = (Yo, Y1, -, Ys) tal que X\x; — TN f(x;). f es una
funcion lineal si f(z;) € {yo,y1,...,ys} para cada 0 < i < s.

Definicién 1.26. Sea f : ‘K‘ — |L‘ una funcion continua, decimos que f es stmplictal si
para todo o € K, f|, es lineal.
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Definicién 1.27. Sea f : |K‘ — ‘L‘ una funcion continua, decimos que f es una funcion
PL si existen subdivisiones K' y L' de K y L respectivamente tal que f : !K" — ‘L’| es una
funcion simplicial. Un homeomorfismo h es PL si h y h™! son PL.

Definicién 1.28. Sea M una n-variedad compacta, decimos que M es triangulable si existe
un complejo simplicial K y un homeomorfismo ¢ : ‘K| — M. Dos variedades triangulables
son equivalentes si existe un homemorfismo PL entre ellas.

Teorema 1.29. (Radd, Kerekjarto) Toda 2-variedad es triangulable.
Teorema 1.30. (Bing, Moise) Toda 3-variedad es triangulable.

Ejemplo 1.31. La superficie de un tetraedro en R? es una triangulacién de S?. En la Figura
1.6 se muestra una triangulacion del plano proyectivo y una triangulacién del toro, en esta
ocasion usamos los vértices para indicar la forma en que se identifican los aristas.

1 2 3 1
4 5 6 4
7 8 ) 7
1 3 1
a) b) ‘

Figura 1.6: a) Triangulacién de P?; b)Triangulacién de T

Definicién 1.32. Sea M una n-variedad triangulable, V una m-subvariedad compacta y
Y C M un subcomplejo finito. V' es una vecindad regular de Y siY C int(V) y V se
colapsa a'Y , esto significa que podemos ir borrando en cierto orden los simplejos de V' hasta
llegar a Y .

Definicién 1.33. Sea M una n-variedad y o : [0,1] — M un encaje propio, llamaremos
arco a a([0,1]). Si B: S' — M es un encaje, llamaremos curva simple cerrada a 3(S*).
Sea Y un conjunto conexo y X CY, si Y \ X es disconezo, decimos que X separa a'Y .

Definicién 1.34. Sean Sy, So 2-variedades propiamente encajadas en una 3-variedad M
Diremos que S1 y Sy estan en posicion general si su interseccion consiste de una coleccion
finita de curvas simples cerradas {c;}, 1 < j < n y una coleccion finita de arcos {o},
n+1 < j <m, los cuales no contienen vértices de sus respectivas triangulaciones y son tales
que para todo p € a; con1 < j <mn op€int(a;) conn+1<j <m, existe una vecindad
V, € M y un homeomorfismo ¢ : V, — B, donde B es una bola en R® con centro en el
origen, tal que se cumple:

Z) pr(p) = 0.
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i) ¢,(V,NS1) = PyN B, donde Py es el plano yz en R>.
iii) ¢p(V, N Sy) = Py N B, donde Py es el plano xz en R3.

Y para cada p € Oa; con n+1 < j <m, existe una vecindad V,, C M y un homeomorfismo
¢p: V, = B, donde B’ es una media bola en Ri con centro en el origen tal que se cumplen:

i) Qsp(p) = 0.
i) ¢,(V,NSy) = PyN B, donde Py es el plano yz en R3.
i) ¢,(V, N Sy) = PN B, donde Py es el plano xz en R3.

Con esta definicién, garantizamos que dos 2-variedades que se intersectan, lo hacen tni-
camente en curvas y arcos.

Teorema 1.35. (Curva de Jordan) Una curva \ encajada en R? separa al plano en dos
componentes conexas, cada una con frontera \.

Teorema 1.36. (Schoenflies) Si )\ es una curva encajada en R?, entonces hay un homeo-
morfismo h : R? — R? tal que h()\) es el circulo unitario.

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores obtenemos:

1. La cerradura de una componente de R? \ A\ es homeomorfa a un disco.

2. Una curva )\, encajada en S?, separa a la esfera en dos componentes conexas, donde
cada una es un disco acotado por A.

El enunciado del Teorema de la Curva de Jordan se generaliza a R® como sigue.

Teorema 1.37. (Alexander) Una esfera ¥ triangulable encajada en R® separa a R? es dos
componentes conexas, cada una con frontera 3.

Como consecuencia, una esfera triangulable encajada en R? separa a R? y es frontera de
una bola por un lado. Una esfera triangulable encajada en S* acota una bola en cada lado.

1.4. Espacios Cubrientes

Definicién 1.38. Sea p : X — X una funcidn continua y sobreyectiva, con X un espacio
conexo y localmente conexo por caminos. p es una funcion cubriente si para todo x € X
existe una vecindad U C X tal que p~"(U) = || U;, donde U; es abierto y conezo en X y ply,
es un homeomorfismo para todo i. Nos referiremos a X como espacio cubriente de X, a
X como base y a p~t(x) una fibra, v € X.

Ejemplo 1.39. La funcién € : R — S! dada por ¢(z) = €*™® es una funcién cubriente. Por
lo tanto, R es un espacio cubriente de S*.

Ejemplo 1.40. p, : S' — S! tal que p,(z) = 2", para todo z € S', es una funcién cubriente.
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Ejemplo 1.41. Definamos € : R" — T™ por €"(z1, ..., z,) = (€(x1), ..., €(xy)), donde € es la
funcién definida en el Ejemplo 1.39. Se tiene que € es una funcién cubriente y por tanto R™
es un espacio cubriente de T™.

Ejemplo 1.42. La funcién ¢ : S™ — P", que envia a cada punto z € S™ a la linea que pasa
por el origen y por z, es una funcién cubriente.

Definicién 1.43. Sip: X — X es una funcidn cubriente y ¢ 1 Y — X es cualquier funcion
continua, un levantamiento de ¢ es una funcion continua ¢ 1Y — X tal que po @ = .

Teorema 1.44. (Unicidad de levantamientos) ([9], 11.12) Seap: X — X una funcion
cubriente. Si Y es un espacio conexo, ¢ 'Y — X es continua y o1,p2 Y — X son
levantamientos de o, entonces el conjunto {y € Y : p1(y) = P2(y)} es vacio o bien es todo

Y.
Definicion 1.45. Sean p; : Xl — X yps: Xg — X dos cubrientes del mismo espacio X.

a) Un homeomorfismo cubriente de p; a py es una funcion continua ¢ : X, = X, tal
que p2 © @ = P1.

b) Un isomorfismo cubriente es un homeomorfismo cubriente que también es un ho-
meomorfismo.

c) Dos cubrientes son isomorfos si existe un isomorfismo cubriente entre ellos. Esto es
una relacion de equivalencia sobre los cubrientes de X.

Teorema 1.46. (/9], 11.41) Sea p : X = X una funcidn cubriente.

a) Si X es simplemente conezxo, es decir, toda curva simple cerrada es homotdpica a un
punto, y p' : X' — X es cualquier funcion cubriente, entonces existe una funcion
cubriente q : X — X' tal que el siguiente diagrama conmuta

b) Cualesquiera dos cubrientes simplemente conexos del mismo espacio son isomorfos.

Del Teorema 1.46 se sigue que cualquier espacio cubriente simplemente conexo es cubriente
de cualquier otro espacio cubriente de X; ademaés, dicho espacio es tinico salvo isomorfismo.

Definicién 1.47. Sea p : X — X un espacio cubriente. Si X es simplemente conezo, p se
llamard cubriente universal y X espacio cubriente universal.

Teorema 1.48. (Existencia del espacio cubriente universal)([9], 11.43) Toda varie-
dad conexa tiene un espacio cubriente universal.
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Definicién 1.49. Sea p : X — X una funcion cubriente. Una transformacion cubriente
de p es un isomorfismo cubriente de p consigo mismo.

Denotemos por Aut,(X) al conjunto de todas las transformaciones cubrientes de p. Es
evidente que la composicion de dos transformaciones cubrientes, la inversa de una transfor-
macién cubriente y la funcién identidad de X también son transformaciones cubrientes; por lo

tanto Aut,(X) es un grupo, al cual llamaremos grupo de transformaciones cubrientes.



Capitulo 2

Superficies

Las superficies juegan un papel importante en la teoria de nudos, asi como en el estudio
de las 3-variedades. En este capitulo demostraremos el teorema de clasificacion de superficies
y hablaremos de algunas propiedades de estas. Como referencia se pueden consultar los
capitulos 1 de [10], 6 de [9] y 2 de [3].

Definicién 2.1. Una superficie es una 2-variedad compacta y conexa.

La 2-esfera (5?), el 2-toro (T?) y el plano proyectivo (P?) son ejemplos de superficies, estas
superficies pueden considerarse como las piezas fundamentales para la construccion de nuevas
superficies. A continuacién mencionaremos dos formas para construir nuevas superficies, con
o sin frontera.

Construccién I

Consideremos S? con el interior de g discos ajenos removidos. El resultado es una superficie
cuya frontera tiene g componentes conexas. A cada componente le pegamos un asa, mediante
un homeomorfismo entre los circulos frontera. El resultado es una superficie cerrada a la que
denotamos por F) .

Si removemos nuevamente el interior de b discos, el resultado es una superficie con frontera,
tal frontera tiene b componentes conexas. A dicha superficie la denotaremos por Fy .

Figura 2.1: Esquema de Fj,

11
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Construccién I1

Sea S? con el interior de h discos ajenos removidos. El resultado de pegar a cada compo-
nente de la frontera una Banda de Mobius, via un homeomorfismo de los circulos frontera,
es una superficie cerrada, denotada por N, .

De manera andloga a la construcciéon anterior, si removemos de Ny el interior de b discos,
el resultado es una superficie con frontera; denotada por Ny, .

Las construcciones anteriores se pueden formalizar con el concepto de suma conexa dado

a continuacion.

Definicién 2.2. La suma conexa de dos superficies disjuntas Sy y S, denotada por S1#5s,
se define como sigue: elegimos subespacios, D1 C S y Dy C Ss, tal que Dy y Dy son discos.
Sea S! el complemento del interior de D; en S;, para i = 1,2; elegimos un homeomorfismo
h de la frontera de Dy sobre la frontera de Dy. Entonces S1#Ss es el espacio cociente de
S1U S, con la relacion de equivalencia x ~ h(x), para todo x € 0D;.

Figura 2.2: Suma conexa de dos toros

El resultado, S1#.955, también es una superficie. Si \S; tiene s; componentes en su frontera,
para ¢ = 1,2, entonces S1#.S5 tiene s; + so componentes en su frontera.

Ejemplo 2.3. Si S5 es una 2-esfera, entonces S1#S; es homeomorfa a S;. En efecto, el
complemento del interior de un disco en S? es homeomorfo a un disco; por lo que el resultado

de identificar la frontera de dicho disco con la frontera del disco removido en S; es homeomorfo
a Sl .

Ejemplo 2.4. Si S; y S5 son toros, entonces S7#S5 es homeomorfo a la superficie mostrada
en la Figura 2.2.

Ejemplo 2.5. F,; (Nyy) es homeomorfo a la superficie obtenida de eliminar el interior de b
discos a la suma conexa de g toros (suma conexa de h planos proyectivos).

La suma conexa no depende de la eleccion del disco y el Truco de Alexander garantiza
que tampoco depende del homeomorfismo, por lo tanto esta bien definida. Ademaés, es una
operacion simétrica y asociativa y la esfera funciona como elemento neutro de la suma conexa.
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Por el momento estamos interesados en el estudio de tres superficies especiales: S2, T? y
P?. Como se mencioné anteriormente, la suma conexa de cualquier superficie con la 2-esfera
es homeomorfa a la superficie original; ademés, por el Ejemplo 1.16 es posible representar a
S? mediante un poligono de dos lados identificados como aa~!. A continuacién, mostraremos
que la suma conexa de n toros y la de n planos proyectivos se puede obtener como el cociente
de un poligono con sus lados identificados.

Representacion de la suma conexa de dos toros. Como la suma conexa no depende de la elec-
cién del disco sobre cada superficie, los elegiremos de manera que su frontera sea tangente a
un vértice en cada toro. Al eliminar el interior de cada uno de los discos, las superficies son
homeomorfas a un pentagono con los lados identificados como se muestra en la Figura 2.3.
Finalmente, identificar las fronteras de los discos es equivalente a pegar ¢; con cs.

Figura 2.3: Suma conexa de dos toros

De esta forma obtenemos un poligono de ocho lados, identificados como se muestra en la

imagen. Por induccion, es posible demostrar que la suma conexa de n toros es un poligono
: : e ~1p-1 —1p-1

de 4n lados, identificados como sigue: a1bya; by " ...a,bya; b, .

Representacion de la suma conexa de dos planos proyectivos Por un argumento similar al
anterior, la suma conexa de dos planos proyectivos es homeomorfo a un cuadrado con los
lados identificados como en la Figura 2.4.
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Figura 2.4: Suma conexa de dos planos proyectivos

De manera anéloga, la suma conexa de n planos proyectivos es homeomorfa al espacio co-
ciente de un poligono de 2n lados, identificados de la siguiente forma: aiaiasas...a,a,,.

Hemos representado sumas conexas de toros y planos proyectivos por un poligono D cuyos
aristas se identifican en pares. Esta identificaciéon puede ser indicada mediante simbolos, por
ejemplo: aa~! fbcc= b~ fee, donde el superindice —1 significa que al recorrer la frontera del
disco en una direccion, la arista correspondiente va en direccién contraria.

Por el Teorema 1.29 toda 2-variedad es triangulable. Podemos parafrasear la definicion de
triangulacién T de una superficie S como sigue: una triangulacién consiste de una familia fini-
ta de subconjuntos cerrados {17, T5, ..., T,,} que cubre a S, y una familia de homeomorfismos
¢; : T) — T;, i = 1,2,...,n, donde cada T} es un 2-simplejo en R?. En adelante llamaremos
tridngulo a 7; y a T/; cada 1-simplejo y su imagen se llamara arista y las imdgenes de vérti-
ces también se llamaran vértices. Finalmente, es requisito que cualesquiera dos triangulos
distintos T; y T; cumplan que T; N T; = (), T; N Tj es un vértice o bien T; N T} es una arista.
Una triangulacion T de una superficie cerrada cumple las siguientes propiedades:

1. Cada arista es arista de exactamente dos triangulos.
Cada punto en la arista debe tener una vecindad homeomorfa a R?, si una arista
perteneciera sélo a un tridngulo o més de dos, esto no seria posible.

2. Sea v un vértice de una triangulaciéon, entonces podemos acomodar el conjunto de todos
los triangulos que tienen a v como vértice en orden ciclico, Ty, 11, ..., T,, = Ty, tal que
T; v T;y1 tienen exactamente una arista en comun, para 0 < i <n — 1.
En efecto, sea U una vecindad de v homeomorfaa B2 Sea 7' ={T € T :v € T,TNU #
0} y fijemos Ty € T' y e; una arista de Ty que tiene a v. Sean Ty el dnico tridngulo tal
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que ToNT} = ey v ey la otra arista de T que tiene por vértice a v. Continuamos con este
proceso, como 7 es finito, llegamos al ultimo tridangulo, T,,_;. Como en cada tridngulo
dos aristas tienen al vértice v y ya se han considerado ambas aristas en los triangulos
Ty, ..., T, _o, el tnico tridngulo que comparte arista e, con T},_; es Ty; es decir, T,, = Tj.

En el caso de las superficies con frontera la primera propiedad no siempre se cumple, el
problema es que los puntos sobre la frontera tienen vecindades homeomorfas a R} ; es por
esto que las aristas que estan sobre la frontera sélo pertenecen a un triangulo. Por otro lado,
la segunda propiedad se cumple para vértices que no estan en la frontera, en caso contrario
el orden no es ciclico; ademés, hay que considerar que para que T; y 15411, 0 < i <n—1
compartan una arista es necesario que Ty y 7, tengan un arista sobre la frontera. En la
Figura 2.5 se muestra una triangulacién de la Banda de Mébius, {70, 11, T2, T3} son todos
los tridngulos que tienen al vértice vy y {T3,To, 11} es el conjunto de tridngulos que tienen
al vértice vs.

\/)

Figura 2.5: Triangulacién de la Banda de Mobius.

2.1. Teoremas de Clasificacion

Queremos demostrar que cualquier superficie cerrada es homeomorfa a una de las super-
ficies ya mencionadas: la 2-esfera, el toro, el plano proyectivo y la suma conexa de estas.

Lema 2.6. La Botella de Klein es homeomorfa a la suma conexa de dos planos proyectivos.

Demostracion. Para esto consideremos el esquema de la Figura 2.6. Sélo tenemos que cortar
la Botella de Klein a lo largo de ¢ y pegar por b. O

Lema 2.7. La suma conexa de un toro y un plano proyectivo es homeomorfa a la suma
conexa de tres planos proyectivos.

Demostracién. En la Figura 2.7 a) se muestra la suma conexa de una Botella de Klein y P?,
cortamos por d y pegamos ¢, para obtener b), luego cortamos por e y pegamos b; de esta
forma obtenemos la representacién de T?#P2.

Con esto, la suma conexa del toro con un plano proyectivo es homeomorfo a la suma
conexa de la Botella de Klein con un plano proyectivo, por el Lema 2.6 es homeomorfo a la
suma conexa de tres planos proyectivos. O
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Figura 2.7: La suma conexa de una Botella de Klein y P? es homeomorfa a T?# P>

Teorema 2.8. (Clasificacion de superficies cerradas) Toda superficie cerrada es ho-
meomorfa a una esfera, o a la suma conexa de toros o bien a la suma conexa de planos
proyectivos.

Demostracion. Sea S una superficie cerrada. Demostraremos que S es homeomorfa a un
poligono con aristas identificadas por pares, representados por una de las siguientes:

1. aa™ 1,
2. arbia; byt anbpa; bt
3. a1a10209...0y,0y,

Primer paso: S es homeomorfa a un poligono con aristas identificadas

Sea T una triangulacién de S; supongamos que n es el nimero de tridngulos en 7. Podemos
enumerar los tridngulos de tal forma que el triangulo 7T; tiene una arista en comun con al
menos uno de los triangulos T4, 75, ... T;_1, para ¢ = 2,...,n. Para probar esta afirmacién,
nombremos a uno de los tridngulos T} y sea e; una de sus aristas; sea T el tridangulo que
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tiene por arista a es, sea ez una de las aristas restantes de T} U T5; sea T3 el triangulo con
arista ez y sea e4 una de las aristas restantes de 77 U T, U T3. Repetimos este proceso. Si en
algin momento no es posible continuar, hemos terminado o bien tenemos dos conjuntos de
triangulos {11, ..., Tk} ¥ {Tk+1, ---, T} tal que ningin tridngulo del primer conjunto tiene una
arista o vértice en comin con cualquier triangulo del segundo conjunto. Pero esto proporcio-
na una particiéon de S en dos conjuntos cerrados, no vacios y disjuntos, lo que contradice que
S es conexo.
Recordemos que para cada tridngulo 7T} existe un tridngulo euclidiano T} en R? y un homeo-
morfismo ¢; : T! — T;.
n
Sea T" = | | T!. Entonces T" es un subespacio compacto de R% Definamos ¢ : 77 — S por
i=1
¢lrr = ¢i. Como T" es compacto y S es un espacio de Hausdorff, ¢ es una funcién cerrada;
ademsds, es evidente que ¢ es una funcién continua y sobreyectiva. Por la Proposicién 1.2, S
tiene la topologia cociente determinada por ¢. Esto significa que S se obtiene pegando los
triangulos T4, ..., T}, a lo largo de aristas apropiadas.
Por hipdtesis, cada arista e;, 2 < i < n, pertenece a dos tridngulos, T; y T}, con 1 < j < 4.
Mas atin, ¢~'(e;), consiste de una arista en 7} y otra en T}. Identificamos dichas aristas me-
diante la siguiente relacion; Vo, y € ¢~1(e;), x ~ y si y s6lo si ¢(x) = ¢(y). Sean ¢ la funcién
inducida por esta relacion y D =T"/ ..
Consideremos ahora la relacién ~' tal que Vz,y € D, x ~' y si y s6lo si ¢(z) = ¢(y). Sea ¢
la funcién inducida por esta relaciéon y D’ = D/... De esta forma, D’ es un espacio cociente
de T" y es tal que g2 0 q1(x) = g2 0 q1(y) si y sblo si ¢(x) = ¢(y). Por el Teorema 1.4, existe
un unico homeomorfismo v : D' — S.

Por otro lado, si identificamos dos discos a lo largo de arcos sobre su frontera, el espacio
cociente resultante también es un disco. Como los 77 son homeomorfos a discos, D también
lo es. Por lo tanto, S es homeomorfo a un poligono D con lados identificados.

Si la letra de un determinado par de aristas ocurre con ambos exponentes, lo llamaremos de
primera clase; en caso contrario diremos que el par de aristas es de sequnda clase.

Segundo paso: Eliminacion de aristas adyacentes de primera clase.

Si tenemos un par de aristas adyacentes de primera clase, las podemos eliminar con la mo-
dificaciéon que se muestra en la Figura 2.8.

Continuamos este proceso hasta que todos los pares de aristas adyacentes de primera cla-
se son eliminados, o hasta obtener un poligono con dos lados; en cuyo caso este poligono
estd representado por aa~! o aa, es decir, es una esfera o un plano proyectivo, y por tanto
cumple el enunciado del teorema. En caso contrario, si se eliminan todos los pares de aristas
adyacentes de primera clase, se procede con los siguientes pasos.



18 Superficies
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Figura 2.8: Eliminacién de aristas adyacentes de primera clase.
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Tercer paso: Transformacion a un poligono que identifica todos sus vértices a un solo vérti-
ce.

Aunque las aristas del poligono estan identificadas en pares, los vértices estan identificados
en conjuntos de uno, dos, etc.

Supongamos que hay por lo menos dos diferentes clases de equivalencia de vértices, entonces
el poligono tiene un par de vértices adyacentes que no son equivalentes, digamos P y Q.
Como P y @ no son equivalentes, en el segundo paso hemos eliminado las parejas de aristas
adyacentes de primera clase y por tanto no puede ocurrir que los lados a y b de la Figura 2.9
estén identificados.

p A’

a) b)

Figura 2.9: Tercer paso.

Hacemos un corte a lo largo de la linea ¢, que va del vértice ) al vértice de a que no es P;
luego pegamos las aristas etiquetadas con a. De esta forma, obtenemos un nuevo poligono
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con un vértice menos en la clase de equivalencia de P y uno més en la de (). De ser necesario
ejecutamos el segundo paso nuevamente; es decir, si obtenemos un par de aristas adyacentes
de primera clase, los eliminamos. Después aplicamos el tercer paso nuevamente para reducir
el nimero de vértices de la clase de equivalencia de P. Cuando sélo queda un elemento de la
clase de equivalencia de P, significa que sélo queda un par de aristas adyacentes de primera
clase. Por tanto es posible eliminar la clase de equivalencia de P. Repetimos este proceso
hasta obtener una tnica clase de equivalencia. De esta forma obtenemos un poligono con
todos sus vértices identificados en un sélo vértice.

Cuarto paso: Hacer cualquier par de aristas de sequnda clase adyacente.

Supongamos que tenemos un par de aristas de segunda clase, etiquetadas con b, que no son
adyacentes, ver Figura 2.10. Cortamos a lo largo de a y pegamos a lo largo de b. Ahora las
dos aristas son adyacentes. Continuamos con este proceso hasta que las aristas de cada par
de segunda clase son adyacentes.

a a

Figura 2.10: Cuarto paso.

Si no hay pares de primera clase, entonces nuestro poligono tiene la forma aiaiasas...a,a,,
es decir, S es la suma conexa de n planos proyectivos. Supongamos lo contrario, hay por lo
menos un par de aristas de primera clase, digamos ¢ y ¢!

Afirmamos que hay por lo menos otro par de aristas de primera clase, tal que ambos pares
se separan mutuamente; asi que nuestro poligono se representa como c...d...c”!...d7'.... Para
probar esta afirmacién, supongamos que ¢ y ¢ ! no estan separados por otro par de aristas
de primera clase, entonces nuestro poligono es como se muestra en la Figura 2.11.

Se cumple que toda arista de A debe identificarse con una arista en A, ya que si son de
segunda clase, entonces son adyacentes, y si son de primera clase, no separan a ¢y ¢ . Lo
mismo ocurre con B. Se sigue que v y v’ no son equivalentes. Pero esto contradice que todos
los vértices se identifican en un sélo vértice.

Quinto paso: Agrupar pares de primera clase.

Supongamos entonces que tenemos dos pares de primera clase que se separan mutuamente.
Demostraremos que podemos transformar el poligono de tal forma que las cuatro aristas son
consecutivas, para esto consideremos la Figura 2.12.

Primero cortamos a lo largo de ¢ y pegamos en b, luego cortamos en d y pegamos en a. De esta
forma nuestro poligono se representa por cdc 'd~'... . Continuamos con este proceso hasta
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Figura 2.12: Quinto paso.

que todos los pares de primera clase estan en grupos de cuatro. Si no hay pares de segunda
clase, las aristas del poligono estdn etiquetadas de la siguiente forma a;bya; by ...a,b,a; 0L,
y por tanto la superficie es la suma conexa de n toros.

Supongamos que el poligono tiene m pares de segunda clase (m > 0) tal que las dos aristas
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de cada par son adyacentes y n-cuartetos de lados tal que cada uno consiste en dos pares
de aristas de primera clase que se separan mutuamente. Entonces la superficie es la suma
conexa de m planos proyectivos y n toros. Por el Lema 2.7, esto es homeomorfo a la suma
conexa de m + 2n planos proyectivos. O

En general, por el Ejemplo 2.5 se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 2.9. (Clasificacion de superficies) Toda superficie es homeomorfa a Fyp o
bien a Ny, donde g >0, h>1 yb>0.

Definiciéon 2.10. Una superficie es orientable si es homeomorfa a Fyy, con g >0 yb > 0.
Si una superficie es homeomorfa a Npy, con h > 1 y b >0, decimos que es no orientable.

Definicién 2.11. Sea S una superficie, el género de S se define como

0 siS="Fy b>0.
g(S)=< g siS=Fy,, g>1,b>0.
h SZ'S:Nh,b,hZLbZO.

Dada una superficie S con una triangulaciéon 7T, se define la funcién x(7) como sigue;
X(T) = v—e+t, donde v denota el nimero de vértices, e el nimero de aristas y ¢ el nimero de
tridngulos. Se sabe que si tenemos dos triangulaciones 7y, T3 para S, entonces x(71) = x(72),
asi que podemos definir la caracteristica de Euler de S como x(7).

Teorema 2.12. Sean Sy y So dos superficies compactas, entonces x(S1#S2) = x(S1) +
X(Sg) — 2.

Demostracion. Sean 7T; una triangulacién de S; y T; un triangulo de 7;, para ¢ = 1, 2. Defi-
namos S! = S; \ int(T;), entonces S1#Sy = 51U .S, /., donde ~ es la relacién que identifica a
la frontera de 77 con la de T,. De esta forma, obtenemos una triangulacién 7T para S7#55.

Sean t;, a;, v; el nimero de tridngulos, aristas y vértices de T; , i = 1,2. Se tiene que
X(T)=(t1 +t2—2) — (a1 +az — 3) + (v1 + v2 — 3) = x(T1) + x(72). El resultado se sigue de
la definicién de caracteristica de Euler de una superficie. n

Los siguientes resultados son ttiles al trabajar con superficies. Basta considerar las trian-
gulaciones de S?, T? y P2, junto con un argumento inductivo, para obtener lo siguiente.

Corolario 2.13. 1) x(5?) =2,
2) Si S es la suma conexa de n toros, entonces x(S) =2 — 2n,

3) Si S es la suma conexa de n planos proyectivos, entonces x(S) =2 — n.
Lo siguiente se obtiene del Corolario 2.13 y la definicién de género de una superficie.

Proposicién 2.14. Para una superficie cerrada S se cumple

o15)={

Si S es una superficie con frontera, 2g(S) = 2 — x(S5) — |08
componentes de la frontera de S.

$(2—x(S)) si S es orientable
2—x(S) i S es no orientable.

, donde |85| es el numero de
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Finalmente, del Teorema de Clasificacion de superficies, la definicién de superficie orien-
table y la Proposicion 2.14, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.15. Sean S7 y Ss dos superficies. Entonces S1 y So son homeomorfas si y solo
si tienen la misma caracteristica de Euler, el mismo nimero de componentes en su frontera
y ambas son orientables o ambas son no orientables.

2.2. Herramientas topolégicas

Definicién 2.16. Sea X un conjunto de curvas simples cerradas disjuntas encajadas en una
superficie S. Si A € X es una curva que es frontera de un disco A C S tal que AN X =
0A = )\, decimos que X\ es una curva de mds adentro y A es un disco de mas adentro.

Teorema 2.17. Un conjunto finito de curvas simples cerradas disjuntas sobre una esfera,
con al menos dos elementos, contiene al menos dos curvas de mas adentro.

Demostracion. Demostraremos por induccién que una familia de n > 2 curvas simples cerra-
das disjuntas sobre una esfera ¥ contiene al menos dos curvas de més adentro. Es evidente
que se cumple para n = 2.

Supongamos que se cumple para k curvas simples cerradas disjuntas. Sea X un conjunto de
k + 1 curvas simples cerradas disjuntas y A € X, entonces existen A, Ay € X \ {A\} curvas
de mas adentro. Por Teorema 1.35 y Teorema 1.36, se sigue que A; separa a > en dos discos,
digamos Ay y Ay, con A; el disco de mas adentro; entonces Ay C Ay. Si A C Ay, Ay Ag son
dos curvas de mas adentro.

Si A C Ay, consideremos a los discos Az v A4 que tienen por frontera a Ao, con As el disco de
mas adentro. Si A C As, entonces A\ y A1 son curvas de mas adentro. Finalmente, si A C Ay,
entonces A\; y Ap son las curvas de mas adentro que buscamos. O

Definicién 2.18. Sea X un conjunto de arcos disjuntos propiamente encajados en una su-
perficie S. St o € X es un arco separante que corta un disco A C S tal que ANX =a y
0A = aUp, donde 8 C JS, entonces o es un arco de mds afuera y A es un disco de mds
afuera.

oS

,ob

a) b)

Figura 2.13: a) Curvas de més adentro; b) Arco de més afuera.

De manera analoga al Teorema 2.17 se demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 2.19. Un conjunto finito, con al menos dos elementos, de arcos disjuntos propia-
mente encajados en un disco contiene al menos dos arcos de mds afuera.

Las superficies, al estar clasificadas, resultan ser una herramienta muy ttil en el estudio
de 3-variedades. En particular las superficies mas destacadas son las incompresibles.

Definicién 2.20. Una curva simple cerrada \ encajada en una superficie S es esencial si
no es frontera de un disco en S. De otra manera, decimos que es inesencial.

Definicién 2.21. Una superficie S propiamente encajada en una 3-variedad M es compre-
sible si se satisface una de las siguientes:

1. S es una 2-esfera y es frontera de una 3-bola en M.
2. 5 es un disco en OM

3. S es un disco propiamente encajado en M y existe una 3-bola en M cuya frontera
estd contenida en S U OM.

4. S no es una 2-esfera o un disco, y existe un disco A C M tal que ANS = I0A y 0A
es una curva esencial en S. El disco A es llamado disco de compresion para S.

Una superficie que no es compresible en M se llama incompresible.

Definicién 2.22. Un arco a propiamente encajado en una superficie S es itnesencial si
existe v C 0S tal que Oa = Oy y a U~y es frontera de un disco en S. En caso contrario,
decimos que o es esencial.

Definicién 2.23. Una superficie S propiamente encajada en una 3-variedad M, con 9S # 0,
es frontera compresible, denotado por 0-compresible, si existe un disco D C M tal que
0D = a U S, donde o es un arco esencial en S y un 3 un arco en OM y DNS = «a. D se
llama disco de O-compresion. Si S no es 0-compresible, decimos que es O-incompresible.

Definicién 2.24. Sea M una 3-variedad, si toda 2-esfera X C M es compresible, entonces
M es irreducible.

Ejemplo 2.25. Por el Teorema 1.37, R? y S3 son irreducibles.

Sea S C M una superficie orientable encajada en una 3-variedad M, si S es compresible
y A es un disco de compresién, se define el proceso de compresién como sigue: Sea V' una
vecindad de A en M tal que V N S es vecindad de OA en S. Tomemos S' = S\ V. La
superficie S’ tiene dos componentes en la frontera, las cuales tapamos con dos copias de A.
Ver Figura 2.14.
Si la superficie obtenida es compresible, repetimos los pasos anteriores hasta obtener una
esfera, o bien una superficie incompresible posiblemente disconexa.
Si S es una superficie O-compresible, podemos definir analogamente el proceso de J-compresion,
donde V' es una vecindad del disco de d-compresion, A’ en M tal que V N S es vecindad del
arco a en Sy VN OM es vecindad de . Ver Figura 2.15.
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a) b) c)

Figura 2.14: Compresion

0S

Figura 2.15: 0-compresién.

Proposicion 2.26. Sea S compresible o 0-compresible. Si S esla superficie obtenida al hacer

~

una vez compresion o 0-compresion respectivamente a S, entonces x(S) < x(5).

Demostracion. Sea S’ = S\ V, como en la definicién del proceso de compresion, se tiene que

x(5") = x(5). Al pegar copias de A a S’, x(S5) = x(5) + 2. De manera andloga se demuestra
que x(5) = x(5) + 1. Por tanto, x(S) < x(.5). O

Corolario 2.27. Sea S compresible y S la superficie obtenida al comprimir S una vez,

~

entonces g(S) < g(9).

Notar que en las Figuras 2.14 y 2.15, en a) se muestra una superfice de género 1 y la
superficie obtenida al hacer compresion o 0-compresién es de género 0. Intuitivamente, el
Corolario 2.27 nos dice que al hacer el proceso de compresion o d-compresién obtenemos una
superficie mas simple que la original.



Capitulo 3

Nudos

Los nudos se pueden considerar en R? o en S* = R* U {co} dependiendo del contexto.
Las definiciones en esta seccién son equivalentes para R3 o S2, en caso de ser necesario,
enfatizaremos cuando se trate de S®. Como referencia se puede consultar [11].

Definicién 3.1. Un nudo es la imagen de un encaje PL de S' en R3.

En la Figura 3.1 se muestran algunos nudos, notar que en b) se suavizé el nudo en a).

AN

a) b) c)

Figura 3.1: a) y b) nudo ocho y c¢)trébol

Sea K un nudo encajado en R® y A un tridngulo tal que:
1. K no intersecta el interior de A.

2. K intersecta uno o dos lados de 0A.

3. Los vértices de K en K N A también son vértices de A.

4. Los vértices de A en K N A también son vértices de K.

25
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Se define una movida triangular sobre K como sigue: reemplazar K por (K — (K NA))U
(0OA — K). Ver Figura 3.2

Figura 3.2: Movida triangular.

Definicién 3.2. Dos nudos K1 y K5 son equivalentes si existe una sucesion finita de
movidas triangulares que transforman Ky en Ks.

Usaremos la palabra “nudo”para referirnos a una clase de equivalencia o a un elemento
de esta.

Definicién 3.3. Un nudo K es trivial si es equivalente a S*.

3.1. Diagramas

Podemos hacer una representacién del nudo al proyectarlo sobre un plano. Aunque dicha
proyeccion nos da informacion sobre el encaje en el espacio, esto no es suficiente para recrearlo;
toda la informacion respecto a la altura se pierde, asi que no sabemos cual parte pasa por
arriba y cual por debajo.

Definicién 3.4. Sea K C R? un nudo y m : R® — R? la proyeccion (z,y,2) — (z,y).
Un punto x € n(K) es regular si 7='(z) es un sélo punto, decimos que es singular en
caso contrario. Si {W‘1($)| = 2, entonces x se llama punto doble. Decimos que m es una
proyeccion regular si m(K) tiene un nimero finito de puntos singulares, todos ellos son
puntos dobles, y cumple que siv € K es un vértice, entonces |7~ (w(v))| = 1.

Definicién 3.5. Sea K C R? un nudo. Una e-perturbacion de K es el resultado de mover
un vértice de K una distancia menor que €.

En la Figura 3.3 se muestra que una e-perturbacién se puede obtener con una sucesion
de movidas triangulares; en este caso, el vértice v se mueve a un punto v’ que dista menos
de e. De esta forma, si K’ es una e-perturbacién de K, entonces K’ es equivalente a K.

Teorema 3.6. Todo nudo K tiene una proyeccion reqular.
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<e

Figura 3.3: Una e-perturbaciéon usando movidas triangulares.

Demostracion. Sea K C R3 un nudo y 7 : R*> — R? una proyeccién. Supongamos que 7 no
es una proyeccion regular, entonces se tienen los siguientes casos:

1. Existen puntos de tangencia, es decir, w(vy) € m(e1) o m(vy) = m(v2), donde vy, vy son
vértices y e; es un arista de K. En ambos casos, hacemos e-perturbacién a v; para
eliminar el punto de tangencia.

2. Si existen aristas ey, es y ez tal que sus proyecciones se intersectan en un punto, hacemos
e-perturbacion a uno de los vértices de es.

3. Existen e; y es aristas de K tal que 7(e;) C m(ez). Sean vy y vy los vértices de e;.
Hacemos e-perturbacién sobre vy, de esta forma m(vy) es un punto tangente a m(es).
Por el primer caso, podemos eliminar este punto de tangencia.

En caso de tener mas de dos vértices o més de tres aristas tales que sus proyecciones se
intersectan, podemos repetir los pasos anteriores las veces que sea necesario. Si K’ es el
resultado de las e-perturbaciones, entonces K’ es equivalente a K y m(K’) es una proyeccién
regular. O]

Sea z € m(K) un punto doble, entonces 77! (x) = {(x1,y1,21), (22, Y2, 22)}. Podemos
suponer que z; < 29, S€a (, UN arco que tiene en su interior a (x1, y1, 21) y que sélo intersecta
a la arista que lo contiene. Cambiamos 7(K) por m(K) \ 7(a,). Hacemos lo mismo por cada
punto singular, de esta forma estamos cambiando 7(K) por 7(K) \ |Jm(ay).

Definicién 3.7. Llamaremos diagrama de un nudo K a w(K) \ |J7r(ay). A cada punto
doble del diagrama lo llamaremos cruce.

Como consecuencia del Teorema 3.6 se obtiene lo siguiente.
Corolario 3.8. Todo nudo tiene un diagrama.

Definicién 3.9. Una orientacion para un nudo K es una direccion en la que se recorre el
nudo.
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positivo negativo

Figura 3.4: Cruces en un diagrama orientado

Un diagrama también puede ser orientado, ya que hereda una orientacion via la proyeccion
regular. Cada cruce de un diagrama orientado se vera localmente como uno de los mostrados
en la Figura 3.4. Estos tipos de cruces son llamados positivo y negativo. Un diagrama es
alternante si al recorrerlo, se pasa alternadamente por encima y por debajo en cada cruce;
decimos que un nudo es alternante si tiene un diagrama alternante.

Definicién 3.10. Las movidas de Reidemeister en un diagrama son los cambios locali-
zados que se muestran en la Figura 3.5.

| | €—p! | [ | €— !
\ ! \ / \ / \
\ / \ / \ / \
\ / \ / \ / \ /
\ / \ /7 \ Ve N\ Ve
N 7 N Ve N 7 N 7
~ e ~ e 7 ~ e
\\___—/ ~ _—— = ~—_ — - \\___//
//’_\\\ /,—_\\
e ~
7 N
/ \ / \
/ \ / - \
/ \ / \
! \ ! \.
>
\ ! \ |
\ / \ /
\ ~— / \ /
\ / \ /
N /
~ 7
S _-- ~ o _-

Figura 3.5: Movidas de Reidemeister.

Definicién 3.11. Dos diagramas D1 y Do son equivalentes si existe un niumero finito de
movidas de Reidemeister que llevan Dy a Ds.
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Teorema 3.12. Dos nudos Ky y Ky son equivalentes si y sélo st Dy y Dy son equivalentes,
donde D; es un diagrama de K; para i =1, 2.

Demostracion. Si K7 y Ky son nudos equivalentes, entonces existe una sucesion finita de
movidas triangulares que transforman K; en K5. Por otro lado, si D; y Dy son equivalentes,
existe una sucesion finita de movidas de Reidemeister que las relaciona. Por lo tanto basta
hacer una relaciéon entre movidas triangulares en un nudo y movidas de Reidemeister en un
diagrama. Se tienen los siguientes casos, ver Figura 3.6.

a) Si al hacer una movida triangular la proyeccién del tridngulo contiene un segmento de
la proyeccion del arco que intersecta a su frontera, hacer la movida triangular implica
hacer R1 sobre el diagrama y viceversa.

b) Si la proyecciéon del tridngulo contiene un segmento de la imagen de algin arco que no
intersecta a su frontera, en el diagrama realizamos R2.

c¢) Sila proyeccién del tridngulo contiene un cruce, significa que en el diagrama realizamos
R3.

]

3.2. Superficies de Seifert

Definicién 3.13. Sea K un nudo en R®. Una superficie orientable S C R? es una superficie
de Seifert para K si 0S = K.

Teorema 3.14. (Algoritmo de Seifert) Todo nudo tiene una superficie de Seifert.

Demostracion. Sea K un nudo, le asignamos una orientacién y sea D un diagrama en el
plano XY en R3. En una vecindad pequena de cada cruce hacemos el siguiente cambio local
al diagrama: borrar el cruce y conectar los extremos de la unica forma compatible con la
orientacién, ver Figura 3.7. El diagrama D se convierte en un conjunto de curvas disjuntas
en el plano; estas curvas se llaman circulos de Seifert, ver Figura 3.8 b).
Puede ocurrir que dichos circulos estén anidados. Sea h(\) el nimero de circulos de Seifert

que contienen a \. Usaremos a este indice para definir una funcién altura.
Para cada circulo de Seifert A, tomamos un disco A en el plano z = h()) tal que A
se proyecta a A. Esta coleccion de discos viven en R? y estdn acomodados de tal forma
que si miramos “desde arriba’la frontera de cada disco es visible. Estos discos heredan una
orientacién del diagrama. Coloreamos los dos lados de cada disco; si la frontera de un disco
esta orientado en sentido contrario a las manecillas del reloj cuando miramos desde un plano
superior, lo pintamos de blanco, en caso contrario de negro, como se muestra en la Figura
3.8 ¢). De esta forma los colores se invierten en el lado inferior.
Insertamos un pequeno rectangulo torcido en el lugar de cada cruce, el sentido de la media
vuelta se elige para producir la clase correcta de cruce, ver Figura 3.9 ¢). Esto produce una
superficie con frontera K.

Si una banda conecta dos discos con el mismo indice altura, entonces estos deben tener
colores diferentes, ya que los circulos de Seifert se crearon de la uinica forma posible segtn la
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Figura 3.6: Relacion entre movidas triangulares y movidas de Reidemeister.

orientacién. Asi que el color puede ser extendido naturalmente a través de la banda torcida
sin causar problemas, como se muestra en Figura 3.9 d). Cualquier otra banda conecta discos
cuyos indices de altura difieren en una unidad. Estos discos deben tener el mismo color en la
cara superior y cuando la banda se agrega, la torsion trae el lado superior del disco de abajo
y se conecta con el disco de arriba. Por lo tanto, esta superficie es de dos lados, es decir, es
orientable. O

Teorema 3.15. La caracteristica de Fuler de una superficie de Seifert S, construida con
el algoritmo de Seifert de un diagrama D, con s(D) circulos de Seifert y c¢(D) cruces es

X(5) = s(D) = ¢(D).

Demostracion. Sea S una superficie de Seifert construida con el algoritmo de Seifert, entonces
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X XX

Figura 3.7: Cambio de los cruces.

(@)

a) b) c)

Figura 3.8: a)Nudo ocho orientado; b)Circulos de Seifert ; ¢)Coloracién
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a) b) c) d)
Figura 3.9:

S esta formada por discos y bandas, dividimos estos elementos en triangulos de la siguiente
forma: un disco al que se conectan n bandas lo dividimos en 2n tridngulos con un vértice en
su interior y una banda en dos triangulos, ver Figura 3.10.

Sea J el numero total de uniones donde una banda se pega a un disco. Por cada cruce, una
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a) b)
Figura 3.10: a)Triangulacién de un circulo de Seifert; b)triangulaciéon de una banda.

banda se une a dos discos, asi que J = 2¢(D). Ademés, por cada banda que se une a un disco
hay dos tridangulos, por lo tanto hay 2J tridngulos en los discos y dos en cada banda. Por lo
tanto el nimero de tridngulos es t = 2J+2¢(D) = 3.J. Para conocer el nimero de vértices sélo
contaremos los que estan en los discos, ya que en estos se incluyen los vértices de las bandas.
Como en cada disco hay un vértice interior, v = 2J + s(D). Por tltimo, cada disco tiene el
doble de aristas que de tridngulos y cada banda sélo agrega 3 aristas a la cuenta; con esto,
hay 4.J aristas por cada disco y 3 aristas por cada cruce, esto es, a = 4.J+3¢(D) = 5J+¢(D).
Finalmente, x(S) =v —a+t = s(D) — ¢(D). O

Por el Teorema anterior y la Proposicion 2.14 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.16. El género de una superficie de Seifert S, construida con el algoritmo de
Seifert sobre el diagrama D, satisface que 2g(S) =1— s(D) + ¢(D)

Definicién 3.17. El género de un nudo K, denotado por g(K), es el minimo género
sobre todas las superficies de Seifert para K. Una superficie de Seifert S para el nudo K es
de género minimo si g(S) = g(K)

Lema 3.18. Un nudo K es trivial si y sélo si g(K) = 0.

Demostracion. Si K es el nudo trivial, entonces tiene un digrama en un plano P con cero
cruces. Por el Teorema de Schoenflies, K es frontera de un disco estandar D. Por lo tanto K es
frontera de un disco A, con g(A) = 0; es decir, g(K') = 0. Por otro lado, si g(K) = 0, entonces
K es frontera de un disco y con una sucesion de A-movidas, con tridngulos contenidos en el
disco, obtenemos una representacién de K que es un tridngulo, por lo tanto K es el nudo
trivial. O]

Teorema 3.19. Toda superficie de Seifert de género minimo es incompresible.

Demostracion. Sea S una superficie de Seifert de género minimo para un nudo K. Suponga-
mos que es compresible, entonces existe un disco A tal que A C S y 0A es esencial en S.
Comprimimos a S a lo largo de A y llamamos S’ a la componente que contiene a la frontera.
Se tiene que x(S’) > x(S) y por tanto g(S’) < ¢(S), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto S es incompresible. O

Definicién 3.20. La suma conexa de dos nudos orientados K1 y Ko, denotada por K =
K \#K,, se define como sigue: cortar un arco sobre cada nudo y unir los extremos de K con
los de Ky de tal forma que tenga sentido la orientacion, en la Figura 3.11 se muestra un
ejemplo de esto.
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—

Figura 3.11: Suma conexa del nudo trébol y el nudo ocho.

Como la eleccion de los arcos y la forma en que se pegan los extremos no dependen del
orden, la suma conexa de nudos orientados estd bien definida, es asociativa y conmutativa.

Sea K = K #K,, observemos que existe una esfera ¥ en S® tal que X N K consiste
exactamente de dos puntos y tal que si « es un arco que une a tales puntos, entonces S\ ¥ =
B; U By, donde B; es una 3-bola en S3, tal que (B; N K) U« es quivalente a Kj;, con i = 1, 2.
Diremos que ¥ factoriza a K en K; y K.

Un factor de un nudo K es propio si no es el nudo trivial y no es igual a K. Un nudo
con factores propios se llama compuesto y llamaremos a un nudo primo si no es trivial y no
tiene factores propios.

Teorema 3.21. Sean K; y K nudos orientados, entonces g(K1#K>) = (K1) + g(K3).

Demostracion. Sea S; una superficie de Seifert de género minimo para K; y «; el arco sobre
K; = 05;, con i = 1,2, que se cortdé de K; para hacer la suma conexa. De esta forma, es evi-
dente que S;US,, pegadas mediante un homeomorfismo a lo largo de « y a, es una superficie
de Seifert para Ki#Ko; asi que g(K1) 4+ g(K2) = g(S1) + g(S2) = g(S1U S2) > g(K1#K>).
Sea F' una superficie de Seifert para K = K1# K5 y ¥ una esfera que factoriza a K. Supon-
gamos que F'y X estan en posicion general, entonces estas se intersectan en un tinico arco
a, que conecta a los dos puntos de K N X, y en un conjunto, posiblemente vacio, de curvas
disjuntas. Sea A € F'N Y una curva de mas adentro en Y, entonces A es frontera de un disco
A en Y tal que AN F = 0A = \. Como F' es incompresible, A\ también es frontera de un
disco A’ en F'. La union A U A’ es una 2-esfera que es frontera de una 3-bola B. Usamos B
para isotopar A’ sobre A, posteriormente isotopamos a F' en posicion general con Y. De esta
forma, obtenemos una superficie isotopica a F' que intersecta a ¥ en un niimero menor de
curvas. Hacemos esto con todas las curvas de F'N Y. Por lo tanto, FF'N Y = «.

Sean U, y U, las componentes de S*\ X y F; = (FNU;) Ua. Se tiene que F; es una superficie
de Seifert de K;, para i = 1,2. Luego, g(K) = g(F) = g(F1) + g(F2) > g(K1) + g(K3), con
lo que terminamos la demostracién. O

Con el teorema anterior podemos decir mas cosas respecto a la suma conexa de nudos.
Corolario 3.22. a) Todo nudo de género uno es primo.

b) La factorizacion de un nudo es finita.
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¢) No hay inverso aditivo en la suma coneza.

Demostracion. a) Sea K un nudo de género uno. Si K = K #K,, por el Teorema 3.21
g(K1) + g(K2) = 1y por tanto, g(K;) =1y g(K;) =0, para i # j.

b) Para esto consideramos factores propios. Como cada factor tiene género mayor que cero
y el género de cualquier nudo K es un nimero natural, entonces K tiene a lo méas g(K)
factores.

¢) Sea K un nudo no trivial, supongamos que existe un nudo K’ tal que K# K’ es un nudo
trivial; se sigue que g(K) + g(K’) = 0 y por tanto g(K') = —g(K) < 0, lo cual es una
contradiccién. 0

El Teorema de Descomposicion Prima para nudos, nos dice que todo nudo no trivial es
la suma conexa de un numero finito de ntimeros primos.

Teorema 3.23. ([14]) Sea K un nudo no trivial. Entonces K se puede factorizar de forma
unica como sigue:

K = K\# Ky #. # K,

donde K; es un nudo primo no trivial parai=1,...,n.
A un nudo K C S® se le puede asociar naturalmente una 3-variedad compacta.

Definicién 3.24. Sea K C S® un nudo y N(K) C S una vecindad regular de K. El
exterior de K, denotado por E(K), se define como S*\ int(N(K)).

Observemos que N (K') es homeomorfo a S' x D?. E(K) de un nudo K es una 3-variedad
compacta e irreducible, cuya frontera es ON (K).
Dada una superficie de Seifert F' para K, F/ = F'N E(K) es una superficie propiamente
encajada en E(K) asi que tiene sentido hablar de una superficie de Seifert en el exterior de
K. A OF' la llamaremos longitud preferente en 0F(K).
Dadas dos superficies de Seifert Fy, Fy en E(K) (o en S?), decimos que son equivalentes
si son isotépicas en E(K) (o en S?). Es posible isotopar un conjunto finito de superficies de
Seifert en F(K), de tal forma que las fronteras de las superficies sean ajenas. En adelante,
cuando hablemos de superficies de Seifert para un nudo, asumiremos estas condiciones.



Capitulo 4

Encontrando Superficies de Seifert
Disjuntas

En esta secciéon estudiaremos algunos de los resultados obtenidos por Scharlemann y
Thompson en [12].
Sean M una 3-variedad y S, T superficies propiamente encajadas en M. Supongamos que S
y T estan orientadas y en posicion general. Una vecindad regular N de SNT en M puede
verse como (SNT) x D? donde Sy T intersectan a cada copia de D? en los ejes horizontales
y verticales respectivamente. Sea A el par de lineas en D? que une a (—1,0) con (0,1) y (1,0)
con (0,—1). La suma transversal de S y T, denotada por S t 7', es la unica superficie
orientada que se obtiene al reemplazar S UT en N por (SNT) x A. Ver Figura 4.1

(0,1)

Figura 4.1: Suma transversal de dos superficies.

Béasicamente, la suma transversal de dos superficies orientadas S y T consiste en cortar SUT
a lo largo de una vecindad de S N7 y luego unir los “extremos” de T con los de S, de la
unica forma en que tiene sentido la orientacién.
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Denotemos por ‘S N T‘ al nimero de componentes de S N 7T minimizado sobre todas las
superficies isotopicas a Sy a T.

Lema 4.1. Sean S, T dos superficies orientadas y en posicion general.
a) x(S1T) = x(8) + x(T).

b) Si ’S N T‘ > 0, entonces para cualquier par de componentes Co y Cy de ST, al menos
una satisface ‘Sﬂ C’Z-’ < ‘SHT‘ Y }Tﬂ C’i| < ‘SF‘IT‘.

c) Si T es homdloga a una superficie disjunta de S, entonces para algin k € N, T t kS
puede ser isotopado fuera de S, donde kS denota k copias paralelas de S.

Demostracion. a) La superficie S 1 T es obtenida al remover vecindades de curvas y arcos de
la unién disjunta de S 'y T' y pegarlas en forma diferente, asi que la caracteristica no cambia.
b) Sea A una curva de SN7T y D un disco transversal en N(A). En D hay cuatro arcos de
(S1T)N(T'US), dos en Sy dos en T. Elegimos dos que pertenecen a la misma componente
de S 1T. De esta forma, cerca de cada curva de SNT existe un par de componentes paralelas,
S’y T de (S1T)N(SUT), uno en S y otro en T, pero ambos en la misma componente de
SHT.

Consideremos ahora dos componentes de S 1 T, Cy y Cf. Si existe un par {S’, 7"} que estd en
Co, entonces (' satisface que ‘S N C'1| < |S N T‘ y }T N C’l} < |S N T|. Si ningtn par esta en
Cy, entonces Cy es disjunto de S y T'y por tanto se cumple b).

¢) Sea N una vecindad regular de S, entonces N es homeomorfa a S x [0, 1]. Isotopamos T t S
de manera que (T'1S) NS esté sobre S x {0}US x {1} y (T1S)N (S x {i})#0,i=0,1.
Podemos elegir una isotopfa tal que (7' S) N S| < |T'N S| ([13], Lema 3.2b), en la Figura
4.2 se muestra un ejemplo. Como 7" y S se intersectan en un nimero finito de componentes,
repetimos este proceso, usando 7't S y S, hasta que T'1 (kS) sea disjunto de S ]

Sea K un nudo en S® y sean S, T' dos superficies de Seifert en F(K). Supongamos que S
y T son incompresibles, estdn orientadas y en posicién general tal que 0S5 y 0T son paralelas
en ON(K); isotopadas tal que ‘S N T} es lo mas pequeno posible.

Lema 4.2. S { T contiene dos superficies de Seifert, Cy y Cy tal que x(Co) + x(Cy) >
X(8) + x(T).

Demostracion. Como 9S y 9T son disjuntos, 9(S 1 T') tiene dos componentes, que son lon-
gitudes de N (K) con la misma orientacién. Si ambas copias estan en la misma componente
C de S 1T, entonces la unién de C' y un anillo sobre ON(K) acotado por S y 9T, es una
superficie cerrada no orientable en S3, lo cual es imposible.

Por lo tanto, existen dos componentes Cy y Cy de S 1 T que tienen por frontera a K, es decir,
son superficies de Seifert.

Una componente de S 1T es la unién de componentes de S\ T' con componentes de T\ S
a lo largo de curvas de S NT. En particular, si hay una esfera en S { T, entonces una curva
de més adentro A\ de S NT es frontera de un disco A en S\ T o en T\ S, digamos que se
cumple lo primero. Como T es incompresible y A sélo intersecta a T en su frontera, A\ es
frontera de un disco A’ en T'. Como F(K) es irreducible, A U A’ es frontera de una 3-bola
B. Usamos B para isotopar A’ en A. La superficie obtenida es isotépica a T e intersecta
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TS

Figura 4.2: Esquema de la demostracién de c)

en menos curvas a S, pero esto contradice la eleccion de S y T'. Por lo tanto no hay esferas
en S 1 T; esto es, ninguna componente de S 1 T tiene caracteristica positiva. Finalmente
X(Co) + x(Ch) 2 x(S1T) = x(5) + x(T). O

Teorema 4.3. 5i S y T son superficies de Seifert de género minimo para K. Entonces existe
una sucesion de superficies de Seifert de género minimo S = Sy, S, ..., S, =T tal que para
cada i, 1 <1 <n, ‘Si ﬂSi_l} =0.

Demostracion. Consideremos una sucesién de superficies de Seifert de género minimo S =
So, .-, Sp, = T, podria ser la sucesiéon S, T. Para cada 1 < ¢ < n, definimos r; = |Si N Si_l‘.
Sea r = max{r;} y s > 1 el numero de enteros tal que r; = r. Demostraremos que si
r > 1, podemos producir una sucesién para la cual (r,s) se reduce, con respecto al orden
lexicografico. Si r = 0, hemos terminado.

Supongamos que r > 1, elijamos ¢ tal que r; = r. Entonces S;_; y S; pueden ser isotopadas
de manera que se intersectan en r componentes. Por el Lema 4.2 hay dos componentes Cy y
Ch de S;_1 1 S; que son superficies de Seifert y g(Co) + g(C1) < g(S;—1) + g(S;). Como S; y
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S;—1 son de género minimo, entonces Cy y C; también lo son. Mds ain, por el Lema 4.1b)
al menos una componente, digamos C cumple |C’0 N Si_l} <ry ’O() N SZ-| < r. Entonces la
sucesiéon Sy, ..., S;—1, Cy, S, ..., Sy, tiene un valor menor para r, o bien el mismo valor pero con
S menor. O

En general, podemos demostrar lo siguiente.

Teorema 4.4. Para cualquier superficie de Seifert S de K hay una sucesion de superficies
de Seifert, S = Sy, ..., Sn, tal que S, tiene género minimo, g(S;) < g(Si—1) y Si—1 NS; = 0.

Demostracion. Si S es una superficie compresible, primero realizamos una sucesién de com-
presiones hasta llegar a una superficie incompresible. En adelante, supongamos que S es
incompresible. Es suficiente demostrar que si S no es de género minimo, hay una superficie
de Seifert disjunta de género menor que S. Sea T una superficie de Seifert de género minimo
para K, isotopada para minimizar ‘S N T|. Por el Lema 4.1c), existe un entero k tal que
T 1 kS puede hacerse disjunto de S. Como en la demostracién del Lema 4.2, T' { kS con-
tiene k 4+ 1 componentes que son superficies de Seifert para K, digamos Cy, ..., Cy, tal que
Y ox(C) = x(T) + kx(S) > (k+1)x(S). Asi que al menos una componente, C;, cumple que
9(Ci) < g(95). o

Corolario 4.5. Para toda superficie de Seifert S que no es de género minimo, existe una
superficie de Seifert S" tal que SNS" =0 y x(S') > x(5).

El algoritmo de Seifert garantiza que todo nudo posee una superficie de Seifert, més no
que la superficie obtenida sea de género minimo. Para nudos alternantes si se puede afirmar
que el algoritmo de Seifert nos da una superficie de género minimo.

Teorema 4.6. Si D es un diagrama de un nudo alternante K, entonces la superficie de
Seifert S obtenida con el algoritmo de Seifert es de género minimo.

Demostracion. Haremos induccion sobre el nimero n de cruces. Para n = 1, D es de la forma
mostrada en la Figura 4.3 a) y con una movida de Reidemeister del tipo 1, es facil ver que
K es el nudo trivial. Con el algoritmo de Seifert obtenemos la superficie S mostrada en b),
la cudl es isotépica a un disco cerrado, es decir, tiene género cero. Por lo tanto g(K) = g(95).
Supongamos que el teorema se cumple para diagramas de n cruces o menos, lo probaremos

a) b)
Figura 4.3: Nudo con un cruce.
para diagramas de n+1 cruces. Sea S una superficie de Seifert obtenida al aplicar el algoritmo

de Seifert a un diagrama alternante con n + 1 cruces, supongamos que S no es de género
minimo.
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Caso 1: Los circulos de Seifert no estan anidados. En este caso, los circulos de Seifert estan
en un sélo plano y por tanto podemos isotopar S tal que los circulos estén sobre S2. De esta
forma, S yace sobre S?, excepto en pequeiias vecindades de los cruces. Perturbamos K de
tal forma que sélo intersecte a S? es dos puntos por cruce como se muestra en la Figura 4.4,
esto es |SZN K| =2n + 2.

Por el Corolario 4.5 existe una superficie de Seifert 7" para K tal que x(T) > x(5) y

Figura 4.4: K intersecta a S? en dos puntos por cruce.

T NS =0.Sea D un disco abierto en S?\ S tal que D intersecta a K en un ntimero par de
puntos, digamos 2k, con k < n + 1, ver Figura 4.5 a); isotopamos T tal que T'N D consista
de k arcos, que tienen por extremo a los 2k puntos, ver Figura 4.5 b).

Sea 3 un arco de més afuera de T'N D, entonces /3 es paralelo en D a un arco a en S. Al

Figura 4.5: a)Disco D € S?\ S; b)T N D

cortar S a lo largo de « se produce un bucle, el cual podemos deshacer. Ver Figura 4.6.

De esta forma obtenemos una superficie S’, que es la superficie obtenida al aplicar el algoritmo
de Seifert a un diagrama alternante D’ con n cruces. Cortando T a lo largo de 3, obtenemos
una superficie de Seifert 7" para el nudo correspondiente a D’ con x(7") > x(5’), lo cual
contradice la hip6tesis de induccion, ya que S’ es de género minimo.

Caso 2: Los circulos de Seifert estan anidados. Sea A un circulo de Seifert anidado que es
frontera del disco A y sea S? C S? una dos esfera tal que S* NS = A. El disco A’ = 5%\ A
intersecta a K en un nimero par de puntos, 2k.

Como en el caso 1, existe una superficie de Seifert 7' para K con T NS = 0, x(T) > x(S)
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Figura 4.6:

y T'N A" igual a k arcos. Cada arco de mas afuera es paralelo en A’ a un arco a en S. La
prueba se sigue como en el caso 1. O



Capitulo 5

Complejo de Superficies de Seifert de
género minimo

Este capitulo estd basado en los resultados obtenidos por Kakimizu en [7].

5.1. Cubriente Ciclico Infinito.

Sea K C S% y S una superficie de Seifert en F(K). Una vecindad H de S en F(K) es ho-
meomorfa a Sx(—1,1) tal que S = Sx {0} C H. Definimos H; = Sx(0,1), H_ = Sx(—1,0)
yY =E(K)\ S. En la Figura 5.1 a) se muestra un esquema de lo antes descrito.
Consideremos las tripletas (H, H™, H™) y (Y, H*, H™) y formemos copias de estos (H;, H;, H; )
y (Y, H H ), conic€Z. Sean H= || H;yY = || V..

7
1€ZL 1€EZL

Figura 5.1:

Identificamos H;r C Y, con H;r C H;y H_, CY;_y con H C H; via el homeomorfismo
identidad, ver Figura 5.1 b). Denotemos al espacio resultante F(K).

Teorema 5.1. E(K) es un espacio cubriente de E(K).

41
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Demostracion. Para cada T € X, existe 1 € Z tal que = € Y; U H;. Como Y; y H; son copias

de Y y H, definamos p : E(K) — E(K) tal que a cada 7 € E(K), p(Z) es el correspondiente

punto = € E(K) del que & es copia.

Sea x € E(K), entonces hay tres posibles casos:

Caso 1: z € E(K) \ H. Entonces existe una vecindad U C Y de z; luego p~*(U) = || U;,

1€Z

donde Uj; es la copia de U en Y;. Ademés, para cada U;, p|y, es un homeomorfismo.

Caso 2: x € H™ U H~. Anélogo al caso anterior.

Caso 3: x € S. Sea U C H una vecindad de x. Definamos Ut = UNH" y U~ = UNH™ y sean

U™ y U7 sus respectivas copias en E(K). Identifiquemos U;", U; y U;;, de la misma forma

en que se construyé E(K); llamemos a dicho espacio U;. De esta forma, p H(U) =] U;, con
i€z

U; abierto en E(K). Para cada U, p| p, es un homeomorfismo. O

Teorema 5.2. Sea 7 : E(K) — E(K) tal que para cada i € Z, y cada ; € YU H;, 7(7;)
estd en la fibra de p(%;) y en Y11 U Hivy. Entonces T genera al grupo Aut,(E(K)).

Demostracion. Es evidente que 7 es un homeomorfismo y que p o7 = p, asi que 7 es una
transformacién cubriente de p.

Sean ¢ € Aut,(E(K)) y # € E(K). Entonces existe i € Z tal que & € Y; U H; . Como
pow =p, p(Z) esta en la fibra de p(Z). Ademas, ¢(Z) estd en Y; U H;, para algin j € Z. Se
sigue que 777(%) = o(#). Por lo tanto, 7 genera a Aut,(E(K)). O

Enlistamos algunas de las propiedades de E (K), como referencia se puede consultar el
Capitulo 5 de [11].

1. E(K) es el cubriente universal de E(K).
2. F(K) no depende de la eleccién de la superficie S.

3. E(K) es una 3-variedad conexa por trayectorias.

Definicién 5.3. E(K) se llama espacio cubriente ciclico infinito de E(K).

5.2. Conjunto .¥(K)

Sea K C S? un nudo orientado. Dos superficies de Seifert, Sy T en E(K) son equivalentes

si son isotépicas en E(K). Sea . (K) el conjunto de clases de equivalencia de superficies de
Seifert para K.
Consideremos al cubriente ciclico infinito de la seccién anterior. Sea S C E(K) una superficie
de Seifert para el nudo Ky Ej la cerradura de un levantamiento de E(K)\S. Sea E; = 77(Ey)
y S; = E;_1 N Ej, para cada j € Z, con 7 un generador del grupo de transformaciones
cubrientes. Se tiene que

E(K) = U E;, p}(9) = U S; vy pls; 1 S; — S es un homeomorfismo.

JEZ JEZ

En la Figura 5.2 se muestra un esquema del espacio E(K). 3
Sea S’ otra superficie de Seifert para K. Entonces tenemos otra descripcién de FE(K) en
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S, S, S, S, S, St

Figura 5.2: Espacio cubriente de E(K)

términos de S”:

E(K) = U E;, p (8 = U S; v pls; S5 — S es un homeomorfismo.

JEZ. JEZ.

Definamos m = min{k € Z|EyN E}, # 0}, r = max{k € Z|E; N E}, # 0} y d(S,S") =r —m,
ver Figura 5.3.

S, S, S, S, S S,

Figura 5.3: Espacio cubriente de F(K)

Proposicion 5.4. Sean S y S" dos superficies de Seifert para un nudo K, entonces:
a) d(S,S") > 1.
b) d(S,S") =1 siysdlosi SNS =10.
¢) E;NE,#0 siysélosim<k—j<r,

d) Ey C U E]/i,, S, C U E,/c
m<k<r m+1<k<r
Demostracion. a) Es claro que d(S,5") > 0. Si d(S,S") = 0, entonces existe ky € Z tal que
min{k € Z| Ey N E}, # 0} = ko = max{k € Z| Ey N E}, # 0}, asi que Ey C Ej, pero esto no
es posible, ya que en Ej debe existir una copia de S’. Por lo tanto d(S,S’) > 1.
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b) Supongamos que d(S,5") =1y que SNS’" # (), entonces existe j € Z tal que j = min{k €
Z|EgNE, # 0}y j+1=max{k € Z|EyN E; # 0}, se tiene que S} intersecta a Sy y
S’ ., intersecta a S;. Entonces Y, y Ej | intersectan a Ey; es decir, d(S, S") = 2, pero esto
es una contradiccién. Supongamos ahora que d(S,S’) > 1, entonces existe k € Z tal que
EoNE,#0y EyNE,,, #0,loque implica que Sy NS}, # 0 y por tanto SN .S" # 0.

c) Se tiene que Ey N E;, # 0y Ey N E, # 0, entonces E; NE, . # 0y E;NE,,; #0, de
donde se obtiene el resultado.

d) Se obtiene de la definicién. O

Para o,0" € . (K), definimos d(o,0’) € Z, por

0 sio=oao

d(0, ") :{ min{d(S,S")|S € 0,5 € '} sio#o’

Proposicién 5.5. La funcion d : ./ (K) x (K) — Z es una métrica, es decir, cumple lo
stguiente:

1. d(o,0") =0 si y sélo si o =0,
2. d(o,0") =d(d',0),
3. d(o,0") < d(o,0") +d(c’,0").

Demostracion. 1. Es evidente que si 0 = ¢’ entonces d(o, ¢’) = 0. Supongamos que d(o,0’) =
0y o # o', entonces existen S € oy S € o' tales que d(S,S") = 0 lo cual contradice la
Proposicién 5.4 a).

2. Supongamos que o # ¢’ y d(o,0") = d(S,S5") con S € oy S’ € ¢'. Por la Proposicién 5.4
c) EyNE; # 0 siysolosi —r < j < —m,estoes, dS,S) <r—m. Asi que d(o’,0) <
d(s’,S) <r—m=d(o,0'). Similarmente, d(c,0’) < d(d’,0).

3. Es suficiente verificar la desigualdad en el caso que o # ¢’ y ¢’ # ¢”. Supongamos que
d(o,0') =d(S,5"), para S € 0y S" € ¢’. Fijamos S” € ¢”, entonces d(o’,0") < d(S’,S").
En términos de S”, E(K) se describe como:

E=\JEr, S'=EnE v p (s =S

1€EZ 1€EZ

Supongamos que E; N E;, # 0y E, NE! # 0, esto ocwrre si y slosim < k—j <ry
m' < i—k <r'. Esto implica que d(o,0’') =r —m y d(c’,6") <r' —m/. St Eg N E! # 0,
existe ko € Z tal que Eg N Ey, # 0y B, NE] # 0, con m < kg < 7. Como m/ <i—Fky <71’
se sigue que m+m’ < i < r+7’, esto implica que d(o,0”) < d(S,5") < (r+7r")—(m+m')
d(o,0") +d(d’,0").

oo

En adelante, para una superficie de Seifert S, denotamos por [S] € ¥ (K) a su clase de
equivalencia.

Teorema 5.6. Sea K C S® un nudo y sean S,S" C E(K) dos superficies de Seifert de
género minimo para K. Supongamos que n = d([S],[S’]) > 1. Entonces existe una sucesion
de superficies de Seifert de género minimo S = Fy, F1, ..., F, tal que:
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S, E. S E S,

Figura 5.4: Construccién de Ry Q.

1. [F,] =91,
2. F, 1 NF,=0paral<i<ny
3. d([S],[Fi]) =t para cada 0 < i < n.

Demostracion. Haremos induccién sobre n = d([S], [S']). Para n = 1, por la Proposicién 5.4
b), S’ es equivalente a una superficie de Seifert F' tal que F'N.S =) y por tanto se cumplen
1-3.
Supongamos que el Teorema se cumple para n < ¢ y que d([S],[S’]) = ¢. Isotopamos S y S’
tal que se intersecten transversalmente, d(S,S’) = ¢, 0SNIS' =0y !S N S" es minimo.
Sea A € SN S Afirmamos que A es esencial en S y S’ Supongamos \ es inesencial en S,
entonces A es frontera de un disco A en S, como S’ es incompresible, A también es frontera
de un disco A’ en 5. Se tiene que A U A’ es una 2-esfera en E(K) y por tanto es frontera
de una 3-bola B. Usamos B para isotopar A’ en A, la superficie obtenida es isotépica a S
e intersecta en menos curvas a S’, pero esto contradice la eleccién de S y S’. Por lo tanto,
toda curva de S NS’ es esencial en S y en S’.
Encontraremos una superficie de Seifert de género minimo S” C E(K), tal que " NS =10
y d([S],[S"]) = ¢ — 1 Sea X una vecindad regular de S] U (EyUE!) en E/. con XNE, =0y
sea Y la cerradura de la componente de £\ X que contiene a S),, y definamos R = X NY.
Entonces R es una superficie en £ disjunta de Ey, Eg, S, vy S, ;.
Sea Z = (EpUE)N( |J E}), V una vecindad regular de (E; US.)NZ en Z y W la
k<r—1
cerradura de la componente de Z \ V' que contiene a Sy. Sea @ = V. NW. En la Figura 5.4
se muestra un esquema de Ry Q).
Ry @ heredan orientacién de Sy y S.. Como R C E/\ (SLUS/,;),p: R— E(K) es un
encaje y por tanto, p(R) es una superficie de Seifert para K. De manera andloga se obtiene
que p(Q) es una superficie de Seifert para K. Por la construccién de Ry @), como todas las
curvas de SN.S" son esenciales, x(R) + x(Q) > x(S1) + x(S;.) = 2x(S) (ver demostracién del
Lema 4.2). Esto implica que x(Q) = x(R) = x(5) y que p(R) es una superficie de Seifert de
género minimo para K. Definamos S” = p(R).
Se tiene que S’NS” = () y por tanto, d([S’], [S”]) = 1. Se sigue que d([S], [S"]) > d([S], [S']) —
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d([S"],[S"]) > q — 1. Consideremos la descripcién de E asociada a S”

EE)=|JE], S)=E/ ,nE] yp (S =]5]

= JEZ.

Sean S! el levantamiento de S” que estd en E! y m = r — ¢, entonces m = min{k €
Z|EyNE;, #0} y R=S" como se muestra en la Figura 5.5 a). Ademds, S/, es disjunto de
Ey, ya que S es disjunto de E,, Figura 5.5 b). De esta forma, £y C |J E}, es decir,

m<k<r—1

d([S],15"]) < (r —1) —m = ¢ — 1. Por lo tanto d([S],[9"]) = ¢ — 1.

Figura 5.5: Levantamiento de S”

Por hipétesis de induccién, existe una sucesion de superficies de Seifert de género minimo
S = F(),Fl, ciey Fq_1 tal que

i) [, = (97,
i) FNE=01<i<q—1y
iii) d([S],[F]) =i, 0 <i<q—1.

Por 1), existe una isotopia h de E(K) tal que hy = id y hy(S”) = F,1. Sea F, = hy(S5'),
entonces [Fy] = [9'], Fy-1 N F, = 0, pues "N S" = 0, y d([S],[F,]) = ¢. Por lo tanto, el
teorema se cumple para n = q. O

El Teorema anterior también se puede demostrar para superficies de Seifert incompresi-
bles, pero se requieren resultados que estan méas alla de lo que se persigue en esta tesis.
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5.3. Complejo simplicial M S(K)

Denotemos por 4.7 (K) al subconjunto de .(K) de clases de equivalencia de superficies
de Seifert de género minimo. Asociamos al nudo K el complejo simplicial M S(K') como sigue:
los vértices de M S(K) son los elementos de .# .7 (K) y los vértices o¢, 01, ..., 04 € M .S (K)
forman un k-simplejo si existen S; € 0;, 0 < i < k, tales que S; N.S; = 0, para todo i < j. El
complejo MS(K) se conoce como el complejo de Kakimizu
Del Teorema 5.6 se obtiene lo siguiente.

Teorema 5.7. Sea K un nudo, MS(K) es conezo.

Observemos que en este contexto, el Teorema 4.3 implica que M S(K) es conexo, sin em-
bargo, el Teorema 5.6 nos proporciona mas informacién de este complejo, relacionada con la
distancia entre dos de sus vértices.

Con esto, podemos definir [y, (o, 0’), para 0,0’ € #.(K), como el minimo nimero de
aristas en M S(K) que conectan a o con o’

Proposicién 5.8. ly(0,0') = d(o,0"), para 0,0 € M. (K).

Demostracion. Primero, ly(0,0") = 1 si y sélo si existe una arista (1-simplejo) que conecta
aoyao, esdecr, existen S € 0y S’ € o’ tal que SN S’ =0, siy sélo si d(o,0’) = 1.

Por el Teorema 5.6, ly/(0,0") < d(o,0’). Supongamos que Iy (0, 0’) = n, entonces existe una
sucesiéon o = 0y, 01, ...,0, = o’ tal que ly(0;_1,0;) = 1. Asi que ly(0,0") = > Ly (0i_1,0;) =
> d(oi-1,0;) > d(og,0,) = d(o,0"). Por lo tanto, ly(0,0") = d(o, ). O

5.4. Ejemplos del Complejo de Kakimizu
Decimos que una funcién f : A — B es una fibracién con fibra F si cada punto de

y € B tiene una vecindad U, y un homeomorfismo h,, : f~1(U) — U x F tal que el diagrama
conmuta

FYU) h UxF
e

donde j(z,z) = x para todo (z,z) € U x F. Nos referiremos a A y a B como espacios total
y base respectivamente. Cada conjunto f~1(b) se llama fibra y es homeomorfo a F'.

Definicién 5.9. Un nudo K C S® es fibrado si su exterior admite una fibracién f : BE(K) —
St tal que la fibra es una superficie de Seifert.

Ejemplo 5.10. Los nudos trivial, trébol y ocho son nudos fibrados.

A continuacién se enlistan algunas propiedades de los nudos fibrados, para mayor refe-
rencia se pueden consultar [2] y [15]

1. Un nudo fibrado admite una tnica fibracion, asi pues tiene una tunica superficie de
Seifert incompresible.



48 Complejo de Superficies de Seifert de género minimo

2. La suma conexa de nudos fibrados es un nudo fibrado.

3. Si K tiene una tunica superficie de Seifert incompresible pero no es fibrado y K, es
fibrado, entonces K;# K, tiene exactamente una superficie de Seifert incompresible.

Por el Teorema 3.19, si K cumple con alguno de los casos anteriores, M S(K) consiste de un
Unico vértice que representa a la tinica clase de superficies de Seifert de género minimo para K.

A continuacién, presentamos ejemplos en el que el complejo de Kakimizu es homeomorfo
a R. Sea K = K 1#K>, con K, y K, nudos no fibrados, entonces E(K) = E(K;) U E(K,) y
A= E(K))NE(Ky) =0E(K,)NOE(K,) es un anillo, ver Figura 5.6.

Figura 5.6: Exterior de K;# K.

Sea S C F(K) una superficie de Seifert de género minimo para el nudo K, tal que R; =
SN E(K;) es una superficie de Seifert de género minimo para K;, con i = 1,2. Notemos que
S=RiURyyquel =R NRy=5SNA esun arco en A como se muestra en la Figura 5.7.

¥ N
y ss < /Aj _________ I _ \
I S
(UES=S
A ~— J
a) b)

Figura 5.7: Superficie de Seifert para el nudo K

Hacemos la siguiente identificacién A = {(e*™ s)[0 < 0 < 1,0 < s < 1} tal que I =
{(1,5)|0 < s < 1}. Consideremos A x [0,1] C E(K}), encajado de tal forma que A = A x {1}
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y (Ax[0,1]) NOE(K) = 0A x [0,1]. Definimos al homeomorfismo f : E(K) — E(K) tal
que fle) = id, flemoaxp = id y f(e2™ s, t) = (204D 5 ) sobre A x [0,1]. Sea
S = f7(S) para cada n € Z, de esta forma, f" envuelve a S a lo largo de dF(K) en
A x [0,1]. En la Figura 5.8 b) se muestra como actia f sobre S en A x [0,1] y en ¢) cémo
cambia la frontera de S.

»
b

Figura 5.8: S en A x [0, 1].

Proposicion 5.11. Para todo n € Z, S™ es una superficie de Seifert de género minimo para
K y cumple las siguientes propiedades:

a) SMWNA=1I.

b) S™ N E(K;) = Rs.

¢) S™ N E(K,) es una superficie de Seifert de género minimo para K, equivalente a R;.
d) S®) = fk=n(SM),

Demostracion. Los incisos a), b) y d) se cumplen por definicién. Por otro lado, S™ N E(K;)
estd propiamente encajada en E(K7) y por tanto es una superficie de Seifert para K; y como
es homeomorfa a R; es una superficie de género minimo. Definimos H : E(K;) x [0,1] —
E(K)) tal que H(z,r) = x para todo z € (E(K;) \ (A x [0,1])) x [0,1] y H(e* s, t,7) =
(e2mi0+11) s 1) en (A x [0,1]) x [0,1]. Se tiene que H es una isotopia, por tanto H™ es una
isotopfa tal que H'(R;) = Ry y HP(R;) = f*(R;) = S™ N E(K;). Por lo tanto S™ N E(K))
es equivalente a R;. O]

Teorema 5.12. ([4], 6.2) S® y S™) no son equivalentes, para k # n.

Proposicién 5.13. Sean K = K \#K,, con K, y Ky nudos no fibrados, y {S™},cz las
superficies de Seifert para K construidas anteriormente. Supongamos ademdas que las super-
ficies de Seifert de género minimo R; para K;, con i = 1,2, son unicas. Entonces cualquier
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superficie de Seifert de género minimo para K es equivalente a alguna superficie S™, con
n € 4.

Demostracion. Supongamos que existe una superficie de Seifert de género minimo F’ para
K que no es equivalente a alguna superficie S*). Elegimos m € Z, por el Teorema 5.7 existe
una sucesion F' = Fy, ..., F, tal que:

L [R] = [50] y
2. F,_ 1 NF,=0paral<i<n

Sea w = min{i € Z|1 < i < r y Fj es equivalente a algin S*®}, entonces existe n € Z tal
que [S™] = [F,]. Sea h una isotopia entre S™ y F,, definamos F” = hy(F,_,), entonces F"
no es equivalente a alguna S® y es disjunta de S

Afirmacion: Sea F' una superficie de Seifert de género minimo para K que es disjunta de
S Entonces F' es equivalente a S™~1) S o g+1),

Notemos que esta afirmacién contradice la existencia de F” y por tanto queda demostrada
la proposicion.

Por la Proposicién 5.11, F' es una superficie de Seifert de género minimo para K disjunta de
S si y s6lo si f~"(F) es una superficie de Seifert de genero minimo para K disjunta de
f(S™) = S = S. Por lo tanto es suficiente demostrar la afirmacién para n = 0.

Sea F una superficie de Seifert de género minimo para K que es disjunta de S = S©.
Isotopamos F' tal que esté en posicién general con el anillo A, de esta forma, F' N A es
un conjunto finito de curvas simples cerradas y arcos. Como F' es incompresible, por un
argumento de curva de mas adentro, podemos isotoparla de tal forma que sélo intersecte a
A en arcos; ademés, F' esta propiamente encajada en E(K), por tanto F'N A consiste de un
tnico arco J. Como F es disjunta de S, J es paralelo a I. Asi, F; = FNE(K;) es una superficie
de Seifert de género minimo para K, con ¢ = 1,2. Supongamos que J = {(—1,5)|0 < s <
1} C A

Por la unicidad de la superficie de Seifert para K;, F; es isotépico a R; en E(K;), para
i = 1,2. Sea e : E(K;) x [0,1] — E(K;) una isotopfa entre F; y R;, para i = 1,2. Se
tiene que e®(F; x {1}) = R;, entonces e (J x {1}) = R;N A = I. Nuestro propésito es
encontrar una isotopia entre F'y SU), para algfm j € {—1,0,1}. Es evidente que podemos
definir una funcién g que tome los valores de e en E(K;), pero para que g sea una isotopfa,
necesitamos saber cémo es en E(K;) N E (Kg) es decu" necesitamos ver como e® envia J a
I, para i = 1,2. Es por esto que elegimos e® tal que e (J x [0,1]) = AN e®(F; x [0,1]).
Definamos Ay = {(e*™ )0 <0 <3, 0<s <1}y A ={(e s))1 <0<1,0<s <1}
Se tienen cuatro casos:

i) eM(Jx1[0,1]) = e@(J x[0,1]) = A, entonces F = F; U F; es paralelo a S = R, U R,.
i) eM(J x [0,1]) = e®(J x [0,1]) = A_, entonces F es paralelo a S.

i) eM(J x [0,1]) = A, y e@(J x [0,1]) = A_, en la Figura 5.9 a) se muestra un ejemplo
de dicha superficie, entonces F' es paralelo a S

iv) eM(J x [0,1]) = A_ y e@(J x [0,1]) = A, ver Figura 5.9 b), entonces F es paralelo
a S(_l)
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Figura 5.9: Superficie F’

Por lo tanto, toda superficie de Seifert de género minimo para K es equivalente a alguna

superficie S, O
Lema 5.14. ([7], 3.5 (ii)) Sea K = K 1#K>, con K; y Ky nudos no fibrados tales que las
superficies de Seifert de género minimo R; para K;, con 1 = 1,2, son unicas. Entonces,

d([S™],[S®]) = n — k, para todo n > k.
De la Proposicién 5.13 y el Lema 5.14 se obtiene el siguiente Teorema.

Teorema 5.15. Sea K = K \#K,, con K; y Ky nudos no fibrados. Supongamos ademds
que las superficies de Seifert de género minimo para K;, con i = 1,2, son unicas. Entonces

MS(K) es de la forma

Ok—1 Ok Ok+1
Posteriormente, J. E. Banks, demostré un resultado que generaliza al Terema 5.15.

Teorema 5.16. ([1], 1.2) Sean K, y Ky nudos no fibrados en S® y K = K 1#K,. Entonces
MS(K) es homeomorfo a MS(K;) x MS(K3) x R.

Del Teorema anterior, se obtiene que el complejo de Kakimizu no es finito para un nudo
compuesto por nudos no fibrados. Ademas, junto con el Teorema de Descomposiciéon Prima
para nudos, se concluye que para conocer el complejo de Kakimizu para cualquier nudo, basta
con encontrar el complejo de los nudos primos en que se descompone. En 2005, Kakimizu
publicé una tabla en la que se enlistan las clases de equivalencia de superficies de Seifert para
nudos primos de hasta 10 cruces.
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Teorema 5.17. ([8], A) Las superficies de Seifert para todo nudo primo de hasta 10 cruces
son unicas, excepto por los siguientes nudos

74 83 9B 910 913 915 923 103 1011 1046 104
2 2 2 4 2 3 2 2 2 4 3
1024 1098 1039 1033 1033 1037 103g 1053 10g7 1065 1074
3 2 2 3 4 2 2 2 2 2 3

En la tabla anterior, cada nudo tiene exactamente dos, tres o cuatro clases de equivalen-
cia de superficies de Seifert de género minimo, de acuerdo al nimero escrito bajo el nudo.
Ademas, por el Teorema C en [8], dichos complejos son de la forma:

01 02 On

conn = 2,3,4.



Conclusiones

En el presente trabajo se revisaron algunas de las propiedades clasicas de topologia de
dimensiones bajas para poder entender la relacién que tienen las superficies y los nudos. De
las cuestiones planteadas al inicio, sabemos que el algoritmo de Seifert aplicado a un diagrama
alternante produce una superficie de Seifert de género minimo.

Como se vio, es posible asociar a cada nudo un complejo simplicial conexo, cuyos vértices
representan superficies de Seifert de género minimo. Mas aun, cada camino que une a dos
clases de equivalencia distintas, representa una sucesion de superficies de Seifert de género
minimo disjuntas dos a dos.

Existen nudos, como los fibrados, que tienen una unica superficie de Seifert de género minimo;
mientras que la suma conexa de nudos no fibrados tiene una infinidad.

El estudio del complejo de Kakimizu en esta tesis, nos motiva a hacer las siguientes preguntas:

1. ;El complejo de Kakimizu es finito para todo nudo primo?
2. ;Cuales son todas las clases de nudos que tienen complejo de Kakimizu finito?

3. Ademas de conexidad, jqué otras propiedades cumple el complejo de Kakimizu para
cualquier nudo?

23
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