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Introduccion

Dado G un grupo finito, las clases de isomorfismo de los G—conjuntos generan un anillo con-
mutativo. En 1967 Louis Solomon llama a dicho anillo, el anillo de Burnside, ya que al parecer,
habia sido definido por primera vez en el libro Theory of groups of finite order de William
Burnside. Ademés, Solomon denota por B(G) al anillo de Burnside, y prueba que B(G) ® Q
es un algebra semisimple sobre Q y que formulas para ciertos idempotentes primitivos de esta
algebra conducen al Terorema de Artin en caracteres racionales en una forma explicita debida
a Brauer [6].

Por otra parte, se sabe que dado un V' un espacio vectorial de dimensién n sobre QQ, G un grupo
finito y p : G — GL(V) una representacion, existe L una Z-reticula en V' que expande a
V y que es estable bajo G. Dicha L es una Z[G]—reticula sobre V.Y el Teorema de Jordan-
Zassenhaus [4, Sect.79] nos dice que el ntimero de clases de isomorfismo de las Z[G]—reticulas
sobre V es finito, pero las pruebas usuales no dan un algoritmo tutil para determinar las clases [8].

En 1977 Louis Solomon da un algoritmo para hacer tales cilculos. Ademas, define la funcion

zeta como
Cr(s) =Cr(s;A) = Z (L:N)"*°,
NeA(L)

donde A es un anillo con unidad, L un A—modulo izquierdo con unidad, A(L) el conjunto de las
clases de isomorfismo de indice finito en L, y A(L) tiene s6lo un ntmero finito de submoédulos
de cualquier indice finito n [8].

Solomon también prob6 que existe una identidad del producto de Euler

Ca(Lis) =[] ¢a, (Lps9),

donde conjeturd sobre la naturaleza de los factores (a,(Ly;s), y dio una definicion literal, en
terminos de funciones zeta de Dedekind, de una funcién zeta ¢ (V;s) la cual depende solo del
modulo V' y no del orden A o de la reticula L [3].

En 1979 Trving Reiner calcula (ra(s), donde RG es el anillo de grupo para G un grupo ciclico
de orden p y p? sobre R el anillo de enteros algebraicos en un campo de ntimero algebraicos o en
una localizacién o en la completacion P—adica de tal anillo. Durante este proceso, Reiner usa el
producto fibrado (pullback) para conocer los clases de isomorfismo de los ideales de indice finito

de RG [7].
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Se puede observar que Solomon habia introducido una funcién zeta, la cual contaba subreticulas
de una reticula sobre un orden. En 1980 Colin J. Bushnell e Irving Reiner retoman la definicién
de la funcion zeta de Solomon de la siguiente manera:

(a(Lis) =Y (L:N)™%,

NCL

donde la suma corre sobre todas las A—reticulas plenas en L, (L : N) denota el indice de N en L,
s es una variable compleja, L una A—reticula plena en V', V un A—médulo izquierdo finitamente
generado, A un orden en A y A una algebra semisimple de dimension finita sobre Q o sobre Q,, [3].

De esta manera, cuando A es una Q—algebra, A es un Z—orden en A; similarmente, cuando A
es una Q,—algebra, A es un Z,—orden en A [3].

Ademés, si A es un Z—orden en la Q—algebra A, y L es una A—reticula plena en el A—mobdulo
V', entonces para cada niimero primo p, L, es una A,—reticula plena en el A,—moédulo V,,, de
aqui Bushnell y Reiner pueden formar la funcién zeta local (,(Ap;s) [3].

Mas atin, Bushnell y Reiner dan un breve desarrollo de la teoria de Salomén desde este punto de
vista. Este nuevo enfoque, conduce a una manera para calcular la funciéon zeta de Solomon, que
en muchas circunstancias da una manera mas eficiente, que los métodos elementales algebraicos
y combinatorios empleados por Solomon [3].

Ademés, obtienen una ecuacion local para la funcion zeta de Solomon; es decir, mediante una
transicion a ideales obtienen una féormula que relaciona a la funcién zeta de A con la suma de
funciones, denotadas por ellos como Z(M, s), donde la suma corre sobre los representantes de
las clases de isomorfismo de las A—reticulas plenas en V' y Z(M, s) es una integral definida en
las unidades de A [11].

En 2009 David Villa Hernandez se da cuenta que el anillo de Burnside B(G) para grupos finitos
cumple con todas las caracteristicas para poder conocer su funcion zeta, y usa un metodo similar
al de I. Reiner para conocer sus clases de isomorfismo de los ideales de indice finito de B(G), y
calcula (p (¢ (s) con G un grupo ciclico de orden p y p? [9].

En 2011 David Villa Hernédndez conociendo las clases de isomorfismo de los ideales de indice
finito de B(G) con G un grupo ciclico de orden p y p?, puede conocer las clases de isomorfismo
de los ideales fraccionales de indice finito de B(G) con G un grupo ciclico de orden p y p?, y en
parte de su tesis doctoral, Villa Herndndez calcula (p(g)(s) con G un grupo ciclico de orden p y
p?, pero mediante la suma de las funciones Z (M, s), donde la suma corre sobre los representantes
las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de indice finito de B(G) [10].

En 2014 Villa Hernandez y un servidor calculamos las clases de isomorfismo de los ideales de
indice finito de B(G), y damos a conocer (p(¢(s) con G un grupo ciclico de orden p*.

Sin embargo, en este proceso, nos encontramos con que hay 82+ 7p+5(p—1)+3(p—2) familias de

representantes de las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de indice finito de B,(G)
con G un grupo ciclico de orden p? y p un néimero primo.
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Esto nos hacer darnos cuenta que no es sencillo conocer las clases de isomorfismo de los ideales
fraccionales de indice finito de B,(G) con G un grupo ciclico de orden p™, n € N y p un ntimero
primo. En consecuencia, tenemos la dificultad de conocer (g ((s) en el caso local, y por tal
motivo sea dificil conocer (p()(s) en el caso global para G un grupo ciclico de orden p", n € N
y p un nimero primo.

Por tal motivo, el objetivo de esta tesis es desarrollar cirtas condiciones para poder tener resul-
tados que nos acerquen a el conocimiento de (p()(s) con G un grupo ciclico de orden p", n € N
y p un nimero primo.

En el capitulo uno desarrollamos una comprension basica del anillo de Burnside. Sabemos que
éste puede ser estudiado desde diferentes puntos de vista. Nosotros procederemos de la siguiente
manera: comenzaremos desarrollando teoria conocida de los G—conjuntos, esto con el fin de
notar (en su momento) que, dado un grupo finito G la union disjunta y el producto cartesiano
dan lugar a una suma y un producto en el conjunto de clases de isomorfismo de los G—conjuntos
finitos.

Maés atn, a excepcion de la falta de inversos aditivos, dicho conjunto satisface los axiomas de un
anillo conmutativo, con lo cual, si agregamos formalmente dichos inversos, obtenemos el corres-
pondiente anillo de Grothendieck, el cual se conoce como el anillo de Burnside B(G) de G. Cabe
mencionar que, mostramos que como grupo abeliano el anillo de Burnside es libre generado por
ciertos G—conjuntos transitivos.

También, en éste primer capitulo se desarrolla teoria de la Marca para mostrar que los elementos
del anillo de Burnside se pueden caracterizar en el producto de los enteros tantas veces como
elementos en las clases de conjugacién se tengan.

En el capitulo dos comenzaremos dando teoria conocida sobre la funcién zeta, la cual nos per-
mitird saber sobre la funcion zeta para el anillo de Burnside, por ejemplo definimos la funcién
Zeta Za (M;s) dada por Bushnell y Reiner para A un Z,—orden en una algebra semisimple de
dimensién finita sobre Q, el campo de los racionales p—adicos para algin primo p y M una
A—reticula plena en dicha &dlgebra semisimple.

Mas atun, para dicha integral se define el concepto de conductor de una A—reticula plena, el
cual forma una parte fundamental del siguiente capitulo. Posteriormente, mediante el método
usado por Reiner daremos a conocer quienes son las clases de isomorfismo de los ideales fraccio-
nales de B,(G) con G un grupo ciclico de orden p* y p un nimero primo. Luego, mediante ésta
coleccion finita de clases de isomorfismo, usaremos el método de Bushnell y Reiner para cal-
cular, tanto en el caso local como en el caso global de (p(¢)(s) con G un grupo ciclico de orden p>.

En los resultados del capitulo dos, se puede notar que los tnicos conductores de los ideales frac-
cionales de B,(G) con G un grupo ciclico de orden p* y p un niimero primo, son cuatro diferentes
reticulas plenas. Por tanto, observamos que para el caso local de (g (¢ (s) con G un grupo ciclico
de orden p? es suficiente calcular las integrales correspondientes de estos cuatro conductores.
Por tal motivo, el objetivo del capitulo tres es observar que pasa con los conductores de B,(G)
con G un grupo ciclico de orden p™, n € N y p un nimero primo.
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En el capitulo tres damos los requerimientos necesarios para tener que, sélo n + 1 reticulas
plenas pueden ser los unicos conductores de las clases de isomorfismos de los ideales fraccionales
de B,(G) con G un grupo ciclico de orden p", n € N y p un ntimero primo. Luego, bajo esta
condicion probamos que existen n+ 1 polinomios en Z[p*] de grado menor o igual que %, los
cuales nos permiten en el caso local de ( Bp(g)(s) hacer depender a dicha funcién zeta de estos
n + 1 polinomios para G un grupo ciclico de orden p™, n € N y p un ntimero primo. Mas atn,
en el capitulo se prueba que CBP(G)(S) es la suma del producto de estos n + 1 polinomios por la
integral que depende de su respectivo conductor. Posteriormente, se da una férmula recursiva de
calcular estas n+ 1 integrales, de hecho, se da una gran una gran despripcién de estas integrales.
Después, presentamos nuestra conjetura sobre cuando un ideal fraccional de B,(G) con G un
grupo ciclico de orden p”, n € Ny p un ntimero primo, puede ser un Z,—orden. Finalizamos el
capitulo con dar un ejemplo de como aplicar el Lema 3.1.4.

Finalmente, incluimos un apéndice sobre la funcion Zeta, donde se consideran algunos re-
sultados, tecnicas u otras herramientas, las cuales se ha decidido no poner en los capitulos para
no salirse del contexto que se desea dar a entender, cabe mencionar, que estos, no son menos
importantes a lo desarrollado a lo largo de esta tesis.



Capitulo 1

Anzillo de Burnside

1.1. Preliminares

En este trabajo de tesis s6lo consideraremos grupos finitos, es decir, si en algin lugar del texto
estd escrito que algo es un grupo, es porque lo estamos considerando como un grupo finito a
pesar de que en la mayoria de los resultados de las secciones 1.1 y 1.2 no es necesaria la condicion
de finitud del grupo. También, se espera que el lector este familiarizado con la teoria de grupos
y su notacién més comiin, que en ella se usa.

El anillo de Burnside B(G) es uno de los anillos fundamentales de representacion de G. Ademas,
es el objeto universal a considerar en el estudio de la categoria de G-conjuntos finitos. Es un
anélogo para los G-conjuntos finitos del anillo Z; de hecho, el anillo Z es isomorfo al anillo de
Burnside del grupo trivial. Por otra parte, el estudio de su espectro primo y de sus idempotentes
primitivos conduce a varios teoremas de induccién como el de Artin, Brauer y Dress (teoremas
de representacion). El anillo de Burnside es un invariante del grupo, el cual detecta solubilidad.
Andreas Dress, prob6 que un grupo es soluble si y solo si los tnicos idempotentes de B(G) son
los triviales. También probo el teorema de induccion de Dress para B(G), el cual, a partir del
hecho de que B(G) actua en los funtores de Mackey, se tradujo en un teorema de inducciéon para
cada uno de estos funtores, ver [2]. El lector puede encontrar mas aplicaciones en [1], [2] v [3]

Definicién 1.1.1. Sean X un conjunto y G un grupo, diremos que X es un G—conjunto si existe
una funcién
*: G x X — X tal que (g9,2) — x((g,2)) =g+

que satisface:
i) exx =z para todo x € X, donde e es la identidad en G.
it) (gh)*x =g« (h*x) paratodo g,h € Gy x € X.

Observacion 1. A la funcién * usualmente se le conoce como la accion de G en X y se dice
que G actia en X.



Ejemplo 1. Sean G un grupo y X un conjunto, entonces X es un G—conjunto mediante:
x: G x X — X tal que (g,2) —> g*xx = .

La accion * es llamada la accidn trivial de G en X, y cuando consideramos dicha accién decimos
que G actua trivialmente en X.

Ejemplo 2. Sea G un grupo y H < G, entonces G/H (el conjunto de las clases laterales
izquierdas de H) es un G—conjunto mediante la multiplicacion por la izquierda, es decir:

x:GXG/H — G/H tal que (¢9,g1H) — g (1 H) = (991)H
paratodo g € Gy g1H € G/H.

Definicién 1.1.2. Sean X y Y conjuntos. Considere los conjuntos X' = X x {1} y Y’ =Y x {2}
donde 1 ¢ Y y 2 ¢ X, entonces definimos la union ajena de X y Y como X UY = X' UY"’ .
Note que X' NY’' = 0.

De manera més general, dada {X;} ser una familia de conjuntos, la unién ajena de dicha familia
es | |X; = JX], donde X/ =X, x {i} coni¢ X, para j#iyjel
i€l i€l
Ejemplo 3. Si {X;},.; es una familia de G—conjuntos, entonces | | X; es un G—conjunto
icl
mediante:

*: G X |_le — I_le tal que (97 ((E,Z)) g x* (2772) = (g *q .’L',i),
iel iel
donde x; es la acciéon de G en X; con x € X;, para algun i € I.

Ejemplo 4. Si {X;},.; es una familia de G—conjuntos, entonces el producto cartesiano de la

familia {X;},_; (denotado por [[X;) es un G—conjunto mediante:
iel

il
w1 G x [[Xi — [ X0 tal que (g, (@i)icr) — g% (zi)ier = (9% 2i)ier,
il iel
donde *; es la accion de G en X;, para cada i € I.

Ejemplo 5. Si X y Y son dos G—conjuntos, entonces
Hom(X,Y)={f: X —» Y | f es funcion}
es un G—conjunto mediante:
*: G x Hom(X,Y) — Hom(X,Y) tal que (g, f) — g * f,

donde (gx* f)(x) = g;ﬁf(gil ;x), paratodaz € X, f € Hom(X,Y) y g € G. Ademas, ;5,)*( son

las acciones de G en Y y X, respectivamente.

Observacion 2. Dada * una accién de G en X se tiene que ~ es una relacion de equivalencia
en X, donde y ~ x si y sblo si existe g € G tal que y = gz parax, y € X.



Definicion 1.1.3. De acuerdo a la relacion anterior ~, denotaremos a la clase de equivalencia de
z € X por O¢(z) y la llamaremos drbita de x en G. Observe que Og(z) = {g*z:9€ G} C X.

Definicion 1.1.4. Sean X, Y dos G—conjuntos con acciones £V ¥ respectivamente. Diremos
que f €Hom(X,Y) es un morfismo de G—conjuntos si satisface que f(g d x)=g L f(x) para

todo g € Gy z € X. Denotamos a la coleccién de morfismos de G-conjuntos de X a Y por
Homg(X,Y).

Ejemplo 6. Sea X un G—conjunto, la identidad
1x: X — X talque x —

es un morfismo de G—conjuntos.

Ejemplo 7. Sean H < K < @, entonces
II:G/H — G/K tal que aH — aK

es un morfismo de G—conjuntos sobreyectivo.

Observacion 3. La composicion de morfismos de G—conjuntos es nuevamente un morfismo de
G'—conjuntos.

Definicién 1.1.5. Sean X, Y dos G—conjuntos, diremos que f € Homg(X,Y') es un isomorfismo
de G—conjuntos si existe g € Homg(Y, X) tal que gof = 1x y fog = 1y. Ademas, diremos que
X y Y son isomorfos como G—conjuntos si existe f € Homg(X,Y) isomorfismo de G—conjuntos.
Si X y Y son isomorfos lo denotaremos por X =g Y.

Observacion 4.
i) Un morfismo de G—conjuntos es un isomorfismo de G—conjuntos si y solo si es biyectivo.
ii) El inverso de un isomorfismo de G—conjuntos es también un isomorfismo de G—conjuntos.
i11) Un morfismo de G—conjuntos manda érbitas en Orbitas.

Definicioén 1.1.6. Sean G un grupo, X un G—conjunto y = € X. Definimos el estabilizador de
z en G como stabg(z) ={g € G:g*z =z}

Observacién 5. Note que stabg(z) es un subgrupo de G.

De aqui en adelante si no hay lugar a confusiéon, vamos a abreviar la notacién y escribiremos gx
en lugar de g * x.

Definicién 1.1.7. Llamaremos a un G—conjunto transitivo si tiene una unica érbita; es decir,
si para cada z, y € X existe g € G tal que y = gz.

Teorema 1.1.1. Si G es un grupo, X un G-conjunto y xg € X, entonces

i) stab(gro) = g(staba(xo))g~".

i) Og(zo) % G/stabg(xo).



ii) Si H es un subgrupo de G, entonces G/H es transitivo.

iv) Si X es un G—conjunto transitivo, entonces X % G/H para algin H < G.

DEMOSTRACION. i) Sea a € stabg(gxo), asi a(gxo) = gz, de aqui (ag)xo = gxo, en consecuencia
g tagry = w0, de aqui que g lag € stabg(zo), con lo que a € g(stabg(wg))g~—t, por tanto
stabg(gxo) C g(stabg(xo))g~!. De manera andloga g(stabg(z0))g~! C stabg(gxo), por lo tanto

staba (9ro) = g(stabg(wo))g™*
i1) Definimos f : Og(z0) — G/stabg(zo) tal que gxg — g(stabg(zo)).

Sean ¢g1xg, 9229 € Og(xo). Entonces g1xg = gaxg si y solo si (g;lgl)xo = 1z, esto ultimo es
equivalente a que g, 'g1 € stabg(zo) y esto pasa si y s6lo si go(stabg(z0)) = g1(stabg(zo)). Por
lo tanto, f esta bien definida y es inyectiva.

Ahora, sea g(stabg(zo)) € G/stabg(xg), notemos que gzg € Og(zo) y es tal que f(gzo) =
g(stabg(xp)), asi f es suprayectiva.

Sélo falta demostrar que f es morfismo de G—conjuntos, para ello tomemos g, g € G entonces

f(g'(gw0)) = f((g'9)w0)) = g'g(staba (wo)) = g'(g(staba (wo))) = 9'(f(g0))-
Por lo tanto Og(zg) % G/stabg(xo).
ii) Como G actua en G/H mediante la accion del Ejemplo 2, tenemos que G/H = Oy (H). Por
lo tanto, G/H es transitivo.
iv) Es inmediato de ). O
Teorema 1.1.2. Si X es un G—conjunto finito, entonces existe un conjunto de indices I tal
que

X % |_|G/Hi donde H; < G para cada i € I.
i€l

DEMOSTRACION. Sean X un G—conjunto y {z; : ¢ € I} un conjunto de representantes de

las orbitas de G en X. Entonces X = |J O¢(x;) y por el Teorema 1.1.1 sabemos que O (x;) %
i€l
G/stabg(z;) para cada i € I; llamemos f; al isomorfismo de O¢ (z;) a G/stabg(x;). Asi, definimos

f: UOG([L'i) — |_| (G/staba(z;)) tal que © — (fi(x),i) para x € Og(z;)
iel i€l

el cual es un isomorfismo de G—conjuntos. Finalmente definimos H; = stabg(x;), con lo cual
queda demostrado el teorema. O

Definicion 1.1.8. Sea H < G, llamaremos conjugado de H por g € G al subgrupo de G definido
por gHg™ ! = {ghg_1 the H} .

Observacion 6. Sea X = {H C G : H < G}, entonces X es un G—conjunto mediante

¥:Gx X — X tal que (g, H) — g+ H=gHg™"



Definicién 1.1.9. Al conjunto de o6rbitas de X bajo la accion de G (ver Observacion 6) lo
denotaremos % (G) y lo llamaremos las clases de conjugacion de subgrupos de G. Denotamos
por [H] € €(G) la 6rbita de H € X bajo esta accion, es decir: [H] = {gHg™' : g € G} . Ademas,
[K] = [H] siysolosi K=gHg ! paraalgin g € G, es decir, H y K son subgrupos conjugados.

Lema 1.1.1. Si H, K < G, entonces G/H % G/K siy solosi [H] = [K].

DEMOSTRACION. (<=) Sabemos que [K| = [H], entonces existe g € G tal que K = gHg ™!, asi
¢ 'Kg=H.
Luego, definimos f : G/H — G/K tal que aH — ag~'K. Sean aH, bH € G/H. Entonces
aH =bH < ag 'Kg =bg 'Ky
sag 'K =bg K.
Por lo tanto f esta bien definida y es inyectiva.

Ahora, sea bK € G/K con b € G, notemos que bgH € G/H, luego f(bgH) = bgg 'K = bK. De
aqui, f es suprayectiva y, por tanto, biyectiva.

Por tltimo, f(gi(aH)) = f(g1aH) = (grag~")K = gi(ag~")K = g1 f(aH), con lo que f es
morfismo de G—conjuntos. Por lo tanto, G/H % G/K.

(=) Sea f: G/H — G/K un isomorfismo de G—conjuntos tal que H — gK para algin
g € G. Asi, para todo h € H, gK = f(H) = f(hH) = hgK, asi gK = hgK, luego g 'hg € K,
de aqui g~ 'Hg C K.
Tomemos f~!, el cual sabemos que es un morfismo de G—conjuntos y note que para cada k en
K, kg7'H=kf Y (K)= fYkK) = fYK) =g 'H, asi gkg~! € H para todo k € K, luego
gKg~! C H, en consecuencia K C g~ 'Hg, por tanto K = g~ 'Hg, por lo tanto [H] = [K]. O
Definicién 1.1.10. Sean H, K < G. Si existe g € G tal que gHg~' C K, diremos que H es
subconjugado de K

Teorema 1.1.3. Si H, K < G, entonces Homg(G/H,G/K) # 0 si y s6lo si H es subconjugado
de K.

DEMOSTRACION. (=) Sea f € Homg(G/H,G/K), entonces f(eH) = aK para alguna a € G.
Para cada h € H tenemos que hH = H, entonces se tiene que f(hH) = f(eH) = aK, lo
anterior implica que aK = f(hH) = hf(eH) = haK. Por lo tanto (a~!)ha € K, y asi tenemos
que (e *)Ha C K.

(<) Sea a : G/H — G/a 'Ha un isomorfismo de G—conjuntos. Por otro lado, existe
a € G tal que a 'Ha < K, entonces del Ejemplo 7 tenemos el morfismo de G—conjuntos
II:G/a"*Ha — G/K. En consecuencia
(ITo o) € Homg(G/H,G/K).
O

Observacion 7. Si H es subconjugado de K, entonces todo conjugado de H es subconjugado
de cualquier conjugado de K.

Observacién 8. En %' (G) hay una relacion de orden parcial. Dados [H], [K] € €(G), tenemos
que
[H] = [K] siy solo si H es subconjugado de K.



1.2. Propiedades de la Marca

Definicién 1.2.1. Sean G un grupo, H < G y X un G—conjunto finito. Definimos X como el
conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos bajo la accién de H; es decir,

X" ={zx e X:hxx=2xparatodo hc H}.
Definimos la Marca de H en X como el nimero de elementos de X y la denotamos por
pu(X)=| X7
Teorema 1.2.1. Si H, K < G y X, Y son G—conjuntos finitos, entonces
i) eu(XUY)=op(X)+euY).

i) ou(X xXY) = ou(X)pn(Y).

i) Si [H| = [K], entonces ¢ (X) = pi(X) para todo G-conjunto finito X.
DEMOSTRACION. i)

(XU ={eXUY :hxz=2 V hec H}
={z:(zeXx{1l}vzeYx{2}))Ahxz=2 YVhe H}
={z:(zeXx{1}Ahxz=2)V(2€Y x{2} Ah*xz=2) Vhe H}
={zeXx{1} VzeY x{2}:hxz=2 Vhe H}
=x"uy"

Por lo tanto | (X UY) |=| XHF uYH |=| X7 | +|YH|.
i)
(X x V)

{(z,y) e X XY :h«*(z,y) = (z,y) V he H}
{(z,y) e X XY : (h*z,h*xy)=(z,y) V he H}
={(z,y):ze XT yyecYH}

= X" xyH.

Por lo tanto | (X x V) |=| XH x YH |=| XH || YH |.
iii) Sea X un G—conjunto. Supongamos que [H] = [K], esto implica que existe g € G tal que
H = gKg~', entonces tenemos que:
Xt —{zeX:hxz=a V he H}
={recX:gkglxz=2 V ke K}
={zeX k(g xx)=g 'z V ke K}
—{zeX: g xaxec XK}
={reX xecgXi}



Del parrafo anterior tenemos que | X7 |=| gX & |.

Ahora definimos ¢ : X% — ¢gX¥ tal que 2 — gx. Observe que, ¢ es una biyeccién, por lo
que | XX |=] gX* |, y con ello se tiene que | X# |=| XX |. Por lo tanto, para todo G —conjunto
X tenemos que og(X) = i (X). O

Lema 1.2.1. Sean H, K < @, entonces existe una biyeccién entre
(G/K)" y Homg(G/H,G/K).
DEMOSTRACION. %) Supongamos que H no es subconjugado de K, entonces por el Teorema 1.26
Homg(G/H,G/K) = 0.
Por otro lado tenemos que:
(G/K) = {gK € G/K : (hg)K = gK para todo h € H}

= {gK € G/K : g 'hgK = K para todo h € H}

={gK € G/K:g 'HgC K}
it) Supongamos que H es subconjugado de K. Definimos

v : (G/K)! — Homg(G/H,G/K) tal que aK +— 7,

donde 7, : G/H — G/K esté definida por gH — gaK.

Veamos que 7, estd bien definida. Sean g1 H = go-H, asi g1 = goh para algin h € H. Luego,
Ya(91H) = g1aK = ga(h(aK)) = g2(aK) = va(g2H).

Ahora veamos que 7, es un morfismo de G—conjuntos. Sean ¢’ € G y gH € G/H, entonces
Ya(9'(9H)) = 1a((9'9)H) = g'9aK = g'7a(gH).

Veamos que 7y estd bien definida. Sean aK, bK € (G/K)* tales que aK = bK. Entonces b = ak
para algin k € K. Luego, v,(gH) = gbK = gakK = gaK = v,(gH) para toda gH € G/H, por
tanto v, = V.

Sea
7' : Homg(G/H,G/K) — (G/K)™ tal que oo — o( H).

Veamos que ' estd bien definida. Dado h € H, tenemos que ha(H) = a(hH) = a(H), por lo
que o(H) € (G/K)H.

Ahora, veamos que v o' = Idyoms(G/H,G/K)-

(vo ) (@) =v(¥ (@) = v(a(H)) = 7(9K) = 74, donde a(H) = gK.
Por otro lado ((y o+ )(a))(zH) = v4(zH) = zgK = za(H) = a(zH), para todo zH € G/H.
Por lo que (y0+') (o) = a, de aqui

yor = Idtome(G/H,G/K)-

Ahora, sea aK € (G/K)", (v o) (aK) =7 (Va) = 7a(H) = aK.



Por tanto
v oy =IdG K-

Por lo tanto, 7 es biyeccion. d

En vista del Lema 1.2.1 y el Teorema 1.1.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Sean H, K < G. Entonces py(G/K) # 0 si y solo si H es subconjugado de
K.

Definicién 1.2.2. Dados G un grupo y H < GG. Definimos el normalizador de H en G como:
Na(H)={9€G:g9H = Hg}.

Lema 1.2.2. Sean H, K < G subgrupos, entonces
Ng(K Ng(H
(/) = (RS8N om0 - (P00 s )

donde
a(H,K)=[{E<G:[E] = [K]y H C B}

PH,K)=|{E<G:[E]=[H]y ECK}.
DEMOSTRACION. Primero, llamemos A ={E < G : [E] = [K|y H C E}. Luego, sabemos que

(G/K)! = {aK : haK = aK para toda h € H}
={aK :a 'ha € K para toda h € H}
:{aK:a_lHagK}
= {aK:Hg aKail}.

Ahora, tomemos f: {aK : H C aKa™'} — 2 tal que aK — aKa™'.

Veamos que f estd bien definida. Sean a K = bK, entonces existe k € K tal que a = bk, por lo
tanto aKa~! = bkKk=1b~! = bKb~ L.

Veamos que f es sobreyectiva. Sea E € 2, asi [E] = [K], es decir, existe a € G tal que
E =aKa™'. Sélo falta ver que aK € (G/K)H.Sea h € H C E, entonces h = ak’a™" para algin
k' € K, por lo que haK = ak’a 'aK = aK.

Por tanto, {aK :H C aKa_l} = U fYE), donde f~1(E) es la imagen inversa de E bajo f.
Eex

Veamos que f~}(E) = {abK : bK € Ng(K)/K} .
(C) Sea ¢K € {aK : HC aKa '} tal que f(cK) = aKa™!, de aqui que cKc™' = aKa™', asi

a~lceKeta = K, con lo cual a~'c € Ng(K), en consecuencia a~tc = b € Ng(K), entonces
¢ = ab tal que bK € Ng(K)/K.

(D) Sea abK con bK € Ng(K)/K, en consecuencia f(abK) = abKb™'a™! = aKa™! = E,
entonces abK € f~1(E).



Observemos que si bK, 'K € Ng(K)/K entonces bK = b’ K siy solo si abK = ab’ K por lo que
de la igualdad anterior de conjuntos obtenemos que |f~1(E)| = |[Ng(K)/K|. Por lo tanto,

|Ne(K)|

) alH, K).
Por otro lado, llamemos A = {a € G:a"'Ha C K} y tomemos

fi:A— {aK:a_lHagK} tal que a — aK.

Es claro que fi estd bien definida y es sobreyectiva.
Ahora, tenemos que la imagen inversa de aK bajo f; es:
(/i) (aK) ={g € G: fi(g) = aK}
={geG:gK =aK}
:{gEG:a_lgeK}
={g € G:g=ak para algin k € K}
={ak: k€ K}
=aK.
Asi, ’(fl)*l(aK)| = |aK| = |K]|, de aqui que |A| = |K|¢n(G/K).
Ahora, llamemos B = {EF < G : [E]=[H|y F C K} y veamos que
|A| = |[Ne(H)| B(H, K).
Para ello, tomemos
fo: A— B tal que a — o 'Ha.

Notemos que f5 esté bien definida. Luego, sea E € 9B, asi [E] = [H] por lo que existe a € G tal
que E =a"'Ha C K, en consecuencia a € A, por tanto f; es sobreyectiva.

Por otra parte, la imagen inversa de F bajo f; es:

(f2)(BE)={9€G: folg) =a "Ha}
= {g €G:g 'Hg = a_lHa}
={9€eG:ag 'Hga ' = H}
={9€G:ga"' € Ng(H)}
= {g € G:ga~! =z para algin z € Ng(H)}
={za:z € Ng(H)}
= (Ng(H))a.

De lo anterior, |(f2)"'(E)| = |(Ng(H))a| = [Ne(H)| . Por lo tanto,
|A| = [Na(H)| 5(H, K).

Concluyendo que
enl/) = () s ) O



1.3. FEl Anillo de Burnside

Desde que la observacion 3 y el ejemplo 6 nos dicen que la composiciéon de morfismos de
G—conjuntos es nuevamente de G—conjuntos y que cualquier funciéon identidad es de G—conjuntos;
respectivamente. Podemos construir una categoria tomando como clase de objetos a la clase
de todos los G—conjuntos y como clase de morfismos a la clase de todos los morfismos de
G—conjuntos. Y llamaremos a ésta categoria la categoria de G—conjuntos.

Recordemos que a nosotros nos interesan los G—conjuntos finitos, de modo que, dentro de la
categoria de G—conjuntos podemos considerar a los G—conjuntos finitos. Dando como resulta-
do la categoria de G—conjuntos finitos, la cual es una subcategoria completa de la categoria de
G—conjuntos [2, pag. 22].

Dado G un grupo finito, sea A la clase de todos los G-conjuntos finitos; es decir,
A ={X : X es un G—conjunto finito}

Observacion 9. En A hay una relacion de equivalencia ~. A saber, dados X y Y € A se tiene
que X ~Y siysolosi X ZgY.

Definicién 1.3.1. Sea X € A. Denotaremos por [X] a la clase de equivalencia de X € A
(X]={Y € A: X =¢ Y}) y la lamaremos la clase de G—isomorfismo de X. Asi, definimos

BH(@) = {[X]: X € A.

Teorema 1.3.1. Sea G un grupo finito, entonces (B*(G),+,-) es un semianillo conmutativo
con unidad, con las siguientes operaciones binarias:

i) +: BY(G) x BY(G) — B™(G) tal que ([X],[Y]) — [X]+[Y]=[XUY].

i) - : BY(G) x BT(G) — BT (G) tal que ([X],[Y]) — [X] - [Y]=[X x Y.
DEMOSTRACION. Veamos que la suma esté bien definida:

Sean [X1],[X5],[V1] y [Y2] € BT(G) tales que [X;] = [X»] y [Y1] = [Y2]. Entonces existen
fi: X1 = Xoy fo: Y7 — Y, isomorfismos de G—conjuntos los cuales inducen el siguiente
isomorfismo de G—conjuntos:

fa: (X x {1 U (V1 x {2}) = (X x {1}) U (Y2 x {2})
(z,1) = (fi(2),1) para i =1,2.

Y por lo tanto [X; UY;] = [X2UY53]. Concluyendo que la suma no depende de los representantes.

Por otro lado, con la notacién anterior tenemos que f; y fo inducen el siguiente isomorfismo de
G—conjuntos:

f41X1XY1*>X2XY2
(z,y) = (f1(2), f2(y))

Obteniendo que [X; x Y7] = [X2 X Y3], por lo que el producto esté bien definido.
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En lo siguiente podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que para elementos [X], [Y] €
BT (G) tenemos que X NY = (; esto debido a que [X] = [X x {1}], [Y] = [V x {2}], y a que la
suma no depende del representante.

Veamos que B1(G) cumple las propiedades de semianillo conmutativo con unidad. Para ello
sean [X],[Y],[Z] € B*(G) donde X,Y y Z son ajenos dos a dos. Por lo que las uniones en los
siguientes puntos seran ajenas.

i) Asociatividad de la suma.

X1+ (Y1 +1[2])

X]+ Y UZ
(X U(YUZ)
[
[

(XUuyvy)uZz
XUY]+[Z]

it) Conmutatividad de la suma.

i4i) Observamos que [0] € BT(G), asi [X]|+ [0] = [X U0] = [X]. Por tanto, [0] es el neutro con
la suma.

iv) Asociatividad del producto.

v) Conmutatividad del producto. Sea
[: X xY —Y xX tal que (z,y) — (y,x).

Claramente [ esta bien definida, es biyectiva y es de G—conjuntos. Por lo tanto [X]-[Y] =
Y] [x].

vi) Distributividad.



vii) Notamos que [G/G] € B*(G). Tenemos que
f: X xG/G — X tal que (z,eG) —> x
es un isomorfismo de G—conjuntos. Por tanto, [G/G] es la unidad en BT (G).
Por lo tanto, (BT (G),+,) es un semianillo conmutativo con unidad. O

Observaciéon 10. Dados G = {e} y X un conjunto. Entonces X es un {e} —conjunto con
accion trivial. Ademaés, dos G—conjuntos con la accién trivial son isomorfos si y solo si existe
una biyeccion entre ellos. De aqui que

¢: BT ({e}) — N tal que [X]+—— |X]|

es un isomorfismo de semianillos, con lo cual N = BT ({e}). En este capitulo consideramos al
cero como un elemento de los nimeros naturales.

Teorema 1.3.2. Sean [X|,[Y],[Z] € BT (G) tales que [X]+[Y] = [Z] +[Y], entonces [X] = [Z].
Es decir, hay cancelacion con la suma en BT (G).

DEMOSTRACION. Sean [X],[Y] y [Z] € BT(G) tales que [X]| + [Y] = [Z] + [Y]. Como antes

podemos asumir sin pérdida de generalidad que XY, Z son ajenos dos a dos, y por consiguiente
m l

todas las uniones que aparecen a continuacién son ajenas. Sean X = |J Og(z;), Y = | Oq(y;)
i=1 j=1

n
y Z = U Oc¢(zr), puesto que [X UY] = [Z UY] hay una correspondencia biyecctiva entre las
k=1
orbitas de X UY y ZUY, esto implica que m + 1 = n + [, por lo que m = n. Por lo tanto
m

Z = U OG(Zi).
i=1
Demostremos que hay cancelacién por inducciéon sobre 1 <.

i) Para | = 1, existe un isomorfismo de G—conjuntos
f:XU OG(yl) — ZU OG(yl)'

Observemos que si f(Og(y1)) = Oc(y1) entonces f |x: X — Z es un isomorfismo de G—conjuntos,
por lo que [X] = [Z].

En caso contrario, sin pérdida de generalidad, supongamos que f(Og(y1)) = Og(zm), enton-
ces [Og(y1)] = [Og(zm)]. Por otro lado, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
f(Oc(zm)) = Oc(y1), entonces [Og(zm)] = [Oc(y1)]- Por lo tanto [Og(z.,)] = [Oc(zm)]. Sea
f1: Og(zm) = Og(zm) un isomorfismo de G—conjuntos. Por otro lado observemos que

m—1 m—1
fln— : U Oa(@i) = | Oclz)
U 06 () !1 ¢ L:Jl ¢

=1
es un isomorfismo de G—conjuntos, por lo que este junto con f; inducen un isomorfismo entre
m m
UOa(x;) y U Oa(z). Por lo tanto [X] = [Z].
i=1 i=1
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i1) Para [ > 1 tenemos que [X] + [Y] = [Z] + [Y] entonces

-1 -1

(X7 + [LJ 06 (1)) + 06 ()] = (12] + [|J O () + [0 ()]

j=1 j=1

por lo que utilizando i) podemos cancelar una orbita, en este caso la 6rbita O (y;) obteniendo que
[ -1

[XT+[UOa(y;)] = [Z] + [U Os(y;)], finalmente por hipétesis de induccién podemos cancelar
j=1 j=1

I — 1 orbitas, concluyendo que [X] = [Z]. O

Observacion 11. El Teorema 1.3.2 nos permite definir una relacién de equivalencia en BT (G) x
Bt (G). A saber, dados ([X1],[Y1]) v ([X2],[Y2]) € BT(G) x BT(G) tenemos que ([X1], [Y1]) ~
([X2], [Ya]) siy solosi [X1] + [Ya] = [X2] + [Y1]. Denotaremos a la clase de equivalencia de
(X],[Y]) € BY(G) x BY(G) por [X] - [Y].

Definicién 1.3.2. Definimos el Anillo de Burnside B(G) de un grupo finito G como:
B(G) = {[X] - [V]: ([X],[Y]) € B¥(G) x B¥(G)}
dotado de las siguientes operaciones binarias de suma y producto:
([X1] = ]) + ([Xo] = [¥2]) = ([Xa] + [X2]) — (] + [¥2])
([X1] = M)) ([(Xz2] = [Y2]) = ((Xa][Xe] + M1][Ya]) — ([Xu][Ya] + [X2][Y4])
Observacién 12. B(G) es el anillo de Grothendieck de BT (G), donde
i) El neutro de la suma es [0] — [0] = [X] — [X] con [X] € BT(G).
it) Dado [X] — [Y] € B(G) su inverso aditivo es [Y] — [X].
ii4) En el producto la unidad es [G/G] — [0].

Teorema 1.3.3. Dado un grupo finito G. Entonces B(G) como grupo abeliano es libre como
Z-modulo, generado por los elementos de la forma [G/H;], donde H; recorre un conjunto de
representantes de € (G).

DEMOSTRACION. Sea G un grupo finito y X un G—conjunto finito. Por el Teorema 1.1.2,

X ¢ | |G/H;, donde H; < G para cada i € I. Asi,
i€l

[X] =

| |G/H:

iel

- Z[G/Hi] € BT (G).

iel

Ahora, por el Lema 1.1.1 podemos tener repeticiones de algunos [G/H;], ya que [G/H;| = |G/ H}]

si y solo si [H;] = [H;]. Por lo que denotaremos con ap, € N al nimero de veces que se repite
el elemento [G/H;]. En consecuencia, si [X] € BT(G), entonces [X] = >  ay|G/H], con
[H]e€(G)

ay|G/H) € N|G/H] C B*(G). Por lo que, abusando de la notacion tenemos que los elementos
de B(G) son de la forma:

> au[G/H], con ag|G/H| € Z|G/H] C B(G).
[He€(G)
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Ahora, solo falta ver que esta expresion es tinica. Supongamos que

> au[G/H =0

[H]€€(G)

y que no todos los ag son cero, asf tenemos la siguiente igualdad en B*(G).

S aklG/K] = Y (an)(G/L).

ax >0 ar <0

Llamemos [Y] = > ax|G/K|y [Z] = > (—ar)[G/L]. Ahora, si [Y] = [0], entonces §) tendria
arg >0 ar, <0
una Orbita distinta del vacio, lo que no es posible. De aqui que, sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que [Y] # [0] y [Z] # [0]. Entonces si ax, > 0 existe Og(yo) C Y tal que
0u(yo) =Za G/ K. Por otro lado, [Y] = [Z], entonces O (yo) Za Oc(z0) para algin zp € Z que
a su vez Oq(z0) ¢ G/Lg para algun Ly tal que ar, < 0, en consecuencia G/Ky =g G/Lg, asi
[Ko] = [Lo], lo que no es posible. Por tanto,

B(G)= & zG/H]

[H]eE(G)

Observacion 13. Hay una inclusion
t: BY(G) — B(G) tal que [X]+— [X]— [0].
Observacion 14. Dados G un grupo finito, R un anillo conmutativo y
f:BY(G)—R
un morfismo de semianillos, tenemos que f se extiende de manera unica a B(G); es decir, existe
F:B(G)—R

un morfismo de anillos tal que F’ | BH@) = f. Ademés, F' esta dada por:

Lema 1.3.1. Sea

p:BYG) — [ Zdadapor [X]— o([X]) = (¢u(X))mew o),
(H)£%(@)

entonces ¢ es un morfismo inyectivo de semianillos. De aqui que, ¢ se extiende de manera tnica
a un morfismo inyectivo de anillos:

¢:BG) — ][] z
[H]EE(G)
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DEMOSTRACION. Observe que I z-= 7% (@] es un anillo conmutativo con suma y pro-
[H]€Z(G)
ducto definimos de manera usual (entrada a entrada).

Veamos que ¢ esté4 bien definida. Sea [X] € B (G). Entonces (¢ (X))mjew(c) no depende del
representante de [H|] por el Teorema 1.2.1 inciso iii). Sea [Y] € BT(G) tal que [X] = [Y], esto
implica que existe f : X — Y un isomorfismo de G—conjuntos. Sean [H] € €(G) y v € X
entonces hx = z para toda h € H, esto es equivale a que hf(z) = f(x) para toda h € H y esto
pasa si y solo si f(z) € Y. Por lo que tenemos la siguiente biyeccion

X" _vH

obteniendo que ¢y (X) = ¢u(Y). Lo anterior se cumple para cada [H] € %(G), de modo que
e([X]) = (@H(X))[H]ecg(g) = (¢H(Y))[H]e<g(g) = ¢([Y]). Por lo tanto ¢ esta bien definida.
Recuerde que 1) = [G/G] y 1ge@ = (1,...,1)
——
|€(G)|—veces
Ahora, para cada H < G subgrupo, tenemos que [H] =< [G], asi pu(G/G) # 0, de modo que
o11(G/G) = 1. Por tanto, 9(IG/G)) = (¢n(G/C)mee) = (1hn1) -

|€(G)|—veces

De las propiedades de la marca, es facil ver que ¢ preserva la suma y el producto (ver Teorema
1.2.1 inciso i) y ii)). Por lo tanto ¢ es un morfismo de semianillos.
Ahora veamos que ¢ es inyectiva. Recordemos que ¢ es inyectiva si y solo si para cada 0 # a €
BTt (G), se tiene que p(a) # 0.
Seaa € BY(G) talquea # 0,asia= Y. ay|G/H] con ay € N, donde no todos los ay son

[H]e€(G)
cero. Puesto que G es finito, toda cadena estrictamente creciente [K;] < [K32] < ... se estaciona.
Elegimos [K’] maximo con respecto a este orden tal que agxs # 0. Tenemos que

a= >y aH[G/H]—lUG/Hi],

[H]e%(G) i€l

donde |I| es el numero de érbitas y H; < G para cada ¢ € I. Entonces

O <|_|G/Hi> = Z e (G/Hi).

iel i€l
Ahora, por la buena definiciéon de ¢ tenemos que si [G/H;] = [G/H,| entonces ¢k (G/H;) =
v’ (G/Hj) y esto ocurre si y solo si [H;| = [H;], por lo tanto

K’ <|_|G/Hz> = > anex (G/H),
[

i€l He€(G)

vease Teorema 1.3.3 .
Por otro lado sabemos que ¢/ (G/H) # 0 si y solo si [K'] < [H] y puesto que elegimos [K']
maximo con respecto a este orden parcial tal que ax # 0, entonces

PK <|_|G/Hi> =agpr (G/K') = ar:[Ng(K')/K'| # 0.

el

15



Asi la coordenada [K']|—ésima de ¢(a) es distinta de cero y esto implica ¢(a) # 0. Por tanto ¢
es un morfismo inyectivo de semianillos.
Por iltimo veamos que

$:BG) — ][] z
[H]EE(G)

es inyectiva:
Sean [X1] — [Y1], [X2] — [Y2] € B(G) tales que

P([X1] — M) = p([Xa] — [¥2))
lo cual ocurre si y s6lo si
e([X1]) — o([V1]) = o([X2]) — ¢([Y2])

& o([Xa]) + o([Y2]) = ¢([X2]) + ¢([V1])
& e((Xa] +[¥a]) = ¢([Xo] + V1)

y puesto que ¢ es inyectiva, entonces
[(Xa] + [Yo] = [X5] + [Y4]
obteniendo que
[(X1] =[] = [X5] = Yo
ver Observacion 11. Por lo tanto ¢ es un morfismo inyectivo de anillos, ver Observacion 14. O

Corolario 1.3.1. Sean G un grupo finito y X,Y dos G—conjuntos finitos, entonces [X] = [V]
siy solo si o (X) = g (Y) para toda [H] € €(G).

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato por la buena definicién y la inyectividad de ¢ del
lema anterior. g
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Capitulo 2

Funcion zeta de B(Cpg)

2.1. Funcion Zeta del Anillo de Burnside

En el capitulo anterior se dierén algunos conceptos basicos y generales para el anillo de Burnside
de un grupo G. Ahora, dado p un ntimero primo, consideraremos a Cps = (a) un grupo ciclico
de orden p?, dicho esto, el objetivo principal de este capitulo sera dar una forma explicita de la
funcion zeta para B(Cps).

Definicién 2.1.1. Sean R un dominio de Dedekind con campo de cocientes K y B una K —algebra
de dimension finita. Entonces, para cualquier K —espacio de dimension finita V, diremos que un
R—submodulo L en V' es una R—reticula plena en V' si L es finitamente generado, y es tal que
KL =YV, donde

KL= {Zaili (suma finita) : «; € K, I; € L}.

Definicién 2.1.2. Sean R y B como en la Definiciéon 2.1.1. Diremos que un subanillo A de B
es un R—orden en B si el centro de A contiene a R, y ademés A es una R—reticula plena en B.

Definicién 2.1.3. Sean R y K como en la Definicién 2.1.1. Diremos que una R—reticula plena
I es un ideal fraccional de R si I esta en K.

Observacion 15. De la Definicién 2.1.3, se puede ver que existe un elemento no cero r € R,
tal que rI C R.

Definicién 2.1.4. Sean p € Z un primo racional y Zj, el anillo de los enteros p—adicos. Definimos
los siguientes productos tensoriales por

B,(G)=2,QBG) = P 2Z,(G/H)
VA

[H]e€(G)

B(@) =2, QB =[] 2z
Z

[H]e?(G)
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Observacién 16. B, (G) es un Z,—orden, siendo EP(G) su orden maximo. Para més informacién
sobre ordenes, ver [5, capitulos 2,3].

Observacién 17. En adelante usaremos (Y7 : Y2) como simbolo de indice en el siguiente sentido
general: si Y7 y Y5 son Z,—reticulas sobre el mismo Q,—espacio vectorial, entonces

(Yl IY'1 ﬁYQ)

M) = vy

Por tanto, este simbolo (Y7 : Y3) lo definimos sin ambiguedad si Y] contiene o no a Ys.

Definicién 2.1.5. Sean A una élgebra semisimple de dimensién finita sobre Q,, el campo de los
racionales p—adicos para algin primo p, A un Z,—orden en A e I un ideal izquierdo de A tal
que el indice (A : I) es finito. Definimos la funcién Zeta de Solomon (x(s) de A, como sigue:

Cals) = > (A1),
I < A, ideal izquierdo
(A:])< o0

Observacion 18. (4 (s) es una generelizacion de la clasica funcién Zeta de Dedekind (i (s) de
un campo de nimeros algebraicos K. Ademas, para los anillos conmutativos B, (G) and B,(G), la
suma corre sobre todos los ideales de indice finito y converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos de {s € C: Re(s) > 1}. Para méas informacion, ver [8].

Observaciéon 19. Sean los Z-ordenes A y A; para i = 1,...,n y el Zy,-orden A, = Z,QA.
Z
Entonces, se puede ver que la funcion (a(s) satisface las siguientes propiedades:
n

i) SiA= H A;, entonces (p(s) = ﬁlg\i(s).

i=1

ii) (a(s) =TI <¢a,(s), el producto de Euler.

p—primo

Para mas informacion sobre la funcion zeta de Solomon, ver [8].

Teorema 2.1.1. Sean G un grupo finito y B(G) su anillo de Burnside. Si ¢ € Z es un nimero
primo, entonces

CBq(G) (s) = fa (q_s) Céq(c) (s),

donde fg (¢°) es un polinomio en Z[p~*]. Ver [8, Teorema 1].
Observacién 20. Si ¢ no divide |G|, entonces B, (G) = Eq (G), y concluimos que fg (¢~%) =1

cuando ¢ no divide a |G].

En adelante consideraremos a A y A como en la Definicién 2.1.5.
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Definicién 2.1.6. Sea M una A-—reticula plena en A. Definimos la funcion Zeta Za (M;s),
como sigue:

Zn(M;s)=> (A:N)™",

donde la suma corre sobre todas las A—subreticulas plenas N en A, tales que N, M estan en la
misma clase de isomorfismo. Por lo que podemos expresar

Ca(s) =) Za (M;s),
M

donde la suma corre sobre un conjunto de representantes de todas las clases de isomorfismo de
las A—reticulas plenas en A.

Definiciéon 2.1.7. Sean M como en la Definicion 2.1.6. Definimos el conductor de M en A, como
sigue:
{M:A}y={z e A: Mz C A}.

Observacion 21. Sea ®j.4y la funcion caracteristica en A de {M : A}. Ahora, elegimos la
medida de Haar d*z sobre el grupo de unidades A*. Para conjuntos medibles £ C A, E' C A*,
es conveniente escribir

w(E) = /dx, u (B = /d*x.

Tenemos que:
2y 039) = (dutd) ™ W07 [ @pary @) ol d's,
rEA*

donde ||z]|, = (Lx : L), para x € A*, la cual es independiente de la eleccién de la Z,—reticula
plena L en A, y observamos que es multiplicativa. Mas atn, se puede ver que ||z|| , = 1 siempre
que z sea una unidad en algin Z,—orden en A. Para mas informacién de este resultado, ver [3,
2.1 El caso local, pp 138-139].

Observacion 22. Ahora, asumimos que

Ai>A2

4

Ay —— A

es un diagrama de producto fibrado (pullback) de anillos, donde todos son morfismos sobreyec-
tivos de anillos. Entonces, por Definicion

A={(a1,a2): a; € A; para i=1,2y g1 (a1) = g2 (az)}.
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Luego, sea I < A e I; < A; ideales izquierdos, tales que I; = f; () para i = 1,2. Sea As
un DIP. Entonces [ = Ayf para algun 8 € Ay. Sea a € I tal que (o, ) € I. Sea J =
{c€ Ay : (¢,0) € I}, un ideal de A;. Tenemos que:

I=A(a,8)+(J,0)
el cual esta determinado por:
1. Un generador 5 de un ideal principal AsS de As.
2. Unideal J < A; tal que ¢; (J) =0.

3. Un elemento « € A; tal que g1 (o) = g2 (8) . Claramente, « esta determinado de manera
tnica mod J.

4 SeaD={a€A: fy(a)B =0} el cual es un ideal de A. Entonces
fl (D) (0% g J

Para mas detalles de este resultado, vease [3].

2.2. Clases de Isomorfismo de los tdeales fraccionales de B, (Cps)

Sea B, (Cps) el anillo de Burnside de un grupo ciclico de orden p®. Entonces tenemos que las

clases de conjugacion de Cps son:

€ (Cpz) = {(a) ,{aPy, <a”2> , <ap3>} .

Luego, consideremos el siguiente conjunto:

{ao =Cps,/ (a), ay = Cps /(a?), ag = Cp3/<ap2>, az = Cp3/<ap3>}.

Entonces por el Teorema 1.3.3 y por la Definicién 2.1.4, tenemos que
3
By (Cps) = PaiZy.
i=0

Més atin, B, (Cps) = Zﬁ es su orden maximo. Por otro lado, sabemos que

[ |G/K]| paraH C K
CPH(G/K){ 0 paraHZ K ~

asi ¢ induce la siguiente inclusion.

®
By (CPS) - Z;l)
— (pr (X)) mee )
aop — (17 13 1; 1)
aj — (Ovpvpvp)
az — (0707P2>p2)
as — (0,0,0,p?).
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Por tanto, podemos ver a B, (Cps) en Ep (C’pa) como sigue:
B, (Cps) = {(uo,ul,uz,u;),) IS Zé: (u1 —uo) € PZyp, (ug —uq) € p2zp7 (uz —usg) € p3Z}
similarmente, se tiene que
B, (Cpa) = {(uo,ul,uz) € Zf,: (w1 —uo) € pZy (ug —u1) € pQZP} C Zf:’,

para el cual, podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado:

(u07u17u2au3)|* 777777777777777 > Us
T

T
| |
| |
| |
| |
I f1i \L92 \
| |
| 3 |
| |
| |

\i

(u07u17u2) - - - - - - - - - - — .

[ V)

Ahora, observamos que Z, es un DIP. Por tanto, sus ideales son de la forma p'Z,, para algin
entero t > 0, y de acuerdo a la estructura de producto fibrado, tenemos que los ideales de indice
finito en B, (Cps) son ideales de la forma

I=(a,p") B, (Cp) + (J,0), (I
donde a es un elemento de un ideal de B, (sz) yJ <B, (C’p2) es un ideal tal que:
1) 9 (J) = 07
2) g1 (o) = g2 (p') , donde « esta determinado de manera tinica mod J y

3) si D = pZ, x p*Z, x p’Z, x {0}, entonces f1 (D)o C J.

Sea Fj, = {0,1,....,p—1} y F; = {1,...,p — 1}, por [9] sabemos que los ideales de indice finito
en B, (sz) son:

Jo=(p™, p*, p)Zy param > 1, k>2,y1>2.

Jo = (pm, pPwi, pl) {(m,y,z) € Zi: (y —z) Epr} param>1,k>2,1>2yw € Fy.

Js = (p™wo, pF, pl) {(z,y,2) € Z}: (2 —x) €ply}param >1,k>2,1>2ywo € Fy.

Ji = (pm, pFwi, pl) {(m,y, z) € Z?,: (z—y) € pr} para los siguientes casos:
gm>1lL k=l=1yw =1
i)ym>1,k>21>2yw €F,.

Js = (p™, p* (w1 + pw2), p') {(z,y,2) € Z3: (2 —y) € p°Z, } para los siguientes casos:
i)mzl,k:l:ngerywl:l.
iWym>1,k>21>2 w € F yws € Fp.

—
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Jo = (p™wo, p w1, p') {(z,y,2) € Z3: (y — ) € pZy, (2 —y) € pZy} para los siguientes casos:
H)m>1 k=l=1w € Fy yw =1.
W)ym>1,k>21>2,ywo,w €Fy.

Jr = (p™wo, p* (w1 + pw2), p') By (C,2) para los siguientes casos:
)m=k=1=0,wo=w1 =1y w2=0.
wym>1k=1l=1w € Fy, w2 € Fp y w1 =1.

i)y m>1,k>21>2 wo,ws € Ff yws € F.

Js = (pm, pFwi, plwg) {(m,y,z) S Zf’,: rT—y+z Gpr} param>1,k>2,1>2,y wi,wz € Fp.

Jo = (p"™wo, p¥, plwo (w1 + pw2) ") {(z,y,2) € Z} : pr —y + 2 € p*Z,} para los siguientes casos:
H)m>1,k=1l=1wo € Fy, ws € Fp y w1 = wo.
wWym>1,k>2,1>2 wo,w € Fy yw2 € Fp.

Ahora, solo basta estudiar (I) para los nueve casos anteriores. Denotamos a B, (Cps) por B.

1) A partir de (I), para J; obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(a1, p") B+ (J1,0) donde:

o1 = (pm*lao, p" % (a1 +paz), p'~* (as + pas +p2as)) € B, (Cp2)

param >1,k>2,1>3ya; € F, parai € {0,..,5}.
Mas atin, tenemos que:
pli?’ (a3 + pas +p2a5) = p"mod (p?’Zp) , donde r > 0.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

M, =B

=((1,1,1,1),(0,p,p,p), (0,0,p* p*),(0,0,0,p%))
{M1 : B} =B, AutgM, = B* y (B : M1)7s =1

((Z;)4 : B*) =p*(p—1)3, (Z; : B) =pf

M = {(u,v,w,t) € Zy: (w—v) € p2Z,p, (t—w) € pP°Zp}

= <(1,0,0,0), (0,1)2,0,0), (0,1,1,1), (0,0,0,p5)>

{Mz: B} = (p,p,p,p) Ms, AutgM>= M3y (B: M) ° =p°
(@)':03) =0 - 12, (23 M) =p°

Ms = {(u,v,w,t) € Zg: (w—1u),(w—v) €plp, (t—w)E p3Zp}
= <(p7 07070)7 (07p7070)7 (17 17 17 1)7 (07 07 O,p3)>

{M3: B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMs = M3y (B: M) °=p°

(@) M5) =P (0 —1)°, (2} Ma) =p°

M, = {(u,v,w,t) = Zf, : (w—v) € plp, (t —w) € pSZP}
=((1,0,0,0),(0,p,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,p*))

{Mys: B} = (p,p,p,p) Ms, AutgMy = M;y (B: M)~ ° = p*

((z3)": M) = (0 - 12, (23 s Ma) = p*



Ms = {(u’v’w’t) € Z% : (w—u) € pp, (w—v),(t—w)E p2ZP}
= ((p,0,0,0), (0,p*,0,0),(1,1,1,1),(0,0,0,p%))

{Ms : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMs = M3y (B: Ms) ° =p°
((z3)": M) = (0 - 1)%, (Z3: M5) = p°

Mg = {(u,v,w,t) € Zp : (w—v),(t—w) € p°Zy}
=((1,0,0,0),(0,p,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,p"))

{Ms : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMs= Mgy (B:Ms)™* =p>*

()" M) = (0 - 12, (23 Mo) =

M7 = {(u,v,w,t) € Zp: (w—u),(w—v) € pZp, (t —w) € p°Zy}
= <(p707070)’(07p7070)’(1717 17 1)7(070707p2)>

{Mz : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpM; = M7y (B:M;)"° =p*

(@) 282) = plo = 1%, (24 317) = p*

Mg = {(u,v,'w,t) € Zf, : (w—v) € plp, (t —w) € p2Zp}
=((1,0,0,0),(0,p,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,p*))

{Ms : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMs = Mgy (B: Ms) ° =p*

(@) a) = st 17, (2h: M) =»°

My = {(u,v,w,t) € Zf, : (w—u) € plp, (t —w) € pSZp}

= ((p,0,0,0),(0,1,0,0), (1,0,1,1),(0,0,0,p%))

{Ms : B} = (p,p*,p*,p*) M1s, AutgMo= Mgy (B: M) ° =p>
()" M) = (0 - 12, (25 : Mo) = p*

Mio = {(u,v,w,t) € Zp : (t —w) € p°Zyp}
=((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,1),(0,0,0,p%))

{Myo: B} = (p,p27p2,p2) Mg, AutgMio = Miyy (B: M)~ ® = p*
(@) Mio) = (0 = 1), (24 Mo) = p°

My = {(u,v,’w,t) € Zf, t (w—u) € pZp, (t —w) € pZZp}

= ((p,0,0,0),(0,1,0,0),(1,0,1,1),(0,0,0,p))

{Mi1: B} = (p,p*,p°,p°) Mis, AutpMir = M7,y (B: M)~ ° =p*
(@) M2v) = plp =12, (24 M) =p°

Mz = {(u,v,’w,t) € Zf, : (t—w) € pZZp}
=((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,p%))

{Ms : B} = (p,p®,p*,p°) Mis, AutgMiz = Misy (B: M) * =p*°
()" Mi) =plp — 1), (Z4: Miz) =7

Mg = {(u’v’wst) € Z?r: (w—u), (w—2),(t—w) Gpr}

= <(p707070)7 (07p7070)7 (17 17 1’ 1)7 (07 0707p)>

{M13 : B} = ( 7p27p2,p2) M16, AutBM13 = Mfg y (B . Mlg)_s :p35
(@) i) = 0= 1, (@5 M) = °
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Miys = {(uavaw$t) € Z;lr : ('LU - v)’(t - ’I.U) € pr}
=((1,0,0,0), (0717,0,0)7(07171a1)»(0707071))>
{Ma B} = (p,p*,p°,p°) Mis, AutpMis = Miyy (B: M) ° =p**
(@) M) = o- 12 (285 20a) =?
)G 2 (w—u), (t—w) € py}
b 1 07 b ),(070707p)>
)Mle, AutpMis = Mis y (B : Mis)~° = p*°
Z;l, : M15) =
Mie = {(u,v, ) € Zp: (t—w) € plp}
<(1 0,0,0), (0, 1,0, 0,171) (0,0,0,p))
(

~~
—
N
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S
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|
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M7 = {(u,v,w,t) € Zp: (v—u),(w —v) € pZp, (t —v) € p°Zp}
= ((p,0,0,0),(1,1,1,1),(0,0,p,0), (0,0,0,p%))
{M17 : B} = (p’P27p27p2) M167 AUtBMl’? = Mf7 y (B : M17)7s :pQS
(()*s i) = plo = )%, (28 Mir) = '
Mg = {(u,v,w,t) € Zp : (w —v) € pLy, (t —v) € P°Zp}
=((1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,p,0), (0,0,0,p%))
{M18 : B} = (p’p27p27p2) M167 AutBMIS = Mikg y (B : Mlg)is :p3s
()" M) =plo— 12, (2} - Mis) =
Mio = {(u,v,w,t) € Zy : (v —u) € plp, (t —v) € p*Zp}
= ((p,0,0,0),(1,1,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0,p%))
{M19 : B} = (p’p27p37p3) M247 AutBMIQ = Mikg y (B : Mlg)is :p3s
((@3)*: Mis) = plo— 12, (Zh - Mio) =
Mso = {(u,v,w,t) € Zy, : (t —v) € pZp}

={((1,0,0,0), (0,1,0 1) (0,0,1,0),(0,0,0,p%))
{M20 B} = (p.p*. 0% p )]\/-"247 AutpMao = M3y y (B : M)~ ° = p**

((Z3)": M) =po = 1), (25 : Mao) =

M2z, = {(u, 'w’t) S Z4 (v u) ) (t - v) S pr}
1.0,1),(0.0,1,0), (0, 0,0, p))

{M2: : B} = p7;027p )M247 AutpMa = M3, y (B: M2)™* =p**

O
w,_.
-
W~

Maz2 = {(u,v,w,t) EZ?,: (t—v) epr}

= ((1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0, p))

{Ma : B} = (p,p*,p°,p°) Mas, AutpMas = M3y y (B: M) ° =p°*
* 4 *

()" Mz) = (0= 1), (25 Ma2) =
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((22)4 : Mg},) =(p-1), (Z}: Mss) =p

0,0,1,0),(0,0,0,1)) .
{Mss : B} = (p,p*,p°,p%) Mas, AutpMay = M3y y (B : M)~ = p®

2) A partir de (I), para J2 obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(0427 pr) B+ (Jz, 0)
donde:

k—

az = (pmam P hwi (a1 + paz) , p'° (as + paa +p2a5)> € B, (Cp),

param>1,k>2,1>3, w1 € Fy y a; € F, para i € {0,..,5}. Mas ain, tenemos que:
p 3 (as + pas +p2a5) = p"mod (pSZp) , donde 7 > 1.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

Mzs = {(u,v,w,t) € Zp : (pu—v+t) € p°Zy, (t —w) € p°Zy}
= ((1,p,0,0), (0,p*,0,0), (0,0,p%0),(0,1,1,1))

{Mas : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMas = By (B: Ma2s) ° = p°
()" B") =0 =1, (24 M) =p°

Mze = {(u,v,w,t) € Zyp: (pu—v+1t),(t—w) € p°Zy}

= ((1,»,0,0),(0,p*,0,0),(0,0,p%,0),(0,1,1,1))

{M36 : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMas = M3y (B: M) * =p*
((22)4 : Mé‘) =p*(p—1)°, (Zp: M) = p*

My7r = {(u,v,’w,t) € Z;‘, t(u—v+1t) € plp, (t—w) € p3Zp}
= ((1,1,0,0),(0,p,0,0), (0,0,p%0), (0,1, 1,1)) ‘

{Ma7 : B} = (p,p*,p*,p*) Mis, AutpMar = M3y (B: M) ° = p**
((22)4 : M5) =p*(p—1)°, (Zy: Mar) =p"

Mg = {(u,v,w,t) € Za: (v—1u) € plp, (t—w) € p3Zp}

= ((1,1,0,0),(0,p,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,p")) ‘

{Mss : B} = (p,p®,p°,p*) Mis, AutgMas = Mssy (B: Mag) * =p**
((22)4 : M;s) =p*(p—1)%, (Zy: Mas) =p*

Mg = {(u,v,w,t) € Zy : (u—v+1) € ply, (t —w) € p*Zyp}
= <(17 170>O)7 (07p70>0)7 (0707p270)7 (07 1,1, 1)> ]

{Msg : B} = (p,p*,p°,p*) Mis, AutgMag = M; y (B: Mag) * =p**

((22)4 : M}*) =p(p—1)3, (Z; : Mgg) =p°
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Mso = {(u,v,w,t) € Zy : (v —u) € pp, (t —w) € p°Zyp}
= <(17 17070)7 (07p7 070)7 (07 07p270)7 (07 0, 17 1)>
{Mso : B} = (p,p°,p°,p*) Mis, AutpMso = M3,y (B: Msg) ° =p**

((Z;)4 : M;o) =plp—1)2, (Z}: Myo) = p?

Ms: = {(u,v,w,t) € Zp: (pu—v+t) € P°Ly, (t—w)E PZp}
= ((1,»,0,0),(0,p*0,0), (0,0,p,0),(0,1,1,1))

{M31 : B} = (P7p27p27p2) MlG, AU-tBM31 = Mf7 y (B : Mgl)_s :p3s

Ms; = {(u,v,w,t) € Zy: (u—v+1t),(t—w) € ply}
= <(17 1707 0)7 (O7p7 07 0)7 (07 O7p7 0)7 (07 17 17 1)>
{Msz : B} = (p,p*,p*,p*) M1s, AutpMsy = M{3y (B: Ms)™° =p**

(@) i) = 0= 1%, (@h: Maa) = °

Mss = {(u,v,w,t) € Zp : (u—v),(t—w) € pZp}

= <(1’ 1707 0)7 (O7p7 07 0)7 (07 07p7 0)7 (07 07 17 1)>

{M33 : B} = (p7p27p27p2) M167 AUtBMSB == M;& y (B : ]\433)7S = p45
(@) i) = 0= 1%, (@h: M) = °

Mgy = {(u,v,w,t) € Zf, : (pu—v+t) € p2Zp}

= <(1’p7070)7 (0’p2707 0)’ (0’ 07 170)’ (0’ 1707 1)>

{M34 : B} = (p71’27p37p3) M247 AUtBMSAL = Mfg y (B : ]\434)7S = p45
((z3)": Mis) =po — 12, (73 : Maa) = p?

Mss = {(u,v,w,t) € Zp: (u—v+t) € plp}
=((1,1,0,0),(0,p,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,1))

{M35 : B} = (P7p27173,p3) M247 AUtBM35 = Mg*l y (B : M35)7S = p5s
(Z2)*: M31) = (0= 1%, (25 Mas) = p

Mse = {(u,v,w,t) € Zp : (u—v) € pZp}

= <(17 17070)’ (07p7 0’ 0)’ (07 07 170)7 (07 07 07 1)>

{Mss : B} = (p,p*,p*,p") Maa, AutpMss = M35y (B: Msg) " =p°*
(@)*: M) = (0= 1), (24 Mso) =p

N~—
I

3) A partir de (I), para J3 obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(as, p") B+ (J3,0) donde:

a3 = (pm’w()ao, "2 (a1 + paz) , p' 2 (as + paa +p2a5)) € B, (Cp2),
param >1,k>2,1>3, wo € Fy ya; € F, parai € {0,..,5} . Més atin, tenemos que:
pl_2 (a3 + pas +p2a5) = p"mod (pBZp) , donde r > 1.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :
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Msr = {(u,v,w,t) € Zp : (p’u—w+1t) € p°Zy, (t —v) € p°Zyp}
= ((1,0,p*,0), (0,%0,0), (0,0,p,0), (0,1,1,1))
{Maz : B} = (p,p.p,p) Ms, AutpMsr = B"y (B Mar)™*
((Zp) -B*) =p’(p—1)°, (Zy: Ma7) =p°
Mis = {(uv,w, ) € 73 : (p*u —w + 1) € pZyp, (£ —v) € Py}
= ((1,0,p%,0),(0,p,0,0),(0,0,p°,0),(0,1,1,1))
{Mss : B} = (p,p,p,p) Ms, AutpMss = M3 y (B: Mass)™* = p**
%) 4 *

((ZP) : M3) =p*(p—1)°, (Zf; : Mss) = p*
Mso = {(u,v,w,t) € Zy : (p*u —w+1t) € p°Zy}
=((1,0,p*,0),(0,1,0,0), (0,0,p°,0), (0,0,1,1))
{Mso : B} = (p,p*,p*,p*) M6, AutgMsg = M5 y (B: Msg)™* =p**
(@)*: Ms) =00 — 1), (Z}: Mso) = p°
Mao = {(u,v,w,t) €ZL: (pu—w+1t),(t —v) € p?Zy)
= ((1,0,p,0),(0,p,0,0), (0,0,p%,0), (0,1,1,1))
{M40 : B} = (p7p25p27p2) M167 AUtBM4O = j\4-5>k y (B : M40)_S :p23
(@p)*: M2) =20 —1)%, (2} Mo) =
My = {(u,v,w,t) € Zp : (pu—w+t) € p°Zyp, (t —v) € pZp}
= ((1,0,p,0),(0,p,0,0), (0,0,p*0), (0,1,1,1))
{Ms : B} = (Pypzapz,pQ) My, AutpMy = M7 y (B: Myy) ° = p*
()" M) = pp—1)", (24 s Mar) = p
Mz = {(u,v,w,t) € Zy: (pu—w+1t) € p°Zp}
= ((1,0,p,0),(0,1,0,0), (0,0,p*0), (0,0,1,1))
{M42 : B} = (p7p25p27p2) M167 AUtBM42 == Mikl y (B . ]\/[42)_S :p4s
((22)4 : Ml"l) =p(p—1)% (Zp: M) =p?
Mis = {(u,v,w,t) € Zy: (u—w+t) € pZp, (t —v) € p°Zp}
=((1,0,1,0),(0,p,0,0), (0,0,p,0), (0,1,1,1))
{M43 : B} = (p:anP37P3) M247 AUtBM43 == Mik7 y (B : ]\/[43)_S = p35
()" Miz) =plo— 1P, (Zh: Mis) =
Maa = {(u,v,w,8) € Z4 s (u—w) € ply, (¢ —v) € pZy)
=((1,0,1,0),(0,p",0,0), (0,0,p,0), (0,1,0,1))
{M44 : B} = (p:anP?”Pg) M247 AUtBM44 = M;f4 y (B : ]\/[44)_S = pBS
((z3)": Mis) =po - 1?2, (73 : Mas) = p°
Mys = {(u,v,w,t) €Zg: (u—w+1t),(t—v) € pLy}

=((1,0,1,0), (0, p,O 0) (0 0,p,0),(0,1,1,1))
{M45 B} = (p p*,p%,p )M247 AutpMys = Mis y (B : Mys)™° = p**

((Z5)*: Mis) = (0= 1% (2} Mis) = p
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Mais = {(u,v,w,t) € Zp : (u—w),(t —v) € pZp}
= ((1,0,1,0), (071770»0)7(07071),0)7(07170a 1)
{Mas : B} = (p,p*,p°,p°) Mas, AutpMass = Misy (B: Mas) ° =p**

(p.p
()" M) = (=17, (2 Mus) =7
Mar = {(u,v,w,t) € Z4 : (u—w+1t) € plyp}
0,0), (0.0, p,0), (0,0, 1, 1))
*, 0%, p°) M24, AutpMyr = M{5 y (B : Ma7)™" =p°°

Mas = {(uavvw’t) EZ (u_w) EPZP}
=((1,0,1,0),(0,1,0,0), (0 0 p,0),(0,0,0,1))
{Mus : B} = (p,p*,p",p") Maa, AutpMus = Misy (B: Mas)™" =p°*

(v
(p)*: Mis) = (- 1), (Z3: Mas) =

4) A partir de (I), para J4 obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(s, p") B+ (J4,0) donde:

ay = (pmflao, pk71w1 (a1 + pa2), pl72 (ag + paq —I—p2a5)) € B, (sz) ,
param>1,k>2,1>3, w1 € Fy y a; € F, para i € {0,..,5}. Mas atn, tenemos que:

p172 (a3 + paq +p2a5) = p"mod (p3zp) , donde r > 1.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

My (a) :{(u,v,w, t) € Zf, : (pav — (1 +pa)w +t) € p3Zy, (u—1t),(v —1t) € PZP}

= {(p,0,0,0), (0, p,p*(1 +pa)~"a,0), (0,0, (1 +pa)~'p*,0),(1,1,1,1))

ac F;7 {M49 (a) : B} = (pﬂp7p7p) M87 AutBM49 ((L) = M:fg (a) y (B : M49 (a))is = ps
(Z3)" : Mig(a)) = p*(p = 1)°, (Z : Mao(a)) = p°

(

Mso (a) = {(u,v,w,t) € Zy : (pav — (1 + pa)w +t) € p®Zp, (v —1t) € pZp}

= ((1,0,0,0), (0,p,p*(1 + pa)~'a,0), (0,0, (1 + pa) ~'p*,0), (0,1, 1,1))

a€Fy, {Mso(a): B} = (p,p,p,p) Ms, AutsMso (a ) =Mz (a) y (B: Mso (a))”° = p**

((Z2)": Mio(@)) = (0 = 1, (24 Mso(a)) = p*

Ms, = {(u,’v,'w,t) € Z?) : (pz,v —w+ t) € p°Lyp, (u—t) € PZP}

<(p707070)7(0,1,]32,0),(O,O,p3,0)7(1,07171)>

{M51 : B} = ( 7p27p2,p2) Mlﬁa AutBM51 - M§ y (B : M51)_s :pgs

(@)': M3) =20 = 1), (23 Msa) = p*

Mgz = {(ua’va’w-,t) (S Zé : (pz'v —w 4+ t) c p3Zp}

= <(1’O70’O)’ (07 17p270)7 (070,p370)7 (0707 17 1)>

{M52 : B} = (P7p2:p2,p2) MIGa AutBM52 = MZ y (B : M52)_s :pSS

(@)': Mi) =P 0= 12, (23 Msa) = p°
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Mss = {(u’v w t) 4
yw,t) € Zp ¢ — 2
{: <(p’07070)7 (17 1, 171)7 (OPO PS;) 0) 1(16) Oeopp)zf’ (v - u) ’ (t - ’U) € pr}
Ms3 : B} = o g o T
4 } <p7p s PP )M167 AutBM53 — M* B —s _ 9
(zp) ;M;3) —pp—1)°, (Z° 23y (B:Mss) ™" =p
_______ ’ (Zp : Msg) =p?
Maa (@) ={(u, v, w,8) € Z3 : (av — (1 + a)w + ¢) € p°Z,
o w,t) €74+ (av — (1+ a)w + 1) € p*Zy, (t— 1), (2
= ((».0,0,0), (0 %) (1+a)w +t) € p*Zy, (t —
PR CRaE NN L (1+a) 77,0, (1,1 T ne P}
’ ) 54 (@) : = 2 2 YA
Aut M _ « p,p,p,p )M167
s S s B
() _5_4(a)) =plp—1)%, (Z}: Msa(a)) = p*
Mss = {(u,v w_t__z ________________
€ Zp: N2 e N
= <(17070 0) (6 1’ 1) P (;’ w) € p2Zp, (t —v) € pZ }
{M55 : B}’_7( ’ 27 ,21)72(070719 70)’(0’070717)> !
4 - p7p7p,p)M167 AutBM55:M* B —s _ 3s
(Zp) : Mg5> =p(p— 1) 4 55y (B:Mss) *=p
_______ ) (Zp : M55) = 3
Mao (@) = {(r 010, 8) € 73+ (aw — (1 + @y 1 1) € P*2.
v w,t) €74 1 (av — (1+ a)yw + 1) € p*Zy, (v —t) €
= ((1,0,0,0), (0 A lav 1+ a)w + t) € p*Z B
ael,.. ):(0.p.p(1 +0)"a.0),(0.0,(1 +a) 'p* 0))0 P’Lp, (v =) € PLp}
sosp— 2}, {Msg(a): B} = 2 2 2\ nrs ,(0,1,1,1))
AUtBMsﬁ (CL) = M . - (p7p yP P )M167
(o) 2t (@)y (B Mso (@) ="
() ff(a)) —p(p—1)2, (Z}: Mss(a)) = p*
Ms7 = {(u,v wit)i . T T T T LT T T T
ywyt) € Zp : o N2 N
{: ((p,0,0,0),(0,1,p,0), (5’0 ;5"6) (;"O-i-lt)ls p*Zyp, (t —u) € PZp}
Ms7 : B} = 2 2 PE R AT T
57 } (p7 p,p ,p2) M167 AutBM57 - M . s
((Z) M) 8 (4 7y (B Msr)™" = p”
N 7)=rp—1)°, (ZP:M57):p3
Msg = {(u,v 7;771.7 777777777777777777
=<(10%o’ w,t) € Zp 2 (pv —w + 1) € p°lp} -
By ), (0, 1271?,0)7(0,071?2,0),(0 0,1,1)) i
. — 2 b b b
58 - } (p7 p,p ,p2) M167 AUtBMsg - M . s
((Z) Ms)—p( —1)2, (7 Sy (B: Mss) ™" =p"
7777777777 ) bl (Zpng,g) :p2
Mso = {(u,v,w,t) A, T
’ € Lyt N 20 N
{: 0. b O om0 S v
Mso : B} = (p,p% 9%, p° TR TR
PP, P M. _ *
((Z*)4 ) — )3 24, AutpMs9 = M{; y (B . M59)_s :pgs
N 717 : 17 _p(p_ 1) ) (Zf; : Msg) = p3
Moo — (mw) €70 0 _pwiB e T
= <(17O7O70)’7 (67p§ %%)Zg)p(f 0—) PE(Q)U +t) € p°Zyp, } -
{M6O:B}: 2’3’ 37 Uy by ) 7_1,071)>
b,p,p, *
A s
AR 18>=p(p—1) , (Zy : Meo) = p°
M, = {(u J;T*Z ****************
€z T T T
{MGl B}—(Pp7p )}vf 0,00 1)
D 24, AutBM61 Misy (B: M) ™® = p*

( ) - 1)? Z :Mﬁl):



Mez = {(u,v,w,t) € Zp: (v—w+1t) € pZp}

= <(1707070)7 (07177070)7 (07 17 1a0)7 (07_1707 1))

{Me> : B} = (p,p*,p’,p°) Mas, AutpMez = M3y y (B: Me2) ™ ° =p°*
(@)*: Mi) = (=12, (2 M) =p

Mes = {(u,v,w,t) € Zp : (v—w),(t—u) € pZy}

= <(p7 07 070)7 (O7p7 070)7 (07 17 170)7 (1707 07 1)>

{Mes : B} = (p,p*,p*,p*) Mas, AutpMes = Mgz y (B : Mes)™* =p**
((22)4 : Mgz) =(p—1)% (Zy: Me3) =

Mea = {(u,v,w,t) € Zp : (v—w) € pZp}

= ((1,0,0,0), (0,p,0.0), (0.1,1,0), (0,0,0, 1))
{M64 B} = (p,p°, 0", 0%) M2s, AutgMes = Mgy y (B: M) ° =p°*
( ) — 1 Z : M64> =p

5) A partir de (I), para Js obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(as, p") B+ (J5,0), donde:

m—1

as = (p ao, p* (w1 + pws) (a1 + paz) , p'~ " (a3 + paa +p2a5)) € B, (Cp2),

param>1,k>2,1>3, w1 € Fy y wa,a; € Fp parai € {0,..,5} . Mas atn, tenemos que:

pF1 (a3 + paq +p2a5) = p"mod (p3zp) , donde r > 2.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

Mes = {(u,v,w,t) € Z4: (pv — w +t) € p°Zyp, (t — u) € PZy)}
= ((p,0,0,0),(0,1,p,0),(0,0,p*0),(1,0,1,1))

{Mes : B} = (p,p*,p°,p°) M1s, AutgMes = B* y (B: Mes) ° = p**
(@) 57) =017 (2h: Moo) = "

Mege = {(u,v,’w,t) € Zf, s (pv—w+t) € paZp}
=((1,0,0,0),(0,1,p,0),(0,0,p%0),(0,0,1,1))

{Mes : B} = (p,p*,p°,p°) M1s, AutpMes = M3 y (B : Mgs)™° = p**
(@) 05) =0 =12, (Zh: M) =p°

Mer = {(u,v,w,t) € Z5: (v —w +t) € P°Zp, (t —u) € pZp}
= ((p,0,0,0),(0,1,1,0), (0,0,p*,0), (1,0,1,1))

{Me7 : B} = (p,p*,p’,p°) Mas, AutpMer = M3 y (B : Mgr)™° = p*®
((22)4 : Mg) ZPQ(P— 1)37 (Z;l) : MG?) :p3

Mes = {(u,v,w,t) € Zy : (v — w + pt) € p°ZLy, (t —u) € pZp}
= ((p,0,0,0),(0,1,1,0), (0,0,p*,0), (1,0,p, 1))

{Mes : B} = (p,p*,p°,p°) Mas, AutpMes = M33y (B: Mes) ° = p**
((Z3)": M) =po = 1%, (73 : Mes) = p*
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Meo = {(u,v,w,t) € Zy : (v —w) € p*Ly, (t —u) € PLp}

= ((p,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,p%,0),(1,0,0,1))

{Meo : B} = (p,p*,p’,p°) Mas, AutpMeo = Mgy y (B : Meo) ° = p**
* 4 *

((Zp) :MGQ) =plp—1)2, (Z}: Meo) = p

Mo = {(u,v,’w,t) = Zf, t(v—w+t) e p2Z,,}

=((1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,p%,0),(0,0,1,1))

{M~o : B} = (p,p*,p*,p°) Maa, AutpMro = Mgy (B: M) " =p*
* 4 *

((Zp) : MG) :pQ(p— 1)27 (Zé : Mm) :p2

My = {(u,v,’w,t) € Zf, : (v—w+pt) € pzZp}

=((1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,p%,0), (0,0,p, 1))

{Mz1 : B} = (p,p*,p,p°) Mas, AutpMm = M35y (B: Mn)~° =p*
* 4 *

((Zp) : M55) =plp— 1)2, (Z;l7 : M71) = p?

Mrz = {(u,v,w,t) € ZL: (v — w) € p?Zyp}
=((1,0,0,0),(0,1,1,0), (0,0,p*0), (0,0,0,1))
{Mzz: B} = (p,p*,p°,p%) Mas, AutpMr = M7y (B: Mz)™* =p*

((22)4 : M}"z) =plp-1), (Zf, : M72) =p?

6) A partir de (I), para Js obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(Oéﬁ7 pr) B+ (J67 0)
donde
a6 = (pmwoam P rwn (a1 + paz), p'7? (as + pas +P205)) € By (Cy2)
param>1,k>2,1>3, wo, w1 € F; ya; € Fp parai € {0,..,5}.

Mas atin, tenemos que:
p 2 (as + pas +p2a5) = p"mod (pSZp) , donde r > 1.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

M3 (a) :{(u,'u,w,t) € Zf, : (pau — v +t) € p*Zy, (pzu —w + t) S p3Zp}
- <(17pa7p2’0)7 (O7p27070)7 (07 0’p370)7 (0’ 17 17 1)>

? € Fy, {(M)7)3 (a) : B} = (p,p,p,p) Ms, Autg Mz (a) = B" y

B : M73 a = :ps

(@) B7) =r o= 1% (2} Mna(@) = 5°

M4 (a) = {(u,v,w,t) c Zf, : (pzu —w + t) c p3ZP, (u—v+at) € pr}
= <(1717p270)7(07p7070)7(0707p370)7(
aer7 {M74((1)1B}: (p7p27p27 ?
(B: Mya(a))”* = p*°

((Z;)4 : Mg’f) :pQ(p— 1)3, (Zf, : M74(a)) =pt
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Mz (a) ={(u,v,w,t) € Zy : (pau — v +t) € p°Zyp, (pu—w+1t) € p°Zy}
= ((1,pa,p,0), (0,p*,0,0),(0,0,p*,0), (0,1,1,1))

a € Fy, {Mzs(a): B} = (p,p°,p*,p*) Mis, AutpMrs(a) = M3y

(B: M5 (a))”* = p*

()" M) = (0 = 1%, (23 : Mrs(a)) = p*

My~ (a) = {(u,v,w,t) € Zp : (pu— w+t) € p°Zp, (u— v+ at) € pZp}
= ((1,1,p,0),(0,p,0,0), (0,0,p*,0),(0,a,1,1))

a€ F,, {Mz(a): B} = (p,p°,p°,p°) Mis, AutpMqs(a)= M7y

(B : M6 (a))”® = p3°

()" 055) = plo— 1%, (2 Mio(a)) = p°

Mz~ (a) = {(uvvaw’t) S Z; : (pu —v+ t) S p2ZPa (u —w+ at) S pr}
=((1,p,1,0),(0,p*0,0),(0,0,p,0),(0,1,a,1))

a € F,, {Mz7(a): B} = (p,p°,p",p") Maa, AutpMz7(a) =M,y

(B . M77 (a,))_S :p3s

((22)4 : Mf7) =p(p—1)°, (Zp: Mzz(a)) =p°

Mrs = {(u,v,w,t) € Zp : (u— w) € pZp, (u —v) € pyp}

= <(17 17 170)7 (07p7070)7 (07 O7p7 0)7 (07 0707 1)>

{M78 : B} = (p7p25p37p3) M24, AUtBM78 = M%kg y (B . M78)_S = p4s
(@)*: M) = (0= 12, (25 M) =

Mo (a) = {(u,v,w,t) € Zp: (u—w+1t) € plp, (u—v+at) € pp}
=((1,1,1,0),(0,p,0,0),(0,0,p,0),(0,a,1,1))

a€F,, {Mzy(a): B} = (p,p*,p°,p*) Mas, AutpMrg(a)= M3y

(B : Mz (a)) " = p*

()" Mis) = 0= 1%, (Z3: Mrs(a) = p?

Mso = {(u,v,w,t) € Zy : (u— w) € pZp, (u—v+1t) € pZp}
= <(1’ 17 170)7 (O7p7 07 0)7 (07 07p7 0)7 (07 1707 1)>
{MSO : B} = (p7p27p37p3) M247 AUtBMSO - Mfg y (B : Mgo)is = p45

((Z3)": Mis) = 0= 1%, (Z3: Mso) = p?

7) A partir de (I), para J7 obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(a7, p") B+ (J7,0) donde:

a7 = (meoam p* (w1 + pws) (a1 + paz) , p'~" (as + pas +p2a5)) € B, (Cp2),

param > 1,k >2,1> 3, wo,w1 € Fj y wa,a; € Fp parai € {0,..,5}.
Mas atin, tenemos que:
pF1 (ag + pas +p2a5) = p"mod (pSZp) , donde r > 2.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :
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Ms1 (a) ={(u, v, w,t) € Zy : (pv — w +t) € p°Lp, (u— v+ at) € pp}
= <(p707070)7 (17 11p70)7 (0701p370)7 (_a10717 1)>

ac FP: {M81 (a) : B} = (p7p27p27p2) M167 AutBMSl (a) =B y

(B: Msi ()" =p*

(@) 57) =017, (@ Ma(@) = p*

Msz = {(u,v,w,t) € Zp : (v —w) € p’Lp, (u—w) € pLp}

= <(p7 07070)7 (07p2707 0)7 (1’ 17 170)7 (07 0707 1)>

{Msz : B} = (p,p*,p°,p%) Mas, AutpMss = Mg y (B: Msa)™* =p**

(o ) ety o vy

Mgz = {(u,v,w,t) € Z;lr :(v—w) € pzzp’ (u—w+t) € pr}

= <(p707070)7 (07p270a0)7 (11 17170)7 (_1707071)>

{Mss : B} = (p,p*,p°,p*) Mas, AutpMss = M33y (B: Mss)™* =p**

(o e

Mss (a) = {(u,v,w,t) € Zp : (v —w+ pt) € p°Zp, (u— w+ at) € pZy}
= ((p,0,0,0),(0,p*0,0),(1,1,1,0), (~a, —p, 0, 1))

a€F,, {Mss(a): B} = (p,p°,p°,p") Mas, AutpMss(a)=M3sy

()" Mis) =plp— 1%, (Z}: Msa(@)) = p* y (B': Maa (@) " = p™

Mss (a) = {(u,v,w,t) € Ly : (v —w+1) € p°Lyp, (u—w+ at) € ply}
= <(p707070)7 (07p27070)7 (17 17 170)7 (_a7 _1707 1)>

a€F,, {Mss(a): B} = (p,p°,p,p*) Maa, AutpMss(a) =My (B: Mss(a))” " =p>
((Z;)4 : Mg) :pQ(p— 1)3, (Z;l, : Mg5(a)) = pd.

8) A partir de (I), para Js obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :

(as, p") B+ (Js,0) donde:

o= (pmao’ P wi (a1 + pas) , p' w2 (a3 + pau +P2as)) € By (Cy2),
param > 1, k>2,1>3, wi,w2 € Fy y a; € F, para i € {0,..,5}. Mas aun, tenemos que:

pl_2w2 (a3 + pas +p2a5) = p"mod (p3Zp) , donde r > 1.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

Mse (a) ={(u,v,w,t) € Zy : (pav — (1 + pa)w — p’u +t) € p*Zy, (v —t) € pZp}
= ((1,0,=p*(1 + pa)~*,0), (0,p, p*a(1 + pa)~*,0),(0,0,0,p%), (0,1, 1,1))

G’GFIT’ {MSG (a):B}:(p3p7p7p)M87

AutpMss (a) = Miy (a) y (B : Msg (a))”* = p*

()" Mis(@)) = p* (0= 1, (2} Mso(a)) = p*

Ms7 = {(u,v,w,t) € Zy : (pP°v — w — p*u +t) € p°Zp}

= ((1,0,-p%0),(0,1,p%,0),(0,0,p,0),(0,0,1,1))

{Ms7 : B} = (p,p*,p°,p°) Mis, AutpMsy = M3 y (B: Ms7)~° = p*®

((Z3)": M) =" (0 = 1)%, (73 : Ms7) = p°
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Mas (a) = {(u,v,w,) € 745 (av — (1 + a)w — pu +t) € p*Zp, (v — 1) € pZy)
={((1,0,—p(1+a)~*,0),(0,p,pa(1 +a)~",0),(0,0,p*0),(0,1,1,1))

ac{l,..,p—2}, {Mss(a): B} = (p,p*,p*,p°) Mis, ((22)4 : M5*4(a)) =plp—1)°
AutpMss (a) = M3y (a), (B : Mss (a)) "> =p°* y (Zy, : Mss(a)) = p°

Mso = {(u,v,w,t) € Z : (v —w — pu) € p°Zyp, (v —1t) € pZp}

=((1,0,-p,0),(0,1,1,1),(0,0,p*,0),(0,0,0,p))

{Mso : B} = (p,p*,p*,p*) Mis, AutpMso = M3z3y (B: Mso)™* =p>*
* 4 *

((ZP) :M53) =plp—1)% (Zy: Mso) =p°

Mgo = {(u,v,w,t) € Zp : (pv —pu —w+1t) € p°Zy}
= <(1701 —P>0)7 (Oa 17p70)7 (0a07p270)a (070717 1)>
{Moo : B} = (p,p*,p°,p°) Mis, AutpMoo = M7 y (B: M)~ * = p**

((22)4 : M7*) =p(p—1)3, (Z; : Mgo) =p?

Mo = {(u,v,w,t) € Zp : (pu—v+pw+t)€ p°Zy}
= <(17p7070)7 (07p2707 0)7 (0’p7170)7 (0’ 1707 1)>
{Mo1 : B} = (p,p*,p°,p°) Mas, AutpMor = Mi7;y (B: Mo1)™° =p**

((22)4 : Ml*7) =p(p—1)*, (Z): Mo1) = p*

Moz = {(u,v,w,t) €Z3: (v—u—w+t) € ply}
= <(17 17070)7 (07]770,0), (07 17 170)> (07 _1707 1)>
{Moz : B} = (p,p°,p°, p*) Maa, AutpMoz = M35y (B: Moz) ™ ° =p°*

((22)4 : Mfs) =(p-1)° (Zy: Mox) =p

Mos = {(u,v,w,t) € Zy: (v —w —u) € pZp}
=((1,1,0,0), (0, p, 0, 0) (0’17170) (0,0,0,1))
{M93 B} = (Pyp %P )M247 AutpMos = M7z y (B : Mos) " =p™*

( ) 1 Z : Mgg) =p

9) A partir de (I), para Jy obtenemos los siguientes ideales de incide finito en B :
(a9, p") B+ (Jo,0)
donde:
ag = (pmwoaoy p* (a1 + paz), p'~two (w1 + pw2) " (as + pas +p2a5)) € By (Cp2) ,
param > 1,k >2,1> 3, wo, w1 € F, y wz,a; € F, para i € {0,..,5} . Mas ain, tenemos que:
P~ wo (w1 4 pwa) ™" (ag + pas +p2a5) = p"mod (p3Zp) , donde r > 2.

A partir de estos ideales, obtenemos la siguiente lista de ideales fraccionales de B :

Mgy = {(u,v,'w,t) € Zf, : (p'v —w— p2u+ t) € pSZp}

= <(]"0’ 7p2’0)’ (07 17p’ 0)’ (07 07p3’0)’ (0707 ]" 1)>
{M94 : B} = (pap27p27p2) M167 AlltBM94 = B* y (B . ]\494)7S :pBS

((Z;)4 : B*) =P (p—1)%, (Z4: Mos) = p°



Mgy = {(u,v,’w,t) € Zf, t(put+w—v+1t)E p2Zp}
= ((1,0,—p,0),(0,1,1,0),(0,0,p*0),(0,0,—1,1))
{M95 : B} = (p,p27p3,p3) ]\4247 AutBMg5 = Mg y (B : ]\495)75 :p4s
((Z;;)4 : M;) =p2(p— 1), (Z}: Mos) = p?
Mge = {(u,v,’w,t) € Zf, : (put+w—v+pt) € pzzp}
= ((1,0,-p,0),(0,1,1,0),(0,0,p*,0), (0,0, —p, 1))
{Mos : B} = (p,p27p3,p3) Msa, AutpMos = M3z y (B : Mos) ° = pte
((z3)": M) =po = 1)%, (73 : Mag) = p?
My7 = {(u,v,w,t) €Z : (pu+w —v) € Ly}
=((1,0,—p,0), (0 1,1,0) 0 0,p%,0),(0,0,0,1))

= (p,p*,p°,p%) Mas, AutpMoz = Mg y (B : Mo7)™* =p**
()" M) = plp — 12, (25 Mor) = p?

Am;

Observacion 23. Los ideales My, ..., Moy son representantes de las clases de isomorfismo de los ideales
fraccionales de indice finito de B, (Cy3) .

En los resultados previos, observamos que los tinicos conductores son los siguientes: B, (Cp?,) , (p, Py 0y D) (Zp x By, (sz)) ,
(p, p2,p2,p2) (Zf, x By (Cp)) y (p,p2,p3,p3) Zﬁ. Por tanto, en la siguiente seccion es suficiente calcular
las integrales correspondientes de estos cuatro conductores.

2.3. La Funcion Zeta de B, (C))

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo finito y sea B (G) el orden maximo de B (G) . Entonces

1
CBy(@) (s) = W
y
. %3]
CB(G) |:Z :| ’
n=1
Mas atin fa (p™)
p
CB,(c) (8) = W’

donde f¢ (pfs) ez [p_s] .

DEMOSTRACION. Tenemos que B, (G) = Z;ﬂc)‘. Luego, como

(ZP pZ Z ¥7

pos p~°)

NE

Gz, (5) =

o
I
<}

se sigue que
1

B () = (60 ) = oy
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Ahora, por el producto de Euler, se tiene que

00 |6 (G)|
G = II Gw®= 11 m [Z ] :

p—primo p—primo n=1

Finalmente, por el teorema 2.1.1 obtenemos que

fa (™)

CBP(G) (S) = (1 _p_s)|<g(c>‘ )

donde f¢ (pfs) S/ [pfs] .

Corolario 2.3.1. Sean € Ny B(Cpn) el anillo de Burnside para el grupo ciclico de orden p”, y sea
B (Cpr) su orden maximo. Entonces

prn (pis)

(o) O

donde fc,n (pfs) S/ [pfs] . Mas atn,

n+1
Co(cyn) (8) = fopn (p [Zn ] -

DEMOSTRACION. Tenemos que las clases de conjugaciéon de Cp» son

C(Cpn) = {<a> (a®), <ap2> s <a1’”>} :

por tanto B, (Cpn) = Z;"H). Luego, por el teorema 2.3.1 se tiene que

1
CBy(Cpn) (s) = A—pt

fen (07°)
CBp(cpn) (s) = (17_ pis)n+1’

donde fc,n. (P_S) €EZ [p_s] :

Ahora, por el producto de Euler, se sigue que

(s (Cpn) H CBq Cpn) (s) = CBp(cpn) (s) H CBq(cpn) (s).
q— prlmo q _ primo
qFp
Luego, por la observaciéon 20, tenemos que fc,n (qfs) = 1 cuando q # p. Asi, por el teorema 2.1.1

obtenemos que:

Co(eyn) (8) = feu (07 Cao0e,) ) I CByge,n) () =

q — primo
qFPp
o 07 TT Sayeepn) (8) = fou (077) Cape,n) (5) =

g—primo

oo n+l
fopn (%) Gontr (5) = fo,u (p [Z } :
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2.3.1. El Caso Local.

Ahora, Recordemos que
97
CBP (Cp3) (S) - ; ZBP (Cp3) (Mi; S) '

Por tanto, para el calculo de la funcion Zeta de B, (Ops) , es necesario calcular Z (c 3) (M;; s) para
P\“p

i=1,...,97. De acuerdo a las secciones previas, s6lo necesitamos calcular las intergrales que estudiamos
en las siguientes observaciones.

Observaciéon 24. Elegimos la medida de Haar d*z en (Q;)4 , tal que d*x = (d*oz)‘l7 donde d*« es la
medida de haar de Q tal que fz* d*a = 1. Entonces
D

[ el da= [ el da-
;N2 Us2o pt2;

> (p*S)t/d*a = ﬁ (In).

Ademaés, tenemos que

= [ el ae= ety | [ el

(@3)" N(p.p2.0%.p%)Z4 Q7 NZp

Entonces, a partir de (II), obtenemos que:

O )
(L—p~*)

Observacién 25. Ahora, elegimos la medida de Haar d*z de (Q3)°, tal que d*z = (d*a)?. Sabemos
que, By, (Cy) es local, donde rad (By (Cp)) = (p,p) Zy. Asi, B, (Cp) = B; (Cp) U (p, p) Z; y entonces

2[5z d"z = d'z+ 2l|52 "z =
P P
(@)*NBy(C) B;(Cp) (23)* Nw.p)Z2

oo el | [ el | -
Qy NZp
L n (p75)2 _1-2 (r™) +p(1fs)2
-1 " (1-p=? -1 -p)

Ja = / ||x||Q% d'z =

(@) N(pr?.p2.02) 25 % B (C5)]

(I11) .

Ademés, se tiene que
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(e 2%, 2%, %) s / a3, d" / Izllgz d"=

O N2 (23)* N Br(Cp)
Asi, a partir de (III) , obtenemos:

) (=207 +p (7)) |

Iy = .
p-1) (1 —-p)

Observaciéon 26. Elegimos la medida de Haar d*y en (Q;)S, tal que d*y = (d*a)3. Sabemos que,
By, (Cp2) eslocal, donderad (B, (Cy2)) = (p,p,p) [Zp x By (Cp)]. Asi, By, (Cp2) = By (Cp2) U (p,,p) [Zp x By (Cp)]

y entonces
A / Iz 'y =

(@)’ NBu(C,2) B;(,2) ()" Nwp2) [ By (Cp)]
1 s s d* s d* —
oo TPl e, " I7llog "=\ =
0: NZp (@3)* N By(Cp)
—s5\3 —s —s5)2
L ) (1-207) +p@™))
p(p—1)° (=11 -p)°
1-3(p ) +30 )+ @ -p-1) ()
2 3 +
p(p—1)"(1—-p)
-0 ) + -1 () (Iv)
p(p—1)7(1—p=2)°
Ademas, tenemos que
5 = / gy d*a =
(@) Nwpp.p) [Zox By (C,2) |
leppllyy | [ llally, [Ty

Q5N Zp ()’ N By (CPQ)

Asi, a partir de (IV), tenemos que:

gy V(30T 30 00 mp ) 7))
pp—1)7"(1~-p)

) (2210 P e-1) ™))
plp—1)7(1—-p=)* '

Observacién 27. Sabemos que, B, (C3) es local, donde rad (B, (Cy3)) = (p,p,p,p) [Zp x By (Cp2)] -
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Asi
By (CP3) =B, (Cp3) U (p,p,p:p) [ZP X Bp (Czﬂ”

Jys = S . d¥x =
s J
Qp Cp3
dr S.diz =
/ z+ / H:E||Q% T

B5(Ca)  (9) N[0 By (C,2)]

1
7_’_
PP (p—1)°

entonces

IGppollyy | [ llall, [ gy -
Q5 NZyp (@3)°NBy(Cy3)
L e (130 mEL )
[ 5+ -
pP(p—1) p(p—1)*(1— )
() (P =p=1) () —20(p— 1) (b ) -1 (™))
p(p—1)*(1- _5)4
g, = LA HOT) () H (- 4D ()
P17 (1-p)

=3 (0-1) () +3p* (-1 (p)°

PP (p—1)° (1 -p=)*
P =20 +0*) (0°) =20 (- 12 (p*) +p (0 — 12 (p°)°
PPp—17°(1-p)! .

+

Teorema 2.3.2. Sea p un primo racional y sea B = B, (Cpa) el anillo de Burnside del grupo ciclico

C)s de orden p>. Entonces, la funcion Zeta es:

Coy(c,) (9) = fos (P°) Caa (5),

fe, (07°) =
1=3p "+ B+p+p°+0°)p ¥+ (-1 =2p+p°) (1 +p+p*)p >+
pB-p"+p)p " +pp—1) (1 —p+p°+20° +p")p >+
Plo-0@+)p 4+ (p—1)(~1+p" +p*)p ™
PPlo—1)(1-2p+p" +p*)p ¥ +p' (p—1)%p .

+
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DEMOSTRACION. Recordemos que

Zp (My;s) = p* (AutpM,;) ™" (B : M;) ™ / Pumy (@) [l 47
=€(q;)"
Por tanto, a partir del caso 1) en la seccién 2.2, con la observacion 27, obtenemos que:
Zp (Mi;8) =p° (p—1)°Ja.
A partir del caso 1) en la seccion 2.2, con la observacion 26, obtenemos que:
Zp (Ma;s) = p° (p = 1)* p*Js,
Zp (Ms;s) = p* (p— 1) p*Js,
Zp (Ma;s) = p* (p —1)* p**Js,
Zp (Ms;s) = p* (p — 1)° p°Js,
Z (Ms; s) = p* (p —1)* p*Js,
Zp (Mz;s) = p(p—1)* p*Js,
Zp (Ms;s) = p(p—1)* p*Js.
A partir del caso 1) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:
Zp (Mg; s) = p* (p—1)* p*J2,

Zg (Mio;s) = p° (p — 1) p**Ja,
Zp (Mu;s) =p(p—1)°p>Ja,

Zp (Mys;s) = (p—1)° p**Ja,
Zp (M s) = (p— 1) p"*Js,
Zp (Mis;s) = (p— 1) p"*Ja,

Zp (Mi7;s) =p(p— 1)32?2852:
Zp (Mig;s) = p(p —1)* p**J.
A partir del caso 1) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:

Zp (Mig;s) =p(p—1)p**I,

Zp (Mao;s) = p(p—1)p*J1,

Zp (Ma1;s) = (p—1)° p* s,

Zp (Mas; s) = (p— 1) p™Js,

Zp (Mas; s) = (p— 1) p™J1,

ZB (M24; S) = p6531.

A partir del caso 2) en la seccion 2.2, con la observacion 26, obtenemos que:
Zp (Mas;s) = p° (p — 1)° p°Js,
Zp (Mas;s) = p* (p— 1)° p**Js.

A partir del caso 2) en la seccioén 2.2, con la observacién 25, obtenemos que:
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Zp (Mar;s) = P (p— 1)32025527
ZB (Mas;s) = p (p— 1)21728527
Zp (Mag; s) = p(p—1)° p**Ja,
Zp (Mso;s) = p(p—1)? p**Ja,
Zp (Mz1;s) = p(p—1)° p**Ja,

Zp (Mss;5) = (p— 1)° p**Js,
Zp (Msz;s) = (p—1)° p**Ja.
A partir del caso 2) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Msa;s) = p(p— 1)*p*'0,
Zp (Mss;s) = (p— 1)° p** 1,
Zp (Msg; s) = (p— 1) p**J1.
A partir del caso 3) en la seccion 2.2, con la observacion 26, obtenemos que:
Zp (Ms7;s) = p° (p— 1)* p'Js,
Zp (Mss; s) = p° (p— 1)° p**Js.
A partir del caso 3) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:
Zp (Mse; s) = p° (p— 1) p**Ja,
Zp (Mao; s) = p* (p — 1)° p**Js,
Zp (Mar;s) =p(p—1)°p**Ja,
Zp (Maz;s) = p(p—1)*p**Ja.
A partir del caso 3) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Mag;s) = p(p—1)° p™0,
Zp (Mua;s) = p(p —1)> p** T4,
Zp (Mas;s) = (p— 1)° p*01,
Zp (Mass;s) = (p — 1)2]948317
Zp (Maz;s) = (p — 1)21753317
Zp (Masg;s) = (p— 1)175591-
A partir del caso 4) en la seccion 2.2, con la observacion 26, obtenemos que:
Zp (Ma (a);8) =p° (p— 1)° p°Js
para a € F,,
Zs (Mso (a);s) =p° (p— 1)*p*Js
para a € Fy.
A partir del caso 4) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:
Zp (Ms1;8) = p° (p = 1)° p*'Ja,

Zp (Ms2;s) = p (p— 1)21735327
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Zp (Ms3;8) = p(p — 1)° p**Ja,
Zp (Msa (a);s) =p(p—1)° p*Js
para a € {1,...,p — 2},
Zp (Mss;s) =p(p— 1)21738327
Zp (Mse (a);s) =p(p—1)*p>J2
para a € {1,...,p — 2},
Zp (Msz;s) =p(p—1)°p**Ja,
Zp (Msg;s) = p(p—1)% p**7a.

A partir del caso 4) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:

Zp (Mso; p(p—1)°p*0,

s) =
Zp (Mso; s) = p(p—1)"p**Ju,
Zp (Me1;s) = (p— 1)° p*°J1,
Zp (Mea; s) = (p— 1) p™*J1,
Zp (Mss;s) = (p—1)* p**04,
Zp (Mea; s) = (p— 1) p**J1.

A partir del caso 5) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:
Zp (Mes; s) = p° (p — 1) p**Ja,
Zp (Mes; s) =p° (p— 1) p**Ja.

A partir del caso 5) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Mer;s) = P’ (p— 1)3133531,

Zp (Mes;s) =p(p— 1)31738317
Zp (Meo; s) = p(p—1)*p>Ju,
ZB (Mro;s) = p (p— 1)21745517
Zp (Mn;s) =p(p—1)° p*0s,
Zp (Mz2;s) = p(p— 1) p**J1.
A partir del caso 6) en la seccién 2.2, con la observacién 26, obtenemos que:

Zp (Mz3(a);s) = P’ (p— 1)310333
para a € Fj.
A partir del caso 6) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:

Zp (Mza(a);s) =p° (p—1)°p*Js

para a € Fj.

Zp (Mrs (a);s) =p° (p — 1)° p**J2
para a € Fy,

Zp (Mrs (a);s) =p(p—1)° p*J2
para a € Fj.
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A partir del caso 6) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Mrr (a);s) =p(p—1)°p*N

para a € Fp,
Zp (Mzs;s) = (p— 1)* p**J1,

Zp (Mo (a)55) = (p— 1)*p™* 01
para a € Fjp,
Zp (Mso; s) = (p— 1)* p** 1.
A partir del caso 7) en la seccién 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:

Zp (Ms1 (a);s) =p° (p—1)° p*Jz

para a € Fj.

A partir del caso 7) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Msa;s) = p(p—1)* p*01,

Zp (Mss;s) = p(p—1)° p*0,
Zp (Msa (a);8) =p(p—1)°p** N
para a € Fp,
Zp (Mss (a);8) =p* (p — 1)° p* 01
para a € Fp.

A partir del caso 8) en la seccion 2.2, con la observacion 26, obtenemos que:
Zp (Msg (a);s) = P’ (p— 1)3]32S33

para a € Fj.

A partir del caso 8) en la seccion 2.2, con la observacién 25, obtenemos que:
Zp (Ms7;s) = p° (p—1)° p*0s,

Zp (Mss (a);s) =p(p—1)°p**T,

para a € {1,...,p — 2},
Zp (Msg;s) =p(p— 1)31738327

Zp (Moo s) = p(p — 1) p**Ja.
A partir del caso 8) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:
Zp (Moy;s) = p(p— 1) p** 71,
Zp (Moa;s) = (p— 1)° p*°71,
Zp (Moz; s) = (p—1)* p** 1.
A partir del caso 9) en la seccion 2.2, con la observacion 25, obtenemos que:
Zp (Mos; s) = p* (p — 1)° p**7a.
A partir del caso 9) en la seccion 2.2, con la observacion 24, obtenemos que:

Zp (Mos; s) = P (p— 1)31745317
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Zp (Mgs; s) = p(p—1)° p**J1,
Zp (Myr;s) = p(p—1)*p*01.
Finalmente, obtenemos el resutado de la siguiente suma:

97

ZZBp(Cp?,) (Mi; S).

=1

2.3.2. FEl Caso Global

Por el corolario 2.3.1, se sigue que

Co(c,s) (8) = feys (p°) Gua(s) =

L=3p "+ B+p+p°+p°)p >+ (-1 —2p+p*) (L +p+p*)p >+
PB-p+p)p ™ +p(-1) (1 -p+p*+2p° +p") p~ 7+
P-D+)p *+p°(p—1)(-1+p° +p*)p "+ \
PPo—1)(1=2p+p>+p)p* +p" (0—1)*p > [0z, n "]
Observacion 28. Por iltimo, vamos a estudiar algunas relaciones que satisfacen las funciones zeta

ZB (Mi;S) .

Sea 7 la funcion tal que
T Qf, — 91,
(a1,a2,a3,a1) > Y @
Ahora, denotamos por
Mi = ((aly az,as, CL4) S Q;l) LT ((u,v,w,t) (a17 az, a37a4)) €EZpV (u7 v, w7t) € {MZ : B}) :
a) Para cada i en

{19,...,24,34, ...,36,43, ...,48,59, ...,64,67, ...,72,77, ..., 80,82, ..., 85,91, 92,93, 95,96, 97}

tenemos que:
{M; : B} = (p,p",p",p°) Z
de donde obtenemos M; = (pfl,p%,p*?’,p*?’) Zf,. Asi,
M;=(p~2p " p % p ") {M:: B}.

Por tanto, de acuerdo a la ecuacion funcional dada en [10, Theorem 2.3] las siguientes relaciones se
cumplen:

Zo (M) _ [llellgg” (B:M)™] gy (s) -
Zg (M;;1—s) (z4 - {M; : B}) on (1—-3s)’

1—s

donde o = (pfz,p747p76,p76) , asi HaHéZS = (plg) , ademas, (Z?, A{M; B}) = p°, por lo tanto, de
P

(V) obtenemos:
(Z;g (s)

Zp (Mi;s) [(p9)1_25 (B: Mi)l_zs] m'

Zg (Mj;1—s)
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Por ejemplo (B : Mas) = p~°. Asi

Zp (Maa;s) [, gyl-2s Cza (s)
ZB(BM24;178)_|:< ) ]ng(lfs)’

b) Para cada
i€{9,...,18,27,...,33,39,...,42,51, .., 58,65,66, 74, ..., 76,81, 87, ..., 90, 94}
tenemos que
{Mz : B} = (pap27p27p2) (ZI% X BP (Cp))

de donde obtenemos M; = (p~',p~2,—p %, p™?) (Z; x B, (Cp)) asi

Mi=(p>p ", —p °,p %) {Mi: B}.

4

Por lo tanto, para o = (pr,pf ,fpfs,p%) , tenemos que ||a\|(5}s = (pw)l_s , ademas, (Zf, A{M; B}) =
P

p®, por lo tanto, de (V) obtenemos

Zp (Mi;s) [y gy1=2s o 1-2s CZ% (s)
Zp (M1 —s) [(p ) (B My ] Cos (1—s)

Por ejemplo (B : Mis) = p~°, asi

Zp (Mis;s) [/ 3y1-2s Cza (s)
Zg (Mig;1—s) [( ) } Cua (1—s)

¢) Para cada i € {2, ...,8,25,26,37,38,49,50, 73,86} tenemos que

{M; : BY = (p,p,p,p) (Zp x By (C,2))

de lo cual obtenemos M; = (p~',p~2,—p~>,p~*) Mss por lo tanto, la condicién requerida en la ecuacién

funcional dada en [10, Theorem 2.3|, no se cumple.

d) Finalmente, para ¢ = 1 tenemos que
{M,:B}Y=B

satisface M1 = (—p~',p~%,—p~*,p~%) Mo por lo tanto, la condicién requerida en la ecuacién funcional
dada en [10, Theorem 2.3|, no se cumple .
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Capitulo 3

Los Conductores de Bp(C’pn)

3.1. Los Conductores de B,(Cyn)

En la Definicion 2.1.7 podemos encontrar el concepto de conductor de una A—reticula plena M, en una
algebra semisimple A de dimension finita sobre Q, con A un Z,—orden en A para p un nimero primo.
Luego, en la observacion 16 se menciona que B,(G) es un Z,—orden con su respectivo orden maximo,
con lo cual se puede pensar en los conductores de B,(G), pero puede no ser sencillo saber quienes son
todas las B,(G)—reticulas plenas, lo cual hace que no pueda ser sencillo calcular la funcién zeta de
B, (G) en el caso local (ver observacion 21), y de B(G) en el caso global. Sin embargo, en la observacion
23 se hace notar que para el caso n = 3 y sus 82+ 7p+ 5(p — 1) 4+ 3(p — 2) familias de representantes
de las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de indice finito de B,(C)s), s6lo se obtienen 4
diferentes tipos de conductor, lo que facilita, hasta cierto punto, el conocimiento de la funcién zeta de
By(Cps). Por tal motivo, el objetivo del capitulo es observar que pasa con los conductores de By, (Cpn).

Observacion 29. Sea p un niimero primo, y sea Cpn = (a) un grupo ciclico de orden p™ para n € N.
Entonces, tenemos que las clases de conjugacién de Cp» son:

% (Cpn) = {(a), ("), <ap> <ap"> - <1>}.
Por lo tanto, una base para By (Cpn) es
{ao =Cpn/{a), a1 = Cpn /(a”), ag = Cpn / <ap2>,..., an = Cpn / <apn>} ,
y asi .
By (Cpn) = @ aiZp.
i=0
Mas atin, B, (Cpn) = Z! es su orden maximo. Por otro lado, sabemos que

[ |Cp /K] fHCK
“OH(CP"/K)*{ 0 ifH ¢ K.
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Con lo cual, tenemos que ¢ induce la siguiente inclusion:

P
By (Cpn) — ZZ-H
X — (u (X)) meecypm)
ao — (1,..,1)
——
(n+1)—veces
ai — 0,p, ... ,p)
n—veces
a2 '—> (0’07p2’ e 7p2)
(n—1)—veces
Qn —

0, ...,0,p™).
———

n—veces

Por lo tanto, podemos caracterizar a B, (Cpn) en B, (Cpn) como sigue:
B, (Cpn) = {(1‘1,1‘2, e Tpg1) € ZY (2 — 2441) € P'Zp para i =1, ,n}

De aqui que, podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado:

(T ooy Ty T 1) = — = = = = — = — — — = — — — — > Tnt1
T T
I I
I fa I
‘ Byp(Cpn) ————>Zyp ‘
I I
I fll ng I
I I
! By(Cpn-1) T Ly [P Ly ‘
I I
I I
Y Y
@1,y Tp) = = = = = = = = = = — = — — — — >Tpn = Tntl

Observemos que Z, es un DIP. Por tanto, tiene ideales de la forma p"Z,, para cada entero r > 0, y de
acuerdo a la estructura de producto fibrado, tenemos que los ideales de indice finito en B, (Cpn) son
ideales de la forma:
I= (avpr) By (CP"’) + (Ja 0) )

donde « es un elemento de B, (Cyn-1) y J < By (Cpn-1) es un ideal tal que:

1. g1 (J) =0.

2. g1 (a) = g2 (p"), donde « esta determidado de manera tGnica mod J.

3. Si D = pZ, x p*Z, x -~ x p"Z, x {0}, entonces fi (D)a C J.

En lo siguiente, vamos a denotar

N; = (p,pZ7 LT Pt D ) (Z:, X Bp(Cpnfi)) para i=1,...n—1y
—_——

(n—i+1)—veces

Ny = (p7p27 “'7pn7pn) Z;JLJrl‘
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Lema 3.1.1. Sea Ny = B(Cp»). Entonces No, ..., Ny, son los conductores de algunos ideales fraccionales
de indice finito en By,(Cpn).

DEMOSTRACION. Primero, notemos que {Bp,(Cpn) : Bp(Cpn)} = No y entonces Ny es su propio conduc-
tor.

p .
el cudl, pertenece a la misma clase de isomorfismo que N;. Es sencillo ver que Z; x By(Cpn—i)

1 )
(e1,€2..., €i, Bit1, Bit2, -y Pry1) C ZZJF como Zp—mobdulo, donde

Luego, sean i € {1,...,n—1}, y Z, x Bp(Cpn—i) un ideal fraccional de indice finito en B,(Cpn),

e1 = (1,0, ...,0) Bivi= (0,,0,1,1,...1)
(i4+1)—ésima coordenada
62:(07 1707"'70) y ﬁl+2: (07 "'70,p7p7"'7p)
1

(i42)—ésima coordenada

ei =(0,.,0,1,0,...,0) Bnt1 = (0,...,0,p" 7).

i—ésima coordenada

Por otra parte, sabemos que {(Zj, x Bp(Cyn—i)) : Bp(Cpn)} =
{(y17 ~-'7yn+l) € Q;L+l : (y17 “'7y’ﬂ+1) (Z; X BF(CP"*i')) c BP(CPn)} :

Si (Y1, .-, Ynt1) € {(Zj x Bp(Cpn—i)) : Bp(Cpn)}, entonces tenemos que

(ylvoa 70) € BP(CP") Qi1 = (07 vy 0, Yig1, ---7yn+1) € BP(CP")
(07y2703 30) S BP(CP”) Yy Q42 = (07 "'7Oapy’i+27 "'vpy’"«“’l) € BP(CP”)
(07 "'703yi307 70) € BP(CP”) QAn+1 = (07 ”"07pn7iyn+1) € BP(CFn)
(i) (ii)

De (i), se sigue que y. € p*Z, para x € {1,...,1}. De (ii) se tiene que ai11 € Bp(Cpn), luego yx €
p'Zy, para A € {i+1,...,n+ 1}. Se sigue que yn = p'by para algin by € Zp. Mas aiin, tenemos que
yir1 —y1 € p'Z, paral € {i+1,...,n}, entonces bjy1 — b € p'"Z,. Asi, se tiene que

{(Z; x Bp(cpn_i)) : B,,(cpn)} CN;.
Es sencillo ver la otra inclusion {(Zj, x By(Cyn-:)) : Bp(Cpn)} 2 N;. Entonces
{(Z:7 X Bp(cpnf'i)) : Bp(Cpn)} =N; parai=1,...,n—1
Finalmente, se puede ver que {Z;*" : B,(Cpn)} = N,,. Por tanto Ny, es el conductor del ideal fraccional
Z3+! de indice finito en By,(Cyn ).
O

Lema 3.1.2. Sean M y N Z,—reticulas plenas en Q) "'. Entonces {M : B,(Cpn)} = N si y solo si
{aM : B,(Cpn)} = a ' N para cada a € (Q})""".

DEMOSTRACION. (=) Si {M : B,(Cy»)} = N, entonces tenemos que

{aM : By(Cpn)} = {B € Qp" : B(aM) C By(Cpn)} = {B € Qp™ : (aB)M C B,(Cpn)} =
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{5 € QZH (aB) e {M : BP(CP")}} =a ! {M : Bp(Cpn)},
de aqui
{aM : B,(Cpn)} = 'N.

(<) Si {aM : Bp(Cpn)} = o' N para cada o € Q) entonces en particular, cuando « = (1,...,1) €

n+1
», ', obtenemos que

{M : By(Cpn)} = N.
O

Observaciéon 30. Ahora, vamos a denotar M; = (Z;, X BP(Cpnfi)) parai=1,..n—1,yM, = Zg“.

Sea M un ideal fraccional de indice finito en B,(Cp») tal que
{M : Bp(Cpn)} = a{M; : Bp(Cpn)}

para algtn j € {1,..,n} ya € (Q;)"H. Entonces, por la Proposicién 3.1.2 tenemos que
{aM : By(Cpn )} = {M; : Bp(Cpn)}.

Lo cual nos permite evitar, de ser necesario, unidades a € (QI,)"“, cuando trabajamos clases de
isomorfismo, ya que [M] = [aM].

Lema 3.1.3. Sea M un ideal fraccional de indice finito en B,(Cpn). Si
{M : Bp(Cpn)} = {M; : Bp(Cpn)}
para algtn i € {1,...,n}, entonces M C M;.

DEMOSTRACION. Primeramente, observemos que si {M : B,(Cpn)} = {M,, : B,(Cp»)}, entonces es cla-
ro que M C M,,.

De la prueba del Lema 3.1.1, tenemos que {M; : Bp(Cpn)} = N; para i = 1,...,n — 1, luego, sabemos
que (0, ...,07111, D) E{M; : Bp(Cpn)}.

(i+1)—ésima coordenada

Ahora, si {M : B,(Cyn)} = {M; : Bp(Cpn)} para algin i € {1,...,n — 1}, entonces (0, ...,0,p", ..., p") €
{M : Bp(Cpn)} . De aqui que

0,...,0,p", ...,p") (M1, ..., Mmny1) € Bp(Cpn) para todo (ma,...,mni1) € M,

en consecuencia ‘ ‘
(O, ceey O,plmprl, ...,pzmn+1) € Bp(cpn),
entonces
pi(mkﬂ —myg) € kap parak=1i+1,...n.

Con lo cual (mg+1 —my) € pkfin para k =1+ 1,...,n, asi
(M1, ey Mng1) EM; = Z;, X Bp(cpn—i),

y por tanto
M CM;.
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Observacion 31. De acuerdo con la notacion de la observacion 30, tenemos la siguiente contencion de

anillos
Mo = Bp(Cpn) CM1 CM2 C--- C M, = 2Zp

Sea M un ideal fraccional de indice finito en B,(Cpn) tal que M € B,(Cpn) y M # M; para todo
i € {1,...,n}. Se tiene que M C M,, entonces podemos elegir ¢ € {1,...,n} el indice minimo, tal que
M g Ml y también M Z Mi—l-

Lema 3.1.4. sea M un ideal fraccional de indice finito en B,(Cp») y sea ¢ € {1, ...,n} el indice minimo,
tal que M C M;. Sea M = XUY,donde X = MNM§_; yY = MNM;—1 (Aqui M§_; es el complemento
de M;_1 in ZZ“). Si existen 7i,...,vn41 € M, tal que X C (N = (y1,...,Yn+1) as Zp—modulo) y
{N : Bp(Cpn)} © {Mi : Bp(Cpn )}, entonces {M : By(Cpn )} = {Mi : Bp(Cpn)}.

DEMOSTRACION.
Tenemos que i € {1,...,n} es el indice minimo, tal que M C M;, entonces X # (). Ahora, N C M,
then {M : Bp(Cpn)} C {N : Bp(Cpn)}, y por hipotesis {IN : Bp(Cpn)} € {M; : Bp(Cpn)}, asi

{M : Bp(Cpr)} C{Mi : Bp(Cpn)}-
Finalmente, se tiene que M C M;, con lo cual
{M; 2 Bp(Cpn)} C{M : By(Cpn)},

y por lo tanto
{M : Bp(Cpn)} = {Mi : Bp(Cpn)}.
O

Observaciéon 32. De la la observacion 29, podemos probrar por induccion sobre n que los ideales de
indice finito en B,(Cpn) son de la forma:

(pklﬂlv "'apknJrlﬁ"H’l) {(1‘1, --.,$n+1) € ZZ+1 : :Rl € pmlzpa "'a:RA € pMXZP}v

donde:
1.0< ki, Bi €Zyparai=1,...,n+1;
A +1).
2.1<A<n, 0<m; <n, Y}, m; <t
3.R; = ;jll (ozm + pai o + ... —l—pmf*loci,mj) x; para i, € {0,...,p — 1} y al menos dos a;,1 no
son cero.

Entonces si M es un ideal fraccional de indice finito de Bp(Cpn), este es de la forma:
M= {(21,.;n41) €ZpT" 1 Ry € p™ Ly, ..., R € Py}

para algin R; € p™iZ, y Z;\:l m; < W

En el siguiente teorema, consideramos las hipotesis de los Lemas 3.1.1, 3.1.3 y 3.1.4.

Teorema 3.1.1. Los tinicos conductores de las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de
indice finito en By(Cpn) son:
No = BP(CP")v

Ni = (p)p27 "'api717pia pz77pl ) (Z;) X BP(Cp"*'i)) para i= 1? sy — ]-a y
——

(n—i+1)—veces

Ny = (p7p27 “'7pn7pn) Z;JLJrl‘
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DEMOSTRACION. Esto se sigue de las pruebas de los Lemas 3.1.1, 3.1.3 y 3.1.4.

Teorema 3.1.2. Existen polinomios f; (p°) € Z [p°] de grado

n(n+1)
2

o @ =350 [ el

()" N

9 (fi(p*)) <

para ¢ =0,...,n tal que

DEMOSTRACION. Sea M un ideal fraccional de indice finito en B,(Cpn). Sabemos que

ZBP(Cpn) (M; 5) =

—1
u* (Auth(Cpn)M) (Bp(Cpn) : M)™* / ||a:||(ag+1 d"z.

(@)™ N{ar:Bp(Cpm)}
Por otro lado, tenemos que (similar al apéndice A)
-1
,u* (AUtBP(Cpn)M) = ((Z;)nJrl : Auth(Cpn)M) € 7.
Luego, de la observacién 32 sabemos que M es de la forma:

M = {(z1,.cc;Tny1) € Zpt s Ry € P Zp, .., Ry € p™L,}

para algin R; € p"iZ, y Z;\:l m; < w Ahora, es facil ver que
Z;-‘—l Z LI L .
NSz X - X i (similar al apéndice A).

De aqui que
S

(Bp(Cpn) : M) = (Bp(Cpn) : Zp™) " (23 - M) ™" =

s . n(n+1) s _ ) ms)s s
(Z;+1 : Bp(cpn)) D (Z;\:l mJ)S :p( 2 ) p (ZJ)\:I J) = (p )d

para algin d € N, tal que 0 < d < %

Maés atn, del Teorema 3.1.1, existe ¢ € {0, ...,n} tal que
{M : Bp(Cpn)} =N
entonces de (3.1), (3.2) y (3.3) se sigue que
Zayiop O = fu ) [ lallggerd's
(@) N
para algtn polinomio far (p°) € Z [p°] de grado 0 < 9 (fm(p°)) < w

Finalmente, sabemos que
(By(Cyn) () =D Z,(cpn) (M s),
M

(3.2)

(3.3)

donde la suma se extiende sobre todos los representantes de las clases de isomorfismo de ideales frac-
cionales de indice finito en B, (Cp» ). Entonces, si asociamos a estos representantes de acuerdo con sus

conductores, obtenemos lo deseado.
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Teorema 3.1.3. Existe una formula recursiva para calcular

|#]|gn+1 d"x para i =0,...,n.
p

(@) N

DEMOSTRACION. Primero, elegimos una medida de Haar d*x en (Q;)n+1, tal que d*z = (d*a)"+1,
donde d*« es una medida de Haar Q;, tal que fz* d*a = 1. Entonces
p

oo

s * s * —s\t * 1
loll, o= [ ol da=3 [67) [da| = ==
Q5 NZp N iz t=0 z
t=0
Ahora, tenemos que
[ lalggeda=
(o)™ N
n+1
n(n+3)
2 n o n s s * (p_s) :
H(pap s P D )H@Z+1 Ha”Qp d"«a = m (34)

QN Zp
Ahora, sea i € {1,...,n—1}. Elegimos una medida de Haar d*y en (Q;)n_i+l ,tal que d*y = (ci"C)z)n_i'*'1 ,
luego, obtenemos que
[l o=

(Q;)"+1 NN;

s 7
(.0t prpt ) [ el da / T
(n—i+1)—veces +1 |QNZ L\n—it1
n—i Vi Qr pl 1%p (1) an(Cpn—i)
i(2n+3—1)
) - T E—— (3.5)
— n—it1 . .
(1—-p=*) %

(Q;)n—i+1 ﬂBp (Cpn—i)

Finalmente, podemos calcular recursivamente

[ —

(@)" "+ N8y (0,00)

como sigue:

Sea 2 < I. Elegimos una medida de Haar d*y;11 en (Q;)l+1 , tal que d*yi41 = (d*a)'™" . Sabemos que,
By, (C) es local, donde

P

rad (B, (Cpi)) = (ps - p) [Zp X By (Cpi-1)] .
Entonces

Bp (sz) = B; (Cpl,) U (p, ...,p) [Zp X Bp (Cpl—l)]
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y luego
yer1llgues dyier =
(@) N By (c,)

/ d™yir1+ / Hyz+1||&p+1 d*yip1 =
(@) nBz(c,) @) Nop) [2ox By (€121 )]
EY * -1 s s * s *
((Zp) . B, (Cpl)) + H(pa-«-ap)H@tpH lallg, d" o IIyzH@é d"y
o5 N %) N8y (1)
eI+l
1 (™) / -
+ llyillige d*w

-1 Jp—— Q

P -1t (P ’

Corolario 3.1.1.

[ el = oy 20 —,
(@)™ p 2 p-1""(1-p)
" e

donde ¢;(p~°) € Z [pfs] es un polinomio de grado

s n(n+3 .
d(g:(p™7)) = (T), para i =0,...,n.

DEMOSTRACION. De la observaciéon 26, tenemos que

120 ) +p ()"

||Z||<B2 d'z = — 2
2 ; p—D(1—p)
(@)" N By(Cp)
Ahora, de (3.6) es facil ver por induccion sobre 2 < I, que
s * hl -
lyerallgues d v = = (pl ) L
pz (p—1) (1-p)

(@) NBe(cy)

donde hi(p~°) € Z [pfs] es un polinomio de grado

s (1+3
o (np)) = 1 5 )
entonces, de (3.4), (3.5) y (3.7) se sigue que:
s * gi(pis)
[ el do = ey 2
p 2 (p=D""(1-p)

@),
donde ¢;(p~°) € Z [pfs] es un polinomio de grado

o (ap) =" im0
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Lema 3.1.5. Sea M un ideal fraccional de indice finito en B, (Cpn). Si M es un Z,—orden, entonces
—1
i (Auts, M) (By(Cor) s M) =" = 1)°(0")
parab+c+d= w
DEMOSTRACION. De la observaciéon 32, tenemos que:
M= {(21,.;ny1) €ZpT" 1 Ry € ™MLy, ..., R € Py}

para algin R; € p™iZ, y Z?:l m; < w De (3.2) tenemos que

Aty _ .
(By(Cp) - M)~ = (p) (5) (5 m) (3.8)
y de (3.1) tenemos
-1
/L* (Allth(cpn)M) = ((Z;)n+1 : Auth(Cpn)M)

Ahora por hipoétesis, obtenemos que
EndBp(Cpn)M =M

y su grupo de unidades es Autp, (¢ )M = M*. Es facil ver (similar al apéndice A) que

@t (2N (2
M* - pm1Z pm/\Z

*\ T A m;)—
(@) s Auts, () M) = pl=5=17) A (p — 1) (3.9)
Finalmente, de (3.1), (3.8) y (3.9) obtenemos

Luego

* -1 s A ) s n(n+1)\) _ A s
W (AUth(Cpn)M) (Bp(Cpn) : M) :p(zjzl i) A(p_l))‘ (p )( p) ) (Z321my)

O
Ahora, enunciamos un conjetura importante, que de ser cierta, nos permitiria dar una estructura alge-
braica a través de la funcién zeta.

Conjetura 1. Sea M un ideal fraccional de indice finito de B, (Cpn ). Entonces, M es un Z,—orden si
y solo si

Ty, (Ms5) = 1 (p — 1)°(p°)" / el d'e
(@5)" ' N{M:By(Cpn)}
parab+c+d= w

Observacion 33. Sea M un ideal fraccional de indice finito de B, (Cp» ). Obtenemos que:

Zp,(cpn) (M) =

—1
u (At e,y M) (By(Cyn) s M)~ / lellyy o d'a.

(@)™ N{ar:Bp(Cpm)}
Si M es un Z,—orden, entonces el resultado en la conjetura 1 se sigue del lema 3.1.5. Reciprocamente,
si

b cr o s\d s sk
Zoyoymy (M: ) = P (p — 1)°(0°) / lalyy o d'a
(o)™ n{M:Bp(Cym)}

parab+c+d= w, entonces M es un Z,—orden para n = 1,2, 3.
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3.2. FEjemplo de aplicacion del Lema 3.1.4

Al observar la prueba del teorema 3.1.4 algunas de las hipotesis parecen estar de mas. Sin embargo, en
esta seccion se pretende ilustrar la importancia de considerarlas en el caso especifico de describir que
forma debe tener N de modo que {N : B} C {M, : B}, a partir de que M C M; y M € M;_,.

Para ver mas claro el proceso a seguir consideremos el caso By (C3).

Observaciéon 34. Sustituyendo n = 3 en el Lema 3.1.1, tenemos que si M es un ideal fraccional de B
tal que M = Bo M =M, oM:MgoM:Mgzzzﬁ, se tiene que el conductor de M en B es B o
(p,pyp,p) M1 0 (p,pz,pz,pz) Mz o (p, p2,p3,p3) Zf,; respectivamente, donde

B =B, (Cps) = {(u,v,w,t) €Zy:v—u€ply, w—vEPLyyt—wE€p°Zy},

My = {(u,v,w,t) EZf, W —vEPLy yt—w EpQZp} y

My = {(u,v,w,t) €Zy : t —w € pZy}.

Ahora, consideremos el caso M # B, My, Mz y M3 y sea i el menor entero positivo tal que M C M;,
entonces:

Caso 1) i = 1.
Caso 2) i = 2.
Caso 3) i = 3.

Caso 2)
Sea M C M, un ideal fraccional de B tal que M Z M;. En base al Lema 3.1.4, sea (u,v,w,t) € X =
M N M5. Entonces (u, v, w,t) ¢ My, por lo que tenemos los siguientes casos:
i) w—vEplyyt—w ¢ p°ZLy.
i) w—v¢gpZ,yt—wep°Ly.
Observemos que para i) y i), se cumple que ¢ — w € pZ,.
Consideremos el caso 7).
Notemos que para este caso, se tiene que w—ai1u € pZyp siy sélo sit—aiu € pZ, siy sélosiv—aiu € pZy,
para a1 € U(Zp). Con lo cual, s6lo hay que analizar los siguientes casos para 7):
i1) w— aru ¢ pZy con a1 € U(Zp).
i2) w— a1u € pZy con ay € U(Zy).

Veamos el caso i1).

Notemos que en general
’ / ’ ’
ayu ~+ axv + azw + agt & pp,

atu + asv + asw ¢ pZy,
ayu+ asv + ayt ¢ pZy y
atu + asw + ayt ¢ pZ,

con a; € U(Z,) parai = 1,2,3,4. Porque de lo contrario, tendriamos que u—a%w € pZ, para as € U(Z;)
o0 u € pZy lo cual no es posible.
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Por otro lado, si
asv + asw + ayt € p°Zy con s =1, 2.

Entonces, si s = 1 se sigue que (a5 + a4 + ay) w € pZy, de aqui que w € pZ, o a5 + a3 + ay € pZ,, pero
w € pZy no es posible, de modo que a3 = —(a5+a}) +pas con as € Zy, por lo que abv+azw+ajt € pZ,
implica que a5(v — w) + a4(t — w) € pZy, la cual no es una nueva restriccion.

Observacion 35. El analisis de abv + asw + a4t € p°Z, se encontrara al final del caso i1).

Salvo la Observacion 35, solo basta ver que pasa con las relaciones siguientes:

v —w + paiu + pasv + pazw + paut € p"Zy conn <2y (3.10)
i1,) t —w~+ pBru + pBav + pPsw + pPat € p"Zy con m <3 o (3.11)
i1,) v — t + pPru + pB2v + pPsw + pPat € p"7Z, con m < 2. (3.12)

Veamos el caso i1, ).
Despejando w y t de (3.10) y (3.11); respectivamente, obtenemos que
v=w+pv conv €Z,. (3.13)
t=w-+pt cont €7, (3.14)
Sustituyendo (3.13) y (3.14) en (3.10) y tomando mdodulo p™, tenemos que
v — (1 — pas)w + paru € p"Z, con n < 2. (3.15)
Ademas de (3.11) tenemos que
(14 pBa)t — (1 — pBs)w + pBiu + pBov € p™Zy, con m < 3.
De aqui que
(1 —pal) v —w+ paiu € p*Z, con n <2y (3.16)

(1+pBa)(1 —pBs) 't —w+ pBiu+ppov € p"Z, con m < 3 (3.17)

reemplazando (1 — paj) ™ vy (14 pBs)(1 —pBs) 't por vy t en (3.16) y (3.17) (lo cual es equivalente
a cambiar de representante en [M]), respectivamente, se tiene que

v —w + paju € p"Z, con n < 2. (3.18)
t —w+ pBiu + pByv € p" 7y con m < 3 (3.19)
Notemos que en (3.19), si m = 1, entonces 31 = 35 =0y en otro caso 31 € F; o B4 € F.

Asi, despejando v en (3.18), tenemos que

v=w—paju+p"v conn <2y €Z,. (3.20)
Sustituyendo (3.20) en (3.19), obtenemos
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t=(1—pBY)w—p(B; — pa’ i f)u — p" T BV + p™t’ con t’ € Z,.
Observemos que, si m > 2, entonces 81 € Fj, ya que de lo contrario ¢ — (1 — pBy)w € p*Z,, de aqui
que con un cambio adecuado de representante de [M], obtenemos que ¢t —w € p*Z,, lo cual no es posible.

Entonces sin perdida de generalidad, sea

N = {(u,v,w,t) EZ;ﬁ:v—w+pau€p"Zpyt—w+pﬁlu+pﬂ2v€pm2p},

paran < 2, a« € Fy, B2 € Zp, m < 3y si m = 1, entonces 51 = 0 o en otro caso 31 € F}.

En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u, 0,0, 8) = u(l, =pa, 0, =p(B1 — pafa)) +v'(0,p",0,—p" ' B2) +w(0,1,1, (1 — pp2)) +¢'(0,0,0,p™).
Luego, notemos que
(1, =pa, 0, =p(Br — parf2)), (0,p",0,—p" ' 52), (0,1, 1, (1 — pf2)) ¥ (0,0,0,p™) € N.
De aqui que, considerando
N = ((1, =pa, 0, =p(B1 — pas)), (0,p",0,—p" " B2),(0,1,1, (1 = pB2)), (0,0,0,p™)) C M.

Puesto que m = 1 o 1 — pafz € U(Zp), tenemos que {N : B} C {M, : B}, asi por el Lema 3.1.4
obtenemos para este caso que:

{M:B}={M,: B}.

Ahora, para ii,).

De una manera similar a i1, ), de (3.10) y (3.12), respectivamente, obtenemos:
v—w+ pau € p"Z, con n < 2.
v—t+pBuep”Z, conm < 2.

Entonces sin perdida de generalidad, sea

N = {(u,v,w,1) € Zy:v—w+pau € p"Z, yv—t+pBu€cp”Z,} paran, m<2,

donde ay 5 € Fjp.

Observemos que si n = m = 2, entonces § —a € F}.

En consecuencia para (u, v, w,t) € X, se tiene que

(u,v,w,t) = u(1,0,pa,pB) +v(0,1,1,1) +w'(0,0,p",0) + ¢'(0,0,0,p™).
Luego, notemos que (1,0, pa, p3), (0,1,1,1), (0,0,p",0) y (0,0,0,p™) € N.
De aqui que, N = ((1, —pa, 0, p(8 — «)), (0,1,1,1), (0,0, p"

deloscasosn=1lom=1o(m=n=2y B —a € U(Zp)
el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:

0), (0,0,0,p™)) C M, entonces en cualquiera
) tenemos que {N : B} C {M, : B}, asi por

{M:B}={M>: B}.
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Para la Observacion 35, notemos que v —w y t — w € pZy, por lo que
asv + asw + ayt + pyiu + pyav + pysw + pyat € p2Zp. (3.21)
Entonces a5 = —ah — a} + paj. De esto tenemos que
ay(v — w) + ai(t — w) + pyru + py2v + py3w + pyat € p*Zy.
Luego, si tenemos que n # 1 y m # 1 en los casos anteriores, entonces podemos obtener (3.21), es decir
(3.10) y (3.11) implican (3.21) y

(3.10) y (3.12) implican (3.21).

Entonces, basta analizar (3.21) con cualquiera de (3.10), (3.11) o (3.12) paran =1y m = 1 ya que
estos tltimos tres son equivalentes en este caso.

Por ejemplo, para (3.21) y (3.12) con m = 1, de una manera similar a i1, ), obtenemos que
/ / / 2
azv — (L +az —py3)w+t+pnue€py vy
t—v € pZy.
Observe que si a5 = p — 1 caemos en el caso i1,. Entonces sin perdida de generalidad, sea
N = {(u,v,w,t) EZf, : av—,@w—i—t—!—pﬁQuepQZ]g yt—wv Epr},
conB=1+a—ppi,ac (F; —{p—l}) y b1, B2 € Fp.
En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,) = u(1,0,pB287",0) + ' (0,p, paf ", 0) +w'(0,0,p*~",0) + (0, 1, (1 + )", 1).

Luego, notemos que

(1,0,p6267",0), (0,p,paf™",0),(0,0,p?67",0) y (0,1, (1 + @)f~", 1) € M.
De aqui que, considerando

N =((1,0,pB28"",0),(0,p,paB",0),(0,0,p°57,0),(0,1, (1 + )", 1)) C M,
tenemos que {N : B} C {Ms : B}. Asi, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M>: B}.

Observacién 36. » Mis, Ma1 y Mrs(a) satisfacen las condiciones del caso i1, .
» Mis, Ms1, Mo, Mss y Msg satisfacen las condiciones del caso i1, ).

s Mseg(a) y Mss(a) satisfacen las condiciones de la Observacion 35.
El caso i2).
De una manera similar al caso i) notemos que si
atu + ayv + asw + ayt € pZ,

con a) € U(Zyp) para i = 1,2,3,4; entonces a}(u — a7 'w) + ah(v — w) + a}(t — w) € pZ,.
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Ahora, para las relaciones tres a tres, se tiene que
aiu + asv + ayt € DLy

implica que aju + a5v + asw € pZ, para a3 € U(Z,); de modo que, basta analizar
atu + asv + asw € pZy,

atu + asw + ayt € pZ, y
asv + ajw + ayt € p°Z,

con s =1y 2. Asi, obtenemos que

at(u— aflw) + ay(v —w) € pZy,
ai(u—ay'w) +ay(t —w) €pZy, y
ay(v —w) + a4 (t —w) € pZy con s = 1,

respectivamente.
Observacién 37. El analisis de av + ajw + a)t € p°Z, se encontrara al final del caso i2).

Salvo la Observacion 37, sélo basta ver que pasa con las relaciones siguientes:
vV — W + paru + pasv + pasw + past € p"Zy, conn <2y
w—u € pZy siy solo siv—u € pZy, (3.22)
junto con los siguientes casos:

i2,) t —w + pBiu + pBav + pPsw + pPat € p"Zp con m <3y

i2,) v — t + pPru+ pB2v + pBsw + pBat € p"'7Z, con m < 2.

Para iy, ).
Supongamos que m < 2, y de una manera similar a 41, ), tenemos que

v—w+pau € p"Z, conn < 2. (3.23)

t—w+pBu € pZy, conm < 2. (3.24)
Ahora, por (3.22) y (3.23) se sigue (con un cambio adecuado de representante de [M]) que:

v—w € p"Zyconn < 2.

Ademas, por (3.22) y (3.24) se obtiene (con un cambio adecuado de representante de [M]) que:

t—wéep"Zy, conm <2

y puesto que t —w ¢ p*Z, tenemos que m = 1, entonces t — w € pZ, si y s6lo si t — v € pZ,.
Entonces sin perdida de generalidad, sea

N:{(u,v,wj)er,:v—wep”Zp, t—v€Eplyyv—u€pl,} paran < 2.
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En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u'(p,0,0,0) +v(1,1,1,1) +w’'(0,0,p",0) +¢'(0,0,0,p).

Luego) nOtemOS que (p? 0’ 0’ 0)7 (1’ 17 17 1)7 (0) 07pn’0) y (07 07 O7p) e N'

De aqui que,
N = <(p’070’ 0)’ (17 17 17 ]‘)’ (0707pn’0)’ (070707p)> g M’

entonces {N : B} C {M; : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M>: B}.
Ahora, supongamos que m = 3 y de una manera similar a ¢, ), ver (3.18) y (3.19) tenemos que

v—w+ paiu € p"Z, con n < 2.

t—w + pfru + pBav € p3Zp.

Por (3.22) y con un cambio de representante adecuado de [M], se sigue que

t—w GpZZp.

Lo cual no es posible.
Para is,).
De una manera similar a i2,) en el caso m < 2, tenemos que
v—w€p"Zyconn<2y
v—t€p"Zy, con m < 2.
Y puesto que t — w ¢ p*Z, tenemos que n = 1 o m = 1. Entonces sin perdida de generalidad, sea
N = {(u,v,w,t) EZf,:U—pran, t—vEmepyv—UEpZP}
paran, m <2y (n=10m=1). En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) =u'(p,0,0,0) + v(1,1,1,1) + w'(0,0,p",0) +¢'(0,0,0,p™).
Luego, notemos que (p,0,0,0), (1,1,1,1), (0,0,p™,0) y (0,0,0,p™) € N.

De aqui que,
N = <(p705070)7 (17 17 17 1)7 (07O7pn70)7 (07 0707pm)> g M’

entonces {N : B} C {M, : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M;: B}.

Para la Observacion 37, de una manera similar a la Observacion 35, tenemos sin perdida de generalidad
que

N:{(u,v,w,t)EZﬁ:av—Bw—i—tEpQZp, t—uEpryt—UEpr},
conf=1+a—ph,ac (F,—{p—1})y i € Fp.

60



En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u(p,0,0,0) +v'(0,p,paf~",0) +w'(0,0,p° 8", 0) + t(1,1,(1 + )3~ ', 1).
Luego, notemos que
(p,0,0,0), (0,p,paB™",0),(0,0,p?87",0) y (1,1,(1+ )", 1) € N.

De aqui que, considerando

N = {(p,0,0,0), (0, p, paB~",0),(0,0,p°B~",0), (1,1, (1 + )8, 1)) C M.
Tenemos que {N : B} C {Mj : B}, asi por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:

{M :B}={M,: B}.

Observacién 38. = M3 satisface las condiciones del caso ia; .
» M7 y Mss satisfacen las condiciones del caso 42, ).

» Ms4(a) satisface las condiciones de la Observacion 37.

consideremos el caso 7).
Notemos que para este caso, se tiene que t — v ¢ pZp.
Observemos que, w — a1u & pZy siy solo si t — a1u ¢ pZy, y v — a1u € pZy 0 v — a1u & pZy.

Ademés, w — ai1u € pZy siy solo si t —ar1u € pZy, lo cual implica que v — a1u ¢ pZ,. Con lo cual, basta
analizar los siguientes casos para 1):

1) w—aiu ¢ pZy, t —aru & pZy, y v — ar1u € pZy con a1 € U(Zy).

1i2) W —a1u € pZyp, t —aru € pZp y v — ar1u & pZy con a1 € U(Zyp).

113) w— a1u & pZp, t —a1u ¢ pZp y v — aru ¢ pZy con a1 € U(Zp).

Consideremos el caso ii1).
Con un cambio de representante adecuado de [M], tenemos en este caso:

v—uepryt—w6p2Zp.

Entonces
atu + asv + asw + ayt ¢ pZ,

con a} € U(Z,) parai=1,2,3 y 4. Ya que de lo contrario, tendriamos que
0l (u— v) + as(w — ) € pZ,
la cual no es una nueva restricciéon, o bien
W E ply 0V EPLp O W —V E Py,
lo cual no es posible.

Similarmente, se tiene que
/ ’
atu + asv + asw ¢ pZ, o

atu + asv + ayt ¢ pZ,,
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atu+ asw + ayt ¢ pZ, y

ahv + asw + ayt ¢ p°Zy,
cons=1, 2;ya; € U(Zp) parai = 1,2,3 y 4, respectivamente.
Con lo cual, s6lo basta analizar las siguientes relaciones:

t —w+ paru + pasv + pasw + past € p"Zy, con n < 3y

V—U € pLy.

Como t — w € p°Z,, tenemos que

t — (1 — pa)w + paru 4 pasv € p"Zy con n < 3 .

Con un cambio de representante apropiado de [M], obtenemos

t —w+ paru + pasv € pZy conn < 3y
V—U € plyp.
Entonces sin perdida de generalidad, sea
N = {(u,v,w,t) € Z; it —w+paru+pasv € Py y v —u Epr}
paran < 3y a1, a2 € Zp. En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u'(p,0,0, —p*a1) + v(1,1,0, —p(e1 + az2)) +w(0,0,1,1) +¢'(0,0,0,p™).

Luego, notemos que (p, 0,0, —p*a1), (1,1,0, —p(a1 + a2)), (0,0,1,1) y (0,0,0,p™) € N.
De aqui que,

N ={(p,0,0,—p*a1),(1,1,0, —p(e1 + a2)), (0,0,1,1),(0,0,0,p™")) C M,
entonces {N : B} C {M, : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:

{M:B}={M2: B}.

Observacion 39. Mg, Mso y Mss satisfacen las condiciones de ii1).

Consideremos el caso ii2).

Observemos que
atu + ayv + asw + ayt ¢ pZ,
con a, € U(Z;) para i =1,2,3 y 4. Ya que de lo contrario, tendriamos que

VEPLp O W —V E Py,

lo cual no es posible.

Similarmente,
’ ! ’
a1u + asv + azw & pZp,

ayu+ arv + ajt & pZy,

asv + asw + ayt & p°Zy, con s =1, 2.
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Ahora, si
aju + asw + ayt € PZyp

con a, € U(Z,) para i =1,2,3 y 4. Entonces
ai(u—w) + ay(w —t) € pZ,
la cual no es una nueva restricciéon. Con lo cual, so6lo basta analizar las siguientes relaciones:

t —w+ paru + pasv + pasw + past € p"Zy, con n < 3y

ti2,) t—uE€pPZy o

1i2,) W — U € pLp.

Observemos que el caso iis, ) es equivalente al caso iz, ). Luego, Como t — w € p*Z,, tenemos que

t — (1 —pas)w + paru + pagv € p"Zy con n < 3 .

Con un cambio de representante apropiado de [M], obtenemos

t —w+ paru + pasv € p"Zy conn < 3y

t—u € ply.
Entonces sin perdida de generalidad
N = {(u,v,w,t) € Zf, it — w4 ponu+pagv € p Ly y t —u € ply} paran <3y ai, az € Zp.
En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u'(p, 0,p°ou, 0) + v(0, 1, paz, 0) +w'(0,0,p™,0) +£(1,0,1 + pay, 1).
Luego, notemos que (p, 0, p>a1,0), (0,1, paz,0), (0,0,p™,0) vy (1,0,1+ pai, 1) € N.

De aqui que,
N = <(p707192061>0)7 (07 171706270), (0707pn70)7 (1707 1 +P0¢171)> g M7

entonces {N : B} C {M3 : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M :B}={M,: B}.
Observacion 40. My, Mii, Mis, Ms1, Ms7 y Mes satisfacen las condiciones de iiz).

Consideremos el caso ii3).

Notemos que si
aju + a/zv + aéw + aﬁlt € Ly,
entonces
a'lu + a/zv + a/3/w € pZy

con a3, a; € U(Z,) para it = 1,2,3 y 4. Con lo cual, s6lo basta fijarnos en las relaciones tres a tres.
Pero,
atu+ asw + ayt € pZy, y

asv + ajw + ayt € p°Z,
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con s=1, 2ya; € U(Zpy) para i = 1,2,3 y 4; implican que
UEPLy, OW—UEDLy Y

vV EPLp 0 W —V E Py

lo cual no es posible, respectivamente.
Con lo cual basta fijarnos en los siguientes casos:
ii3,) t — w + pBru+ pPav + pBsw + pBat € p"Zy, con m <3y (3.25)
u—v+aw € pZp siy solos si u—v+at € pZ, con a € F,.
13,) t — w + pPru + pBav + pBzw + pPat € p™Zy con m < 3.
Consideremos iis, ).
Tenemos que t —w € pQZp, entonces

t — (1 —pBs)w + pPru + pPav € p"Zy con m < 3.

Con un cambio de representante apropiado de [M], obtenemos
u—v+at€ply,conacF, y

t —w 4 pBiu + pByv € p"Z, con m < 3.

Sin perdida de generalidad, sea
N = {(u,v,w,t) € Zf, it—w+pliu+pBev € P2y y u—v+at Gpr}
con 31, B2 €Zpym < 3.
En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u'(p,0,p°B1,0) + v(1,1,p(B1 + B2),0) + w'(0,0,p™,0) + t(—a,0,1 — pBia,1).
Luego, notemos que

(p,0,p°B1,0), (1,1,p(B1 + B2),0), (0,0,p™,0) y (—a,0,1—ppia,1) € N

De aqui que,
N = {(p,0,p°81,0), (1,1, p(B1 + B2),0,(0,0,p™,0), (~0,0,1 = ppra, 1)) C M,
entonces {N : B} C {M; : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M2: B}.

Observacion 41. Maz, Mag, Maa, Mzy(a), Mre(a) y Msi(a) satisfacen las condiciones de i3, ).
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Veamos el caso iis,).

t —w+ phiu + pPav + pBsw + pPat € p™Zy, con m < 3.

Con un cambio de representante apropiado de [M], obtenemos
t —w + phu+ pBav € p"Z, con m < 3.
Sin perdida de generalidad, sea
N = {(u,v,w,t) € Z?, it — w4+ pBiu+ pPav € mep} para m < 3, B1, P2 € Zyp.
En consecuencia para (u,v,w,t) € X, se tiene que
(u,v,w,t) = u(1,0,0, —pB1) + v(0,1,0, —pB2) + w(0,0,1,1) +¢'(0,0,0,p™).

Luego7 nOtemos que (u7 U?w7t) = (1707 07 _p61)7 (07 1707 _p62)7 (07 07 17 1) y (0? 07 prm) e N'
De aqui que, N = <(1707 Oa _p61)7 (01 1707 _pBQ)a (07 07 17 1)7 (Oa 01 O7pm)> g Ma

entonces {N : B} C {M, : B}, por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M,: B}.
Observaci()n 42. ]\/.7107 M12, M16, M39, M42, M52, M58, M66, M877 Mgo, y M94 satisfacen las condi-
ciones de ii3,).
Caso 1)
Sea M C M; un ideal fraccional de B tal que M ¢ B. En base al Lema 3.1.4, sea (u,v,w,t) € X.
Entonces (u,v,w,t) ¢ B, por lo que tenemos los siguientes casos:
i) t—w ¢ p3Zp.

i) w—wv ¢ p*Z,.

11) v —u & pZy.
Observemos que para %), it) y i), se cumple que w —v € pZ, y t —w € pZZp. De esto, notemos que
para i), 4i) y 4i3) no tenemos relaciones 4 a 4, ni tampoco relaciones 3 a 3.
Para el caso 7), notemos que sélo hay que analizar los siguientes casos:

i) w—v ¢ p*Zy, yv—uc€pZ,.

i2) w—vEPLyyv—ugply.

i3) w—v EP Ly yv—udpLy.

i1) W—v E P Ly y v—u € pLy.
De una manera similar al caso 2), obtenemos para i1) que:

N:{(u,v,w,t)er,:w—u, v—wGpryt—w€p2Zp} por lo que

N = <(p’ 0707 0)7 (0’p707 0)7 (1’ 17 17 1)7 (0’ 0707p2)> g M7

y entonces {N : B} C {M, : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M :B}={M,:B}.

Observacion 43. My satisface las condiciones de 7).
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De una manera similar al caso 2), obtenemos para i2) que:
N = {(u,v,w,t) € Z; v—wEPLyyt—w GpQZp} por lo que
N =((1,0,0,0),(0,p,0,0), (0,1,1,1), (0,0,0,p2)> C M,
y entonces {N : B} C {M; : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M :B}={M:: B}.
Observacion 44. Ms satisface las condiciones de i2).
De una manera similar al caso 2), obtenemos para i3) que:
N = {(u,v,w,t) € ij Tw — v+ pau epQZp yt—w EpQZp} con o € F, por tanto
N ={(1,pa,0,0), (0,p*,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,p*)) C M,
y entonces {N : B} C {My : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M,:B}.
Observacion 45. Ms, Mag satisfacen las condiciones de i3).
De una manera similar al caso 2), obtenemos para i4) que:
N = {(u,v,w,t) € Zf, TW—UEPLy,yW—0, t—w EpQZp} por tanto
N = {((p,0,0,0), (0,p%,0,0), (1,1,1,1), (0,0, 0,p2)> C M,
y entonces {N : B} C {M; : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M:B}.
Observacion 46. Ms satisface las condiciones de i4).
Para el caso #i), notemos que s6lo hay que analizar los siguientes casos:
ii1) w—v € ply yt —w € P°Lp.
ii2) wW—u, W—v EPLyyt—w € P°Ly.
De una manera similar al caso 2), obtenemos para ii1) que:
N = {(u,v,w,t) € Zf, tw—vEPZLp yt— (14 pa)w +p2au+pﬂv GpSZp}
cona, ay B €Zp,ypl(a—p). Por tanto
N =((1,0,0,=p"), (0,p,0, =p*5), (0,1, 1,1 + p(a — £)), (0,0,0,p")) € M,
entonces {N : B} C {M; : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M,:B}.
Observacion 47. My, Mss, Mso(a) y Mse(a) satisfacen las condiciones de 4i1).
De una manera similar al caso 2), obtenemos para ii2) que:
N = {(u,v,w,t) € Z;f tw—v, w—u€pZy,yt—(1+pa)w+ pau+ pBv €p3Zp}
cona, ay fE€Zy,yp|(a—a—p). Por tanto
N ={(p,0,0,~pa), (0,p,0,=p*A), (1,1, 1,1 + p(a — a = £)),(0,0,0,p°)) C M,
y entonces {N : B} C {M; : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:

(M : B} ={M,:B}.
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Observacion 48. Mz y Myg(a) satisfacen las condiciones de iiz).

Para el caso #ii), tenemos que w — v € pQZp yt—we p3Zp.

Entonces, de una manera similar al caso 2), obtenemos para iii) que:
N = {(u,v,w,t) € Zf, cw—v+phu€p’ly yt —w+ pPau Epgzp}
con « € Zy y B € Fp. Por tanto
N = ((1,pB,0,—p’@),(0,p*,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,p°)) C M,
y entonces {N : B} C {M; : B}, entonces por el Lema 3.1.4 obtenemos para este caso que:
{M:B}={M:B}.
Observacion 49. M, Mss, Msr y Mr3(a) satisfacen las condiciones de #ii).

Caso 3)

Sea M C Zf, un ideal fraccional de B tal que M ¢ B. En base al Lema 3.1.4, sea (u,v,w,t) € X.
Entonces (u, v, w,t) ¢ M2, por lo que tenemos los siguientes casos:

) v—u€plyyw—v€E€pP Ly, conn<2.
W) v—u € plp,t—v € P Zy conn < 2.

141) v —u € pZyp.

W) t—u€EPLyy w—v € P Zyconn < 2.

v) w—v €E€pP'Zyconn < 2.

vi) t—v EP"ZLpy w—u€E pZy conn < 2.

vit) t —v € p"Zp con n < 2.,

viti) t —u € ply.

(29

)
)
)
)
)
)
)
)

W — U € plyp.

x) No hay ninguna relacion dos a dos.
Para el caso 7), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:

i1) N ={(u,v,w,t) €Zy:v—u€ply} =

<(p’ 07 07 0)’ (1’ 1707 0)7 (0’ 07 17 0)7 (0’ 07 07 1)>
i2) N = {(u,v,w,t) € Zf, U — U € plpy w— v+ pat Ep”Zp} =
<(p7 07 0’ 0)7 (17 17 1’ 0)7 (0’ 07pn7 0)7 (07 0’ 7pa7 1)> con « e Fp y n S 2'
Para los caso i1) e i2) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
4

{M:B}={Z,: B}.

Observacion 50. » M3 satisface las condiciones de i1).

= Myzs, Mgo y Mgs con a = 0 satisfacen las condiciones de i2).

67



Para el caso #i), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:

N = {(u,v,w,t) EZf, TV —u € ply yt—v—l—papr"Zp} =
{(p,0,0,0),(1,1,0,1), (0,0, 1, —pc), (0,0,0,p")) con o € F, y n < 2.

Se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
(M5} = {2} B).

Observacion 51. Mg, M2y, Msg satisface las condiciones de 4i).

Para el caso i), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:

1) N = {(u,v,w,t) € Zf, tv—uEPLy y w+ v+ (a+ pa)t ep”Zp} =

((p,0,0,0),(1,1,-1,0),(0,0,p",0), (0,0, —(a + pcx),1)) cona € F,, a € F y n < 2.
itiz) N = {(u,v,w,t) € Zy:u+w+at €plyyv+w+ (a+pa)t€p'Zy,} =
((p,0,0,0),(0,p",0,0),(-1,-1,1,0), (—a, —(a + p),0,1)) cona € F,, a € Fp y n < 2.

Para los caso iii1) e iii2) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
{M:B}={z,:B}.

Observacién 52. » Myg con a = 0 satisface las condiciones de #ii1).

= Mgz y Msgs con a € F; satisfacen las condiciones de i42).
Para el caso iv), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
N = {(u,v,w,t) € Zﬁ it—u € ply y w— v+ pau Ep”Zp} =
((1,0, —pa, 1), (0,1,1,0), (0,0,p", 0), (0,0,0,p)) con @ € F, y n < 2.
Se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
(a1 B} = {2} B}
Observacion 53. Mss, Mes y Mgy satisfacen las condiciones de iv).
Para el caso v), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
vi1) N = {(u,v,w,t) € Zf, cw — v+ paqu + past € p"Zp} =
{(1,paq,0,0),(0,p",0,0),(0,1,1,0), (0, paz,0,1)) con a1, az € Fp yn < 2.
v2) N ={(u,v,w,t) EZy : u+w—+t€pZyyw—v+pau€p'Zy} =
(1, pa, 0,-1),(0,p",0,0),(0,1,1,-1),(0,0,0,p)) con @ € F, y n < 2.
Para los caso v1) y v2) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
{M:B}={Z,:B}.

Observacién 54. » Mea, M71, M72, Mos y Mo7 satisfacen las condiciones de v1).

= Mrg con a =1y Mgs con a € F, satisfacen las condiciones de v2).
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Para el caso vi), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:

N = {(u,v,w,t) EZf,:t—U—i-pauEp"Zp y w—uEpr} =
<(17pa7 17 0)7 (Oapn7 07 0)? (0’ 07p7 0)? (0’ 1707 1)> con a € FP yn S 2.
Se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
4
{M:B}={Z,: B}.
Observacion 55. Mus, Mas y M77 con a = 0 satisfacen las condiciones de vi).
Para el caso vii), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
viiy) N = {(u,v,w,t) € Zf, it — v+ paru + pasw € p"Zp} =
((1, pas,0,0),(0,p™,0,0), (0, paz, 1,0),(0,1,0,1)) con a1, az € Fp y n < 2.
viig) N = {(u,v,w,t) GZf, t—v+pau €pZyy u+v+w Gpr} =
{(p,0,0,0),(—1,1,0,1 + pa), (—1,0, 1, pa), (0,0,0,p™)) con o € F, y n < 2.
Para los caso vii1) y viiz) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
4
{M:B}={Z,: B}.
Observacién 56. » Mso, Mas, Msa, Meo y Mo satisfacen las condiciones de viiy).
= Mz, Mys y Mr7 con a € F; satisfacen las condiciones de viiz).
Para el caso viii), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
vitiy) N = {(u,v,w,t) €Zy:t —u € ply} =
<(17 O, 07 1)7 (07 1> 07 0)7 (07 07 17 0)7 (07 07 O7p)>
vitia) N = {(u,v,w,t) €Zp:t—u€pLyyt+v+w€p Ly} =
((p,0,0,0),(0,p™,0,0),(0,-1,1,0),(1,—1,0,1)) con n < 2.
Para los caso viii1) y viiiz) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
4
{M:B}={Z,: B}.
Observacion 57. = Mas satisface las condiciones de viiiy).
» Mse1, Mg7 satisfacen las condiciones de viiiz).
Para el caso iz), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
i) N ={(u,v,w,t) €Zy:w—u€ply} =
<(1’ 07 ]" 0)’ (07 17 07 0)’ (0’ 07p7 0)’ (0’ 07 07 1)>
izg) N = {(u,v,wﬂf) € Z;l, rwHvtt+pou €pZyyutv+t Gpr} =
<(p7 0707 0)7 (_17 17 (_1 —|—poz), 0)7 (0,0,pn,()), (_17 07 (_1 —|—pa), 1)> con o € Fp yn S 2.
Para los caso iz1) y ix2) se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:

{M:B}={z,:B}.
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Observacién 58. » Mus satisface las condiciones de iz1).

» Mso, Mgs con a = 0 satisfacen las condiciones de iz2).
Para el caso z), de una manera similar al caso 2), obtenemos que:
z1) N={(u,v,w,t) €Zy:ut+v+w+te€ply,} =
<(p7 07 07 0)1 (_11 1707 0)7 (_17 07 170)7 (_17 07 07 1)>
z2) N = {(u,v,w,t) €Zy :u+w+v€ply}=
<(p7 07 03 0)> (_1a 1707 0)? (_13 Oa 170)7 (03 0) 07 1)>
z3) N ={(u,v,w,t) €EZy:u+v+teply}=
<(p7 07 05 0)7 (717 1707 0)5 (07 07 17 0)5 (715 07 07 1)>
zs) N ={(u,v,w,t) €EZp ut+w+te€pl,} =
<(p7 07 07 0)7 (07 17 07 0)7 (_17 07 17 0)7 (_17 07 0, 1))
z5) N ={(u,v,w,t) € Zy:v+w+t+pou€p'Zy} =
((1, —pa, 0,0), (0,p",0,0), (0,—1,1,0),(0,—1,0,1)) con « € Fp y n < 2.
z6) N ={(u,v,w,t) €Zy:u+v+w€plyyv+aw+t+pau€p'Z,} =
((p,0,0,0),(-1,1,0, (=1 + pa)), (—1,0,1, (—a + pex)), (0,0,0,p™)) cona € F,,a € F y n < 2.
w7) N =17, =((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))
Para los caso z;) para j = 1,...,7 se cumple que N C M, entonces por el Lema 3.1.4 se sigue que:
{M:B}={z,:B}.
Observacién 59. » My, satisface las condiciones de x1).
= Mpys satisface las condiciones de x2).
» M35 satisface las condiciones de x3).
» My7 satisfacen las condiciones de x4)
= M2, M7o y Mgs satisfacen las condiciones de zs).

= Mg con a € F; — {1} satisface las condiciones de ws).

» Moy, satisfacen las condiciones de 7).
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Apéndice A

Apéndice A

A lo largo de esta tesis se consideran algunos resultados, tecnicas u otras herramientas, las cuales se
ha decidido no poner en los capitulos para no salirse del contexto que se desea dar a entender, cabe
mencionar, que estos, no son menos importantes a lo desarrollado a lo largo de esta tesis.

Por ejemplo, en la observacion 21 podemos notar que Z, (M; s) depende de saber quien es p* (Auta M) ™",

(A M)y [oae Pparay (@) |2 d .

Obsermos que tanto en el capitulo 2 como en el capitulo 3 se hace notar la importancia de {M : A} e
incluso se da una idea de como calcular las integrales para ese conductor.

. , . -1
Como consecuencia este apéndice se enfoca en dar a entender como se pueden conocer p* (AutaM)™ "y
(A: M)7? en el caso de B,(C,s), incluso pudiendo aplicar los mismos pasos para casos mas generales.

1= d'z = / d*z,

*\4 .
@) Uay (Aut  21))
J

La medida de Haar es

donde a; es un conjunto de representantes de las clases laterales izquierdas ((Z;)4 /AutBM) y M es
un ideal fraccional de B.

De aqui
/ d'z=>" / dz=>" / d*z = ((Z3)" : AutpM) / d*a.

L.J(a-(AutBI\/I)) J a;(Autg M) J Autp M Autp M
J\@j
J

En consecuencia, 1 = ((Z3)* : Autp M) p* (Auts M).
Por lo tanto

p(Autp M)~ = ((2;)" : Autp M) .
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Ahora, veamos como calcular Autg M para M un ideal fraccional de B.
Para ello, recordamos que Autg M son las unidades de Endg M, donde
EndgM = {(x,y,w,z) € Qf, 2 (z,y,w,2)M C M}

Sea M = Ms1(a) como en la seccion 2.2 del capitulo 2; es decir

Msi (a) = {(u,v,w,t) € Zy: (pv—w+t) € p°ZLy, (u—v+at) € pZyp} cona € F,.
Sea (u,v,w,t) € Mg (a). Entonces w =t +pv +p*w’ y u=v — at + pu’ con w’ y v’ € Z,,, con lo cual

(u,v,w,t) = u'(p,0,0,0) + v(1,1,p,0) +w'(0,0,p*,0) + t(—a,0,1,1).
Observar que (p,0,0,0), (1,1,p,0), (0,0,p* 0), (—a,0,1,1) € Ms;(a), por tanto
Msi(a) = {(p,0,0,0), (1,1,p,0), (0,0,p0),(~a,0,1,1)). (A1)

En consecuencia, para calcular Endpg Msi(a) solo basta estudiar los generadores de Msgi(a) :

Sea (z,y,w, z) € EndpMszi(a), entonces

(px,0,0,0) € Ms1(a) (A.2)
(z,y,pw,0) € Msi(a) (A.3)
(0,0,p’w,0) € Msi(a) (A.4)
(—az,0,w,z) € Msi(a). (A.5)

Por (A.2) y (A.4) tenemos que =, w € Z,p, respectivamente. Luego, por (A.3) y (A.5) tenemos que
Y—x € Pplyp, w—1Yy E p2Zp, z—weE p3Zp y az — ax € pZp; respectivamente.

Ahora, si a = 0, entonces az — ax € pZ, no es una restriccion. Si a # 0, entonces az — ax € pZ, implica
que z — x € pZyp lo cual ya se sabia desde que y — z € pZp, w —y € pzZp yz—weE pSZP.

Finalmente, como z, w € Zy, se tiene que y y z € Z,. Por tanto,

EndBMgl(a) g B
Ahora, observemos que EndpMsi(a) es un Z,—orden. Entonces Endp Msi(a) es un Z,—reticula plena
contenida en B, pero en B las reticulas plenas son Z,—submddulos finitamente generados en B y B es
anillo conmutativo.

En consecuencia, EndpMsi(a) < B es un ideal tal que 1g,q, 4, (a) = 1B-

Por tanto
EndBMgl(a) = B.

De aqui AutpMszi(a) = B*, donde B* denota las unidades de B.

Entonces p*(AutpMsi(a)) ™" = ((Z3)* : B*).
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Sea

¢ (Z) — (%) X (%) X (%) tal que

(z,y,w, 2) — (yo_lwo, (wo +pw1) ™! (o + py1), (20 +pz1 +p*22) " (wo + pwr +p2w2)) :

donde

T =x0+pr1+pT2t -

y=yo+pyi+py2+

w = wo + pwi + p wa + -

z=2z0+pz1 +p222+"'
con zo, Yo, Wo y 20 € Fy y i, yi, wi'y 2z € Fp parai=1,2,...
Es claro que ¢ esta bien definida, y se puede ver que ¢ es un morfismo de grupos multiplicativos.
(,)2%)* X (péiz)*. Entonces

(1, a a7t a_lb_lc_l) € (Z;)4,

Ahora, sea (a,b,c) € (%)* X
y es tal que ¢ ((1,a_l,a_lb_l,a_lb_lc_l)) = (a, b, c). Es decir, ¢ es sobreyectiva.
Ademas, por construccion tenemos que ker(p) = B*.

Entonces por el primer teorema de isomorfismo tenemos que

7+)4 7\ * 7 * 7 *
T=(z) (=) () -

Por lo tanto, ((Z;)* : B*) = p*(p — 1)°.

Luego, veamos como calcular {M : B} para M un ideal fraccional de B, donde
{M:B}={a€Q,:aM C B}.
En nuestro caso, veamos como se calcula el conductor de M = Mzi(a).

Sabemos por (A.1) que:

MBl(a) = <(p70707 0)5 (17 17p7 0)5 (0707p330)7 (7047 07 15 1)> .

En consecuencia, para calcular {Ms;(a) : B} solo basta estudiar los generadores de Mgz (a).
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Sea (z,y,w, z) € {Msi(a) : B}, entonces

(pz,0,0,0) € B (A.6)
(z,y,pw,0) € B (A7)
(0,0,p°w,0) € B (A.8)
(—azx,0,w, z) € B. (A.9)

Por (A.9) tenemos que w € p*Z, y z — w € p°Z,, con lo cual z € p°7Z,,.
Luego, por (A.7) tenemos que pw — y € p°Z,, pero w € p>Zy.
De aqui que y € p°Z,.
Ademas, por (A.7) y — x € pZ,, pero y € p°Zy, asi x € pZ,.
Finalmente, (A.6) y (A.8) obtenemos que = € Z, y w € Zp; respectivamente, asi se tiene que y y z € Z,.
Por tanto, {Ms1(a) : B} C (p,p*,p*,p°) (Z; x Bp(Cp)).
Por otro lado, observemos que si M C N con M, N ideales fraccionales de B, entonces
{N:B} C{M: B}.
Luego, Msi(a) C (Z; x Bp(Cy)) . Por lo tanto
{Msi(a) : B}Y = (p,0°,0%,0°) (Z3 x By(Cy)) -
Finalmente, es necesario conocer (B : M) ° con M un ideal fraccional de B.

Sabemos que

(M:B)=(M:Z8) (z: B) =p° (zh: M) ™",

con lo cual
—s 6s 4 —s
(B: M) ?*°=p (Zp : M) .

Ahora, vamos como calcular (Z; : M) ~® para M un ideal fraccional de B.
Por ejemplo, sea M = Ms;(a).

Entonces, definimos

Z Vi
Ly — = X ==
v o pZ " L

tal que

(2, y,w, 2) — (20 — Yo + azo, — (wo + pw1 + p°w2) + (20 + pz1 + p°22) + p(yo + py1)) ,
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donde
T = xo + pri +p2m2+~~~

Y =yo+pys +py2+ -
w = wo + pwi + P wa + - -

z =20+ pz1 +pQZ2+~--
con x;, Vi, w; y % € Fp parai=0,1,2,...
Se puede probar que ¢ esta bien definida y es de grupos abelianos aditivos.
Ahora, sea (a,b) € p% X p:%.
Entonces (a,0,—b,0) € Zﬁ y es tal que ¢ ((a,0,-b,0)) = (a,b). Es decir, ¢ es sobreyectiva.

Ademaés, por construccion tenemos que ker(p) = Mzi(a).

Entonces por el primer teorema de isomorfismo tenemos que

Z, Z 7
22— X —.
Mgi(a)  pZ = p3Z

Con lo cual,
Z,
Mgl (a)

Z Z’ 4
= | =p"

=|— X
pZ  p3Z

De modo que, (Z;l‘, : MSl(a)) =p"
Entonces, (Z; : M31(CL))_S =p .
Por lo tanto,

(B . Mg1(a))75 _ p65p745 _ p2s‘
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