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Introduccion

Planteamiento del problema

Una imagen en tonos de gris se puede definir como una funcién cu-
yo dominio es una region bidimensional y que toma valores no negati-
vos en un rango acotado. Esta imagen puede digitalizarse haciendo un
muestreo de sus valores en arreglos de puntos igualmente espaciados y
cuantizandolos en un numero finito de valores, dando lugar a una ima-
gen digital bidimensional en tonos de gris. En el caso mas simple, se
obtiene una imagen en blanco y negro, conocida como imagen digital bi-
naria. Estas imagenes digitales tienen muchas aplicaciones en dreas como
el reconocimiento 6ptico de caracteres, la microscopia, la radiologia, la
percepcién remota, las ciencias forenses y la fisica de altas energias. Las
computadoras se pueden programar a fin de realizar tareas de procesa-
miento de estas imdgenes (para modificarlas) y de andlisis (para obtener
informacién descriptiva de ellas) con propositos de clasificacién y reco-
nocimiento de patrones [30].

En el procesamiento y andlisis de una imagen digital es importante
describir los objetos que se encuentran en ella, asi como las relaciones
entre estos. Posteriormente, en los objetos resultantes se requiere deter-
minar diversas propiedades geométricas y topoldgicas, como sus compo-
nentes conexas. También es importante hallar los bordes de los objetos o
realizar transformaciones de adelgazamiento de la imagen sin alterar sus
propiedades topoldgicas, todo con el fin de obtener una representacion
mas compacta de la informacién contenida en ella. Las relaciones de ad-
yacencia entre los diferentes elementos de la imagen se pueden describir
mediante grafos.

Con el fin de establecer los conceptos mencionados y de crear algorit-
mos que permitan realizar estas tareas, se ha desarrollado la topologia
digital [29, 13]. Entre los conceptos fundamentales de la topologfa digital



se encuentran los de adyacencia entre pixeles, conexidad, punto simple,
arbol de adyacencia y caracteristica de Euler. En el caso de esta tltima, a
una imagen digital binaria se le asocia un poliedro llamado andlogo con-
tinuo y la caracteristica de Euler de la imagen digital es, por definicién,
la de su analogo continuo.

Ademés del poliedro propuesto por Kong y Rosenfeld en [13], el cual
es un complejo simplicial, otros autores han empleado complejos ciibicos
para calcular la caracteristica de Euler, asi como para estudiar propieda-
des topoldgicas de las imagenes digitales. Por ejemplo, en los trabajos de
Bykoy y otros [3, 4, 5] se propone otro andlogo continuo mediante comple-
jos cubicos y se emplean grupos de homologia para establecer algoritmos
que permiten determinar algunas de sus propiedades topoldgicas. Otros
autores como Kaczynski, Mischaikow y Mrozek [10, 36] han desarrollado
una teoria de complejos cibicos cerrados en dimensién n y de sus grupos
de homologia con fines similares. En [23], Niethammer, Kalies, Mischai-
kow y Tanenbaum utilizan complejos cibicos para encontrar condiciones
bajo las cuédles la eliminacién de un punto en una imagen digital de di-
mensién n no altera sus propiedades topoldgicas. En [36], Ziou y Allili
describen una forma de generar complejos cibicos a partir de puntos
de coordenadas enteras para calcular su caracteristica de Euler. En [12],
Khachan muestra como asociar un complejo ciibico a una imagen binaria
n-dimensional con adyacencia 2n para los objetos y adyacencia 3" — 1
para el fondo, a fin de estudiar propiedades de conexidad y el arbol de
adyacencias.

Lo anterior es una muestra de algunos de los problemas relacionados
con las imagenes digitales binarias que se han estudiado utilizando herra-
mientas de la topologia algebraica, asociandole a este tipo de imagenes
un complejo ctibico.

En el caso de las iméagenes digitales en tonos de gris, también se han
aplicado diversas herramientas para definir y estudiar sus propiedades.

Por una parte, se pueden mencionar trabajos en los que a una imagen
de este tipo se le asocia un conjunto de imégenes digitales de tipo bina-
rio construidas a partir de los puntos cuyo tono de gris es mayor o igual
que un determinado valor. Esto permite utilizar los métodos descritos
previamente para las imégenes binarias. Por ejemplo, Bertrand, Everat
y Couprie, en [2], definen las secciones de una imagen en tonos de gris
y, mediante diversos operadores topoldgicos, proponen algoritmos para
segmentarla. En [37], Zomorodian y Carlsson proponen los llamados gru-
pos de homologia persistente, con los cuales se estudian los cambios en
las secciones de una imagen en tonos de gris mediante complejos ctibicos



asociados a sus secciones. En [25], Robins, Wood y Sheppard muestran
cémo construir un complejo de Morse discreto para estudiar propiedades
topolégicas de una imagen digital en tonos de gris en dimension n.

Los extremos regionales y los arboles de componentes de una imagen
en tonos de gris son importantes en diversas tareas del procesamiento
de imégenes. Algunos trabajos en este sentido son el de Jones [9], los de
Casells, Meinhardt y Monasse [6, 7] y el de Najman y Couprie [21].

Por otra parte, las imégenes en tonos de gris también se pueden es-
tudiar empleando herramientas de una rama de la matemaética conocida
como matemdtica difusa, de la cual se puede mencionar una gama amplia
de aplicaciones, todas ellas basadas en el concepto de conjunto difuso,
introducido por Zadeh en 1965 en su trabajo pionero [35].

Rosenfeld, en [27, 28, 22], presenta conceptos de topologia digital uti-
lizando matematica difusa y estudia algunas propiedades de las imagenes
digitales bidimensionales en tonos de gris. Entre estas propiedades estan
los conceptos de top y bottom, que generalizan los de componente y
agujero para imagenes binarias. También proporciona nociones de cone-
xidad para estas imégenes y define el género de este tipo de imagenes,
de forma analoga al género de una superficie. No presenta una definicién
de andlogo continuo ni de la caracteristica de Euler para esta clase de
imagenes.

En la matematica difusa se han propuesto generalizaciones de di-
versos conceptos de la matemdtica tradicional, tales como los conjun-
tos afines y convexos [17], los conjuntos acotados [35], algunos tipos de
estructuras algebraicas como los subgrupos subgrupos [26, 32] y los es-
pacios vectoriales [19] y estructuras discretas como los grafos [34]. Una
descripcion mas amplia de este tipo de extensiones y sus aplicaciones
puede encontrarse en [11].

En el caso de la topologia, una generalizacion mediante conjuntos
difusos fue propuesta por Chang [8]. En el libro de Liu y Luo [15] se
encuentra un estudio muy amplio de los diversos conceptos de topologia
que se han extendido mediante conjuntos difusos. En el caso de la topo-
logia algebraica también se han propuesto generalizaciones del concepto
de homotopia, como en [31], mientras que los grupos de homologfa, utili-
zando conjuntos difusos se definen, con diferentes enfoques, en [14, 33, 1].
En estos trabajos se presentan diversas propiedades de los grupos de ho-
mologia relacionadas con algtin tipo de homotopia, pero no se relaciona
el rango de los grupos de homologia difusa con conceptos de conexidad.

A pesar del desarrollo de la teoria de espacios topoldgicos difusos,
no hay aplicaciones de los mismos para estudiar propiedades topolégicas



de las iméagenes digitales en tonos de gris. Dado que la aplicacion de la
topologia algebraica al caso de las imagenes digitales binarias ha dado
una contribucién importante para entender sus propiedades topolégicas o
incluso, en algunos casos, para definir dichas propiedades, en este trabajo
de investigacion se plantea el siguiente:

Problema: Generalizar algunos conceptos de topologia al-
gebraica mediante conjuntos difusos con el propédsito de po-
der aplicarlos al estudio de las propiedades topoldgicas de las
imagenes digitales en tonos de gris.

Descripcion general del trabajo

En este trabajo se desarrolla una teoria general de complejos ciibicos
difusos en R™ para aplicarla al estudio de propiedades topolédgicas de las
imagenes digitales n-dimensionales en tonos de gris.

Se presenta, en primer lugar, una definicién general de complejo ciibi-
co en R™ que incluye a los complejos cerrados y a los abiertos, se definen
algunas propiedades topoldgicas de ellos y se les asocia un subconjunto
de R™ llamado realizacién poliédrica. Se estudia la relacion entre algu-
nas propiedades topolégicas del complejo ctibico y las de su realizacién
poliédrica. Ademds, se explica cémo asociar a un complejo ciibico sus
grupos de homologia y su caracteristica de Euler a partir de su realiza-
cion poliédrica.

Como una aplicacién de esta teoria, se muestra como a un subcon-
junto de puntos lattice (puntos con coordenadas enteras) en el que se
tiene definido un tipo de adyacencia, se le puede asociar un complejo
cubico para estudiar sus propiedades de conexidad.

Posteriormente se propone una definicién de complejo cibico difuso
utilizando el concepto de conjunto difuso. Se definen también algunas
propiedades topoldgicas de estos complejos, tales como sus extremos re-
gionales y sus arboles superior e inferior, asi como sus grupos de homo-
logia. A cada complejo cibico difuso se le asocia un subconjunto difuso
de R™ llamado su realizacion poliédrica difusa y se estudian también las
relaciones entre sus propiedades topoldgicas. Se definen los grupos de
homologia, los niimeros de Betti y la caracteristica de Euler por niveles
para este tipo de complejos y se muestra el significado del 0-nimero de
Betti correspondiente.

Por dltimo, se propone una definicién general de imagen en tonos de



gris, considerando dos tipos de adyacencia y se muestra como asociarle
un complejo cubico difuso, de tal forma que las propiedades topolégicas
de la imagen puedan estudiarse mediante las del complejo cibico difuso
correspondiente.

Organizacion de la tesis y principales resul-
tados

La tesis consta de cuatro capitulos.

En el capitulo 1 se presenta una teoria general de complejos ctibicos
en R™. La seccién 1.1 contiene la definicion de celda k-dimensional en R™
y algunas de sus propiedades que son empleadas frecuentemente en las
demostraciones de la tesis. También contiene la definicién de complejo
cubico general y la de frontera de un complejo ctibico. Utilizando el con-
cepto de frontera, los complejos ciibicos se pueden clasificar en cerrados
o abiertos. Estos complejos cibicos se pueden considerar como estruc-
turas discretas, pues s6lo contienen un nimero finito de puntos. Esto
permite desarrollar algoritmos para calcular algunas de sus propiedades
numeéricas.

En la seccién 1.2 a un complejo cubico se le asocia un subconjunto de
R™ llamado su realizacion poliédrica. Se demuestran algunas propiedades
de esta realizacién poliédrica y se establecen relaciones fundamentales en-
tre las propiedades del complejo ciibico y las de su realizacién poliédrica.
En este sentido, destaca el teorema 1.11, en el que se demuestra que la
realizacién poliédrica de la frontera de un complejo cubico es igual a
la frontera de su realizacién poliédrica respecto a la topologia usual de
R™. A partir de este teorema, se caracterizan los complejos ciibicos como
abiertos o cerrados mediante su realizacion poliédrica.

En la seccién 1.3 se define una relacién de conexidad entre las celdas
de un complejo cubico y se demuestran los teoremas 1.18, 1.19, que
establecen relaciones entre las propiedades de conexidad de un complejo
cubico y las de su realizacion poliédrica respecto a la topologia usual de
R™.

En la seccién 1.4 se definen los grupos de homologia de un complejo
cubico a partir de los grupos de homologia singular de su realizacién
poliédrica. Si estos grupos tienen rango finito, se definen los ntimeros
de Betti y su caracteristica de Euler y se proporcionan férmulas para
calcular esta ultima a partir del niimero de celdas de cada dimensién,
haciendo la distincién en los casos en que el complejo ciibico es cerrado
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o abierto.

El capitulo 2 contiene propiedades de conexidad de subconjuntos de
Z™. Para este fin, en la seccién 2.1 se definen dos tipos de adyacencia
entre puntos de Z™. En la seccién 2.2, a un subconjunto de Z™ se le asocia
un complejo cibico llamado su realizacion geométrica, el cual es abierto
o cerrado, dependiendo del tipo de adyacencia considerado. Destacan
los teoremas 2.4 y 2.5, que relacionan las propiedades de conexidad de
un subconjunto de Z™ con las de su realizacién geométrica, segin el
tipo de adyacencia empleado. En la seccion 2.3 se definen los grupos de
homologia de un subconjunto de Z", asi como sus numeros de Betti,
también en funcién del tipo de adyacencia que se considere, y se discute
brevemente su relacién con algunas propiedades de conexidad.

El capitulo 3 contiene las contribuciones mas importantes de la te-
sis. En las secciones 3.1 y 3.2 se incluyen definiciones y resultados de
la matemaética difusa que sirven como base para el desarrollo posterior
de la teoria. El mas importante es el teorema 3.1, que permite construir
una topologia difusa a partir de una topologia ordinaria utilizando fun-
ciones semicontinuas inferiormente. La seccién 3.3 contiene la definicién
propuesta de complejo cubico difuso y su clasificacién en abiertos o ce-
rrados, dependiendo del comportamiento de sus conjuntos de nivel. En
la seccion 3.4, a un complejo cubico difuso se le asocia un subconjunto
difuso de R™, llamado su realizacién poliédrica y se demuestran algunas
de sus propiedades. El teorema 3.3 permite caracterizar los complejos
cubicos difusos, cerrados o abiertos, mediante su realizacién poliédrica,
a partir de la topologia difusa en R™ inducida por las funciones semi-
continuas inferiormente. En la seccién 3.5 se propone el concepto de
conexidad y los conceptos de méximo y minimo regional para complejos
cubicos difusos. Los teoremas 3.5, 3.6, 3.7 y 3.12 muestran que tanto
los maximos como los minimos regionales tienen propiedades similares
a las de las componentes conexas de un subespacio de un espacio to-
polégico, y por tanto se pueden considerar como una generalizacién de
las mismas. El teorema 3.8 caracteriza los complejos ctibicos conexos a
partir del nimero de maximos regionales. En la seccién 3.6 se proponen
definiciones de dos arboles asociados a un complejo cubico difuso: uno
construido a partir de los maximos regionales y otro a partir de sus mini-
mos regionales. Estos arboles contienen informacién sobre las relaciones
de inclusién entre los extremos regionales del complejo cibico difuso.

En la seccién 3.7 se definen los grupos de homologia de un comple-
jo cubico difuso, mediante los grupos de homologia de sus conjuntos de
nivel. El resultado principal de esta seccion es el teorema 3.14, que esta-
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blece que en un complejo cibico difuso, el O-ntimero de Betti de un nivel
dado es igual al niimero de maximos regionales de dicho nivel.

En el capitulo 4 se aplica la teoria desarrollada en el capitulo 3 pa-
ra asociarle a una imagen digital en tonos de gris un complejo cubico
difuso. En la seccién 4.1 se propone una definicion general de imagen
digital en tonos de gris en R™ y se definen sus extremos regionales y
sus arboles de extremos. Las definiciones generalizan las conocidas en el
caso bidimensional. En la seccién 4.2 se muestra cémo asociarle a una
imagen digital en tonos de gris un complejo cibico difuso, llamado su
realizacién geométrica difusa y se establecen las relaciones principales
entre los extremos regionales y los arboles de extremos de estos objetos.
Por 1ltimo, en la seccién 4.3 se definen los grupos de homologia y los
nuimeros de Betti de una imagen digital en tonos de gris y se demuestra
que el 0-numero de Betti de un nivel dado es igual al nimero de méximos
regionales de dicho nivel.
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Capitulo 1
Complejos ciibicos

En este capitulo se presentan los conceptos principales relacionados
con los complejos cubicos generales en R™ y algunas de sus propiedades
mas importantes. En la seccion 1.1 se definen las celdas de dimensién
k como subconjuntos especiales de R™ con un numero finito de puntos.
También se propone una definicién general de complejo ctbico y se intro-
duce el concepto de frontera de un complejo cibico. Mediante la frontera
se pueden clasificar los complejos ctibicos en cerrados o abiertos y se pue-
den definir algunas propiedades topolégicas de estos. En la seccién 1.2
se muestra como asociar a cada complejo ctibico un subconjunto de R"
llamado su realizacion poliédrica y se demuestran algunos teoremas que
establecen relaciones entre las propiedades topoldgicas de un complejo
cubico y las de su realizacién poliédrica. En la seccion 1.3 se define el con-
cepto de conexidad para un complejo cibico y se demuestran teoremas
que relacionan esta con la conexidad de su realizacion poliédrica respecto
a la topologia usual de R™. En la secciéon 1.4 se definen los grupos de
homologia de un complejo ctibico a partir de los grupos de homologia
singular de su realizaciéon poliédrica. Esto permite definir también sus
numeros de Betti y su caracteristica de Euler. Se proporcionan férmulas

para calcular esta en funciéon del nimero de celdas de cada dimension
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del complejo cibico en los casos en que este sea abierto o cerrado.

1.1. Conceptos basicos

En esta seccién se presentan las definiciénes de celda y de complejo
cubico, asi como algunas de sus propiedades basicas. También se presenta
la definicién de frontera de un complejo cibico y de algunas propiedades
relacionadas con esta.

La idea principal en la definicién de celda es construir objetos que
permitan definir grupos de homologia no solo para complejos cubicos

cerrados, sino para complejos ciibicos mas generales.

Definiciéon 1.1. Una k-celda o celda k-dimensional en R™ es un con-
junto de la forma
s(x,AN)=1 x Iy x...x I, (1.1)

donde x = (x1,x2,...,2,) € Z", A es un subconjunto de {1,2,...,n}

con k elementos, e
{z)— %,x,\—&—%} siA€EA,
I\ =
{:L')\ + %} st A ¢ A.
Los 2% elementos que forman a una k-celda son sus vértices. Cuando

no sea relevante indicar el elemento x ni el conjunto A, se escribird

simplemente s.

En la figura 1.1 se muestran celdas de dimensiones 0, 1 y 2 en R?.

De acuerdo con esta definicidn, la 0-celda s(z, () estd formada por el

+ +
x cey I 5
! 27 ’ 2

punto
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Figura 1.1: Celdas en R?: (a) O-celda s(z,0), (b) 1-celda s(z, {1}), (c)
1-celda s(z, {2}), (d) 2-celda s(z, {1,2}), donde = = (x1,x2).

mientras que los vértices de la 1-celda s(z, {i}) son los puntos

1 1 1 1 1 1 )
T — ey X — =y = |, | T T I 2
LTy 2 2 173 2 2

Definicién 1.2. Dado x € Z™, la n-celda centrada en x se define como

s(z) = s(x;{1,2,...,n}).

Notese que los vértices de la n-celda centrada en x son los vértices
del cubo unitario con centro en z. Ademés, cualquier k-celda s(x, A) estd
contenida en la n-celda s(x).

Para estudiar diversas propiedades de las celdas es importante saber
cuando una de ellas estd contenida en otra. En el siguiente lema se dan

condiciones necesarias y suficientes para esto.
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Lema 1.1. Sean

s1 = s(z,Ay),
s2 = s(y,A2),
dos celdas en R™. Si s1 C sz, entonces:
1. Ay C Ao,
2. xy=yx St AE N 0X¢ Ay,
3. zxe{yn— 1Ly} si A€ Ag — Ay,
Reciprocamente, si se satisfacen estas tres condiciones, entonces s1 C Sa.

Demostracion. Supdngase que

s = IV <V« xI®
so = I 1P x. . xI®,
donde
{xA—%,xA—l—%} side A,
O
W=
{x,\—&—%} siAé¢ Ay,
y
{un— 3 un+ 3} sideA,,
7o _
=

fyr+ 1) SiA¢ Ao
) [@
\ para todo A € {1,...n}.

Cuando A € Ay, el conjunto Ig\l) tiene dos elementos, por lo que I§\2)

. 1
Si s1 C s, entonces Ig

también tiene dos elementos y por tanto son iguales. En consecuencia,

A € As. Se deduce que A1 C Ay. Ademds, como

1 1 L ) 1 1
{$A—279€A+2}=I§)=1}(\)={y/\—zay/\+2};
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es claro que x) = y.
Si A ¢ As, el conjunto I§\2) consta de un sélo elemento, por lo que
1 §\1) también tiene un dnico elemento y x) = y.

En el caso A € Ay — Ay, se tiene la inclusién

+1 c 1 Jr1
T\ 9 Yx 25y>\ 9

lo que implica xy =y)x — 1 0 T\ = Y.

Ahora supdngase que se satisfacen las condiciones 1, 2 y 3.

Si A ¢ A, entonces, por la condicién 1, A ¢ Ay y, por la condicién
2, ) = ¥y, lo que implica que I/(\l) = If\z). Cuando A € Ay, se tiene que
A € Ay y que x) = yy, por lo que I)(\l) = 15\2). Por ultimo, si A € Ay — Ay,

entonces
+ L € ! + L
T - _ -
AT S Yx vax 5
S (2)
es decir, I, C I,”. Se concluye que s; C so. O

Como consecuencia inmediata de este lema se obtiene la siguiente

equivalencia para que dos celdas sean iguales.

Corolario 1.1. Si s1 y s2 son como en el lema 1.1, entonces s; = sg

si, y solo si, Ay = Ay yx =1y.
Otra consecuencia del lema 1.1 es el siguiente resultado.

Corolario 1.2. Si s es una n-celda y s’ es una celda tal que s C s,

entonces s = s'.

Definicion 1.3. Una celda s1 es una cara de una celda so si s1 C So.

Si ademds, s1 # s2, se dice que s1 es una cara propia de So.

En la figura 1.2 se muestran las caras propias de la 2-celda s(x; {1, 2})

en R2. Estas son

1. las cuatro O-celdas
S(Jj - (17 1)?0)78('/E - (1,0),@),5(3) - (Oa 1)76)75(1‘7®)7
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2. las cuatro 1-celdas

S(I - (Oa 1)7 {1})7 5(‘% {1})5 5(JC - (170)7 {2})7 S(Iv {2})

Observacién 1.1. Por ellema 1.1, es claro que si s(x) = s(y), entonces

T =1.

Las celdas se utilizan para construir los complejos cubicos, que tendran
un papel muy importante en el desarrollo de este trabajo. La siguiente
definicién es més general que las propuestas en, por ejemplo, [3, 5, 10, 36,

20, 23, 12], en las que sélo se han empleado complejos cibicos cerrados.

Definicién 1.4. Un complejo cibico en R™ es cualquier coleccion de

celdas en R™.

En particular, el conjunto de todas las celdas en R™ es un complejo
ctibico que se denota por |Z™|. También el conjunto vacio es un complejo

cubico.

Definicién 1.5. Un complejo ciubico L es un subcomplejo de un complejo
cubico K si L C K.

Definicién 1.6. El complemento de un complejo cibico K en R™ es el

conjunto de las celdas en R™ que no pertenecen a K. Se denota por K€.

Es claro que (K¢)¢ = K.
Ademas, la coleccién de complejos ciibicos es cerrada bajo uniones,

intersecciones y complemento.

Definicién 1.7. Una celda s es una cara de un complejo cibico K si

eziste una celda s’ en K tal que s es cara de s'.

De acuerdo con esta definicién, puede ocurrir que una celda sea cara
de un complejo cubico sin pertenecer a él. Por ejemplo, un complejo
cubico formado tnicamente por una 1l-celda no contiene a las dos 0-

celdas que son caras propias de dicha 1-celda.
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En la coleccién de los complejos ctibicos se define un operador que

permitird estudiar ciertas propiedades de tipo topoldgico.

Definicién 1.8. Dado un complejo cibico K en R™, su frontera es el
complejo cibico cuyos elementos son las celdas en R™ que son caras tanto
de K como de K¢. Se denota por §(K).

Por ejemplo, la frontera de un complejo cibico formado por una 0-
celda es el mismo. La frontera de un complejo cibico formado por una 1-
celda consta de los dos vértices de la 1-celda. La frontera de un complejo
cubico formado por la n-celda centrada en x esta integrada por las caras
propias de dicha celda, mientras que la frontera de un complejo cibico
formado por una tnica celda de dimensién menor que n es el conjunto

de las caras de dicha celda.

Observacion 1.2. Por el corolario 1.2, la frontera de cualquier complejo

cubico no contiene celdas de dimension n.

Una propiedad importante de la frontera de un complejo cubico es la

siguiente.
Teorema 1.1. Si K es un complejo cubico, entonces 6(6(K)) C §(K).

Demostracion. Si s € §(6(K)) entonces s es cara de 6(K), por lo que
existe una celda s’ € §(K) tal que s es cara de s'. La celda s’ es cara de
dos celdas s” y s en K y K¢, respectivamente. Esto implica que s es
cara de K y de K¢ y, por tanto, s € 6(K).

O

Definicién 1.9. Sea K un complejo cibico.
1. La cerradura de K es K = KU §(K).
2. El interior de K es K% = K — §(K).
3. El complejo cibico K es cerrado si 0(K) C K.

4. El complejo cibico K es abierto st KN §(K) = (.
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De acuerdo con esta definicion, la cerradura de un complejo ctbico
formado por una 0-celda es él mismo y por tanto es cerrado, mientras
que su interior es vacio. Los complejos cibicos @) y |Z™| son cerrados y
abiertos. Un complejo ctbico formado por una n-celda es abierto. La ce-
rradura de un complejo ctibico formado por una tinica celda de dimension
menor que 1 es el complejo cubico formado por todas sus caras.

En general, un complejo ctibico K es cerrado si K = K y K es abierto
si K = K°.

Observacion 1.3. Por el teorema 1.1, la frontera de un complejo cibico

es un complejo cibico cerrado.

Los complejos ctbicos cerrados se caracterizan por la siguiente pro-

piedad.

Teorema 1.2. Un complejo cubico es cerrado si, y solo si, contiene

todas las caras de sus celdas.

Demostracion. Si K es un complejo cibico cerrado y s es una cara de
alguna celda de K pero s ¢ K, entonces s es una cara de K y de K¢, lo
que implica que s € §(K) C K, contradiciendo que s ¢ K.

Ahora, si K es un complejo cibico que contiene a cualquier celda que
sea cara de alguna de sus celdas y s € §(K), entonces existe una celda
s’ € K tal que s C s’ y por tanto s € K. O

Un concepto que serd util en algunas demostraciones relacionadas

con el interior de un complejo ctibico es el de estrella de una celda s.

Definicién 1.10. La estrella de una celda s en R™ es el complejo cibico
str(s) ={s' €|2"|:sCs'}.

En R?, la estrella de la O-celda s(x, ) (ver figura 1.3) es el complejo

cubico formado por

1. la O-celda s(z,0),
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2. las cuatro 1-celdas
s(z,{1}),s(z,{2}), s(z + (1,0),{1}), s(z + (0,1),{2})

3. las cuatro 2-celdas centradas en los puntos z, z + (1,0), = + (0, 1)

y  + (1,1), respectivamente.

Por otra parte, la estrella de la 1-celda s(z,{1}) (ver figura 1.4) estd
formada por esta celda y por las dos 2-celdas centradas en = y en x +
(0,1), mientras que la estrella de la 1-celda s(x, {2}) (ver figura 1.5) estd
formada por la 1-celda s(z,{2}) y por las dos 2-celdas centradas en = y
en z + (1,0).

Es claro que si s; C sa, entonces str(sz) C str(sy).
Teorema 1.3. Sean p € {1,2,...,n} yA={ € {1,2,...,n} : X\ # u}.

La estrella de la (n — 1)-celda s = s(x, A) es

str(s) = {s,s(x),s(y)},

donde y = (Y1,Y2,- -+ Yn), CONYx =T SN F# f1 Yy, =T, + L.

Demostracion. Es claro que s es cara de s(z) y de s(y) por el lema 1.1.

Supdngase ahora que s’ = s(z,A’) es un elemento de str(s). Como
s C s, porel lema 1.1, A C A’ y ), = z) para cada A € A. Hay dos
posibilidades:

1A ={1,2...,n}
2. A=A

En el primer caso, A’ — A = {u}, por lo que z,, = 2z, — 1 0 z;, = 2,,. Con
esto, ' = s(y) o s’ = s(x), respectivamente.

En el segundo caso, z,, = 2, y por tanto s’ = s. O

Utilizando el concepto de estrella de una celda se pueden caracterizar

las celdas que pertenecen al interior de un complejo cubico.
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Teorema 1.4. Dado un complejo cibico K, una celda s pertenece a K°

si, y sdlo si, str(s) C K.

Demostracion. Supéngase primero que s € K y sea s’ € str(s). Si
s’ ¢ K, entonces, como s C s, se deduce que s es cara de K¢. Como
s € K, entonces s € §(K), contradiciendo que s € K°. Por tanto, s’ € K.

Ahora, si str(s) C K pero s € §(K), entonces existe s’ € K¢ tal
que s C s'. Esto implica que s’ € str(s) y que s’ € K, lo cual es una

contradiccién. En consecuencia, s ¢ §(K) y s € K°. O

Corolario 1.3. Un complejo cibico K es abierto si, y sélo si, para cada
s e K, str(s) C K.

1.2. Realizacion poliédrica

Para establecer relaciones entre las propiedades topoldgicas de los
complejos cubicos y las de ciertos subconjuntos de R", se propone una
definicién de su realizacién poliédrica.

En lo sucesivo, se considera R™ con la topologia usual.

En primer lugar se propone la definicién de realizacién poliédrica de

una celda.

Definicion 1.11. La realizacion poliédrica de la k-celda 1.1 es
[s(z, A)| = J1 X Jo X ... X Jy,

donde
(fo%,xAJr%) si A €A,
Iy =
{zr+3} st A ¢ A.

Esta realizacion poliédrica se denota por |s|.

Noétese que la realizacién poliédrica de una k-celda esta definida como

el producto cartesiano de k intervalos abiertos y de n — k puntos. En
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particular, la realizacién poliédrica de una n-celda es un conjunto abierto
en R™.

En la figura 1.6 se muestra la realizacién poliédrica de celdas en R2.

A continuaciéon se demuestran algunas propiedades de esta realizacién
poliédrica.

El siguiente lema muestra la relacién entre las realizaciones poliédri-

cas de dos celdas cuando una de ellas es cara de la otra.

Lema 1.2. Si sy es una cara de sa, entonces |s1| es un subconjunto de

la cerradura de |ss|.

Demostracion. Si s1y so son como en el lema 1.1, entonces

s1] = JOx gV 5. x gD
1 1 2 n 9
o] = JB xJP x .. xJP,
donde
(I)\f%,IA+%) si A€ Ay,
g =
{xA—i—%} sidé A,
y
(yk_%ayk+%) SiAEAQ,
J® —
=

{os+ 1) §i A ¢ Ao
Supdéngase que s1 C so. Por el lema 1.1, si A € Ay — Ay, entonces

+1€ L +1
T - _ - -
A B Y 27% 5

y por tanto JS) C J/(\Q). En el caso A € Aq, J)(\l) = J)(\Q) = (x) —

1/2,2x + 1/2) y por tanto, J/(\l) C Jf). Por dltimo, si A ¢ As, entonces

J)(\l) = J)(\Z) ={zx+1/2}y Jil) = J§2). En consecuencia, |s1| C [sa]. O

Corolario 1.4. Si sy es una cara propia de s2, entonces |s1| N |sa| =0

y |s1] es un subconjunto de la frontera de |sa|.
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o . . (1)
Demostracion. Si s; es cara propia de sg, existe p tal que I;’ es un

subconjunto propio de [, ff). Esto implica que

1 1 1
I/(il) ={z. + 5} CA{yu — 50 Yu + 5} = I;(LQ) = Fr(‘];(;))-

Se deduce que Jfll) =1 l(tl) no tiene puntos en comun con J,(f), por lo que
[s1] N |s2| = 0. Ademas,

|s1] < Fx...xFr(Jff))x...xﬁ
c Fr(J? x ... x JP) =TFr(|sa]).

n

O

Del siguiente resultado se deduce que el conjunto de las realizaciones

poliédricas de todas las celdas en R™ constituye una particién de R™.
Teorema 1.5. Para cada z € R™ existe una dnica celda s tal que z € |s|.

Demostracion. Sea z = (z1,...,2,). Para cada A € {1,...,n} existe un

unico x € 7Z tal que
1
96,\<Z,\+§§33>\—|—1.

Definiendo 1
A:{A:Z)\+2<CL')\+].},

se cumple que

IA7%<Z)\<£E)\+% siAeA
Z)\Zx)\—F% Si)\éA

Es inmediato que z estd en la realizacién poliédrica de la celda s(x, A).

La unicidad de la celda se deduce de la unicidad de los nimeros x,. [

Como consecuencia, se obtiene el siguiente criterio para probar la

igualdad de dos celdas a partir de la relacién entre sus realizaciones
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poliédricas.

Corolario 1.5. Si sy y sa son dos celdas tales que |s1|N|s2| # 0, entonces

S1 = S2.

En el siguiente teorema se expresa la adherencia de la realizacién

poliédrica de una celda utilizando la realizacion poliédrica de sus caras.

Teorema 1.6. Para toda celda s se cumple

[s[= " Is1l.

s51Cs
Demostracion. Por el lema 1.2, es claro que el conjunto del lado derecho
es subconjunto del conjunto del lado izquierdo. Ahora, si s = s(x,A)
y z € |s|, entonces zy = x) + % cuando A ¢ A, mientras que z) €
[xx — 1,25 + 1] cuando A € A. Sean

1 1
Alz{A:xA—2<z,\<x,\+2}

T\ Sil‘)\—%<2’)\§$,\+%
Yx = . 1
zx—1 sizy=xzy—3

Por construccién, si A ¢ A, entonces z) ¢ () — %, Tx+ %)7 lo que implica
que A ¢ Aq. Se deduce que A; C A. Ademds, cuando A € A; o A ¢ A, es

inmediato que y, = x. Por ltimo, si A € A — Ay entonces

1 1 1 1
Z)\ € 3;‘)\—5713\4-5 — l‘,\—i,x)\‘Fg s

de donde yy € {x)x—1,2x}. Por el lema 1.1, la celda s; = s(y, A1) es una
cara de s. Ademds, si A € A; entonces y) = T\ y 2x € (yr — %,y,\ + %),
mientras que si A ¢ A\ entonces, cuando z)y = ) + %, se cumple que
Z) = y;;l—%, mientras que si z) = x)\—% entonces z) = y>\—|—1—% = y;;l—%.

En consecuencia, z € |s1]. O
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El siguiente resultado proporciona una descripcién explicita de la

realizacién poliédrica de la estrella de una celda.

Teorema 1.7. Si

s=s(x,A)
entonces
[str(s)| = A1 X Ag X ... X A,

con

. (zx—1,ax+3) siAe€eA

A= )
(zx—Lax+2) sixgA

Demostracion. Dado z = (21, 22, ..., 2,) € |str(s)|, existe una celda

s =s(y,N)
tal que s C ¢’ y z € |¢'|. Escribiendo
s=IxIyx...xI,

con
{un—Lun+ 1} sixen,

{p+ 1} siAg A

se deduce, por el lema 1.1, que si A ¢ A’ entonces z) = z) + %, mientras
3
si A€ A — Aentonces ) € {yx — Ly} v 2x € (yx — %,y,\ + %), lo que

que si A € A, entonces xx =yx y 2x € (T — 5,2\ + %) Por otra parte,

implica que z) € () + %,9@\ + %) 0 z) € (x)— %,J;,\ + %) En cualquier

caso, z) € Ay.

Supéngase ahora que z € Ay X Ay X ... X A,. Se define

1 3 1
A’:{/\:z,\€<x,\—2,x,\—|—2> yzx#wx+2}~
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Ademass, sea

T sizy € (xA—%ch—i—%],
U= : 1 3
Ty+1 51z>\€(m>\+§,xA+§).

Si A € A, entonces, como z) € (z) — %7.%)\ + %), se tiene que A € A/,
por lo que A C A’. También se deduce que z, = y cuando A € A.
En el caso A ¢ A’ se tiene que 2\ = z) + % y por tanto, ) = yx. Si
A € A — A, entonces z) € (z) — %,3@\ + %) y Zx # T+ %; cuando
Z\ € (;m\ — %,xA + %}, Tx = Yx, Mmientras que si z) € (x)\ + %,;m + %),
entonces x) = yx — 1. Con esto queda probado que s es una cara de s’
y por tanto, s’ € str(s).

Para mostrar que z € |s'|, nétese quesi A € A’y zy € (zx — 5,27 + 3)
entonces yy = )y z) € (yA - %,yA + %), mientras que si z) € (m)\ + %,xA + %),
entonces Yy = xx+1y 2x € (yr— %,y;ﬁ— %) Ademéds, si A ¢ A’, entonces
ZAZJS,\—F%:?J,\—%%. O

Teorema 1.8. La coleccion
{|s] : s es una celda de R™}

es localmente finita.

Demostracion. Dado z € R™, por el teorema 1.5, existe una tnica celda
s tal que z € [s|. Por el teorema anterior, el conjunto U = |str(s)| es
abierto y contiene a z. Si ¢’ es una celda cuya realizacién poliédrica
interseca a U, entonces hay una celda s” € str(s) tal que |s”| N |s'| # 0.
Por el corolario 1.5, 8" = s” € str(s). Como str(s) sélo tiene un nimero
finito de elementos, se deduce que U interseca sélo a un ntmero finito

de elementos de la coleccién dada. O

Utilizando la realizacién poliédrica de una celda, a cada complejo
cubico se le asocia un subconjunto de R™ que serd muy importante para

estudiar algunas de sus propiedades.
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Definicion 1.12. Dado un complejo cibico no vacio K, su realizacion
poliédrica es el subconjunto de R™ dado por la union de las realizaciones

poliédricas de sus celdas. Se denota por |K|.

Algunas propiedades de la realizacién poliédrica, relacionadas con las

operaciones entre conjuntos, estan dadas en el siguiente teorema.
Teorema 1.9. Sean K y L dos complejos cibicos.

1. K C L si, y sdlo si, K| C |L].

2. [ KUL| = |K|U|L|.

3. [KNL|=|K|N|L|.

4. K| = K.

5.  K-L|=|K|—|L|

Demostracion. 1. Es claro que K C L implica |K| C |L|. Ahora, si
|K| C |L|, dada una celda s € K, si z € |s|, entonces z € |L| y por
tanto existe una celda s’ € L tal que z € |¢'|. Por el teorema 1.5,
s=s €L

2. Es claro.
3. Es claro.

4. Dado z € |K¢|, existe una celda s € K¢ tal que z € |s|. Si z € |K|
entonces z € |s'| para alguna celda s’ € K. Con esto, s = s’ por el

corolario 1.5, lo cual no es posible. Por tanto, z € |K|°.

También, si z € |K|% como z € |s| para alguna celda s por el
teorema 1.5, no es posible que s € K, pues ello implicarfa z € |K|.
Por tanto, z € |K°|.

5. Se sigue de 3 y 4.
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La adherencia de la realizaciéon poliédrica de un complejo ciibico se
puede describir a partir de la adherencia de las realizaciones poliédricas

de sus celdas.

Teorema 1.10. Para cualquier complejo cubico K

K= J [sl.

seK

Demostracion. Por el teorema 1.8, {|s| : s € K} es localmente finita.
Asi,

K = [l

seK

- UHW

seK
U

El siguiente teorema da una propiedad de la frontera de la realizacién
poliédrica de un complejo cibico que sera fundamental para establecer
propiedades de un complejo cubico a partir de propiedades topolégicas

de su realizacién poliédrica.
Teorema 1.11. Para todo complejo cubico K, Fr(|K|) = |6(K)|.

Demostracion. Nétese que

Fr(K[)) = [K[n[K]

I
V)
aC
=
~_
-
T
%C
EX
~_

(s,8")EKXK®

Si s € 0(K), hay dos celdas s’ € Ky s’ € K¢ tales que s C s’ y s C
s". Por el lema 1.2, |s| C |s'[N]s”] C Fr(K). Por tanto, [§(K)| C Fr(|K|).
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Ahora, si z € Fr(JK]|), existen celdas s’ € K y s € K€ tales que

z € |s'|N]s"|. Por el teorema 1.6, hay celdas s; C s’, s C s”, tales que
z € |s1] N |s2|. El teorema 1.5 implica que s; = sy es una celda que es
cara de K y de K¢, es decir, s; € §(K). Luego, z € [§(K)|. O

De acuerdo con la definiciéon 1.9 y el teorema 1.9 y utilizando este
teorema, se deducen las siguientes equivalencias entre las propiedades
de un complejo cibico y las propiedades topolédgicas de su realizacién

poliédrica.

Teorema 1.12. Un complejo cibico K es cerrado si, y solo si, su rea-

lizacidén poliédrica |K| es un subconjunto cerrado de R™.

Teorema 1.13. Un complejo cubico K es abierto si, y solo si, su reali-

zacidn poliédrica |K| es un subconjunto abierto de R™.

En el siguiente teorema se muestra la relacién estrecha entre las pro-
piedades de la adherencia e interior de un complejo ctiibico y las corres-

pondientes de su realizacion poliédrica.

Teorema 1.14. Para todo complejo cubico K:

1. K| =K].
2. |[K° = |K|°.
Demostracion. 1.

K| = [KUJK)
= |K|U[§(K)|
= |K|UFr(K])
= [K].

2.
K’ = |K-§(K)|

30



K| = |6(K)]
K| = Fr([K|)
K.

O

Como consecuencia de los teoremas 1.7 y 1.13 se obtiene la siguiente

propiedad de la estrella de una celda.

Teorema 1.15. Para toda celda s, el complejo cibico str(s) es abierto.

1.3. Conexidad de complejos ciibicos

Una propiedad topoldgica importante de los complejos ctbicos es la
de conexidad, ya que es la base para definir diversas caracteristicas de las
imégenes digitales. A fin de definirla, primero se establece una relacién

de conexidad entre dos celdas de un complejo ctibico.

Definicién 1.13. Sea K un complejo cibico no vacio. Dos celdas s y
s" en K estdn en relacién de conexidad en K si existe una sucesion de
celdas s1 = 8,89,...,8m = 8 en K tal que s; es cara de s;11 0 bien s;11

es cara de s;, para todo i € {1,2,...,m — 1}.

Es claro que esta es una relacion de equivalencia en K. Sus clases de
equivalencia son las componentes conexas de K. Se dice que el complejo
cibico K es conexo si tiene una tnica componente conexa.

Para demostrar algunas relaciones entre las propiedades de conexidad
de un complejo cubico y las propiedades de conexidad de su realizacién
poliédrica respecto a la topologia usual de R™, se presentan a continua-
cién algunos resultados auxiliares.

El siguiente resultado establece una relacién entre dos celdas cuando

la unién de sus realizaciones poliédricas es un conjunto conexo.

Teorema 1.16. Si sy y so son celdas tales que |s1]U|sa| es un conjunto

conexo, entonces s, es cara de So, 0 bien, ss es cara de sy.
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Demostracion. Supdngase que s; y S2 son como en el lema 1.1 y que
[s1] U |s2| es conexo. Sea ) : R — R la A-ésima proyeccién. Como

[s1] U |s2| es un conjunto conexo, entonces

ma([s1] U [s2]) = ma(ls1]) U ma(ls2])

también es un conjunto conexo.

Si A ¢ Ay UAs, entonces ma([s1]) = {ax+ 2}, ma(s2]) = {ya + 3}
y, por tanto, el conjunto {xx + 3} U {yx + 4} es conexo, lo cudl sélo es
posible si x) = y».

En el caso A € Ay N Ao, al ser

(Is1]) Uma(fsal) = Lost Y u (-t l
T™([S1 T™(S2]) = | Tx 2,$>\ D) Yx 2,% 5/

un conjunto conexo, debe cumplirse x) = y), pues estos son numeros
enteros.

Cuando A € A; — Ay, el conjunto
1 1 1
m(si) Uma(lsal) = (23 = 3o+ 5 ) Udon 3

es conexo, de donde, al ser xy, y) elementos de Z, se deduce que +% =

1 1 1
Tx—50yxt+35=2x+3.

N[

De forma similar, si A € Ay — Ay, entonces x) + % = y\ —
A+ 3 =0t 5
Supéngase que los conjuntos A; — As y Ay — A; son no vacios, que

1wE A — Ay y que v € Ay — Ay, Nétese que
. 1 1
si z € |s1], entonces x,, — 5 <zy<zxy+ 3 ¥ =1y + 3

mientras que

1 1 1
sl z € |sg|, entonces zﬂzyu+§ yyu—i <z,,<y,,+§.
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Hay cuatro posibles casos.
Caso iz, — i =y, +iya, +3=y, -3
Los conjuntos
U = {(z21,.-,2n) ER" 1 2, — 2, <y — )},
Vo= {(z1,-..,20) €ER" 12 — 2, >y — x4},

son abiertos ajenos no vacios.

Si z € |s1], entonces

1 1
2y — 2, < <xl,+2)—(xu—2>

1 1
= yy—i—xu+§
= Yv — Ty,

es decir, z € U.

También, dado z € |sg|

1 1
Zv T Zp > yufi - y#+§

1 1
= Wog Tty
= Y =Ty,

es decir, z € V

Caso 2: x#f% = y“+% y :z:qu% =1y, + % Se consideran los conjuntos

U
v

{(217...,25")ERnZZV+ZH>xM+yy}a

{(z1,...,2n) ER" 1z, + 2, < x) + Y}

Cuando z € |s1],
1 1
Zy + Z# > Ty + 5 + (EH - 5
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Para z € |ss|,

e

Caso 3: x,, + % =y + % vz, + % =y, — % Se definen los conjuntos

Cuando z € |s1],

A

Para z € |ss|,

2y t+ 2,

Yo+ 5

N =

+x, —

Ty + Yo,

1 1
< <yu+2) + (y#+2>
1
= yy+§+xu—§
= zy+ Y,

...,Zn)GRn32u+Zp<xu+yV}7

o) ERY 2+ 2 >ty )

< ) 4 (o
Ty 2 ‘TH 2
1 1
== yy7§+xli+§
= x#+yy;
> ) (o
Yu 5 Yu B
1 1
= Yu §+xﬂ+§
= Iu+yv7
byoctdouth
) ER™ 12y — 2, >y — T4},
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V = {(z1,...,z0) €ER" 12, — 2, <yp —x,}

Si z € |s1], entonces

1 1
2y — 2y > (xy+2)—(xu+2)

1 1
= Wwhg Iy
= Y — Ty

También, dado z € |sg|

1 1
2y T Zp < yy+§ — y,ﬂri

1 1
= Wty
= Y — Ty

Lo anterior muestra que, en cualquiera de los casos, U y V son con-
juntos abiertos ajenos tales que |si| C U, |s2| C V, contradiciendo la
hipétesis de que |s1| U |s2] es conexo .

Se concluye que alguno de los conjuntos A; — Ay 0 Ay — Ay debe ser
vacio. Si A —As = (), entonces A1 C Ay, por lo mostrado anteriormente,
Tx=yrxsSiAEAMNAs=A, 2y =yrsiA& Aoy ay € {yn—1,yr} si
A € Ay — Ay, Esto muestra que s; C $s.

De forma similar, si Ao — A; = (), entonces sy C s1. O

En el siguiente teorema se demuestra la convexidad de la realizacién
poliédrica de la unién de dos celdas cuando una de ellas es cara de la

otra.

Teorema 1.17. Si sy es cara de so, entonces |s1| U |sa| es un conjunto

CONVETO.

Demostracion. La realizacién poliédrica de una celda estd definida co-

mo un producto cartesiano de conjuntos convexos y por lo tanto es un

35



conjunto convexo. Basta demostrar que si u € |s1], v € |s2] y t € (0,1),
entonces
tu+ (1 —t)v € |s1] U|sal.

Supdngase que s1 y s2 estan definidas como en el lema 1.1. Escribiendo
U= (ul,...,un),v = (vla"'avn)v
se tiene que, en el caso de u

:v)\f%<fu>\<:v>\+% siAe A
u,\::m+% siAé A

y, en el caso de v

yA—%<v,\<y,\—|—% side Ay

Cuando A € Ay, entonces A € Ao, )\ =Y\ ¥
tuy + (1 —t)oy € L ot o -
u —t)v Ty— =, Tx+=| = — = — .
A A AT 5Tt g Ym it g
En el caso A ¢ Ay, se tiene que A ¢ Ay, x\ = yy y, por tanto,

1
t’u,)\+(17t)’0)\ :LZJ)\+§.

Por tltimo, si A € A2 — Ay, entonces, dado que zx € {yn — 1,yr}, se
tiene que ux € {yx — 3,y» + 3} v, como t € (0,1)

1 1
tux + (1 —t)vy € Z/A—§,Z/A+§ .

Se concluye que tu + (1 —t)v € |s1| U |s2]. O

Utilizando estos resultados, se obtienen relaciones entre la conexidad

de un complejo cibico y la conexidad de su realizacién poliédrica.
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Teorema 1.18. Si K es un complejo cibico conexo, entonces |K| es un

conjunto arco-conezxo.

Demostracion. Dados z, y en |K|, existen celdas s, s’ en K tales que z €
|s| y y € |¢']. Como K es conexo, hay una sucesién s1 = s, 8g,..., 8, = §
de celdas en K tales que s; es cara de s;41 0 s;41 es cara de s; para todo

i€{1,2,...,m—1}. Por el teorema 1.17, el conjunto
|51| U |82| U...u |5m|

es arco-conexo, estd contenido en |K| y los elementos z, y pertenecen a

él. En consecuencia, |K| es arco-conexo. O

También es posible demostrar la conexidad de un complejo ctbico a

partir de la conexidad de su realizacién poliédrica.

Teorema 1.19. Si K es un complejo cibico tal que |K| es un conjunto

conexo, entonces K es conexo.

Demostracion. Dado © € |K|, sea A el conjunto de los elementos y € |K]|
para los cuales existen celdas si, ..., s, € K tales que z € |s1|, ¥y € |sm]
y s; es cara de s;41 0 S;41 es cara de s; para todo i € {1,2,...,m — 1}.

Para mostrar que A es abierto en |K|, sea y € A. Por el teorema 1.7,
el conjunto U = |str(s,,)| es abierto en R™. Si z € U N |K|, existe una
celda s,,41 en str(s,,) tal que z € |s;, 41| v hay una celda s’ en K con

z € |§'|. Por el teorema 1.5, s;pp1 = s € Ky s, es cara de s,,41. Se

/‘.
concluye que z € A. Asi, A es un conjunto abierto en |K]|

Ahora, si y € |K| — A, sea s € K tal que y € |s|. El conjunto
U = |str(s)| es abierto en R™. Se afirma que U N |K| C |K| — A. En
caso contrario, hay un elemento z que pertenece a U N |K| y también
pertenece al conjunto A. Por la definicién de A, existe una sucesién de
celdas s1,...,8m € K tales que & € |s1], 2 € |s;| v s; es cara de s;41
0 s;+1 es cara de s; para todo ¢ € {1,2,...,m — 1}. Razonando como

’l. Se deduce que

antes, hay una celda s’ € K N str(s) tal que z € |s

sm =8 € Ky s, es cara de s. Definiendo s,,41 = s, se concluye que
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y € A, contradiciendo la hipdtesis inicial. En consecuencia, A es cerrado
en |K|.
Puesto que z € A, por ser |K| un conjunto conexo se deduce que

A = |K|. Luego, K es conexo. O

Teorema 1.20. Sea K un complejo cubico y L una componente conezxa

de K. Entonces |L| es una componente arco-coneza de |K|.

Demostracion. Por el teorema 1.18, |L| es un subconjunto arco-conexo
de |K]. Sea C' un subconjunto arco-conexo de R™ tal que |L| C C C |K|.

Se define el complejo cibico
K ={seK:|s|nC #0}.

Es claro que L € K’. Ademds, si € C, entonces x € |s| para alguna
celda s € K, por lo que C C |K’|. Se deduce que

K'|=CUlK'|= ] (s|u0).
seK’

Cada uno de los conjuntos en esta unién es arco-conexo y como

cc()Usluo

seK’

entonces |K’| es un conjunto arco-conexo que contiene a C. Por el teo-
rema 1.19, K’ es conexo. Puesto que L es una componente conexa de
Ky L cK' cK, se concluye que K’ = L. Como C' C |K'|, entonces

C = |L|. Luego, C es una componente arco-conexa de |K|. O

Una consecuencia muy importante de estos resultados esta dada en

el siguiente teorema.

Teorema 1.21. Sea K un complejo cibico y C una componente arco-

conexa de |K|. Eziste un subcomplejo L de K tal que

1. L es una componente conexa de K.
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2. [L|=C

Demostracion. Dado x € C, existe una celda s € K tal que « € |s|. Hay
una componente conexa L de K tal que s € L. Por el teorema anterior,
|L| es una componente arco-conexa de |K| que contiene a = y por lo
tanto |L| = C. O

Teorema 1.22. Si K es un complejo cubico y C es una componente
conexa de |K|, entonces existe un subcomplejo conexo L de K tal que
|L| =C.

Demostracion. Sea
L={seK:|sinC #0}.

Como C C |K], se tiene que

CCU|5|

seL

y, por lo tanto,
L= J(slu o).
s€L
Al ser |s| U C un conjunto conexo para cada s € L, se deduce que |L| es
un conjunto conexo. El teorema 1.19 implica que L es conexo. Puesto que

C' es una componente conexa de |K| y C' C |L|, se obtiene C = |L|. O

Corolario 1.6. En un complejo ciubico, las componentes conexas de su

realizacion poliédrica coinciden con sus componentes arco-coneras.

Corolario 1.7. Dado un complejo cibico K, la funcién que a cada com-
ponente conexa L de K le asigna su realizacion poliédrica |L| es una
biyeccion entre el conjunto de componentes conezxas de K y el conjunto

de componentes arco-conezas de |K|.

Este resultado permite determinar el niimero de componentes cone-

xas de un complejo cibico utilizando las componentes arco-conexas de
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su realizacion poliédrica. Esto ultimo puede hacerse empleando grupos

de homologfa.

1.4. Grupos de homologia

La realizacién poliédrica de un complejo cibico es fundamental pa-
ra establecer la siguiente definicién de los grupos de homologia y los

nimeros de Betti de un complejo ciubico arbitrario.

Definicién 1.14. Dado un complejo cubico K, su m-ésimo grupo de

homologia se define como
Hp(K) = Hin (IK])

donde H,,(|K|) es el m-ésimo grupo de homologia singular de la rea-
lizacion poliédrica de K. Si estos grupos son finitamente generados, el

m-ésimo nimero de Betti de K es igual al rango de H,,(|K|) y se denota

por B (K).

En el caso de que K sea un complejo ctbico cerrado en R"™, estos
grupos coinciden con los grupos de homologia cubica.

Es sabido que el 0-ntimero de Betti de |K| es igual al nimero de com-
ponentes arco-conexas de este subconjunto de R™. Utilizando el corolario

1.7 se deduce el siguiente resultado.

Teorema 1.23. Para cualquier complejo cibico K, el 0-niumero de Bet-
ti Bo(K) coincide con el nimero de componentes conexas del complejo

ctibico K.

Definiciéon 1.15. Dado un complejo cubico K cuyos grupos de homo-
logia sean finitamente generados, su caracteristica de Fuler se define
como

X(K) =Y (~1)" B (K).

m=0
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De acuerdo con las definiciones anteriores,

X(K) = x([K]).

Se demuestra que si ax(K) es el nimero de k-celdas de K, entonces,

para un complejo cubico cerrado

En el caso de que K sea un complejo cibico abierto, las demostra-
ciones en [24] pueden generalizarse para cualquier valor de n a fin de
obtener una féormula para calcular su caracteristica de Euler a partir del

numero de celdas de cada dimension.

Definicién 1.16. Un complejo cibico en R™ es homogéneo k-dimensional

st cualquiera de sus celdas es cara de alguna k-celda del complejo.

Por ejemplo, si K es un complejo ctbico abierto en R™ entonces, dada
una celda s = s(z, A) € K, por el corolario 1.3, str(s) C K, de donde la
n-celda s(z) pertenece a K, pues s(z,A) C s(x). Asi, K es homogéneo
n-dimensional.

El siguiente teorema proporciona otros ejemplos de complejos ctibicos

homogéneos.

Teorema 1.24. Si K es un complejo cibico abierto distinto de O y de
|Z™|, su adherencia es un complejo cibico homogéneo n-dimensional y

su frontera es un complejo cibico homogéneo (n — 1)-dimensional.

Demostracidn. Si s € K, existe una celda s’ € K tal que s es cara de s'.
Al ser K homogéneo n-dimensional, s’ es cara de una n-celda en K. Asf,
s es cara de una n-celda en K.

Ahora, dada una celda s = s(z,A) € §(K) hay una celda s’ =
s(y,A") € K tal que s C s'. Por la observacién 1.2, A tiene a lo més

n — 1 elementos. Eligiendo u ¢ A, el conjunto A" = {1,...,n} — {u}
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tiene n — 1 elementos y la (n — 1)-celda s(xz, A”) contiene a s’. Al ser K

abierto, s(x,A”) € K y, por construccién, s es cara de s(x, A”). O

Definicién 1.17. Un complejo cibico L es una seudovariedad k-dimensional

St
1. L es homogéneo k-dimensional,

2. Cualquier (k — 1)-celda de L es cara exactamente de dos k-celdas

en L,

3. Para cualquier par de k-celdas s y s’ pertenecientes a la misma
componente conexa de L, existe una sucesion s; = S,...,8, = s
de k-celdas en L tales que s; y s;+1 tienen una (k — 1)-celda de L

como cara comun, parai=1,...,m — 1.

A fin de construir ejemplos de complejos cibicos de este tipo, se

probaran los siguientes resultados auxiliares.
Lema 1.3. Sean x,y € Z" dos elementos distintos. Son equivalentes
1. Las n-celdas s(z) y s(y) tienen una (n — 1)-celda comin.

2. Existe p € {1,...n} tal que

T =Yr SEAFE
Yo € {z, — 1,2, +1}.

Demostracion. Supéngase primero que s(z, A) es una (n—1)-celda conte-
nida en s(z) y en s(y). Existe p € {1,...n} talque A = {1,...,n}—{u}.
Por el lema 1.1

2 = ) st A # p,
2 = Yx si A # p,
zp € {op — Lyt
Zy €{yp — Lyu}-
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Esto implica que x) = yx si A # pu. Como x # y, entonces x,, # y,. Las
condiciones anteriores sobre z,, implican, analizando los 4 posibles casos,
que y, € {z, —1,z, +1}.

Ahora, si se cumplen las condiciones en (2), definiendo A = {1,...,n}—
{u}, se deduce, por el lema 1.1, que s(y, A) es una (n—1)-celda contenida

en s(z) y en s(y). O

Lema 1.4. Sean x,y € Z™ distintos y tales que las n-celdas s(x) y s(y)

contienen a una k-celda s(u, A). Ezxiste una sucesion de n-celdas
S0 = S($)7 <y Sm = S(y)

tal que
1. s(u,A) C s; para todoi=1,...,m,

2. s8; y Si41 tienen una (n — 1)-celda como cara comin, para i =

0,...,m—1.

Demostracion. Como x # y, k < n — 1. Por el lema 1.1, se cumple

uy €{zx—1,za} siA¢A,
ux € {yx — Liyn} siAg A

Las dos tultimas condiciones implican que
yr € {xx — Lizx,xn + 1} si A ¢ A

Se define
AI:{AIIE)\:y)\}.

Sean A1,..., A, los enteros entre 1 y n que no pertenecen a A’. De-
(1) (1)
1 -

finiendo z(M) = (x .. Tn ), con

xf\l) =x st A#£ N\

1
.’L‘g\l) =Yx\
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se cumple, por el lema anterior, que s; = s(xgl)) es una n-celda que

tiene en comun con s(x) una (n — 1)-celda. Ademads, dado que wuy, €
{yn, — 1,yx, }, también se tiene que s(u, A) C s;.

) (2))

o 2
De forma similar se define z(2) = (:cg oo, In ), con

xg\z) = xg\l) si A # Ao

2
l‘g\; = y>\2 .

Nétese que cvgi) = yy,. La n-celda sy = s(z() tiene una (n — 1)-celda

como cara comun con $1 y
(2) _ : ’
zy) =yrside AMNU{A, A2}

También se tiene que s(u, A) C sa.
Continuando el procedimiento, se otiene una sucesion de n-celdas

{si}itg, en la que s; = s(z?), con
xg\z) = Yx Si)\GA/U{)\la"'v)‘i}’

las celdas s; y s;+1 tienen una (n—1)-celda como cara comin y s(u, A) C

s; para todo 4. La prueba se concluye observando que z(™) = y. O

Teorema 1.25. Todo complejo cubico abierto es una seudovariedad n-

dimensional.

Demostracion. Sea K un complejo cubico abierto. Ya se mostré que K
es homogéneo n-dimensional.

Si s es una (n — 1)-celda en K, entonces, por el teorema 1.3, las dos
n-celdas que estdn en str(s) son las dinicas que contienen a s como cara
comin y, dado que K es abierto, pertenecen a K.

Ahora, si s y s’ son dos n-celdas que estdn en la misma compo-
nente conexa de K, existe una sucesién de celdas en K, digamos s =

/

/ _ o / / / /
$,81,...,8, = s tales que s; es cara de s;,; 0 s;,, es cara de s;. Para

cada i hay una n-celda s; que contiene a s}, y como K es abierto, s; € K.
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Ademas, sp = sy s, = 8" y las n-celdas s; y s;41 tienen una cara comun.
Por el lema anterior, esta sucesién puede extenderse a una sucesién de
n-celdas en K, digamos sg = s,...,8, = &', en la que s; y s;11 tiene

una (n — 1)-celda como cara comun. O
Utilizando un argumento similar se deduce el siguiente resultado.

Teorema 1.26. Si K es un complejo cibico abierto, entonces K es una

seudovariedad n-dimensional.

Teorema 1.27. Sea (K,L) un par de complejos cibicos cerrados fini-
tos tales que el complejo K — L es una seudovariedad n-dimensional.

Entonces
X(K = L) = (=1)"(x(K) — x(L)).

Demostracion. Las hipdtesis implican que la realizacién poliédrica |[K — L| =
|K|—|L]| es una n-variedad. Aplicando la dualidad de Poincaré-Lefschetz,
se obtiene

Hy(|K| = [L[) = H*(]K], |L)

para cada ¢. Puesto que K es finito, los grupos H;(|K]|, |L|) tienen rango

finito y, por la férmula de los coeficientes universales, se tiene
rank H; (|K|, |L|) = rank H*(|K|, |L|).

Definiendo §; = rankH;(|K — L|) y 8; = rankH;(|K|, |L|), se cumple que
Bi = B.,_,; y por tanto

X(K-L) = Y (-1)'8
i=0
= Z(*l)lﬂé—z
i=0
= > (=)
=0
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= U3V

= (=D"x(K[, L))
La prueba se concluye observando que

X (K], L) = x(IK]) = x(|L|) = x(K) — x(L),
puesto que K y L son complejos ctbicos cerrados. O

Teorema 1.28. Sea M un complejo cibico que es una n-seudovariedad

finita y K un subcomplejo de M que es cerrado.

1. Si M es un complejo cerrado, entonces

X(IM = K]|) = (=1)"(x(M) — x(K))
2. Si M es un complejo abierto, entonces

X(IM = K|) = x(M) — (=1)"x(K).

Demostracion. 1. En este caso, las hipdtesis garantizan que M — K

es una n-seudovariedad y se aplica el teorema anterior.

2. Sea L = KU G§(M). Como M es un complejo abierto, M — L =

M — K. Por el teorema anterior

X(IM - K) X(IM - L))

= (-1)"(x(M) — x(KU§(M))).

Puesto que K y (M) son cerrados y KN d(M) = 0,

X(KU§(M)) = x(K) + x(6(M)).
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Por otra parte, al ser M abierto,

X(IM = 6(M)])
(=D)"(x(M) = x(8(M))).

x(M)

De estos resultados se deduce la igualdad deseada.

Teorema 1.29. Si K es un complejo cibico abierto finito

n

=2 (1 an(
Jj=0
Demostracion. La hipotesis implica que K es una n-seudovariedad, y

como K = K — §(K),

x(IKJ)

|
—

|
—
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muestran las cuatro 0-celdas que son caras propias de s y en (b) las
48

Figura 1.2: Caras propias de la 2-celda s = s((z1,22),{1,2}) En (a) se
cuatro 1-celdas que son caras propias de s.
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T
(z1,22). En (a), (b) y (c) se muestran las 0-celdas, 1-celdas y 2-celdas

Figura 1.3: Celdas de la estrella de la 0-celda s = s(x, {1,2}), con z
de str(s), respectivamente.
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Figura 1.4: Celdas de la estrella de la 1-celda s = s((21,22),{1}). En (a)
se muestra la tinica 1-celda y en (b) las dos 2-celdas de str(s).
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Figura 1.5: Celdas de la estrella de la 1-celda s = s((x1,z2), {2})
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Figura 1.6: Realizacién poliédrica de celdas en R?. En (a) se muestra la
realizacién poliédrica de la O-celda s((z1,x2),0), en (b) la de la 1-celda
s((z1,x2),{1}), en (c¢) la de la 1-celda s((z1,22),{2}) y en (d) la de la
2-celda s((x1,z2),{1,2})
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Capitulo 2

Puntos lattice

La imégenes digitales se pueden describir utilizando puntos de R"
con coordenadas en Z. A estos elementos se les denomina puntos lattice.
En la seccién 2.1 se definen dos relaciones de adyacencia entre puntos
lattice, la de tipo 3™ —1 y la de tipo 2n. Estas permiten definir dos tipos
de conexidad entre puntos lattice. En la seccion 2.2, a cada conjunto de
puntos lattice se le asocian dos complejos ctbicos, los cudles dependen
del tipo de adyacencia considerado, y se establecen relaciones entre la
conexidad del complejo ctibico y la del subconjunto de puntos lattice. A
partir de estos complejos cubicos, en la seccién 2.3 se definen dos tipos
los grupos de homologia y de caracteristica de Euler de un conjunto de
puntos lattice. Por tdltimo, en la seccién 2.4 se muestra cémo aplicar
estos conceptos para definir y calcular propiedades topolégicas de una

imagen binaria.

2.1. Adyacencias

En este capitulo se adopta la siguiente terminologia para referirse a

los puntos con coordenadas enteras.

Definicién 2.1. Un punto lattice es cualquier elemento de Z™.
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Figura 2.1: Adyacencias en Z?. (a) puntos 8-adyacentes a z, (b) puntos
4-adyacentes a x.

Dados dos puntos lattice, se pueden definir diferentes tipos de ad-
yacencia entre ellos. En los casos n = 2 y n = 3, estas definiciones son
empleadas ampliamente en el estudio de imagenes digitales mediante

conceptos de topologia digital.

Definicién 2.2. Dados dos puntos lattice x, y, se dice que y es (3™ —1)-

adyacente a T si
méx{|yy —za| : A € {1,2,...,n}} = 1.

Puesto que ), y\ son nimeros enteros, esto ocurre si, y sélo si, para
todo A

yx € {zx — Lizy,zx + 1}

y, para algin p, y, es distinto de z,. Por lo tanto, hay exactamente
3" — 1 elementos de Z™ que son (3" — 1)-adyacentes a z.

Esta definicién coincide con las de 8-adyacencia del caso n = 2 y de
26-adyacencia cuando n = 3, propuestas por Rosenfeld en, por ejemplo,
[13].

Otro tipo de adyacencia se define de la siguiente manera.
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Definiciéon 2.3. Dados dos puntos lattice x, y, se dice que y es 2n-

adyacente a x si
n
> lua—ma|=1.
A=1

Esto sucede si, y sélo si hay un tnico p tal que
Yu € {zy — Lz, + 1}

y ) = y) para todo A # u. Se deduce que hay 2n elementos que son
2n-adyacentes a x.

Esto coincide con las definiciones de 4-adyacencia y de 6-adyacencia
en los casos n = 2 y n = 3, respectivamente.

En la figura 2.1 se ilustran estas adyacencias en Z2.

Definicion 2.4. Un conjunto de puntos lattice es cualquier subconjunto

no vacio de Z"™.

Utilizando los dos tipos de adyacencia anteriores, se pueden definir

dos relaciones de conexidad en un conjunto de puntos lattice.

Definicién 2.5. Dado un conjunto de puntos lattice B, se define la
relacidn de m-conexidad en B, con m € {3" — 1,2n} como sigue. Dos
elementos x, y en B estdn en relacion de m-conexidad si x = y o si
eriste una sucesion p1 = x,p2,...,Pr = Yy en B tal que, para todo i €

{1,2,...,k — 1}, pit1 es m-adyacente a p;.

Es inmediato que esta es una relacién de equivalencia en B. Sus
clases de equivalencia son las m-componentes de B. El conjunto B se
dice que es m-conexo, si tiene una tnica clase de equivalencia respecto
a la relacion de m-conexidad.

En la figura 2.2 se muestran las 8-componentes de un conjunto de
puntos lattice y en la figura 2.3 se muestran las 4-componentes del mismo

conjunto de puntos lattice.
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Figura 2.2: 8-componentes de un conjunto de puntos lattice.

Figura 2.3: 4-componentes de un conjunto de puntos lattice.
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2.2. Realizacién geométrica

Con el fin de estudiar propiedades de conexidad de conjuntos de pun-
tos lattice mediante herramientas de la topologia algebraica, se pueden
construir dos complejos ctibicos a partir de este.

En primer lugar, a cada punto lattice se le asocia un complejo ctibico.

Definicién 2.6. Dado un punto lattice x, sea s(x) la n-celda centrada

en x. La realizacion geométrica de x se define como el complejo cibico
G(x) ={s : ¢ es cara de s(x)}.

La realizacién geométrica de un punto lattice en Z? consta de cuatro
0-celdas, cuatro 1-celdas y una 2-celda. En la figura 2.4 se muestran estas
celdas.

Es claro que este es un complejo ctibico cerrado. Ademads, si G(z) =
G(y), entonces s(x) = s(y) y, por tanto, x = y.

Escribiendo x = (z1, 2, ..., y), la realizacién poliédrica de G(z) es
|IGx)|=J1 x Ja X ... x Jy
con Jy = [zx—1/2,25+1/2] para todo A € {1,2,...,n}, es decir, |G(z)]
es un cubo n-dimensional unitario centrado en x (ver figura 2.5).

Definicién 2.7. Dado B C Z", su realizacion geométrica cerrada se

define como el complejo cibico

GC(B) = ] G(x).

zeB

La realizacion geométrica abierta de B, denotada por GO(B) es el inte-

rior de su realizacion geométrica cerrada.

En la figura 2.6 se muestra la realizacién geométrica cerrada del con-
junto de puntos lattice de la figura 2.2 y en la figura 2.7 se muestra la

realizacién geométrica abierta del mismo conjunto de puntos lattice.
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Se comprueba que el complejo cibico GC(B) es n-homogéneo, que
GO(B) es seudovariedad n-dimensional, mientras que §(GC(B)) es (n—
1)-homogéneo.

El siguiente teorema muestra una relacién estrecha entre la realiza-
cién geomé—trica cerrada de un conjunto de puntos lattice y la realizacién

geométrica abierta de su complemento.

Teorema 2.1. Para todo conjunto de B C 2, GC(B)¢ = GO(B°), es
decir, el complemento de la realizacion geométrica cerrada de B es la

realizacion geométrica abierta del complemento de B.

Demostracion. Sea primero s € GC(B)¢. Escribiendo s = s(y; A), se
tiene que s es cara de s(y) y por tanto, s € G(y). Como s ¢ G(x) para
todo x € B, se deduce que y ¢ By, por tanto, s € GC(B¢). Ahora,
si s € 6(GC(B®)) entonces s es cara de una celda s’ en (GC(B°))°. La
celda s’ es cara de una celda s(z) para algiin z ¢ B¢, lo que implica que
s es cara de s(z) para algin z € B, contradiciendo que s € GC(B)°. Por
tanto, s € GO(B°).

Ahora, si s € GO(B€) pero s € GC(B), entonces s es cara de s(y)
para algin y € B¢ y s es cara de s(x) para algin = € B, por lo que
s(x) ¢ GC(B*). Con esto, s es cara de GC(B¢) y de GC(B*)¢, lo que
contradice que s ¢ 6(GC(B®)). Por tanto, s € GC(B)°. O

Los siguientes teoremas muestran que la relacién de adyacencia entre
dos puntos lattice es equivalente a la conexidad de una de las realiza-
ciones geométricas del conjunto formado por ellos dos, dependiendo del

tipo de adyacencia considerado.

Teorema 2.2. Un punto lattice y es (3™ — 1)-adyacente a un punto
lattice x si, y sdlo si la realizacion geométrica cerrada GC({x,y}) es un

complejo cibico conexo.

Demostracion. Supéngase primero que y es (3™ — 1)-adyacente a z. Para
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todo A se cumple que yy € {zx — 1,zx,zx + 1}. Se define

I 2 siyn € {zn — 1,20}
A= .
yx—1 siyy=z\+1.

Como zy € {zx — 1,22}y 2x € {yxn — 1,yr} para todo A, por el lema 1.1,
la O-celda s(z,0) es cara de s(z) y de s(y). Asi, GC({z,y}) es conexo.

Ahora, si y no es (3" —1)-adyacente a x, existe p tal que |y, —z,| > 2.
Sean a = (1/2)(z, +yu) ¥y

U
v

{(u1,u2,...,up) 1 u, < a},

{(ur,ug,...,upn) t uy > a}.

Noétese que

1
*|yu _wu‘ > 1

la — x| = 2

v
—

1
la —yu| = §|xu = Yul

En el caso x;, < y,, se tiene que z, < a < y,,. Dado u € |G(x)| , se tiene
que
1
uugxu+§<xu—|—1§a,

por lo que u € U. Ademéds, si u € |G(y)|, entonces

1
uHZy#f§>y#712a

de donde u € V. Se deduce que |G(x)| C U y |G(y)| C V.

En el caso y,, < z,, utilizando un razonamiento similar, se demuestra
que [G(z)] C Vy |G(y)| C U.

En ambos casos, queda probado que la realizacién poliédrica de GC'({x, y})
es un conjunto disconexo y, por el teorema 1.18, el complejo cubico
GC({z,y}) es disconexo. O

Un argumento similar se aplica para demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 2.3. Un punto lattice y es 2n-adyacente a = si, y solo si,

GO({z,y}) es un complejo cibico conexo.

Utilizando estos teoremas se puede caracterizar la conexidad de un
conjunto de puntos lattice mediante la conexidad de su realizacién geométri-

ca.

Teorema 2.4. Un conjunto de puntos lattice B es (3™ — 1)-conezxo si, y
sdlo si, su realizacion geométrica cerrada GC(B) es un complejo cibico

conexo.

Demostracion. Supéngase primero que B es (3™ — 1)-conexo y sean s, s’
elementos de GC(B). Hay dos elementos z,y € B tales que s es cara de
s(xz) y ¢ es cara de s(y). Si z =y, definiendo 1 = s, $9 = s(x), s3 = ¢/,
se tiene que s; € GC(B) y que s; es cara de s;41 0 S;41 es cara de s;
para i € {1,2}. En cambio, si x # y, existen p1 = x,pa,...,pr =y € B
tales que p; 41 es (3" — 1)-adyacente a p; para todo 7 € {1,2,...,k —1}.

El complejo cibico
k

U G(pi)

i=1
es conexo por el teorema 2.2, estd contenido en GC(B) y contiene a las
celdas s y s'. Se deduce que GC(B) es conexo.

Ahora supdéngase que GC(B) es un complejo cibico conexo y sean
x,y € B con x # y. Las celdas s(z), s(y) pertenecen a GC(B) y por
tanto existen celdas s1 = s(x), $2,..., sk = s(y) en GC(B) tales que s;
es cara de $;+1 0 S;41 es cara de s;. Para cada i € {2,...,k — 1} hay un
elemento p; € B tal que s; es cara de s(p;). Se definen, ademés, py = z y
pr = y. El complejo cibico GC({p;, pi+1}) es conexo, por construccion,
y, por el teorema 2.2, p; 11 es (3™ — 1)-adyacente a p;. En consecuencia,
B es (3™ — 1)-conexo. O

De forma similar se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Un conjunto B C Z™ es 2n-conexo si, y sélo si, GO(B)

es un complejo cubico conezo.
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Empleando estos resultados, se pueden establecer una relacién en-
tre el nimero de m-componentes de un conjunto de puntos lattice y el

nimero de componentes conexas de la realizacion geométrica apropiada.
Teorema 2.6. Sea B un conjunto de puntos lattice.

1. El nidmero de (3" — 1)-componentes de B es igual al nimero de

componentes conezxas del complejo cibico cerrado GC(B),

2. El numero de 2n-componentes de B es igual al nimero de compo-

nentes conexas del complejo cibico abierto GO(B).

2.3. Grupos de homologia

A cada conjunto de puntos lattice se le pueden asociar dos tipos de
grupos de homologia, los cudles dependen de la realizacion geométrica

considerada.

Definicién 2.8. Dado un conjunto de puntos lattice B, su m-ésimo

grupo de homologia cerrado se define como
H,,(B) = H,,(GC(B))
mientras que su m-ésimo grupo de homologia abierto es
H,,(B) = Hu(GO(B)).

Si estos grupos son finitamente generados, su m-ésimo numero de Bet-
ti cerrado B,,(B) (abierto, BY,(B)) se define como el rango del grupo
H.n(B) (Hp,(B)).

Por el teorema 2.6 se cumple que el nimero de (3™ — 1)-componentes
de B es B,(B) y el niimero de 2n-componentes de B es 5)(B).

A partir de estos numeros de Betti también se puede definir la ca-
racteristica de Euler de B, dependiendo del tipo de adyacencia que se

considere.
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Definicion 2.9. Dado un conjunto finito B de puntos lattice, su carac-

teristica de Fuler cerrada se define como

X(B) = x(GC(B)),

mientras que su caracteristica de Fuler abierta es

X"(B) = x(GO(B)).

En estos casos, denotando por @y (B) al numero de k-celdas de GC(B)
y por o (B) al nimero de k-celdas de GO(B), se cumple

2.4. Imagenes digitales binarias

En esta seccién se propone una definicién de imagen digital binaria

en dimension n.

Definicién 2.10. Una imagen digital binaria n-dimensional es una te-
trada
P=(Z",B,k,l)

en la que B C Z™ y {k,l} = {3" — 1,2n}. Los elementos de B son
los puntos negros de P y los de Z™ — B son los puntos blancos de P y

constituyen el fondo de P.

Con el fin de estudiar propiedades topolégicas de una imagen binaria,
en los casos n = 2 y n = 3 se han considerado diferentes tipos de adya-
cencia entre puntos negros y blancos, a fin de que se cumplan teoremas
similares al de la curva de Jordan (ver, por ejemplo [13]). En la siguiente

definicién esta idea se generaliza para cualquier dimensién.
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Definicién 2.11. Dada una imagen digital binaria n-dimensional
P = (Zn? B7 k? l)7

se dice que

1. un punto negro es adyacente a otro punto negro si es k-adyacente

a él,

2. un punto blanco es adyacente a otro punto, negro o blanco, si es

l-adyacen—te a él.

Una componente negra de P es cualquier k-componente de B, mientras
que una componente blanca de P es cualquier [-componente del conjunto

de puntos blancos.

Notese que a partir del mismo conjunto finito de puntos lattice se
pueden construir dos imagenes digitales binarias. La diferencia entre ellas
se encuentra en los tipos de adyacencia considerados.

A cada imagen digital binaria se le pueden asociar dos complejos
cuibicos, uno de ellos construido a partir de sus puntos negros y el otro a
partir de sus puntos blancos. Estos dependen de los valores de k y [. Me-
diante estos complejos cubicos se pueden estudiar algunas propiedades

topoldgicas de la imagen digital.

Definicién 2.12. Dada una imagen digital binaria P = (2™, B,3"™ —
1,2n), la realizacion geométrica del conjunto de puntos negros es la rea-
lizacion geométrica cerrada de B, mientras que la realizacion geométrica

del conjunto de puntos blancos es la realizacion geométrica abierta de
7" — B.

Definicién 2.13. Dada una imagen digital binaria P = (Z™, B, 2n, 3" —
1), la realizacion geométrica del conjunto de puntos negros es la reali-
zacion geométrica abierta de B, mientras que la realizacion geométrica

del conjunto de puntos blancos es la realizacion geométrica cerrada de
7" — B.
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En ambos casos, G(B) denota a la realizaciéon geométrica de B, la
cual puede ser un complejo ctibico abierto o cerrado, dependiendo del
tipo de adyacencia considerado en la imagen.

A partir de esta realizacion geométrica, se pueden definir los grupos

de homologia de la imagen digital binaria.

Definicién 2.14. Dada una imagen digital binaria P = (Z™, B, k,1),
su m-ésimo grupo de homologia se define como el m-ésimo grupo de
homologia de la realizacion geométrica de sus puntos negros y se denota
por H,,(P). El m-ésimo nimero de Betti de P es, por definicidn, el
rango de H,,(P). La caracteristica de Euler de P, denotada por x(P),

es igual a la caracteristica de Euler de la realizacion poliédrica de G(B).

Aplicando las definiciones anteriores y el teorema 1.23, se obtiene el

siguiente resultado.

Teorema 2.7. Dada una imagen digital binaria P = (Z"™,B,k,l), el

0-numero de Betti de P es igual al numero de componentes negras de P.
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Figura 2.5: Realizacién poliédrica del complejo ciibico G(x), donde = =
(z1,22).

Figura 2.6: Realizaciéon poliédrica de la realizacion geométrica cerrada
del conjunto de puntos lattice de la figura 2.2.
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Figura 2.7: Realizacién poliédrica de la realizacién geométrica abierta
del conjunto de puntos lattice de la figura 2.3.
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Capitulo 3

Complejos ciibicos

difusos

Este capitulo contiene los resultados principales de la tesis. En las
secciones 3.1 y 3.2 se presentan los conceptos bésicos de matematica
difusa y topologia difusa que se emplean para construir los complejos
cubicos difusos. Destaca el teorema 3.1, que permite construir una topo-
logia difusa a partir de una topologia ordinaria. La definicién propuesta
de complejo cubico difuso y sus propiedades bésicas se presentan en la
seccién 3.3. Con el fin de estudiar otras propiedades de estos objetos, en
la seccién 3.4 se define la realizacion poliédrica de un complejo cibico di-
fuso y se caracterizan los complejos difusos abiertos o cerrados utilizando
la topologia difusa de R™. En la seccién 3.5 se propone una definicién
de complejo difuso conexo utilizando sus conjuntos de nivel. También se
presentan los conceptos de maximo regional y de minimo regional. Se
demuestra que estos extremos regionales tienen propiedades similares a
las de las componentes conexas en espacios topolégicos. En la seccién
3.6 se definen dos grafos a partir de los extremos regionales de un com-
plejo cubico difuso y se demuestra que estos son arboles. Los extremos

regionales corresponden a los llamados hijos de estos arboles. En la sec-
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cién 3.7 se definen los grupos de homologia por niveles de un complejo
cubico difuso a partir de sus secciones. También se definen sus nimeros
de Betti de cada nivel. El teorema 3.14 generaliza la conocida relacién
entre el O-ntimero de Betti y el nimero de componentes arco-conexas de

un espacio topoldgico para este tipo de complejos ctibicos.

3.1. Conjuntos difusos

En la matemaética difusa, el concepto principal es el de conjunto di-
fuso. En este tipo de conjuntos, en lugar de indicar que un elemento
pertenece o no pertenece a dicho conjunto, se asigna a cada elemento de
un conjunto X un valor numérico que representa el grado de pertenencia
de dicho elemento a un conjunto difuso. Si un elemento pertenece a X,
este grado es 1, mientras que si no pertenece, el grado es 0. Se puede
encontrar una explicacion mas amplia sobre el origen y aplicaciones estos
conjuntos en [11].

A partir de esta seccién, I denota al intervalo unitario [0, 1].

Definicion 3.1. Dado un conjunto ordinario X, un conjunto difuso en
X es una funcion A : X — I. Al valor de A en un elemento x € X se le

llama el grado de pertenencia de x al conjunto difuso A.

Cualquier subconjunto ordinario Y de X se puede identificar con un

conjunto difuso en X mediante su funcién caracteristica xy .

Definicién 3.2. Dado a € I, se define a como el conjunto difuso en X

que tiene el valor constante a.

En particular, 0 es la funcién caracteristica del conjunto vacio y 1 es
la funcién caracteristica de X.
En el caso de los conjuntos ordinarios son conocidas las siguientes

propiedades de las operaciones de union, intersecciéon y complemento:

Xaup = max{xa,xB}
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Xanp = min{xa,xs}

XAe = 1-— XA
XU)\EAA)\ = Sup {XA)\ A S A}
Xraeads = Mmf{xa, :A€A}

para cualesquiera A, B, Ay C X.
Con IX se denotara a la familia de todos los conjuntos difusos en X.
En este conjunto se pueden definir operaciones de unién e interseccién

como sigue.

Definicién 3.3. Sea {Ax},c, una coleccion de subconjuntos difusos en

X. Se define la union de esta coleccion como el conjunto difuso \/ A

AEA
cuya regla de correspondencia estd dada por

(\/ AA> () =sup{Ax(z) : N e A}z e X

A€A

y su interseccion es el conjunto difuso /\ Ay con regla de corresponden-
AEA
cia

(/\ AA> (z) = inf{Ax(z) : A€ A}, z € X.

AEA

El complemento de un conjunto difuso A en X es el conjunto difuso

A€ con regla de correspondencia

Un congunto difuso A es un subconjunto del conjunto difuso B si
A(zx) < B(x) para todo x € X.

En este caso se escribe A < B.

Estas definiciones generalizan las definiciones usuales de unién, inter-
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seccion complemento e inclusiéon entre conjuntos ordinarios si se consi-
dera su funcién caracteristica. Ademads, estas operaciones son conmuta-
tivas, asociativas, distributivas y satisfacen las leyes de De Morgan. No
se cumple, en general, que AV A° =10 AN A =0.

Algunas propiedades de los conjuntos difusos se pueden estudiar utili-
zando los conjuntos ordinarios llamados niveles. Adem4s, estos conjuntos
se utilizan para generalizar diversos conceptos de la matematica tradi-

cional a conjuntos difusos.

Definicién 3.4. Dado A € IX y a € I, se define el a-nivel superior
cerrado de A como el conjunto ordinario A, = {x € X : A(xz) > a}. De

manera similar se denotan

A(a) :{ZEGXA(x) >a},
AlMl =z e X : A(x) < a},
A ={re X :Ax) <a}.
El conjunto Aoy es el soporte de A y se denota por supp(A).

Definicién 3.5. El rango de un conjunto difuso A es

rank(A) = {a € I:a = A(x) para algin x € X}.

3.2. Topologia difusa

Con el fin de utilizar los conjuntos difusos en el estudio de propie-
dades topolégicas de imagenes en tonos de gris, se utilizard la siguiente

definicién de espacio topoldgico difuso, propuesta en [8].

Definicién 3.6. A una coleccion T de conjuntos difusos en X que sa-

tisface las condiciones:

1.0, 1er;

2. A,B €T implica ANB € T;
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3. Ax € T, € A implica \/ycp Ax € 75

se le llama una topologia difusa en X y (X, T) es un espacio topoldgico
difuso. Los elementos de T son los conjuntos abiertos. Un conjunto difuso

en X es cerrado si su complemento es abierto respecto a esta topologia.

Aunque hay diversos métodos para construir este tipo de topologias,
para los fines de esta tesis la construccién méas importante hace uso de un
tipo especial de funciones definidas sobre un espacio topolégico ordinario

(X, T) llamadas funciones semicontinuas inferiormente (ver, por ejemplo,
[16]).

Definicién 3.7. Dado un espacio topoldgico ordinario (X, T), una fun-
cion f : X — I es semicontinua inferiormente si fl*l = {z € X : f(z) <

a} es un conjunto cerrado en X, para todo a € 1.

Se verifica que un subconjunto A de X es abierto si y sélo si su
funcién caracteristica es semicontinua inferiormente.
Una propiedad importante de estas funciones esta dada en el siguiente

teorema.

Teorema 3.1. Dado un espacio topoldgico (X, T), la coleccidn de las
funciones de X en I que son semicontinuas inferiormente constituye

una topologia difusa en X

La funcién caracteristica de un conjunto cerrado es un conjunto difuso
cerrado respecto a esta topologia. Ademads, un conjunto difuso A en X
es abierto si, y sélo si, cada conjunto Al es cerrado. Equivalentemente,
cada A, debe ser un conjunto abierto para que A sea un conjunto
abierto. También, el conjunto difuso A es cerrado si cada conjunto A,
es cerrado, es decir, si cada A(®) es abierto.

A la topologia del teorema anterior se le denota por w(7T'). Al par
(X,w(T)) se le considera la copia difusa del espacio topolégico (X, T).
Cuando no haya lugar a confusién, se escribird w(X) en lugar de w(T).

La topologfa difusa w(X) tiene un papel muy importante, dado que se
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utiliza para indicar si alguna extension de un concepto de la topologia

tradicional es buena [18].

3.3. Complejos difusos

En esta seccion se proponen definiciones de celda difusa y de complejo
cubico difuso.
Una celda difusa se define como un conjunto difuso cuyas propiedades

se relacionan con las de las celdas ordinarias definidas en la seccién 1.1.

Definicién 3.8. Una k-celda difusa en R™ es un conjunto difuso s en R™
cuyo soporte es una k-celda y que es constante en dicho soporte. El valor
de k es la dimension de la celda difusa y el valor constante mencionado
es el grado de la celda, denotado por deg(s). Los elementos de su soporte
son sus vértices. El conjunto de todas las celdas difusas se denota por
|Z"™|;.

En el caso particular de que la celda tenga grado 1, esta definicién
coincide con la de funcién caracteristica de una celda ordinaria.
A partir de estas celdas difusas se definen los complejos ciibicos di-

fusos.

Definicién 3.9. Un complejo cubico difuso K es cualquier coleccion
de elementos de |Z"|1 tal que celdas difusas diferentes tienen distintos

soportes.

En el caso de que todas las celdas del complejo ciibico difuso tengan
grado de pertencia 1, esta definicién coincide con la de complejo ciibico

ordinario, identificando cada celda con su funcién caracteristica.

Observacion 3.1. La dltima condicion de esta definicion implica, por
el corolario 1.5, que si s y s’ son celdas difusas distintas del complejo
cubico difuso K, entonces las realizaciones poliédricas de sus soportes no

tienen puntos en comun.
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Para los complejos cubicos difusos se definen su soporte y sus sec-
ciones de forma similar al caso de los conjuntos difusos. La diferencia

principal es que estos objetos son complejos ctibicos ordinarios.

Definiciéon 3.10. Dado un complejo ciubico difuso K, su soporte es el

complejo cubico ordinario definido por
supp(K) = {supp(s) : s € K},

y su fondo, denotado por Bk(K) es el complejo complemento de su so-

porte.

Definicién 3.11. Si K es un complejo cibico difuso, para cada a €
I — {0}, su a-nivel K es la coleccion de los soportes de sus celdas
difusas de grado > a. El conjunto Ko es, por definicion, el complejo

cibico |Z"|. De manera similar, para a # 0 se define
K@ = {supp(s) : s € K, deg(s) < a} UBk(K)
mientras que K©) es el complejo cibico vacio. Para todo a € I se definen

K@ = {supp(s):s €K, deg(s) >a},
Kl — {supp(s) : s € K, deg(s) < a} UBk(K).

Nétese que K gy = supp(K), K = Bk(K), Kaoy=0y KU = |z7.

Observacion 3.2. Los conjuntos de nivel satisfacen

Ko = (K9)°

Klel — (K(a))c-

Los complejos ctibicos difusos se clasifican en cerrados o abiertos, de-

pendiendo de las propiedades de sus conjuntos de nivel, de forma similar
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a la caracterizacion de los conjuntos abiertos o cerrados respecto a la to-
pologia difusa de las funciones semicontinuas inferiormente mencionada

en la seccién 3.2.

Definicién 3.12. Un complejo cubico difuso K es:
1. cerrado si K, es un complejo cibico cerrado para todo a € I.
2. abierto si K\% es un complejo cibico cerrado para cada a € I.

Si las celdas del complejo cibico difuso tienen grado igual a 1, estas
definiciones coinciden con las de complejo cubico cerrado y complejo
cibico abierto, respectivamente.

Por la observacién 3.2, es claro que un complejo ctbico difuso K es:

1. cerrado si, y sélo si, K(*) es un complejo ciibico abierto para cada
acl.

2. abierto si, y sdlo si, K4y es un complejo cibico abierto para todo
acl.

Para algunas discusiones posteriores, relacionadas con conceptos de

conexidad, serd util la siguiente definicién.

Definicién 3.13. FEl rango de un complejo cubico difuso K cuyo fondo
es vacio, denotado por rank(K), es el conjunto de elementos a € I para
los cuales existe una celda difusa s € K tal que deg(s) = a. Si el fondo

de K es mo vacio, se agrega el elemento 0 al conjunto anterior.

Puesto que el conjunto de celdas en R™ es numerable, se deduce que

el rango de un complejo cubico difuso es un subconjunto numerable de

1.

3.4. Realizacion poliédrica

Definicién 3.14. Si s es una celda difusa, su realizacion poliédrica es

el conjunto difuso en R™, |s| : R™ — I cuyo soporte es la realizacion
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poliédrica del soporte de s y cuyo grado de pertenencia en los puntos
de su soporte es deg(s). La realizacidon poliédrica de un complejo cibico

difuso K se define como el conjunto difuso en R™ dado por

K=/ I

seK

En el caso de una celda de grado 1, estd definicién coincide con la
de funcién caracteristica de la realizacién poliédrica de su soporte. Si las
celdas del complejo cibico son de grado 1, esta definicién coincide con
la de funcién caracteristica de la realizacién poliédrica del soporte del
complejo cibico difuso.

Una propiedad importante de la realizacién poliédrica de un complejo

cubico difuso estd dada en el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea K un complejo cibico difuso y x € R™. Si |K|(z) > 0,

entonces existe una unica celda difusa s € K tal que |K|(z) = |s|(z).

Demostracion. Si [K|(z) > 0, entonces supgc [s|(z) > 0 y por tanto
existe una celda difusa s € K tal que [s|(z) > 0. Esto indica que z
pertenece al soporte de |s| y, por la observacién 3.1, |s’'|(z) = 0 para

cualquier otra celda difusa s’ € K. En consecuencia, |K|(z) = |s|(z). O

Algunas relaciones entre los a-niveles de un complejo ctibico difuso y
los de su realizacién poliédrica se presentan en el siguiente teorema. Estas
permiten demostrar propiedades del complejo cubico difuso a partir de

propiedades de su realizacién poliédrica

Teorema 3.2. Sea K un complejo cubico difuso. Para todo a € I:
1. Kl = [K]fq
2. Kl = Kl@)
3. |Kle| = |K|lal

4 K| = K|
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Demostracion. Sélo se demostrard 1. Si a # 0, dado = € [K][,, por el
lema 3.1 se cumple |s|(x) > a para una dnica celda difusa s € K. Con
esto, x € supp(s) y deg(s) > a, de donde supp(s) € Ky y = € [Kpy|

Ahora, si z € |Ky|, entonces z € [s| para alguna celda s € K.
Como s = supp(s’) para alguna celda difusa s’ € K con deg(s’) > a,
entonces [K|(x) = [s[(x) > a, con lo que = € [K|[4.

Cuando a = 0, es clara la igualdad. O

Utilizando el teorema 3.2 se obtiene la siguiente caracterizacién im-
portante de los complejos ctibicos difusos cerrados (abiertos) en terminos
de la copia difusa de R™. Este resultado es una generalizacién de los teo-
remas 1.12 y 1.13.

Teorema 3.3. Un complejo cibico difuso es cerrado (abierto) si, y sdlo
si, su realizacion poliédrica es un conjunto difuso cerrado (abierto) en

R™ con respecto a la topologia difusa w(R™).

3.5. Conexidad

En esta seccién se presentan definiciones relacionadas con el concepto
de conexidad para complejos cubicos difusos y se demuestran algunas de
sus propiedades.

La conexidad de un complejo cibico difuso se define a partir de la

conexidad de sus a-niveles superiores cerrados.

Definicién 3.15. Un complejo cibico difuso K es conexo si todo a-nivel

superior cerrado K, es un complejo cibico conexo.

En el caso de los complejos cibicos difusos que no son conexos, se
propone el concepto de méximo regional. Se demostrard que este tiene,

en varios sentidos, propiedades similares al de componente conexa.

Definicién 3.16. Sea K un complejo cubico difuso. Un mdzimo regional

de K de nivel a > 0 es un complejo cubico ordinario L que satisface:
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1. L es una componente coneza del complejo cibico K,
2. Para todo b > a, LN Ky = 0.

En el caso de que las celdas del complejo cibico difuso sean de grado
1, esta definicién coincide con la de componente conexa de un complejo
cubico.

De manera analoga, los minimos regionales tienen un papel similar
al de las componentes conexas del complemento de un subconjunto del

plano.

Definicién 3.17. Un minimo regional de nivel a, 0 < a < 1, de K es

un complejo cubico ordinario L tal que
1. L es una componente conexa del complejo cibico Klal,
2. Para todo b < a, LNKM = (.

Si el fondo de K es no vacio, un minimo regional de nivel 0 de K es una

componente coneza de Bk(K).

Definicién 3.18. Dado a € I, un extremo regional de nivel a de K
es cualquier complejo cubico ordinario que es un mdximo o un MINIMo

regional de nivel a de K.

Aunque los extremos regionales estdan definidos a partir de las sec-
ciones del complejo cubico difuso, sus celdas estan estrechamente rela-
cionadas con las celdas difusas de dicho complejo ciibico difuso, como se

muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Sea K un complejo cubico difuso y L un complejo cubico

ordinario.

1. Si L es un mdximo regional de K de nivel a, entonces, para cada
celda s € L existe una tinica celda difusa s’ € K tal que supp(s’) =

s y deg(s’) = a.
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2. Si L es un minimo regional de K de nivel a, 0 < a < 1, entonces,
para cada celda s € L existe una tnica celda difusa s’ € K con

supp(s’) = s y deg(s’) = a.

Demostracion. Sélo se probard 1. Dada una celda s € L, existe una
Unica celda difusa s’ € K con s = supp(s’) y deg(s’) > a. Si deg(s’) > a,
definiendo b = deg(s’) se tiene que s € LNKp con b > a, contradiciendo

la definicién de méximo regional. Por tanto, deg(s’) = a. O

Las componentes conexas de los a-niveles superiores cerrados de un
complejo cibico difuso tienen propiedades similares a las de las compo-

nentes conexas de un complejo ctibico ordinario.

Teorema 3.5. Si K es un complejo cubico difuso y Ly, Ly son com-
ponentes coneras de Kiq,] y de Kp,,), respectivamente, con a; > as,
entonces Ly NLy =0 o Ly C Ls.

Demostracion. Es claro que K7 C K[4,). Como L; es un subcomplejo

conexo de K[, y Lo es una componente conexa de K| la condicién

a2]a

LiNLy 75 1] 1mphca L, C Ls. O

Teorema 3.6. Si K es un complejo cubico difuso cerrado entonces sus

mdzrimos regionales son complejos cibicos cerrados.

Demostracion. Si L es un maximo regional de nivel a de K, entonces su
realizacién poliédrica |L| es, por el corolario 1.6, una componente conexa
del conjunto cerrado |Kp,| en R™ y, por tanto, es un conjunto cerrado.

Asi, L es un complejo cubico cerrado. O

Este resultado es similar al correspondiente para las componentes
conexas de un conjunto cerrado en un espacio topolégico.
En el caso de los minimos regionales se tiene el siguiente resultado

analogo.

Teorema 3.7. Los minimos regionales de un complejo cubico difuso

abierto son complejos cibicos cerrados.
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El siguiente teorema muestra la relacién entre conexidad y maximos

regionales de un complejo cibico difuso.

Teorema 3.8. Un complejo cubico difuso K con rango finito es conezxo

si, y solo si, tiene un unico mdxrimo regional.

Demostracion. Sean a1 < as ... < ag los elementos del rango de K. Si
K es conexo, entonces K4, es un méaximo regional de nivel aj. Ademas,
para todo a < ag, K[ es conexo y contiene a K[,,;, por lo que no hay
maximos regionales de nivel a de K.

Ahora, si K tiene un unico méaximo regional, como cualquier com-
ponente conexa de K,,) es un méaximo regional de nivel a; de K, se
deduce que K4, es conexo y corresponde al tinico maximo regional de
K. Ademds, una componente conexa L de K,, ,j no es un maximo re-
gional de K, por lo que LNK,,| # 0y LU Kiq,] €s un complejo cibico
conexo contenido en K, _|jy por tanto L = LUK|,;. As{, K[4,; C L. Se

deduce que K| tiene una Unica componente conexa y en consecuen-

ap—1]
cia es conexo. El mismo razonamiento se puede aplicar a los complejos
ctbicos K|, para los elementos restantes a en el rango de K. Por tanto,

K es conexo. O

El resultado de este teorema no se cumple sin la hipétesis de que el

rango sea finito.
Ejemplo 3.1. Considérese el complejo cibico difuso K en R, formado
por

1. las 0-celdas cuyo soporte es {n+1/2} y cuyo grado es1—1/n

2. Las 1-celdas con soporte {n —1/2,n+1/2} y grado 1 — 1/n

paran € N conn > 2.

El complejo cibico Kq) es conexo para todo a € I, pero K no tiene
mdrimos regionales.

Ademds, si se agrega la 0-celda difusa con soporte {3/2} y grado 1,
se obtiene un complejo cubico difuso con un unico mdximo regional, pero

en el que los complejos cibicos Kig no son conexos.
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En el caso de que el rango de un complejo ciibico difuso sea finito, se

puede dar una caracterizaciéon mas simple de sus maximos regionales.

Teorema 3.9. Sea K un complejo cibico difuso con rango finito y sean
a < ...<ag,

sus elementos no nulos.

1. Las componentes conezas de Ki,,1 son mdzimos regionales de nivel
ar de K.

2. Sil <k, una componente coneza de Ki,,) es un mdrimo regional

de nivel a; de K si, y sdlo si, LNK[,,,| = 0.

Para los minimos regionales se tiene una caracterizacién similar en

el caso de que el fondo de K sea vacio.

Teorema 3.10. Dado un complejo cibico difuso K, sean
a; < ...<ag,

los elementos no nulos de su rango y sea ag = 0. Para 1 <1 < k, una
componente coneza de K\ es un minimo regional de K de nivel a; si,
y solo si, LN K11 = .

Los minimos regionales tienen una estrecha relacién con el comple-
mento de las secciones del complejo cubico difuso, como se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Sea K un complejo cibico difuso conrank(K) = {aq,...,ar},
donde ag < ... < ag. Si L es un minimo regional de nivel a; de K para

algin i < k y a; # 0, entonces es una componente conexa de (K[ai+l])c.

Demostracion. Basta observar que (K, ,1)¢ = Kei+1) = Kloil ¢i j < &

y a; # 0. O
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De forma similar se demuestra que si LL es un méximo regional de nivel
a; del complejo cubico difuso K, entonces es una componente conexa de
(Kla-1])e,

Utilizando este resultado, se deducen las siguientes propiedades de

los extremos regionales.
Teorema 3.12. Sea K un complejo cubico difuso con rango finito.

1. Si K es cerrado, sus minimos regionales son complejos cubicos

abiertos.

2. Si K es abierto, sus mdximos regionales son complejos cubicos

abiertos.

3.6. Arboles

Con el fin de estudiar la forma en la que se relacionan entre si los
extremos regionales de un complejo ctbico difuso, se pueden construir
dos grafos a partir de dichos extremos, siguiendo la idea utilizada en [9].

Un grafo no dirigido es una pareja G = (V, E) en la que V es un con-
junto no vacio cuyos elementos son los vértices del grafo y los elementos
de E, llamados aristas, son conjuntos de la forma {u,v} con u,v € V
y u # v. Dos vértices u,v son adyacentes si {u,v} € E. El grafo G es
conexo si para cualesquiera dos vértices u, v existe una sucesion de vérti-
ces vg = U,v1,...,0, = v tales que {v;_1,v;} € E parai =1,2,...,n.
Un ciclo en G es una sucesién de al menos tres vértices vg, v1,. .., v, tal
que v9 = v, y para cada i = 0,...n — 2 los vértices v;, v;41 ¥ V;jt2 son
distintos entre si. Este ciclo es simple si los vértices vg,v1,...,v,_1 son
distintos. Un grafo conexo que no tiene ciclos simples es un arbol.

Sea T = (V,E) un drbol en el que V es finito y sea r uno de sus
vértices, llamado raiz. A cada vértice v se le asigna un nimero natural
I(v), lamado su nivel, de la siguiente forma. La raiz r tiene nivel 0. Cada
vértice que sea adyacente a la raiz tiene nivel 1. Dos vértices de nivel 1

no pueden ser adyacentes porque en ese caso se tendria un ciclo simple
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utilizando la raiz y estos vértices. A cada vértice que sea adyacente a un
vértice de nivel 1y que no sea la raiz se le asigna el nivel 2. Este proceso
se puede continuar de forma inductiva. Asi, cada arista del arbol tiene
vértices {u,v}, y se puede suponer que [(v) = l(u) + 1; el vértice u es el
inicio y el vértice v es el final de la arista y se dice que u es antecesor
de v o que v es sucesor de u. De acuerdo con esto, cada vértice puede
tener 0 o varios sucesores y cada vértice, excepto la raiz, tiene un tnico
antecesor. Un vértice que no tiene sucesores se le llama una hoja. Con
esto (V, E,r) es un arbol dirigido.

Utilizando las componentes conexas de los a-niveles de un complejo

cubico difuso se pueden construir dos grafos.

Definicién 3.19. Sea K un complejo cibico difuso con soporte finito y
con rango finito rank(K) = {ag = 0,...,ax}. Se construye un grafo no
dirigido, denotado por TX, de la siguiente manera. Los vértices del grafo
son parejas ordenadas de la forma (L,i) donde L es una componente
conexa del complejo Ki,,). Sus aristas son los conjuntos {(Ly,1), (L, i+
1)} donde Ly es una componente coneza de Kia,), L2 es una componente

coneza de K| y Ly C Ly, para v > 0.

0«1‘,+1]

Una propiedad importante de este grafo estd dada en el siguiente

teorema.
Teorema 3.13. El grafo T® es un drbol.

Demostracion. Para demostrar que TX es conexo, nétese que, dado cual-
quier vértice (Lg,i+ 1) de T, al ser Ly un complejo conexo contenido
en K[, hay una componente conexa L; de K[, que lo contiene. Por

induccién, se obtiene una sucesién
(Lo, i+ 1), (Ly,4),..., (Liy1,0)

en la que vértices consecutivos forman una arista del grafo. Como K, =

|Z"™], se deduce que el grafo es conexo.
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Supéngase ahora que (Lo, ig), - - -, (L, im) es un ciclo simple de T%.
Hay dos posibilidades: i1 =ig+ 1 0 ig = 41 + 1.

Supéngase primero que i; = ig+ 1. En este caso, L; C Lg. Si ademas
11 = 192 + 1 entonces ig = i3, L C Ly y Lo es una componente conexa de
K[am] cuya interseccién con Ly es no vacia y por tanto Lg = Lsg, lo que
contradice la definicién de ciclo. En consecuencia, i = i1 + 1y Lo C Lj.

Por induccién, se deduce que
LoCcLy,—1...CLi CLg

lo que contradice la definicién de ciclo.

En el caso 79 = 71 + 1 se aplica un razonamiento similar. O

Este arbol puede hacerse un arbol dirigido tomando como raiz K, =
|Z"™|. En este caso el vértice (L, ) es una hoja si, y sélo si, L es un maximo
regional de nivel a;.

De forma similar se define un grafo T considerando las componentes
conexas de los complejos K%, Este grafo también es un drbol y, tomando

como raiz a Klor] = |Z"™|, los minimos regionales corresponde a sus hojas.

3.7. Grupos de homologia

A cada complejo cuibico difuso se le pueden asociar grupos de homo-

logia utilizando sus a-niveles.

Definicion 3.20. Dado un complejo cubico difuso K con soporte finito
y rango rank(K) = {ao, ..., ar}, sum-ésimo grupo de homologia de nivel

a; se define como

Hm(K7 a’i) = Hm(“K[a?]

’ ‘K[GHJJ |)

donde el lado derecho es el m-ésimo grupo de homologia singular del par

topoldgico (|Kiq,l, [Kia,,,11)- El rango de este grupo, cuando es finito, es
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el m-ésimo nidmero de Betti de nivel a; y se denota por B, (K, a;). La

caracteristica de Euler de nivel a; se define como

KGML :Z mﬂmKal)

m=0

En el caso de que K sea un complejo difuso cerrado, denotando por

ar(K, a;) el nimero de k-celdas de Kj,,; que no pertenecen a K; se

ai+1]7

demuestra que
n

XK a;) = (1) o (K, a;).

k=0

Es sabido que si X es un espacio topolégico arco-conexo y A es cual-
quier subconjunto no vacio de X, entonces el 0-grupo de homologia sin-
gular Ho(X, A) es trivial. Tambiés se sabe que Hy(X,?) es isomorfo
a Hy(X) para cualquier espacio topolégico X. De esto se deduce que,
en general, si X tienen un nimero finito de componentes arco-conexas,
entonces el rango de Hy(X, A) es igual al ntimero de componentes arco-
conexas de X que no tienen elementos de A. Por esto, el O-ntimero de
Betti del par (|Kp,,

IK[a,]| que no contienen elementos de |K

s [K{a;,,1]) es igual al nimero de componentes de
[ai+1]]- Aplicando el teorema 3.9,

se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.14. El nimero de mdrimos regionales de nivel a; de un

complejo cubico difuso K es Bo(K, a;).

Cuando todas las celdas de K tienen grado 1, So(K,1) es igual al
nimero de componentes arco-conexas del soporte de K y por lo tanto

este teorema es una generalizacién del teorema 1.23.
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Capitulo 4

Imagenes digitales
n-dimensionales en tonos

de gris

En este capitulo se muestra cémo se pueden aplicar los conceptos
desarrollados en el capitulo 3 para estudiar propiedades topolégicas de
una imagen digital n-dimensional en tonos de gris.

La seccién 4.1 contiene la definicién y conceptos bésicos asociados
a una imagen digital n-dimensional en tonos de gris. A este tipo de
iméagenes se les asocian dos tipos de adyacencia, a partir de los cuales se
definen sus extremos regionales y sus arboles de componentes. En la sec-
cién 4.2 se muestra cémo asociar a una imagen del tipo considerado un
complejo cibico difuso, llamado su realizacién geométrica, y se estable-
cen relaciones entre las propiedades de conexidad de la imagen digital
y las del complejo cubico difuso correspondiente. En la seccion 4.3 se
definen grupos de homologia y nimeros de Betti de una imagen digital
n-dimensional en tonos de gris a partir de su realizacién geométrica y se

demuestra que el 0-niimero de Betti de un nivel dado es igual al nimero
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de méximos regionales de dicho nivel.

4.1. Conceptos basicos

En esta seccién se propone una definicion de imagen digital n-dimensional
en tonos de gris, la cual considera dos tipos de adyacencia para estable-
cer, de forma apropiada, algunos conceptos relacionados con ella, tales

como sus extremos regionales y sus arboles de componentes.

Definicién 4.1. Una imagen digital n-dimensional en tonos de gris es
una tetrada P = (Z™, F,k,l) en la que F es un subconjunto difuso de 7™
cuyo soporte es finito y {k,1} = {3"—1,2n}. El rango de F se representa
por rank(F) = {ag = 0,a1,...,am}.

Una imagen binaria es un tipo particular de imagen en tonos de gris,
en la que rank(F) = {0,1}, F(p) = 0 si p es un punto blancoy F(p) =1
si p es un punto negro.

En el caso de las imdgenes en tonos de gris, los valores de k y [ se
utilizan para definir sus maximos y sus minimos regionales. Adems4s,
los conjuntos de nivel a; de F' estan formados por puntos lattice y en

consecuencia se pueden aplicar los conceptos definidos en el capitulo 2.

Definicion 4.2. Un mdzimo regional de nivel a; > 0 de una imagen
en tonos de gris P = (Z™, F, k,1) es una k-componente de Fla,) que no
contiene elementos de Fi,,, ). Un minimo regional de nivel a; € (0,1) de

esta imagen es una l-componente finita de F'%] que no tiene elementos

de Floi-1l,

Estas definiciones generalizan las de componente y agujero de una

imagen binaria, respectivamente.

Definicién 4.3. Dada una imagen en tonos de gris P = (Z", F, k,1),
se construye un grafo no dirigido, denotado por TT, de la siquiente for-
ma. Sus vértices son parejas ordenadas de la forma (B,1i), donde B es

una k-componente de Flg,). Sus aristas son los conjuntos de la forma
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{(B1,1), (Ba,i+1)}, donde By es una k-componente de Fi,,), B2 es una

k-componente de Fi, y By C By, para i > 0.

i+1]

Siguiendo un razonamiento similar al de la demostracién del teorema
3.13, se prueba que este grafo también es un arbol, que puede hacerse
dirigido tomando como raiz a Fj,,; = Z". En este caso, un vértice (B, 1)
es una hoja si, y sélo si, B es un maximo regional de P.

De forma similar, se puede definir un grafo Tp considerando las I-
componen-tes de Fl%] Este es un arbol y, considerando como raiz al

conjunto Fl%m] = 7" los minimos regionales corresponden a sus hojas.

4.2. Realizacion geométrica

A partir de una imagen digital en tonos de gris se puede construir un
complejo cubico difuso llamado realizacién geométrica de la imagen en

tonos de gris. La construccién depende del tipo de adyacencia empleado.

Definicién 4.4. Dada una imagen en tonos de gris P = (Z", F,3"™ —
1,2n) se construye un complejo cibico difuso de la siguiente manera. Si

s es una celda en |Z"|, se define:
Up(s) =méx{F(p):s€ G(p)}.

A cada celda s con Up(s) # 0 se le asocia una celda difusa s’ cuyo
soporte es s y cuyo grado de pertenencia es Up(s). El conjunto de las
celdas difusas s’ construidas de esta forma es un complejo cibico difuso

llamado la realizacién geométrica de la imagen P y se denota por |P|.

Nétese que, de acuerdo con esta definicién, Up(s) = F(p) para algin
p tal que s € G(p). Ademds, si s = s(z,A) entonces Up(s) > F(x)
porque s es una cara de la n-celda s(x).

De acuerdo con esta definicién, para calcular Up(s) se considera el
valor de F' en los puntos lattice p para los cuales s es una cara de la

n-celda s(p).
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Definicién 4.5. Dada una imagen en tonos de gris P = (Z", F,2n, 3™ —
1) se construye un complejo cibico difuso de la siguiente manera. Si s

es una celda en |Z™|, se define:
Lp(s)=min{F(p):s€ G(p)}.

A cada celda s con Lp(s) # 0 se le asocia una celda difusa s’ cuyo
soporte es s y cuyo grado de pertenencia es Lp(s). El conjunto de las
celdas difusas s’ construidas de esta forma es un complejo cibico difuso

llamado la realizacidn geométrica de la imagen P y se denota por |P|.

En este caso también se cumple que Lp(s) = F(p) para algin p tal
que s € G(p). Cuando s = s(z,A), Lp(s) < F(x).

Los siguientes dos teoremas muestran la relacion que existe entre los
conjuntos de nivel de una imagen en tonos de gris y los de su realizacién

geométrica.

Teorema 4.1. Sea P = (Z", F,3™ —1,2n) una imagen en tonos de gris.

Para cada a € 1 se cumple
GC(Fa)) = |Pla)s

es decir, la realizacion geométrica cerrada del conjunto de puntos lattice
correspondientes al a-nivel superior cerrado del conjunto difuso F es
igual al a-nivel superior cerrado de la realizacion geométrica de la imagen

P.

Demostracion. Supdngase primero que a > 0 y que s es una celda de
GC(F,). Existe p € Z" tal que F(p) > ay s € G(p). Por la definicién de
Up, esto implica que Up(s) > a. Asi, la celda difusa s’ cuyo soporte es s
y cuyo grado de pertenencia es Up(s) pertenece a | P| y, en consecuencia
5 € |P|jq-

Ahora, si s € |P||,, entonces s = supp(s’) para alguna celda difusa
s’ € |P| con deg(s’) > a. De acuerdo con la definicién de |P|, deg(s’) =
F(p) para algiin p € Z", con F(p) > a, es decir, s € GC(Fi,)).
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Cuando a = 0, es claro el resultado. O

Teorema 4.2. Sea P = (Z", F,2n,3"™ —1) una imagen en tonos de gris.

Para cada a € I se cumple
GC(Flaly = |p|l,

Demostracion. Si s es una celda en GC(F!%)), entonces existe p € Z"
tal que F(p) < ay s € G(p). De forma similar a la demostracién del
teorema anterior, se prueba que L(s) < F(p). En el caso Lp(s) =0, se
deduce que s € Bk(|P|), mientras que si Lp(s) > 0, la celda difusa s’ con
soporte s y grado de pertenencia igual a Lp(s) estd en |P|. En ambos
casos, se concluye que s € |P|l.

Ahora, si s € |P|l* y s ¢ Bk(|P|), entonces s = supp(s’) para algiin
s’ € |P| con deg(s’) < a. Esto implica, razonando como en la demostra-
ci6én del teorema previo, que s € G(p) para algin p con F'(p) < a, por lo
que s € GC(F!e]). En el caso s € Bk(|P]), es claro que s € |Fl4]. O

Utilizando los resultados anteriores y los teoremas 1.12, 1.13, se de-
duce la siguiente propiedad de la realizacién geométrica de una imagen

en tonos de gris, de acuerdo con el tipo de adyacencia correspondiente.

Teorema 4.3. La realizacién geométrica de una imagen P = (Z", F, 3" —

1,2n) es un complejo cubico difuso cerrado.

Teorema 4.4. La realizacion geométrica de una imagen P = (Z™, F, 2n, 3" —

1) es un complejo cibico difuso abierto.

Estos dos resultados muestran que las definiciones propuestas de rea-
lizacién geométrica para imégenes en tonos de gris generalizan las de
realizacién geométrica para iméagenes binarias, de acuerdo con las defi-
niciones 2.12 y 2.13.

En los siguientes teoremas se muestra la estrecha relacion que hay
entre los extremos regionales de una imagen y los de su realizacion

geométrica como complejo cibico difuso.
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Teorema 4.5. Sea P = (Z™, F,3™ — 1,2n) una imagen en tonos de gris
y M C Z™. El conjunto M es un mdzimo regional de P si, y sdlo si,
su realizacion geométrica cerrada GC(M) es un mdximo regional de la

realizacion geométrica |P| de P.

Demostracion. Supdngase que M es un maximo regional de nivel a; de
P. Esto implica que M es una (3™ — 1)-componente de Fa,1, con a; =
F(x) para algin  en M vy, por el teorema 2.4, su realizacién geométrica
cerrada GC(M) es un subcomplejo conexo de |P|(,,). Si s es cualquier
celda en |P|(,, tal que GC(M) U {s} es conexo, entonces existe p € Z"
tal que s € G(p) y F(p) > a;. Con esto, GC(M U {p}) = GC(M) U
G(p) también es un complejo cibico conexo, por lo que, de acuerdo
nuevamente con el teorema 2.4, M U {p} es un conjunto (3" — 1)-conexo
contenido en Fi,,1. Esto implica que p € M y por tanto s € GC(M). Asf,
las]
Ahora, si GC (M) contiene algiin elemento de | P||
te una celda s tal que s € G(p) para algin p € M y s es el soporte de

GC (M) es una componente conexa de |P
ai+1]» €0bONCes exis-
una celda difusa s’ en | P| con deg(s’) > a;+1. Como deg(s’) = F(q) para
algin ¢ tal que s € G(q), el complejo cibico GC(M) U G(q) es conexo,
lo que implica que M U {q} es (3™ — 1)-conexo y por tanto ¢ € M, con
F(q) = deg(s’) > a;+1, contradiciendo que M es un méximo regional de
nivel a;.

Supéngase ahora que GC'(M) es un méximo regional de nivel a; de
|P|. Hay que probar que M es méximo regional de nivel a; de F. Como
GC(M) es conexo, M es (3™ — 1)-conexo. Ademds, para cada p € M,
la n-celda s(p) es el soporte de una celda difusa s’ en |P|, con grado de
pertenencia F(p) > a;. Asi, M C Fl,,).

Si p es (3" — 1)-adyacente a M y p € Fj,,], entonces GC(M) U G(p)
es un complejo ctibico conexo contenido en |P|y,), por lo que G(p) C
GC(M). Por tanto, p € M y M es una (3" — 1)-componente de Fi,,].
Ademés, si M contiene algiin elemento p de Fj,,,,) entonces la n-celda
s = s(x) es el soporte de una celda difusa s’ de |P| con deg(s’) > a;11 y

s € GC(M), contradiciendo que GC' (M) es un maximo regional de nivel
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a; de |P]|. O
De forma similar se demuestra el siguiente resultado

Teorema 4.6. Sea P = (Z™, F,2n,3™ — 1) una imagen en tonos de gris
y M C Z™. El conjunto M es un mdzimo regional de P si, y sdlo si,
su realizacion geométrica abierta GO(M) es un mdximo regional de la

realizacion geométrica |P| de P.
Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Para una imagen en tonos de gris P = (Z™, F, k,1), su

drbol superior es isomorfo al de su realizacion geométrica.
Resultados similares se obtienen en el caso de los minimos regionales.

Teorema 4.8. Sea P = (Z™, F,3™ — 1,2n) una imagen en tonos de gris
y M un subconjunto de Z"™. El conjunto M es un minimo regional de
P si, y sdlo si, su realizacion geométrica abierta GO(M) es un minimo

regional de la realizacion geométrica de P.

Teorema 4.9. Sea P = (Z™, F,2n,3"—1) una imagen en tonos de gris y
M un subconjunto finito de Z". El conjunto M es un minimo regional de
P si, y solo si, su realizacion geométrica cerrada GC(M) es un minimo

regional de la realizacion geométrica de P.

Teorema 4.10. Para una tmagen en tonos de gris P = (Z", F, k1), su

darbol inferior es isomorfo al de su realizacion geométrica.

4.3. Grupos de homologia

En esta seccion se definen los grupos de homologia y la caracteristica
de Euler por niveles de una imagen en tonos de gris y se muestra la
relacion de uno de estos grupos con una propiedad de conexidad de la

imagen.
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Definicién 4.6. Dada una imagen digital en tonos de gris P = (2™, F, k,1)
con rank(F) = {ag =0,a1,...,a,}, sum-ésimo grupo de homologia de

nivel a; se define como
H,,(P,a;) = Hp,(|P), a;).

El rango de este grupo, cuando es finito, se le llama el m-ésimo nimero
de Betti de P de nivel a; y se representa por B, (P, a;). La caracteristica

de Euler de nivel a; de P se define como

n

X(Pya;) =Y (=1)" B (P, a;).

m=0

Una propiedad importante de estos grupos de homologia es la si-

guiente.

Teorema 4.11. El numero de mdximos regionales de nivel a; de una

imagen digital en tonos de gris P = (Z™, F, k,1) es Bo(P,a;).

Demostracion. Por los teoremas 4.5 y 4.6, Py | P| tienen el mismo nime-
ro de maximos regionales de nivel a;. Por el teorema 3.14, este nimero
es igual a Sy (| P|, a;). O
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Conclusiones y trabajo

futuro

En esta tesis se ha mostrado cémo se puede generalizar el concepto
de complejo cubico utilizando elementos de matematica difusa y se han
demostrado algunas de sus propiedades basicas. También se ha estable-
cido su relacién con los complejos ciibicos ordinarios, se han definido los
conceptos de extremo regional y de arbol de componentes, que generali-
zan los correspondientes para complejos ctibicos. A cada complejo cubico
difuso se le han asociado grupos de homologia y se ha demostrado que
el O-ntimero de Betti de un nivel dado es igual al niimero de méaximos
regionales de dicho nivel. También se ha presentado una definiciéon de
imagen digital en tonos de gris considerando diferentes tipos de adya-
cencia y se han definido los conceptos de extremos regionales y de arboles
de componentes. Como una aplicacion de la teoria de complejos ctibicos
difusos desarrollada se ha mostrado cémo se puede construir un complejo
cubico difuso a partir de una imagen digital n-dimensional en tonos de
gris de tal manera que sus propiedades topoldgicas estén estrechamente
relacionadas.

El resultado principal de este trabajo es el teorema 4.11, en el cudl
se demuestra que, independientemente del tipo de adyacencia de una
imagen digital n-dimensional en tonos de gris, la teoria desarrollada en

este trabajo en torno a los conceptos de complejo cibico difuso y de
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realizacién geométrica difusa de dicha imagen permite expresar propie-
dades de un objeto discreto en términos de objetos en los que se pueden
aplicar herramientas de la topologia algebraica a fin de estudiar dichas
propiedades.

Como trabajo futuro se plantea investigar el significado de los grupos
de homologia de 6rdenes superiores de estos complejos cubicos difusos
y sus implicaciones en el estudio de las imagenes digitales en tonos de
gris. También se plantea el trabajo de desarrollar métodos que faciliten
el célculo de los rangos de los grupos de homologia de los complejos
cubicos difusos. Otra posible linea de investigacion es definir transfor-
maciones topoldgicas en las imagenes en tonos de gris y estudiar el efecto
de estas en los grupos de homologia definidos en este trabajo. Se puede
investigar también, la existencia de invariantes topolégicos similares a
la caracteristica de Euler para los complejos ctbicos difusos, ademas de
determinar su utilidad en el estudio de las imégenes digitales en tonos

de gris.
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