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en teoŕıas de campo con gravedad

Tesis presentada por

Carlos Eduardo Romero Figueroa

para obtener el grado de

Maestŕıa
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Resumen

En esta tesis se presentan diferentes familias de soluciones exactas a las ecuaciones

de campo de una teoŕıa de gravedad acoplada a un campo escalar real y n campos vectoriales

masivos en un espaciotiempo de Schrödinger con violación de hiperescala en D + 3 dimen-

siones. Se obtiene una solución para una teoŕıa Einstein-Maxwell-Dilatón generalizada con

exponentes z y θ libres. También se presenta una solución en una teoŕıa Einstein-Proca en

D = 2 soportada en un espaciotiempo puramente AdS. Por último se realiza una búsqueda

exhaustiva de configuraciones de agujeros negros, obteniendo la primera familia de agujeros

negros con violación de hiperescala asintóticamente Schrödinger para cualquier valor de z

y un número arbitrario de dimensiones D.



Introducción

La correspondencia holográfica o norma/gravedad es una herramienta para estu-

diar teoŕıas de campo fuertemente acopladas. En el contexto holográfico, una teoŕıa de

campos de D dimensiones es mapeada a una teoŕıa de gravedad de generalmente D + 1

dimensiones, donde la teoŕıa de campo surge como la frontera del espaciotiempo. El interés

inicial de la holograf́ıa surgió con teoŕıas de campo conformes duales a espaciotiempos Anti

de Sitter (AdS/CFT por sus siglas en inglés) [1], pero en la búsqueda de describir sistemas

de materia condensada en la vecindad de un punto cŕıtico, estas técnicas holográficas nece-

sitan ser extendidas más allá del dominio relativista, esto debido a que en la proximidad

de un punto cŕıtico los observables generalmente exhiben una simetŕıa de reescalamiento

anisótropa entre espacio y tiempo que puede ser parametrizada por el exponente cŕıtico

dinámico z: (t, x) → (λzt, λx) donde teoŕıas con z 6= 1 son invariantes ante transforma-

ciones no relativistas [2, 3]. Hay una gran cantidad de álgebras que implementan este tipo

de anisotroṕıas, muchas de las cuales son subálgebras del álgebra conforme relativista; esto

implica que sistemas que exhiben este tipo de simetŕıas tienen una gran posibilidad de pre-

sentar duales gravitatorios que puedan realizarse como deformaciones apropiadas de AdS,

siendo los mas simples de estos los espaciotiempos de Lifshitz y Schrödinger [4].

Las geometŕıas de Lifshitz son duales a teoŕıas de campo invariantes de escala, aunque

no son conformemente invariantes, cuentan con un exponente cŕıtico dinámico z 6= 1 y una

coordenada de dimensión extra o coordenada holográfica r, como se muestra en la métrica1

ds2 = −
(
l

r

)2z

dt2 +

(
l

r

)2[
dr2 + dxidxi

]
, i = 1, 2, 3 . . . D;

1A menos que se indique lo contrario en este trabajo se usa el convenio de sumatoria de Einstein, por lo
que dxidxi significa: dx1dx1 + dx2dx2 + . . . dxDdxD.

vi



vii

el parámetro real l representa el radio de curvatura del espaciotiempo de Lifshitz [5, 6] y

z = 1 corresponde al espaciotiempo de máxima simetŕıa Anti de Sitter, que es generado por

la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica negativa. Este tipo de geometŕıas

surge al acoplar gravedad con campos de materia apropiados (como un campo de norma

masivo en el caso mas simple [7]). Esta generalización de AdS es utilizada ampliamente como

ansatz para modelar sistemas de materia condensada [8] y es invariante ante el reescalado

xi → x
′i = λxi, r → r

′
= λr, t→ t

′
= λzt.

Otros espaciotiempos que se pueden utilizar en el lado de gravedad para reproducir el com-

portamiento anisótropo entre espacio y tiempo son las geometŕıas de Schrödinger; el grupo

de isometŕıas de estas geometŕıas es llamado grupo de Schrödinger SchD(z) [9, 10].

En sistemas de materia condensada las transiciones de fase en modelos clásicos pueden ser

producidas debido a las fluctuaciones térmicas, en contraste, los sistemas cuánticos exhiben

fluctuaciones asociadas al principio de incertidumbre de Heisenberg y esto puede producir

transiciones de fase a temperatura cero, conocidas como transiciones de fase cuánticas [11].

Un punto cuántico cŕıtico puede ser caracterizado por diferentes tipos de exponentes cŕıticos

y satisfacer diferentes relaciones entre ellos, como las llamadas relaciones de hiperescala que

tienen la particularidad de que la dimensión del espacio aparece en ellas expĺıcitamente. En

los últimos años ha surgido un gran interés por estudiar sistemas no relativistas que pre-

senten este tipo de propiedad, por ejemplo, en [12] Bom Kim estudia de forma exhaustiva

propiedades holográficas de sistemas no relativistas con violación de hiperescala y exponente

dinámico general z, centrando el estudio en la entroṕıa de entrelazamiento para fondos tipo

Schrödinger de D + 3 dimensiones.

En general los sistemas con violación de hiperescala puede ser modelados desde el lado

de gravedad utilizando la siguiente familia de métricas2

ds2D+2 = r−2(D−θ)/D(−r−2(z−1)dt2 + dr2 + dxidxi),

donde θ es el llamado exponente de violación de hiperescala; esta es la clase mas general

de geometŕıas que presenta una violación de hiperescala y un exponente cŕıtico dinámico,

2Que se reduce a Lifshitz puro cuando θ = 0.
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estas métricas transforman el elemento de distancia propia como

ds→ λ
θ
D ds.

Para teoŕıas con hiperescala la entroṕıa se comporta como S ∼ TD/z donde T,D y z son la

temperatura, el número de dimensiones espaciales y el exponente cŕıtico dinámico, respec-

tivamente. El exponente θ está relacionado con la transformación de la distancia propia y

la no invariancia de esta última implica la violación de hiperescala de la teoŕıa de campo

dual, lo cual se traduce en que, por ejemplo, el comportamiento de la entroṕıa se modifica a

S ∼ T (D−θ)/z [13]; en general en un sistema con violación de hiperescala el comportamiento

termodinámico de la teoŕıa es como si exhibiera un exponente dinámico z, pero viviera

en (D − θ) dimensiones espaciales. La violación de hiperescala ya ha sido estudiada por

diferentes motivos, por ejemplo en [13] se utiliza AdS en el marco del cono de luz para

derivar la termodinámica de agujeros negros de Schrödinger con violación de hiperescala.

En [3] se construyen soluciones hiperbólicas de agujeros negros cargados con violación de

hiperescala, mientras que en [14] se presenta una solución anaĺıtica de agujero negro con

factor de violación de hiperescala en la teoŕıa Einsten-Maxwell-Dilatón. En [15] se estudian

agujeros negros de Lifshitz acoplados a campos de norma no abelianos con violación de

hiperescala y en [8] se analizan varios aspectos relacionados con teoŕıas holográficas con

exponente dinámico general y parámetro de violación de hiperescala.

Esta tesis se estructura de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 se presenta una breve

introducción a los grupos de simetŕıa no relativistas, con especial énfasis en la realización

geométrica de la simetŕıa de Schrödinger. En el caṕıtulo 2 se discute en detalle un sistema

particular de gravedad acoplada a campos de materia y se desarrollan las ecuaciones de

campo de esta teoŕıa en un fondo tipo Schrödinger con violación de hiperescala de D + 3

dimensiones. En el caṕıtulo 3 se construye una solución exacta a las ecuaciones de campo

en el marco de la teoŕıa Einstein-Maxwell-Dilatón con violación de hiperescala, esto se lo-

gra con un campo vectorial sin masa puramente eléctrico y un campo escalar real. En el

caṕıtulo 4 se presenta una configuración de campos que soporta la geometŕıa de Schrödinger

sin violación de hiperescala para una teoŕıa Einstein-Proca. En el caṕıtulo 5 se presenta la

primera familia de agujeros negros con violación de hiperescala asintóticamente Schrödinger

para cualquier valor de z y D. Por último en el caṕıtulo 6 se exponen las conclusiones al

trabajo de investigación y se discute el posible trabajo futuro.
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Caṕıtulo 1

Grupos de simetŕıa no relativistas

En esta sección se presenta una pequeña introducción a los grupos de simetŕıa

no relativistas, siendo de especial interés la simetŕıa de Schrödinger. Una teoŕıa de cam-

pos relativista es aquella que es invariante ante el grupo de Poincaré1, donde Pµ son los

generadores de traslaciones y Mµν los generadores de las transformaciones de Lorentz

Pµ : xµ → x
′µ = xµ + aµ,

Mµν : xµ → x
′µ = Mµ

ν x
ν ;

(1.1)

además una teoŕıa presenta invariancia conforme si es invariante ante las dilataciones

isótropas D y transformaciones conformes especiales Kµ [7]

D : xµ → x
′µ = λxµ,

Kµ : xµ → x
′µ =

xµ +Kµx · x
1 + 2Kµxµ + k2x2

;
(1.2)

mientras una teoŕıa de campos no relativista homogénea y espacialmente isótropa en D

dimensiones con coordenadas espaciales xi y una coordenada temporal t es invariante ante

los generadores

P i : xi → x
′i = xi + ai,

Lij : xi → x
′i = Lijx

j ,

H : t→ t
′

= t+ a,

(1.3)

donde P i, H y Lij son los generadores de traslaciones espaciales, temporales y rotaciones

espaciales, respectivamente. Estas transformaciones pueden realizarse mediante las trans-

1El grupo de Poincaré consiste en las traslaciones espacio-temporales y las transformaciones de Lorentz.

2



Caṕıtulo 1: Grupos de simetŕıa no relativistas 3

formaciones de Galileo Ci

Ci : xi → x
′i = xi − vit; (1.4)

el grupo Galileano resultante de estas transformaciones es una contracción del grupo de

Poincaré, este grupo admite el álgebra [7, 10]

[Ci, P j ] = Mδij , (1.5)

donde M es el número de part́ıcula o la masa no relativista. Una teoŕıa invariante Lifshitz

homogénea y espacialmente isótropa admite la simetŕıa de reescalamiento no relativista

Dz : xi → x
′i = λx, t→ t

′
= λzt, (1.6)

donde el parámetro z es el conocido exponente cŕıtico dinámico que codifica la anisotroṕıa

entre espacio y tiempo; el grupo de simetŕıa que consiste de los generadores (H, P i, Lij ,

Dz) es el denotado como grupo de Lifshitz LifD(z) y no es un subgrupo ni una contracción

del grupo conforme. Realizaciones geométricas de la simetŕıa de Lifshitz, originalmente

introducidas en [2], han sido ampliamente estudiadas en el contexto holográfico, por ejemplo

construcciones de soluciones anaĺıticas de agujeros negros asintóticamente Lifshitz en teoŕıas

con campos vectoriales masivos se reportan en [5,6,16,17], también en la literatura se pueden

encontrar múltiples soluciones de agujeros negros con simetŕıa Lifshitz en modelos Einstein-

Maxwell-Dilatón [3, 18, 19]. En este trabajo de tesis no se estudia la simetŕıa de Lifshitz

sino que nos interesa estudiar otro grupo de simetŕıa no relativista, el llamado grupo de

Schrödinger SchD(z).

1.1 Simetŕıa de Schrödinger

El grupo de Schrödinger presenta simetŕıa invariante de escala y es un grupo no

relativista que se puede realizar en D + 2 dimensiones con D coordenadas espaciales xi y

dos coordenadas de cono de luz x+ y x−, siendo para cualquier valor de z un subgrupo del

grupo conforme SO(D+ 2) [7]. SchD(z) consiste de traslaciones espaciales P i y rotaciones

espaciales Lij

P i : xi → x
′i = xi + ai,

Lij : xi → x
′i = Lijx

j
(1.7)
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y cuenta con las traslaciones de las coordenadas del cono de luz

H : x+ → x
′+ = x+ + a,

M : x− → x
′− = x− + a;

(1.8)

además incorpora las transformaciones de Galileo Ci

Ci : xi → x
′i = xi − vix+, x− → x

′− = x− + vixi − 1

2
v2x+ (1.9)

y las dilataciones anisótropas Dz

Dz : xi → x
′i = λxi, x+ → x

′+ = λzx+, x− → x
′− = λ2−zx−, r → r

′
= λr.

(1.10)

Algo importante a tener en cuenta es que para el caso z = 2 se puede extender el grupo de

simetŕıa e incluir la simetŕıa especial conforme Kµ

Kµ : xµ → x
′µ =

xµ + kµx2

1 + 2kµxµ + k2x2
; (1.11)

donde x2 = ηµνx
µxν .

1.2 Realización geométrica de la simetŕıa de Schrödinger

El grupo de Schrödinger geométricamente se puede realizar primero deformando

AdS y de esta forma reducir las simetŕıas a las de SchD(z) [10]; este grupo se presenta como

el grupo de isometŕıas de la siguiente geometŕıa de D + 3 dimensiones [7, 10,20]

ds2 =
−b2(dx+)2

r2z
+

1

r2
(dr2 + dxjdxj + 2dx+dx−), j = 1, 2, 3...D, (1.12)

donde el parámetro b es arbitrario y se puede absorber por la siguiente transformación de

escala

x+ → x′+ = bx+, x− → x− = x−/b,

sin embargo, resulta útil escribirlo expĺıcitamente ya que el caso b = 0 corresponde a la

métrica AdS, mientras b 6= 0 corresponde a una deformación de la teoŕıa conforme [7]. Las

geometŕıas de Schrödinger surgen como soluciones a una variedad de modelos de gravedad,

por ejemplo en teoŕıas de gravedad masiva topológica la cual es una teoŕıa en 3 dimensiones
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en donde la usual acción de Einstein-Hilbert es reemplazada por un término gravitacional

Chern-Simons, con una acción [9]

S =
1

16πG

∫
d3x
√
−g
[
R− 2Λ +

1

2µ
ελµν(Γρλσ∂µΓσρν +

2

3
ΓρλσΓσµτΓτνρ)

]
,

donde R es el escalar de curvatura, Γλµν son los coeficientes de la conexión asociada a la

métrica gµν , Λ es la constante cosmológica y ε es el śımbolo Levi-Civita [21]; otro ejemplo

son teoŕıas de gravedad acopladas a campos vectoriales masivos como se muestra en la

acción [7, 9]

S =
1

16πGd+1

∫
dd+1x

√
−g
[
R− 2Λ− 1

4
F 2 − 1

2
M2A2

]
,

donde A es el campo vectorial que soporta la geometŕıa y F es el tensor de campo electro-

magnético [7]. También se pueden encontrar en la literatura otras realizaciones geométricas

diferentes a la simetŕıa de Schrödinger, por ejemplo en [4] los autores estudian varios aspec-

tos geométricos de la simetŕıa de Schrödinger en coordenadas de Poincaré y en coordenadas

globales. Una de las principales realizaciones de las geometŕıas de Schrödinger es presentada

en el art́ıculo publicado por Dam Son [10], en el que se discute la posibilidad de que este

tipo de geometŕıas corresponda al dual gravitatorio de un sistema de fermiones unitarios

fuertemente acoplados cuyo grupo de simetŕıas es el grupo de Schrödinger.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de campo del sistema

gravedad-campos de materia

El objetivo principal de este trabajo de tesis es encontrar configuraciones de campo

que soporten la geometŕıa de Schrödinger con violación de hiperescala, es bien sabido que

estas geometŕıas no son soportadas en entornos Ricci flat1 por lo que se necesita partir de

una teoŕıa de gravedad acoplada a campos de materia [7,10]. En este caṕıtulo se presentan

en detalle las ecuaciones de campo de un sistema particular de gravedad-campos de materia

en un fondo de D + 3 dimensiones tipo Schrödinger con violación de hiperescala.

2.1 Acción de la teoŕıa de gravedad-campos de materia

Nuestro punto de inicio es la teoŕıa de Einstein-Hilbert como modelo de gravedad

con acoplamiento mı́nimo a un campo escalar real φ llamado dilatón y n campos vectoriales

Ai con masas Mi, esta teoŕıa se describe por la siguiente acción en D + 3 dimensiones2

S[gµν , Aµ, φ] =
1

16πG

∫
dD+3x

√
−g

[
R− 1

2
(∇φ)2 − V (φ)− 1

4
χi(φ)F 2

i −
1

2
M2
i A

2
i

]
, (2.1)

donde R es el escalar de curvatura, (∇φ)2 = ∂µφ∂
µφ corresponde al término cinético del

campo escalar, Fi es el tensor electromagnético del campo vectorial Ai

Fi = dAi → F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ, i = 1, 2, 3 . . . n;

1Un espaciotiempo es Ricci flat si Rµν = 0.
2Recordar que ii indica suma sobre i = 1, 2, 3...n campos vectoriales.

6



Caṕıtulo 2: Ecuaciones de campo del sistema gravedad-campos de materia 7

F 2
i = F

(i)
µν F

µν
(i) es el término cinético de Maxwell y A2

i = A
(i)
µ A

µ
(i) es el cuadrado del campo

vectorial3; además el campo escalar está sujeto a un potencial de autointeracción no triv-

ial V (φ) y la teoŕıa presenta acoplamientos no-mı́nimos χi(φ) entre el campo escalar y los

invariantes de Maxwell [22]. La presencia del potencial V (φ) se puede pensar como una

generalización de una constante cosmológica Λ y las funciones de acoplamiento χi(φ) facil-

itan la obtención de soluciones anaĺıticas a las ecuaciones de campo con parámetros z y θ.

Las ecuaciones de campo4 que se derivan de la acción (2.1) son

�φ = ∂φV (φ) +
1

4
∂φχi(φ)F 2

i , (2.2)

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
= M2

(i)A
ν
(i), (2.3)

Rµν −
1

2
gµνR = Tµν , (2.4)

donde el tensor enerǵıa-momento de los campos de materia que actúa como fuente de la

curvatura del espaciotiempo es

Tµν = −1

4
gµν(∇φ)2 − 1

2
gµνV (φ) +

1

2
χi(φ)

[
F (i)
αµF

α
(i)ν −

1

4
F 2
i gµν

]
+

1

2
∂µφ∂νφ+

1

2
M2
i A

(i)
µ A

(i)
ν −

1

4
M2
i A

2
i gµν ; (2.5)

se puede comprobar que la expresión dada por (2.5) cumple con la conservación local de la

enerǵıa, es decir que

∇µTµν = 0.

2.2 Cantidades geométricas del espaciotiempo de Schrödinger

con violación de hiperescala

En relatividad general la gravedad se expresa en términos de un tensor métrico

que describe las propiedades geométricas del espaciotiempo, por lo que para poder resolver

el sistema de ecuaciones de campo dado por (2.2), (2.3) y (2.4) a (1.12), pero se hace

una transformación de coordenadas r → 1/r, lo cual f́ısicamente se traduce en cambiar la

frontera asintótica del espaciotiempo5, también se añade a la geometŕıa el factor conforme

3Nótese que los ı́ndices entre paréntesis indican que no hay suma impĺıcita para esos ı́ndices repetidos.
4Remito al lector al apéndice A para ver en completo detalle la derivación de las ecuaciones de campo.
5Esta transformación está permitida debido a la covariancia de las ecuaciones de Einstein.
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r−2θ/D que incorpora la simetŕıa de violación de hiperescala. La dualidad norma/gravedad

identifica el espacio en el que se define una teoŕıa de campos como la frontera conforme del

espaciotiempo de la teoŕıa de gravedad [1], algo importante a mencionar es que para estudiar

de forma holográfica teoŕıas de campos a temperatura finita, el diccionario holográfico

demanda que las soluciones requeridas del lado de gravedad sean geometŕıas con agujeros

negros [23–25]. Para poder realizar un estudio mas profundo de esta teoŕıa de gravedad y

posteriormente una posible teoŕıa de campos holográfica se permite que el espaciotiempo

presente soluciones de agujeros negros. Para esto se necesita incorporar a la métrica una

función f(r) llamada factor de ennegrecimiento, esta función debe anularse en un punto

r 6= 0 que determine la existencia de un horizonte de eventos. Además se demanda que

f(r)→ 1 cuando r → 0 o r →∞ para recuperar la geometŕıa de Schrödinger con violación

de hiperescala en la frontera asintótica del espaciotiempo; con todo esto se tiene la siguiente

métrica 6

ds2D+3 = r−2θ/D
[
−b2r2zf(r)(dx+)2 +

1

r2f(r)
dr2 + r2(dxjdxj + 2dx+dx−)

]
, (2.6)

donde j = 1, 2, 3..D. Hay que tener mucho cuidado al calcular todas las cantidades

geométricas del espaciotiempo descrito por la métrica (2.6) ya que se pude observar que el

tensor métrico tiene una forma no diagonal, lo cual se evidencia de forma mas clara si se

escribe en su forma matricial

gµν = r−2θ̃



−b2r2zf(r) r2 0 0 · · · 0

r2 0 0 0 · · · 0

0 0 1
r2f(r)

0 · · · 0

0 0 0 r2
... 0

...
...

... · · · . . .
...

0 0 0 0 · · · r2


,

6En lo que resta de trabajo por comodidad algebraica se normaliza el valor del exponente de violación
de hiperescala θ̃ = θ/D y el radio de curvatura se fija a l = 1.
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con su respectiva matriz inversa

gµν = r−2θ̃



0 r−2 0 0 · · · 0

r−2 b2r2(z−2)f(r) 0 0 · · · 0

0 0 r2f(r) 0 · · · 0

0 0 0 r−2
... 0

...
...

... · · · . . .
...

0 0 0 0 · · · r−2


,

donde los elementos covariantes y contravariantes de la métrica (2.6) son

g++ = −b2r2(z−θ̃)f(r), g−− = b2r2(z+θ̃−2)f(r),

grr =
r−2(θ̃+1)

f(r)
, grr = f(r)r2(θ̃+1),

gab = δabr
−2(θ̃−1), gab = δabr2(θ̃−1), (2.7)

g+− = r−2(θ̃−1), g+− = r2(θ̃−1);

nótese que se usa la convención de ı́ndice latino para coordenadas espaciales transversales;

esto significa que a, b = 1, 2...D; mientras que el determinante de la métrica (2.6) está dado

por

|g| = − 1

f(r)
r−2[θ̃(D+3)−(D+1)],

se puede observar que |g| solo depende de la función métrica f(r) y el parámetro θ̃. A

continuación se calculan todas las cantidades geométricas de la métrica (2.6) que se necesitan

para poder desarrollar las ecuaciones de campo (2.2), (2.3) y (2.4).

2.2.1 Śımbolos de Christoffel

La geometŕıa de Schrödinger es un espaciotiempo libre de torsión y con compatibil-

idad métrica por lo que la conexión definida sobre esta variedad es la conexión de Levi-Civita

cuyas componentes en una base coordenada son los llamados śımbolos de Christoffel [26]

Γλµν =
1

2
gλρ [∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν ] ; (2.8)
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usando la definición (2.8) para calcular la conexión de la geometŕıa definida por el tensor

métrico (2.6), se obtienen los siguientes śımbolos de Christoffel no nulos7

Γr++ =
b2r2(z+1)f2

2

{
f ′

f
+

2(z − θ̃)
r

}
, Γrab = r3f(θ̃ − 1)δab,

Γr+− = r3f(θ̃ − 1), Γrrr = −1

2

{
f ′

f
+

2(1 + θ̃)

r

}
,

Γ+
+r = −(θ̃ − 1)

r
, Γ−−r = −(θ̃ − 1)

r
,

Γ−+r = −b
2fr2(z−1)

2

{
f ′

f
+

2(z − 1)

r

}
, Γabr = −(θ̃ − 1)

r
δab .

(2.9)

Recordar al lector que los śımbolos de Christoffel no son cantidades tensoriales [21,26], sin

embargo representan una conexión simétrica ante el intercambio de los ı́ndices covariantes.

2.2.2 Tensor de Riemann

Una vez que se tiene la conexión de la geometŕıa se procede a calcular el tensor de

curvatura o tensor de Riemann, que es una de las cantidades mas importantes en geometŕıa

diferencial para definir la curvatura de una variedad de dimensión arbitraria, el cual se

puede expresar como un tensor tipo (1,3) [21]

Rσρµν = ∂µΓσνρ − ∂νΓσµρ + ΓλνρΓ
σ
µλ − ΓλµρΓ

σ
νλ, (2.10)

el valor de cualquier otra entidad que describa la curvatura de una variedad puede deducirse

de este tensor, tal es el caso del tensor de Ricci o el escalar de curvatura que son las ex-

presiones que describen la parte geométrica en las ecuaciones de campo de Einstein8. Las

componentes no nulas del tensor de Riemann para el tensor métrico (2.6) son

R+
r+r =

(θ̃ − 1)

r

{
f ′

2f
+

1

r

}
, R−r−r =

(θ̃ − 1)

r

{
f ′

2f
+

1

r

}
, Rarbr =

(θ̃ − 1)

r

{
f ′

2f
+

1

r

}
δab ,

R+
++− = −r2f(θ̃−1)2, Rr+r− = (θ̃−1)r3f

{
f ′

2f
+

1

r

}
, Ra+b− = −r2f(θ̃−1)2δab ,

R+
a+b = −r2f(θ̃−1)2δab, R−a−b = −r2f(θ̃−1)2δab, Rrarb = (θ̃−1)r3f

{
f ′

2f
+

1

r

}
δab,

7A partir de esta página queda impĺıcita la dependencia radial del factor de ennegrecimiento f(r), por lo
que f ′ y f ′′ significan primera y segunda derivada con respecto a la coordenada r, respectivamente.

8El tensor de Ricci y el escalar de curvatura contienen toda la información de la traza del tensor de
Riemann.
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Rcacb = −r2f(D − 1)(θ̃ − 1)2δab, R−+−+ = b2f2r2z(θ̃ − 1)
2
,

Ra+b+ = −b
2f2(θ̃ − 1)

2r
r2(z+1)

{
f ′

f
+

2(z − θ̃)
r

}
δab ,

Rr+r+ = b2f2r2(z+1)

{
f ′′

2f
+

1

4

(
f ′

f

)2

+
(5z − 2θ̃ − 2)

2rf
f ′ +

(z − θ̃)(2z − 1) + (z − 1)(θ̃ − 1)

r2

}

R−r+r = b2r2z−4

{
r2f ′′

2
+
r2

4

f ′2

f
+

(5z − 2θ̃ − 2)

2
rf ′ + (z − 1)(2z − θ̃)f

}
,

R−a+b = −b2r2z(θ̃ − 1)f

{
rf ′

2
+ (z − 1)f

}
;

cabe mencionar que se puede obtener Rσρνµ a partir de Rσρµν si se hace uso de la anti-

simetŕıa del tensor de Riemann ante el intercambio de los últimos dos ı́ndices9, por lo que

en las cantidades de arriba solo se muestran las componentes independientes del tensor de

Riemann.

2.2.3 Tensor de Ricci

Para el tensor de curvatura formado a partir de una conexión arbitraria10 hay

diferentes contracciones independientes que se pueden tomar [21], pero para la conexión de

Levi-Civita el tensor de Ricci es la única contracción diferente de cero que se puede formar

del tensor de Riemann y se define como como la traza resultante de la contracción del primer

y tercer ı́ndice del tensor de curvatura. Para la métrica (2.6) las componentes no nulas del

tensor de Ricci son

R++ = b2r2(z+1)

{
1

2
ff ′′ +

1

4
f ′2 +

β

2r
ff ′ +

α

r2
f2
}
, (2.11)

Rrr =
(D + 2)(θ̃ − 1)

r

{
f ′

2f
+

1

r

}
, (2.12)

R+− = (θ̃ − 1)r2
{
rf ′

2
+
[
1− (θ̃ − 1)(D + 1)

]
f

}
, (2.13)

Rab = (θ̃ − 1)r2
{
rf ′

2
+
[
1− (θ̃ − 1)(D + 1)

]
f

}
δab, (2.14)

9La antisimetŕıa ante el intercambio de los primeros dos ı́ndices no es evidente a menos que se exprese el
tensor de Riemann en su forma (0,4).

10No necesariamente Christoffel.
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donde

α = (z − θ̃)
{

2z −D(θ̃ − 1)− θ̃
}

+ 2(θ̃ − 1)(z − 1), β = 5z − 2θ̃ −D(θ̃ − 1)− 1.

El último ingrediente necesario para construir el tensor de Einstein es el escalar de curvatura

o escalar de Ricci que se define como la traza del tensor de Ricci y se forma de la contracción

del tensor de Ricci con la métrica R = gµνRµν , que para la métrica de Schrödinger con

violación de hiperescala (2.6) toma la siguiente forma

R = (D + 2)(θ̃ − 1)r2θ̃
{
rf ′ +

[
2− (θ̃ − 1)(D + 1)

]
f
}

; (2.15)

algo importante a comentar es que una de las caracteŕısticas de la geometŕıa descrita por

la métrica (2.6) es que para el caso en que no hay agujeros negros11 se tiene que R ∝ r2θ̃,

esto implica un escalar de curvatura que no es constante, a diferencia de las geometŕıas que

no presentan violación de hiperescala [7, 8].

2.3 Desarrollo de las ecuaciones de campo

Una vez calculadas todas las cantidades geométricas de interés se procede a insertar

la información de la geometŕıa en las ecuaciones de campo (2.2), (2.3), (2.4) y de esta forma

desarrollar la configuración de campos en un fondo con simetŕıa de Schrödinger con violación

de hiperescala.

2.3.1 Ecuaciones de Einstein

Con las expresiones del tensor de Ricci (2.11)-(2.14) y el escalar de curvatura (2.15)

se construye el tensor de Einstein Gµν que representa la curvatura del espaciotiempo del

sistema gravedad-campos de materia descrito por la acción (2.1)

Gµν := Rµν −
1

2
gµνR, (2.16)

donde las componentes no triviales de Gµν son

G++ =
b2r2z

2

{
r2ff ′′ +

1

2
r2f ′2 + (5z − 3)rff ′ +

[
4z2 − 2z(1 + 2θ̃)− 2θ̃(θ̃ − 6)− 8

]
f2
}
,

(2.17)

11Es decir f(r) = 1.
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Grr =
(D + 1)(D + 2)(θ̃ − 1)

2

2r2
, (2.18)

G+− =
(1− θ̃)(D + 1)

2
r3f ′ +

(1− θ̃)(D + 1)
[
D(1− θ̃) + 2

]
2

r2f, (2.19)

Gab = δab

(1− θ̃)(D + 1)

2
r3f ′ +

(1− θ̃)(D + 1)
[
D(1− θ̃) + 2

]
2

r2f

 ; (2.20)

ahora falta desarrollar la parte de materia de las ecuaciones de campo de Einstein que

corresponde al tensor enerǵıa-momento Tµν que describre la concentración de materia que

curva el espaciotiempo12, cabe mencionar que la métrica (2.6) describe un espaciotiempo

estático13, entonces por consistencia con la parte geométrica en las ecuaciones de campo

se impone que todos los campos de materia hereden las isometŕıas del espaciotiempo (2.6),

por lo que tanto el campo escalar φ y los n campos vectoriales Ai solo son funciones de la

coordenada holográfica r [22]

φ = φ(r) y Ai = Ai(r),

por lo que si la ecuación (2.5) se expresa por componentes se tiene que

T++ = χi(φ)r2θ̃f2

{
r2(1−z)

fb2
(Ai+

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
}

+
f

r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
+
M2
i

r2
f

[
Ai+

2

fb2r2(z−1)
+Ai+A

i
− + +

1

2
AicA

i
c

]
, (2.21)

Trr =
1

2
χi(φ)r2(θ̃−1)

{
fb2

r2(1−z)
(Ai−

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
}

− 1

2fr2(θ̃+1)

[
−(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
− M2

i

2fr4

[
Ai+A

i
− +

1

2
AicA

i
c

]
, (2.22)

T+− = −1

4
fχi(φ)r2(θ̃+1)Aic

′
Aic
′ − 1

2r2(θ̃−1)

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
− M2

i

4
AicA

i
c (2.23)

12Por ejemplo si Tµν=0 implica una teoŕıa en el vaćıo es decir puramente gravitatoria.
13Tanto los elementos de la métrica como el factor de ennegrecimiento solo dependen de r.
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Tab =
1

2
fχi(φ)r2(θ̃+1)

{
Aia
′
Aib
′ − δab

[
Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
]}

+
M2
i

2
AiaA

i
b

− δab

{
1

2r2(θ̃−1)

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
+
M2
i

2

[
Ai+A

i
− +

1

2
AicA

i
c

]}
(2.24)

T−− = (Ai−
′
)
2

+
(MiA

i
−)

2

fχi(φ)r2(1+θ̃)
, (2.25)

T+a = Ai+
′
Aia
′
+

M2
i A

i
+A

i
a

fχi(φ)r2(1+θ̃)
, (2.26)

T−a = Ai−
′
Aia
′
+

M2
i A

i
−A

i
a

fχi(φ)r2(1+θ̃)
, (2.27)

T+r = Ai+
′
Air
′
+

M2
i A

i
+A

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
, (2.28)

T−r = Ai−
′
Air
′
+

M2
i A

i
−A

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
, (2.29)

Tar = Aia
′
Air
′
+

M2
i A

i
aA

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
; (2.30)

donde los términos AicA
i
c y Aic

′
Aic
′

contienen una doble suma impĺıcita14, la primera sobre

todas las componentes espaciales transversales del i-ésimo campo vectorial y la segunda

sobre los n campos vectoriales. Finalmente se iguala la parte geométrica de las ecuaciones

de Einstein15 Gµν con la parte de materia dada por Tµν , resultando en el siguiente sistema

acoplado de 10 ecuaciones diferenciales no lineales16

E++ : r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β1rf

′ + α1f = fχi(φ)r2θ̃

{
r2(1−z)

fb2
(Ai+

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
}

+
1

r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
+
M2
i

r2

[
Ai+

2

fb2r2(z−1)
+Ai+A

i
−

]
, (2.31)

14Por ejemplo AicA
i
c realmente significa

∑n
i=1

∑D
c=1A

i
cA

i
c.

15Se define el śımbolo Eµν para hacer referencia a las ecuaciones de Einstein.
16En realidad son más de 10 ecuaciones diferenciales, porque Eab contiene D ecuaciones idénticas.
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Err : α2f =
1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
fb2

r2(1−z)
(Ai−

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
}

− 1

2r2θ̃

[
−(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
− M2

i

2r2

[
Ai+A

i
− +

1

2
AicA

i
c

]
, (2.32)

E+− : β2rf
′ + α3f = −1

4
fχi(φ)r2θ̃Aic

′
Aic
′ − 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
− M2

i

4r2
AicA

i
c, (2.33)

Eab : δab
{
β2rf

′ + α3f
}

=
1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
Aia
′
Aib
′ − δab

[
Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
]}

+
M2
i

2r2
AiaA

i
b

− δab

{
1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
+
M2
i

2r2

[
Ai+A

i
− +

1

2
AicA

i
c

]}
, (2.34)

E−− : (Ai−
′
)
2

+
(MiA

i
−)

2

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.35)

E+a : Ai+
′
Aia
′
+

M2
i A

i
+A

i
a

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.36)

E−a : Ai−
′
Aia
′
+

M2
i A

i
−A

i
a

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.37)

E+r : Ai+
′
Air
′
+

M2
i A

i
+A

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.38)

E−r : Ai−
′
Air
′
+

M2
i A

i
−A

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.39)

Ear : Aia
′
Air
′
+

M2
i A

i
aA

i
r

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0; (2.40)
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donde α1, β1, α2, α3 y β2 son las siguientes constantes que dependen de los parámetros z

y θ

α1 = 4z2 − 2z(1 + 2θ̃)− 2
[
4 + θ̃(θ̃ − 6)

]
,

α2 =
1

2
(D + 1)(D + 2)(θ̃ − 1)2,

α3 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1)

{
D(1− θ̃) + 2

}
,

β1 = 5z − 3,

β2 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1),

θ̃ = θ/D.

Las ecuaciones (2.35)-(2.40) corresponden a las restricciones impuestas sobre Tµν por las

componentes que son idénticamente cero de Gµν , lo cual se discute con mayor detalle más

adelante cuando se presentan diferentes ansätze de los campos de materia para poder re-

solver el sistema de ecuaciones de campo.

2.3.2 Ecuaciones de Proca para los campos vectoriales Ai

Para escribir por componentes las ecuaciones de Proca (2.3) primero se desarrolla

expĺıcitamente la derivada covariante del primer miembro [21,26]

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
= ∂µ

[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
+ χ(i)(φ)

[
ΓµµλF

λν
(i) + ΓνµλF

µλ
(i)

]
,

pero el término ΓνµλF
µλ
(i) es idénticamente cero porque es una contracción de un par de

ı́ndices simétricos (śımbolos de Christoffel) con un par antisimétrico (tensor de campo elec-

tromagnético) [21], por lo que,

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
= ∂µ

[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
+ χ(i)(φ)

[
ΓµµλF

λν
(i)

]
, (2.41)

esta expresión se puede simplificar si se desarrollan17 los śımbolos de Christoffel Γµµλ de la

siguiente manera

Γµµλ =
1

2
gµρ [∂λgµρ + ∂µgµρ − ∂µgµρ] =

1

2
tr(g−1∂λg),

17Donde g es la representación matricial del tensor métrico, g−1 su matriz inversa y tr significa calcular
la traza.
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si se escribe g−1∂λg como la derivada de un logaritmo y se conmuta18 la derivada con la

operación tr se tiene que

Γµµλ =
1

2
tr[∂λLog(g)], (2.42)

la ecuación (2.42) se puede escribir de forma mas inteligente si se usa la siguiente identidad

válida para matrices diagonalizables [21,26]

Log(−|g|) = tr[Log(g)], (2.43)

siendo |g| el determinante19 de la matriz g; si se inserta la ecuación (2.43) en (2.42), con un

poco de álgebra se obtiene

Γµµλ =
1√
−|g|

∂λ
√
−|g|, (2.44)

por último se inserta (2.44) en (2.41), con lo que se tiene que

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
= ∂µ

[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
+ χ(i)F

λν
(i)

1√
−|g|

∂λ
√
−|g|, (2.45)

donde como se explico antes, por consistencia solo existen derivadas con respecto a la

coordenada r, lo que implica que µ = r y λ = r es la única componente no trivial en (2.45),

por lo que

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
= ∂r

[
χ(i)(φ)F rν(i)

]
+ χ(i)F

rν
(i)

1√
−|g|

∂r
√
−|g|, (2.46)

el lector podrá notar claramente que (2.46) corresponde a la derivada de un producto que

se puede escribir de forma compacta como

∇µ
[
χ(i)(φ)Fµν(i)

]
=

1√
−|g|

∂r

[√
−|g|χ(i)(φ)F rν(i)

]
, (2.47)

la ecuación (2.47) representa el primer miembro de las ecuaciones de Proca (2.3), por lo que

al igualar el segundo miembro de (2.3) con (2.47) se obtiene

1√
−|g|

∂r

[√
−|g|χ(i)(φ)F rν(i)

]
= M2

(i)A
ν
(i), (2.48)

las cuales son las ecuaciones de Proca en una forma mas útil para realizar cálculos. Al ex-

presar por componentes la ecuacion (2.48) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales

no lineales de segundo orden para las componentes del campo vectorial20 Ai

Ai−
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai−
′ −

M2
i A

i
−

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.49)

18Tanto la traza como la derivada son operaciones lineales por lo que conmutan.
19Nótese que se está trabajando con una variedad Lorentziana por lo que |g| < 0.
20En las ecuaciones de Proca el ı́ndice ii no indica suma ı́mplcita.
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Ai+
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai+
′−

M2
i A

i
+

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= −b2

[
fr2(z−1)

]′
Ai+
′
,

(2.50)

Aia
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Aia
′ − M2

i A
i
a

fχi(φ)r2(1+θ̃)
= 0, (2.51)

Air = 0; (2.52)

que la componente radial de los campos vectoriales sea cero es consecuencia directa de las

isometŕıas del espaciotiempo (2.6) y de la antisimetŕıa del tensor de campo electromagnético

Fµνi ; esto implica que las ecuaciones (2.38), (2.39) y (2.40) que son las restricciones impues-

tas sobre las componentes no diagonales T+r, T−r y Tar se cumplen trivialmente debido a

que Air = 0.

2.3.3 Ecuación del campo escalar φ

La última ecuación que queda por desarrollar es la ecuación asociada al campo

escalar [23]

�φ = ∂φV (φ) +
1

4
∂φχi(φ)F 2

i , (2.53)

donde � = gµν∇µ∇ν es el operador D’Alambertiano; por lo que si se inserta la información

de la métrica (2.6) en el primer miembro de (2.53) se tiene que21

�φ = gµν∇µ∂νφ

�φ = gµν
[
∂µ∂νφ− Γλµν∂λφ

]
, (2.54)

pero el campo escalar solo depende de la coordenada r, por lo que en el primer término de

(2.54) µ = r, ν = r y en el segundo término λ = r, por lo que

�φ = grrφ′′ − gµνΓrµνφ
′, (2.55)

al desarrollar la doble suma en el término gµνΓrµν se tiene que

�φ = grrφ−
[
grrφΓrrr + gabΓrab + 2g+−Γr+−

]
, (2.56)

21Se recuerda que φ es una cantidad escalar por lo que ∇νφ = ∂νφ.
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lo que procede es insertar los śımbolos de Christoffel (2.9) y los elementos contravariantes

de la métrica (2.7) en la ecuación (2.56), al realizar el álgebra correspondiente finalmente

se obtiene

�φ = fr2(1+θ̃)

{
φ′′ +

[
f ′

2f
+

(D + 3)− θ̃(D + 1)

r

]
φ′

}
, (2.57)

por lo que al igualar (2.57) con el segundo miembro de (2.53), la ecuación del campo escalar

se escribe como

φ′′ +

{
f ′

2f
+

(D + 3)− θ̃(D + 1)

r

}
φ′ =

1

fr2(1+θ̃)

{
∂φV (φ) +

1

4
∂φχi(φ)F 2

i

}
,

al desarrollar F 2
i , la ecuación del campo escalar se expresa como

φ′′ +

{
f ′

2f
+

(D + 3)− θ̃(D + 1)

r

}
φ′ =

∂φV (φ)

fr2(1+θ̃)

+
1

2
∂φχi(φ)r2(θ̃−1)

{
fb2r2(z−1)(Ai−

′
)
2

+ 2Ai+
′
Ai−
′
+Aic

′
Aic
′
}
. (2.58)

La ecuación (2.58) es la que dicta la dinámica del campo escalar. En resumen, las ecuaciones

(2.31)-(2.40) hacen referencia a las ecuaciones de campo de Einstein, las ecuaciones (2.49)-

(2.52) son las ecuaciónes de Proca para las componentes de los campos vectoriales Ai y

(2.58) es la ecuación asociada al campo escalar, donde todas estas ecuaciones juntas forman

un solo sistema acoplado de 15 ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, el cual

presenta varias soluciones exactas que se discuten en los próximos caṕıtulos.



Caṕıtulo 3

Solución en una teoŕıa

Einstein-Maxwell-Dilatón

generalizada

En este caṕıtulo se presenta una solución exacta a las ecuaciones de campo del

sistema gravedad-campos de materia descrito por la acción (2.1) para el caso de campos sin

masa, para obtener esta solución se necesita al menos un campo vectorial acoplado a un

campo escalar real, de esta forma en la sección 3.1.2 se presenta una solución de gravedad

en el marco de la conocida teoŕıa Einstein-Maxwell-Dilatón en un número arbitrario de

dimensiones la cual soporta la geometŕıa de Schrödinger a temperatura cero con exponentes

z y θ libres.

3.1 Ecuaciones de campo para Mi = 0

Para construir esta solución el primer paso es analizar las ecuaciones de campo

para el ansatz de campos vectoriales sin masa1, esto se traduce matemáticamente en hacer

Mi = 0 en el sistema de ecuaciones diferenciales (2.31)-(2.40), (2.49)-(2.51) y (2.58), con lo

1Para campos vectoriales sin masa las ecuaciones de Proca se reducen a las ecuaciones de Maxwell.

20
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cual el sistema de ecuaciones de campo de Einstein se reducen a

E++ : r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β1rf

′ + α1f = fχi(φ)r2θ̃

{
r2(1−z)

fb2
(Ai+

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
}

+
1

r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.1)

Err : α2f =
1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
fb2

r2(1−z)
(Ai−

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
}

− 1

2r2θ̃

[
−(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.2)

E+− : β2rf
′ + α3f = −1

4
fχi(φ)r2θ̃Aic

′
Aic
′ − 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.3)

Eab : δab
{
β2rf

′ + α3f
}

=
1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
Aia
′
Aib
′ − δab

[
Ai+
′
Ai−
′
+

1

2
Aic
′
Aic
′
]}

− δab

{
1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]}
, (3.4)

E−− : (Ai−
′
)
2

= 0, (3.5)

E+a : Ai+
′
Aia
′
= 0, (3.6)

E−a : Ai−
′
Aia
′
= 0, (3.7)

donde se tienen las constantes

α1 = 4z2 − 2z(1 + 2θ̃)− 2
[
4 + θ̃(θ̃ − 6)

]
,

α2 =
1

2
(D + 1)(D + 2)(θ̃ − 1)2,

α3 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1)

{
D(1− θ̃) + 2

}
,

β1 = 5z − 3,

β2 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1),

θ̃ = θ/D;
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mientras las ecuaciones de Maxwell para las componentes de los campos vectoriales son2

Ai−
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai−
′
= 0, (3.8)

Ai+
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai+
′
= −b2

[
fr2(z−1)

]′
Ai−
′
, (3.9)

Aia
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Aia
′
= 0, (3.10)

Air = 0; (3.11)

la ecuación asociada al campo escalar no se ve afectada directamente al hacer cero la masa

de los campos vectoriales, por lo que es la misma ecuación del caṕıtulo anterior

φ′′ +

{
f ′

2f
+

(D + 3)− θ̃(D + 1)

r

}
φ′ =

∂φV (φ)

fr2(1+θ̃)

+
1

2
∂φχi(φ)r2(θ̃−1)

{
fb2r2(z−1)(Ai−

′
)
2

+ 2Ai+
′
Ai−
′
+Aic

′
Aic
′
}
. (3.12)

Se observa que al considerar campos vectoriales sin masa, las ecuaciones (3.5)-(3.7) que son

las restricciones impuestas a las componentes T−−, T+a y T−a del tensor enerǵıa momento,

adquieren una forma sencilla que proporciona información sobre las componentes de los

campos vectoriales. La ecuación E−− impone que las componentesAi− deban ser constantes3,

lo que implica que la ecuación para E−a se cumple trivialmente, entonces de este conjunto

de restricciones solo queda por satisfacer la ecuación para E+a que se traduce en

Ai+
′ 6= 0 o Aia

′ 6= 0;

sin embargo a continuación se va a demostrar que debido a que las componentes Ai− son

cero, entonces las ecuaciones de Einstein imponen necesariamente que las componentes Aia

2En las ecuaciones de Maxwell el ı́ndice ii no indica suma ı́mplcita.
3Las cuales se pueden hacer cero sin perdida de generalidad.
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también deban ser cero o constantes arbitrarias. Para poder ver esta afirmación se escriben

las ecuaciones de Einstein no triviales con Ai− = 0, las cuales son

E++ : r2f ′′+
1

2

r2f ′2

f
+β1rf

′+α1f = χi(φ)
r2(1+θ̃−z)

b2
(Ai+

′
)
2
+

1

r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.13)

Err : α2f =
1

4
fχi(φ)r2θ̃Aic

′
Aic
′ − 1

2r2θ̃

[
−(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.14)

E+− : β2rf
′ + α3f = −1

4
fχi(φ)r2θ̃Aic

′
Aic
′ − 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.15)

Eab : δab
{
β2rf

′ + α3f
}

=
1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
Aia
′
Aib
′ − δab

1

2
Aic
′
Aic
′
}

− δab

{
1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]}
, (3.16)

E+a : Ai+
′
Aia
′
= 0, (3.17)

es importante notar que en la ecuación para Eab cuando a 6= b se tiene que

fχi(φ)r2θ̃Aia
′
Aib
′
= 0, (3.18)

pero tanto el factor de ennegrecimiento f(r) y las funciones χi(φ) no pueden ser cero,

entonces se tiene que solo una de componentes espaciales transversales Aia puede ser no

trivial, se elige Aia
′ 6= 0 para a = 1 y Aia

′
= 0 para a = 2, 3...D; ahora cuando a = b, Eab

toma la siguiente forma

β2rf
′ + α3f =

1

2
fχi(φ)r2θ̃

{
(Aia

′
)
2
− 1

2
Aic
′
Aic
′
}
− 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.19)

pero si se resta E+− − Eab con a = b se tiene que

fχi(φ)r2θ̃(Aia
′
)
2

= 0, (3.20)
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por lo que de las ecuaciones (3.18) y (3.20) se observa que realmente todas las componentes

espaciales transversales Aia son triviales. En resumen de este pequeño análisis se concluye

que para campos vectoriales sin masa esta teoŕıa de gravedad solo admite campos vectoriales

puramente eléctricos4, es decir con componentes Ai+ 6= 0.

3.1.1 Sistema de ecuaciones para campos vectoriales eléctricos

El que esta teoŕıa de gravedad solo permita5 campos vectoriales puramente eléctricos

simplifica y disminuye la cantidad de ecuaciones a resolver, por lo que se procede a escribir

las ecuaciones no triviales del sistema, las cuales son

E++ : r2f ′′+
1

2

r2f ′2

f
+β1rf

′+α1f = χi(φ)
r2(1+θ̃−z)

b2
(Ai+

′
)
2
+

1

r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.21)

Err : α2f = − 1

2r2θ̃

[
−(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.22)

E+− : β2rf
′ + α3f = − 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]
, (3.23)

Eab :
{
β2rf

′ + α3f
}

= δab

{
− 1

2r2θ̃

[
(∇φ)2

2
+ V (φ)

]}
, (3.24)

Ai+
′′

+

{
f ′

2f
+
χ′i(φ)

χi(φ)
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai+
′
= 0, (3.25)

φ′′ +

{
f ′

2f
+

(D + 3)− θ̃(D + 1)

r

}
φ′ =

∂φV (φ)

fr2(1+θ̃)
; (3.26)

La ecuación para Eab realmente son D ecuaciones idénticas a la ecuación E+− por lo que no

hace falta seguir considerándola; es importante mencionar que en el segundo miembro de

4En teoŕıa clásica de campos la componente temporal de Aµ está relacionada con el campo eléctrico,
mientras las componentes espaciales con un campo magnético [21].

5Esta afirmación solo es válida para campos vectoriales sin masa, en el caṕıtulo 5 se presenta una solución
para campos masivos y con componentes A+ y A− proporcionales.
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la ecuación asociada al campo escalar (3.26) solo aparece como fuente V (φ), esto se debe

a que χi(φ) son las funciones de acoplamiento entre el campo escalar y los invariantes de

Maxwell, pero F 2
i = 0 para campos vectoriales puramente eléctricos. Encontrar soluciones

exactas a las ecuaciones de Einstein es una tarea complicada, una de las principales razones

es que son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, esto implica que no hay una

forma sistemática para trabajar con ellas, debido a esto la mayoŕıa de soluciones que se

han encontrado en la literatura corresponden a casos altamente simétricos, por ejemplo

la solución de Schwarzschild, que es la solución a las ecuaciones de Einstein en el vaćıo

para simetŕıa esférica. La estrategia que se lleva acabo en esta tesis es tomar combinaciones

lineales de las ecuaciones para de esta manera resolver las que son realmente independientes

y poder encontrar configuraciones de campos6 que resuelvan el sistema de ecuaciones dado

por (3.21)-(3.26); lo primero que se intenta hacer es tratar de desacoplar la función métrica

f(r) de los campos de materia a partir de la ecuación para E++
7, de esta forma si se toma

la combinación E++ + 2E+− se obtiene

r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β̃1rf

′ + α̃1f = χi(φ)
r2(1+θ̃−z)

b2
(Ai+

′
)
2
, (3.27)

donde

α̃1 = 2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
y β̃1 = 5z − θ̃(D + 1) + (D − 2);

cabe mencionar que la ecuación (3.27) también se puede obtener de una forma directa si se

escriben las ecuaciones de Einstein con un ı́ndice arriba y uno abajo Eµν , donde la ecuación

(3.27) realmente corresponde a la componente E−+ . Es importante notar que la ventaja

de (3.27) es que ya no aparece expĺıcitamente el campo escalar φ ni el potencial V (φ),

solo aparece como fuente de la curvatura del espaciotiempo las derivadas de los campos

vectoriales Ai+
′

y las funciones χi(φ). Esto hace que (3.27) sea una ecuación más fácil de

analizar debido a que los campos Ai al no tener masa aceptan una primera integral dada

por la ecuación de Maxwell (3.25), que se puede reescribir de una forma mas conveniente

como

∂r log
[
Ai+
′
]

= −∂r log

[√
fχi(φ)r(1+θ̃)+D(1−θ̃)

]
, (3.28)

6Es decir encontrar la función métrica f(r), los campos vectoriales Ai y el campo escalar φ.
7Se escoge esta ecuación ya que es la única ecuación diferencial de segundo orden del sistema y de esta

forma poder tener la solución mas general posible.
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al integrar con respecto a r ambos miembros de (3.28), se obtiene

log
[
Ai+
′
]

= − log

[√
fχi(φ)r(1+θ̃)+D(1−θ̃)

]
+ log(ρi), (3.29)

donde ρi son constantes de integración arbitrarias, que para acoplamiento mı́nimo χi(φ) =

1 se identifican con las cargas eléctricas de los campos [5, 22]; por lo que al aplicar la

función exponencial a ambos miembros de (3.29) se encuentra una expresión mas útil para

la derivada de los campos vectoriales

Ai+
′
(r) =

ρi√
fχi(φ)r(1+θ̃)+D(1−θ̃)

, (3.30)

el siguiente paso para desacoplar f(r) es insertar (Ai+
′
)
2

en el segundo miembro de (3.27),

con lo que al final de un poco de álgebra se obtiene

r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β̃1rf

′ + α̃1f =
ρ2i r

2[D(θ̃−1)−z]

fb2χi(φ)
. (3.31)

A pesar de que la ecuación (3.31) no logra desacoplar f(r), es una expresión mas simplificada

en la que ya no aparecen los campos de materia expĺıcitamente como fuente en el segundo

miembro, solo aparecen las funciones de acoplamiento χi(φ). Ahora para poder desacoplar

el campo escalar φ se toma la combinación Err − E+−, que resulta en

(θ̃ − 1)(D + 1)

2

rf ′

f
+ θ̃(θ̃ − 1)(D + 1) =

(∇φ)2

2fr2θ̃
, (3.32)

al desarrollar (∇φ)2 recordando que solo hay derivadas con respecto a la coordenada r, se

encuentra que

(∇φ)2 = ∂µφ∂µφ = fr2(1+θ̃)(φ′)2, (3.33)

al insertar (3.33) en (3.32) se obtiene la ecuación diferencial a resolver para encontrar el

campo escalar, la cual al simplificar se tiene

φ′(r) =

√
(D + 1)(θ̃ − 1)

r

√
rf ′

f
+ 2θ̃; (3.34)

para desacoplar el potencial V (φ) se toma la combinación Err+E+− y con un procedimiento

similar al anterior se encuentra que

V (φ) =
(D + 1)(θ̃ − 1)

2
r2θ̃

{
rf ′ − 2

[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]
f

}
. (3.35)
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A lo largo de este análisis se han usado todas las ecuaciones de campo excepto la ecuación

asociada al campo escalar (3.26), esto se debe a que esta ecuación es consecuencia directa8

de ∇µTµν = 0, por lo que se espera que las soluciones obtenidas cumplan como una identi-

dad (3.26) o a lo más podŕıa imponer alguna restricción sobre los parámetros z y θ.

De las ecuaciones (3.34) y (3.35) se evidencia que una vez encontrada la función métrica

f(r) tanto el campo escalar como el potencial V (φ) quedan completamente determinados,

con esto se intuye que lo primero que se debe encontrar es f(r), pero para poder encon-

trar la función métrica se tiene que resolver la ecuación diferencial (3.31). En la siguiente

sección se presenta el caso f(r) = 1 que corresponde a una teoŕıa Einstein-Maxwell-Dilatón

generalizada a temperatura cero con violación de hiperescala9.

3.1.2 Solución a temperatura cero

A temperatura cero se tiene que f(r) = 1 [3, 23, 27], esto implica que todas las

derivadas de f se anulan y por lo tanto de la ecuación (3.31) se encuentran las funciones

χi(φ) como

α̃1 =
n∑
i=1

ρ2i r
2[D(θ̃−1)−z]

b2χi(φ)
, (3.36)

de la ecuación (3.36) se puede concluir que se necesita al menos un campo vectorial para

soportar la geometŕıa de Schrödinger.

Particularmente si se considera solo un campo vectorial e insertando α̃1 en (3.36) se tiene

la función de acoplamiento

χ(φ) =
ρ2

2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
b2
r2[D(θ̃−1)−z], (3.37)

ahora para encontrar V (φ) basta con hacer f(r) = 1 en la ecuación (3.35), con lo que se

obtiene

V (φ) = −
[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]
(D + 1)(θ̃ − 1)r2θ̃, (3.38)

ahora se procede a encontrar el campo escalar, para esto se reescribe la ecuación (3.34) con

f(r) = 1

φ′(r) =

√
2θ̃(D + 1)(θ̃ − 1)

r
, (3.39)

8En el apéndice B se demuestra esta afirmación.
9Es decir sin agujeros negros.
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al integrar ambos miembros con respecto a r se tiene

φ(r) =

√
2θ̃(D + 1)(θ̃ − 1) log(r) + φ0, (3.40)

donde φ0 es una constante de integración arbitraria; se puede observar de la ecuación (3.40)

que el exponente de violación de hiperescala para valores θ̃ 6= 0 y θ̃ 6= 1 es crucial para tener

un campo escalar no trivial. Ya que se conoce el campo escalar, se necesita encontrar r(φ)

y de esta forma expresar la función de acoplamiento (3.37) y el potencial (3.38) en función

de φ, al invertir la ecuación (3.40) se obtiene

r(φ) = e
φ−φ0
δ , (3.41)

donde se define

δ =

√
2θ̃(D + 1)(θ̃ − 1); (3.42)

al insertar (3.41) en (3.37) y (3.38) se tiene que

V (φ) = V0e
λ0(φ−φ0), (3.43)

χ(φ) = χ0e
λ(φ−φ0); (3.44)

donde se definen las constantes

V0 = −
[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]
(D + 1)(θ̃ − 1), (3.45)

χ0 =
ρ2

2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
b2
, (3.46)

λ0 = 2θ̃/δ, (3.47)

λ =
2[D(θ̃ − 1)− z]

δ
; (3.48)

de la expresión (3.44) se puede observar que se tiene una función de acoplamiento de forma

exponencial que es el t́ıpico en un modelo Einstein-Maxwell-Dilatón [3, 7, 28, 29], además

de la ecuación (3.48) se observa que cuando z = D(θ̃ − 1) el acoplamiento se reduce a una

constante finita. Ahora se procede a encontrar el campo vectorial que soporta la geometŕıa,

para esto se hace f(r) = 1 en la ecuación de Maxwell (3.30),

A+
′(r) =

ρ

χ(φ)r(1+θ̃)+D(1−θ̃)
, (3.49)
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el campo vectorial es función solo de la coordenada r, por lo que se inserta la función χ(φ)

como función expĺıcita de r (3.37) en la ecuación de Maxwell (3.49), al simplificar se tiene

que

A+
′(r) =

2b2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
r[D−1+2z−θ̃(D+1)]

ρ
, (3.50)

al integrar ambos miembros de (3.50) se obtiene el campo vectorial que soporta la geometŕıa

A+(r) =
2b2(z − 1)

ρ
r[D+2z−θ̃(D+1)] +A0, (3.51)

donde A0 es una constante de integración arbitraria. Es importante notar que la exis-

tencia de un campo vectorial no trivial es consecuencia directa de romper la simetŕıa de

reescalamiento isótropa del espaciotiempo. Debido a que el espaciotiempo de Schrödinger

es descrito por una métrica no diagonal (2.6), la geometŕıa admite una componente con-

travariante A−(r) que se calcula como

A−(r) = g+−A+(r) = r2(θ̃−1)
{

2b2(z − 1)

ρ
r[D+2z−θ̃(D+1)] +A0

}
.

El campo vectorial (3.51), junto al campo escalar (3.40) sujeto al potencial (3.43) y a la

función de acoplamiento (3.44) resuelven de forma exacta el sistema de ecuaciones difer-

enciales (3.21)-(3.25) para una función métrica f(r) = 1. Falta por analizar la ecuación

del campo escalar (3.26), la cual al insertar φ′, φ′′ y ∂φV (φ) en (3.26) impone la siguiente

restricción algebraica sobre el exponente θ̃[
(D + 2)− θ̃(D + 1)

]
δ2 − 2θ̃V0 = 0, (3.52)

pero al insertar (3.42) y (3.45) en la ecuación (3.52) se puede observar que se satisface

como una identidad para todo valor de θ̃, por lo que no hay ninguna restricción sobre los

parámetros de la teoŕıa. En conclusión, en esta sección se reporta una solución exacta

a las ecuaciones de campo (3.21)-(3.26), donde el tensor métrico que describe el campo

gravitatorio se lee como

ds2D+3 = r−2θ̃
[
−b2r2z(dx+)2 +

1

r2
dr2 + r2(dxjdxj + 2dx+dx−)

]
, (3.53)

con un campo escalar real dado por

φ(r) =

√
2θ̃(D + 1)(θ̃ − 1) log(r) + φ0, (3.54)
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y un campo vectorial de tipo eléctrico, el cual se puede expresar en su forma covariante y

contravariante como

A+(r) =
2b2(z − 1)

ρ
r[D+2z−θ̃(D+1)] +A0, (3.55)

A−(r) = r2(θ̃−1)
{

2b2(z − 1)

ρ
r[D+2z−θ̃(D+1)] +A0

}
, (3.56)

con el campo escalar sujeto al potencial y a la función de acoplamiento

V (φ) = V0e
λ0(φ−φ0), (3.57)

χ(φ) = χ0e
λ(φ−φ0), (3.58)

donde se definen las constantes

V0 = −
[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]
(D + 1)(θ̃ − 1),

χ0 =
ρ2

2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
b2
,

y con las constantes de acoplamiento dilatónicas

λ0 =

√
2θ̃

(D + 1)(θ̃ − 1)
,

λ =
2[D(θ̃ − 1)− z]√
2θ̃(D + 1)(θ̃ − 1)

.

En resumen, en este caṕıtulo se analizaron de forma exhaustiva las ecuaciones de campo

para el caso en que los campos vectoriales no tienen masa, lo cual condujo a una teoŕıa

que únicamente permite la existencia de campos vectoriales puramente eléctricos. La con-

figuración de campos (3.53)-(3.58) representa una solución que soporta la geometŕıa de

Schrödinger con violación de hiperescala en un modelo Einstein-Maxwell-Dilatón general-

izado a temperatura cero con exponente z y θ arbitrarios; para obtener esta solución se

necesita al menos un campo vectorial, el cual es consecuencia directa de romper la simetŕıa

de reescalamiento isótropa del espaciotiempo, es decir z 6= 1. También se encontró que la

presencia del exponente de violación de hiperescala para θ̃ 6= 0 y θ̃ 6= 1 es crucial para la

existencia de un campo escalar no trivial.



Caṕıtulo 4

Solución gravitatoria para

Einstein-Proca

En este caṕıtulo se construye una solución exacta a las ecuaciones de campo en

el marco de la teoŕıa Einstein-Proca para un campo vectorial acoplado a gravedad con

constante cosmológica negativa, la solución soporta la geometŕıa de Schrödinger sin violación

de hiperescala1 para un espaciotiempo a temperatura cero en D = 2 y exponente dinámico

z = 1. Además se encuentra que para que el campo vectorial sea real debe tener un

espectro con masa cuadrada negativa. Permanece pendiente calcular la cota Breitenlohner-

Freedman [30] y determinar si esta solución es estable y puede ser usada dentro del marco

de la dualidad holográfica gravedad-materia condensada.

4.1 Ecuaciones de campo con φ constante

Para poder construir esta solución se inicia con el estudio de las ecuaciones de

campo de una teoŕıa de gravedad con constante cosmológica acoplada a n campos vectoriales

masivos con componentes2 Ai+ y Ai−, esto se traduce en escribir las ecuaciones de campo

(2.31)-(2.40), (2.49)-(2.51) y (2.58) para el caso φ = cte, V (φ) = 2Λ y χi(φ) = ki, donde ki

son n constantes de acoplamiento ; en consecuencia se tienen las siguientes ecuaciones de

1Significa que θ = 0.
2En este caṕıtulo se utiliza el ansatz de campos vectoriales sin componente transversal, es decir Aia = 0.

31
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Einstein no triviales

E++ : r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β1rf

′ + α1f = fkir
2θ̃

{
r2(1−z)

fb2
(Ai+

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
}

+
2Λ

r2θ̃
+
M2
i

r2

[
Ai+

2

fb2r2(z−1)
+Ai+A

i
−

]
, (4.1)

Err : α2f =
1

2
fkir

2θ̃

{
fb2

r2(1−z)
(Ai−

′
)
2

+Ai+
′
Ai−
′
}
− Λ

r2θ̃
− M2

i

2r2
Ai+A

i
−, (4.2)

E+− : β2rf
′ + α3f = − Λ

r2θ̃
, (4.3)

Eab : δab
{
β2rf

′ + α3f
}

= −δab
{

1

2
fkir

2θ̃Ai+
′
Ai−
′
+

Λ

r2θ̃
+
M2
i

2r2
Ai+A

i
−

}
, (4.4)

E−− : (Ai−
′
)
2

+
(MiA

i
−)

2

fkir2(1+θ̃)
= 0, (4.5)

donde se tienen las constantes

α1 = 4z2 − 2z(1 + 2θ̃)− 2
[
4 + θ̃(θ̃ − 6)

]
,

α2 =
1

2
(D + 1)(D + 2)(θ̃ − 1)2,

α3 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1)

{
D(1− θ̃) + 2

}
,

β1 = 5z − 3,

β2 = −1

2
(θ̃ − 1)(D + 1),

θ̃ = θ/D;

mientras las ecuaciones de Proca3 para las componentes Ai+ y Ai− son

Ai−
′′

+

{
f ′

2f
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai+
′ −

M2
i A

i
−

fkir2(1+θ̃)
= 0, (4.6)

Ai+
′′

+

{
f ′

2f
+

(1 + θ̃) +D(1− θ̃)
r

}
Ai+
′ −

M2
i A

i
+

fkir2(1+θ̃)
= −b2

[
fr2(z−1)

]′
Ai+
′
; (4.7)

al trabajar con un campo escalar constante implica que la ecuación asociada al campo

escalar (2.58) se satisface de forma trivial. Para poder resolver el sistema de ecuaciones de

campo dado por (4.1)-(4.7) se sigue el mismo enfoque de los caṕıtulos anteriores, es decir

3Como en los caṕıtulos anteriores, el ı́ndice repetido ii en las ecuaciones de Proca no indica suma ı́mplicita.
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realizar combinaciones lineales de las ecuaciones para resolver las que son verdaderamente

independientes. Por ejemplo si se realiza4 E+− − Eaa, se tiene

Ai+
′
Ai−
′
+
M2
i A

i
+A

i
−

fkir2(1+θ̃)
= 0, (4.8)

la ecuación (4.8) impone una restricción sobre las componentes de los campos vectoriales

que se puede resolver de forma particular si se escoge que Ai+ y Ai− sean proporcionales, ya

que de esta forma (4.8) se reduce a la ecuación para E−−, por lo que (4.8) tiene por solución

Ai+ = γ(i)A
(i)
− ,

donde γi son las n constantes de proporcionalidad; al escoger esta relación entre las com-

ponentes de los campos vectoriales simplifica el resto de ecuaciones de Einstein

E++ : r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β1rf

′ + α1f =
2Λ

r2θ̃
, (4.9)

Err : α2f =
1

2
fkir

2θ̃

{
fb2

r2(1−z)
+ γi

}
(Ai−

′
)
2
− Λ

r2θ̃
− M2

i γi
2r2

(Ai−)2, (4.10)

E+− : β2rf
′ + α3f = − Λ

r2θ̃
, (4.11)

E−− : (Ai−
′
)
2

+
(MiA

i
−)

2

fkir2(1+θ̃)
= 0; (4.12)

para desacoplar la función métrica f(r) se realiza E++ + 2E+−, con lo que se obtiene la

siguiente ecuación diferencial de segundo orden

r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β̃1rf

′ + α̃1f = 0, (4.13)

con las constantes

α̃1 = 2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
y β̃1 = 5z − θ̃(D + 1) + (D − 2);

la ecuación (4.13) tiene por solución general

f(r) =
{
c1r
−3(z−1) + c2r

−2z+θ̃(D+1)−D
}2/3

, (4.14)

4El doble ı́ndice aa no indica suma impĺıcita en Eaa .
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donde c1 y c2 son constantes arbitrarias; de la función (4.14) se pueden construir soluciones

de agujero negro si se fijan adecuadamente las constantes de la solución y los exponentes θ̃

y z de la siguiente manera

f(r) =
{

1 + c1r
−3(z−1)

}2/3
, para θ̃ =

2z +D

D + 1
y c2 = 1,

(4.15)

f(r) =
{

1 + c2r
−2+θ̃(D+1)−D

}2/3
, para z = 1 y c1 = 1.

Con la función métrica (4.15) se procede a encontrar la constante cosmológica Λ a partir

de la ecuación para E+−, tal que

Λ = −r2θ̃
{
β2rf

′ + α3f
}
, (4.16)

se puede comprobar que al insertar los coeficientes β2, α3 y (4.15) en (4.16), se obtiene

Λ =
(θ̃ − 1)(D + 1)

2 {1 + crk}1/3
r2θ̃

{[
D(1− θ̃) + 2 +

2

3
ck)

]
+
[
D(1− θ̃) + 2

]
crk

}
, (4.17)

donde c es una constante arbitraria y la constante k resume las dos posibilidades de solución

de agujero negro (4.15), tal que

k = −3(z − 1) para θ̃ =
2z +D

D + 1
,

k = −2 + θ̃(D + 1)−D para z = 1;

por lo que la ecuación para E+− impone que el segundo miembro de (4.17) deber ser igual

a una constante, pero la única forma de satisfacer esta ecuación es si se fijan de forma

simultánea

c = 0 y θ̃ = 0,

esto significa que las ecuaciones de campo soportan un espaciotiempo sin violación de

hiperescala a temperatura cero y con constante cosmológica negativa dada por

Λ = −(D + 1)(D + 2)

2
; (4.18)

por lo que las ecuaciones de campo restantes se analiza para f(r) = 1.
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4.2 Solución a temperatura cero

Se procede a encontrar a partir de las ecuaciones de Proca (4.6) y (4.7) el campo

vectorial que soporta la teoŕıa, para obtener Ai− se resuelve

Ai−
′′

+

{
(1 + θ̃) +D(1− θ̃)

r

}
Ai+
′ −

M2
i A

i
−

fkir2(1+θ̃)
= 0, (4.19)

Se observa que al hacer f(r) = 1 las ecuaciones de Proca para las componentes Ai− se

reducen a ecuaciones diferenciales de Euler homogéneas que tienen por solución general

Ai−(r) = ρ1ir
D+
√
D2+4M2

i
/ki

2 + ρ2ir
D−
√
D2+4M2

i
/ki

2 , (4.20)

donde ρ1i y ρ2i son constantes arbitrarias; una vez encontrados las componentes Ai− se

procede a encontrar las componentes Ai+, pero para poder resolver la restricción impuesta

por E++ − Eaa se fijó que Ai+ sean proporcionales a Ai−, esto implica que la ecuación de

Proca (4.7) debe cumplir que

b2
[
r2(z−1)

]′
Ai−
′
= 0,

pero como b 6= 0 y Ai− es no trivial entonces necesariamente se tiene que z = 1. La siguiente

ecuación de campo que se analiza es E−− para f(r) = 1, que adopta la siguiente forma

(Ai−
′
)
2

+
(MiA

i
−)

2

kir2
= 0, (4.21)

al insertar (4.20) y su correspondiente derivada en (4.21) se tiene la siguiente restricción

algebraica

n∑
i=1

{
ki

[
ρ1i

D + δ

2
+ ρ2i

D − δ
2

r−δ
]2

+M2
i

[
ρ1i + ρ2ir

−δ
]2}

= 0, (4.22)

donde se ha escrito expĺıcitamente la suma sobre el ı́ndice i, además se define

δ =
√
D2 + 4M2

i /ki;

se encuentra que (4.22) se puede resolver de forma particular si se escoge trabajar solo con

un campo vectorial con una constante de acoplamiento dada por

k = −4
M2

D2
; (4.23)
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al fijar la constante de acoplamiento de la forma dada en (4.23), el campo vectorial se escribe

como

A−(r) = ρrD/2. (4.24)

Por último se analiza la ecuación de campo para Err con todas las restricciones que se han

encontrado hasta el momento5, por lo que

α2 =
k(b2 + γ)

2
(A′−)2 − Λ

2
− M2γ

2r2
A2
−, (4.25)

al insertar α2, (4.18), (4.23) y (4.24) en (4.25) se encuentra que

−(D + 1)(D + 2)

2
r2 +M2ρ2rD(b2 + 2γ) = 0, (4.26)

donde (4.26) es una restricción que solo se puede resolver para D = 2 y fija de forma

particular la constate de integración del campo vectorial como

ρ = ±

√
−(D + 1)(D + 2)

2M2(b2 + 2γ)
, (4.27)

se observa que para que el campo vectorial sea real se necesita que

M2(b2 + 2γ) < 0.

En conclusión, en este caṕıtulo se presenta una solución exacta a las ecuaciones de campo

(4.1)-(4.7) para el caso de una teoŕıa Einstein-Proca, la solución es soportada por un espa-

ciotiempo AdS con D = 2 a temperatura cero, donde el campo gravitatorio es

ds2 =

[
−b2r2(dx+)2 +

1

r2
dr2 + r2(dx1dx1 + dx2dx2 + 2dx+dx−)

]
, (4.28)

con una constante cosmológica negativa que en D = 2 toma el valor6

Λ = −7

2
, (4.29)

mientras las componentes del campo vectorial que soporta la geometŕıa son

A−(r) = ±

√
−7

2M2(b2 + 2γ)
r, (4.30)

A+(r) = ±γ

√
−7

2M2(b2 + 2γ)
r, (4.31)

5Es decir, θ̃ = 0, z = 1, f(r) = 1 y un campo vectorial con componentes A+ = γA−.
6Recordar que se trabaja en unidades donde el radio de curvatura se fija a l = 1.
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con una constante de acoplamiento de

k = −M2. (4.32)

En conclusión, en este caṕıtulo se construyó una solución particular a temperatura cero en

el marco de la teoŕıa Einstein-Proca para un campo vectorial con espectro de masa cuadrada

negativa, esta solución soporta la simetŕıa de Schrödinger en D = 2 para el caso θ̃ = 0 y

z = 1, es decir la solución solo es válida en un espaciotiempo puramente AdS.



Caṕıtulo 5

Agujeros negros de Schrödinger

con violación de hiperescala

En este caṕıtulo se construye la primera familia de agujeros negros que asintóticamente

corresponde a un espaciotiempo de Schrödinger con violación de hiperescala para cualquier

valor de z y D. Mediante el estudio de los invariantes de curvatura se discute como la fron-

tera asintótica del espaciotiempo queda determinada por el signo de θ̃, además se encuentra

que la solución es asintóticamente regular ya sea para θ̃ > 5z+D−3
D+1 o para el caso θ̃ < 0.

5.1 Agujeros negros asintóticamente Schrödinger

Para poder construir esta solución lo primero que se necesita conocer es la función

métrica, para esto se parte de la ecuación diferencial (3.31)

r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+ β̃1rf

′ + α̃1f =

n∑
i=1

ρ2i r
2[D(θ̃−1)−z]

fb2χi(φ)
, (5.1)

donde

α̃1 = 2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

]
y β̃1 = 5z − θ̃(D + 1) + (D − 2).

Se puede observar que si se escogen diferentes formas funcionales para χi(φ) entonces f(r)

se puede desacoplar de diferentes maneras. Particularmente se encuentra una solución tipo

agujero negro si se trabaja con una función de acoplamiento tal que el lado derecho de (5.1)
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sea igual al término α̃1f , esto significa que

χ(φ) =
ρ2r2[D(θ̃−1)−z]

α̃1b2f2
; (5.2)

por lo que la ecuación diferencial resultante para la función f(r) es la siguiente

r2f ′′ +
1

2

r2f ′2

f
+

[
5z − θ̃(D + 1) + (D − 2)

]
rf ′ = 0, (5.3)

la ecuación (5.3) tiene por solución general

f(r) =

[
1−mr3+θ̃(D+1)−(5z+D)

]2/3
, (5.4)

donde m debe ser una constante positiva para asegurar la existencia de un horizonte de

eventos. A partir de (5.4) se encuentra que el horizonte de eventos está dado por

rh =

[
1

m

] 1
3+θ̃(D+1)−(5z+D)

, (5.5)

por lo que se puede reescribir la función métrica como

f(r) =

[
1−

(
r

rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)]2/3
; (5.6)

es importante notar que (5.6) debe preservar la signatura de la métrica (2.6), esto implica

que de acuerdo al signo de la potencia 3 + θ̃(D+ 1)− (5z+D), la región del espaciotiempo

f́ısicamente válida es diferente, en concreto se tiene que

3 + θ̃(D + 1)− (5z +D) > 0 =⇒ r ≤ rh, frontera asintótica en r → 0,

3 + θ̃(D + 1)− (5z +D) < 0 =⇒ r ≥ rh, frontera asintótica en r →∞.

Ya que se conoce la función métrica, basta con insertar (5.6) en (5.2) para encontrar la

función de acoplamiento

χ(φ) =
ρ2r2[D(θ̃−1)−z]

2b2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

][
1−

(
r
rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
]4/3 . (5.7)

Ahora se procede a encontrar el campo escalar, por lo que al insertar (5.6) en (3.34) se

obtiene la siguiente ecuación diferencial

φ′ =

√
2(D + 1)(θ̃ − 1)

θ̃

√√√√√√ 1− α
(
r
rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)

r2
[
1−

(
r
rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
] , (5.8)
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donde para facilitar los cálculos se define

α =
3 + θ̃(D + 4)− (5z +D)

3θ̃
.

Al integrar ambos miembros de (5.8) se obtiene el siguiente campo escalar

φ(r) = κ
√
α log

[
√
α

√
1−

(
r

rh

)3θ̃(α−1)
+

√
1− α

(
r

rh

)3θ̃(α−1)
]

− κ arctanh

[
√√√√√√√√√

1− α
(

r
rh

)3θ̃(α−1)

1−
(

r
rh

)3θ̃(α−1)

]
+ φ0, (5.9)

donde φ0 es una constante de integración arbitraria, además se define

κ =
2

3θ̃(α− 1)

√
2(D + 1)(θ̃ − 1)

θ̃
.

A partir de la ecuación (5.9) se puede observar que se debe imponer que α > 0 para

que el campo escalar sea real, además como la función arctanh está definida entre (-1,1)

necesariamente se tiene que α > 1, esto significa que

3 + θ̃(D + 4)− (5z +D)

3θ̃
> 1. (5.10)

Es importante analizar la desigualdad (5.10) para los casos en que θ̃ > 0 y θ̃ < 0.

Se observa que si θ̃ < 0 la desigualdad (5.10) se cumple para

θ̃ <
5z +D − 3

D + 1
.

Ahora si θ̃ > 0, para poder satisfacer (5.10) se debe cumplir que

θ̃ >
5z +D − 3

D + 1
.

Este pequeño análisis es importante porque en la sección 5.2 se va a demostrar a partir del

estudio de los invariantes de curvatura que el signo de θ̃ determina la frontera asintótica del

espaciotiempo.
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Ahora al insertar la función métrica (5.6) en (3.35), se obtiene el potencial del campo escalar

V (φ) =
(D + 1)(θ̃ − 1)r2θ̃

3

[
1−

(
r
rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
]2/3

{
− 3

[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]

+
[
5z + 2θ̃(D + 1)− (2D + 9)

]( r

rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
}
. (5.11)

Por último, para determinar el campo vectorial se inserta (5.6) y (5.7) en la ecuación de

Maxwell (3.30)

A′+(r) =

2b2(z − 1)
[
D + 2z − θ̃(D + 1)

] [
1−

(
r
rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
]
r2z−θ̃(D+1)+D−1

3ρ
,

(5.12)

al integrar ambos miembros de (5.12) se obtiene el siguiente campo vectorial

A+(r) =
2b2rD+5−θ̃(D+1)−3z

3ρ

{
3(z − 1)−

[
θ̃(D + 1)− (2z +D)

]( r

rh

)3+θ̃(D+1)−(5z+D)
}
.

(5.13)

En la siguiente sección se estudia el comportamiento asintótico de los invariantes de cur-

vatura para saber si realmente se está tratando con una solución de agujero negro.

5.2 Invariantes de Curvatura

Cuando se estudia cualquier espaciotiempo, es importante saber si éste es regular ó

no, es decir si los invariantes de curvatura son finitos en todos los puntos del espaciotiempo

[31]; los invariantes de curvatura son un conjunto de cantidades escalares formados a partir

del tensor de Riemann, tensor de Ricci ó el tensor de Weyl1 y permiten estudiar la geometŕıa

de una forma mas profunda ya que son cantidades independientes del sistema coordenado.

En particular cuando se está trabajando con agujeros negros es importante identificar las

singularidades f́ısicas del espaciotiempo, por lo que en este trabajo de tesis se analizan

el escalar de curvatura R, el cuadrado del tensor de Ricci R := RµνR
µν y el escalar de

Kretschmann K := RabcdR
abcd para identificar genuinas singularidades f́ısicas de la solución

de agujero negro (5.6).

1El tensor de Weyl básicamente es el tensor de Riemann con todas sus contracciones removidas, es decir
captura la parte sin traza del tensor de Riemann [21,26].
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El escalar de curvatura ya se calculó en el caṕıtulo 2 para obtener las ecuaciones de campo,

R = (D + 2)(θ̃ − 1)r2θ̃
{
rf ′ +

[
2− (θ̃ − 1)(D + 1)

]
f
}
, (5.14)

para calcular el tensor de Ricci al cuadrado se tiene que

R = R++R
++ + 2R+−R

+− +RrrR
rr +RabR

ab, (5.15)

pero se puede comprobar de forma sencilla queR++ = 0, por lo que los cálculos se simplifican

obteniendo el siguiente resultado

R = (D + 2)(θ̃ − 1)2r4θ̃
{
γ1f

2 + rf ′
[
γ2f +

D + 3

4
rf ′
]}
, (5.16)

donde se tienen las constantes

γ1 = (D + 2) +
[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]2
y γ2 = (D + 3)− (D + 1)(θ̃ − 1).

Analizar el escalar de curvatura y el cuadrado del tensor de Ricci no es suficiente para poder

estudiar singularidades de la curvatura del espaciotiempo, esto se debe a que estos invari-

antes se obtienen a partir del tensor de Ricci, pero este no determina completamente la cur-

vatura de la geometŕıa, por lo que surge la necesidad de analizar el escalar de Kretschmann

K, el cual es un invariante que se construye a partir del tensor de Riemann. En el caṕıtulo

2 se presentaron las componentes no nulas del tensor de Riemann, al realizar con mucho

cuidado los cálculos se obtiene que

K = (θ̃ − 1)2r4θ̃
{
γ3f

2 + (D + 2)rf ′
[
4f + rf ′

]}
, (5.17)

donde se tiene la constante

γ3 = −2D2(θ̃ − 1)2 +D3(θ̃ − 1)2 + 2
[
3 + θ̃(θ̃ − 2)

]
+D

[
7 + 5θ̃(θ̃ − 2)

]
;

nótese que ningún invariante de curvatura depende del exponente z, únicamente dependen

del exponente θ̃ y del número de dimensiones D. Resulta conveniente usar la cantidad que

se definió en la sección anterior

α =
3 + θ̃(D + 4)− (5z +D)

3θ̃
> 1;

al reescribir (5.6) obtenemos

f(r) =

[
1−

(
r

rh

)3θ̃(α−1)]2/3
. (5.18)
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Al insertar (5.18) en (5.14)-(5.17) se obtienen las siguientes expresiones para los invariantes

de curvatura

R =
(D + 2)(θ̃ − 1)r2θ̃[
1−

(
r
rh

)3θ̃(α−1)]1/3
{
γ̃0 + γ̃1

(
r

rh

)3θ̃(α−1)}
, (5.19)

R =
(D + 2)(θ̃ − 1)2r4θ̃[
1−

(
r
rh

)3θ̃(α−1)]2/3
{
γ̃2 + γ̃3

(
r

rh

)3θ̃(α−1)
+ γ̃4

(
r

rh

)6θ̃(α−1)}
, (5.20)

K =
2(θ̃ − 1)2r4θ̃[

1−
(
r
rh

)3θ̃(α−1)]2/3
{
γ̃5 + γ̃6

(
r

rh

)3θ̃(α−1)
+ γ̃7

(
r

rh

)6θ̃(α−1)}
; (5.21)

donde se tienen las siguientes constantes que dependen de z, θ̃ y D.

γ̃0 = D + 3− θ̃(D + 1), γ̃1 = −1

3

[
15 +D − 10z − θ̃(D + 1)

]
,

γ̃2 = D + 2 +
[
θ̃(D + 1)− (D + 2)

]2
,

γ̃3 =
1

3

{
− 2(D + 2)(15D +D − 10z) + 2(D + 1)(11 + 3D − 5z)θ̃ − 4θ̃2(D + 1)2

}
,

γ̃4 =
1

9

{
153 + 48D − 6D2 +D3 − 210z − 60Dz + 10D2z + 25z2(D + 3)

− 2(D + 1)(6 +D2 + 6Dz)θ̃ + θ̃2(D + 1)2(D + 6)

}
,

γ̃5 =

{
4 + 2D + (

˜̃
θ − 1)2

[
2 + 5D +D2(D − 2)

]}

γ̃6 =
2

3

{
− 30 + 20z +D [−23 + (8− 3D)D + 10z] 8θ̃

+ 2D
[
12 + θ̃D(3D − 7)

]
− 3θ̃2

[
2 +D(5 +D2 − 2D)

]}
,

γ̃7 = (θ̃ − 1)2
[
4D + 2 +D(D − 1)2

]
+

2

9

[
6− 5z +D(θ̃ − 1) + θ̃

]2
(D + 2).

Es importante observar que claramente el signo θ̃ define la frontera asintótica del espaci-

otiempo; es decir de (5.19)-(5.21) se puede concluir que cuando θ̃ < 0 los invariantes de
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curvatura tienden asintóticamente a una constante2 cuando r → ∞ , y estos divergen en

r → 0, por lo que alĺı habita una verdadera singularidad del espaciotiempo. Ahora para el

caso en que θ̃ > 5z+D−3
D+1 sucede lo contrario, en r → 0 los invariantes tienden a una constante

y en r → ∞ divergen, por lo que la singularidad ahora habita en r → ∞. Lo importante

es que este análisis asintótico es congruente en ambos casos con el sector f́ısicamente válido

dado por la función métrica (5.6), de forma que se tiene una solución asintóticamente reg-

ular ya que la singularidad del espaciotiempo siempre queda escondida detrás del horizonte

de eventos.

En conclusión, en este caṕıtulo se obtuvo una solución exacta a las ecuaciones de campo

(3.21)-(3.26), donde se tiene la función métrica (5.6), un campo vectorial dado por (5.13)

y un campo escalar real (5.9) sujeto a un potencial de autointeracción (5.11) y con una

función de acoplamiento entre los úlitmos campos (5.7). Mediante el estudio de los in-

variantes de curvatura se puede concluir que la solución es asintóticamente regular y la

singularidad del espaciotiempo queda escondida detrás del horizonte de eventos, por lo

que esta solución representa una familia de agujeros negros con violación de hiperescala

asintóticamente Schrödinger para cualquier valor de z y un número arbitrario de dimen-

siones D.

2El espaciotiempo asintóticamente tiene una curvatura positiva, negativa o nula dependiendo de los
valores de las constantes γ̃0 − γ̃7.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha realizado un estudio detallado de un sistema de

gravedad acoplada a un campo escalar real y n campos vectoriales masivos descritos por la

acción (2.1), se desarrollaron las ecuaciones de campo en un espaciotiempo de Schrödinger

con violación de hiperescala en D + 3 dimensiones. Para poder resolver las ecuaciones de

campo se estudiaron diferentes ansätze para los campos de materia, recordando que la exis-

tencia de estos últimos es un requisito fundamental para obtener soluciones que soporten la

simetŕıa de Schrödinger. Se obtuvieron diferentes soluciones que pueden servir de posibles

duales gravitatorios a teoŕıas de campos con simetŕıa de Schrödinger tanto a temperatura

cero y a temperatura finita. El resultado más importante de este trabajo de tesis es que se

obtuvo la primera familia de agujeros negros con violación de hiperescala asintóticamente

Schrödinger para cualquier valor de z y un número arbitrario de dimensiones D.

Hay muchos caminos futuros que se pueden seguir como extensión del presente trabajo,

el más inmediato puede ser el cálculo de la temperatura y la entroṕıa de la familia de

agujeros negros que se presentó en el caṕıtulo 5, también permanece pendiente el cálculo

de la masa de estos agujeros negros, el cual no es un cálculo trivial porque el concepto

de masa es algo dif́ıcil definir en relatividad general, por lo que existen diferentes métodos

para calcularla. Uno de ellos es el método cuasi-local [32] que proporciona una formulación

muy conveniente para calcular las cargas conservadas de agujeros negros. Todo esto con el

fin de analizar bajo que condiciones se puede definir una termodinámica consistente de las

soluciones tipo agujeros negros que se han construido en este trabajo.
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Apéndice A

Derivación de las ecuaciones de

campo

En este apéndice se presenta en completo detalle la deducción de todas las ecua-

ciones de campo del sistema de gravedad acoplada a campos de materia bajo estudio, se

parte de la acción de la teoŕıa

S =
1

16πG

∫
dD+3x

√
−g
[
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)− 1

4
χi(φ)F 2

i −
1

2
M2
i A

2
i

]
, (A.1)

donde la densidad lagrangiana de materia es Lm = −
[
(∇φ)2

2 +V (φ) + 1
4χi(φ)F 2

i + (MiAi)
2

2

]
.

A.1 Variación con respecto al campo escalar φ

Para obtener la ecuación asociada al campo escalar se procede a variar la acción

(A.1) con respecto al campo escalar

δS ∼
∫
dD+3x

√
−g
[
−gµν(δ∂µφ)∂νφ− ∂φV (φ)δφ− 1

4
∂φχi(φ)δφF 2

i

]
, (A.2)

al usar la regla de Leibniz en el primer término de (A.2) y se promueven las derivadas

parciales a derivadas covariantes1, se reescribe δS

δS ∼
∫
dD+3x

√
−g
{
−gµν

[
∇µ(δφ∇νφ)− δφ∇µ∇νφ)

]
−
[
∂φV (φ) +

1

4
∂φχi(φ)F 2

i

]
δφ

}
,

(A.3)

1Esto debido a que ∂νφ es un vector.
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el primer término en (A.3) es una divergencia covariante y por el teorema de la divergencia

representa un término de frontera que se anula [21, 26], por lo que al evaluar la variación

on-shell se obtiene la ecuación asociada al campo escalar2

�φ = ∂φV (φ) +
1

4
∂φχi(φ)F 2

i , (A.4)

donde � = gµν∇µ∇ν es el operador D’Alambertiano que es la generalización del laplaciano

para un espacio de dimensión y métrica arbitraria [33].

A.2 Variación con respecto a los campos vectoriales Ai

Para obtener las ecuaciones de Proca de los campos vectoriales se aplican las

ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange3 a la acción (A.1)

∇ρ
(

δLm

δ(∂ρAiσ)

)
=
δLm

δAiσ
, (A.5)

donde ∂ρA
i
σ solo aparece en el invariante de Maxwell F 2

i , que se construye de la siguiente

manera

F 2
i = gµµ

′
gνν

′
(∂µA

i
ν − ∂νAiµ)(∂µ′A

i
ν′ − ∂ν′Aiµ′),

por lo que esto implica que

δLm

δ(∂ρAiσ)
= −1

4
χi(φ)gµµ

′
gνν

′
[(δµρ δ

ν
σ − δνρδµσ)(∂µ′A

i
ν′ − ∂ν′Aiµ′) + (∂µA

i
ν − ∂νAiµ)(δµ

′
ρ δ

ν′
σ − δν

′
ρ δ

µ′
σ )]

= −1

4
χi(φ)[(gρµ

′
gσν

′ − gσµ′gρν′)(∂µ′Aiν′ − ∂ν′Aiµ′) + (∂µA
i
ν − ∂νAiµ)(gµρgνσ − gµσgνρ)]

= −1

4
χi(φ)[∂ρAσ − ∂σAρi − ∂

σAρi + ∂ρAσi + ∂ρAσi − ∂σA
ρ
i − ∂

σAρi + ∂ρAσi ]

δLm

δ(∂ρAiσ)
= −1

4
χi(φ)[4∂ρAσi − 4∂σAρi ] = −1

4
χi(φ)4F ρσi = −χi(φ)F ρσi ; (A.6)

2∂φ significa derivada con respecto al campo escalar.
3La variación es con respecto al i-ésimo campo vectorial, por lo que en esta sección el doble ı́ndice ii no

indica suma impĺıcita.
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ahora al variar Lm con respecto a Aiσ, el cual solo aparece en el término A2
i se obtiene

δLm

δAiσ
= −1

2
M2
i δ
[
gραAiαA

i
ρ

]
= −1

2
M2
i g

ρα
[
δασA

i
ρ + δρσA

i
α

]
= −1

2
M2
i [δασA

α
i + δρσA

ρ
i ]

δL

δAiσ
= −M2

i A
σ
i . (A.7)

Por último se procede a insertar (A.6) y (A.7) en la ecuación de movimiento de Euler-

Lagrange (A.5) para obtener las ecuaciones de Proca

∇ρ
[
χ(i)(φ)F ρσ(i)

]
= M2

(i)A
σ
(i), (A.8)

estas ecuaciones se pueden pensar como una generalización de la ecuaciones de Maxwell

para campos vectoriales masivos [30].

A.3 Variación con respecto a la métrica

Nuevamente se da la acción del sistema gravedad-campos de materia

S =
1

16πG

∫
dD+3x

√
−g
[
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)− 1

4
χi(φ)F 2

i −
1

2
M2
i A

2
i

]
, (A.9)

para obtener las famosas ecuaciones de campo de Einstein se debe variar la acción (A.9)

con respecto al tensor métrico y evaluar la variación on-shell

δS ∼
∫
dD+3xδ

√
−gLm +

√
−g
[
δR− 1

2
δgµν∂µφ∂νφ−

1

4
χi(φ)δF 2

i −
1

2
M2
i δA

2
i

]
, (A.10)

al usar la muy conocida variación del determinante de la métrica para una variedad lorentziana

[21,26]

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (A.11)

y se aplica la regla de Leibniz a δR

δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν ; (A.12)

a continuación se va a demostrar que δRµν es igual a una derivada total, por lo que se puede

ignorar al evaluar la acción on shell ; para realizar esta pequeña demostración se parte del

tensor de Riemann

Rσρµν = ∂µΓσνρ − ∂νΓσµρ + ΓλνρΓ
σ
µλ − ΓλµρΓ

σ
νλ. (A.13)
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La forma mas sencilla de realizar este cálculo consiste en trabajar en coordenadas normales

[34], ya que en cualquier punto p ∈ M se puede encontrar un sistema coordenado tal que

∂ρgµν(p) = 0 y por lo tanto Γρµν(p) = 0, por lo que el tensor de Riemann en coordenadas

normales tiene la siguiente forma4 [26, 34]

Rσρµν = ∂µΓσνρ − ∂νΓσµρ, (A.14)

como se están usando coordenadas normales se pueden cambiar las derivadas parciales por

derivadas covariantes5, por lo que al aplicar la variación con respecto a la métrica al tensor

de Riemann (A.14) se tiene

Rσρµν = ∂µδΓ
σ
νρ − ∂νδΓσµρ = ∇µδΓσνρ −∇νδΓσµρ; (A.15)

se puede observar que (A.15) es una igualdad entre dos expresiones tensoriales ya que la

variación de los śımbolos de Chistoffel es un tensor debido a que involucra la resta de dos

conexiones, una usando gµν y otra usando gµν + δgµν , pero la derivada extra que aparece en

la transformación de Γρµν es independiente de la métrica por lo que se cancela al realizar la

resta, dejando un objeto que transforma como un tensor, por lo que la expresión (A.15) es

una ecuación tensorial que aunque se derivó en coordenadas normales debe ser válida para

cualquier sistema coordenado [26]; por último, se contraen ı́ndices en (A.15) para obtener

el tensor de Ricci

δRρν = ∇µδΓµνρ −∇νδΓµµρ (A.16)

y posteriormente se contrae (A.16) con la métrica

gρνδRρν = ∇µgρνδΓµνρ −∇νgρνδΓµµρ

gρνδRρν = ∇µgρνδΓµνρ −∇µgρµδΓρρν

gρνδRρν = ∇µXµ, donde Xµ = gρνδΓµνρ − gρµδΓρρν ; (A.17)

de la expresión (A.17) claramente se observa que gρνδRρν es igual a una divergencia co-

variante y por lo tanto se puede usar el teorema de la divergencia para convertirlo en un

término de frontera que al evaluar la acción on-shell se puede ignorar [21]; por lo que como

se hab́ıa anticipado en la variación del escalar de curvatura (A.12) solo se considera el primer

término Rµνδg
µν .

4M es la notación usada en la literatura para una variedad n-diferenciable [26,35].
5La derivada parcial y la derivada covariante solo difieren por los śımbolos de Christoffel que son cero en

coordenadas normales.
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Ahora se procede a realizar las variaciones de Lm con respecto al tensor métrico, esto

se traduce en obtener la variación del invariante de Maxwell Fi
2

δF 2
i = δ

[
gµνgρσF (i)

µρF
(i)
νσ

]
δF 2

i = 2δgµνF (i)
ρµF

ρ
ν(i) (A.18)

y la variación del invariante A2
i

δA2
i = δgµνA(i)

µ A
(i)
ν ; (A.19)

ya que se tienen todas las variaciones con respecto a la métrica se procede a insertar Rµνδg
µν ,

δF 2
i y δA2

i en (A.10)

δS ∼
∫
dD+3x

[
− 1

2

√
−ggµνδgµν

]
Lm

+
√
−gδgµν

[
Rµν −

1

2
∂µφ∂νφ−

1

2
χi(φ)F (i)

µρF
ρ
ν(i) −

1

2
M2
i A

(i)
µ A

(i)
ν

]
, (A.20)

se inserta Lm en (A.20)

δS ∼
∫
dD+3x

√
−gδgµν

{
Rµν −

1

2
gµνR+

1

4
gµν(∇φ)2 +

1

2
gµνV (φ)

}
+
√
−gδgµν

{
−1

2
χi(φ)

[
F (i)
αµF

α
(i)ν −

1

4
F 2
i gµν

]
− 1

2
∂µφ∂νφ−

1

2
M2
i A

(i)
µ A

(i)
ν +

1

4
M2
i A

2
i gµν

}
(A.21)

y el último paso corresponde a evaluar (A.21) on shell para obtener las ecuaciones de campo

de Einsten6

Rµν −
1

2
gµνR = Tµν , (A.22)

donde el tensor enerǵıa-momento de la teoŕıa está dado por

Tµν = −1

4
gµν(∇φ)2 − 1

2
gµνV (φ) +

1

2
χi(φ)

[
F (i)
αµF

α
(i)ν −

1

4
F 2
i gµν

]
+

1

2
∂µφ∂νφ+

1

2
M2
i A

(i)
µ A

(i)
ν −

1

4
M2
i A

2
i gµν . (A.23)

6Cabe mencionar que a lo largo de esta tesis se usan unidades naturales, por lo que la constante de
acoplamiento en las ecuaciones de Einstein es la unidad.



Apéndice B

Divergencia del tensor

enerǵıa-momento

En este apéndice se demuestra que la ecuación asociada al campo escalar (2.2)

se puede deducir1 a partir de ∇µTµν = 0, para esto basta considerar el caso de campos

vectoriales sin masa, ya que esta no aparece expĺıcitamente en (2.2), con esto el tensor

enerǵıa-momento adopta la siguiente forma

Tµν = −1

4
gµν(∇φ)2 − 1

2
gµνV (φ) +

1

2
χi(φ)

[
F (i)
ρµF

ρ
(i)ν −

1

4
F 2
i gµν

]
+

1

2
∂µφ∂νφ; (B.1)

al aplicar la divergencia covariante a (B.1) e igualando a cero se tiene que

− 1

4
∇ν
[
∂αφ∂

αφ

]
− ∇νV (φ)

2
+
∇µ

2

[
∂µφ∂νφ

]
+
∇µ

2

[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
− ∇ν

8

[
χi(φ)F 2

i

]
= 0, (B.2)

al desarrollar las derivadas covariantes de los 3 primeros términos de (B.2) se tiene que

∇ν
[
∂αφ∂

αφ

]
= 2gαβ∂αφ

[
∂ν∂βφ− Γλνβ∂λφ

]
, (B.3)

∇νV (φ) = ∂φV (φ)∂νφ, (B.4)

∇µ
[
∂µφ∂νφ

]
= gαµ

{
∂νφ

[
∂α∂µφ− Γλαµ∂λφ

]
+ ∂µφ

[
∂α∂νφ− Γλαν∂λφ

]}
, (B.5)

1La identidad de Bianchi [21,26] asegura que ∇µGµν = 0, por lo que necesariamente se debe cumplir que
∇µTµν = 0.
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se procede a insertar (B.3), (B.4) y (B.5) en (B.2)

−gαβ∂αφ
[
∂ν∂βφ−Γλνβ∂λφ

]
−∂φV (φ)∂νφ+gαµ

{
∂νφ

[
∂α∂µφ−Γλαµ∂λφ

]
+∂µφ

[
∂α∂νφ−Γλαν∂λφ

]}
+∇µ

[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
− ∇ν

4

[
χi(φ)F 2

i

]
= 0, (B.6)

donde el primer y cuarto término de (B.6) se cancelan, esto se puede ver si se intercambian

los ı́ndices mudos α → µ y β → α en el primero término y recordando que los śımbolos

de Christoffel son śımetricos ante el intercambio de sus ı́ndices covariantes, por lo que la

expresión (B.6) se simplifica a la siguiente ecuación

−∂φV (φ)∂νφ+gαµ∂νφ

[
∂α∂µφ−Γλαµ∂λφ

]
+∇µ

[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
−∇ν

4

[
χi(φ)F 2

i

]
= 0, (B.7)

el siguiente paso es desarrollar la derivada covariante del tercer término en (B.7)

∇µ
[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
= ∇µ

[
χi(φ)F iρµ

]
+ χi(φ)F (i)

ρµ∇µF
ρ
(i)ν , (B.8)

pero en consecuencia de las ecuaciones de Maxwell (2.3) se tiene que ∇µ
[
χ(i)(φ)F

(i)
ρµ

]
= 0 ,

por lo que

∇µ
[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
= χi(φ)F (i)

ρµ g
αµgβρ∇αF (i)

βν = χi(φ)F βα(i) ∇αF
(i)
βν , (B.9)

recordando que el tensor de campo electromagnético es antisimétrico, la parte no nula de

la ecuación (B.9) se escribe como

∇µ
[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
=

1

2
χi(φ)F βα(i)

[
∇αF (i)

βν −∇βF
(i)
αν

]
, (B.10)

al expresar F
(i)
βν y F

(i)
αν en función de las respectivas derivadas parciales de los campos

vectoriales y desarrollando las derivadas covariantes, se obtiene el siguiente resultado

∇µ
[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
=

1

2
χi(φ)F βα(i)

[
∂ν
(
∂βA

(i)
α − ∂αA

(i)
β

)
− ΓλανF

(i)
βλ − ΓλβνF

(i)
λα

]
, (B.11)

donde el término entre corchetes en (B.11) se puede volver a expresar como una derivada

covariante, con lo que finalmente se obtiene

∇µ
[
χi(φ)F (i)

ρµF
ρ
(i)ν

]
=

1

2
χi(φ)F βα(i) ∇νF

(i)
βα. (B.12)

Ahora se procede a desarrollar el último término en (B.7)

−∇ν
4

[
χi(φ)F 2

i

]
=
−1

4
∂φχi(φ)F 2

i ∂νφ−
1

4
χi(φ)∇νF 2

i , (B.13)
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recordando que F 2
i = F

(i)
αβF

αβ
(i) y aplicando la regla de Leibniz se tiene

−∇ν
4

[
χi(φ)F 2

i

]
=
−1

4
∂φχi(φ)F 2

i ∂νφ−
1

2
χi(φ)F ρσ(i)∇νF

(i)
ρσ . (B.14)

Por último, para poder encontrar la ecuación del campo escalar se insertan las expresiones

(B.12) y (B.14) en (B.7)

− ∂φV (φ)∂νφ+ gαµ∂νφ

[
∂α∂µφ− Γλαµ∂λφ

]
+

1

2
χi(φ)F βα(i) ∇νF

(i)
βα−

−1

4
∂φχi(φ)F 2

i ∂νφ−
1

2
χi(φ)F ρσ(i)∇νF

(i)
ρσ = 0, (B.15)

donde se observa que el tercer y quinto término en (B.15) se cancelan, resultando en

−∂φV (φ) + gαµ
[
∂α∂µφ− Γλαµ∂λφ

]
− −1

4
∂φχi(φ)F 2

i = 0, (B.16)

donde el término entre corchetes en (B.16) se puede volver a escribir como ∇α∂µφ y al

contraer con la métrica se obtiene el D’Alambertiano para un campo escalar � = ∇µ∂µ;

por lo que se demuestra que a partir de ∇µTµν = 0 se obtiene la misma ecuación (2.2) que

se dedujo mediante el principio variacional en el apéndice A.

�φ = ∂φV (φ) +
1

4
∂φχi(φ)F 2

i . (B.17)
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