Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Instituto de Fisica “Luis Rivera Terrazas”

Agujeros negros y geometrias de
Schrodinger con violacion de hiperescala
en teorias de campo con gravedad

Tesis presentada por
Carlos Eduardo Romero Figueroa
para obtener el grado de

Maestria
(Fisica)

Dirigida por
Dr. Alfredo Herrera Aguilar

Puebla, México
junio 2021



(©)2021 - Carlos Eduardo Romero Figueroa

Derechos Reservados



Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mis padres, Raul Enrique Romero y Roxana
Figueroa por todo el amor y apoyo incondicional brindado a lo largo de mi vida, sin ellos
este trabajo no serfa posible. Al IFUAP, por haberme dado la oportunidad de ser parte
de tan prestigioso instituto. Al CONACYT, por darme el apoyo econémico necesario para
poder cursar mi grado de maestria. A mi asesor, el Dr. Alfredo Herrera por todo el
tiempo dedicado a este trabajo y todos los consejos brindados para llegar a ser un mejor

investigador.






Resumen

En esta tesis se presentan diferentes familias de soluciones exactas a las ecuaciones
de campo de una teoria de gravedad acoplada a un campo escalar real y n campos vectoriales
masivos en un espaciotiempo de Schrédinger con violacién de hiperescala en D + 3 dimen-
siones. Se obtiene una solucién para una teoria Einstein-Maxwell-Dilatén generalizada con
exponentes z y 6 libres. También se presenta una solucién en una teoria Einstein-Proca en
D = 2 soportada en un espaciotiempo puramente AdS. Por tltimo se realiza una bisqueda
exhaustiva de configuraciones de agujeros negros, obteniendo la primera familia de agujeros
negros con violacién de hiperescala asintéticamente Schrodinger para cualquier valor de z

y un numero arbitrario de dimensiones D.



Introduccion

La correspondencia hologrifica o norma/gravedad es una herramienta para estu-
diar teorfas de campo fuertemente acopladas. En el contexto holografico, una teoria de
campos de D dimensiones es mapeada a una teoria de gravedad de generalmente D + 1
dimensiones, donde la teoria de campo surge como la frontera del espaciotiempo. El interés
inicial de la holografia surgié con teorias de campo conformes duales a espaciotiempos Anti
de Sitter (AdS/CFT por sus siglas en inglés) [1], pero en la buisqueda de describir sistemas
de materia condensada en la vecindad de un punto critico, estas técnicas holograficas nece-
sitan ser extendidas mas alld del dominio relativista, esto debido a que en la proximidad
de un punto critico los observables generalmente exhiben una simetria de reescalamiento
anisotropa entre espacio y tiempo que puede ser parametrizada por el exponente critico
dindmico z: (t,x) — (A*t,\x) donde teorias con z # 1 son invariantes ante transforma-
ciones no relativistas [2,3]. Hay una gran cantidad de dlgebras que implementan este tipo
de anisotropias, muchas de las cuales son subalgebras del algebra conforme relativista; esto
implica que sistemas que exhiben este tipo de simetrias tienen una gran posibilidad de pre-
sentar duales gravitatorios que puedan realizarse como deformaciones apropiadas de AdS,

siendo los mas simples de estos los espaciotiempos de Lifshitz y Schrodinger [4].

Las geometrias de Lifshitz son duales a teorias de campo invariantes de escala, aunque
no son conformemente invariantes, cuentan con un exponente critico dindmico z # 1 y una

coordenada de dimensién extra o coordenada hologréfica r, como se muestra en la métrica'

2z 2
ds? = — <l) dt® + <l> [er + da:idxz} , 1=1,2,3...D;
T r

! A menos que se indique lo contrario en este trabajo se usa el convenio de sumatoria de Einstein, por lo
que dz'dx; significa: dxldxy + dz’dxs + ... dzxPdzp.
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el pardmetro real [ representa el radio de curvatura del espaciotiempo de Lifshitz [5,6] y
z = 1 corresponde al espaciotiempo de maxima simetria Anti de Sitter, que es generado por
la acciéon de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica negativa. Este tipo de geometrias
surge al acoplar gravedad con campos de materia apropiados (como un campo de norma
masivo en el caso mas simple [7]). Esta generalizacién de AdS es utilizada ampliamente como

ansatz para modelar sistemas de materia condensada [8] y es invariante ante el reescalado

xi—>xli:)\mi, r—r = Ar, t—t =\t
Otros espaciotiempos que se pueden utilizar en el lado de gravedad para reproducir el com-
portamiento anisétropo entre espacio y tiempo son las geometrias de Schrodinger; el grupo

de isometrias de estas geometrias es llamado grupo de Schrédinger Schp(z) [9,10].

En sistemas de materia condensada las transiciones de fase en modelos clasicos pueden ser
producidas debido a las fluctuaciones térmicas, en contraste, los sistemas cuanticos exhiben
fluctuaciones asociadas al principio de incertidumbre de Heisenberg y esto puede producir
transiciones de fase a temperatura cero, conocidas como transiciones de fase cudnticas [11].
Un punto cudntico critico puede ser caracterizado por diferentes tipos de exponentes criticos
y satisfacer diferentes relaciones entre ellos, como las llamadas relaciones de hiperescala que
tienen la particularidad de que la dimensién del espacio aparece en ellas explicitamente. En
los tdltimos anos ha surgido un gran interés por estudiar sistemas no relativistas que pre-
senten este tipo de propiedad, por ejemplo, en [12] Bom Kim estudia de forma exhaustiva
propiedades holograficas de sistemas no relativistas con violacién de hiperescala y exponente
dindmico general z, centrando el estudio en la entropia de entrelazamiento para fondos tipo

Schrodinger de D + 3 dimensiones.

En general los sistemas con violacién de hiperescala puede ser modelados desde el lado

de gravedad utilizando la siguiente familia de métricas?

dsh, o = P2 D=0/D (=2 gi2 4 dgr? 4 datday),

donde 0 es el llamado exzponente de violacion de hiperescala; esta es la clase mas general

de geometrias que presenta una violacién de hiperescala y un exponente critico dindamico,

2Que se reduce a Lifshitz puro cuando 6 = 0.
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estas métricas transforman el elemento de distancia propia como
8
ds — ADds.

Para teorfas con hiperescala la entropia se comporta como S ~ TP/# donde T, D y z son la
temperatura, el nimero de dimensiones espaciales y el exponente critico dinamico, respec-
tivamente. El exponente 6 estd relacionado con la transformacién de la distancia propia y
la no invariancia de esta ultima implica la violacién de hiperescala de la teoria de campo
dual, lo cual se traduce en que, por ejemplo, el comportamiento de la entropia se modifica a
S ~ TP~/ [13]; en general en un sistema con violacién de hiperescala el comportamiento
termodinamico de la teoria es como si exhibiera un exponente dinamico z, pero viviera
en (D — ) dimensiones espaciales. La violacién de hiperescala ya ha sido estudiada por
diferentes motivos, por ejemplo en [13] se utiliza AdS en el marco del cono de luz para
derivar la termodindmica de agujeros negros de Schrédinger con violacion de hiperescala.
En [3] se construyen soluciones hiperbdlicas de agujeros negros cargados con violacién de
hiperescala, mientras que en [14] se presenta una solucién analitica de agujero negro con
factor de violacién de hiperescala en la teorfa Einsten-Maxwell-Dilatén. En [15] se estudian
agujeros negros de Lifshitz acoplados a campos de norma no abelianos con violacién de
hiperescala y en [8] se analizan varios aspectos relacionados con teorfas holograficas con

exponente dindmico general y parametro de violacién de hiperescala.

Esta tesis se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 1 se presenta una breve
introduccién a los grupos de simetria no relativistas, con especial énfasis en la realizacién
geométrica de la simetria de Schrodinger. En el capitulo 2 se discute en detalle un sistema
particular de gravedad acoplada a campos de materia y se desarrollan las ecuaciones de
campo de esta teoria en un fondo tipo Schrédinger con violacién de hiperescala de D + 3
dimensiones. En el capitulo 3 se construye una solucién exacta a las ecuaciones de campo
en el marco de la teoria Einstein-Maxwell-Dilatén con violacién de hiperescala, esto se lo-
gra con un campo vectorial sin masa puramente eléctrico y un campo escalar real. En el
capitulo 4 se presenta una configuracion de campos que soporta la geometria de Schrodinger
sin violacién de hiperescala para una teoria Einstein-Proca. En el capitulo 5 se presenta la
primera familia de agujeros negros con violacién de hiperescala asintéticamente Schrodinger
para cualquier valor de z y D. Por 1ltimo en el capitulo 6 se exponen las conclusiones al

trabajo de investigacién y se discute el posible trabajo futuro.
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Capitulo 1

Grupos de simetria no relativistas

En esta seccién se presenta una pequena introduccién a los grupos de simetria
no relativistas, siendo de especial interés la simetria de Schrodinger. Una teoria de cam-
pos relativista es aquella que es invariante ante el grupo de Poincaré!, donde P son los

generadores de traslaciones y M los generadores de las transformaciones de Lorentz

/
PH gl — pt =P + ot
, (1.1)
1) _ v,
MM gt — ot = MEx,
ademdas una teoria presenta invariancia conforme si es invariante ante las dilataciones

isétropas D y transformaciones conformes especiales K* [7]

Dk — 't = Az,
o+ Kl -z (1.2)
1+ 2K+z, + k2a?’

!
KVigh 5ot =

mientras una teoria de campos no relativista homogénea y espacialmente isétropa en D
dimensiones con coordenadas espaciales ' y una coordenada temporal ¢ es invariante ante
los generadores
S . ) .
P :x—zx'=2"+d,
ij . /i i g
LY 2" —a' = L, (1.3)
’
H:t—t =t+a,

donde P?, H y L% son los generadores de traslaciones espaciales, temporales y rotaciones

espaciales, respectivamente. Estas transformaciones pueden realizarse mediante las trans-

LEl grupo de Poincaré consiste en las traslaciones espacio-temporales y las transformaciones de Lorentz.
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formaciones de Galileo C"

C'iat =2t =gt — o't (1.4)

el grupo Galileano resultante de estas transformaciones es una contracciéon del grupo de

Poincaré, este grupo admite el algebra [7,10]
[CF, PT] = M&Y, (1.5)

donde M es el nimero de particula o la masa no relativista. Una teoria invariante Lifshitz

homogénea y espacialmente isétropa admite la simetria de reescalamiento no relativista
D, :2' - 2" = Az, t—t = Nt, (1.6)

donde el parametro z es el conocido exponente critico dindmico que codifica la anisotropia
entre espacio y tiempo; el grupo de simetria que consiste de los generadores (H, P?, LY,
D,) es el denotado como grupo de Lifshitz Lifp(z) y no es un subgrupo ni una contraccién
del grupo conforme. Realizaciones geométricas de la simetria de Lifshitz, originalmente
introducidas en [2], han sido ampliamente estudiadas en el contexto holografico, por ejemplo
construcciones de soluciones analiticas de agujeros negros asintéticamente Lifshitz en teorias
con campos vectoriales masivos se reportan en [5,6,16,17], también en la literatura se pueden
encontrar multiples soluciones de agujeros negros con simetria Lifshitz en modelos Einstein-
Maxwell-Dilatén [3,18,19]. En este trabajo de tesis no se estudia la simetria de Lifshitz
sino que nos interesa estudiar otro grupo de simetria no relativista, el llamado grupo de

Schrodinger Schp(z).

1.1 Simetria de Schrodinger

El grupo de Schrodinger presenta simetria invariante de escala y es un grupo no
relativista que se puede realizar en D + 2 dimensiones con D coordenadas espaciales z° y
dos coordenadas de cono de luz z+ y 2, siendo para cualquier valor de z un subgrupo del
grupo conforme SO(D + 2) [7]. Schp(z) consiste de traslaciones espaciales P’ y rotaciones

espaciales LY

. , . S
P ozt =2"+a,

g . . o
LY . :U”‘—)mZ:L;-xj
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y cuenta con las traslaciones de las coordenadas del cono de luz

’
H: 27 w2t =zt +aq,

) (1.8)
M: 0wz =z +a
ademds incorpora las transformaciones de Galileo C*
i i ' i i+ - — - ii Lo 4
C': x=axt=2' =0T, T =z =v +va:—§vx (1.9)
v las dilataciones anisétropas D,
D,: ' —=2t=xt, zt o2t =Nzt 2 a2 =2\, r—r = Ar.

(1.10)

Algo importante a tener en cuenta es que para el caso z = 2 se puede extender el grupo de

simetria e incluir la simetria especial conforme K*

at 4 kta? .
1+ 2kt + k222’

KM: ot gt = (1.11)

donde z? = Nuvrha”.

1.2 Realizacién geométrica de la simetria de Schrodinger

El grupo de Schrédinger geométricamente se puede realizar primero deformando
AdS y de esta forma reducir las simetrias a las de Schp(z) [10]; este grupo se presenta como

el grupo de isometrias de la siguiente geometria de D + 3 dimensiones [7,10, 20]

o —bdxt)?* 1., j + g - .
ds® = — + r—2(dr +da?dxj +2dx"dxT), j=1,2,3..D, (1.12)
donde el parametro b es arbitrario y se puede absorber por la siguiente transformacién de
escala

vt =2t =brt, 2T 2T =27 /b,

sin embargo, resulta 1til escribirlo explicitamente ya que el caso b = 0 corresponde a la
métrica AdS, mientras b # 0 corresponde a una deformacién de la teoria conforme [7]. Las
geometrias de Schrodinger surgen como soluciones a una variedad de modelos de gravedad,

por ejemplo en teorias de gravedad masiva topolégica la cual es una teoria en 3 dimensiones
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en donde la usual acciéon de Einstein-Hilbert es reemplazada por un término gravitacional

Chern-Simons, con una accién [9]

S =

1 1 o 2 .
167G /dgx\/ —g |:R —2A + ﬂekuy(rl))\oaﬂrpu + gFiaFZTrup) )

A
1%

métrica g,,, A es la constante cosmoldgica y € es el simbolo Levi-Civita [21]; otro ejemplo

donde R es el escalar de curvatura, I, son los coeficientes de la conexién asociada a la
son teorias de gravedad acopladas a campos vectoriales masivos como se muestra en la
accion [7,9]

1 1 1
= [day—g|R—2A — ~F? — M?A?
167er+1/ v 9[ 1 2 ’

donde A es el campo vectorial que soporta la geometria y F' es el tensor de campo electro-

S

magnético [7]. También se pueden encontrar en la literatura otras realizaciones geométricas
diferentes a la simetria de Schrodinger, por ejemplo en [4] los autores estudian varios aspec-
tos geométricos de la simetria de Schrodinger en coordenadas de Poincaré y en coordenadas
globales. Una de las principales realizaciones de las geometrias de Schrodinger es presentada
en el articulo publicado por Dam Son [10], en el que se discute la posibilidad de que este
tipo de geometrias corresponda al dual gravitatorio de un sistema de fermiones unitarios

fuertemente acoplados cuyo grupo de simetrias es el grupo de Schrodinger.



Capitulo 2

Ecuaciones de campo del sistema

gravedad-campos de materia

El objetivo principal de este trabajo de tesis es encontrar configuraciones de campo
que soporten la geometria de Schrodinger con violacion de hiperescala, es bien sabido que
estas geometrias no son soportadas en entornos Ricci flat! por lo que se necesita partir de
una teoria de gravedad acoplada a campos de materia [7,10]. En este capitulo se presentan
en detalle las ecuaciones de campo de un sistema particular de gravedad-campos de materia

en un fondo de D + 3 dimensiones tipo Schrédinger con violacién de hiperescala.

2.1 Accién de la teoria de gravedad-campos de materia

Nuestro punto de inicio es la teoria de Einstein-Hilbert como modelo de gravedad

con acoplamiento minimo a un campo escalar real ¢ llamado dilatén y n campos vectoriales

A; con masas M;, esta teorfa se describe por la siguiente accién en D + 3 dimensiones?

_ 1 D+3 1 2 1 9 1o 9 9
Slgus s8] = 15 [ 47 750VTG| R = 5(VOP = V(9) = pulo)F? - M, (2
donde R es el escalar de curvatura, (V¢)? = . pO0H ¢ corresponde al término cinético del

campo escalar, F; es el tensor electromagnético del campo vectorial A;

F,=dA;— F,,=0,A,-0,A, i=123. mn

1Un espaciotiempo es Ricci flat si R, = 0.
2Recordar que i indica suma sobre i = 1,2, 3...n campos vectoriales.
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F? = F,SQF(ZL)” es el término cinético de Maxwell y A? = A,(f)A’é) es el cuadrado del campo
vectorial®; ademds el campo escalar estd sujeto a un potencial de autointeraccién no triv-
ial V(¢) y la teoria presenta acoplamientos no-minimos x;(¢) entre el campo escalar y los
invariantes de Maxwell [22]. La presencia del potencial V(¢) se puede pensar como una
generalizacién de una constante cosmoldgica A y las funciones de acoplamiento y;(¢) facil-
itan la obtencién de soluciones analiticas a las ecuaciones de campo con pardametros z y 0.

Las ecuaciones de campo* que se derivan de la accién (2.1) son

1
O = 0,V (¢) + 13¢X¢(¢)Ff, (2.2)
\7 [X(i)(ﬁf))F(’ﬁ)V] = M() Ay, (2.3)
1
RMV - igul/R = T,ul/; (24)

donde el tensor energia-momento de los campos de materia que actia como fuente de la

curvatura del espaciotiempo es

1 1 1 ) o 1
T;w = _Zguu(v¢)2 - §guuv(¢) + §X1(¢) FC(YJF@)V - ZFz?g;w

1 1 O
+ 50u0u + S MPAD AL — S M Algu; (25)

se puede comprobar que la expresién dada por (2.5) cumple con la conservacion local de la
energia, es decir que

VAT, = 0.

2.2 Cantidades geométricas del espaciotiempo de Schrodinger

con violacién de hiperescala

En relatividad general la gravedad se expresa en términos de un tensor métrico
que describe las propiedades geométricas del espaciotiempo, por lo que para poder resolver
el sistema de ecuaciones de campo dado por (2.2), (2.3) y (2.4) a (1.12), pero se hace
una transformacién de coordenadas r — 1/7, lo cual fisicamente se traduce en cambiar la

frontera asintética del espaciotiempo®, también se afade a la geometria el factor conforme

3Nétese que los indices entre paréntesis indican que no hay suma implicita para esos indices repetidos.
4Remito al lector al apéndice A para ver en completo detalle la derivacién de las ecuaciones de campo.
SEsta transformacién estd permitida debido a la covariancia de las ecuaciones de Einstein.
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r=20/D que incorpora la simetria de violacién de hiperescala. La dualidad norma/gravedad

identifica el espacio en el que se define una teoria de campos como la frontera conforme del
espaciotiempo de la teoria de gravedad [1], algo importante a mencionar es que para estudiar
de forma hologréfica teorias de campos a temperatura finita, el diccionario hologréfico
demanda que las soluciones requeridas del lado de gravedad sean geometrias con agujeros
negros [23-25]. Para poder realizar un estudio mas profundo de esta teoria de gravedad y
posteriormente una posible teoria de campos holografica se permite que el espaciotiempo
presente soluciones de agujeros negros. Para esto se necesita incorporar a la métrica una
funcién f(r) llamada factor de ennegrecimiento, esta funcién debe anularse en un punto
r # 0 que determine la existencia de un horizonte de eventos. Ademés se demanda que
f(r) = 1 cuando r — 0 o r — oo para recuperar la geometria de Schrodinger con violacién
de hiperescala en la frontera asintética del espaciotiempo; con todo esto se tiene la siguiente

métrica 6

1
r2f(r)

d52D+3 = p20/D —*r¥ f(r)(dzT)? + dr? + rz(dazjdxj +2dxTdxT) |, (2.6)

donde j = 1,2,3..D. Hay que tener mucho cuidado al calcular todas las cantidades
geométricas del espaciotiempo descrito por la métrica (2.6) ya que se pude observar que el
tensor métrico tiene una forma no diagonal, lo cual se evidencia de forma mas clara si se

escribe en su forma matricial

fb2r2zf(r) r2 0 0 0
r2 0 0 0 0
1
g = 12 0 0 =m0 0
0 0 0 r2 0
0 0 0 0 r2

SEn lo que resta de trabajo por comodidad algebraica se normaliza el valor del exponente de violacién
de hiperescala § = 0/D y el radio de curvatura se fija a { = 1.



Capitulo 2: Ecuaciones de campo del sistema gravedad-campos de materia 9

con su respectiva matriz inversa

0 r2 0 0 0

=2 p?r2E2 () 0 0 0
w98 0 0 r2f(r) 0 0
g =r ;

0 0 0 r2 0

0 0 0 0 r—2

donde los elementos covariantes y contravariantes de la métrica (2.6) son

gor = —brC0f(), g =D (),

7,—2(5+1) . _
Grr = Wv g = f(T‘)T‘Q(OJrl),
Gab = 5abT_2(é_1)a gab _ 6ab,r_2(0~—1)7 (27)
g = 7,72(971)7 ngf — r2(971)7

nétese que se usa la convencién de indice latino para coordenadas espaciales transversales;
esto significa que a,b = 1,2...D; mientras que el determinante de la métrica (2.6) estd dado
por
lg| = _LT—2[9~(D+3)—(D+1)]’
f(r)
se puede observar que |g| solo depende de la funcién métrica f(r) y el pardmetro 6. A
continuacién se calculan todas las cantidades geométricas de la métrica (2.6) que se necesitan

para poder desarrollar las ecuaciones de campo (2.2), (2.3) y (2.4).

2.2.1 Simbolos de Christoffel

La geometria de Schrodinger es un espaciotiempo libre de torsién y con compatibil-
idad métrica por lo que la conexién definida sobre esta variedad es la conexién de Levi-Civita

cuyas componentes en una base coordenada son los llamados simbolos de Christoffel [26]

1
I‘i;z/ = §g>\p [a,ugzzp + augup - apgm/] ; (2.8)
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usando la definicién (2.8) para calcular la conexién de la geometria definida por el tensor

métrico (2.6), se obtienen los siguientes simbolos de Christoffel no nulos’

p2p2(2+1) 2 9y —0 ~
Fi+=r2f{"§c+(z7a)}, Iy = 150 — )b
o= 1), r:,n:—;{%mf”}? »
+ __(é—l) _ __(5—1)
FJrr_ r ’ F*T_ r )
o RE o 2(2 1) N (=
F+r—_2{f+r}7 br — 7 r 6b.

Recordar al lector que los simbolos de Christoffel no son cantidades tensoriales [21,26], sin

embargo representan una conexién simétrica ante el intercambio de los indices covariantes.

2.2.2 Tensor de Riemann

Una vez que se tiene la conexién de la geometria se procede a calcular el tensor de
curvatura o tensor de Riemann, que es una de las cantidades mas importantes en geometria
diferencial para definir la curvatura de una variedad de dimensién arbitraria, el cual se

puede expresar como un tensor tipo (1,3) [21]

R, = 8,15, — 8,5, + T3, T9, — T} T%,, (2.10)

el valor de cualquier otra entidad que describa la curvatura de una variedad puede deducirse
de este tensor, tal es el caso del tensor de Ricci o el escalar de curvatura que son las ex-
presiones que describen la parte geométrica en las ecuaciones de campo de Einstein®. Las

componentes no nulas del tensor de Riemann para el tensor métrico (2.6) son

e Che L2} G L2} ., — 0= L

RE,_ = (-1, Lo =6-uer{ el ©, = (1)
Ri.H; = —7“2f(§—].)25ab, R;_b = —7“2f(9~—1)25ab, arb (9 1) 3f { 2ff }6(11)7

"A partir de esta pagina queda implicita la dependencia radial del factor de ennegrecimiento f(r), por lo
que f'y f” significan primera y segunda derivada con respecto a la coordenada r, respectivamente.

8El tensor de Ricci y el escalar de curvatura contienen toda la informacién de la traza del tensor de
Riemann.
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2

Royy=—r2f(D=1)(0 = )%,  Ri_, =022 -1),
20200 _ ' 4
Gor = —bf(;rDrQ(Z“) {J; + Q(ZT %) } Sp s
" 2 (5z—20-2) , — )22 -1+ (z2—1)(0 -1
RL, = 1222 {§f+ (‘;) L (52 L P I R G )}

2 " 2 5 _2@_2 B
R;r:b?r%‘*{ 2f +2ff+(z > )rf’+(z—1)(2z_9)f},

Ry =120 - 0f {4 - 1)1}

cabe mencionar que se puede obtener R7,, a partir de R7 , si se hace uso de la anti-
simetria del tensor de Riemann ante el intercambio de los tiltimos dos indices?, por lo que
en las cantidades de arriba solo se muestran las componentes independientes del tensor de

Riemann.

2.2.3 Tensor de Ricci

Para el tensor de curvatura formado a partir de una conexién arbitraria'® hay
diferentes contracciones independientes que se pueden tomar [21], pero para la conexién de
Levi-Civita el tensor de Ricci es la tinica contraccion diferente de cero que se puede formar
del tensor de Riemann y se define como como la traza resultante de la contraccién del primer
y tercer indice del tensor de curvatura. Para la métrica (2.6) las componentes no nulas del

tensor de Ricci son

R+ b2 2(z+1) { ff,/—l- f/2+ ﬁff + 2f2} (2‘11)

Ry — MH {g} } (2.12)
Ri_ = (1) {gfl + [1 —(@-1)(D+ 1)} f} , (2.13)
Roy = (60— 1)r? { rff [1 —(@-1)(D+ 1)} f} S (2.14)

9L.a antisimetria ante el intercambio de los primeros dos indices no es evidente a menos que se exprese el
tensor de Riemann en su forma (0,4).
10No necesariamente Christoffel.
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donde
a:(z—é){Qz—D(é—1)—é}+2(é—1)(z—1), B=52—20—D@-1)—1.

El ultimo ingrediente necesario para construir el tensor de Einstein es el escalar de curvatura
o escalar de Ricci que se define como la traza del tensor de Ricci y se forma de la contraccién
del tensor de Ricci con la métrica R = g"”R,,,, que para la métrica de Schrédinger con

violacién de hiperescala (2.6) toma la siguiente forma
R=(D+2)@—1)y? {rf’ + [2 —(G-1)(D+ 1)] f} : (2.15)

algo importante a comentar es que una de las caracteristicas de la geometria descrita por
la métrica (2.6) es que para el caso en que no hay agujeros negros'! se tiene que R oc 129,

esto implica un escalar de curvatura que no es constante, a diferencia de las geometrias que

no presentan violacién de hiperescala [7,8].

2.3 Desarrollo de las ecuaciones de campo

Una vez calculadas todas las cantidades geométricas de interés se procede a insertar
la informacién de la geometria en las ecuaciones de campo (2.2), (2.3), (2.4) y de esta forma
desarrollar la configuraciéon de campos en un fondo con simetria de Schrédinger con violacion

de hiperescala.

2.3.1 Ecuaciones de Einstein

Con las expresiones del tensor de Ricci (2.11)-(2.14) y el escalar de curvatura (2.15)
se construye el tensor de Einstein G, que representa la curvatura del espaciotiempo del

sistema gravedad-campos de materia descrito por la accién (2.1)

1
le = R/uz - ig,ul/R7 (216)

donde las componentes no triviales de G, son

b2T2Z
2

Gy = {rsz” + %TQf’Z + bz =3)rff + [42:2 —22(1+260) — 2000 — 6) — 8} 2,

(2717)

UEs decir f(r) = 1.
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(D+1)(D+2)(f —1)°

Gy = 3 , (2.18)

i 1-60)(D+1)|D(1—0)+2
LS WP e CAdl] LU L PP

; 1—6)(D+1)[D(1—0)+2
Gab = dab %ﬁf%—( o ){ ( o Lﬁf ; (2:20)

2

ahora falta desarrollar la parte de materia de las ecuaciones de campo de Einstein que
corresponde al tensor energfa-momento 7}, que describre la concentracién de materia que
curva el espaciotiempo'?, cabe mencionar que la métrica (2.6) describe un espaciotiempo
estatico!®, entonces por consistencia con la parte geométrica en las ecuaciones de campo
se impone que todos los campos de materia hereden las isometrias del espaciotiempo (2.6),
por lo que tanto el campo escalar ¢ y los n campos vectoriales A; solo son funciones de la

coordenada holografica r [22]

p=0(r) vy Ai=Ar),
por lo que si la ecuacién (2.5) se expresa por componentes se tiene que
2(1—2)
fo?
(Vo)*

2

5 ) . . 1 . .
Tyy = xi(0)r* 2 { (L) + A4 2Az'Az’}

f

120

+ V(o) , (2.21)

Fb2r2(=-1)

M? AL’
a= [+A’ AL ++g AZA’

1 2(6-1) fo? i it L g
TTT = 7XZ(¢))’I" 7"2( )(A ) + A+ Ai + §AC Ac

1 —(V¢)? M2 .
T o |2 +V(e)| - o | A Al 4+ ACAC . (2.22)
_ L2 4 i L [(V9) Mg g

12por ejemplo si T,.,=0 implica una teoria en el vacio es decir puramente gravitatoria.
13Tanto los elementos de la métrica como el factor de ennegrecimiento solo dependen de r.



14 Capitulo 2: Ecuaciones de campo del sistema gravedad-campos de materia

Ty = 5 Fa(@)r?0+D {Az’Az’ — Sat [AL’AZ_’ + ;Az’Az’] } + ]‘g AL

— Oab 1~
27”2(9_1)

2
(Vo) ? [AZFAi_ + ;AQAZ;H (2.24)

2

+V(9)

p2 (MAL)?

T =(AL) + FTECT (2.25)
o MZ2AL AL
Tio=AL A 4 14 a (2.26)
“ O File)r2040)’
o M2A! Al
T o=A'A 4 —i="a (2.27)
C fxlg)ra0e0)
o M2 A Al
Ty, = AAV 4 (2.28)
sz‘(¢)7”2(1+9)
o MZ2AT A
T, =A Ay 1= (2.29)
fxi(g)r2(+0)
"y M2Ai Al
o= ALV A i T (2.30)

Fxi()r2a+0)

donde los términos ALA% y A’ A7’ contienen una doble suma implicita'®, la primera sobre
todas las componentes espaciales transversales del i-ésimo campo vectorial y la segunda
sobre los n campos vectoriales. Finalmente se iguala la parte geométrica de las ecuaciones
de Einstein'® G con la parte de materia dada por T}, resultando en el siguiente sistema

acoplado de 10 ecuaciones diferenciales no lineales'6

P2 1 T2f,2 / 20 r21-2) i ! oai !
Eiy: M+ = 57 + Birf +aaf = fxi(o)r R (A’ ) + AL AL
1 |(v M2 Ai?
20 ( 2¢) A [flﬂr?z ) +ALAL) L (231

- — — D o
"“Por ejemplo ALA. realmente significa 7" | S°7  ALAL.

5 z. . . . .

5Se define el simbolo &, para hacer referencia a las ecuaciones de Einstein.

16En realidad son més de 10 ecuaciones diferenciales, porque Eu» contiene D ecuaciones idénticas.
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1 ; b2 . o, 1 ., .
Emrt aof = §in(¢)7“26 { f (Al_/)2 L+ A:_/AZ_I n Az/AlC/}

r2(1-2)
1 _(v¢)2 M2 i Al 1 AT
| e V@) - |ALAL + ACAC . (2.32)
1 < 1 V)2 M?
e Gl +asf = —phaonPalal - o\ L) - oAl @)
T

1 5 o o 1 ., . M2 ..
Eab: Oap{Porf +asf} = §in(¢)7"29 {AZ/A?,/ — Oab [ALIA’_/ + QAZIAZCI} } + 27;2 Al AL

— (5ab {1~ (V¢)2
2720
p2 (MAL)?

2
577 : (AZ_ ) + W == 0, (235)

+ 55 [A+A + 2ACAC} } (2.34)

+V(¢)

Era: AVA 4 0 (2.36)
fxi (<25>7"2 14d)
Eq: A4 4 _Tit=Ta g (2.37)
fx (<25>7"2 1*‘9)
o, M2A!_Ai
Epp: AV A4 T (2.38)
Fxi(¢)r20+9)
o, M2A? Al
E,: ATA 4 Tt g (2.39)
Fxi(g)r20+0
Eu: AA 4 it (2.40)

fxi (¢>)7“2 )
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donde aq, f1, ag, ag y B2 son las siguientes constantes que dependen de los parametros z

y 0

a1:4z2—22(1+2§)—2[4+0~(9—6)},

0y = (D +1)(D+2)(0 - 1)

g = —%(é— (D +1) {D(1 —0) + 2} ,

Bl =5z — 37
By =5 (@~ 1)(D+ 1),
0=0/D

Las ecuaciones (2.35)-(2.40) corresponden a las restricciones impuestas sobre 7}, por las
componentes que son idénticamente cero de G, lo cual se discute con mayor detalle mas
adelante cuando se presentan diferentes ansdtze de los campos de materia para poder re-

solver el sistema de ecuaciones de campo.

2.3.2 Ecuaciones de Proca para los campos vectoriales A;

Para escribir por componentes las ecuaciones de Proca (2.3) primero se desarrolla

explicitamente la derivada covariante del primer miembro [21, 26]
v v [T AN v A
Vi [ O FLY | = 0 [xy (@ FL | + x00(0) [Tl + T FL|

pero el término F/’i/\F(’;) es idénticamente cero porque es una contraccién de un par de
indices simétricos (simbolos de Christoffel) con un par antisimétrico (tensor de campo elec-

tromagnético) [21], por lo que,
Vi [ O FE | = 0 [x (@FLY ] + X (0) [Tl FY (2.41)

esta expresién se puede simplificar si se desarrollan'” los simbolos de Christoffel FZ)\ de la

siguiente manera

1 1 B
L= 59" 0xgp + Ouup — Ougupl = Str(9 '9rg),

"Donde g es la representacién matricial del tensor métrico, g~! su matriz inversa y tr significa calcular
la traza.
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si se escribe g7'0\g como la derivada de un logaritmo y se conmuta'® la derivada con la
operacion tr se tiene que

1
Tl = 5tr(0aLog(g)], (2.42)

la ecuacién (2.42) se puede escribir de forma mas inteligente si se usa la siguiente identidad

vélida para matrices diagonalizables [21,26]

Log(—lgl) = tr{Log(g)], (2.43)

siendo |g| el determinante!® de la matriz g; si se inserta la ecuacién (2.43) en (2.42), con un

poco de algebra se obtiene

1
Tin = v/ —lgl, (2.44)

—lgl
por ultimo se inserta (2.44) en (2.41), con lo que se tiene que
1
Vi IX@) (D Fy | = 0u | x@) () Fly +X¢F){V78A\/—’9’7 (2.45)
u[() ()] u[() ()} (@) )m

donde como se explico antes, por consistencia solo existen derivadas con respecto a la
coordenada r, lo que implica que g = r y A = r es la tinica componente no trivial en (2.45),

por lo que
v Ty Ty 1
Vi [X(i)(ﬁﬁ)F(lz)] =0, [X(i) (¢)F(¢)} + X(i)F(@') ﬁ&"\/ —lgl, (2.46)
el lector podré notar claramente que (2.46) corresponde a la derivada de un producto que
se puede escribir de forma compacta como
4 1 8%

Vi [ (@ FL] = VT [V lah (@) F | (2.47)
la ecuacién (2.47) representa el primer miembro de las ecuaciones de Proca (2.3), por lo que
al igualar el segundo miembro de (2.3) con (2.47) se obtiene

1
—lgl

las cuales son las ecuaciones de Proca en una forma mas 1til para realizar cdlculos. Al ex-

o [/ lalx () F| = M) A%, (2.48)

presar por componentes la ecuacion (2.48) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales
no lineales de segundo orden para las componentes del campo vectorial?® A;

, " 1+0)+D(1—6 : MZA

AZ_” + i XZ(¢) ( + ) + ( ) A7,_/ _ 1 — _ = , (249)
2f xile) r fxi(¢)r2+9

8 Tanto la traza como la derivada son operaciones lineales por lo que conmutan.

19N6tese que se estd trabajando con una variedad Lorentziana por lo que lg| < 0.
29En las ecuaciones de Proca el indice i no indica suma fmplcita.
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i X)) (1+0)+DA-0)| i+ MPAL 2(2-1)]" 4i ’
A *{zf%w)* : }A*_W"’ ] al
(2.50)
i S xi9) A+ +DA-0)| o0 MPAL
ot {2f o) r }Aa Fralgyrearn 220
Al =0; (2.52)

que la componente radial de los campos vectoriales sea cero es consecuencia directa de las
isometrias del espaciotiempo (2.6) y de la antisimetria del tensor de campo electromagnético
F!: esto implica que las ecuaciones (2.38), (2.39) y (2.40) que son las restricciones impues-
tas sobre las componentes no diagonales T',, T, y Ty, se cumplen trivialmente debido a

que Al = 0.

2.3.3 Ecuacién del campo escalar ¢

La tultima ecuacion que queda por desarrollar es la ecuacién asociada al campo
escalar [23]

06 = 0,V/(8) + 105:(6) 7, (25)

donde LI = g""V,V, es el operador D’Alambertiano; por lo que si se inserta la informacién

de la métrica (2.6) en el primer miembro de (2.53) se tiene que®!

Oo = guyvuaud)
06 = g [0,0,6 — Th,000] (2.54)

pero el campo escalar solo depende de la coordenada r, por lo que en el primer término de

(2.54) p=r, v =ry en el segundo término A = r, por lo que
O¢ =g""¢" — g T}, ¢, (2.55)
al desarrollar la doble suma en el término g"“T",, se tiene que

O6 = g6 — |97 6T, + 9Tl + 207 T | (2.56)

21G8e recuerda que ¢ es una cantidad escalar por lo que V, ¢ = 0,¢.



Capitulo 2: Ecuaciones de campo del sistema gravedad-campos de materia 19

lo que procede es insertar los simbolos de Christoffel (2.9) y los elementos contravariantes
de la métrica (2.7) en la ecuacién (2.56), al realizar el dlgebra correspondiente finalmente

se obtiene

2f T

O¢ = fr2(1+§) {¢//+ ! n (D +3) *é(D+1)

qS’} , (2.57)

por lo que al igualar (2.57) con el segundo miembro de (2.53), la ecuacién del campo escalar

se escribe como

; " (D+3)-0D+1)| , 1 I

al desarrollar Ff, la ecuacion del campo escalar se expresa como

IV (¢)
fr2(1+5)

<4 d)/:

. f (D+3)—6(D+1)
b

1 = ) L o
+ 5%)@((;5)7*2(9’1) { FRr2ED (A ) oAl Al 4 Ag’Ag’} . (2.58)

La ecuacién (2.58) es la que dicta la dindmica del campo escalar. En resumen, las ecuaciones
(2.31)-(2.40) hacen referencia a las ecuaciones de campo de Einstein, las ecuaciones (2.49)-
(2.52) son las ecuaciénes de Proca para las componentes de los campos vectoriales A; y
(2.58) es la ecuacién asociada al campo escalar, donde todas estas ecuaciones juntas forman
un solo sistema acoplado de 15 ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, el cual

presenta varias soluciones exactas que se discuten en los préximos capitulos.



Capitulo 3

Solucion en una teoria
Einstein-Maxwell-Dilaton

generalizada

En este capitulo se presenta una solucién exacta a las ecuaciones de campo del
sistema gravedad-campos de materia descrito por la accién (2.1) para el caso de campos sin
masa, para obtener esta solucidn se necesita al menos un campo vectorial acoplado a un
campo escalar real, de esta forma en la seccién 3.1.2 se presenta una solucion de gravedad
en el marco de la conocida teoria Einstein-Maxwell-Dilatén en un nimero arbitrario de
dimensiones la cual soporta la geometria de Schrodinger a temperatura cero con exponentes

z y 6 libres.

3.1 Ecuaciones de campo para M; =0

Para construir esta solucién el primer paso es analizar las ecuaciones de campo
para el ansatz de campos vectoriales sin masa', esto se traduce mateméaticamente en hacer

M; = 0 en el sistema de ecuaciones diferenciales (2.31)-(2.40), (2.49)-(2.51) y (2.58), con lo

!Para campos vectoriales sin masa las ecuaciones de Proca se reducen a las ecuaciones de Maxwell.

20
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cual el sistema de ecuaciones de campo de Einstein se reducen a

17272 (20-2) o
Evp s T+ §T }f + Burf + arf = fra(o)r? {beQ(Agr/) + A4 AL
L |[(Ve)?

+ 5| 2 +V(e)|, (3.1)

. _1 ) 25 fb2 i/2 il ai! li, il

grr : OéQf = EfXZ(Qs)T {7«2(12) (A_ ) + A+ A_ + §AC Ac

L | =(Ve)’
— ~ 2
1 5 il 1 | (Vo)
£ Bl vosf = —ppaler?alal - LT v s
2720 2
1 5 o o 1 ., .
s du{Bars +aaf) = g {at'a) — a4t 4 Jatal ||
1| (Ve)’
bt { i |tV 69
.2

E._: (AY) =0, (3.5)
Eiva: ALAV =0, (3.6)
E.a: AAV =0, (3.7)

donde se tienen las constantes
ap =422 — 22(1 +26) — 2 [4+é(é—6)} ,
1 ~
g = 5(D +1)(D +2)(6 — 1),
1 -~ -
ay =50~ 1)(D+1) {D(1 — )+ 2} ,
61 =5z — 37
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mientras las ecuaciones de Maxwell para las componentes de los campos vectoriales son?
: "y 1+60)+D1—-0)| .,
U g LG Al =0, 3.8
2f  xi(9) r (38)

iy I X)) | (1+6)+D(1—6)
2f  xi(9) T

+ } AL = —p? [fTQ(Z*I)}’AE/, (3.9)

Ai,,+{ff+x;<¢>+<1+é>+D<1—é>}A3/:0, (3.10)

Al = 0; (3.11)

la ecuacion asociada al campo escalar no se ve afectada directamente al hacer cero la masa

de los campos vectoriales, por lo que es la misma ecuacién del capitulo anterior

" f/ (D + 3) — é(D + 1) ’r_ 3¢V(¢5)
o+ {Qf + r }¢ - fr20+0)

+ %8¢Xi(¢)7“2(6~_1) {fb?r?(z—l)(Ai_’)2 +o247 47 + A@’Ag'} . (3.12)

Se observa que al considerar campos vectoriales sin masa, las ecuaciones (3.5)-(3.7) que son
las restricciones impuestas a las componentes T _, T, y T, del tensor energia momento,
adquieren una forma sencilla que proporciona informacién sobre las componentes de los
campos vectoriales. La ecuacién £__ impone que las componentes A deban ser constantes?,
lo que implica que la ecuacion para £_, se cumple trivialmente, entonces de este conjunto

de restricciones solo queda por satisfacer la ecuacién para £, que se traduce en
A0 o AV #0;
+ # o a % I

sin embargo a continuacién se va a demostrar que debido a que las componentes A® son

cero, entonces las ecuaciones de Einstein imponen necesariamente que las componentes A?,

2En las ecuaciones de Maxwell el indice 4 no indica suma fmplcita.
3Las cuales se pueden hacer cero sin perdida de generalidad.
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también deban ser cero o constantes arbitrarias. Para poder ver esta afirmacion se escriben

las ecuaciones de Einstein no triviales con A* = 0, las cuales son

2 12 2(1+0—=2) -, 2
vy TzfﬁJr;rJ{+517"f/+041f=Xi(¢)rb2(Azr )2+r1§ (V?+V(¢) , (3.13)
1 5ol il 1 —(V¢)?
£t anf = L haleyAl Al —29[ T v, .11
5 il ai! V)?
e Gl +asf = —phan@alal - N\ L)l G

1 = o 1 ., .
Ew: Sa{Barf +asf} =S Fxi(@)r” {Az’Az’ - 5ab2Az’Az’}

Eia: AVAV =0, (3.17)

es importante notar que en la ecuacion para £y, cuando a # b se tiene que
g il .il
Pxi(@)r*" Ay Ay =0, (3.18)

pero tanto el factor de ennegrecimiento f(r) y las funciones x;(¢) no pueden ser cero,
entonces se tiene que solo una de componentes espaciales transversales A’ puede ser no
trivial, se elige Aél #0paraa=1y Ale = 0 para a = 2,3...D; ahora cuando a = b, &y

toma la siguiente forma

2
Or 4 vig)

s+ aaf = 3 alon? { () - palal -

- : (3.19)

pero si se resta £, — &y con a = b se tiene que

Fra(@)r? (4l =o, (3.20)
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por lo que de las ecuaciones (3.18) y (3.20) se observa que realmente todas las componentes
espaciales transversales A’ son triviales. En resumen de este pequeno andlisis se concluye
que para campos vectoriales sin masa esta teoria de gravedad solo admite campos vectoriales

puramente eléctricos?, es decir con componentes Al #0.

3.1.1 Sistema de ecuaciones para campos vectoriales eléctricos

El que esta teorfa de gravedad solo permita® campos vectoriales puramente eléctricos
simplifica y disminuye la cantidad de ecuaciones a resolver, por lo que se procede a escribir

las ecuaciones no triviales del sistema, las cuales son

2 ¢12 2(14+6—2) , 2

Erq: 7"2f”+;rjj +Birf +aif = Xi(ﬁb)r 02 (A% )24‘% (V2¢) +V(g)|, (3.21)
T
1 | =(Ve)?
57"7“ Oégf = _ﬁ [(2@ + V(¢) ) (322)
2
e s +aof = | T v (3.23)
2
Eap i {Borf +asf} =ba {—2:25 (Vj) +V(9) } , (3.24)
S ! d 1+60 D(1—6 -
Al +{§f+§z§z;+( ha HT ( >}AZ+ —0, (3.25)
" ! (D + 3) - HN(D + 1) I 8¢V(¢) .

9" + {2]( + . }¢> = S0 (3.26)

La ecuacién para &, realmente son D ecuaciones idénticas a la ecuacién £ _ por lo que no

hace falta seguir considerandola; es importante mencionar que en el segundo miembro de

4En teorfa cldsica de campos la componente temporal de A, estd relacionada con el campo eléctrico,
mientras las componentes espaciales con un campo magnético [21].

®Esta afirmacién solo es valida para campos vectoriales sin masa, en el capitulo 5 se presenta una solucién
para campos masivos y con componentes A4 y A_ proporcionales.



Capitulo 3: Solucion en una teoria Einstein-Mazwell-Dilaton generalizada 25

la ecuacién asociada al campo escalar (3.26) solo aparece como fuente V' (¢), esto se debe
a que x;(¢) son las funciones de acoplamiento entre el campo escalar y los invariantes de
Maxwell, pero F? = 0 para campos vectoriales puramente eléctricos. Encontrar soluciones
exactas a las ecuaciones de Einstein es una tarea complicada, una de las principales razones
es que son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, esto implica que no hay una
forma sistemdtica para trabajar con ellas, debido a esto la mayoria de soluciones que se
han encontrado en la literatura corresponden a casos altamente simétricos, por ejemplo
la soluciéon de Schwarzschild, que es la solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio
para simetria esférica. La estrategia que se lleva acabo en esta tesis es tomar combinaciones
lineales de las ecuaciones para de esta manera resolver las que son realmente independientes
y poder encontrar configuraciones de campos® que resuelvan el sistema de ecuaciones dado
por (3.21)-(3.26); lo primero que se intenta hacer es tratar de desacoplar la funcién métrica
f(r) de los campos de materia a partir de la ecuacién para £, .7, de esta forma si se toma
la combinacién &1 + 2€, _ se obtiene

p2046-2)

202
L) +ﬁ17’f/+0?1f=Xi(¢)T( Y (3.27)

201, =
rf+2 7

donde
a1=2(z-1)[D+2:-0(D+1)] y Bi=5z—0(D+1)+(D-2);

cabe mencionar que la ecuacién (3.27) también se puede obtener de una forma directa si se
escriben las ecuaciones de Einstein con un indice arriba y uno abajo &, donde la ecuacién
(3.27) realmente corresponde a la componente £, . Es importante notar que la ventaja
de (3.27) es que ya no aparece explicitamente el campo escalar ¢ ni el potencial V (o),
solo aparece como fuente de la curvatura del espaciotiempo las derivadas de los campos
vectoriales Aj_/ y las funciones y;(¢). Esto hace que (3.27) sea una ecuacién mas facil de
analizar debido a que los campos A; al no tener masa aceptan una primera integral dada
por la ecuacién de Maxwell (3.25), que se puede reescribir de una forma mas conveniente

como

0, log [Ai’} = —0, log [ﬂm(qﬁ)r“*”“’“—") : (3.28)

SEs decir encontrar la funcién métrica f(r), los campos vectoriales A; y el campo escalar ¢.
"Se escoge esta ecuacién ya que es la tnica ecuacién diferencial de segundo orden del sistema y de esta
forma poder tener la solucién mas general posible.
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al integrar con respecto a r ambos miembros de (3.28), se obtiene

log [Ai/} —log [\/ Xi(@)rHO+PA=0 | 4 1og (), (3.29)

donde p; son constantes de integracién arbitrarias, que para acoplamiento minimo x;(¢) =
1 se identifican con las cargas eléctricas de los campos [5,22]; por lo que al aplicar la
funcién exponencial a ambos miembros de (3.29) se encuentra una expresiéon mas tutil para

la derivada de los campos vectoriales

il Pi
Ay () = VFxi(¢)r(+9+D1-6)’ (3.30)

12
el siguiente paso para desacoplar f(r) es insertar (Ail) en el segundo miembro de (3.27),

con lo que al final de un poco de dlgebra se obtiene

17,2]0/2 pgr
2 f fo*xi(9)

A pesar de que la ecuacion (3.31) no logra desacoplar f(r), es una expresién mas simplificada

2[D(6—-1)—2]

"+ + Birf +anf = (3.31)

en la que ya no aparecen los campos de materia explicitamente como fuente en el segundo
miembro, solo aparecen las funciones de acoplamiento x;(¢). Ahora para poder desacoplar
el campo escalar ¢ se toma la combinacién &, — &4, que resulta en

@-1)D+1)rf _ (Vo)
> £ IO -1D 1) = e

(3.32)

al desarrollar (V¢)? recordando que solo hay derivadas con respecto a la coordenada r, se

encuentra que
(V)2 = 060, = fr20+0(¢)2, (3.33)

al insertar (3.33) en (3.32) se obtiene la ecuacién diferencial a resolver para encontrar el

campo escalar, la cual al simplificar se tiene

(D)) [rp
r f +

para desacoplar el potencial V' (¢) se toma la combinacién &, +E4_ y con un procedimiento

¢'(r) =

20); (3.34)

similar al anterior se encuentra que

V(g) = (D+1)2(9—1) 2~{rf —2[0(D+1) - (D+2)] f}. (3.35)
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A lo largo de este andlisis se han usado todas las ecuaciones de campo excepto la ecuacién

iada al scalar (3.26), esto se deb t i ia directa®
asociada al campo escalar (3.26), esto se debe a que esta ecuacién es consecuencia directa
de V#T),, = 0, por lo que se espera que las soluciones obtenidas cumplan como una identi-

dad (3.26) o a lo mdas podria imponer alguna restriccién sobre los parametros z y 6.

De las ecuaciones (3.34) y (3.35) se evidencia que una vez encontrada la funcién métrica
f(r) tanto el campo escalar como el potencial V(¢) quedan completamente determinados,
con esto se intuye que lo primero que se debe encontrar es f(r), pero para poder encon-
trar la funcién métrica se tiene que resolver la ecuacién diferencial (3.31). En la siguiente
seccién se presenta el caso f(r) = 1 que corresponde a una teoria Einstein-Maxwell-Dilatén

generalizada a temperatura cero con violacién de hiperescala®.

3.1.2 Solucién a temperatura cero

A temperatura cero se tiene que f(r) = 1 [3,23,27], esto implica que todas las

derivadas de f se anulan y por lo tanto de la ecuacién (3.31) se encuentran las funciones

Xi(¢) como
D(é—l)—z]

2,2

- Pi”

a; = = (3.36)
; Pxi(¢)

de la ecuacién (3.36) se puede concluir que se necesita al menos un campo vectorial para

soportar la geometria de Schrédinger.

Particularmente si se considera solo un campo vectorial e insertando a; en (3.36) se tiene

la funcién de acoplamiento

x(¢) = o - p2PE-1-2], (3.37)
202 — 1) [D +2:— (D + 1)} b2

ahora para encontrar V(¢) basta con hacer f(r) = 1 en la ecuacién (3.35), con lo que se
obtiene

V(9) =~ 0D +1) = (D+2)] (D+1)(@ - 1), (3.38)
ahora se procede a encontrar el campo escalar, para esto se reescribe la ecuacién (3.34) con

flr)=1

20(D +1)(0 — 1
¢/(T)=\/ il )7 (3.39)

r

8En el apéndice B se demuestra esta afirmacién.
9Es decir sin agujeros negros.
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al integrar ambos miembros con respecto a r se tiene

6(r) = \/26(D + 1)(8 — 1) log(r) + ¢, (3.40)

donde ¢g es una constante de integracién arbitraria; se puede observar de la ecuacion (3.40)
que el exponente de violacién de hiperescala para valores 6 #0y 6 # 1 es crucial para tener
un campo escalar no trivial. Ya que se conoce el campo escalar, se necesita encontrar r(¢)
y de esta forma expresar la funcién de acoplamiento (3.37) y el potencial (3.38) en funcién

de ¢, al invertir la ecuacién (3.40) se obtiene

r(p)=e 73 , (3.41)

donde se define

5= \/Qé(D +1)(6 —1); (3.42)

al insertar (3.41) en (3.37) y (3.38) se tiene que

V(g) = Voeol@=90), (3.43)
X(6) = xoeM@ ™), (3.44)
donde se definen las constantes

Vo= — [é(DH) . (D+2)} (D+1)(0—1), (3.45)

2
e [D+2pz—9~(D—|—l)} b2 (340
Ao = 20/6, (3.47)
o 2[D(6 —5 1) — z]; (3.48)

de la expresién (3.44) se puede observar que se tiene una funcién de acoplamiento de forma
exponencial que es el tipico en un modelo Einstein-Maxwell-Dilatén [3, 7,28, 29|, ademés
de la ecuacién (3.48) se observa que cuando z = D(A — 1) el acoplamiento se reduce a una
constante finita. Ahora se procede a encontrar el campo vectorial que soporta la geometria,

para esto se hace f(r) = 1 en la ecuacién de Maxwell (3.30),

A (r) = P (3.49)
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el campo vectorial es funcién solo de la coordenada 7, por lo que se inserta la funcién x(¢)
como funcién explicita de r (3.37) en la ecuacién de Maxwell (3.49), al simplificar se tiene
que
20%(z — 1) |D +22—6(D + 1) p[P=1+2:-0(D+1)]
A (r) = ; , (3.50)

al integrar ambos miembros de (3.50) se obtiene el campo vectorial que soporta la geometria

26%(z — 1 j
A (r) = b (Zp )T[D+2z79(D+1)] + Ao, (3.51)

donde Ay es una constante de integracién arbitraria. Es importante notar que la exis-
tencia de un campo vectorial no trivial es consecuencia directa de romper la simetria de
reescalamiento isétropa del espaciotiempo. Debido a que el espaciotiempo de Schrodinger
es descrito por una métrica no diagonal (2.6), la geometria admite una componente con-

travariante A~ (r) que se calcula como

. 2 _ -
470) = g7 st = 200 {ZE ) foncion] ).

El campo vectorial (3.51), junto al campo escalar (3.40) sujeto al potencial (3.43) y a la
funcién de acoplamiento (3.44) resuelven de forma exacta el sistema de ecuaciones difer-
enciales (3.21)-(3.25) para una funcién métrica f(r) = 1. Falta por analizar la ecuacién
del campo escalar (3.26), la cual al insertar ¢/, ¢" y 94V (¢) en (3.26) impone la siguiente

restriccién algebraica sobre el exponente 0
(D +2)—6(D + 1)] 82 — 20V = 0, (3.52)

pero al insertar (3.42) y (3.45) en la ecuacién (3.52) se puede observar que se satisface
como una identidad para todo valor de é, por lo que no hay ninguna restriccién sobre los
parametros de la teoria. En conclusion, en esta seccién se reporta una soluciéon exacta
a las ecuaciones de campo (3.21)-(3.26), donde el tensor métrico que describe el campo

gravitatorio se lee como
~ 1 )
d52D+3 S [—b2r22(dm+)2 + T—2d7‘2 +r?(de? dxj + 2dzdz7) |, (3.53)

con un campo escalar real dado por

o(r) = \/2§(D +1)(0 — 1) log(r) + ¢o, (3.54)
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y un campo vectorial de tipo eléctrico, el cual se puede expresar en su forma covariante y

contravariante como

20, -
- 2(, _ ~
A" (r) = r20-1) {%(ZI)T[DHZQ(DH)] + Ao} ) (3.56)
P

con el campo escalar sujeto al potencial y a la funcién de acoplamiento
V(g) = Voetod=90), (3.57)

X(¢) = xoe ?™%), (3.58)
donde se definen las constantes
Vo=— [é(DH) —(D+2)} (D+1)(6—1),

02

202 — 1) [D+2z—§(D~l—l)} b2

X0 =

y con las constantes de acoplamiento dilaténicas

Ao = \/26~~,
(D+1)(0-1)

N 2[D(0 —1) — 2] ‘
V20D +1)(0 - 1)

En resumen, en este capitulo se analizaron de forma exhaustiva las ecuaciones de campo

para el caso en que los campos vectoriales no tienen masa, lo cual condujo a una teoria
que unicamente permite la existencia de campos vectoriales puramente eléctricos. La con-
figuracién de campos (3.53)-(3.58) representa una solucién que soporta la geometria de
Schrodinger con violacion de hiperescala en un modelo Einstein-Maxwell-Dilatén general-
izado a temperatura cero con exponente z y 6 arbitrarios; para obtener esta solucion se
necesita al menos un campo vectorial, el cual es consecuencia directa de romper la simetria
de reescalamiento isétropa del espaciotiempo, es decir z # 1. También se encontré que la
presencia del exponente de violacién de hiperescala para 6 #0y 0 # 1 es crucial para la

existencia de un campo escalar no trivial.



Capitulo 4

Solucién gravitatoria para

Einstein-Proca

En este capitulo se construye una solucién exacta a las ecuaciones de campo en
el marco de la teoria Einstein-Proca para un campo vectorial acoplado a gravedad con
constante cosmoldgica negativa, la solucién soporta la geometria de Schrodinger sin violacion
de hiperescala! para un espaciotiempo a temperatura cero en D = 2 y exponente dindmico
z = 1. Ademés se encuentra que para que el campo vectorial sea real debe tener un
espectro con masa cuadrada negativa. Permanece pendiente calcular la cota Breitenlohner-
Freedman [30] y determinar si esta solucién es estable y puede ser usada dentro del marco

de la dualidad hologréfica gravedad-materia condensada.

4.1 Ecuaciones de campo con ¢ constante

Para poder construir esta soluciéon se inicia con el estudio de las ecuaciones de
campo de una teoria de gravedad con constante cosmolégica acoplada a n campos vectoriales
masivos con componentes? Aﬂ_ y A® | esto se traduce en escribir las ecuaciones de campo
(2.31)-(2.40), (2.49)-(2.51) y (2.58) para el caso ¢ = cte, V(¢) = 2A y xi(¢) = ks, donde k;

son n constantes de acoplamiento ; en consecuencia se tienen las siguientes ecuaciones de

1Significa que 6 = 0.
2En este capitulo se utiliza el ansatz de campos vectoriales sin componente transversal, es decir A% = 0.

31
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Einstein no triviales

17272 | 20-2) o
s P 2T g = fra® T (AL 4 Al Al
2 f fb
2A M7 Af i qi
2 T | e TARAS| (4D
) 1 og [ i 1\2 il il A MR
51”7" . an = §fk17’ T2(1—Z) (A, ) + A+ Ai — 7,,25 — ﬁA+A7, (42)
, A
Er_: Porfl+asf= —ﬁ, (4.3)
1 s, A M?2
Eab: Oap{Borf +asf} = —dap {kair%Aﬁr/Az—, + 20 + 27}2 AQAQ} , (4.4)
. M; A7 )?
E__: (AZ/)2 + g =0, (4.5)
fkir2(1+9)
donde se tienen las constantes
ap = 42% — 22(1 + 26) — 2 [4+§(§—6)} ,
1 ~
s = (D +1)(D+2)(0 ~ 1)?,
1, - -
ag=—3(0-1)(D+1) {D(1 —0) + 2} ,
Bl =9z — 37
1 -~
0=0/D;
mientras las ecuaciones de Proca® para las componentes Ai y A’ son
i f o (A+0+D1-0)| o MPAL
A_ +{2f+ , A+—W—O, (46)

!/
Ai"+{‘2ff+

al trabajar con un campo escalar constante implica que la ecuacién asociada al campo

= —p? {frﬂz_l)},Ai_/; (4.7)

A+0)+DA-6) | ;0  MPAL
+ fkir2(1+(§)

escalar (2.58) se satisface de forma trivial. Para poder resolver el sistema de ecuaciones de

campo dado por (4.1)-(4.7) se sigue el mismo enfoque de los capitulos anteriores, es decir

3Como en los capitulos anteriores, el indice repetido #i en las ecuaciones de Proca no indica suma {mplicita.
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realizar combinaciones lineales de las ecuaciones para resolver las que son verdaderamente

independientes. Por ejemplo si se realiza? £, — &4, se tiene
o M? Al A
AlTAT i (4.8)
+ Flr2(1+0)

la ecuacién (4.8) impone una restriccién sobre las componentes de los campos vectoriales
que se puede resolver de forma particular si se escoge que A’, y A* sean proporcionales, ya

que de esta forma (4.8) se reduce a la ecuacién para £__, por lo que (4.8) tiene por solucién
Al = ypAY,

donde ~; son las n constantes de proporcionalidad; al escoger esta relacion entre las com-

ponentes de los campos vectoriales simplifica el resto de ecuaciones de Einstein

127 2A
Eiy: r2f”+§ ]{ —l—ﬁlrf'—i—ozlfzﬁ, (4.9)
. Ly 0d v 41" A M?%Aiz
grr- agf—if T m'ﬁ"}’z ( ,) _E_W( ,) y (410)
A
Ei_: Borf +azf= % (4.11)
)
) ;2 (MAL)T

para desacoplar la funcién métrica f(r) se realiza £,y + 2€4_, con lo que se obtiene la

siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

17,,2](‘/2
20 | —
ref +2 7

+ Birf + a1 f =0, (4.13)
con las constantes

a1=2(z-1)[D+2:-0(D+1)] y Bi=5z—0(D+1)+(D-2);
la ecuacién (4.13) tiene por solucién general

~ 2/3
f(’l") _ {017“_3(2_1) +C27,—2z+9(D+1)—D} / 7 (4'14)

4E1 doble indice aa no indica suma implicita en Eqq -
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donde ¢; y c2 son constantes arbitrarias; de la funcién (4.14) se pueden construir soluciones
de agujero negro si se fijan adecuadamente las constantes de la solucién y los exponentes 6

y z de la siguiente manera

2/3 <~ 22+ D
=41 ’3(2*1)} 0= —1
fr) { +cir , para Dl co ,
(4.15)
5 2/3
f(r)= {1 + 02r—2+0(D+1)—D} , para z=1 y ¢ =1.

Con la funcién métrica (4.15) se procede a encontrar la constante cosmolégica A a partir

de la ecuacién para £, _, tal que

A= {Borf' + asf}, (4.16)
se puede comprobar que al insertar los coeficientes 2, ag y (4.15) en (4.16), se obtiene

(O 1D +1) o

A:
2{1 + crk}/?

. 2 .
{ [D(l —9)+2+§ck) + [D(1—9)+2]crk}, (4.17)
donde c es una constante arbitraria y la constante k resume las dos posibilidades de solucién

de agujero negro (4.15), tal que

22+ D
D+1’

k=-2+60(D+1)—D para z=1;

k=-3(z—1) para 0=

por lo que la ecuacién para £;_ impone que el segundo miembro de (4.17) deber ser igual
a una constante, pero la unica forma de satisfacer esta ecuacion es si se fijan de forma

simultanea

c=0 vy 6 =0,

esto significa que las ecuaciones de campo soportan un espaciotiempo sin violacién de

hiperescala a temperatura cero y con constante cosmoldgica negativa dada por

(D+1)(D+2)

A=— )
2

(4.18)

por lo que las ecuaciones de campo restantes se analiza para f(r) = 1.
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4.2 Solucién a temperatura cero

Se procede a encontrar a partir de las ecuaciones de Proca (4.6) y (4.7) el campo

vectorial que soporta la teoria, para obtener A” se resuelve

‘ j .y ‘ MZ2A?
a4 (1+6)+D(1-0) Aer’ im0, (4.19)
r fEir2(+6)

Se observa que al hacer f(r) = 1 las ecuaciones de Proca para las componentes A* se

reducen a ecuaciones diferenciales de Euler homogéneas que tienen por solucién general

) D+y/D2+4M2 /k; D—y/D2+4M2 /k;
A (r) = pur 2 + pair 2 ; (4.20)

15 % 3 3 . vez L

donde p1; ; son constantes arbitrarias; una vez encontrados las componentes A* se
procede a encontrar las componentes A’,, pero para poder resolver la restriccion impuesta
por &1 — Euq se fij6 que A sean proporcionales a A’ , esto implica que la ecuacién de

Proca (4.7) debe cumplir que
b2 [r2ED] AL = 0,

pero como b # 0y A* es no trivial entonces necesariamente se tiene que z = 1. La siguiente
ecuacién de campo que se analiza es £__ para f(r) = 1, que adopta la siguiente forma

2 (M;AL)?

At — 4.21
(A)" + o2 0, (4.21)

al insertar (4.20) y su correspondiente derivada en (4.21) se tiene la siguiente restriccién

algebraica

- D+6 D-§ _]? 2
Z{ki[pu 5 + p2i 5 " 5] +Ml-2[p17;+p2¢r 5] =0, (4.22)

=1

donde se ha escrito explicitamente la suma sobre el indice i, adema&s se define

§ = \/D? + 4M2/k;;

se encuentra que (4.22) se puede resolver de forma particular si se escoge trabajar solo con

un campo vectorial con una constante de acoplamiento dada por

M2

h=—dpr

(4.23)
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al fijar la constante de acoplamiento de la forma dada en (4.23), el campo vectorial se escribe

como

A_(r) = prP/2, (4.24)

Por tdltimo se analiza la ecuacién de campo para &, con todas las restricciones que se han

encontrado hasta el momento®, por lo que

k(b + ) A M2y
= A - - 2 4.2
a2 5 A g e A (425)
al insertar aw, (4.18), (4.23) y (4.24) en (4.25) se encuentra que
—(D+1)(D+2
DHDDE2) 24 a2 2,032 4 97) =, (4.26)

2

donde (4.26) es una restriccién que solo se puede resolver para D = 2 y fija de forma

particular la constate de integracién del campo vectorial como

p:i\/—(D+1)(D+2) a2

2M2(b% +2v)

se observa que para que el campo vectorial sea real se necesita que
M?(b? +27) < 0.

En conclusién, en este capitulo se presenta una solucién exacta a las ecuaciones de campo
(4.1)-(4.7) para el caso de una teoria Einstein-Proca, la solucién es soportada por un espa-

ciotiempo AdS con D = 2 a temperatura cero, donde el campo gravitatorio es
1
ds* = | =b*r?(dz™)? + —2d7"2 + r2(dztdzy + dx?dry + 2dztdxT)| (4.28)
r

con una constante cosmolégica negativa que en D = 2 toma el valor®

7
- (4.29)

mientras las componentes del campo vectorial que soporta la geometria son

—7
OM2(b2 + 27)

Ay (r) = 4, /Mr, (4.31)

°Es decir, 6= 0, z=1, f(r) =1 y un campo vectorial con componentes A} = yA_.
SRecordar que se trabaja en unidades donde el radio de curvatura se fija a [ = 1.

A (r)=+ (4.30)
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con una constante de acoplamiento de
k= —M> (4.32)

En conclusién, en este capitulo se construyd una solucién particular a temperatura cero en
el marco de la teoria Einstein-Proca para un campo vectorial con espectro de masa cuadrada
negativa, esta solucién soporta la simetria de Schrédinger en D = 2 para el caso § =0y

z = 1, es decir la solucién solo es vilida en un espaciotiempo puramente AdS.



Capitulo 5

Agujeros negros de Schrodinger

con violaciéon de hiperescala

En este capitulo se construye la primera familia de agujeros negros que asintéticamente
corresponde a un espaciotiempo de Schrodinger con violacién de hiperescala para cualquier
valor de z y D. Mediante el estudio de los invariantes de curvatura se discute como la fron-
tera asintética del espaciotiempo queda determinada por el signo de 5, ademas se encuentra

5z+D—3
1

que la solucién es asintoticamente regular ya sea para 6 > i O para el caso 0 <0.

5.1 Agujeros negros asintoticamente Schrodinger

Para poder construir esta solucién lo primero que se necesita conocer es la funcién

métrica, para esto se parte de la ecuacién diferencial (3.31)

17272 742[D((571)7z]

2 f

- "2
r’f+ + pirf +aif = ; pszw (5.1)

donde
a1 =2(z-1)[D+2:-0D+1)] y fi=5:-0(D+1)+(D-2).

Se puede observar que si se escogen diferentes formas funcionales para y;(¢) entonces f(r)
se puede desacoplar de diferentes maneras. Particularmente se encuentra una solucién tipo

agujero negro si se trabaja con una funcién de acoplamiento tal que el lado derecho de (5.1)
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sea igual al término a; f, esto significa que

(#) = p2,r,2[D(0~71)7z]‘ 52)
A= e '
por lo que la ecuacién diferencial resultante para la funcién f(r) es la siguiente

1 T2f/2 _

7«2f”+5 7 +[5z—9(D+1)+(D—2)}rf’:0, (5.3)
la ecuacién (5.3) tiene por solucién general
i 2/3
1= o ol 5

donde m debe ser una constante positiva para asegurar la existencia de un horizonte de

eventos. A partir de (5.4) se encuentra que el horizonte de eventos estd dado por

1
1 0 )—(52+D)
Yy — [] 3+0(D+1)— (524D , (5.5)
por lo que se puede reescribir la funcién métrica como
, 3+6(D+1)—(5z+D)7 2/3
=1 () | (5.6
Th

es importante notar que (5.6) debe preservar la signatura de la métrica (2.6), esto implica
que de acuerdo al signo de la potencia 3+ 0(D + 1) — (5z + D), la regién del espaciotiempo

fisicamente valida es diferente, en concreto se tiene que

3+0(D+1)—(524+D)>0 = r<r,, frontera asintética en 7 — 0,

3+40(D+1)—(52+D) <0 = r>ry,, frontera asintGtica en 7 — oco.

Ya que se conoce la funcién métrica, basta con insertar (5.6) en (5.2) para encontrar la

funcién de acoplamiento

pzTQ[D(é_U_Z]
x(¢) = : - -
20%(z — 1) [D + 2z — é(D + 1)] [1 _ (;;1)3+0(D+1)(5Z+D):|

Ahora se procede a encontrar el campo escalar, por lo que al insertar (5.6) en (3.34) se

obtiene la siguiente ecuacién diferencial

\/Q(D +1)@6-1) | 1- o )3HPHN=624D)
0 r2 [1 —( )3+§(D+1)—(5Z+D)] ’

ol

¢ =

1=
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donde para facilitar los cédlculos se define
o 3+0(D+4)— (524 D)

30

Al integrar ambos miembros de (5.8) se obtiene el siguiente campo escalar

¢(r) = ky/alog [\/5\/1 _ <;>3é(a1) N \/1 - a(:h>3é(a1)]

30(a—1)
1_a<r)
Th
(5.9)

30(a—1) + %o,
1_(r>
Th

donde ¢g es una constante de integracion arbitraria, ademéas se define

— rarctanh [

" S0a—1)

2 \/2(D+1)(é1)
0

A vpartir de la ecuacién (5.9) se puede observar que se debe imponer que a > 0 para
que el campo escalar sea real, ademds como la funcién arctanh estd definida entre (-1,1)

necesariamente se tiene que a > 1, esto significa que

3+0(D+4)—
30

(5z+ D)

> 1. (5.10)

Es importante analizar la desigualdad (5.10) para los casos en que 6>0 y 6 < 0.
Se observa que si 6<0la desigualdad (5.10) se cumple para

D+1 °

Ahora si 6 > 0, para poder satisfacer (5.10) se debe cumplir que

~ dz+D-3
0> ————.

D+1
Este pequeno andlisis es importante porque en la seccién 5.2 se va a demostrar a partir del
estudio de los invariantes de curvatura que el signo de 6 determina la frontera asintética del

espaciotiempo.
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Ahora al insertar la funcién métrica (5.6) en (3.35), se obtiene el potencial del campo escalar

(D +1)(6 — 1)r?0
NI (7»)3+§(D+1)(52+D):|

V(g) = 2/3{—3[§(D+1)—(D+2)}

Th

~ , 3+6(D+1)—(52+D)
+ [524+20(D + 1) - (2D +9)| <T) . (5.11)
h

Por dltimo, para determinar el campo vectorial se inserta (5.6) y (5.7) en la ecuacién de
Maxwell (3.30)

(1) [D4 22 = 8D+ )] 1= ()OO b

Th

Al (r) =

)

(5.12)

3p

al integrar ambos miembros de (5.12) se obtiene el siguiente campo vectorial

2527,D+575(D+1)73z _ ’ 34+0(D+1)—(524D)
Ai(r) = 3(z—1) - [0(D+1) - (22 + D)| <) .

3p Th
(5.13)

En la siguiente seccién se estudia el comportamiento asintético de los invariantes de cur-

vatura para saber si realmente se esta tratando con una solucién de agujero negro.

5.2 Invariantes de Curvatura

Cuando se estudia cualquier espaciotiempo, es importante saber si éste es regular 6
no, es decir si los invariantes de curvatura son finitos en todos los puntos del espaciotiempo
[31]; los invariantes de curvatura son un conjunto de cantidades escalares formados a partir
del tensor de Riemann, tensor de Ricci 6 el tensor de Weyl! y permiten estudiar la geometria
de una forma mas profunda ya que son cantidades independientes del sistema coordenado.
En particular cuando se estd trabajando con agujeros negros es importante identificar las
singularidades fisicas del espaciotiempo, por lo que en este trabajo de tesis se analizan
el escalar de curvatura R, el cuadrado del tensor de Ricci R := R, R*"” y el escalar de
Kretschmann K := Rgpeq R para identificar genuinas singularidades fisicas de la solucién

de agujero negro (5.6).

'El tensor de Weyl bésicamente es el tensor de Riemann con todas sus contracciones removidas, es decir
captura la parte sin traza del tensor de Riemann [21,26].
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El escalar de curvatura ya se calculé en el capitulo 2 para obtener las ecuaciones de campo,
R=(D+2)(f— 1) {rf’ + [2 —(G-1)(D+ 1)] f} , (5.14)

para calcular el tensor de Ricci al cuadrado se tiene que
R=R, R +2R, _R"™ 4+ R, R + Ry R™, (5.15)

pero se puede comprobar de forma sencilla que RT™ = 0, por lo que los célculos se simplifican

obteniendo el siguiente resultado

R=(D+2)0— 1)2r45{71f2 +rf [wf + DI?’rf’] } (5.16)

donde se tienen las constantes
- 2 -
N=(D+2)+ [0D+1) = (D+2)| ¥ n=(D+3)~(D+1)@-1).

Analizar el escalar de curvatura y el cuadrado del tensor de Ricci no es suficiente para poder
estudiar singularidades de la curvatura del espaciotiempo, esto se debe a que estos invari-
antes se obtienen a partir del tensor de Ricci, pero este no determina completamente la cur-
vatura de la geometria, por lo que surge la necesidad de analizar el escalar de Kretschmann
KC, el cual es un invariante que se construye a partir del tensor de Riemann. En el capitulo
2 se presentaron las componentes no nulas del tensor de Riemann, al realizar con mucho

cuidado los célculos se obtiene que
K=(0- 1)27«45{731‘2 + (D +2)rf’ [4f—|—rf’] } (5.17)
donde se tiene la constante
g = —2D2%(0 — 1)2 + D3(f — 1) + 2 [3 +0(6 - 2)] +D [7 +50(6 — 2)} :

noétese que ningun invariante de curvatura depende del exponente z, inicamente dependen
del exponente 6 y del nimero de dimensiones D. Resulta conveniente usar la cantidad que

se definid en la seccién anterior

30D - (52+D)

al reescribir (5.6) obtenemos

Fr) = [1 - <T>3é(a_l)r/3. (5.18)
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Al insertar (5.18) en (5.14)-(5.17) se obtienen las siguientes expresiones para los invariantes

- [ith))(?i(all))ﬂf/?’ {% al (é) 35(6“_1)}7 (5:19)

Th

de curvatura

D 2 é’_ 1 2 4§ _ _ 3@(0(—1) » Gé(a_l)
;o (DO {72 +W3<T> +74(T> } (5.20)
N 2/3 Th Th
1— (L)36’(a—1)
Th
o — 1)2,48 o 30(a—1) N 60(a—1)
K= ( ST 573 {’75 + %6 (r> + ’Y7<r> }; (5.21)
Th

donde se tienen las siguientes constantes que dependen de z, 0 y D.

_ . 1 -
To=D+3-6D+1), Fi=—3 [15+D—10z—9(D+1)},

%:D+2+[§(D+1)—(D+2)r,

1 - -
T = 3{ —2(D+2)(15D 4+ D — 10z) 4+ 2(D + 1)(11 + 3D — 52)0 — 46*(D + 1)2},

1
T = 9{153 448D — 6D* + D? — 210z — 60Dz + 10D?z + 252(D + 3)

—2(D+1)(6+ D?+6Dz)0 + 6*(D + 1)*(D +6)},

%:{4+2D+(9—1)2 [2+5D+D2(D—2)]}

2 7
%:3{—30+20z+D[—23+(8—3D)D+10z]89

+2D [12 +6D(3D — 7)} —30% [2+ D(5+ D* - 2D)] }

Y7 = (0 —1)? [4D+2+D(D71)2]+%[6—52+D(571)+9~}2(D+2).

Es importante observar que claramente el signo 6 define la frontera asintética del espaci-

otiempo; es decir de (5.19)-(5.21) se puede concluir que cuando § < 0 los invariantes de
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curvatura tienden asintéticamente a una constante? cuando r — oo , v estos divergen en
r — 0, por lo que alli habita una verdadera singularidad del espaciotiempo. Ahora para el
caso en que 6 > % sucede lo contrario, en r — 0 los invariantes tienden a una constante
y en r — oo divergen, por lo que la singularidad ahora habita en » — oo. Lo importante
es que este analisis asintético es congruente en ambos casos con el sector fisicamente valido
dado por la funcién métrica (5.6), de forma que se tiene una solucién asintéticamente reg-

ular ya que la singularidad del espaciotiempo siempre queda escondida detras del horizonte

de eventos.

En conclusién, en este capitulo se obtuvo una solucion exacta a las ecuaciones de campo
(3.21)-(3.26), donde se tiene la funcién métrica (5.6), un campo vectorial dado por (5.13)
y un campo escalar real (5.9) sujeto a un potencial de autointeraccién (5.11) y con una
funcién de acoplamiento entre los tlitmos campos (5.7). Mediante el estudio de los in-
variantes de curvatura se puede concluir que la solucién es asintéticamente regular y la
singularidad del espaciotiempo queda escondida detras del horizonte de eventos, por lo
que esta solucion representa una familia de agujeros negros con violacién de hiperescala
asintoticamente Schrodinger para cualquier valor de z y un numero arbitrario de dimen-

siones D.

2El espaciotiempo asintéticamente tiene una curvatura positiva, negativa o nula dependiendo de los
valores de las constantes o — 7.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha realizado un estudio detallado de un sistema de
gravedad acoplada a un campo escalar real y n campos vectoriales masivos descritos por la
accién (2.1), se desarrollaron las ecuaciones de campo en un espaciotiempo de Schrodinger
con violaciéon de hiperescala en D + 3 dimensiones. Para poder resolver las ecuaciones de
campo se estudiaron diferentes ansdtze para los campos de materia, recordando que la exis-
tencia de estos tltimos es un requisito fundamental para obtener soluciones que soporten la
simetria de Schrodinger. Se obtuvieron diferentes soluciones que pueden servir de posibles
duales gravitatorios a teorias de campos con simetria de Schrodinger tanto a temperatura
cero y a temperatura finita. El resultado més importante de este trabajo de tesis es que se
obtuvo la primera familia de agujeros negros con violacién de hiperescala asintéticamente

Schrodinger para cualquier valor de z y un ntimero arbitrario de dimensiones D.

Hay muchos caminos futuros que se pueden seguir como extension del presente trabajo,
el mas inmediato puede ser el cdlculo de la temperatura y la entropia de la familia de
agujeros negros que se presentd en el capitulo 5, también permanece pendiente el cédlculo
de la masa de estos agujeros negros, el cual no es un célculo trivial porque el concepto
de masa es algo dificil definir en relatividad general, por lo que existen diferentes métodos
para calcularla. Uno de ellos es el método cuasi-local [32] que proporciona una formulacién
muy conveniente para calcular las cargas conservadas de agujeros negros. Todo esto con el
fin de analizar bajo que condiciones se puede definir una termodindmica consistente de las

soluciones tipo agujeros negros que se han construido en este trabajo.

45



Apéndice A

Derivacion de las ecuaciones de

campo

En este apéndice se presenta en completo detalle la deduccién de todas las ecua-
ciones de campo del sistema de gravedad acoplada a campos de materia bajo estudio, se

parte de la accién de la teoria

1 1 1 1
S = e /dD+3x\/jg [R - §gw/8u¢>8y¢> —V(g) — in(gb)FZ? _ 2M12A12] ’ (A.1)

donde la densidad lagrangiana de materia es %, = — % +V($)+ 1xi(o)F2 + W] )

A.1 Variacién con respecto al campo escalar ¢

Para obtener la ecuacién asociada al campo escalar se procede a variar la accién

(A.1) con respecto al campo escalar

o5~ [ 405 |~ (00,000,0 - 0,V (@150~ L0(@00FE . (A2

al usar la regla de Leibniz en el primer término de (A.2) y se promueven las derivadas

parciales a derivadas covariantes', se reescribe 4.9

55~ [ dP*5ay=g {—g“” [Vu(669,0) — 86V,7,0)] — [0,7(9) + 00x:(0) 2] 6¢} ,
(A.3)

!Esto debido a que 9,6 es un vector.
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el primer término en (A.3) es una divergencia covariante y por el teorema de la divergencia
representa un término de frontera que se anula [21,26], por lo que al evaluar la variacién

on-shell se obtiene la ecuacién asociada al campo escalar?
1
D6 = 0,V (6) + 105:(0)F, (A4)

donde 00 = "V, V,, es el operador D’Alambertiano que es la generalizacién del laplaciano

para un espacio de dimensién y métrica arbitraria [33].

A.2 Variacién con respecto a los campos vectoriales A;

Para obtener las ecuaciones de Proca de los campos vectoriales se aplican las

ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange® a la accién (A.1)

0.% 0.%
m_ | _ 0<m A
Ve (6(6%/13)) SAL’ (4.5)

donde 8pAf, solo aparece en el invariante de Maxwell FZ?7 que se construye de la siguiente

manera

FP = gM" g™ (0, AL — 0,AL) (0w ALy — D AL),

por lo que esto implica que

(Sjm 1 ! v v i i i i [y ! ’
SOAT) = Xi(8)9"" g7 (6505 = 6,05) (0w Ay — Oy Aj) + (0 Ay, — 0y A,) (6 05 — 8 05 )]
P4 ro
1 / / ’ / . . . .
== Xi(D)g™ 9™ = g7 ") O Ay — O Ayy) + (0udy, — O A,) (9" 9™ — g7 ™)
1
=~ X(DNOPAT — 07 AL — O AT+ OPAT + OPAT — 07 AT — 07 AT + 00 A7)
0.7, 1 1
L PAT — 49° AP] = — T — vy, P

284, significa derivada con respecto al campo escalar.
3La variacién es con respecto al i-ésimo campo vectorial, por lo que en esta seccién el doble indice i no
indica suma implicita.
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ahora al variar %, con respecto a A?_ el cual solo aparece en el término A? se obtiene

5377’& 1 2 QAL AT
- sl
1 2 _pa [sa At %
= _iMz gp [50Ap + 51/7)"404]
1
= —SME[52 A2 + 52A7)
0L
_ — _M?2A°. A7
= M (A7)

Por ultimo se procede a insertar (A.6) y (A.7) en la ecuacién de movimiento de Euler-

Lagrange (A.5) para obtener las ecuaciones de Proca
Vo X ()] | = M2 A7, (A.8)

estas ecuaciones se pueden pensar como una generalizacién de la ecuaciones de Maxwell

para campos vectoriales masivos [30].

A.3 Variacion con respecto a la métrica

Nuevamente se da la accién del sistema gravedad-campos de materia

1 1 1 1
S=—— [d"Pay=g|R— -g"0.00,0 — V(¢) — —xi(#)F} — M} A7 A9
o [ 47TV R 507 0,00,6 = V(6) - pul@)FF - MEA| L (A9)
para obtener las famosas ecuaciones de campo de Einstein se debe variar la accién (A.9)

con respecto al tensor métrico y evaluar la variacién on-shell

1 1 1
58 ~ / dP 326/ =9 L+ v/ —g {51% — 509" 0,60,¢ — le-(qﬁ)aFf - QMEM?} ., (A.10)
al usar la muy conocida variacién del determinante de la métrica para una variedad lorentziana
[21, 26]
1 17
5\/ -9 = _5 V —gguy(sg“ (A‘ll)

y se aplica la regla de Leibniz a dR
dR = Ru,69"" + g"" 6 R,.; (A.12)

a continuacién se va a demostrar que 0 R, es igual a una derivada total, por lo que se puede
ignorar al evaluar la accién on shell; para realizar esta pequena demostracién se parte del
tensor de Riemann

A A
RZ/‘/V == 8urzp - 8VFZP + pr Z}\ - Fup ’0/-)\ (A13)
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La forma mas sencilla de realizar este calculo consiste en trabajar en coordenadas normales
[34], ya que en cualquier punto p € M se puede encontrar un sistema coordenado tal que
9,9 (p) = 0y por lo tanto Iy, (p) = 0, por lo que el tensor de Riemann en coordenadas

normales tiene la siguiente forma? [26, 34]

Ry, = 0,7, — 0,17, (A.14)

como se estan usando coordenadas normales se pueden cambiar las derivadas parciales por
derivadas covariantes®, por lo que al aplicar la variacién con respecto a la métrica al tensor

de Riemann (A.14) se tiene

Ry, = 0,017, — 0,01, =V 0], — V,0I") (A.15)

se puede observar que (A.15) es una igualdad entre dos expresiones tensoriales ya que la
variacion de los simbolos de Chistoffel es un tensor debido a que involucra la resta de dos
conexiones, una usando g,, y otra usando g, +0g,., pero la derivada extra que aparece en
la transformacién de Iy, es independiente de la métrica por lo que se cancela al realizar la
resta, dejando un objeto que transforma como un tensor, por lo que la expresién (A.15) es
una ecuacién tensorial que aunque se derivé en coordenadas normales debe ser valida para
cualquier sistema coordenado [26]; por tdltimo, se contraen indices en (A.15) para obtener
el tensor de Ricci

Ry = V018, — V6T (A.16)

y posteriormente se contrae (A.16) con la métrica

97 0R,, = V9P 0Th — Vg 8T,
97 0Ry, = V9P 0TH, — V,,gP10T,

9" Ry =V, X", donde XM= gP"ol', — g"oly,; (A.17)

de la expresion (A.17) claramente se observa que g?”d0R,, es igual a una divergencia co-
variante y por lo tanto se puede usar el teorema de la divergencia para convertirlo en un
término de frontera que al evaluar la accién on-shell se puede ignorar [21]; por lo que como
se habia anticipado en la variacién del escalar de curvatura (A.12) solo se considera el primer

término R, 0g"".

“ M es la notacién usada en la literatura para una variedad n-diferenciable [26,35].
®La derivada parcial y la derivada covariante solo difieren por los simbolos de Christoffel que son cero en
coordenadas normales.
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Ahora se procede a realizar las variaciones de %, con respecto al tensor métrico, esto

se traduce en obtener la variacién del invariante de Maxwell F;2

2 _ v _po (i i
0Ff =06 |g"g” F;Sp)FV(O')

SFF = 259" F) L (A.18)
v la variacién del invariante A%
5A7 = g AL AL, (A.19)

ya que se tienen todas las variaciones con respecto a la métrica se procede a insertar R, 0g"",

§F? y §A? en (A.10)
1
08 ~ /dD+3x {— 5\/—ggﬂydg“”}fm
w 1 1 e L2 a0 40
+v/—=g0g"" | Ry — iﬁud)&,qﬁ — gxi(qb)FW FV(Z.) — §MZ AYAY S (A20)

se inserta %, en (A.20)

1 1 1
08 ~ /dDJrSﬂUv —g6g"” {Ruu - §9uuR + Zguu<v¢)2 + 29uvv(¢)}

1 Now 1 1 1 Ao 1
+v/—gdg" {_2Xi(¢) [Fé,ZF(Z-)V - 4Fz29/w:| — 50u90,¢ — §MZ~ZAL)A(V) + 4M¢2Afgw}
(A.21)

y el dltimo paso corresponde a evaluar (A.21) on shell para obtener las ecuaciones de campo

de Einsten®

1
R/uz - igul/R = T,ul/; (A22)

donde el tensor energia-momento de la teoria estda dado por

1

1 1 A
Tl“’ = _ZQ#V(V¢)2 - ig,uuv(qﬁ) + 5X2(¢) FO(QF(O{)V - 7F'2g,uu

1 1 L 1
+ 5 0u00u0 + 5M§A§;>A<;> — 1zwafgu,,. (A.23)

5Cabe mencionar que a lo largo de esta tesis se usan unidades naturales, por lo que la constante de
acoplamiento en las ecuaciones de Einstein es la unidad.



Apéndice B

Divergencia del tensor

energia-momento

En este apéndice se demuestra que la ecuacién asociada al campo escalar (2.2)
se puede deducir! a partir de VHT,, = 0, para esto basta considerar el caso de campos
vectoriales sin masa, ya que esta no aparece explicitamente en (2.2), con esto el tensor

energia-momento adopta la siguiente forma

1

1 1 ‘
Ty = _*g,uu(v¢)2 - 79MVV(¢)) + 5xi(9) |:F/§L)F(pl)’/ B

1 5 1 .
4 2 9 F; guu} + §8y¢8y¢, (B.1)

4
al aplicar la divergencia covariante a (B.1) e igualando a cero se tiene que

1 (62
-7v [ama 4

ViV(g) V¥
2 2 [a

" % [Xi(@FP(QF@)u] - % [xz‘(é)Ff} =0, (B2)

al desarrollar las derivadas covariantes de los 3 primeros términos de (B.2) se tiene que

Vy [8@6&4 = 297000 [&@m - F%@w} ; (B.3)
Vi,V (¢) = 05V ()09, (B.4)
VH [amam] = ga“{a,,¢ [aaam - rg,ﬁw] + Oudp [aamb — ngam} } (B.5)

!La identidad de Bianchi [21,26] asegura que V#G ., = 0, por lo que necesariamente se debe cumplir que
VT, = 0.

o1
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se procede a insertar (B.3), (B.4) y (B.5) en (B.2)
—g*% 000 {ayaw—r,égaw} —0yV (6)0,p+g°" {ayqb [aaam—rgﬂam} +0u0 [aaaycb—rgyam] }

+vfatorrgry, | - T or| =0, m)

donde el primer y cuarto término de (B.6) se cancelan, esto se puede ver si se intercambian
los indices mudos o — py 8 — « en el primero término y recordando que los simbolos
de Christoffel son simetricos ante el intercambio de sus indices covariantes, por lo que la

expresién (B.6) se simplifica a la siguiente ecuacién

0LV (0,040, 0u0,0 - Th,000 | + ¥ (O, | - 5 o2 | = 0. (B1)

el siguiente paso es desarrollar la derivada covariante del tercer término en (B.7)
v [xzw)F,S:)F(;)V] =V [xiw)Fz,J +Xi(D)F)VIED (B8)

pero en consecuencia de las ecuaciones de Maxwell (2.3) se tiene que V# {x(i)(qb)F 5})} =0,

por lo que

(B.9)

(d)v

v [Xi(@F( I 0 Vol

} = Xi(@) FS g™ g7V o FL) = xi(0)F IV o)

recordando que el tensor de campo electromagnético es antisimétrico, la parte no nula de

la ecuacién (B.9) se escribe como

o

1 « ) 4
| = 3@ |Vars) - vartd). (8.10)

al expresar F/E,ZV) y Fo(fy) en funcién de las respectivas derivadas parciales de los campos

vectoriales y desarrollando las derivadas covariantes, se obtiene el siguiente resultado
1 7 7 %
ORI, | = @ FE [0,(0:40 - 0,47) ~ 1A, ER - FR]. @)

donde el término entre corchetes en (B.11) se puede volver a expresar como una derivada

covariante, con lo que finalmente se obtiene

1 a
vH [XZ.@)F;JF(@)U] = 5XZ»(¢)F(% VL, ES). (B.12)

Ahora se procede a desarrollar el ltimo término en (B.7)

Vy

YR ] = Sow@r0.0 - (@), (B.13)



Apéndice B: Divergencia del tensor energia-momento 53

recordando que Fi2 = F(Efﬁ) F(O;)B y aplicando la regla de Leibniz se tiene

Vl, -1 1 log 7
- [wb)FE] = 06Xi(0) 70,0 — Sxi( ) (Vo FLY). (B.14)

Por 1ltimo, para poder encontrar la ecuacién del campo escalar se insertan las expresiones

(B.12) y (B.14) en (B.7)

1 o ;
- 6¢V(¢)81/¢ + gauazzd) |:8a8,u¢ - Féuakﬁb] + §X1(¢)F5) quﬁ(g_
-1 1 - i
006D F 0y — Sxi(@)F( VL E =0, (B.15)
donde se observa que el tercer y quinto término en (B.15) se cancelan, resultando en

04 (6) + 59000~ Th,000] — T dur@)FE =0, (B.16)

donde el término entre corchetes en (B.16) se puede volver a escribir como V,0,¢ y al
contraer con la métrica se obtiene el D’Alambertiano para un campo escalar [ = V#0,;
por lo que se demuestra que a partir de V#T),, = 0 se obtiene la misma ecuacién (2.2) que

se dedujo mediante el principio variacional en el apéndice A.

(06 = 0,V(6) + {0 xi(0) Y- (B.17)
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