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Efectos rovibracionales en la difraccion de

haces moleculares diatémicos y carpetas cuanticas

Resumen

En este trabajo, se define y resuelve el problema de difraccion molecular de dos
atomos interactuantes. Después, usando nuestros resultados, presentamos patrones de
difraccién correspondientes a distintos tamanos moleculares usando el oscilador arménico
con una separacién distinta de cero como modelo de interaccién entre los atomos. Por
altimo, analizamos las correcciones producidas por la estructura interna de la molécula en

aplicaciones que incluyen enfocamiento de haces y carpetas de Talbot.



Rovibrational effects on diatomic molecular

wave beams and quantum carpets

Abstract

In this work we propose and solve the problem of molecular diffraction consisting
of two interacting atoms. Then, using our results, we present the diffraction patterns
for various molecular sizes employing the harmonic oscillator with a non-zero equilibrium
separation as the interaction model between atoms. Lastly, we analyze the corrections
produced by the internal structure of the molecule in applications including beam focusing

and Talbot carpets.
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Capitulo 1

Introduccion

Los efectos microscépicos de la mecanica cuantica han sido estudiados por mas de
un siglo por medio de distintos experimentos. Los efectos mesoscépicos por otro lado, son
més raros y sus realizaciones mas recientes [1], en parte porque las manifestaciones de la
mecdnica cuantica en objetos macroscopicos son dificiles de detectar debido a efectos de
decoherencia [2]. En anos recientes [3-9] se ha encontrado que ondas de materia hechas
de moléculas organicas pueden ser sometidas a fenémenos de interferencia que se manifies-
tan a través de patrones de difraccion. De esta manera, se pueden describir a través de
tratamientos de tipo onda [10] de acuerdo a la ecuacién de Schréodinger, y ademdas pueden
ser manipulados para experimentos de interferometria [11] que se relacionan, junto a otros
temas, con la metrologia [12].

En este trabajo, estamos interesados en los patrones de difraccién producidos por
haces moleculares que atraviesan una rendija o campos electromagnéticos periédicos. Este
arreglo ha aportado evidencia clara del hecho de que cuerpos con una masa del orden de
2000 unidades moleculares pueden ser sometidos a fendmenos de interferencia [13]. A pesar
del gran trabajo de investigacién en esta drea, dichos procesos atin no han sido propiamente
descritos analiticamente. Por lo que seguimos sin contar con un tratamiento de la funcién
de onda que incluya la propagacion de todos los constituyentes de la molécula, junto con
sus soluciones analiticas.

Intentos notables se han hecho en el andlisis de la dispersién de objetos clasicos
y cudnticos con una estructura interna o extensién finita [14], [15]. En dichos prece-
dentes, simplificaciones importantes sobre los modelos de los objetos, como la restriccién del

movimiento del centro de masa a una linea y la limitacién del movimiento interno molecular
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a un rotor cldsico, condujeron a resultados tedricos que sefialan la existencia de resonancias
en la rendija actuando como dispersor. Sin embargo, esto también conllevé a limitaciones
importantes en las predicciones del modelo y a la necesidad de tratamientos mas realistas.
Aqui hacemos la observaciéon de que los coeficientes de transmision y reflexion estan basados
solamente en las propiedades de campo lejano, y no en el patrén de difracciéon completo.
Ma4s recientemente, un intento clasico de incluir mas grados de libertad en el centro de
masa [16] condujo a la conclusién de que senales de caos pueden ser encontradas en la
dindmica. Con esto queda claro que cuando los objetos son de naturaleza extendida, es de-
cir, poseen estructura interna, los modelos anteriores son demasiado simples para describir
apropiadamente los campos dispersados en todas las regiones: cercana, intermedia y lejana
al dispersor.

Aqui presentamos un enfoque original que utiliza la funcién de onda molecular para
generar resultados explicitos de las densidades de probabilidad y patrones de difracciéon. An-
teriormente en [17], la difraccién de ondas de materia fue analizada para estudiar los efectos
de la gravedad en particulas puntuales sometidas a caida libre. La contribucién de este tra-
bajo es la aportacién de las correcciones cuando una molécula armonica es considerada.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: en el capitulo [2] definimos el
problema con valores de frontera, que surgen a partir de una pantalla absorbente y con
los cuales se encuentra la soluciéon general de la ecuaciéon de Schrodinger. En el capitulo
se obtiene la condicion inicial de la funciéon de onda en la rendija a partir de nuestras
consideraciones de la interaccién de la molécula con la pantalla absorbente, asimismo se
encuentra una importante simplificacién que permite reducir un grado de libertad de centro
de masa en la solucién general. En el capitulo [4] presentamos un método de aproximacién
de la funcién de onda difractada para un radio molecular pequefio que nos permite evaluar
numéricamente nuestras expresiones que en principio son complicadas, asi como establecer
una forma de comparacion entre los patrones de difraccién de una particula puntual y una
molécula con estructura. En el capitulo [b| definimos una cantidad que mide la onda trans-
mitida con grados de libertad internos. En el capitulo [6] definimos el modelo de interaccién
armonico con una separacion de equilibrio distinta de cero implementado en nuestras eva-
luaciones numéricas. En el capitulo |7] variamos el radio molecular y la longitud de onda de
de Broglie para apreciar los efectos que producen en los patrones de difraccién, haciendo
siempre la comparacién entre el caso puntual y el caso con estructura, también se presen-

tan los patrones de difraccién en toda la zona paraxial; asimismo se muestra la funcién de
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transmisién, su comportamiento asintético y el comportamiento de su segunda derivada;
por ultimo presentamos las carpetas cudnticas obtenidas a partir de un arreglo periédico
de rendijas individuales. Finalmente en el capitulo [§| discutimos la importancia de nuestros

resultados dentro de la teoria usual de la dispersién molecular.



Capitulo 2

Definicién del problema de

difraccion molecular y su solucion

2.1 Consideraciones generales

El sistema que queremos estudiar consiste de dos particulas cuanticas interactuan-
tes unidas por un potencial central. Luego de que el sistema es propagado libremente en su
centro de masa, los 4tomos entran en contacto con una pantalla absorbente y un patrén de
difraccién se forma en el lado opuesto. La existencia de dos particulas requiere seis grados

de libertad, cuyas variables satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:
[LU;’xfn] = O> [p;ap]m] = 07 [x%7p]m] = Z'h(sij(slmy (21)

donde los subindices sirven para identificar a cada particula, mientras que los superindices
a sus componentes de tal manera que Z's y &1 son los vectores de posicién de cada particula.
De este modo, se implementa el siguiente Hamiltoniano.
— 2 2
2 D1 I} h
= 2

-2 2
p2 — — 2 — —
=—+—"—+4+V — =——Vi{——V |4 — , 2.2

2mq + 2mo + (’xQ x1|) 2mq 1 2mo 2t (’xQ x1|) ( )

donde mj y mg son las masas inerciales de las particulas. Como es costumbre, separamos

el problema en coordenadas relativas y de centro de masa:

S
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donde M = mj + mg es la masa total. Con este cambio, trabajamos ahora con el siguiente

operador:
- h? h?
H=———V% - V24V 2.4
IM X 2:“ T + (T)7 ( )
en donde hemos definido las siguientes coordenadas esféricas:
mimsa S
Semy TR
(2.5)
_ Y2 — U1 o T2 — X1
7 = arccos (ﬁ), 0 = arctan (—) .
|Zo — &1 72— 21

En la figura se pueden apreciar distintas visualizaciones de este sistema coordenado: en
a) se muestra como la molécula entra en la rendija de la pantalla (la cual es representada
por las lineas azules) cuando la coordenada de centro de masa (definida en [2.3]) toma el valor
Z = 0. En b) se muestra una proyeccién en el plano ZX para poder apreciar mejor las
coordenadas r y 6 definidas en ; la coordenada 71 es mostrada en c) con una proyeccién
en el plano XY, cabe destacar que este no es el mismo plano definido por las lineas que
abarcan este dngulo. En todos los casos, la frontera roja senala los limites superior e inferior

entre los cuales la molécula tiene permitido entrar.

=

(a) Vista general del sis- (b) Proyeccién en el plano (¢) Proyeccién en el plano

tema de coordenadas. ZX del sistema. XY del sistema.

Figura 2.1: Sistema de coordenadas esféricas visto desde distintas perspectivas.

Como es de esperarse, la ecuacién de onda estacionaria asociada con requiere una
funcién de Green de varias variables, la cual debe ser obtenida ab initio, es decir, desde el
planteamiento més bésico. Asimismo, un patrén de difraccién obtenido a una distancia Z
de la pantalla debe representar la densidad de probabilidad de que el centro de masa de la

molécula entre en contacto con la pantalla de deteccion.
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2.2 Ecuacién de Schrodinger para el problema de difraccion

molecular

Nuestra ecuacion de Schrodinger estacionaria es:

h? h?
{—in - %vﬁjtvq@—fl!)}\p:m, (2.6)

al separarla e implementar (2.5)) obtenemos

2

donde las constantes Ex y F, satisfacen
Ex+E,=FE. (2.8)

A pesar de que y son soluciones separables, una energia fija E es compatible con
distintos productos de ondas 11)()2 )x(Z) debido a la degeneracién, de forma que una solucién
general de debe plantearse como una superposicién de dichos productos. La funcién de
onda también debe cumplir con una condicién inicial en la rendija, i.e. la condicién en Z =0
si Z es tomado como un cuasi-tiempo. Cabe mencionar que las expresiones triviales dadas
por soluciones factorizables en todo el espacio carecen de valor; de esta forma esperamos

que la rendija sea la causa de un enredamiento entre grados de libertad y nimeros cuanticos.

2.3 Solucién general, propagadores explicitos y densidad de

probabilidad marginal

Las soluciones explicitas en ([2.7)) son las usuales para particulas libres y confinadas:

(232" (2m)32 (2.9)
X(f) = (bnlm(f) = ¢nlm(ra 7, 9) = Rnl(r)yzm(%@)v

donde A es una constante arbitraria (que sera omitida en lo que sigue de la deduccion de la

w()—(’): N iK-X _ N (KxX+KyY+KzZ)

densidad de probabilidad marginal por motivos de claridad) y ¥;™(n,6) son los arménicos
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esféricos. Noétese que hemos escogido al eje Y como el eje de cuantizacién para ¢, (%)
(ver apéndice |C| si una orientacién cualquiera es requerida), estas funciones de onda deben

satisfacer las siguientes relaciones de ortogonalidad:

2m m™ oo

///r2sinndrdndGqﬁfl,l,m/(r,n,9)¢nlm(r,n,c9)zénn/5ll/5mm/. (2.10)
0 0 O

Los subindices n, [, m se originan de la cuantizacién de la energia en tres dimensiones. Por
ejemplo, en un potencial central de confinamiento, n,l, m representan el nimero radial,
de momento angular y magnético respectivamente. La energia interna de la molécula esta

directamente relacionada con la constante de separacién en (2.8): €, = E.

X
|
Moléculas Ondas
incidentes difractadas
\ /
)(/ m,
/ - A
Z

m; —

\ (X,1,0)

_--h-h_"‘_"'—-.“

Figura 2.2: Configuraciones iniciales permitidas (azul) y no permitidas (rojo). Se contem-
plan como eventos de absorcion tanto los casos cuando ambas particulas no se encuentran

en la regién permitida en Z = 0 como los que sélo cuentan con un atomo en dicha region.

A partir de (2.9)), podemos observar que la relacién de dispersién introducida en ([2.8)) tiene
la forma explicita:
h2

i (K% + K§ + K2) + e = E. (2.11)

Como se aprecia en la figura la variable X estd alineada con el eje paralelo a la rendija
mientras que la variable Z estd alineada con el eje de propagacion, de tal manera que en

la regiéon Z < 0 el par de particulas ligadas se encuentran en un estado bien definido de
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energia, mientras que el centro de masa libre estd dado por una onda plana; asimismo, en la
regién Z > 0 tenemos la solucion difractada; finalmente en Z = 0 se encuentra la pantalla
absorbente modelada de la misma forma que una superficie opaca en la fisica éptica, aunque
de ser necesario, las pantallas repelentes también pueden ser modeladas como dicta la teoria
estandar de la difraccion: ajustando la derivada normal de la funciéon con condiciones en
la pantalla, de manera similar a las condiciones de frontera metalicas para ondas de luz.
Ahora sustituimos Kz = \/ %—A;[(E — €nl) — Kg( — K%, en donde la eleccién especifica

del signo positivo de la raiz cuadrada proviene de la propagacién solamente hacia adelante

(no se considera la existencia de ondas reflejadas) a lo largo del eje Z positivo. La solucién

general de ([2.6)) adquiere la forma:

e i M p o VK2
V(X 7) =) / /dKXdKYCnlm(KXaKY)e (KX ke /3 (Bmen) K K%Z>¢nlm(f)-

nlm og oo

(2.12)

Para poder hallar los coeficientes de expansién Cyyy, (K x, Ky ), incorporamos la condicién
inicial de la onda entrando a la rendija imponiendo una funcién truncada ¥o(X,Y,Z) de
manera que Vo(X,Y,7) = V(X,Y,Z = 0,%). Luego de evaluar , usar una inversién
de Fourier en X y Y y las relaciones de ortogonalidad ; obtenemos una expresion
explicita para Cpn, (Kx, Ky ):

1 : !/ : !
Crim(Kx,Ky) = 5 / dX'dY'dz'e XX TIEYY e (@00 (X Y 2. (2.13)

(2)
Tras sustituir (2.13) en (2.12]), la solucién general adopta la forma:

> 1

U(X, 1) = P > / dK xdKydX'dY'dz'¢%,, (Z")dnim (L) X

nlm (2.14)
w etEx(X=X")+iKy (Y—Y’)ei\/—K§<—K?f+%’(E—enz)Z\IIO<X/7 Y, #).

Una vez mas, el lector puede comparar nuestro tratamiento con la teoria tradicional de
Kirchhoff de ondas escalares, que se explica por ejemplo en [18]. Como podemos ver, no
hay necesidad de especificar la derivada normal de la funcién en la pantalla. Si una condicién
evanescente para las derivadas normales es impuesta, las ondas salientes Kz > 0 y entrantes
Kz < 0 en la regién de difraccién seran necesarias. En lugar de recurrir a la funcién de
Green del problema bidimensional que se encuentra en tablas, hemos hecho desarrollos

inevitables que condujeron a (3.7). Veremos que estos llevan a una nueva funcién de Green
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que propaga a lo largo de la coordenada Z.
A partir de (2.11)) y del hecho de que ng y Iy son los nimeros cudnticos entrantes del lado
izquierdo de la pantalla, sabemos que F — €,,, es la energia cinética de la molécula en

Z < 0, la cual se puede expresar como:

R [2r\?
E —€ngly = oM (A) ) (215)

donde A es la longitud de onda de de Broglie. Al analizar (2.14)), observamos que nuestro
tratamiento general del problema de difraccién nos permite definir un propagador para
todos los grados de libertad, excepto para Z, que actia como parametro. Hasta donde

sabemos, esta es la primera vez que este objeto se escribe para el caso una molécula [19]:

K(X_X/7Y_Y/7Z;E_€nl) -

/ /dKXdeeZKX(X X')+iKy (Y=Y') \/ K% —K3+23 (B~ Gnl)Z
T

—00 —O0

(2.16)
(2

Ya que la deteccién de la molécula esta relacionada con el paso del centro de masa por las
inmediaciones de un detector, es 1til poner nuestra atencion en la densidad de probabilidad
marginal (esto no es una aproximacién). Tal densidad p(X) se obtiene al integrar las
2

coordenadas relativas en |\II(X' ,Z)|%, ya que es una forma de promediar los grados de libertad

internos:
p(KSE — enty) = /dm()‘(’,f)ﬁ _

/dasz

nlm

[/df/dX AY' 6%, () (BVK(X — XY =Y, 21 E — e)Wo(X', Y, 3")| x c.c.

(2.17)
donde c.c. representa el complejo conjugado. También resulta util indetificar un gran

propagador para todas las variables involucradas:
G(X - XY =Y Z|#z) =

G 2 | XA G (e

nlm

iKX(X—X')+z'Ky(Y—Y')+i\/—K§(—K§+%(E—enl)z

= (&) (@) K(X = X')Y =Y, Z;E — €),

nlm

(2.18)



10 2.8 Solucion general, propagadores explicitos y densidad de probabilidad marginal

de esta forma, la solucién general se puede obtener a partir de la condicién inicial luego de

realizar las integrales de las variables primadas
W()?,;E) = /dX’dY’d:E”G(X - XY =Y, Z|7, 7)o (X', Y, Z). (2.19)

El gran propagador G es una superposicion de propagadores libres de centro de masa y

todos los proyectores de estado interno.



Capitulo 3

Condicién inicial en la pantalla

obstructora

A partir de (2.18) y (2.19) resulta evidente que los grados de libertad intramole-
culares estdn entrelazados con el momento de centro de masa P = hK apareciendo como
variables de integracion; esta es una propiedad fundamental a considerar cuando busque-

mos cambios significativos en los patrones de difraccién no correspondientes a estructuras

puntuales. Por ejemplo, si en (2.14)) se tuviera

N
(27)3/2

‘I’O(XI7Y/§T,’77I79/): QZKO (X'&+Y"9) ¢n0l0m0(r 77 0,) (3'1)

con ]120]2 = %(E — €ngly)s ¥ NV siendo una constante arbitraria; entonces la solucién seria
separable en coordenadas relativas y de centro de masa en todas las regiones del espacio, lo
cual conducirfa a un desacoplamiento de las funciones de onda y a una expresién trivial (la
funcién de onda conservaria su forma, es decir, no habria difraccién) para la densidad de
probabilidad marginal , tal como se habia anticipado en En general, una pantalla
opaca produce superposiciones no triviales y por lo tanto una dindamica que enreda todos
los grados de libertad.

Aunque en se propuso una onda plana arbitraria para la propagacion del centro de
masa del haz entrante, en su lugar consideraremos una propagacion exclusivamente en el
eje Z, la cual corresponde a incidencia normal a la rendija:

U(X,Y,Z <0;7) = N (Eengi)Z Prolomo (T (3.2)

(271')3/2

11
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donde A es nuevamente una constante arbitraria ya que la onda plana no es normalizable;
por motivos de nitidez en las expresiones, esta constante sera omitida en el desarrollo de la
densidad de probabilidad marginal. Ahora imponemos el requerimiento de que las particulas
sélo puedan ocupar la regién sin obstruccion de la rendija cuando Z = 0, i.e. entre los limites
definidos por los bordes de la pantalla, los cuales se ilustran de color rojo en la figura
Cualquier otro caso sera considerado como un evento de absorcién, y por lo tanto no sera
tomado en cuenta en la solucién del otro lado de la pantalla difractiva.
Para que la funcién de onda cumpla con estos requerimientos (ilustrados también en la figura
y que al mismo tiempo represente un estado molecular bien definido, se considerara el
siguiente producto:
!/ ! / / / L / L / / / /

WX Y ) = © (5 = 1611) © (5 = [6h]) bupom 8. (33)
Las funciones Heaviside © truncan la onda entrante, la ausencia de otras aportaciones del
tipo onda plana dan cuenta de que la incidencia del haz es normal a la pantalla difractiva;
L denota el ancho de la rendija. Desde un punto de vista fisico, la molécula puede ser
introducida en un sélo estado desde una fuente en la izquierda, como lo han indicado inves-
tigaciones recientes [20] en la preparacién y manipulacién coherente de iones moleculares.

De acuerdo al cambio de variables en (2.3) y ([2.5)), la funcién (3.3]) adopta la forma

)@<_‘X/ M />¢nolomo(r 77 9)

L L
=06 <2 — ‘X' — %r'sinn’ SinH'D ) (2 — ‘X' + %r' sinn'sin&") Grotomo (1, 0).

mg,
M

Uo(X' v, 0, 0) =0 ( — )X'

(3.4)

Como esperabamos, no es separable en un producto de funciones de coordenada relativa y
de centro de masa. Podemos observar que debido a la simetria espacial en la forma de la
rendija, las funciones Heaviside no tienen dependencia en Y’ y gracias a la incidencia normal
del haz entrante en entonces, tampoco depende de Y’. Por lo tanto, al emplear
podemos evaluar la integracién de esta variable cambiando el orden de las integrales
(si primero se integra Y’, se obtiene una delta de Dirac en Ky, la cual nos conduce a la

simplificacién de la expresion):

/dY’G(X — XY =Y Z|#&") =

i i 2 2M o
Z/dKX¢nlm( )‘bnlm(_’) Focx=x +\/ Fx (== l)Za
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esto nos lleva a la siguiente simplificacién en la funcién de onda difractada (2.14]):

V(X Z,8) = 5 3 [ AKX TG0 (& i (@)
" i (3.6)

zKXX X") \/—K2+2 (E— Enl)Z\I’o(X/,f/),

de la cual podemos identificar un propagador mas simple (el cual es el mismo que se habria

obtenido de haber trabajado en dos dimensiones):

2M
KX -X',Z:E — ey) /dK eHx (X=X ’\/‘KQ+ (E=en)Z (3.7)

Un célculo explicito de esta integral se puede encontrar en [21]; el resultado es:

—iZ\/ 2L E — )
2¢/(X — X')2 + 72

K(X —X',Z;E —¢y) =

HyY < (B — )X X7 % Z2> ,
(3.8)

donde H {1)(.%) es la funcion de Hankel del primer tipo. También podemos considerar una
aproximacion cominmente usada para longitud de onda corta A, donde A se entiende como

.15):

1
VX =X+ 225> ——e (3.9)
%(E - 6nl)
junto con paraxialidad
X — X/ 2

de tal forma que (3.8)) se convierte en el conocido propagador Gaussiano

Vo T el — €ni) 1/2M A1

K(X = X', Z:F — e) ~ h E—en)|[Z+(X-X") /2Z] (3.11)
2miZ

Si la forma de la rendija no fuera homogénea en el eje Y (por ejemplo, un circulo) o

si el haz incidente no estuviera dado por un frente de onda paralelo a la pantalla, estas

simplificaciones no habrian sido posibles.



Capitulo 4

Solucién en una expansioén en serie

para moléculas pequenas

Para facilitar la exposicién de los préximos desarrollos, introducimos algunas
definiciones relacionadas con las funciones de Moshinsky [22-24], las cuales se originan
al truncar la integracién de los propagadores Gaussianos en el problema de difraccién por

un borde. Comenzamos con

o0
M(X,Z;r' 0,0 FE —ey) = / dX'K(X — X' Z, E — ,))Yo(X', 7", 0, 0). (4.1)
—o0

De acuerdo con (3.6)) y (3.7), al sustituir esta expresién en la funcién de onda, se obtiene

V(X,Z;rn,0)= Z/vﬂ sinn'dr’dn'd0’' ¢, (7', 0' 0 )b (r, 0, O)M(X, Z; 7', 0,0 s B — €y).

nlm

(4.2)

Al tomar en cuenta la condicién inicial en la pantalla (3.4), surgen los siguientes limites de

integracién para la variable X’

L ! L
-5 + M2 sinnsinf < X' < —%Hsinn’sin@’ + 3
L : L
-5 mi singsin@ < X' < o sinn’ sin @ + ok

14
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y al emplear las abreviaciones

. ma . my .
S_(n',0;m1, ma) = sinn'max (— sin @', —— sin 9') ,

M M
Sy (n',0;m1, ms) = sinn'min (% sin ¢, —% sin 9') ,

(4.3)

~

X (r' ' 0" my,me) = r'Se(n,0'smy,ma) £ 3

la expresién (4.1)) puede reescribirse de la forma

X4 (r'm',0"sma,ma)
M(X,Z;v" 0,0, E — e) = 9o(0,7",1,0") / dX'K(X — X' Z; E — €y).
X_(r'n',0"3m1,m2)
(4.4)

Cabe destacar que luego de integrar en la variable X’, podemos recuperar el resto de
truncamientos en los limites de integracién si evaluamos X’ = 0 en (3.4). Para distinguir
las regiones cercanas a las orillas, resulta conveniente definir el siguiente par de funciones
00
ML(X,Z;v' 0,0 E —ey) = / dX'K(X — X', Z: E — ey), (4.5)

X1 (r'n',0";m1,ma)

con esto, (4.4) adquiere la forma:

M(X, Z;7' 0,05 E — en) = ¥o(0,77,1/,6")x L6

X [M_(X, Z;v" f 0/ B — eny) — My (X, Ziv' 0/ 0, — e1)] - 0

A continuacién evaluamos . Esta integral puede ser realizada alrededor de valores

pequenos de 7' de forma tal que los limites de integracién se expresan con un valor fijo

ma&s una pequeiia correcciéon que depende de la variable de integracion. Todos los términos

deben poder evaluarse de forma explicita. Como paso preliminar, necesitamos desplazar X
en para luego hacer el cambio de variables X’ — X’ L/2 dentro de la integral.

oo
Mi(X+L/2,Z;7" 0,0 E —ey) = / dX'K(X — X', Z; E — €y). (4.7)

'S+ (n,0";m1,mz2)

Es evidente ahora que la serie de Taylor de esta expresion se puede realizar en torno al
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limite inferior de la integral:

oo Nk (k)
Mi(X+L/2,Z;7" 0,0 FE —ey) :Z (') [<aa//> My(X £L/2,Z;7" 0,0 E — ey)
r

r’'=0

= () )
= Z [Si(n’,ﬁ’;ml,mg)]k ( Mi(X + L/Q,Z,O,UI,HI;E — Enl)-
(4.8)

Cabe destacar que el primer término de esta suma corresponde con la funcién de Moshinsky
de una particula sin estructura, el segundo contiene su derivada, que resulta en el propagador
libre y los términos sucesivos corresponden a derivadas de orden creciente del mismo; todas
son funciones conocidas. Aunque todos los términos de la serie pueden evaluarse, sélo
contemplaremos la correccién a primer orden en r’. En este punto cabe cuestionarse la
validez de esta expansién, ya que en la soluciéon general la funcién de Moshinsky se
integra en la variable sobre la cual se realizé la expansién desde cero hasta infinito. En el
apéndice [A] se presenta un argumento en este respecto.

Con estas consideraciones, (4.8) toma la forma

My(X+L/2,Z;7" 0,0 E —ey) = / dX'K(X — X', Z; E — €y)
0
4 A (4.9)
+ 1" K(X,Z;E — €,)S+(1,0';m1, mg) + O? <L’ Z>
y de (4.3)) y (4.5) tenemos

Mi(X+L/2,Z;7" 0,0 FE —ey) =

(4.10)
My(X, Z; E — en) — ' Sx(n,0'sm1,m2) K(X, Z; E — €1),
donde se implementé la siguiente definicion
o0
MO(X,Z;E—enl):/ dX'K(X — X', Z; E — ey), (4.11)
0

que es la funciéon de Moshinsky usual con una orilla ubicada en el origen. A continuacion,
deshacemos el desplazamiento hecho en (4.7) para recuperar la dependencia en X por si
sola:

M:I:(Xa Z7 T,a 77,7 9/; E — 6nl) =

(4.12)
Mo(X FL/2,Z;E —ep) — 7' S+ (0,0 ;m1,ma) K(X FL/2, Z; E — €y).
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Por tltimo, definimos una combinacién de funciones para cada borde en X = +L/2:
Mp(X,Z,FE —€y) = Mo(X + L/2,Z;FE — €y) — Mo(X — L/2,Z; E — €), (4.13)

y debido a (4.6]), nuestra funcién de Moshinsky con grados de libertad moleculares (4.1

adquiere la forma

M(X,Z;v" 0,0 E —ey) =
ML(X, Z; E — €n) bnglomo (7,1, 0") — [F'S— (0, 0'smy, mo) K(X + L/2, Z; E — €eyy)  (4.14)
- 7”/5+(77/, 9/; mi, mQ)K(X - L/27 Z’ E - 6nl>]¢nolomo (Tlv 77/7 0/)

En esta expresion, ya no tomamos en cuenta el truncamiento de la condicién inicial sobre
las variables angulares vista por ultima vez en , ya que consideramos que para valores
pequenos del radio molecular, todas las orientaciones son permitidas como estados iniciales
(en el capitulo [5| se discute la obtencién de una expresién en donde si se consideran estos
truncamientos en los limites de integracion, los cuales se ilustran en la figura . Con
esto, y la forma explicita de las funciones de onda moleculares , ya podemos calcular

la funcién de onda a orden uno en el radio (4.2)):

‘ll(Xv Z;5m, ‘9) = @Z)nolomo (T’ 7, Q)ML(Xv Zy B — Enolo)

= > Satm(r;m,0) [ (0l [[7'[| [n0lo) futgmmo K (X + L/2, Z; E = e) (4.15)

nlm

— (nl\ HT,H |n0l0) gllgmmoK(X — L/Q, Z;E — €nl> ] .

En esta expresion, vemos que los coeficientes de expansién contienen integrales que incluyen

los elementos reducidos de matriz (||r’||) del radio molecular:

(nl| ||| Inolo) = fOO r3dr' R, (r") Ry (77) (4.16)
fitgmmo = Jg* J sinn/dn'd0’ S_ (i, 0'; my, ma) [V (', )Y, (1, 6) (4.17)
Jllommo = f027r f()ﬂ— sin nld7}/d9/5+ (77/7 9/; mi, mZ)D/Zm(n/v 0/)]*}/1210 (777 9) (418)

El calculo de (4.17)) y (4.18)) (que puede ser consultado en el apéndice [Bf) conduce a:

fllommo - Allommo Vllommogmmoa (419)
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en donde los primeros dos factores son:

o @I+1) (2l + 1) (I — m)!(lo — mo)!
Attgmma \/ 4m (ilw I+ m)!(lz + mz)! (4.20)

1

Vilgmmo = / deP"(z) P (z)V/1 — a? (4.21)
-1

mientras que el dltimo adquiere expresiones distintas dependiendo de los valores que se le

asignen a m con respecto a myg.

Para m # mg £+ 1, tenemos:

2
pye— mo — m| even
e | | (4.22)
0 |mo —m| odd
gllommo = _fll()mmo (423)
mientras que para m = mg £ 1:
i Mo —my
CmotLmg = F5 (M> (4.24)
Jllgmmo = fllommoa (425)

de esta manera se tienen términos que dependen de la relacién que existe entre las masas de
las particulas; de ser idénticas, esta contribucién se anula. La relevancia de cada término se
puede estimar meramente por medios numeéricos, es sencillo ver que sélo los términos mas
cercanos a los nimeros iniciales ng y [y tendran una contribucion relevante, siendo aquellos
que los contienen las correcciones mas significativas.

Para concluir con nuestras consideraciones mateméticas, mostramos una forma explicita

para calcular la densidad de probabilidad marginal. Usando la abreviacion
Ki(X,Z;E —epym) = K(X + L/2, ZE — e) + §(M)K(X — L/2,Z; E — €y)
1 ifm#£Ame+l (4.26)
§(m) =
-1 ifm=mg=x1
obtenemos lo siguiente para la funcién de onda difractada:
V(X, Z;r,n,0) = Dnolomo (r,n,)Mp(X,Z; E — 6nolo)

- Z‘bnlm(r)nve) <nl| HT,H ‘n0l0> fllommoKL(Xa Zy B — Enl;m)'

nlm

(4.27)
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y asi, podemos expresar la densidad de probabilidad marginal (2.17)) de una forma compacta:

p(X, Z; B — €nolo) = |Mp(X,Z; E — €n0l0)|2
— 2Re[(nolo| H’I”/H Inolo) flolomomoKL(X7 ZyE — ﬁnolo;mO)Mz(Xa ZE — 6”oloﬂ (4.28)
+ > [ (] ||| Inolo) 1P| fugmmo 1 KL(X, Z; E — €n; m)|,

nlm

Nuevamente, encontramos un término dominante que corresponde a una particula sin es-
tructura, a lo cual se le suman correcciones que contienen varios elementos de matriz del
radio molecular. Esto nos permite hacer una comparacién entre cada una de las contribu-
ciones.

La ecuaciéon nos indica que la funcién de onda difractada permite transi-
ciones a estados de energia internos correspondientes a los distintos modos rovibracionales

de la molécula, en la figura se muestra una visualizaciéon de este fenémeno para una
onda S.
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Ing(}‘ﬂ) In{}(}‘ﬂ) In{}lm) |n02m) |n03m)

(E”'X,K'”Z}
F F (K” ?K”Z}

0.K,)

Onda S

+ X o® X 4
¥ K == 3¢ ¥ 3k

'
(-K er,ﬁ ”Z}
(_KFFFX)KFFFZ}

3

Figura 4.1: En la funcién de onda difractada por la pantalla azul, se admiten transiciones a
distintos estados de energia interna, en este ejemplo se presenta una onda S que experimenta
transiciones a los distintos estados de momento angular, el nimero radial ng se dejé fijo,
pero sabemos que realmente también pueden haber transiciones a los distintos modos de
vibracién de la molécula. Los diferentes modos rotacionales se indican en la parte superior

de cada columna.



Capitulo 5

Transmision

La presencia de una pantalla absorbente implica que se restringe la cantidad de
onda que pasa por la rendija, nuestro tratamiento permite definir una funcién que pueda

cuantificar dicha cantidad en términos de los pardmetros de la molécula.

5.1 Funcién de transmisién

Podemos replantear (3.2)) como la solucién del lado izquierdo de la pantalla (es

decir, en la zona Z < 0):

( /;/2 W
2

el hecho de que no se incluyé una superposicién de funciones de onda reflejadas indica

\IIL(Xif) - (bnolomo(f)? (51)

nuestra eleccién de una pantalla absorbente, si se requiere una descripcion completa que

incluya las ondas reflejadas, necesitamos reescribir (5.1)) de la forma:

= i /2 (B¢
\I’L(X,f) ) (B- nolo

(271' 3/2 (rbnolomo

Kx X+KyYf\/2h1‘2/’ (E—en)—K%—K2 Z)

/ / A xdKy Dy (K x, Ky, B)e'( Gt ()

—OO —00

Drolymo (F) + U7 (X, 7)

=S / / 0K Ry Cop(K x, Ky, B)e VXXV Ea KGR 2) oo

nlm_ oo oo

(5.2)

21
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donde \IJE(X , @) denota la parte de la onda entrante que fue reflejada. La condicién inicial

en este caso estard dada por:
UL(X 2 |y + OR(X,Z) |5y = Wo(X, Y, ) (5.3)
luego de emplear los mismos pasos usados en la deduccion de (2.13]), obtenemos:

Dyim(Kx, Ky, E) + Coim(Kx, Ky, E) =
1
(2m)?

de esta manera, es razonable suponer que los coeficientes de expansién Cyy v Dygm €stan

(5.4)

/ AX'dY'dz' e XX Y (2o (X7 Y ).

dados por:
]. ; / ; !/
Dypm(Kx,Ky,E) = @ /dX’dY’daE”e’KXx TEYY r (2)D(E)Wo (X, Y 2.
]. ; / ; !
Crim(Kx,Ky,E) = @ / dX'dY'dz e BxX —iByY g (NC(E)Wo(X,Y'; 2.

(5.5)

las cantidades C(E) y D(E) son en general, arbitrarias y dependen del modelo de inte-
raccion con la pantalla. Por ejemplo, un estudio de la interaccién entre una rendija con una
mancuerna rigida fue llevado a cabo en [14]. Luego de sustituir (5.5)) en (5.4]), encontramos

que:

C(E)+ D(E) = 1 (5.6)

estos son los coeficientes de transmision (C) y reflexién (D). Ya que estamos trabajando

con una pantalla absorbente, deben estar dados por
C(E)=1, D(E)=0, (5.7)

esto significa que toda la onda que entra a la rendija es transmitida. Debido a que ya estamos
considerando un modelo especifico de interaccién con la rendija, nuestros resultados no nos
conduciran a la existencia de algiin espectro de resonancia; no obstante, esto no nos impide
definir una funcién de transmisiéon en términos de la probabilidad remanente al traspasar
la rendija.

Como la solucion de centro de masa en el lado izquierdo de la pantalla es una onda plana,

tenemos una cantidad infinita de probabilidad entrante, esto sélo significa que la rendija es
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. +
7

Figura 5.1: Regiones de integracién necesarias para la derivaciéon de la funciéon de trans-

misién (5.11) y la forma exacta de la funcién de onda difractada (4.2). Los limites en rojo

comprenden la regién permitida.

muy pequena comparada con el haz de materia; por lo tanto, limitamos nuestro tratamiento

de la funcién de transmisién a las dimensiones de la rendija.
X e[-L/2,L/2]
€ [—h/2,h/2]

(5.8)

en donde h es la longitud de la pantalla a lo largo del eje Y. Sin embargo, no todas
las configuraciones moleculares cuyo centro de masa se encuentra en este dominio estan
permitidas, ya que la condicion inicial prohibe aquellas en donde una de las particulas
se encuentre fuera de la rendija (ver figura , debemos entonces definir la funcién de
transmisién como la porcién de configuraciones que cumplen tanto como , siendo
la transmisién total la que sélo satisface . El “conteo” de dichas configuraciones se lleva
a cabo a través de la probabilidad dada por la funcién de onda (también podria decirse que
estamos midiendo la probabilidad transmitida):
L/2 h/2
T=— dX/ dY/da?\\I/o(X,f)\z, (5.9)
~L)2 h/2
donde, para poder normalizar la funcién de transmisién con la seccién clésica (el drea de
la rendija), la constante de normalizacién N introducida en se toma como 1. Este

resultado también se puede obtener al evaluar

1 [ 1 [~
T= / dX/ dZ|W(X, Z; 7)|> = / dX/ dzZ|Wo(X; 7)|?, (5.10)
L —00 R L —00 R

lo cual resulta bastante sencillo si se parte directamente de (3.6). Esta expresiéon nos dice

que la funcién de onda se vuelve normalizable en el eje X debido a la rendija, y gracias
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a la propagacién unitaria en el eje Z, la integral es igual para toda Z > 0, escogemos el
valor Z = 0 simplemente porque la funcién de onda de coordenada relativa estd dada en
ese punto por un solo estado (es decir, es mas facil determinar la funcién de transmisién en
el campo cercano sin necesidad de aproximaciones).

Para un resultado explicito, necesitariamos ajustar los limites de integracion de la misma
forma que se hizo para la funcién de Moshinsky , en este caso, la integracién es mas
sencilla ya que no involucra un enredamiento de las variables internas y de centro de masa.
Esto nos permite obtener una féormula explicita sin tener que recurrir a aproximaciones,
para ello recordamos que la condicién inicial establece las configuraciones entrantes
permitidas. Al utilizar las coordenadas esféricas podemos notar que para r < L
todas las configuraciones angulares estan permitidas, mientras que para r > L, tenemos
que prohibir aquéllas que no se encuentren dentro de la regién permitida (la zona entre
los limites rojos en la figura [5.1]). Si se quiere integrar sobre todas estas configuraciones,
tenemos que dividir el integrando en tres limites de integracion:

1) sir € (0,L), entonces n € (0,7) y 6 € (0,27).

2)sire (L,00) yne(0,arcsin(L/r)) U (7, — arcsin(L/r)) entonces 6 € (0, 2m).

3)sire (L,00)yn € (arcsin(L/r), m — arcsin(L/r)) entonces

0 € (—arcsin(L/rsinn), arcsin(L/rsinn)) U (7 — arcsin(L/r sinn), w + arcsin(L /7 sinn)).
En la figura se ilustran estas regiones. Luego de estas consideraciones, se obtiene lo

siguiente para la funcién de transmisién:

L 1 L
T(L) = /O rPdrR2 , (r )_Z /0 ridrR2 , (r)dr

i / r’drR2 (1) /\/1_T z[P (z)]?
2o+ lomoi/ r3drR2,, (r /Fdxmm?(a:)ﬁ

lo —my)!

(2[0 + 1) Elo g
(
(

L (lg +mp)!

2

20 +1 (I —mo)! [ % | . o
2 T (lo + myg !/L dT’Rnolo( )/0 dx arcsin 71\/17_7332 [Ploo(x)]
(
(

)
)
_ g2l +1 ZO_mO)!/ r3drR2 , (r )/Fdx TR R V1 - 2P ()],
) . olo 0 0

L lop +mg)! 1"2(1—l'2)

(5.11)

donde las funciones R,;(r) son las soluciones radiales de la ecuacién de Schrodinger de

coordenadas relativas (2.9) y P/"(x) son los polinomios asociados de Legendre. Podemos
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ver cémo la funcién de transmision no depende de la coordenada Y debido a que la condicién
inicial no la involucra en el truncamiento de los limites de integracion. Se puede demostrar

que esta expresion cumple con los limites:

lim T(L) =1, lim T(L)=0 (5.12)

L—o0 L—0

5.2 Formas asintdticas

Podemos tener una mejor comprensién de los valores limite de la funcién de trans-
misién mds alld de (5.12]). Comenzamos por observar que la funcién de onda radial intro-

ducida en (2.9)), siempre se puede reescribir en una forma adimensional:

Ru(r) — QS—I/QR (%) : (5.13)

donde a es la constante caracteristica del potencial de interaccién (por poner un ejemplo,
para un oscilador arménico tenemos que a = y/fi/mw), con esto en mente y después de un
cambio de variable en las integrales, resulta trivial demostrar que podemos reescribir ((5.11))

de la siguiente forma:

1aL 20+ 1 (I —mg)! [V !
B .2 0 0 — Mg 3. 12 mo (12
T (ar) _/0 RS (1) — 22 G L/o u duRnOlO(u)/o dey/T— 2P (2)]
(lp — mp)!

o =mo)t ™ 24, 2 . / z[P (x
(lo + mo)! /1/aL nolo —
200+ 1 (lo — mo)'

= w3
ar, duR? ,
T (lo +mo)! /l/aL nolo //
| oo
u?duR> V daf arcsin L [P (2))?
1 nolo 1o
ar,

aruv1 — aruv/1 — 22

)!
)!
_2210+1 lo—moiiaL /OO SduRnolo /V d:r [1 —\/ — 1‘ M[E?O(x)]Q

+ (20 + 1)

—2 dzy/1 — 22 [P (z)]?

a2u?(1 — 2?)

(5.14)

donde se implementé la definicién

ar, =a/L, (5.15)
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ahora, por la misma légica argumentada en el apéndice [A] para valores pequenos de ar,

s6lo los primeros dos términos en ([5.14]) son relevantes, de esta forma tenemos que:

T(ap < 1)=1—cag

2l + 1 (Io — mg)! [ !
¢ =222 + 1 (lo = mo) / wduR2 (u)/ dry/1— 2P (z)]%
0 0

7 (lo+mp)!

(5.16)

Por otro lado, para valores grandes de ay, es facil discernir que los primeros dos términos
son despreciables, ahora discutimos por qué los siguientes dos términos también son des-
preciables en comparacién con los 1ltimos dos.
Es razonable suponer que [u?R?,(u/a)] |,—o = 0, ya que de otra forma, la funcién radial
R seria singular en cero, lo cual estd prohibido por la utilizacién de funciones legales de
probabilidad. Ahora observamos de cerca el limite de integracién /1 — (a2 u?)~!, u varfa
de (az)™! a oo, de modo que este limite es llevado de 0 a 1. A continuacién escogemos
M > 1 de tal manera que v = M/aj, < 1, de esta forma se tiene que /1 — (a20?)"1 ~ 1
y v2R2,(v/a) ~ 0. Esto significa que para u € ((ar)™',v), el valor de la integral es
cercano a cero debido a la funcién radial, mientras que para u € (v,00) tenemos que
1— (a2v?)~1 &= 1; es por esto que se justifica el s6lo tomar los ultimos dos términos
en . Con un razonamiento analogo, podemos a su vez implementar las siguientes

aproximaciones:

1 1 1 1
arcsin ~ , 1—4/1— R , (.17
<CLLU\/1 —x2> apuv1 —x \/ a2u?(l—22)  2a2u?(1 —2?) (5.17)
con estas consideraciones, podemos aproximar ([5.11]) de la forma:
T(CLL > 1) ~ CQ/CLL
(5.18)

2o + 1 (lg — mo)! [ ) /1 [P (2))?
= d dr—2——.
Co = (o mo)! /0 uduRy, ;. (u) ; T 0

Graficaremos esta funcion mas adelante.
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5.3 Derivadas

Nos resultara tutil calcular la primera y segunda derivada de la funcién de trans-

misién, para ello, reescribimos ([5.14]) en una forma simplificada:

1/ar 20p + 1 (lg — mp)! 1
T (ap) = / PR, (u) — 220 Tl = mo)t / Pdul, () / dr/T— 22 [P (2)]?
0 0

7 (lo+mp)! 0

;i / PR () / e [P ()]

B 22lo +1(lo — mogi Yar W2duR? /\/7 dz arcsin < ! > [Pz?o(ﬂfﬂ2
)
)!

0o aruy1 — z2
200 + 1 (lg — mp)! 1/ag 2 \/ 2 2 mo
-2 e FA—r w?duR? ; (u / da:\/a u?(1 —2?) — [P (x )?,
(5.19)
y valiéndonos de las identidades
a(b) B(bu)
F(b) = / f(u)du/ g(u,b,x)dx
d B(b)
GFD=a®fla®) [ gla(b)b.o)iz (5:20)

. " fw 5y 0.0)] st s + " / 2 )

podemos evaluar la primera derivada de (5.19)):

T 20 + 1 (lg — mp)! !
d _ 9 lo + (lO mO) / 3dURn0l0( )/ dz /1 — .1‘2[});:0(33)}2
0 0

dar, ™ (lo + mo)!

2 +1 (o —mo)!t [ o TR w2, [ >
272" (lo+m0)!/1/aL duR2,;, (u )/0 da[ P (o)) \Jadu2(1 — 22) — 1,

(5.21)

con este resultado, podemos facilmente calcular la segunda derivada:

27 2lp+1(lp —mp)! [* Vo ae P (2))?
T _ 5200+ 1 (lo —mo) / w*duR?;, ( )/ R ) (5.22)
l/aL 0

2
\/a%u2(1 —2?)—1

da? mag  (lo +mo)!

y este resultado se empleard en las graficas de la transmisién, con la idea de mirar la
estructura de las curvas como funcién de la estructura interna de la molécula. Es de esperar
que estas funciones de transmision, asi como sus derivadas, sean sensibles a la forma del
objeto que entra por la rendija. La cual, a su vez, depende de la forma explicita de la

densidad de probabilidad interna, es decir, de los niimeros cudnticos radiales.



Capitulo 6

Implementaciéon del modelo del

oscilador armonico

La eleccion de un modelo de interaccién entre las particulas es el ltimo ele-
mento faltante para la obtencion de una férmula explicita para la densidad de probabilidad
marginal . Con el propédsito de contar con un tratamiento sencillo, implementamos
un oscilador arménico con una correccién a la barrera centrifuga (de forma que tengamos
un punto de equilibrio distinto de cero), suponiendo la existencia de una longitud molecular
caracteristica dada en términos de la frecuencia de oscilacién, la separacion de equilibrio
estard expresada en términos de dicha constante. Veremos cémo este sistema conduce a
resurgimientos en los patrones de difraccion, tal como se ha estudiado ampliamente para
paquetes de onda, incluso para sistemas anarménicos [25]. Por otro lado, modelos realistas
de moléculas pueden poseer un espectro irregular o incluir una tendencia a la disociacién de
sus atomos, para lo cual se requeriria emplear un tratamiento de dispersién. Para modelos
moleculares solubles de este tipo, se pueden consultar [26H29]. Sin embargo, como se sefialé

en el capitulo , dichos limites seran excluidos de este tratamiento.
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6.1 Oscilador armonico con una separacion de equilibrio dis-

tinta de cero

Comenzamos escribiendo explicitamente la ecuacién de Schrédinger radial (2.7)),

con la notacién de (2.9):

2
—QZTQ [;i <T2$an(r)> — I+ D) Ry(r)| + V(r)Ru(r) = emRu(r). (6.1)

Si sustituimos el potencial arménico usual:

1
Vo(r) = §Hw2r2, (6.2)

entonces obtenemos las soluciones del oscilador arménico isotrépico en tres dimensiones [30].

B 2I'(n+1) 7\ —r2\ i+l (1P
MW_(MMH+9Q>W«MJ% e

h 3
a=4/—, enl:hw<2n—|—l—|—>
pw 2

(6.3)

en donde L%(T) denota a los polinomios asociados de Laguerre, y a es la longitud tipica del
oscilador. La separacién de equilibrio de este potencial es cero, podemos hacerla positiva
y por ende un modelo de interaccién molecular mas realista si implementamos la siguiente
modificacién al potencial:
V() = Vi) + =2, (6.4
24 12

con esto, la separacién de equilibrio a’ adquiere el valor:
o/ = (D)4a, (6.5)

y la ecuacién de Schriodinger toma la forma:

2
—227,2 Li (rgian(r)> —AA+ 1)Rnl(r)} + Vo(r)Rui(r) = eni Ry (r), (6.6)
donde: 1 .~
A=—5+ (l+2> +D. (6.7)

Podemos notar que si hacemos D = (0 recuperamos al oscilador armoénico usual; sin embargo,
la constante D no tiene por qué ser necesariamente pequena, el potencial (6.4)) no debe ser

visto como una perturbacién al oscilador arménico. Una caracteristica conveniente de este
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potencial es que mantiene la forma de (6.1]), por lo que sélo necesitamos hacer el cambio

I — A sobre (6.3) para obtener la solucién de (6.6):

2I'(n+1) r\A —r?\ A4l (r?
= - (=
RBua(r) \/a3F(n +A+3) (a) P < 2a2 ) <a2

h
a=4/—, enA:hw<2n+A+3>.
Hw 2

(6.8)

Cabe destacar que debido a que los polinomios asociados de Laguerre pueden ser escritos
en términos de funciones hipergeométricas, se mantienen exactas incluso si el indice [ toma
cualquier valor real (no se limita a los nimeros enteros).

Con el proposito de evaluar , expresamos los polinomios asociados de Laguerre en su

expansién explicita
n
= Z T (6.9)

los coeficientes c A pueden consultados en varias fuentes [30,131]. Ahora podemos expresar
el producto de los polinomios asociados de Laguerre L2 (u?)LA0(u?) como una suma en

potencias pares de u:

1 k
LA ) T3 (2 i [Z OnA] . (6.10)

k= =0

En esta expresién, podrian haber coeficientes ¢ no presentes en , en cuyo caso se deben
tomar como cero para eliminar los términos extra. Con un cambio de variables, los elementos

de matriz reducida del radio molecular (4.16)) pueden ser expresados de la forma:

n+no

(nl] Hr H |nolo) = a Z BT <2 + k+ A + A0> (6.11)
k=0

donde, los coeficientes By, se conocen en términos de ¢

. T(n+ DC(ng + 1)
b L(n+ A+ 3)(ng+ Ao+ 3)

k
Z Ao "A] (6.12)

=0

En la figura se muestra un ejemplo de cémo los elementos de matriz reducida (4.16))
varian con n y ng dejando [ y [y constantes; se puede notar claramente cémo la correccion
ma&s importante siempre recae en el término n = ng, y mientras mas n se alega de ng, menos

relevantes se vuelven las correcciones correspondientes.
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01 2 3 45 6 7 89
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Figura 6.1: Representacién visual de los elementos de matriz reducida 1} dejando in-
variantes los valores [ = [p = 1. Las filas y columnas senalan los diferentes valores de n y

ng respectivamente.



Capitulo 7

Resultados

Ahora que hemos escogido un modelo de interaccién entre las particulas a través
de , contamos ya con todo lo que necesitamos para obtener los patrones de difracciéon
descritos por (4.28)), sélo queda evaluar (4.11]) y escoger valores especificos de las dimensiones

moleculares.

7.1 Funciones de centro de masa

Para realizar la integral en (4.11]), se podria usar la expresién exacta del propagador
(3.8]), pero al considerar un radio molecular pequeno y la aproximacién paraxial (3.11)) en
la propagacién del centro de masa, se obtiene lo siguiente para la funcién de Moshinsky a

orden cero (3.11)):

MO(Xa Za E— Enolo) ~

2M 2M
- . 2M(p Mg
/;Zez,/%(E—enolo)Z %—i— % e i ( Enol())X 1S i ( ‘fnolo)X

YAy AL

donde C(x) y S(z) son las funciones de Fresnel.

En cuanto al propagador, empleamos su forma exacta dada por (3.8).
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7.2 Parametros moleculares especificos

Para poder describir una molécula diatémica, sélo necesitamos especificar los va-
lores de los parametros presentes en . Nos interesa obtener efectos visiblemente emer-
gentes de ciertas caracteristicas moleculares, tales como asimetria de masas, radio no des-
preciable y energia incidente. Valores particulares de moléculas existentes pueden ser en-
contrados en distintas fuentes, por ejemplo [32].

En este trabajo consideraremos un caso de ligera asimetria de masas, una separacién de
equilibrio comparable con la longitud tipica del oscilador arménico y un estado excitado
arbitrario de la molécula incidente:
ma/my =4/3 D =100
(7.2)
n0:2, l():l, m():—l,
la escala de las masas puede ser introducida implicitamente si trabajamos con la siguiente

notacion:

2M
hQ( €nl \/)\2—@“2n+A—27’Lo—A0)
L

(7.3)

27rL aL = Z

Zp=27/L Xp=X/L,

AL =

aqui, recordamos que A es la longitud de onde de de Broglie , a es la longitud tipica
del oscilador armonico y L es el ancho de la rendija . Por lo que sélo tenemos
que especificar los valores de A;, y ar, para obtener un caso representativo correspondiente
a todas las configuraciones moleculares que cumplan con dichas razones.

Se sabe que un punto notable de enfocamiento aparece en la region intermedia del patron.
Usando la forma aproximada , si nos fijamos unicamente en el eje de propagacion
(X =0), es posible evaluar el dltimo punto de enfocamiento Z¢ del patrén de difraccién de
una particula puntual:

donde 7 es la ultima raiz de la ecuacién trascendental:

1/V8x 1/V8x

1 2 (1 -
cos <8sc> / dt cost® + sin <85E> / dtsint® =0, (7.5)
0 0
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este efecto de enfocamiento es discutido ampliamente en [10]. El punto de enfocamiento
modificado ZJ’E producido por la estructura interna puede ser estimado con el uso de una
expansién en serie de Taylor de la derivada a% p(X,Z; E — €y,1,) de la densidad de proba-
bilidad marginal alrededor de Zy:

Z}Z = Zf -+ AZf
20X, Z; E — engty) (7.6)
Zn(X, Z; B — ey1,)

AZp = —
X=0,2=Z;
A continuacion se presentan los distintos patrones de difraccién generados a partir de di-

versos parametros ar, v Ar.

Variando la longitud de onda de de Broglie

En la figura podemos ver como el patron de difraccién a lo largo del eje de
propagacion de la molécula es modificado cuando se varia la longitud de onda de de Broglie
con un valor constante del radio molecular de ar, = 0.065, en cada caso cambia la escala
del eje de propagacién, sin embargo el equivalente puntual (a7, = 0) mantiene su forma,
lo que nos permite tomarlo como referencia para hacer la comparacion; podemos apreciar
una tendencia a que los patrones sean alterados por una envolvente que es comprimida al

campo cercano cada vez que se reduce el valor de Ay.

Variando el radio molecular

En la figura podemos ver cémo el patron de difraccién a lo largo del eje de
propagacion de la molécula se modifica a medida que incrementamos el radio molecular con
un valor constante de la longitud de onda de de Broglie de A, = 0.035; en particular, la

envolvente se vuelve mas apreciable para valores mayores de ar,.

Correcciones al punto de enfocamiento

El caso de la longitud de onda méas pequena en la figura [7.1] es el mismo que el
de mayor radio molecular en la figura en estos patrones de difraccion, las posiciones
de los puntos de enfocamiento de una particula puntual Zy = 1.53L y una molécula con
estructura Z;ﬁ = 1.74L fueron obtenidos con y respectivamente; podemos apreciar

c¢émo un nuevo maximo global emerge en el campo cercano, esto no necesariamente significa
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que ese punto representa otro punto de enfocamiento en el patrén, ya que la funcién tiene
un comportamiento oscilatorio en esa regién, mientras que en el ultimo maximo local, la

funcién es més estable y no varfa mucho en los alrededores.

Patrones de difraccion completos

Finalmente, en la figura usando los parametros Ay, = 0.035 y ay, = 0.065, se
presentan los patrones de difraccién en todo el corte transversal a la pantalla (en una regién
cercana al eje de propagacién) de una particula puntual (en el panel izquierdo), la correccién
de la molécula diatémica por si sola (en el panel del centro) y la adicién de ambos, que

resulta en el patrén de difraccién de la molécula diatémica (panel derecho).

p(0,7)

— Ap=0.035
. — Ar=0.043
> /-_\ — Ar=0.05
©
s — Ar=0.057
% : ap =0

‘ Z(L)

Zy Zy

Figura 7.1: Patrones de difraccién a lo largo del eje de propagacién de una molécula mode-
lada usando los pardmetros (|7.2)) con un radio molecular de ay, = 0.065. El caso ar, = 0 es

el equivalente puntual para cada longitud de onda.

Transmision

A partir de (5.11)) es posible estimar la forma asintética para valores grandes de
a/L:

N B 2[0 +1 (l(] — mo) > 2 1 [‘Plzm (x)]z
Tlar) = kjar, k=— (o T o) /0 uduRnOlO(u)/O N (7.7)
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p(0,2)

— a;,=0.065
, — a=0.049
= A —— — a;=0.032
© o~ — ay=0.016

£(0,0)

Al
_‘W a; =0

* Z(L)

Zy Zy"

Figura 7.2: Patrones de difraccion a lo largo del eje de propagacion de una molécula mo-
delada usando los parametros (7.2)) con una longitud de onda de de Broglie de Ay, = 0.035.

El caso ay, = 0 es el de una particula puntual.

asimismo, podemos evaluar la segunda derivada de la funcién de transmisién:

T'(ay) = 20t L llo = o) / " duRy, (u) / B P
maj  (lo+mo)! Jija, o V0agu)?(1—22)—1

(7.8)

En la figura[7.4] podemos observar que la funcién de transmisién tiene un fuerte decaimiento
en la forma 1/x que hace que la informacién de la funcién de onda radial sea indistinguible,
es hasta la segunda derivada en donde podemos ver cémo el niimero de valles en la curva

es igual a ng.

7.3 Difraccién por rendijas periddicas y carpetas de Talbot

Podemos expandir facilmente nuestros resultados al caso de una rejilla difractiva
periédica si consideramos la superposicién de (3.4]) un nimero finito N de veces. Para ello,
introducimos un subindice N en nuestra notacién:

N
\IJO(X,,'I’/,HI,QI)N: Z \Il()(X/—de,TI,T]/,QI). (79)
k=—N
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—0.2
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Z(L) Z(L) Z(L)
0 Max

Figura 7.3: Empleando l) y los parametros lb asi como Ap, = 0.035 y ar, = 0.065, se

obtienen a) el patrén de difraccién sin la correccién molecular, b) el segundo y tercer término
de (4.28) a manera de ayuda para visualizar la influencia que la estructura molecular tiene,

y ¢) la expresién completa de (4.28)) donde los cambios son visibles mayormente en el campo

cercano )
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— T(ay)

— T"(ay)/10

J

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 “

Figura 7.4: La funcién de transmisién |D su forma asintdtica 1D y su segunda derivada

(7.8) dividida entre 10 para hacer la comparacién més clara; todas las evaluaciones se

/L

realizaron con los pardmetros 1'

Donde d es la separacion entre cada rendija (el ancho para todas se mantiene como L). Por
consideraciones geométricas es evidente que se requiere que d > L. Esta condicién inicial

en Z = 0 resultard en una superposicién de funciones de onda del tipo (4.15)):

N
U(X, Zirn,0)n = Y W(X +kd, Z;r,n,0). (7.10)
k=—N

De esta funcién, podemos facilmente evaluar la densidad de probabilidad marginal de una

forma andloga a (4.28))
,O(X, ZyE— 6nolo)N = |ML(X7 Z;E — 6nolo)N|2
— 2Re[<nolo‘ HT’IH |n0l0> flolomomoKL(X7 Z5 B — engly; m0>NMZ(Xa Z;E — 6nolo)N] (7.11)
+ Z | (nl] ||7']| Inolo) ?] fugmme || KL(X, Z; E — €n; m) N |2,

nlm
en donde se usaron (4.13)) y (4.26)) para definir:
N
ML(X,Z,E — engi))n = Y Mp(X +kd, Z; E — €n) (7.12)
k=—N
N
KL(X,Z,E - eqym)y = Y Ki(X +kd, Z; E — eni;m). (7.13)

k=—N
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Al tomar el limite N — oo, obtenemos un arreglo periédico de rendijas, por lo que se espera
que py represente lo que se conoce cono una carpeta de Talbot [33]. A diferencia de las

ondas luminicas [34] o los haces atémicos, estas carpetas estdn hechas de haces moleculares.
p(X, Z§E_€nolo)T = lim p(X, Z§E_€nolo>N' (7.14)
N—o0

Una caracteristica crucial de las carpetas de Talbot que logramos reproducir es la periodi-

cidad de sus resurgimientos, lo cual se discute a continuacién.

Patrones de difracciéon en carpetas de Talbot moleculares

Para un ntmero finito de rendijas equidistantes N, los patrones de difraccién
obtenidos serdan més precisos en la region cercana a las rendijas centrales, de modo que
consideramos valores del orden

X/d~1
(7.15)

Z/Lp ~ 1,
donde L es la longitud de Talbot, distancia a la cual los resurgimientos primarios toman
lugar, los secundarios ocurren en multiplos impares de Ly/2. En nuestras evaluaciones

numéricas encontramos que para una particula puntual, Lt estd dada por:

o

Ly =" (7.16)

Utilizamos ([7.11)) con N = 20 para comparar los patrones de difraccién de una particula
puntual y una molécula diatémica; la separacién entre cada rendija se tomé como ocho

veces el ancho de las mismas:
d=8L. (7.17)

En la figura [7.5 se muestra la comparaciéon de una carpeta de Talbot de una particula pun-
tual y una molécula diatémica; los parametros introducidos fueron . Pulsos cuadrados
emergen de cada rendija (se puede hacer la comparacién con condiciones periddicas imple-
mentadas en otras realizaciones [35]). En a) vemos una carpeta producida por una particula
puntual mostrada en una ventana que abarca desde el primer resurgimiento secundario hasta

el segundo resurgimiento secundario. La longitud de onda de de Broglie dependiente de la
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a) b)

a;a» asdy asds ards bib> bsby bsbs b7 bg
T | | | T
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Figura 7.5: Patrones de difraccién conocidos como carpetas cudnticas, producidas por la
ecuacion ([7.11]) para una rejilla difractiva. El periodo de la rejilla es 8L siendo L el ancho

de cada rendija.

energfa fue introducida de la forma A/L = 0.058. En b) se muestra la carpeta producida por
una molécula diatémica en la misma ventana que en a) y también empleando Az, = 0.057.
El radio molecular en términos de los parametros del oscilador \/W fue escogido como
a/L = 0.67. Se pueden apreciar diferencias importantes: un resurgimiento entre as y aq,
asi como entre ag y ay ocurre también entre b3 y by, asi como entre bg y by pero de forma
asimétrica.

En las figuras y se muestra otra densidad de probabilidad a lo largo del eje Z, en
X =d/2 y X = 0 respectivamente.
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Figura 7.6: Patrones de difraccién dados por una rejilla difractiva a lo largo del eje Z
desplazado a X = d/2, partiendo de Z = 0.4Lyp y hasta Z = 0.6Lp. La regién alrededor
del primer resurgimiento secundario es mostrado para los casos de una particula puntual y

una molécula diatémica, los pardmetros usados son 1} asi como Ap, = 0.035 y ay, = 0.13.

p(0,7)

2.0
L5}
= I — Estructura

5 Lo | Puntual

0.5]

A Z(L)

L.5Lt

Figura 7.7: Patrones de difracciéon dados por una rejilla difractiva a lo largo del eje Z en
X =0, partiendo de Z = 0.5L7 y hasta Z = 1.5Lp. La region en el eje de propagacién es
mostrada para los casos de una particula puntual y una molécula diatémica, los pardmetros

usados son 1} asi como A\f, = 0.035 y ar, = 0.13.



Capitulo 8

Conclusiones

Nuestra descripcién teérica de la propagacion de moléculas con estructura ha
mostrado ser exitosa en la reproduccién de las correcciones debidas a la estructura in-
terna en todas las regiones del espacio . Este tratamiento no estd limitado a los
coeficientes de reflexién y transmisién —usuales en la teoria de dispersién— obtenidos con las
integrales de las ondas en la regién lejana. Y aunque se usaron aproximaciones a primer
orden en el radio molecular a/L para facilitar las evaluaciones, nuestros resultados y
(4.8)) contienen todos los términos en la expansién y se mostré como calcularlos evaluando
las derivadas sucesivas con respecto a la coordenada transversal X. Para moléculas con
radios grandes siempre podemos recurrir a (4.7) y proceder con evaluaciones numéricas.
Para conservar unos resultados con forma sencilla, se introdujo una interaccién armoénica
con una separacién de equilibrio distinta de cero entre los atomos. Cabe destacar que la
estructura interna aparece unicamente en las funciones de onda radiales, abriendo la posi-
bilidad de estudiar sistemas més complejos simplemente modificando las funciones de onda;
por ejemplo, seria posible introducir deformaciones, entendidas como una serie de ondas
que contengan tanto un nimero limitado de estados ligados para los niveles internos de
energia como un numero infinito de estados de propagacion que representen disociacién en
la coordenada radial.

En cuando a las diferencias en los patrones de difraccidn, en la figura[7.I] podemos
apreciar como los efectos de la estructura interna agrega una envolvente a los patrones de
difraccién de una particula puntual, la cual es comprimida al campo cercano cuando la
longitud de onda de de Broglie es reducida; en la figura vemos cémo esta envolvente se

hace mas relevante cuando el radio molecular es incrementado.

42



Capitulo 8: Conclusiones 43

Algo que se puede observar de es que la difraccién unifica distintos estados
de la molécula, y junto con la regla de seleccién en fy,mm,, conduce al enredamiento de
estados |nlm), tal como puede confirmarse con el anélisis de la funcién de onda resultante
(4.15)). Cabe agregar que nuestros resultados analiticos también pueden emplearse en el
estudio de enredamiento entre los grados de libertad internos y de centro de masa en varios
puntos a lo largo del eje 6ptico. Aunque no se ha intentado definir la entropia de la funcién
de onda difractada, podemos anticipar que la traza parcial de las coordenadas relativas y
la evaluacion de la entropia de von Neuman en varios cortes del eje Z apoyaran la idea de

que los efectos de difraccion pueden ser asociados con desorden.



Apéndice A

Convergencia y truncabilidad de la

serie

No resulta muy audaz hacer una expansién en serie del radio molecular: como
se puede inferir de las funciones cuadrado integrables , cuando ' — oo, entonces
o(r',n',0") — 0 lo suficientemente rdpido. Esto nos asegura un resultado finito (en la figura
podemos ver cémo estas funciones cuadrado integrables no tienen divergencias en su
dominio y decaen de forma pronunciada dentro de una envolvente Gaussiana. Asimismo,
el radio promedio tiende a disminuir su magnitud, la cual es menor que el radio més pro-
bable, de esto se puede inferir que la integraciéon de productos de estas funciones serd mas
pequena a medida que los ntimeros cuanticos n, [ se alejan de ng, lp, tal como se habia ejem-
plificado en la figura para cada coeficiente y asi la serie converge. También podemos
argumentar a partir de que la funcién molecular sélo “ve” la vecindad de la rendija.
Este tratamiento puede ser usado para funciones internas de estados ligados, ya que las
densidades de probabilidad tienen un nimero finito de puntos criticos y se anulan para se-
paraciones grandes; sin embargo, si la funcién de onda sigue siendo apreciable atin cuando
r’ — 00, la aproximacién se invalida, esto ocurre en un problema con disociacién molecular.
Sin embargo, este caso puede ser discutido de forma separada, porque en ese caso, la onda se
convierte en dos particulas libres en el limite 7’ — oo y la integral puede ser evaluada

mas facilmente, por lo que el problema aiin puede resolverse.

En este trabajo nos queremos concentrar en estados ligados: aprovechamos el he-

cho de que las funciones radiales R,;(r) en (2.9) decaen rapidamente y expresamos sus
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argumentos en cantidades adimensionales r/a.

— Ry>(r)
: r
b) I — R34(r)
E Envolvente
T~ r
I - -\:/- e ST T e mmm e .-

Figura A.1: Funciones R, ;) (r) de la forma que son solucién del oscilador armdénico
en tres dimensiones modificado, aplicando los pardmetros D = 100; para a), se tiene que
n =0y [ = 2, mientras que para b) se tiene que n = 3 y [ = 6. Las lineas sélidas senalan

el valor maximo, y las punteadas su promedio.

Ryu(r) = #Rnl (2) : (A1)

Se vio como al implementar el modelo del oscilador arménico en la molécula, el radio ca-
racteristico a quedd determinado por la frecuencia de oscilacién. Con esto queda establecido
que la funcién de onda molecular niega las contribucién en ' — oo dentro de la funcién
de onda global. La constante a también nos ayuda a distinguir los casos " > a, a > 7’.
A partir de los limites de integracion variables en y su definicién , inferimos que
una correcién pequena r’ > 0 puede ser impuesta con la condicién ' < L, lo que a su vez
se satisface si a < L. De esta manera, nuestro truncamiento en la serie de se justifica
para un radio molecular pequefio. También se debe dar un criterio para los limites que la

energia entrante puede tener en términos de la longitud de onda incidente. Para fenémenos
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de difraccién se tiene lo siguiente:

<1 (A.2)

>

Al concentrarnos en el estado inicial de energia F y recordando ([2.15)), vemos que el propa-
gador (3.7) contiene términos que pueden evaluarse en el limite de longitud de onda corta

dentro de (4.8):
A

<
VX2 + 72

de igual forma se suelen tratar con valores grandes de Z comparados con X:

<1, (A.3)

X
- << 1, (A.4)

pero podemos notar cémo estos limites son equivalentes a (3.9) y (3.10) respectivamente,
de este modo se puede tomar la aproximacién (3.11). Es posible determinar la escala de los

términos sucesivos en la serie (4.8)) si escribimos tnicamente los elementos con dimensiones:

\/17(7"’9) [(ae;)k—l emx%z] @fj)k.

Ahora reescalamos 7’ como 1’ = au (donde u es una variable adimensional), y definimos

¢ = X/VAZ para finalmente obtener:

(@) ()

lo que significa que la magnitud de la energia no afecta la validez de nuestra aproximacion.
Las condiciones ((A.3)) y (A.4) son ciertas incluso para valores pequenos de X, lo que nos

permite definir una condicién que cumpla con ambas:

A
7 << 1. (A.5)



Apéndice B

Elementos de matriz del radio

molecular

Para evaluar explicitamente (4.17)) y (4.18). Primero se sustituyen los arménicos

esféricos
m _ 21+1(l_m)' m imo
Yi"(n,0) =4/ P mpz (cosm)e™”, (B.1)

(P™(cosn) son los polinomios asociados de Legendre) y cuando se factorizan todas las

constantes, se obtiene ; gracias al hecho de que no hay enredamiento entre las variables
n' y ¢, hacemos el cambio de variable usual x = cosn’ para obtener . Estos dos
resultados son los mismos para (4.17)) y . La integral sobre la variable ¢’ requiere un
tratamiento mas cuidadoso. Comenzamos con el caso m # mqg + 1, para ello definimos:
T 2
Ly = a /0 df'sing’ e 0" gimot” 4y, / df'sing =i’ gimo?” (B.2)
T

si hacemos la sustitucién a = mo/M y b = —my/M obtenemos (4.17)), y si en su lugar
escogemos a = —m1 /M y b = mgy/M entonces obtenemos (4.18)). Ahora usamos la siguiente
identidad:

b imed! e’ (mo—m+1) 10’ (mo—m—1)
/d@’sinG’e_Zm em = — + (B.3)
2(mp—m+1)  2(mg—m—1)

luego de evaluar los limites de integracionm, si |mg — m| es impar (excepto en los casos

m = mo=+1), obtenemos cero para (B.2)); en cambio, si |mo—m| es par, entonces obtenemos:

Lyomg = (@ — b) <22> , (B.4)

1 — (mog—m)
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luego de sustituir los valores de a y b mencionados anteriormente, obtenemos (4.22)) y (4.23]).

Ahora, para el caso donde m = mg £ 1 tenemos:

™ 21
Lrme = a / db'sind'e ¥ 4+ b / df'sing’e T’
0 s

y con la ayuda de la identidad:

-/
/dQ/SiHQ/eij/ = :F% _ ieime’

al evaluar los limites de integracion se obtiene:

i
Immo = :F(CL + b)?

y luego de sustituir los valores de a y b correspondientes, obtenemos (4.24)) y (4.25)).

(B.5)

(B.7)



Apéndice C

Estados de un eje de cuantizacion

arbitrario

Todos los calculos hasta ahora se han hecho considerando el sistema coordenado
mostrado en la figura més especificamente, el eje Y fue escogido como el eje de cuanti-
zacién para las funciones de onda de coordenada relativa, esto por supuesto no significa que
no podamos preparar un estado en una orientacion distinta. En tal caso, es posible escribir
la funcién de onda como una superposicién de las eigenfunciones presentadas en .

La energia y magnitud del momento angular son invariantes bajo una rotacién, por este
motivo esta transformacion se puede realizar con un operador unitario, mas especificamente,
uno que puede ser escrito en términos de los dngulos de Euler de la rotacion. Con esto en

mente, planteamos:

Inimg) = D B,7) Inim)
o (C.1)
DD =1,
donde mp es el nimero magnético en un eje arbitrario (n y [ se conservan) y «, 3, son los
angulos de Fuler que rotan los ejes Y, X, Y respectivamente. Con la ayuda de una identidad,
podemos ver que:

[ntmg) = Y (nlm’| Da, B,7) [nlm) |nlm'y = 3~ e tm0ql) (5) i) (.9

m/ m’

y a su vez:

Gntmp(B) = > e armDd) ()60 (7) (C.3)

m/
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donde dgl),m son los elementos de la matriz D de Wigner. Cabe observar que mp = m pero
una notacién distinta es necesaria ya que los niimeros corresponden a distintas orientaciones.
Usando ya somos capaces de considerar estados iniciales con cualquier orientaciones,
la funcién de onda difractada toma la forma:

—

(X, o ZZ/dKXdX’r'QSmn dr'dn'd0’' ¢, (1", 0' s 0 ) bpim (1, m, 0) x
m’ nlm (04)
oKX (X=X) \/—K2+2M (E—en1)Z

Cm/mg \Ijnolom’(X/7 Tla 77/7 01)
en donde se debe cumplir lo siguiente:
2 _
Z |Cmime|” =1 (C.5)
m/

con esta modificacién, la densidad de probabilidad marginal adopta la forma:

p(X7 Za E— enolo) = |ML(X7 Za E— €n0l0)|2
— 2Re(nolo||r’[|nolo) KL(X, Z; E — €ngly; mo) M7 (X, Z; E = €ngtg) D . D CmimoChymo Frolome
m/ ml/

+ ) (nl| | [Inolo) (nl|r'|[nolo)” [KL(X, Z; E = eu);ml* > Y~ CorimoChntmo fitomm Fiiomms

nlm m' m'

(C.6)
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