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Resumen

En este trabajo de tesis, se realiza un analisis detallado de Gitman-Lyakhovich-Tyutin para
gravedad topologicamente masiva con derivadas de orden superior. Se expone la estructura com-
pleta de las restricciones, se realiza el conteo de grados de libertad fisicos y el algebra de Dirac
entre las restricciones. Ademas, este andlisis presenta una nueva estructura de las restricciones y
los resultados obtenidos se comparan con los reportados en la literatura donde se desarrollé6 un
marco estandar a la Ostrogradski.
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Introduccion

Una teoria de campo clasica puede describirse usando un principio variacional, para Relatividad
General (RG) el tensor métrico g"” es considerado como la variable dindamica de campo funda-
mental y este describe el campo gravitacional. RG es la teoria que describe la relacion entre la
distribucion local de materia-energia y la geometria del espacio-tiempo. El que RG se haya conso-
lidado como una teoria del campo gravitacional, se debe principalmente a que las predicciones de
ésta han sido probadas experimentalmente; como la precesiéon del perihelio de Mercurio, la defle-
xi6n de la luz por objetos masivos, el corrimiento al rojo gravitacional, y recientemente, las ondas
gravitacionales provenientes de la colision de dos agujeros negros, observadas por la colaboraciones
LIGO y Virgo [1].

Por otro lado, es bien conocido que en la perspectiva de teoria cuantica de campos, RG esta des-
crita por la propagacién de una particula sin masa de espin 2, llamada el graviton. Sin embargo,
se sabe bien que dentro de la descripciéon de teoria cuéntica de campos RG, en el marco perturba-
tivo, es una teoria que no es renormalizable. De esta manera, con el objetivo de tratar de obtener
una descripcién cuantica del campo gravitacional, ha sido de particular interés proponer nuevas
formulaciones de RG, ya sea a nivel del espacio de configuracion o del espacio fase. En efecto, es
bien conocido que una manera de comprender la estructura dinamica de RG es por medio de la
formulacion de Arnowitt, Desser y Misner, en la llamada formulacion (ADM) [2]. La formulacion
ADM es una descripcion canoénica del campo gravitacional, donde la variable fundamental deja
de ser la métrica y en su lugar se usan la tres-métrica de la foliacion del espacio-tiempo y su
momento canoénico conjugado. En esta formulacién, uno encuentra que RG tiene restricciones, y
dichas restricciones al ser no polinomiales en los campos complica el proceso de cuantizacion que
hasta ahora, cuantizar RG usando la formulacion ADM es un problema abierto. Sin embargo, el
panorama lleg6 a aclararse gracias a los trabajos realizados por Ashtekar en 1986 [3, 4, 5] donde
introdujo unas nuevas variables para estudiar la formulacion Hamiltoniana de RG. En esencia,
Ashtekar encontré una transformaciéon candnica compleja entre las variables ADM y una conexiéon
valuada en el algebra del grupo SL(2,C). De esta manera, la nueva variable dindmica de la for-
mulaciéon Hamiltoniana de RG seria una conexién compleja, y asi RG estaria representada por un
campo de norma y se pondria al mismo nivel que una teoria de Yang-Mills. El uso de las variables
de Ashtekar llevaria a significantes simplificaciones en las restricciones, pues ahora las restricciones
son polinomiales con una estructura sencilla. Sin embargo, debido a que la conexiéon es compleja,
la formulacién de Ashtekar describe RG compleja y para extraer los grados de libertad reales es
necesario introducir las llamadas condiciones de realidad [3, 4] y dichas condiciones junto con las
restricciones complican nuevamente llevar a cabo el proceso de cuantizacion de RG a la Ashtekar.
Por otra parte, en los anos 90’s F. Barbero encontré una formulacién Hamiltoniana de RG expre-
sada en términos de una conexién real. En efecto, la conexién ahora seria valuada en el algebra
del grupo SO(3) [6], sin embargo, la estructura polinomial de las restricciones que se tenia en
la formulacién de Ashtekar se pierde, y nuevamente la estructura no polinomial de las restriccio-
nes, entre otras cosas, complicarian una vez mas el proceso de cuantizaciéon. En el ano 1996, S.
Holst introduce un principio de accion el cual contiene un parametro (llamado parametro v o de
Barbero-Immirzi) que conecta tanto la formulacion compleja de Ashtekar como la formulacion real
de Barbero [7]. La accion de Holst es muy interesante debido a que de su variacién se obtienen
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INTRODUCCION

las mismas ecuaciones de movimiento de Einstein y no hay una contribucién del parametro -, asi,
clasicamente y a nivel Lagrangiano RG y Holst son equivalentes. Sin embargo, a nivel Hamiltoniano
en la estructura simpléctica el pardmetro -y tiene una contribucién y atn hoy en dia, la presencia del
pardmetro v es controversial [8]. Después de los trabajos de Ashtekar y Barbero, se han realizado
varias formulaciones de RG [9, 10, 11], pero principalmente se han analizado formulaciones que
han servido para el desarrollo de la Gravedad Cuéntica por Lazos, como la llamada gravedad a la
BF [12, 13].

Respecto a lo anterior, debido a la no linealidad que tienen las restricciones de RG, la comunidad
ha optado por tratar de formular la versiéon linealizada o conocida como limite del campo débil
de RG [14]. La version linealizada tiene ciertas ventajas, por un lado las restricciones tienen una
estructura menos complicada que la versién original. Por otro lado, el lenguaje perturvativo que
se usa en gravedad linealizada es muy familiar al lenguaje que se emplea en teoria cuantica del
campo, puesto que hay un espacio tiempo de fondo fijo y en este espacio de fondo, la perturbacion
gravitacional (graviton), evoluciona dinamicamente. De esta manera, uno esperaria que las técnicas
que se utilizan en teorfa cuantica del campo podrian aplicarse a gravedad linealizada, sin embargo,
es bien conocido que la teoria linealizada es no renormalizable [15]. En este marco, parece sensato
proponer modificaciones a RG, en favor de eludir las patologias ya mencionadas. Respecto a estos
puntos, se propone la primera teoria lineal consistente de gravedad masiva, introducida en 1939 por
Fierz y Pauli [14], la llamada teoria de Fierz-Pauli [FP|. De forma general, en esta teoria se suma
un término de masa de FP a la accion de Einstein-Hilbert con lo cual el gravitéon adquiere masa.
Con esta modificacion, la teoria de FP posee cinco grados de libertad, mientras que como ya se ha
mencionado, Einstein-Hilbert tiene dos. Una suposicién natural seria que en el limite sin masa, la
teoria de FP se redujera a RG, sin embargo, esto no es asi. Este es el problema de discontinuidad
de Van Dam-Veltman-Zakharov [vDVZ] [16, 17]. Para atender esta problematica, se mostr6 que la
teoria de gravedad masiva en realidad posee un grado de libertad adicional, seis en lugar de cinco;
este es el llamado fantasma de Boulware-Deser, lo que hace que la teoria no sea unitaria [18]. Sobre
este punto, cabe mencionar que en la literatura se ha tratado de proponer modelos de juguete con
el fin de entender y solucionar los problemas que se encuentran al tratar con este tipo de teorias y
mas atn al tratar de cuantizar gravedad sin perturbar, de tales modelos podemos citar a gravedad
en dimensiones menores a cuatro. Por ejemplo, en gravedad bidimensional, es bien conocido que el
tensor de Ricci es idénticamente cero y de esta manera es imposible tratar de acoplar campos de
materia, por lo que su estudio no ha sido tan atractivo en esta dimensién. Respecto al caso en tres
dimensiones [RG-3D], tenemos el inconveniente que gravedad es una teoria topologica, esto es, la
teoria carece de grados de libertad fisicos, y este hecho hace que también la teoria sea considerada
como un modelo trivial. Sin embargo, esto no es del todo cierto debido a que la estructura de las
restricciones es muy semejante a la estructura de las restricciones de gravedad real y ademas uno
puede acoplar campos de materia de manera normal sin problemas, recordemos que el acoplamien-
to de materia es fundamental para tener una descripcion general de la dindmica del Universo. Es
preciso destacar, que en gravedad tridimensional existe una forma de dotar de grados de libertad
a la teoria por medio de una teoria topologica. En analogia con FP, es bien conocido que si uno
anade a RG-3D la accién de Chern-Simons, la teoria resultante tiene un grado de libertad fisico
y ademas el campo es masivo (por ello el nombre de gravedad topolégicamente masiva, TMG por
sus siglas en inglés), construyendo asi un modelo mas cercano a la realidad [19].

Al mismo tiempo, el analisis Hamiltoniano que se utiliza para estudiar teorias de campo que des-
criban una interaccion fundamental, se enfoca en el entendimiento de las simetrias presentes en
las teorias singulares. El estudio de las llamadas teorias singulares se realiza bajo el formalismo
de Dirac [20, 21, 22, 23|, que permite estudiar la evoluciéon dindamica tanto a nivel clasico como a
nivel cuéntico; este esquema de cuantizaciéon candnica ha sido la base de teoria cuéntica de campos
[24, 25, 26], por lo que al analizar nuevos modelos es necesario realizar de forma rigurosa y detallada
el formalismo Hamiltoniano. Desafortunadamente, si bien, el algoritmo de Dirac representa un for-
malismo robusto para el anélisis Hamiltoniano de una teoria, éste se desarrolla para Lagrangianas
que dependen de sus coordenadas generalizadas y sus primeras derivadas espaciales y temporales,
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INTRODUCCION

sin embargo, RG en un contexto no perturvativo y Chern-Simons, dependen de derivadas de orden
superior. Para sistemas de orden superior la formulacién canénica de sistemas no singulares fue
desarrollada por Ostrogradski [27] a mediados del siglo XIX, posteriormente surge el método de
Dirac y consecuentemente extensiones de éste para sistemas de alto orden [28, 29]. Actualmente
existe una generalizacion del método de Ostrogradski desarrollado por Gitman-Lyakhovich-Tyutin
(GLT) [30, 31], que sera el analisis a desarrollar en este trabajo de tesis. Como se veré, el forma-
lismo de GLT consiste en introducir variables extra definidas en el espacio fase de tal manera que
sea posible disminuir el orden de la derivacion temporal en los campos. De esta manera, al bajar el
orden en la derivacion, la teoria se vuelve més familiar dentro del contexto de Dirac. Sin embargo,
el precio a pagar por bajar el orden de las derivadas es que el método se extiende a realizar un
analisis de restricciones que emergen hasta de cuarta generacion y eso hace que el desarrollo sea
muy extenso.

Motivados por lo anterior, en esta tesis se realiza el analisis Hamiltoniano bajo el enfoque GLT
de la accion individual de Chern-Simons y posteriormente para TMG. Este trabajo de tesis se
encuentra distribuido de la siguiente manera:

= Capitulo 1. Preliminares: se presentan brevemente detalles de Relatividad General en
tres dimensiones y las principales caracteristicas de la teoria de gravedad topologicamente
masiva.

s Capitulo 2. Algoritmo de Dirac-Bergmann: se hace una revision detallada del formalis-
mo Hamiltoniano canénico de Dirac para sistemas singulares y el tratamiento de restricciones.

s Capitulo 3. Sistemas con derivadas de orden superior: se presenta de forma breve una
descripcion de la metodologia de Ostrogradski para sistemas con derivadas de orden superior,
para sistemas no degenerados. Posteriormente, se describen aspectos que permitiran abordar
de forma general la formulacién de Gitman-Lyakhovich-Tyutin y finalmente se presenta el
desarrollo detallado del formalismo para el caso particular que atafie a este trabajo de tesis,
que son sistemas con derivadas de hasta segundo orden en el tiempo.

= Capitulo 4. Anilisis Hamiltoniano del invariante de Chern-Simons: se expone un
estudio detallado en el marco de GLT, de la de la teoria de Chern-Simons linealizada, se
presenta la estructura de las restricciones y su clasificacion, se realiza el conteo de grados
de libertad, se construyen los paréntesis de Dirac y se encuentra la Hamiltoniana extendida
correspondiente a CS.

= Capitulo 5. Analisis Hamiltoniano de gravedad topolégicamente masiva: siendo
el capitulo que da conclusiéon a este trabajo de tesis, se presenta el anélisis de la teoria
TMG linealizada, en el contexto de GLT. Se exponen las restricciones y su clasificacion, se
realiza el conteo de grados de libertad, se construyen los paréntesis de Dirac y se encuentra
la Hamiltoniana extendida correspondiente.
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Capitulo 1

Preliminares

La teoria RG es una teoria clasica introducida para unificar los resultados de la relatividad
especial con la gravedad Newtoniana, a partir de los conceptos de invariancia general y el principio
de equivalencia. Probablemente, el mayor cambio de paradigma que dio Einstein al proponer su
teoria fue la idea de interpretar al campo gravitacional como efecto de la curvatura del espacio-
tiempo, conectando entonces la dindmica gravitacional con las propiedades de una variedad curva.
En RG, el campo fisico que describe el campo gravitacional es el tensor métrico g,,, un tensor
simétrico de rango dos que satisface las ecuaciones de Einstein'

Guu + Ag/ﬂ/ = HT;AV) (11)

donde A es la constante cosmoldgica, T}, el tensor de energia-momento asociado a los campos de
materia y G, es el tensor de Einstein definido como

1
Guy = R;ux - iguuRa (12)

aqui, el tensor de Ricci R, y la curvatura escalar R, estdn definidos por contracciones del tensor
de Riemann como sigue

Ry, = RX/MU y R= gleuw (1.3)
con el tensor de curvatura de Riemann dado por
Rpa;w = aurpua - 6urpua + Fpu)\r)\uo - Fpu)\r)\/un (14)

y donde I'?,,, son conocidos como los simbolos de Christoffel, expresados como

1
r°,, = gg”“ (80 Gop + OoGuw — Ougue) - (1.5)

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden en la ecuacion (1.1)
permite determinar las configuraciones gravitacionales del espacio-tiempo. Aqui y en el resto de
este trabajo de tesis, como éste se desarrolla en tres dimensiones se usaran letras griegas para
indicar indices de espacio-tiempo, que van de 0 a 2, mientras que usaremos indices latinos que
corren sobre 1, 2 para las coordenadas espaciales.

1La derivacién detallada puede encontrarse en el apéndice A



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. GRAVEDAD DE EINSTEIN EN TRES DIMENSIONES

1.1. Gravedad de Einstein en tres dimensiones

Partiendo de la siguiente acciéon

5= / (R — 2A) + L] =gz, (1.6)
que engloba a Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica A y acoplamiento de materia representa-
do por Ly y donde g = det(g,.) es el determinante del tensor métrico. A continuacon, calculando
la variacion de la accion (1.6) respecto a la métrica uno obtiene las siguientes ecuaciones de movi-
miento

Guv + Mgy = kT, (1.7)

donde 7}, el tensor de energia-momento asociado a los campos de materia y G, es el tensor de
Einstein definido anteriormente.

Ahora bien, aunque el tensor de Riemann, mediante el cual se define parte de las ecuaciones de

campo, tenga n* componentes (donde n es la dimension del espacio-tiempo donde esté definido),
1

por las simetrias de éste solo hay EHQ (n?—1) componentes independientes. Por otro lado, el tensor

de Ricci al ser simétrico en sus dos indices tiene én(n + 1) componentes independientes. Entonces,

como caso especial en dimensién n = 3 habré tnicamente seis componentes independientes para
ambos, de tal manera que por la relacion en (1.3), el tensor de curvatura de Riemann queda
enteramente determinado por el tensor de Ricci como sigue [32, 33|

1

Rpauu = gpuRau + goVRpu - ngRO'/,L - gouRpV - §R(gppgm/ - gpygau)7 (18)

aqui se observa la diferencia estructural entre gravedad en 3+1 y 2+1 dimensiones. Ahora conside-
rando las ecuaciones de campo (1.7) en (1.8), podemos escribir el tensor de Riemann en términos
del tensor de energia-momento y si ademas fijamos A = 0, se obtiene

Rpom/ = ﬁ(gpp,Toz/ + gaquu - gpuTau - gO’/,LTpV) + QKT(gpp«gau - gpugau)7 (19)

con T la traza del tensor de energia-momento. Asi, en tres dimensiones en el espacio vacio, i.e.,
T, = 0, el tensor de Riemann se anula R, ., = 0, por lo que el espacio tiempo es localmente plano.
De este modo el espacio plano es solucién a las ecuaciones de campo en el vacio (G, = 0) por
lo que en ausencia de materia el espacio-tiempo siempre sera plano. Esto convierte a gravedad en
2-+1 dimensiones en una teoria topolégica sin grados de libertad locales, la curvatura se concentra
en regiones con materia y en consecuencia no hay ondas gravitacionales [24, 34].

1.1.1. Gravedad topolégicamente masiva

Se ha mostrado que en el vacio gravedad pura no posee grados de libertad fisicos, sin embargo,
en [19] se propone la siguiente modificacion a la accion de Einstein-Hilbert, sumando un término
de Chern-Simons de tal manera que la teoria adquiera un grado de libertad (ver [35]),

S = Sgn + Scs

Sert = 5 | Bv—gde (1.10)

1

Scs = —
cs %

1 Apv o 2 o
/ |::U'€ : Fia(aﬂrpu + §FM€FSP) \% —gd3x,

dicha modificacion recibe el nombre de gravedad topoldgicamente masiva. Este término adicional
a la accion de Einstein-Hilbert fue estudiada por primera vez en [36]. Aqui el tensor antisimétrico




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. GRAVEDAD DE EINSTEIN EN TRES DIMENSIONES

E)\MV

tridimensional e ¥ = = donde e**¥ es el simbolo de Levi-Civita y p es un parametro [37].

TMG es una teoria no invariante bajo paridad debido al término de Chern-Simons. Para finalizar,

tomemos la variacion respecto a la métrica de la accion (1.10) que conduce a las ecuaciones de
2

campo

1
Guu + *C;u/ = 0; (111)
I
donde 1
Cuv = €,"°V (R, — 1980 1), (1.12)

es el tensor de Cotton. El tensor de Cotton es simétrico, C*” = C¥#; sin traza, C}; = 0; covarian-
temente conservado, V#C,, = 0; y se anula si el tensor métrico es conformalmente plano. TMG
es una teorfa de alto orden en las derivadas de los campos, la accion (1.10) contiene derivadas de
tercer orden. En esta direccion se busca un anélisis Hamiltoniano en el contexto perturbativo.

2La derivacion detallada puede encontrarse en el apéndice A







Capitulo 2

Algoritmo de Dirac-Bergmann

2.1. Sistemas singulares

En este capitulo, se abordaran generalidades de la teoria desarrollada para el estudio de los
sistemas que llamaremos singulares, siguiendo [20, 21, 22, 23].

Una forma de exhibir la informacién sobre un sistema dindmico clasico es construir el fun-
cional accién asociado, que tipicamente se escribe

ty
st = [ L. @), 21)
1
donde identificamos, ¢*, como las coordenadas; ¢*, como las velocidades; ¢« = 1,2,...,N; ¢, un
parametro de evolucion y L = L (qi(t), g’ (t)), la funcién Lagrangiana. Esta funciéon L responde al
principio de acciéon de Hamilton, que a nivel Lagrangiano afirma que: La trayectoria real que sigue
un sistema dinamico, de entre las posibles, a través de las configuraciones ¢(t1) y ¢*(t2), es tal que
la accion (2.1) toma un valor extremal (valor estacionario). La condiciéon bajo la cual la integral
anterior es extremal, es que la variacién respecto de ¢* manteniendo los puntos inicial y final fijos,
conduzca a las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L 0L
— (=) -= =0, (2.2)
dt \ 0¢* gt
siendo estas las ecuaciones de movimiento. Ahora bien, si se desarrollan las ecuaciones (2.2), las
podemos escribir
. 0?L oL 0?L
T omas = 5
0¢0¢"  Oqt d¢gio¢t

inmediatamente de (2.3), puede verse que las aceleraciones ¢* estan determinadas de manera tnica

(2.3)

por las posiciones y velocidades si y solo si la matriz H;; := % es invertible, esto implica que
0%L
(343 3(?) 7 24

El cumplimiento de tal condicién es la caracteristica definitiva de los que llamaremos sistemas
regulares; si dicha condicién no se satisface, el sistema correspondiente se diré singular.

La anterior construccién, inicialmente concebida para sistemas discretos de particulas se
puede reescribir por mero formalismo para una teoria de campo, lo que lleva a la formulacion
Hamiltoniana para acciones del tipo S[p] o S[g..], con ¢ un campo escalar.

nvls
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2.2. Restricciones primarias

En direccién de desarrollar el formalismo Hamiltoniano, se definen los momentos canénicos

oL
Di = 5= (2.5)

o'’
y como se ha mencionado, si L describe un sistema singular, ocurre que la matriz (2.4) no es
invertible; lo que ahora implicara que las velocidades ¢° no pueden definirse univocamente en
términos de coordenadas ¢ y momentos p;. Establecido de otra forma, no todos los momentos
p; son independientes y algunos pueden expresarse como una combinacién de coordenadas via las
relaciones
ém (¢',pi) =0, con m=1,...,M; (2.6)

que son las llamadas restricciones primarias!, y dependen de la naturaleza singular de la Lagran-
giana correspondiente.

Ahora, consideremos que se tienen M’ ecuaciones independientes de la forma (2.5), esto
implica que una cantidad M de momentos p, no puede escribirse en términos de coordenadas g,
por lo que M’ renglones de la matriz H;; deben ser nulos, a saber, la nulidad de la matriz H,;. Asi,
si el rango de dicha matriz es N — M’, entonces corresponde que el ntimero M’ de restricciones
primarias, esta dado por

Ahora bien, se considera que este rango sea constante en el espacio determinado por (qi,qi),
esto es, el nimero de restricciones primarias no varia, con lo cual la superficie definida por las
restricciones primarias corresponde a una subvariedad del espacio fase, de dimensiéon 2N — M’.
Adicionalmente, no existe condicion tal que las restricciones (2.6) sean independientes entre si,
por este motivo, en general, M’ < M.

Por otro lado, debe tenerse en cuenta que las restricciones independientes ¢m” no estan
garantizadas a provenir directamente de (2.5) como lo seran las ¢™, si no que pueden presentarse
combinaciones de estas tltimas, por lo cual es conveniente realizar el calculo de los vectores nulos
de la matriz Hessiana, los cuales por definicion, forman una base de la nulidad de H;;. Entonces,
sean V*# los vectores nulos, con Vi sus componentes, y ¢* las restricciones primarias que se han
encontrado, las restricciones primarias independientes estaran dadas por

O, = Voge. (2.8)

2.3. Ecuaciones débiles y fuertes

De forma general, en este contexto, el simbolo =~ se lee débilmente igual y significa que
la anulaciéon de las funciones ¢,, esta restringida a las soluciones reales de las ecuaciones de
movimiento, y no en todo el espacio fase. En otras palabras, las funciones ¢,, definen una
subvariedad del espacio fase I', y su paréntesis de Poisson con las variables canoénicas es, en
general, diferente de cero. Como consecuencia, cualesquiera dos funciones (g, p), v (¢, p) definidas
en el espacio fase que coinciden en la subvariedad de restricciones se dicen débilmente iguales, y
se puede escribir p ~ v.

También, puede verse que, en general, una funcién G que sea débilmente cero, G =~ 0, pue-
de escribirse como una combinacién lineal de restricciones, esto es, G = f,,¢™, con f,, alguna
funcion del espacio fase. Por otro lado, una igualdad que se satisface en todo el espacio fase y no

1Se dicen primarias, por el hecho de que su existencia no depende de las soluciones a las ecuaciones de movimiento
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solo en la subvariedad ¢ = 0, recibe el nombre de fuerte, y se utiliza el simbolo = para representarla.

De manera formal, para definir igualdades débiles y fuertes, tenemos lo siguiente:

= Definicion I

Una funcional F' del espacio fase, se dice débilmente cero si
Fly, =0 (2.9)
donde ¥ es la subvariedad definida por las restricciones primarias, en (2.6).

= Definicion II

Una funcional F' del espacio fase, se dice fuertemente igual a cero si

OF OF
Fls =0 —_— =0 2.10
‘21 ) (8q“ 8p’) |E1 ( )

con (gf , gf) |z, = 0 el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F' con respecto

a las variables candnicas, evaluadas en .
2.4. Hamiltoniana canénica y Hamiltoniana primaria
La transicion a la formulaciéon de la mecanica Hamiltoniana estd mediada por la transformada

de Legendre, y a pesar de estar tratando con sistemas singulares, podemos definir la Hamiltoniana
canodnica como es usual

He = {'p; — L. (2.11)
No obstante, si consideramos la variacion de (2.11)
. . oL ., OL_., ; oL _,
0He = ¢'0p; + 0¢'p; — =——0q¢" — =—=8¢" = ¢'op; — ——0¢", 2.12
€ = 4'0pi+04'pi = 5 504" = 5504 = d'0pi — 5 564 (2.12)

se pone de manifiesto que H¢ es una funcion solamente de p y ¢, las cuales no son independientes
entre si debido a la existencia de restricciones primarias. Sin embargo, es deseable que el formalismo
sea extendido para todo el espacio fase I', para esto, usando (2.11), puede escribirse la accion como

Sta'l = [ )3 0) ~ Hplt),a' ()] at. (213)
t1

Ahora bien, asi como en el formalismo de Lagrange las restricciones son consideradas a través del

acoplamiento de multiplicadores, esto también puede hacerse dentro de la formulaciéon de Hamilton.

De modo que, si tomamos la transformaciéon de Legendre, (2.11), y acoplamos las restricciones

primarias (2.6) en analogia al formalismo Lagrangiano, la acciéon en (2.13) toma la forma

tl . K . .
Sla'] =/ [pi(1)d' (t) — H(pi(t), 4" (1)) — u™ b (¢' (1), pi(1))] dt. (2.14)
ty
Ahora, tomando la variacion de la accion (2.14) se obtiene
t1 . . .
3Slg'l = [ 0 [pi(t)g"(t) — H(pi(t),¢'(t)) — u™ P (¢' (1), pi(t))] dt
ty
ty
_ / (696" + pidq' — 6H — 6u™ b — W oyn] dt (2.15)
ty
t OH a¢m> , ( OH a¢m> . }
- —pi— e~ ) 5t (g — S — SR ) St — u™ | dt,
[fl K P og g ) T oy op )" ¢
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donde, si la trayectoria clasica es obtenida mediante el principio de minima accién, para variaciones
arbitrarias de d¢*, dp* y du™, sujetas a las condiciones dq*(t1) = dq*(t2) = 0, es posible obtener las
ecuaciones de movimiento siguientes

5 OH  0¢n
p' = o0 u g’ (2.16)

4 O0H 06
q' = oy u oy (2.17)
b = 0. (2.18)

Las ecuaciones (2.16) y (2.17) corresponden a las ecuaciones de movimiento de Hamilton, mientras
que (2.18) es el conjunto de restricciones primarias. Con base en lo anterior, salta a la vista que
la teoria es invariante bajo la transformacion Ho — He + u™" ¢y, .

Por otro lado, si se definen los paréntesis de Poisson entre dos funciones F' y G del espacio
fase como

OF 0G  0G OF

PGy = % 0T 2.19
{76} 9q" Opi g Op; (219)
las ecuaciones de movimiento de Hamilton (2.16) y (2.18), pueden reescribirse como sigue

i ={¢ H} +u"{¢" ¢m} - (2.21)

Asi, para una funcién del espacio fase F, es claro que la ecuacién de movimiento puede expresarse
como

- OFdp; OF dq
= Opi di | 0g di
oF OH m OPm oF (0OH mOPm, (2.22)
~ ops (_&f Y g ) g’ <5pi T oy )
={F,H}+u" {F, ¢} .
De modo que en virtud de las propiedades del paréntesis de Poisson?, si definimos a la Hamiltoniana
primaria mediante

Hy:=Hc +u" ¢, (2.23)
las ecuaciones de movimiento para la funcién F se escriben como
F~{F H}, (2.24)

donde H; posee toda la informacion que se tiene del sistema hasta el momento.

2.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Es de esperarse que cuando el sistema evolucione en el tiempo, se necesite imponer algunas
condiciones para evitar que este no salga de la subvariedad definida por las restricciones, dicho
de otra manera, la evolucion del sistema debe preservar las restricciones en el tiempo, esto es,
(;'5’” =~ 0. Estas condiciones en lo sucesivo recibiran el nombre de condiciones de consistencia, las
cuales pueden escribirse como

o™ = {¢™, Hi} = {¢™, Ho} +up {¢™, 6"} = 0, (2.25)

2Sirvase de visitar el apéndice B para las propiedades mencionadas
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expresion que puede considerarse corresponde a un sistema de m ecuaciones lineales, no homoge-
neo, para los multiplicadores v, cuyo comportamiento determinara si serd posible hallar todos o
algunos multiplicadores. Para lo anterior, definimos

K" ={¢™ Hc} y W™ :={¢" ¢"}, (2.26)
que permiten reescribir el sistema de ecuaciones (2.25) de manera compacta, como
R+ u, WM™ = 0, (2.27)
o en forma matricial
h+Wu =0, (2.28)

donde h y wu son los vectores columna cuyas entradas son h™ y u,, respectivamente, mientras que
W es la matriz cuyas entradas son W™". De forma que se pueden resumir en los siguientes casos:

» Caso I: h # 0 (No todas h™ = 0), y det (W) # 0.

Dado que det (W) # 0, la inversa de W existe, por lo que todos los multiplicadores
de Lagrange pueden ser hallados y quedardn determinados por

u=-W"1rh —  w,=-W,}{¢" Hc}. (2.29)

De este modo, si se sustituye la expresion (2.29) en (2.24), las ecuaciones de movimiento
quedan
F={F Hc}—{F ¢m} Wn_zi {o" He} = {FvHC}D7 (2.30)

que es la definiciéon del paréntesis de Dirac, el cual se tratara en lo posterior.

» Caso II: h # 0y det (W) =0.

En vista de que det (W) = 0, solo K (rango de W) multiplicadores podran despejar-
se, mientras que M’ (nulidad de W) multiplicadores quedaran indeterminados, por lo cual,
la teoria atn contendré funciones arbitrarias, lo cual es de interés en las teorias de norma.
Por otra parte, sean V' los vectores nulos de W (i = 1,2,...,M’), que por definicion
satisfacen

WV~ 0, (2.31)

asi, con (2.28) es posible obtener
V'~ 0, (2.32)

que, en general, son funciones del espacio fase independientes de los multiplicadores. Estas @
relaciones conllevan la existencia de i restricciones adicionales, las cuales reciben el nombre
de restricciones secundarias.

» Caso III: h =0y det (W) #0.
Si se observa la ecuacion (2.28), se obtiene directamente
Wu ~ 0, (2.33)

que de los teoremas de sistemas de ecuaciones lineales, es sabido que s6lo posee solucién trivial,
esto es, todos los multiplicadores deben ser identicamente cero y conlleva que H; = He.
Ademas, si h = 0, se presentan dificultades para su tratamiento, para evitarlo, debe imponerse
como restriccion secundaria que det(W) ~ 0.
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» Caso IV: h =0y det (W) =0.
Para este ultimo caso, de la ecuacion (2.28), al igual que para el caso I1I, se tendra
Wu =~ 0, (2.34)

no obstante, dado que ahora det (W) = 0, solamente M’ multiplicadores podran ser débil-
mente determinados. Cabe destacar que el hecho de que h sea cero pudiese provenir de una
Hamiltoniana nula, esto es, Ho = 0, con lo cual se presentarian problemas para definir la
evoluciéon temporal del sistema.

Finalmente, puede concluirse que el ntimero total de restricciones es igual a la nulidad de la
matriz formada por los paréntesis de Poisson entre las restricciones primarias y el rango nos dira
cuéntos multiplicadores se esperan encontrar. Entonces, ya agotada la informacién proveniente de
las relaciones de consistencia sobre las restricciones primarias y con la adicién de restricciones
secundarias, puede construirse una Hamiltoniana secundaria, la cual contendra informacion de
todas las restrcciones halladas hasta ahora, tanto primarias como secundarias, esta seré

Hy := Hg + upm o™, (2.35)

donde ¢' son todas las restricciones, y con esto las ecuaciones de movimiento deberan tomar la
forma ) 4
F={F Hc+u¢'} :={F Hp}. (2.36)

En virtud de las condiciones de consistencia, también se requiere que las restricciones secundarias
sean preservadas en el tiempo, esto implicara iterar sobre los pasos anteriores ahora aplicados a
las restricciones secundarias. Si terminado este proceso aparecen nuevas restricciones, que pueden
llamarse terciarias, el proceso debe repetirse nuevamente, hasta el momento en que no aparezcan
nuevas restricciones, este proceso termina después de un namero finito de iteraciones.

2.6. Reductibilidad

Puede ocurrir que el conjunto de restricciones ¢;, no sean independientes entre si, esto es, que
algunas puedan expresarse mediante una transformacién a partir de las otras, se dice que la teoria
presenta reductibilidad, de otro modo, se dice que se tiene que se tiene el caso irreducible.

2.7. Hamiltoniana total y condiciones de consistencia sobre
multiplicadores

Teniendo el conjunto completo de restricciones ¢, (primarias, secundarias, teciarias,...), es
posible definir a la Hamiltoniana total como

Hy = Hc + upmo™, (2.37)

con la cual se procede a analizar las condiciones sobre los multiplicadores. Tomando las condiciones
de consistencia (2.25)

o™ = {¢™, Ho} +up {¢™, 6"} := {¢™, Hr} =~ 0, (2.38)

donde m,n =1,...,j, con j el ntmero total de restricciones.
Como se ha mencionado en apartados anteriores, las relaciones de consistencia nos dan un sistema
de ecuaciones lineales para los multiplicadores u, cuya solucién general puede escribirse como sigue

ut =U" 4+ V", (2.39)

10
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donde U™ es la solucién particular a las ecuaciones inhomogéneas y V" la soluciéon general del
sistema homogéneo, esto es

V" {pm, Pn} = 0. (2.40)

Asimismo V™ puede ser escrita como una combinacion lineal de soluciones independientes del
sistema homogéneo, es decir, V™" = v'V)*, donde i = 1, ..., k, con k el nimero de soluciones inde-
pendientes del sistema homogéneo, con lo que es posible reeescribir las soluciones (2.39) como

u" = U™ + 'V (2.41)

Ahora bien, tomando en cuenta que las funciones v* son arbitrarias, entonces las u™ pueden se-
pararse en una parte que se fije mediante las condiciones de consistencia y otra que permanezca
indeterminada, lo cual debe verse reflejado en la Hamiltoniana total, y por supuesto en las ecua-
ciones de movimiento. Asi, sustituyendo (2.41) en la Hamiltoniana total, tenemos

Hr = Hc + un¢n
— HC + (Un +Ui‘/in) ¢n
= He + U + 0"V 60
= Ho + U + 0",

(2.42)

donde se definié v*V;*¢, = v'¢;. A continuacion, introducimos (2.41) en las ecuaciones de movi-
miento, de forma que la evolucién temporal para cualquier funcién F' del espacio fase resulta

F = {F Hr}
= {F,Hc+U"¢, +v'¢;}
= {F,H +v'¢} (2.43)
= {F,H'}+ {Fv'¢;}
= {F,H'} + v {F,¢;},

donde se ha definido H' := Ho + U"¢,,.

Estas ecuaciones contienen k funciones arbitrarias y por construcciéon son equivalentes a las
ecuaciones de Lagrange. El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias marca una diferencia
fundamental, dado que las condiciones iniciales ya no tienen una evolucién tunica, sino que
permanecen indeterminadas hasta funciones arbitrarias.

2.8. Restricciones de primera y segunda clase

Hasta ahora, para la obtencién de restricciones mediante la aplicacién de condiciones de con-
sistencia, no ha sido necesario marcar una diferencia sustancial entre restricciones primarias y
secundarias, ya que se tratan al mismo nivel. No obstante, es posible, y resultara de gran utilidad,
separar las restricciones entre de primara y segunda clase, bajo los siguientes términos:

= Definicién III: Sea F' una funcional del espacio fase, se dird de primera clase si el paréntesis
de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero, esto es

{F, 9"} ~0, (2.44)

donde m =1, ..., j, con j el nimero total de restricciones; en otro caso, se dice que F' es de
sequnda clase.

11
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Ahora bien, si F' es de primera clase (bajo la definicion anterior), entonces {F,$™} debe ser
fuertemente igual a alguna combinacion lineal de restricciones ¢, puesto que las ¢ son las unicas
cantidades independientes que son débilmente cero, por tanto

{F. 0"} = [ ¢ (2.45)
En el mismo espiritu, abordemos el siguiente teorema:

s Teorema I: El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase, es también de
primera clase.

Prueba:

Sean F'y G funcionales de primera clase, entonces {F,¢™} = f"¢P y {G,¢™} = g;'¢?, de
tal forma que si tomamos {{F,G},¢™} tendremos

{F.G},¢"} = {{F.¢"},G} — {{G,¢™} , F}
= {fy¢". G} = {gy'¢" F}
= [P, CY+ ([ 07 G} P — g (P FY = {gp' F} & (2.46)
= (fge — gy 12) o + ({5 G} — {9, F}) &
= hye” ~ 0,

donde hemos utilizado la identidad de Jacobi (ver apéndice B). B

En adicién, podemos aplicar la definiciéon III de funciones de primera y segunda clase a las restric-
ciones que se han obtenido, entonces consideremos

que recordando V}* es la solucion al sistema homogéneo de ecuaciones para los multiplicadores u,
esto conlleva

Vi{oi,dn} =0 —  {¢i,dn} =0, (2.48)

es decir, ¢; es una restricciéon de primera clase.

De la misma manera, se puede probar que H’, definida en la seccién anterior, es de pri-
mera clase, para ello, consideremos el paréntesis de Poisson con todas las restricciones, esto
es

{H', 9™} ={Hc + Upno", ¢} = {Hc, ¢"} + Un {8", ¢} + {Un, 0™} 0", (2.49)

donde el tercer término se anula, y de forma sutil, observamos que sumando la expresion (2.48),
que equivale a un cero débil, obtenemos

{H',¢™} = {Hc, ¢} + Upn {¢", 0™} + v, {¢", 0™}
= {HC + Un¢n + Un¢n7 ¢>m} (250)
= {HTa¢m} =~ 0,

que se satisface por condiciones de consistencia.

A las restricciones que cumplan la definicion III, recibiran el nombre de restricciones de
primera clase y se denotaran con <; entretanto, aquellas cuyo paréntesis de Poisson no sea
débilmente cero con al menos una de las k restricciones se llamaran restricciones de segunda clase
y se denotaran por y. Esta clasificaciéon no siempre es inmediata, es decir, las restricciones de
primera clase no tiene por qué ser directamente alguna de las restricciones primarias o secundarias,

12
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en general, pueden ser combinacion de éstas. Para encontrarlas correctamente, habréa que fijarse en
los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones,
para después contraerlos con las k restricciones y finalmente hallar las restricciones de primera
clase correctas. Para lo anterior, atendamos la matriz

(;5 = {¢0t7 ¢B} ’ (251)

de dimension k x k y donde ¢, son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas y
k el nimero total de éstas.

» Proposicién 1: Si detWW’ ~ 0, entonces hay R restricciones de primera clase (con R el rango
de la matriz W’).

Prueba:.

Si detW’' = 0, en la superficie de restricciones, entonces el rango de W/ es R < k y
la nulidad de W’ debera ser k¥ — R # 0, con lo que pueden encontrarse (k — R) vectores
nulos, denotados por w; con (i =1,....,k — R), de forma que

wi' {¢a, Ps} = 0, (2.52)

que a su vez, de la misma definicién de vectores nulos, se tenga

{wida, b} =0 , Vose® (2.53)

donde ® = {@g|pguna restriccion primaria o secundaria}. De esta forma, es evidente que las
restricciones wf ¢, forman un conjunto de (k— R) restricciones de primera clase. Por lo tanto,
las restricciones de primera clase de la teoria resultan

Vi = Wi P (2.54)
|

Ya probada la proposicién, cabe destacar que al mismo tiempo se presenta una forma sistematica
de hallar las restricciones de primera clase.

Ahora bien, la matriz cuyas entradas corresponden a los paréntesis de Poisson de las res-
tricciones, puede arreglarse de la siguiente forma

o1 02 e P

o1 [ {o1, 01} {1,002} -+ {d1, bk}

W/aﬂ_fﬁz {p2, 01} {2,062} -+ {2, ¢}

: : : - : (2.55)
ok \A{¢r, 01} {or, 02} - {dk, on}

Yi XB
o (0 0 )
XB 0 Caﬁ

donde C,p es una matriz de dimension R x R, antisimétrica e invertible sobre la superficie de
restricciones, explicitamenta dada por

Cap = {Xa:, x5} (2.56)

13
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Dado que C es una matriz R x R, con R el nimero de restricciones de segunda clase, y ademas
coincide con el rango de W', éste debe ser par.

Prueba:

Como C' es una matriz antisimétrica y utilizando las propiedades del determinante, se tie-
ne
det(C) = det(C") = det(—C) = (—1)Rdet(C), (2.57)

si el rango R, fuese impar, se tendria
det(C) = —det(C) — det(C) =0. (2.58)

Por contradiccion, R debe ser par. Bl

2.9. Transformaciones de norma

Hasta este punto, se han abordado maneras de hallar los multiplicadores u asociados a la teo-

ria, no obstante, la presencia de dichos multiplicadores arbitrarios ya sea en las ecuaciones de
movimiento o en las soluciones, conlleva que las variables del espacio fase ¢* y p; no pueden ser de-
terminadas de forma tunica partiendo de condiciones iniciales, por lo tanto, no tiene un significado
fisico. Sin embargo, a nivel clasico, se trata de teorias deterministas, por lo que dos estados que
comparten mismas condiciones iniciales no deberian ser fisicamente diferentes.
Para aterrizar este concepto, consideremos un sistema que posea restricciones de primera clase y
funciones del espacio fase F'(t) y F’(t) con multiplicadores distintos, pero bajo las mismas con-
diciones iniciales tg, y ademaés se utilizara el desarrollo en serie de Taylor a primer orden, de tal
forma que para ambos estados tenemos

F(t) = F(to) + F'ét (2.59)
= F(to) + ({F,H'} + v {F,¢'}) ot, '
F'(t) = F(to) + F'ot
(t) = Flto) o , (2.60)
=F(to) + ({F. H'} + v} {F,¢'}) 6t,
respectivamente. Ahora bien, si se restan ambas ecuaciones, se tendré
SF(t) = F(t) — F'(t) = (v; —v}) {F,¢'} 6t := 6v; {F,¢" }, (2.61)

donde se ha definido (v; —v})dt = dv;. Con lo anterior, salta a la vista que el estado fisico del sistema
se mantiene inalterado bajo estas transformaciones, dado que el estado de un sistema no puede
depender de la eleccion arbitraria de los pardmetros. Por tanto, se concluye que las restricciones
de primera clase generan transformaciones que no afectan al estado fisico del sistema, y son éstas a
las que se les conoce como transformaciones de norma. Adicionalmente, si atendemos la aplicacion
sucesiva de dos transformaciones del tipo (2.61), con parametros dv; y 6v; se obtiene un resultado
que dependera del orden de las transformaciones, de tal forma que la diferencia entre los dos
posibles resultados queda como

(00 = §'0) F(t) = buidoj[{{G. 7"} 7'} = {{G,7"} 27 ]
= oo} {{G, 7'} v}

donde se han utilizado propiedades del paréntesis de Poisson, en especial la identidad de Jacobi. Sin
embargo, el paréntesis de dos restricciones de primera clase es fuertemente igual a una combinacion
lineal de restricciones de primera clase, esto es

{~',+7} = D™ (2.63)

(2.62)
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CAPITULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.10. GRADOS DE LIBERTAD

Estos resultados, permiten concluir que la cantidad {vi, vj} es también el generador de una trans-
formacién de norma.

2.10. Grados de libertad

Ya que las restricciones se han clasificado en de primera y segunda clase, puede llevarse a cabo
el conteo de grados de libertad, bajo la siguiente definicion,

= Definiciéon IV: los grados de libertad de un sistema dinamico son el nimero de variables
fisicas independientes necesarias y suficientes para describir dicho sistema.

El conteo se hace de la siguiente manera:

GrL = % (NVC) — (NRSC) — 2 (NRPC))], (2.64)

donde, NVC = Numero de variables canénicas, NRSC = Numero de restricciones de segunda
1

clase y NRPC = Nimero de restricciones de primera clase. El factor 5 es para compensar el
hecho de que los grados de libertad se refieren a las coordenadas generalizadas ¢, mientras que
en este enfoque al considerar todas las variables candnicas también se considera a los momentos
generalizados p;; el 2 que acompana al nimero de restricciones de primera clase es debido a su
doble rol, tanto de restricciones como el ser generadoras de transformaciones de norma, dicho de
otra manera, la teoria presenta restricciones y transformaciones de norma, que pueden verse como

condiciones adicionales que cumple la teoria.

2.11. Hamiltoniana y accién extendidas

Si bien la Hamiltoniana total como se ha definido en secciones anteriores, contiene todas las
restricciones, primarias y secundarias, en esta atin no se hace distincién entre restricciones de pri-
mera y segunda clase. Dirac conjeturé que todas las restricciones de primera clase son generadoras
de transformaciones de norma, y propuso escribir las ecuaciones de movimiento recurriendo a una
Hamiltoniana que contenga la informaciéon de las restricciones de primera y segunda clase, a la
Hamiltoniana que permite llevar esta distincién se le conoce como Hamiltoniana extendida, y se
encuentra definida como

Hg = H +v,y™, (2.65)
donde H’ mantiene la forma en que se ha definido anteriormente
H =He+Upx™, (2.66)

Por anadidira, usando esta Hamiltoniana, la ecuacién de movimiento debe escribirse como
F={F Hg}. (2.67)

Con base en la seccién anterior, salta a la vista que para las variables dinamicas invariantes de
norma, la evoluciéon dindmica dada ya sea por Hi, H' o Hg es la misma. Para cualquier otra
variable, es imperativo utilizar la Hamiltoniana extendida Hg, ya que ésta considera toda la libertad
de norma del sistema. La introducciéon de una Hamiltoniana extendida es una caracteristica tinica
del formalismo Hamiltoniano que incluye de forma explicita la invariancia de norma. Por otra
parte, puede construirse una accion de la forma

Sg =g,p,v] = /(pnd" — H' —v,*)dt = /(pnc]" — Hg) dt, (2.68)

que recibe el nombre de accion extendida y contiene toda la informacion del sistema, ademas que
de ésta se obtienen por ecuaciones de movimiento (2.67), en conjunto con

P% =~ ~ 0. (2.69)
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CAPITULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.12. PARENTESIS DE DIRAC

2.12. Paréntesis de Dirac

Se definen los paréntesis de Dirac entre dos funciones del espacio fase F'y G como
{F,G}p, ={F,G} —{F,x*}C.; {X",G}, (2.70)

donde {, } es el paréntesis de Poisson (ver apéndice B); C’;ﬁl la inversa de la matriz (2.56) de modo
que
afv—1 _ sa
C*PCy =47, (2.71)

El paréntesis de Dirac cumple las siguientes propiedades: Sean F, G y K funciones arbitrarias del
espacio fase

» Antisimetria: {F,G}, = —{G, F}p.

» Regla del producto o regla de Leibniz: {FFG,K}, = F{G, K}, +{F, K},G.

» Existencia de elementos nulos: {¢, F'} , = 0, V¢ constante.

» Identidad de Jacobi: {F,{G,K},}, +{K,{F,G}p}, +{G{K,F},},=0.

» Linealidad: {¢1F 4+ oG, K}, =ci {F,K},+c2{G,K} [, con ¢; y ¢y constantes.
» Para F' de primera clase y G arbitraria: {F, G}, = {F,G}.

- (x%, F}, =0, VF.

La demostraciéon del conjunto de propiedades anteriores no se tratara en este trabajo.

Cabe resaltar que las ecuaciones de movimiento (2.67) en virtud de la sexta propiedad lis-
tada, ademas del hecho que la Hamiltoniana extendida Hg es de primera clase, pueden reescribirse
como .

F:{FaHE}Dv (272)

y por los mismos argumentos, el efecto el efecto de una transformacion de norma se puede escribir
como

{F,v*}p = {F,v*}, VF. (2.73)

2.13. Observables

Una observable clésica es, por definicién en este formalismo, una funcién en la subvariedad
definida por las restricciones que es invariante de norma, o dicho de otra forma, una observable es
una funcién O del espacio fase, cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones
de primera clase y su evoluciéon esta completamente determinada, esto es

{0,7*}, ~ 0. (2.74)

Para terminar, cabe mencionar que las observables clasicas no necesariamente lo seran a nivel cuan-
tico, y finalmente que este trabajo no pretende dar un significado experimental a las observables,
ya que se escapa del alcance de éste.
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Capitulo 3

Sistemas con derivadas de orden
superior

3.1. Teorema de Ostrogradski

En el estudio de sistemas dinamicos, figura el llamado teorema de Ostrogradski [27], que
demuestra la existencia de una inestabilidad en la funcién Hamiltoniana, la cual consiste en que
dicha funcién no se encontrara acotada inferiormente , pudiendo tomar entonces la energia valores
arbitrariamente pequenos y negativos de forma que no pueda encontrarse un minimo de energia.
Para comenzar, siguiendo [38], se presenta la construccion de Ostrogradski, sin embargo, nos
restringiremos al caso de una dimension para fijar conceptos y notacion.

Reduciendo al caso en una dimension a la accion (2.1), se tendra por Lagrangiana la fun-
cion

L=1L(q.q), (3.1)
donde ¢ es la posicion y ¢ la primera derivada temporal, en otras palabras, la velocidad. Por otro

lado, las ecuaciones que describen la evolucién del sistema seran las provenientes del principio de
accion enunciado en el capitulo 1, a saber, las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL

En otro orden de ideas, cuando el sistema es no degenerado'?, la ecuacion (3.2), puede tomar la
forma

G="F(q,9), (3.3)
que es expresamente una ecuacién de segundo orden en derivadas temporales, lo que implica que
la solucién necesita dos condiciones iniciales, por ejemplo: el valor que toma la coordenada y el
de su primera derivada en algin momento inicial; de forma complementaria, contar el nimero
de condiciones iniciales necesarias para tener un problema de Cauchy bien definido proporciona
la dimension del espacio fase. Asi, la evolucion del sistema es descrita por una trayectoria en un
espacio fase bidimensional en dos coordenadas canénicas Q y P definidas por

R=q , P= ) (3.4)

1En el sentido expuesto en el capitulo 1
2La condicién de no degeneraciéon no es necesaria para aplicar el teorema, no obstante, en aras de sencillez se
supone aqui. Se puede encontrar un tratamiento general en las referencias dadas anteriormente.
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3.1. TEOREMA DE OSTROGRADSKI

mismas que son invertibles debido a la no degeneracion. La Hamiltoniana puede obtenerse de forma
usual, via transformada de Legendre, esto es

Con base en los puntos anteriores, ahora introducimos un sistema descrito por la Lagrangiana
L = L(q7 (j’ij) ) (3.6)

donde la tercera variable de la que depende la Lagrangiana, corresponde a la segunda derivada
temporal, es decir, la aceleracion. Si introducimos la Lagrangiana (3.6) al principio de accién
enunciado en el capitulo 1, este conducira a las ecuaciones

oL d (0L d*> (0L
= Z= — (=) =0 3.7
dq dt<8q>+dt2(8q’> ’ (3:7)
que a su vez, al desarrollarse pueden verse como
¢ =F (q,q,q}q“)) : (3.8)

Ahora, el numero de condiciones iniciales necesarias habra aumentado a cuatro, al igual que la
dimension del espacio fase. Continuando de forma analoga al caso anterior, el conjunto de variables
canobnicas sera

Ql =q , Q2 = q'7 (39)

PlzaL—d(aL) s PgEai

0¢ dt \ 9§ a4

En este punto es importante sefialar que aunque el espacio fase es de dimensién cuatro, la La-

grangiana solo depende de tres variables independientes, ¢, ¢ y ¢. Este hecho combinado con la

no degeneracioén, nos permite encontrar las transformaciones inversas que permiten escribir a las

variables del espacio de configuracion en términos de tres variables del espacio de fase y usarlas
para escribir la Hamiltoniana del sistema como

H (Q1,Q2, P1, P2) = PLQ2 + P2§ (Q1,Q2, P2)
- L(q (QlaQ23P2)7Q(Q17Q27P2) v(j(leQ27P2)) .

De la expresion anterior salta a la vista que la Hamiltoniana trae consigo algunas complicaciones;
es lineal en el momento Pp, lo que significa que ningun sistema de esta forma puede ser estable,
va que dicho momento puede ser infinitamente negativo, esto significa que algin grado de libertad
del sistema puede tener arbitrariamente energia infinitamente negativa, por lo que no es posible
hallar in estado minimo de energia. Dado que observamos que todos los sistemas fisicos tienen un
estado estable o de minima energia, modelos que presenten esta inestabilidad no pueden describir
el mundo fisico de manera consistente. No obstante, notese lo robusto de la generalidad del
resultado: se aplica a cualquier Lagrangiana L(q, ¢, §) que no sea degenerada. La tnica suposicion
hasta ahora es la no degeneracién, y eso significa que no es posible eliminar ¢ por integracion
parcial. En este sentido, Newton tenia razon al suponer que las leyes de la fisica toman la forma
(3.3) cuando se expresan en términos de variables dinamicas.

(3.10)

(3.11)

Asimismo, atendiendo el caso general de dependencia de un nimero arbitrario N de deri-
vadas, esto es, L = L (q,(j, g )); similarmente al par de casos anteriores, las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes seran

N [
d oL
) (_dt) 307 = (3.12)

=0
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que en el caso de sistemas no degenerados tomaran la forma

¢ =F (q,d, . -,q(QN‘”) : (3.13)
En consecuencia, la solucién demanda 2N condiciones iniciales y el espacio fase sera 2N dimensio-

nal. Igualmente, se asignan las variables candnicas de Ostrogradski

N i—1

_ d\’7' oL

i) _ _a oL P —

Qi=q , R_E < dt) ol i=1,...,N, (3.14)
j=i

y asi, es posible resolver para ¢™) en términos de Py y Q;; con lo anterior construimos la Hamil-
toniana de forma usual como sigue

N
H(Q:i,P) =) Pq¥ - L. (3.15)
i=1
Asi como en el caso anterior, la Hamiltoniana es lineal en P, ..., Py_1, y solo con respecto a Py

podria estar acotada por abajo. Por lo tanto, la Hamiltoniana es necesariamente inestable.

Para resumir, el Teorema de Ostrogradski puede establecerse de la siguiente manera [38]: si
una Lagrangiana no degenerada contiene derivadas en el tiempo de orden superior, hay al menos
una inestabilidad lineal en la Hamiltoniana de este sistema.

De manera general, algunos comentarios pueden hacerse. Esta claro que la construccion de
Ostrogradski es aplicable solo a aquellas Lagrangianas con derivadas de orden superior no degene-
radas, es decir, la Lagrangiana L = L (q, Gy .- ,q(N)) no puede dar lugar a restricciones de ningin
tipo; las Lagrangianas restringidas de orden superior estan maés alla del alcance del enfoque de
Ostrogradski.

3.2. Extension del formalismo de Ostrogradski

Para analizar sistemas singulares con derivadas de orden superior, es conveniente extender los
resultados del desarrollo de Ostrogradski de la seccion anterior para teorias de campo y aterrizar en
la llamada generalizacion de Gitman-Lyakhovich-Tyutin [30, 31]. Entrando en materia, tomemos
la Lagrangiana de una teoria de campo, para lo que es conveniente suponer que serd una funcién de
g%, con o = 1,...,n, y sus derivadas temporales hasta algunos érdenes N, de forma que N, > N,
N, > 0, donde N, son los 6rdenes de las derivadas mas altas de g que realmente entran en L. De
esta forma, puede escribirse a la Lagrangiana como

L=L(g9,0.9,0u0u9,...), (3.16)

la cual, bajo una variacion de la accién correspondiente respecto de los campos g%, conduce a las

ecuaciones de movimiento
NOt

6S oL
— = (-1)!8,,...04 —, (3.17)
o ; 995

donde el orden més alto de derivacién que pueden tener es igual a N + N, con N = maxN,. Por
lo tanto, es natural referirse a todas las ecuaciones que contienen solo g%, g1, ... g@(N+Na=1)
como las restricciones en el formalismo Lagrangiano (para teorias con derivadas de hasta orden
N,). Por otra parte, consideremos la matriz

0?L

Map = 5oV 9PN

(3.18)
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que en analogia con lo expuesto en capitulo 2, serd la Hessiana para una teorfa con derivadas
de orden superior y cuyo determinante permitira definir el caracter singular de una teoria. Una
teoria con Lagrangiana L, que considere derivadas de hasta orden N, recibe el nombre de singular
si el determinante de la Hessiana (3.18) es cero, de otra forma la teoria se dice no singular.
Ciertamente, para una teorfa no singular N, = N,.

Si una teoria es singular, puede demostrarse [30] que de forma general, en el formalismo
Lagrangiano existen restricciones, y las ecuaciones de movimiento pueden ser degeneradas. Si las
ecuaciones de movimiento son degeneradas, éstas estédn relacionadas por identidades y el ntimero
de identidades corresponde al grado de degeneracién. Esto altimo indica la invariancia de la accién
bajo transformaciones de norma con un nimero correspondiente de parametros. Sin embargo,
cabe senalar que para las teorias no singulares con derivadas superiores, las ecuaciones de movi-
miento de Lagrange no son degeneradas y, por lo tanto, no se estara tratando con teorias de norma.

A fin de extender la formulacion Hamiltoniana del capitulo 2 a sistemas con derivadas de
orden superior, partimos de introducir las variables

qg :go{(s_l) y /Ua :ga(Na)) s = ]‘7"'7Na' (3'19)

Ahora, denotaremos a la Lagrangiana en que aplicaremos los cambios de variables (3.19) por L” y
consideraremos la accién

-

con ¢g = ¢ghq1 y 4y, = v®. De manera que las ecuaciones de movimiento correspondientes tendran
la forma

N,—1
LU+ > pa(de —q2) + (4%, —v™) | dt, (3.20)
s=0

oL”
]5(11 = @» (321)
1
oL”
-s+1 S
Do = fe} — Pa> S:L"'aNa_la (322)
3qs+1
45 = dsr1, dn, =v*, s=1,..,Ny—1, (3.23)
oL”
pNe = o (3.24)

Las variables p?, corresponderan a los momentos candnicos conjugados a las coordenadas ¢, que
desde el punto de vista variacional de la accion (3.20) son tratados como multiplicadores.

Las ecuaciones (3.21-3.24), en el sector, ¢ = ¢“, son equivalentes a las ecuaciones de La-

grange (3.17). En efecto, combinando las ecuaciones (3.22) y (3.24), ademés de volver a las
variables originales, se obtiene

d=s ( 0L
s __ _1\l—s _
pi = g (-1) = (3ga(l)> , s=1,...,N,. (3.25)

Ahora bien, si se introduce la funcién Hamiltoniana

Na—1
H= Y pigi +piev* =LY, (3.26)
s=1

las ecuaciones (3.21-3.24), pueden reescribirse como

s ={q<, H}, (3.27)
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po ={ps,H}, s=1,..,Na, (3.28)
OH
Jor (3.29)

Adicionalmente, la accion (3.20) con la introduccion de la funcion H toma la forma
Na

s= [ |Soreiz -t
s=1

3.3. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin

dt. (3.30)

Hasta este punto tenemos los ingredientes necesarios para considerar una teoria singular. En este
caso, las ecuaciones (3.29) no poseen solucion para cada v, por tanto el marco de Ostrogradski no es
aplicable directamente; sin embargo, al igual que en el capitulo 2, consideremos que el determinante
de la Hessiana, definida en (3.18), es cero, y ademés definimos

rango(Mag) = R, n—R=m>0. (3.31)

Ahora bien, se enumerarén las coordenadas de tal manera que el menor del rango maximo en la
matriz se ubique en la esquina superior izquierda. Dado esto, las variables v® y pXe se dividen en
dos grupos:

Vi=1' P zplNl’, i=1,.., R,

(3.32)
N = pftte o = p%ﬂig’, a=1,...,m.
0*L

donde, la condiciéon (3.33) permite escribir todas las V's de las primeras R ecuaciones en (3.29)
como S

Vi=Vi(gPN. (3.34)
A continuacion, sustituyendo (3.34) en las ecuaciones restantes de (3.29), e introduciendo la nota-
cion

oLY oLV
a = e— _" p— 77 . 5
f a>\a |V—V 8)\(1 (3 3 )

oOH oOH

Pl = |, o=~ .
a9l lv=v oxa’ (3.36)
se obtienen las relaciones

(I)zlz = Tq — f(Qa P)a (337)

que no contienen \. Estas resultan ser restricciones y corresponderan a las restricciones primarias,
asi como en el formalismo para teorias sin derivadas de orden superior desarrollado en el capitulo
2. Asimismo, si se sustituye (3.34) en las ecuaciones de movimiento (3.27) y (3.28), estas resultan

g ={q¢ H'}, (3.38)
P ={P3,H'}, (3.39)
ol =0, (3.40)

donde H' = H + \*®!, es la Hamiltoniana primaria.

De modo que, en virtud del capiftulo 2, salta a la vista que hasta este punto, para teorias
singulares con derivadas de orden superior, dado que se tienen las restricciones primarias y en
consecuencia la Hamiltoniana primaria, es posible proceder de forma analoga a la formulacién de
Dirac para un analisis Hamiltoniano. Asi, bastara extender los resultados del capitulo 2 a estas
teorias una vez teniendo las restricciones primarias, como se realizaré en los capitulos 4 y 5 para
las teorias que son objeto de estudio en este trabajo de tesis.
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3.3.1. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin para sistemas de se-
gundo orden

De manera particular, las teorias a tratar en este trabajo, en el contexto perturbativo en que se
hara el analisis, estan descritas con a lo més derivadas temporales de segundo orden, por lo cual en
esta subseccién se desarrolla el formalismo GLT para la obtencién de restricciones primarias y la
informacién fundamental para proceder a la Dirac, especificamente para sistemas de segundo orden.

Partiendo de una lagrangiana L que depende de segundas derivadas de los campos

L= L(guu;gpu,a;guv,aﬁ)v (341)

donde g,,, es la métricay g,v.a, guv,op Su primera y segunda derivada, respectivamente. La variacién
de la accion formada por la Lagrangiana (3.41) respecto a la métrica, conduce al equivalente de
las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas de segundo orden con la forma [39]

oL oL oL

— %—aa(m)ﬁ-&@aa(i) 0. (3.42)

EM
9(950aguv)

Sin embargo, si se desarrollan las derivadas de las ecuaciones en (3.42) originan una ecuaciéon
de movimiento de hasta cuarto orden en derivadas de la métrica, por lo que trabajar con este
tipo de sistemas complica el analisis Hamiltoniano. Es por esto, que un mejor enfoque consiste
en introducir ciertas variables, a fin de obtener una reduccién a primer orden en las derivadas
temporales de los campos, que es donde encuentra su base la metodologia de GLT [30]. Entonces,
siguiendo [31, 40|, la Lagrangiana (3.41) puede reexpresarse separando las derivadas espaciales de
las temporales como

L = L(9u; 90,0} Gpw, k5 9,00} 9,0k G0 G ke ) s (3.43)
ahora se introducen las siguientes variables
Guw=0uw Y V= GW, (3.44)
con las que podemos representar a la Lagrangiana (3.43) como sigue
L = L (903 G s Guv ks Vuw's G vk Guvkm ) - (3.45)

La introducciéon de las variables en (3.44) a (3.43) obliga a introducir estas mismas como
restricciones mediante multiplicadores de Lagrange en la accion, de forma que

5— / fdne = / (20 4 0 G = Ga) + PP (G — vy ', (3.46)

los multiplicadores 7/ y P*” acttian como los momentos conjugados a g, y G, respectivamente.
Entonces, variando la accion (3.46), podemos obtener las siguientes ecuaciones de movimiento
exigiendo que las variaciones se anulen en la frontera

5L

W == QW - G#y == 0, (347)
5L )
5pr = G = Vuw =0, (3.48)
5L oLY LY LY
- -y + OO (=) — 7 = 0, 3.49
dgv O k(a(akg;w)) i (8(8k8mgw)) (3:49)
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5L oL LY .
= -0 —at — P =0 3.50
6G,  0G,, ’“(a(aka,,,,)) T : (3.50)
OL _ OLY _ puw _y, (3.51)

dvHY Qv

Estas ecuaciones son las equivalentes a las ecuaciones en (3.42). Ahora bien, al poder escribir
un sistema de segundo orden en derivadas temporales como uno de primer orden, podemos escribir
la Hamiltoniana de la forma usual

H = 7", + PGy — L = 7 G,y + PP v, — LV (3.52)

Una vez teniendo la Hamiltoniana, los paréntesis de Poisson fundamentales asociados a ésta
son

1
{gap, ™"} = {Gap, P} = 5 (0"ad"p +0"50"0) (3.53)

y el paréntesis de Poisson de cualesquiera dos funcionales A y B respecto de las variables candnicas
seran

6A 6B A 6B 6B §A _ 6B A
8guw 0T 6G ., 6PW bg,, 0 6G,, SPHT

de tal forma que las ecuaciones de movimiento asociadas a las variables canonicas siguiendo el
formalismo Hamiltoniano usual resultan

(3.54)

{AvB} =

oH

Guw = g H}Y = 50 = Gl (3.55)
G =1{G,,H} = % =V, (3.56)
A — (Y H} = — 56; _ (fng (3.57)
P ={pP" H} = 5‘2:’ = 5%;. (3.58)

Si bien las ecuaciones (3.47-3.51) son equivalentes a las ecuaciones en (3.42), éstas no son
equivalentes a las obtenidas mediante la formulacién Hamiltoniana, ya que es claro que la ecuacion
(3.51) no se obtiene. Entonces si de (3.51) consideramos la expresion

oLY

_ p o — )
P 0, (3.59)

y tratdsemos con una Lagrangiana no singular (i.e., una Hessiana no nula), deberfa ser posible
resolver (3.59) para v, y de forma autoconsistente obtener la dindmica de los pares conjugados
(guv, ™) y (Guw, P") sin ninguna restriccion. Sin embargo, en el caso que se tratase con una
Lagrangiana singular, es en (3.59) donde es expresa la singularidad de la Lagrangiana ya que lo
anterior no seria posible, entonces deben tratarse como las restricciones de la teofa.
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Capitulo 4

Analisis Hamiltoniano del invariante
de Chern-Simons

En este capitulo, se analizard el término de Chern-Simons bajo la aproximacién del campo
débil, motivado por llevar a cabo el analisis de forma exhaustiva y posteriormente comprender el
efecto que la adicién de este término provoca a la accién de EH en este contexto.

4.1. Analisis Hamiltoniano del término de Chern-Simons li-
nealizado

La Lagrangiana correspondiente para Chern-Simons es

1 0 o 2 o
Leg = pgmr;g(aurw + gF%rﬁp), (4.1)

donde e’ es el simbolo de Levi-Civita, y es un parametro y 'Y, los simbolos de Christoffel defi-
nidos anteriormente en el capitulo 1. Para dar principio al anélisis, consideremos la aproximacion
del campo débil, tomando una expansion alrededor del espacio plano como *

g =t — hs (4.2)

sustituimos (4.2) en (4.1), y manteniendo términos de segundo orden, resulta
1
Los = ﬂaﬂ"(agh%apaﬂhn — 0B\ B)uhpy), (4.3)

donde (4.3) es la version en el régimen perturbativo de la accion de Chern-Simons (4.1). Si a
continuacién corremos los indices que se encuentran en suma y hacemos la descomposicion 2 4 1
para la separacion de las componentes espaciales y temporales de (4.3) y ademas, de momento por
simplicidad se toma pu = 1, se obtiene
ij ok . P 1. A " . & .
Les = — €7(0%hojhii + 0;h" ohii — §h jhii + 0;0% hoohi; + 0% 0hojhiko
1 ; 1 . 1 ,
+ 5 V2hoshoi = 5 V2R jhyi + SOkOR hEi 4 V2 hoodiho,
— V2h*00;hy; — 00 hF ;0 o).

LConvenio: La métrica de Minkowski tendra signatura (— -+ +)
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CHERN-SIMONS
4.1. ANALISIS HAMILTONIANO DEL TERMINO DE CHERN-SIMONS LINEALIZADO

De (4.4) podemos ver explicitamente que el término de CS linealizado es un sistema de segundo
orden en derivadas temporales; existen aceleraciones y velocidades, ademés de ser un sistema
singular, por lo que no es posible despejar las aceleraciones en términos de velocidades y de la
variable dinamica h,,,; es por esto que realizar un analisis Hamiltoniano usual de este sistema resulta
complicado, sin embargo éste es realizable (ver [41]). No obstante, como contribucion original de
este trabajo se utilizara el enfoque GLT para el analisis de (4.3). Entonces en analogia con (3.43),
tenemos

LCS’ = LCS(hMll; huu,O; h;uak; hp,wOO; hul/70k; huz/,O; hul/7km)7 (45)

ahora se introducen las siguientes variables
Guw = iLW Y U = GW = }.LW,. (4.6)
y tomando en cuenta el cambio de variables (4.6) en la Lagrangiana (4.4), se obtiene
. 1
cs = —€” (8khojvki + 3jhkovm - §Gkﬂ’kz‘ + 3jakh00Gki + 6k8ih0ij0
1 1 1
+ 5 V2ho;Goi = 5 VARF G + 5080 G + Vhoodih (4.7)
— V2h¥00;hy; — 00,1 ;0 huo).

De esta manera se puede ver la reducciéon de orden de las derivadas temporales en la dependencia
de la Lagrangiana (4.7), recuperando una teoria de primer orden en las derivadas de la nueva
variable G;; de forma que serd mas sencillo trabajar con (4.7) (en el contexto de GLT y Dirac) que
directamente con (4.4). Por lo anterior, la accion tomara la siguiente forma

S = / Logdie = / [Les + 7 (s = Gar) + PP (G = vp)| dP, (4.8)
y considerando (3.52), la Hamiltoniana canonica resulta
Heg = 1°°Go0 + PPugo + (27r0k + %ijVQhOj + eijakaihoj)GOk
+ [7* + €7(8;0" hoo — %Vzhkj + %akalhlj)]Gki + 2P%y;
+ [P* 4 €9 (8%hg; + 0jhFq — %ij)]vki
+ €9(V?hooO;ho; — V2RF0;hy; — 0'0ihF ;0K hio).

En seguida, si tomamos la expresion (3.59) se obtiene el siguiente conjunto de restricciones

primarias
v
OL¢ g

QM . —=CS _ pr =y, (4.10)
OV
LY
Q" . TUEOS — P == P =y, (4.11)
QU : —aaLCS - PY%=0= P" =0, (4.12)
Voi

ki OLes phi

v . X . (4.13)
= — {Pki + 5 l:Gij(akhoj + 8J‘hk0 — in]) + Ekj(aihoj + ajhio — 2sz):| } =0

se puede observar que (4.13) coincide con el tercer renglon de la Hamiltoniana (4.9) al ser
simetrizado.

26
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Por otro lado, teniendo la Hamiltoniana canénica y las restricciones primarias, es posible
construir la Hamiltoniana primaria que, por definicién, usando resultados del capitulo 2, es

Hé’S = Hegs + Auquwa (414)

con A, siendo multiplicadores de Lagrange, ademas que a diferencia de (4.9), ésta contiene toda
la informacién con la que hasta este punto tiene el sistema.

Ahora bien, tomaremos la evolucion de las restricciones primarias Q%7 usando la Hamilto-
niana (4.14) para hallar restricciones secundarias, ademéas de exigir que éstas se preserven en el
tiempo, de tal modo que

(™ = (@, Hbg) = (@, Hos} + Dy {Q7,Q") = 0. (4.15)

Para conseguir lo anterior, partiremos de las ecuaciones (4.11-4.13), y los paréntesis para cuales-
quiera dos funcionales dados en (3.54), calculamos los paréntesis de Poisson entre las restricciones,
obteniendo

{@%.0™) = Q™. Q") = {(Q".Q"} =0, (1.16)
, 1 , , , ,
{ka’le} — i (emznlk + 6lz,]7mk + 6lknrnz + emk:nlz) . (417)
Por otro lado, para el término con la Hamiltoniana canénica tenemos
{Q()OaHCS} — —7700’ (418)
) 1 o
{QOZ,HCS} = — (277'01 + §Gljv2hoj + 6l38265h0j> R (419)

) 1] .. 1 1 ; ; 1 ; 1,
{le,Hcs} = 75 |:6” <8j6kh00 - §V2hkj + 26k8rhrj> + Ek] <6j81h00 - §v2hlj + 28’8rhrj> :|

— ik L (v} + e'of) + E [6” (0"Goj + 0,Gf) + €% (0'Goy + 0;GY) } .

2 2
(4.20)
Conforme a los célculos anteriores, identificamos el siguiente conjunto de restricciones secundarias
S0 709 ~ 0, (4.21)
gi . [ 70 L ijo2 1 ligiy ~
T+ 16 Vv hoj + 56 lh()j ~ 0, (4.22)

y la evolucion de Q** da las siguientes relaciones entre variables del espacio fase y los multiplicadores
de Lagrange

1T 1 1 , . T o, 1
Sik . 3 [e” (ajakhoo - iv%kj + Qakarh’“j) + ¥ (ajalhoo - §v2hz + Qalarh’"j) ]
) 1 ) . 1T .. o )
+ 7tk — 3 (v + evf) — 3 [e” (0"Go; + 0,GE) + €9 (0'Go; + 0;GY) } (4.23)

Loty emal) <0

A continuacién, para verificar la existencia de restricciones terciarias aplicamos nuevamente la
relacién de consistencia, pero ahora sobre las restricciones S° y S°

S = {8 Hig} = {S* Hes} + A {S*,Q"™}. (4.24)
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Ademas, calculamos los paréntesis de Poisson entre restricciones, de modo que se obtiene
{89,589} = {5*,Q"} = {$*,Q"} = {5°,Q"} =0, (4.25)
y de acuerdo con ello, para las restricciones terciarias identificamos
S — 8% [€709,0"Ghi + €9V (Diho;)] =~ 0, (4.26)

y de la evolucion de S obtenemos otras relaciones entre los multiplicadores de Lagrange y funciones
del espacio fase

.. . ik
§ = 5+ - (V2Gon + 094Gt — 9o = 9V hoo)
Mo 4 | ,
+ S (050" + Y2k — 0Ok + 00y (4.27)

+ (ekialAlk + ekjaink) ~ 0.

DN | =

Analogamente, aplicamos las relaciones de consistencia a la restriccion S, de forma que la evolucion
queda determinada por

50 — {S’O,Hés} - {SO,HCS} + A, {SO,QW} , (4.28)

§0 =W (ajakv;ﬁ» + VQGZ‘GQJ‘ + ajakA/m‘) R (429)

de donde no se obtienen mas restricciones. No obstante, es posible construir més restricciones a
partir de las relaciones entre multiplicadores de Lagrange y funciones del espacio fase obtenidas
anteriormente. Primero, al derivar (4.23) y sumar la expresion resultante con (4.27) se obtiene

. Gk ok
Vi= gt 1 %V%kh’l - %akazalhlj ~ 0, (4.30)

asimismo, tomando la traza de la relacion (4.23) obtenemos la siguiente restriccion
R .
V=r%+ Eaialh j=~0. (4.31)

La evolucién de las restricciones (4.30) y (4.31) no genera nuevas restricciones. De modo comple-
mentario, si se busca una restriccion tal que se obtenga (4.31) de su evolucion, se encuentra que la
traza de (4.13) puede promoverse a restriccion, cumpliendo lo siguiente

Q*ny. = Py,
Py ={P,Hes} =V =0 (4.32)

ademas, esta restriccion conmuta con todas las demas. De esta manera, el conjunto completo de
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CAPITULO 4. ANALISIS HAMILTONIANO DEL INVARIANTE DE

CHERN-SIMONS
4.2. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

restricciones del sistema esta dado por

QOO
QOi
Qik
SO

. P90

'POi%

0,
0,

i
: sz + 78’%0]-

00 & 07
0t 4 —VQhOJ

eij éij Ekj i
+ 505kt o = - GFj + —-0ho; +

kj kj
€ ; € ;
—th’() - 7Glj ~ 0,

2 2 4

i
50 Diho; 0,

L €90,0"Gr; + e”VQ(?ihOj ~ 0,

kj

O 1 2o, - g ~
O 4 kh't = —-0k0"0; ;=0

i e l
T + 78181}” =~ 0,

(4.33)

4.2. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restricciones de la teoria, para proseguir con el analisis, se necesita
llevar a cabo la clasificacion de restricciones, entre de primera clase (generadoras de las transfor-
maciones de norma) y de segunda clase (que permitiran construir los paréntesis de Dirac), para
ello es necesario construir la matriz W# formada por el algebra de restricciones, como sigue

(@".a")
[Q*, 51}
{Qik, go}

{55}

(s5)

i (€7nz,'7lk +€lznmk + 6lknmz + 6mlcnli) (52(l‘ _ y))
i ( zlak +€klai +6ij77kl6j +€kj7]ilaj) 52('r _y)’
% (¢°0,0% + €7%0;0") 6% (z — y),
i (€1V2 + 69910, + '90;) 82(z — y),
= %e”VQ(?léz(x — y), (4-34)

y con el resto de paréntesis iguales a cero. Asi que, la matriz W*? queda como

QOO
QOi
Qik
SO
W= S°
Sv()
‘Z'i
v
U

QOO

o O o O OO O O o

QOZ

oo o O OO O OO

le SO Sl SO f/l ‘7 U

0 0 0 0 0O 0 O

0 0 0 0 0O 0 O

{Qik’le} 0 {Qik,sl} {sz SO} 0 0 0

_ 0 0 _O 0 0O 0 O
(si,@my o {si,s'} {si SO} 0 0 0 (4.35)

{S*O,le} 0 {50,51} 0 0 0 0

0 0 0 0 0O 0 O

0 0 0 0 0O 0 O

0 0 0 0 0O 0 O

Ahora bien, para obtener el mayor nimero de restricciones de primera clase, es necesario buscar
los vectores nulos de la matriz (4.35). Una vez que se han calculado los vectores nulos, obtenemos
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el siguiente conjunto modificado de restricciones

QW :pPYx~o
* )
0i . pOi
Q" :P"=0,
S0 a0,
Eij

S . 8kaz _ 71,()i 1

2 e i
Vv hoj - ?8 8lh0j ~ 0,

) € € €td eki .
L O PR — g 76,@11% + Zv%oj - Zakakj — TG =0
SO 0i0kQ™ — €10;0FGr; — €9V?0;ho; ~ 0,
N
00 P+ 0,08y,

le k

) ) J )
: 8k7T2k + szak,hzl — ET@kalalhlj ~ ()7

R

i, €7 l
:7ri+78i81hjz0,

S o<

- P~ 0,
ij kj kj ) kj
Ot — - GFj 4 S0 ho + SO0 — -Gy 0, (4:36)

e

ik ki, €7 ok
Q . P +?8 hoj+ 9

cuya algebra permite escribir una nueva matriz W? como sigue

w
[}
S

QOO QOZ SO le

o

QOO
QOi
SO
Si
w'es — go
‘:/i
\%
U

Qik

(4.37)

OO OO OO OO

(=N oNolleNoNololoNo)
eNoNoNoNoNoNoNeNo)
(=N oNoloNoNoNollo)
eNoNoNoNoNoNoNeNo)
eNoNoNoNoNoNoNeNo)
coococococoococo <
eNeNoNoNoNoNoeNe N W
coocococococooco d&

{Qik” le}

De la matriz (4.37), podemos observar que en principio, las primeras ocho expresiones en (4.36),
corresponden a las restricciones de primera clase, y las tres restricciones Q** corresponden a res-
tricciones de segunda clase, sin embargo, el namero de restricciones de segunda clase debe ser un
namero par. Esto sugiere dos posibles escenarios: a) Existe una restriccion oculta (o méas) en el
desarrollo del formalismo, o b) una de las restricciones Q** no es independiente de las otras, es
decir, el sistema atn presenta reductibilidad. Después de analizar y sopesar ambas situaciones,
salta a la vista lo siguiente

Q" = P + 0'hog + dah'o — 5G4,
Q% = P?2 — 9%hgy — O1h%g + 3G?4,
- QU 4 Q2 = pll 4 p22, (4.38)

que corresponde a la restriccion U = P}, por lo que es posible bajo este criterio descartar alguna
de las restricciones Q' o Q%2, de tal forma que las verdaderas restricciones de segunda, clase solo
seran @' y Q'2, un ntimero par de restricciones secundarias como es de esperarse. Asi, tenemos
el conjunto completo de restricciones clasificado de la siguiente forma:
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= Restricciones de primera clase

QY :P%=~0,
QY PY% ~ 0,
S0 700 0,

) ) . j lj
St 0pQN — x% — %v%oj« - %a%alhoj ~ 0,

. ki 04 e k e 2 e k ek i
O PPt — 7t + 78]9(9]‘}1 0+ IV hoj — Ia Grj — Taij ~0
- . ki ) kj .
vy 8k7r”’“ + %V25khll — 64 8k8181hlj ~ 0,
~ ) ij
\% :7r’i+%8i6lhlj =~ 0,
U P =0,
S0 0,0,Q% — €ij3j8kai - eijv2aih0j ~ 0,
) ij
L 8,0, P + %aia’cakj, (4.39)
= Restricciones de segunda clase
1
Qll _ Pll +81h02 +82h10 _ §G12 ~ 0’
1 1
Q12 = pl? + 82h02 — 81}101 + ZGll — 16’22 ~ 0. (440)

4.3. Conteo de grados de libertad

En consecuencia, conociendo la clasificaciéon anterior, ya es posible realizar el conteo de grados
de libertad, que por definicién del capitulo 2 se calculan como

GL = % (NVC) — (NRSC) — 2 (NRPC)], (4.41)

donde, NVC = Numero de variables candnicas, NRSC = Numero de restricciones de segunda
clase y NRPC = Numero de restricciones de primera clase. Por consiguiente, para Chern-Simons

tenemos 1

2

siendo éste, un resultado conocido de la teoria.

GL = =[(24) — (2) —2(11)] = 0, (4.42)

4.4. Paréntesis de Dirac
Por otra parte, siendo ya identificadas las restricciones de segunda clase, y continuando con el

analisis, construimos los paréntesis de Dirac, los cuales de forma general entre dos funcionales, A
y B, del espacio de fase se definen como

(4.8}, = (4,8} - [ dudo {4 ()} €} (0. B, (443

donde x® y x? representan a las restricciones de segunda clase, { A, B} son los paréntesis de Poisson,
y C;ﬁl es la inversa de la matriz C®? cuyas entradas estan dadas por los paréntesis de Poisson
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entre restricciones de segunda clase. De tal manera que para este caso, de (4.37), identificamos

o = (18on] {owdal) - (0 F)ee-n, (140

con la inversa dada por
1 {0 2)
Cop = (_2 0 0 (x —y). (4.45)
De forma que, después de trabajo algebraico, los paréntesis de Dirac resultan en

{hoo, 7}, =08*(x —y),

[hos, 7} = %5#52(@« — ),

{hipynt™}, = 5 (6407 4+ 678 82 — ),

(w20, =V @ —y),

(7% Gin}, = % (667 + 8,26,01) (110" + Y0 8%(x — )
f%(sllaml (€10 + 0N +*0” — ") 6*(x — y),

{x0,Pm} = *é (™™ + €™yt 4 Mgt 4 i) 0,6% (x — ),

{Goo, P}, =8(z—y),
{Goi, P}, = %5/52(1 —Y)s

(Gij, Gim}ypy = 8:16;1 (816,02 + 8:20") 82(x — ) — 8 0m " (8:16;2 + 6,26,1) 62 (a — ),
{Gij, P}, = %51-15; (Elmﬁzl +etlp?™ 4 2t + Ezlnlm) 3 (z —y)

L6087 4 628,1) (4 Ay ()

g (60,7 4 66 82 — ),
{PY, P} = (el g S ) (@ — ). (4.46)

4.5. Accion extendida y Hamiltoniana extendida

Ahora, como siguiente paso, se procede a construir la accion extendida, usando las restricciones
de primera clase, las restricciones de segunda clase, podemos determinar que la accién extendida
tiene la siguiente estructura, que es consistente con el capitulo 2

SeExT [h;wa T, Guuv P X, Ua] = / (W#Dh;w + P'uu}.l;w — Hecs — /\o/Ya - uozXa> dgx, (4'47)

donde, Heg es la Hamiltoniana canonica dada anteriormente en (4.9), v son las restricciones

de primera clase, x® son las restricciones de segunda clase, A\, v u, son multiplicadores. En este
marco, es necesario determinar las funciones u,. Para encontrarlas, se utilizara la Hamiltoniana
total que, de acuerdo con el capitulo 2, esta dada por

Hres = Hos + 7" Aa + X% Ua; (4.48)
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ahora bien, podemos implementar el siguiente paréntesis de Poisson entre la Hamiltoniana total y
las restricciones de segunda clase

{Xaa HTCS} = {XayHCS} + {f}/aa XB}/\B + {Xa) Xﬁ}UB, (449)

donde, el paréntesis mismo se anula, y el segundo término es igual a cero, de forma que solo
permanece

{x* Hres} = {x*, Hos} + {x* x"}us = 0. (4.50)
De la expresion (4.50), se obtiene una expresion para hallar las funciones u,, a las que les corres-
pondera la siguiente estructura

U = C/;;{XBaHCS}' (451)

donde x® = (x}, x?) = (Q',Q'?); para esto, es posible dar una expresion general del paréntesis
de Poisson con la Hamiltoniana canénica para las restricciones de segunda clase como sigue

_ [, 1 1 : ; L o, i 1.
{Q" Hesh = -5 {e” <ajakhoo - iv%"g - 2akarhrj> + ¥ <ajalh00 - 5v2hlj + 2alarhrj> }

— k4 % (Elkvli + GZiUlk) + % [Gij (akGoj + 6JG§) + €k (aiGoj + o”'JG}J) :| .

(4.52)

Por tanto, con las expresiones anteriores, para los multiplicadores u, que acompanan a las restric-
ciones de segunda clase tendremos

ur = Ox'{x? Hes} (4.53)
1 1 1
= 272 + 9202ho0 — 0101 hoo + §v2h11 - §V2h22 + §ala2hl2
1
_ialalhll —20,Go2 + 201Go1 + va2 — V11, (4.54)
uy = =O0Rx", Hes} (4.55)

1 1
= —27ll—2 <8281h00 — §V2h12 + 2818{hl2) 4+ 201Go2 + 20:Go1 — 2091.

Conforme a lo obtenido, puede identificarse
Hpcs = Hos + uaXx® = Hos + 11Q' + u2Q"?, (4.56)

como la Hamiltoniana extendida; no obstante, para verificar que Hgcs es de primera clase, se
calcula el paréntesis de Dirac entre cada restricciéon de primera clase y la Hamiltoniana extendida,
obteniendo lo siguiente

{Q”, Hpcs}, = —n"=-5° (4.57)
{Q" Hpcs}, = —020,Q" +610:Q" +6520:Q" +6"10,Q" (4.58)
1. 1,. )
—m% — Ze”VQhoj - iekjalakhoj =S,
{SO, HECS’}D = 8181@11 — 82(92@11 + 26182@12 — Eijajakai — Eijv28ih0j = 507(459)
{U,Hges}y, = -V, (4.60)
{Vi»HECS}D = 0, (4.61)
{V,HEcs}D = 8181@11 — 62826211 + 28182@12 — eij8j8ka,» - eijVQ@»hOj = SO,(462)
{SO,HECS}D _— (4.63)
{S",Hpes}, = V', (4.64)
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de donde podemos concluir que el algebra de restricciones bajo la Hamiltoniana extendida construi-
da es autoconsistente, en otras palabras, se encuentra cerrada, lo que demuestra que las restricciones
se obtienen con una estructura correcta a partir de los vectores nulos. Asimismo, se ha realizado
un analisis GLT completo para el término de Chern-Simons linealizado, que hasta este trabajo, no
se encuentra reportado en la literatura.

34



Capitulo 5

Analisis Hamiltoniano de Gravedad
Topolégicamente Masiva

En este capitulo se abordaré el analisis integral de la teoria TMG, compuesta, como ya se
ha mencionado, por el término de Einstein-Hilbert y el término de Chern-Simons, analizado en el
capitulo anterior. Este analisis al igual que el anterior se realizaré en el contexto de la aproximacion
del campo débil.

5.1. Analisis Hamiltoniano de Gravedad Topoloégicamente
Masiva linealizada

Partimos de la accion (1.10), cuya Lagrangiana es

1 N g 2 (e
Lryve = Ryv—g+ ;6)\1 Fio(aurpu + gruﬁrffp) ) (5.1)

que con la aproximacion del campo débil (4.2), misma que se utilizo en el capitulo 4, manteniendo
términos hasta segundo orden se obtiene

Lryc = iakhwakh#” - iakhmakhn + %8,\”‘,,,8“}1”” - %aAhA,,,ath
+ iew(aamapauh% — 0o hP\0% Oyl ),
y realizando la descomposicion 2 + 1 de (5.2) podemos escribir
Lioagy Laiay P 9i10j _ ii k0 1 0705
Lrye = ihijh 7 — Zh Pk + iR — W07 hY ) — §6ih0ja h*?
- iaihjkaihﬂ'k + %aih%aihjj + iaihjjaihkk - %a,»hijajh%
- %aihiiajhkk_ + %a,;hjoafh(’i + %aihjkajhik

1

(5.3)
- pe” (0" hojhui + 0jhFohy; — ihkjhki + 9;0" hoohui + 0% dihojhuo

1 . 1 . 1 :
+ 5vzhojhoz- - §v2h’“jh,ﬂ« + §akalhljhki + V2hoo0iho;
— V2h*0ihi; — 0'9ih* O hao).
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5.1. ANALISIS HAMILTONIANO DE GRAVEDAD TOPOLOGICAMENTE MASIVA
LINEALIZADA

de la misma forma que en el analisis a CS, se introducen las variables (4.6) en (5.3), a fin de reducir
el orden de las derivadas temporales presentes, obtenemos

1 o1, o 1 -
targ = 7G5GY - ZGQG% + G;0'h% — G OFhYy — 5a,-hojalhoﬂ
!
4
1 ij k 1 j 7,07 1 j 7.1k

— ié'lh 6'Jh k + ialhjoa h + iazhjka h

o T D 1, 4
Dih;r0'hi* + 5az-hooalhﬂj + Zaihﬂjalh’ck - §aih”ajh°0

(5.4)
1, 1
— ;6” (8khojvki + @h%vki — inj'Uki + 8j8’“hooni + akaihoijo
1 1 1
+ §v2h0jG0i - 5v%’yc:,ﬂ- + 5a‘ﬂalhljc:,ﬂ- + V2hgoO;ho;
— V2hko0ihi; — 0 0ih* ;O ho).

Entonces, como en el capitulo previo, se construye la Hamiltoniana canénica, siguiendo la pres-
cripcion marcada en la expresion (3.52), de tal forma que queda

Hryg = WOOGOO + POO’UOO + 27TOkG0k + 2P0k’U0k + Wkini + Pkivki
1 TR C0i 1 o
- 7GiG + ZGlink — Gij0'hY + GLO" RO, + 5aihojalhoﬂ
1 o 1 o 1 o 1 -
Za,-hjkalhﬂ“ - 5a,-h%awj - Zaihﬂjalhkk + §aq;h”ajh°0

1 . 1 o1 L
+ 5ai/wajhkk - §aihjoaﬂh02 - 5aihjkaw’“ (5.5)

+

1 .. 1

+ ;E” (8khojvki -+ 8jhkovki - §ijv;ﬂ- + @-é)khooG;ﬂ- + akaihoijo
1 1 1

+ ivz’hOjGOi - §v2hijM + iakalhljc:,ﬂ- + V2hooO;ho;

— V2hF 00y — 0'9;hF O hao).

Si ahora se toma la ecuacion (3.59) para las restricciones primarias, se obtiene el conjunto de
restricciones siguiente

LY
Q" #1\040 PO — (= PO~ (5.6)
. OILY . )
QY . %MG —PY=0= P 0, (5.7)
Voi
, OLY ;
ok OLrue _ pri
Ovg
vk (5.8)

i L {4 1 i o i 1
= —{Pk + ﬂ [GJ(6khOj +6jhk0 — in]‘) —I—Ek](a hoj +8jh 0— 2Gj)] } =~ 0,

de donde cabe destacar, que es el mismo conjunto obtenido anteriormente para el término indivi-
dual de Chern-Simons linealizado (ver ecuaciones 4.11-4.13). Entonces, teniendo las restricciones
primarias, construimos la Hamiltoniana primaria, definida por

Hiye = Hrue + 8, Q" (5.9)

con A,, siendo multiplicadores de Lagrange. A continuacién se calcula la evoluciéon de las res-
tricciones primarias con respecto de la Hamiltoniana primaria en (5.9) para hallar restricciones
secundarias, como sigue

Q" = {Q"%, b} = {Q, i} + A {Q°F, Q) 0. (5.10)
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LINEALIZADA
Lo cual, nos conduce a las siguientes expresiones
S 7% ~ 0, (5.11)
St (70 4 L digzp,, + ielﬂ'aialh ) ~0 (5.12)
. 4‘u 0j QM 0j 9 .

ik ik ik ik i 7,0k k107 ik
St = SG + on ijfi(aho + OFR%) + 'R o hY;

10, 1 1 , ; 1 ; 1,
+ ﬂ |:€” <8j8kh00 — §V2hkj + 28k8Thrj> + Ekj <8j81h00 — §V2h1j + 28287«hrj> :|

Lo o ik Lok k kj (i ; (5.13)
g (vl + ) - %[6” (0%Goj + 0;Gg) + € (9" Gy +37G6)]
— i (emkAin_FemiAfn) ~ 0

donde (5.11) y (5.12) se identifican como restricciones secundarias, mientras que (5.13) son rela-
ciones entre variables del espacio fase y multiplicadores de Lagrange. Secuencialmente, se aplica la
condicién de consistencia sobre las restricciones S° y S* obteniendo

S ={8* Hiya} ={S* Hruc} + A {S*, Q" } . (5.14)

Asi, para restricciones de tercera generacion identificamos
50 g0, Lo 1 i L ok i 2 ~
S — 57 iv h'; — iaj@h — ; [6 8]8 Gri + €V (81']’1,0]')] ~ 0, (515)

y de la evoluciéon de (5.12) obtenemos una relacién més entre multiplicadores de Lagrange y fun-
ciones del espacio fase, con la siguiente forma

TR TL PUPU I NS ST PV
5= S SO GN - SO'GY + SVERY — -0,;0'hY
TR TR 2%

ik
+ 62? (VQG()]C + 0l8kGOl — al’l}lk — 8kv2h00)

kj . ) ) ) 1 . . .

€

+ ﬂ (8jvlk + V25khzj — 8l8’6'khlj + alakGoj) + @ (eklalAlk. + ek]ajAzk) ~ 0.
(5.16)

Continuando con el analisis, se aplican condiciones de consistencia sobre la nueva restriccién S°.

De esta manera, la evolucién de dicha restriccién respecto de la Hamiltoniana primaria queda

determinada por

x 1 A 1 .. ,
SO = §V2G% - 50°0'Gi; — ;e” (9;0%vi; + V20;Goj + 0;0F Ay;) = 0, (5.17)

Con base en lo anterior, en este punto no es posible obtener més restricciones de la evoluciéon de
las otras, pero podemos construir otras restricciones operando las relaciones entre multiplicadores
y funciones del espacio fase (5.13) y (5.16), de forma que se obtiene

ek

- . ki . J .
Vi= 0pri® + S V20,h7, — 0,09kt ~ 0, (5.18)
4p 4u
y adicionalmente, tomando la traza de la expresion (5.13), obtenemos la siguiente restriccion

V=n%+ §G]j + 8%% + Ee”aialhlj =~ 0. (5.19)
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Asi, como en el capitulo anterior, si se busca una restricciéon adicional tal que se obtenga V' de su
evolucion, se encuentra que la traza de (5.8) puede promoverse como restriccion nuevamente, dado
lo siguiente

Q*ny, =Py,
Py ={P Hls} =V =0, (5.20)

de esta forma, el conjunto completo de restricciones del sistema esté determinado por

QY :P%=~0
QY P 0,
) . €l €l €l LY eki . ki
Qlk : PRy ﬂ({‘)khoj + ﬁajhko — ZMij + ﬂalhoj + 2 Ojh'o — @sz ~ 0,
SO 0%,
) ) 1j lj
S* : ’JTOZ + Z?v2hoj + ;—Mal{hhoj ~ 0,
~ 1 . 1 P 1 ..
SO : §V2hjj - iaié?jh” - *61‘783'8]6(;]“' - *E”VQaihoj ~ 0,
I I
(74 i P ™ in gl
14 DOt 4 ?V oLh'; — 00" O1h = 0,
1 4p
- ) 1 . . ij
: 7'('11' + iGJj -+ aihm + ;—M@ialhl]— ~ 0,
P = 0. (5.21)

5.2. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restricciones de la teoria, se procede a clasificarlas, recordando que
la clasificacién que destaca entre ellas es aquella que distingue las de primera clase (generadoras
de las transformaciones de norma) de las de segunda clase (que permitiran construir el paréntesis
de Dirac). Asi, para clasificar las restricciones, construimos la matriz W*? formada por el algebra
de restricciones

{sz7le} — @ (Emznlk 4 6lz,n'mk =+ 6llcnmz =+ Emknlz) (52(1' _ y)’
{sz’sl} — @ (Gzlak + eklaz + 6”17“8]» =+ ekjnzlaj) 62(.’17 _ y)7

{Qik, 5*0} = i (€909,;0% + €519;0%) 6*(z — y),

[t 7} = —2n*s( ),

(51,51} = i (€1V2 + €1010; + 0°0;) 62 (x — y),

{Si,f/} - —%81‘52(9;—3/),

{5’0, N} = %V%Q(x—y%

(s} = ieﬁv%jé?(x —y),

{f/, U} = 5%z — y) (5.22)
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con el resto de los paréntesis iguales a cero. Asi, la matriz W? es igual a

QOO
QOi
Qik
SO
Si

QOO QOl le SO Sl 5'0 ‘7 ‘7 U
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 {Qik’le} 0 {Qikysl} {Qik’go} 0 {Qikyf/} U
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 {shQm} o {58 {05 o {siv} o (523
0 0 {S‘RQ“"} 0 {SO,SZ} 0 0 {SO,V} 0 '
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 {V,le} 0 {f/,sl} {V,SO} 0 0 {V,U}
0 0 0 0 0 0 0 {U,V} 0

De la misma forma que en el capitulo anterior, para obtener el ntimero de restricciones de primera
clase, es necesario buscar los vectores nulos de la matriz (5.23). Una vez que se han calculado los
vectores nulos, obtenemos el siguiente conjunto modificado de restricciones

QOO
QOi
SO

Si

: PP ~ 0,

PY 0

)

10 0,

ki 04 e 2 et i
: BkQ - — @V hoj - ﬂa 8lh0j ~ 07

) ) ij j J
: 8kP’“ - 7T01 + 7V2hoj + %uajakhko - Z?aka] -

) Ekj

Ap

€ i

: 1 : 1 1 1 ..
1 9;0:Q™ + 5 Vih = 50:0;hY — ;e”ajakc;ki — ;e”v%ihoj ~ 0,

o1, 1 o €9
P+ GV = SO0+ 0G0

k

) Kl ) J .
: 3]671'”C + Z?V2akhll — Zjakazalhlj =~ 0,

Y € € et ki ; ek
: PM 4 —0%hg; + —0;h%0 — —G*; + —0hg; + —0;hlg — —G'; =0
+2,u 0J+2/J,J O 4p ]+2ﬂ 0J+2,uJO 4p 7 ’
i 1 . i e l
Z7Ti+§G‘7j+a7;h0 +58181h]z0,
Py = 0. (5.24)

Con lo anterior, podemos escribir la matriz W para las nuevas restricciones como sigue

W/ozﬂ —

QOO QOl SO Sl SO ‘7 le ‘N/ U
QO /0 0 0 0 0 0 0 0 0
o o o 0 0o o0 0 0 0
sl o o o 0 0o o 0 0 0
s o o o 0o o o 0 0 0
S0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0
vilo o o 0o 0o o0 0 0 0 (5.25)
Q* o 0o 0 0o o o {@tem} {Q*V} o
1% 0O 0 0 0 0 0 {f/, le} 0 {f/, U}
U 0O 0 0 0 0 0 0 {U, f/} 0

w
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5.3. CONTEO DE GRADOS DE LIBERTAD

En correspondencia con la seccion anterior, de la matriz (5.25), podemos observar que en principio
las primeras seis expresiones en (5.24), corresponden a las restricciones de primera clase, y las tres
expresiones restantes Q™% V y U corresponden a las restricciones de segunda clase, sin embargo, el
namero de restricciones de segunda clase debe ser un ntmero par. A partir del analisis del término
individual de Chern-Simons, es posible conjeturar que el sistema aun presenta reductibilidad.
Después de analizar, surge la misma relaciéon de la secciéon anterior, como sigue

Q' =P+ ialhoz + iazhlo - ﬁGlm
Q** =P* - ia%m - iathO + iGzh
- QU 4 Q®2 = pl' 4 p22, (5.26)

que corresponde a la restriccion U = P}, por lo que podemos descartar nuevamente alguna de las
restricciones Q' o Q?2, de tal forma que entre las verdaderas restricciones de segunda clase solo
estaran Q'!' v Q2. Asi, tenemos el conjunto completo de restricciones clasificado de la siguiente
forma

= Restricciones de primera clase

00 . p00
Q : PP 0,
0i . pOi
Q : PY =0,
S0 7% 0,

S 008 — 20— e ighg: ~ 0
P0RQY — T _@ Oj_ﬂ ioj ~ Y,

: . Gij Gij Gij ij .
: 8kP’” — 7'('0Z + @vzhoj + Zaj‘akhko — @8’“@“ — E&G; ~ 0

a1 | 1 1.
SO 9;0,Q + iv%ij — 500" — ;e”ajakcki - ;ewvzaihoj ~ 0,

| 1 €Y .
OO P™ + SV — S 00,0 + ;—uaiakckj ~ 0

Vi o9 ““+iklv2ahif£aaiahlz~o (5.27)
L O 4y (L A k 1y = U. .

= Restricciones de segunda clase
1 _ pll l 1 l 1 Lo
Q =P+ =0 hga + —02h"g Gy~ 0,
% % 2p
12 _ pl2 l 2 71 1 I 4 . 1 o
Q' =P+ —0hp 0 hot +—G'1— —G*2 =0,
p Iz 4p ap

- ) 1 ) ij
Vo 7Tzi+§G]j +8ih0’+;—u&-81hlj ~ 0,

U :P=~0. (5.28)

5.3. Conteo de grados de libertad

En consecuencia, conociendo la clasificacién anterior, ya es posible realizar el conteo de grados
de libertad, hay 24 variables canénicas (h.,, G, 7, P*), cuatro restricciones de segunda clase
(Q',Q'2,V,U) y nueve restricciones de primera clase (Q°°, Q% S9, §%, 5%, V%); asi, sustituyendo
en (4.41), nos queda

GL = % [(24) — (4) —2(9)] = 1, (5.29)

siendo éste también un resultado conocido de la teoria.
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5.4. Paréntesis de Dirac

En seguida, construimos la matriz correspondiente al dlgebra de restricciones de segunda clase
como sigue

{Qll’Qll} {QH,QH} QH,V {QH,U}

~ 0 —5 —2 0
{Q2,Q"} {@2,q2) {2 v} (@2 U} 1 02/‘ 02 0
Caﬁ = ~ ~ ~ o~ ~ = Qf 52(1' - y)a
{(v.ou} {v.eel (v} {vu} ; 0 0 1
- 0 0 -1 0
ey {ve® {uvy (v
(5.30)
con la inversa dada por
0 20 0 O
1 _|=2p 0 0 pu 20
Cop = 0 0 0 -1 0 (x —y). (5.31)
0 —u 1 0
De tal forma que los paréntesis de Dirac, aplicando la expresion (4.43), resultan en
{h0077T00}D :52(35_3/);
1.
(), = 555 ),
1
{hijom'™} =5 (810" +6:70;) 6% (x — ),
{hij,Gim}p = —nijmm0>(z —y),
i L iio2g2
{7r0 ,wOl}D = fﬂe V2o (z —y),
) 1 . )
{’R'OZ, Glm}D =3 (5lm81 + 5118m) 82 (z —y),
) 1 . . . )
{,R_OZ’le}D _ _@ (Elnnzm + 617’L7z77zl 4 sznln + elznmn) an52(x o y),
ij 1 njg ai . ni j
{7,Gim}, = a2 (€"90,0" + € 8,87) 6%(z — y),
{Goo, POO}D = 52($ - y),
1
{Goi, P}, = §5il52(x - y),
{Gij, Gim}p = % (€itmjm + €mMjt + €Mim + €jmmit) 0% (x — ),
1 m m m
{Gigo P}y = (0507 + 050" —0"™miz) 0% (2 — )
{Pz]’le}D _ @ (GZan] + 6z7n,,7]l + 6jln’mz + Ejmnzl) 52(:1; o y) (532)

5.5. Acciéon extendida y Hamiltoniana extendida

Continuando con el analisis, la siguiente etapa consiste en determinar la accién extendida, que
analogamente al capitulo anterior sera

Sext [huua T, Gul/a PH A, Ua] = / (ﬂ'lwh;w + P#V}'Lm/ — Hryg — )\:ﬂa - uaxa) dgxa
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donde, Hr ¢ es la Hamiltoniana canénica dada en (5.5), v* son las restricciones de primera clase,
x® son las restricciones de segunda clase, A\, v u, son multiplicadores. Para proseguir, es necesario
se determinen las funciones u,; con el fin de encontrarlas, nos auxiliaremos en la Hamiltoniana
total, que conforme al capitulo 2, esta determinada por

Hrryve = Hrve + 7% Ao + X Uas (5.33)
misma que podemos usar para calcular el siguiente paréntesis de Poisson

(X% Hrrue) = {x* Hrue} + {0 X1 + {x* x° Yugs, (5.34)

donde, el paréntesis mismo se anula, y el segundo término es idénticamente cero. De esta forma,
solo queda

XY, Hrruey = (X% Hruva} + {x*, x" tug = 0. (5.35)

Inmediatamente, de la expresion (5.35), se identifica la expresion buscada para las funciones ug,
las cuales poseen la siguiente forma

o = Cau (X’ Hrua}, (5.36)

donde x® = (x*, ¥, %%, x*) = (Q, Q'?, v, U). De esta forma, podemos construir una estructura
general del paréntesis de Poisson de las restricciones de segunda clase con la Hamiltoniana canénica,
resultando en

; . 1 . 1 . . 1 ) ey L
{QlkaHTMG} _ _ﬂ_zk + §sz _ §nszjj + 5 (azhOk + akhOz) _ nzkajhoj
T k 1ok 1 ko r kj i 1o, Loinor
_27[1 € 8J8 hoo — iv h i+ 58 orh j ] te 8]8 hoo — §V h j+ 58 orh j
1 . , 17 . o ,
+ﬂ (€lk’l}ll + Ellvlk) + E |:€ZJ (akGoj + ang) + Ekj (aZGoj + (%GB) :| ; (537)
~ 1 1 .. 1 .. 1 )
{V, HTijv} = §v2h00 + ;e”c‘?ialGU — ;6”8¢V2h]’0 + 5'022 — 0'Gy;, (538)
(U, Hrye} = —V. (5.39)

Asi, para los multiplicadores u, que acompanan a las restricciones de segunda clase dentro de
la acciéon extendida tendremos

uw = Cy'{x', Hrue}
1 1
= (2ur'? — pG*? — pd'h? — pd*h°t 4 920yhog — 0*01hoo + §V2h11 — §V2h22
1 1
+§8182h12 — 5alalhll —20%Gog + 201 Goy 4 v — v11)0% (z — v), (5.40)
urs = CORMx' Hrue) + Ot {x* Hrve)
= (_2/“_[_11 — MGQQ — 2u62h°2 — 28231]100 + V2h12 — 6181hl2
+201Goa + 20,GYo — 203 + uV)6%(x — y), (5.41)
us = Cu{x" Hrug} = -V (z —y), (5.42)
ug = Cy{x® Hrug) + O3 {x*, Hrve)

1 1
_ (—,u7T12+gGlg—&-galhOQ—i—%thOl—vg—azaghoo—ZV2h11+ZV2h22

1 1 1 .. 1 ..
—ialthlQ + Zalalhll +20'Go1 — ;e”aiakakj + ;e”aiv%jo)ﬁ(x —y).  (5.43)
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Por lo tanto, similarmente al capitulo anterior, identificamos la Hamiltoniana canénica con la
siguiente expresion

Heryve = Hrve +uaX® = Hrve + QM + uaQ'? + usV 4 uyU. (5.44)

De la misma forma que con CS, para verificar que Hgrpg es de primera clase, y ademas con el
fin de comprobar que el algebra de restricciones se encuentre también cerrada, se calcularon los
paréntesis de Dirac de cada una de las restricciones de primera clase con la Hamiltoniana extendida,
resultando en

{Q”, Hprme}, = —5° (5.45)
{Q", Hprme}, = S, (5.46)
{S8°, Herme}, = S° (5.47)
{f/i,HETMG}D _— (5.48)
{SO,HETMG}D _— (5.49)
{8" . Hprmc}, = V', (5.50)

en consecuencia, con este resultado, hemos obtenido una Hamiltoniana extendida de primera clase
como era esperado. Se puede observar que el conjunto de restricciones obtenidas en este trabajo de
tesis no es igual al reportado en [41], sin embargo, los resultados son equivalentes. De esta forma,
se ha presentado un anélisis canoénico alternativo para TMG que amplia los resultados reportados
hasta ahora en la literatura.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis, se ha realizado un analisis detallado en el marco de Gitman-Lyakhovich-
Tyutin, de las teorfas de CS y TMG en el contexto perturbativo. Con respecto a la teoria de CS
de orden superior linealizada, se reporta la estructura completa de las restricciones, que hasta
donde sabemos, no se encuentra reportado un anélisis completo de las restricciones de esta teoria
en la literatura. Encontramos la Hamiltoniana extendida y se demostr6 ser de primera clase, via
el algebra de Dirac entre restricciones de primera clase y dicha Hamiltoniana extendida. Por otro
lado, del analisis de TMG se ha presentado una nueva estructura de las restricciones, se obtuvo
el conjunto de restricciones mediante el calculo de los vectores nulos y se demostro que el analisis
es consistente; al igual que con el término de CS, se construyé una Hamiltoniana extendida de
primera clase y el algebra de Dirac entre dicha Hamiltoniana y las restricciones de primera clase
es cerrada. Con base en lo anterior, se observa que el formalismo GLT es un esquema robusto para
analizar teorias con derivadas de orden superior, sin mostrar ambigiiedad al momento de hallar
restricciones. Finalmente, cabe mencionar que los resultados de este trabajo han sido aceptados
para su publicacion en el European Physical Journal C' [42].
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Apéndice A
Sobre las ecuaciones de movimiento

Del capitulo 1, tomamos la accién que define a la teoria de TMG, que estéd dada por

Stma = Ser + Scs,

— 1 3
SEH = E/R\/—gd xZ, (Al)

1 1 2
Scg = {Me)‘“"rl))\a(aﬂrzu + 3FZ£F§p)} V—gd3z,

2k

la cual contiene los términos de Einstein-Hilbert y Chern-Simons, respectivamente; ademas, pode-
mos identificar la densidad Lagrangiana, prescindiendo de la constante k, como

1 v g 2 g
Lrye =+vV—g {R + ZEM Fia(aﬂrl)l/ + 3Fuﬁrgp)] : (A.2)

Para las ecuaciones de campo, se requiere la variacion de (A.2) respecto de la métrica, esto es

6Ltyme =0Lgg +9Lcs, (A.3)

donde
LEH = RV - Y

1y 2
Log = e TR (0,19, + grggrﬁp) V=g.
Con base en lo anterior, es posible obtener la variacion de cada término en (A.4) por separado,
como se desarrolla a continuacién.

(A4)

= Lagrangiana de Einstein-Hilbert

La variacion del término de Einstein-Hilbert respecto de la métrica g"* sera
dLgy = dRV/—g+ Rév/—g, (A.5)
que considerando que la curvatura escalar es R = g"" RR,,,, resulta en
dLgn = vV—9Ru 09" + /—99"" R, + RO\/—g. (A.6)

Analizando término a término (A.6), observamos lo siguiente: dado que la variacion es res-
pecto de la métrica, el primer término se encuentra ya en forma deseada; para el segundo
término, haremos uso de las expresiones que en enseguida se escriben.

SRy, = V0T, — V,0I% (A7)

av?
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conocida como la identidad de Palatini, y ademés

V=gV V® =00 (V—9gV?), (A.8)

con V@ un vector. Con lo anterior, puede reescribirse el segundo término de la variacion (A.6)
como sigue

V=99" Ry, = 00 (V=99 0T, — /—99"*oT},) ; (A9)

para el tercer término se tiene

1
Ré/—g = —ig#,,R\/—g5g’“’. (A.10)
Finalmente, sustituyendo (A.9) y (A.10) en la variacion (A.6), es posible escribir
1
SLen = /—gbgh” (R,u,l/_2gl“/R> + 0Ty, (A.11)

con T'gy; el correspondiente término de frontera, definido por
Tpy = V—99" 0T, — V—g9"*oI'},. (A.12)
Lagrangiana de Chern-Simons

Ahora bien, atendiendo la variaciéon del término de CS con respecto del tensor métri-
co g"¥ tenemos

2
§Lcs =eMor8 (0,19, + grgfrgp)
9 9 (A.13)
A 14 z $ z &
+€ #VFM_(@L(SFZV + 35F;5FWJ + 3FZ£5FW)'
donde de momento, el término ﬁ se ha retirado con fines practicos. Continuando con la
variacion, puede observarse que en el segundo y cuarto términos de la expresion (A.13) al
rearreglar algunos indices se obtiene respectivamente

2 Apv P o 1€ 2 Apvo P 13
§€ s FAU(SFMFVP = ge + FMFAJ(SFVW

5 5 (A.14)
Apv o né Apv o 13
SOOTR, TS, = ST, 0T,
asi, sustituyendo los dos términos obtenidos (A.14) en (A.13), puede reescribirse
§Lcs = M (01%,0,19, +I5,0,6I%, + 205 7675, . (A.15)

Continuando el desarrollo, si para el segundo término en (A.15) se realiza integracion por
partes, se puede obtener la siguiente expresion

Apv o Apv o o
§Los = 0y (MVTR 007,) + 267618 (8,17, + Fuérgp); (A.16)

ahora, en virtud de la definicién del tensor de Riemann dada en el capitulo 1 por (1.4), la
expresion (A.16) se reduce a

SLos = Oy (MT4,05,) + 0T, R (A1)

Por otro lado, del capitulo 1, para 2 4+ 1 dimensiones, retomamos la expresion (1.8),

1
Rpap,u = gp;LRUV + gauRpu - ngRap, - go’p,Rpu - ER(gp,ugUV - gpl/go'}t)7 (A18)
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misma que al definir el tensor

1
Su,l/ = R;,u/ - ZQW,R (Alg)

puede reescribirse como
R p = 53517” + 90 S — 0y Spu — GpuS7 v, (A.20)

de modo que, tomando la expresion anterior, el segundo término en la expresion (A.17) resulta
en
MYSTR Ry = 26M7 57,V 380G0 (A.21)

De esta manera, sustituyendo (A.21) en (A.17) se tendra
§Lcs = 0, (eMT5,019,) 4+ 26N S7 .V A6gve, (A.22)

ahora bien, usando la definicién de derivada covariante y reorganizando indices mudos, la
expresion (A.22) puede reescribirse como

§Lcs = 0y (€MT8 6T, — 26M S736gu0) + 20gu0 ™ VAS . (A.23)

Con base en lo anterior, y teniendo en cuenta la definicién del tensor de Cotton

6)\”1/
com =
V=3

finalmente, reincorporando el factor ﬁ, se obtiene

VS, = eMV,A57,, (A.24)

1
6LCS = —;\/—gég,,gC'm’ + 6ﬂTgS7 (A25)
donde T} 4 es el término de frontera de CS definido por

1
Tgs _ E (ekuurﬁoél—\gy _ 26)\“‘1/50)\(591,0) . (A26)

Por tltimo, considerando las dos variaciones obtenidas en (A.11) y (A.25) respecto de g*¥, tendre-
mos para TMG

1 1
0Lty = V 7.959/“/ <Ruv - *guvR + MCMV> + au (T{ELH + Tgs) ) (A'27)

2
y por consiguiente, hasta por un término de frontera, las ecuaciones de campo correspondientes
para TMG en el vacio resultan

1 1
R;u/ - §gp,vR + ;Cp,y =0. (A28)

Adicionalmete, dado que en este trabajo de tesis realiza un anélisis en el contexto perturbativo,
es menester puntualizar, al menos de forma breve, las ecuaciones de movimiento linealizadas y
hacer la distincién entre las teorias CS y TMG. Para CS, las ecuaciones de movimiento pueden ser
obtenidas de la expresion (A.25), que de forma linealizada pueden escribirse como

CD) = ,P0o R + €,P 0o R, = 0, (A.29)

donde C,%) es el tensor de Cotton linealizado y Rgﬁ) es el tensor de Ricci linealizado, dado por

— VP hyuy — 0,0,h + 970y by + 070 hoy). (A.30)
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Es sabido que el tensor de Cotton se anula si y solo si el tensor métrico es conformalmente plano,
y aqui radica la diferencia fundamental entre la teoria de CS y TMG@G, ademas del hecho de que CS
es una teorfa sin grados de libertad. Por otra parte, las ecuaciones de movimiento (A.28), en su
forma linealizada seréan

G ¢ %Céﬁ) —0, (A.31)

donde G((ILU) = R((j,) — % gm,R(L) es el tensor de Einstein linealizado. Ahora bien, usando la norma
de Coulomb 0%hq5 = 0 y la condicion sin traza h®, = 0, las ecuaciones en (A.31) toman la forma

V2 (s + € Oshag) =0, (A.32)
que ademas, si se contrae la ecuacion (A.32) con (n”, — 5%@"8&) se obtiene

(V2 _,u2)h;w =0. (A33)

La ecuacion (A.33) describe la propagacion de un grado de libertad; dicho de otra forma, describe la
propagacion de un gravitéon masivo de espin 2 con masa m = \//? [14]. Es importante recalcar que
la contribucién asociada a materia se refleja en los grados de libertad de la teoria y se manifiesta
a través de las restricciones.
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Apéndice B

Propiedades del paréntesis de
Poisson

Sean F'y G dos funciones arbitrarias del espacio fase, el paréntesis de Poisson entre ellas se
define como

OF 0G  0G OF
Jq* Op; aq’ api'

Y cumple las siguientes propiedades: Sean F', G y K funciones arbitrarias del espacio fase

{F,G} = (B.1)
» Antisimetria: {F,G} = — {G, F}.

» Linealidad: {1 F + oG, K} = ¢; {F, K} + ¢2 {G, K}, con ¢; y ¢y constantes.

= Regla del producto: {FG,K} =F{G,K}+{F,K}G.

» Existencia de elementos nulos: {¢, F'} = 0, V¢ constante.

» Identidad de Jacobi: {F,{G,K}} +{K,{F,G}} +{G,{K,F}} =0.

» Paréntesis fundamentales ,
{d".d"} = {pi,pr} =0,

{d',pi} = 0}
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