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Introduccion

Si tenemos un sistema o fenémeno observable que evoluciona a través del tiempo, variando entre
un conjunto de estados posibles bien definidos y ademas ésta evoluciéon no es determinista sino
que en cada nueva etapa en el tiempo adopta un estado de forma aleatoria entonces este sistema
o fenomeno se puede modelar como un proceso estocastico, el cual se define como una sucesion
de variables aleatorias {X;} indexadas por un conjunto de parametros T' [Hoel et al., 1972]. Los
procesos estocésticos se pueden clasificar de acuerdo al tipo de conjunto que lo parametriza, al
conjunto de estados posibles en los que el proceso se puede encontrar y a la relaciéon entre las
variables aleatorias que lo conforman.

El problema de la ruina del jugador en su forma clasica plantea lo siguiente: el juego comienza
con dos participantes, el jugador A que tiene un capital inicial de k& unidades y el jugador B que
comienza con un capital de a — k unidades, es decir, que en total estan en juego a unidades o
fichas, la dinamica consiste en repetir rondas de un juego en el cual no hay empates, quien resulte
ganador toma una unidad de su oponente, el juego termina cuando alguno de los dos jugadores
se ha quedado sin méas dinero que apostar, ademaés, las rondas son independientes entre si y en
cada una la probabilidad de ganar del jugador A es p en (0,1). En una version distinta del juego
se tienen las mismas condiciones salvo que ahora, el capital del oponente, el del jugador B, es
demasiado grande, tanto que se considera infinito, llamando asi a esta version como "La ruina del
jugador con un oponente infinitamente rico". Ambos fenémenos corresponden a sistemas que se
estudian con la teoria de procesos estocasticos. Como jugadores nos interesa por ejemplo saber
nuestra probabilidad de quedar arruinados, o conocer el tiempo promedio que tomaria terminar
el juego.

En el presente trabajo se reunen conceptos y resultados basicos de la teoria de probabilidad y
de procesos estocasticos, con el objetivo de abordar el problema clasico de la Ruina del jugador y su
variante de un oponente infinitamente rico, como caminatas aleatorias. Una caminata aleatoria es
un caso particular de cadena de Markov, un tipo de proceso estocéstico discreto cuyo estudio ha sido
muy extendido porque es lo suficientemente complejo como para describir ciertas caracteristicas
no triviales de algunos sistemas, pero al mismo tiempo es lo suficientemente sencillo para ser
analizado matematicamente [Rincon, 2012]. De igual forma, se propone dar una expresion para la
probabilidad de eventos de interés como el quedar arruinado o estimar la duracién esperada del
juego, cuando se conocen los valores de los pardametros p y k, asi como simular el comportamiento
que describen los juegos de cada versiéon en el lenguaje de programaciéon Python y posteriormente
comparar los resultados obtenidos.

El trabajo de tesis se encuentra estructurado en cinco capitulos, como se describen a continua-
ciom.

En el Capitulo 1 se presentan definiciones y resultados basicos de la teoria de probabilidad,

necesarios para abordar la definicion de proceso estocastico, asi como algunos de los distintos
tipos de procesos.
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XVI Introduccion

En el Capitulo 2 se presenta la definicion de Cadena de Markov, transicion entre estados en
uno o n pasos, clasificacion de estados, entre otros resultados para este tipo de proceso estocéstico.

El Capitulo 3 se relaciona con el Capitulo 2 ya que una Caminata Aleatoria es un tipo de
Cadena de Markov, se muestran resultados y algunos ejemplos.

En el Capitulo 4 se plantea y desarrolla el problema cléasico de la Ruina del Jugador, asi como
su versién con un oponente infinitamente rico. Con los resultados y conceptos de los Capitulos 2 y
3, se hacen observaciones para distintas probabilidades de la caminata aleatoria que modela cada
version del juego. Se presenta también la simulacion en el lenguaje de programaciéon Python de
los juegos planteados para diferentes valores del parametro p.

Finalmente, se dan las conclusiones obtenidas de este trabajo.



Capitulo 1

Conceptos basicos de probabilidad

El presente capitulo contiene definiciones de conceptos bésicos de probabilidad, los cuales pos-
teriormente se vuelven necesarios en la comprension de la definicién de proceso estocéstico, cadena
de Mérkov, caminata aleatoria, entre otras.

1.1. Probabilidad

Definicion 1.1.1. Una coleccion X de subconjuntos de un conjunto X se dice que es una o-
dlgebra (o-campo) si cumple con lo siguiente:

1. XeXZ.

2. SiAe Z entonces A€ X .

3. Si {A}nen es una sucesion numerable de elementos en 2", entonces
oo
U A, e 2.
n=1

Definicion 1.1.2. Sea € una coleccion no vacia de subconjuntos del conjunto no vacio Q). La
o-dlgebra generada por € denotada por o(€), es la coleccion

o(€) = ﬂ{? 1 F es o-dlbegra y € C F}.

Este tipo de colecciones de subconjuntos son importantes y se usan en la definicién de espacio
de probabilidad y variable aleatoria, para esta tltima es necesario conocer la o-algebra de Borel.
Se puede encontrar mas de estos conjuntos en [Rincén, 2007].

Definicién 1.1.3. La o-dlgebra de Borel de R es:
BR) =0c{(a,b) CR:a < b},
A los elementos de ZB(R) se les llama conjuntos de Borel o Borelianos.

Definicion 1.1.4. Una funcion real P definida en 2~ se dice que es una medida de probabilidad
st satisface lo siguiente:

1. Para todo A € 2, se tiene que 0 < P(A) < 1.
2. P(Q)=1.
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3. FEs aditiva numerable, es decir, si {A,} es una sucesion de eventos disjunta dos a dos en &,

entonces
(o)

n n=1

=1

Definicion 1.1.5. Un espacio de probabilidad es una terna (2, .7, P), en donde Q) es el con-
junto que contiene a todos los posibles resultados de un experimento aleatorio, ¥ es una o-dlgebra
de subconjuntos de 2 y P es una medida de probabilidad sobre % .

Con el espacio de probabilidad definido se tiene ahora un concepto muy importan-
te, el de variable aleatoria, las definiciones mostradas a continuacién se encuentran en
[Gonzalez, 2018, Rincon, 2007, Ross, 1997].

Definicion 1.1.6. Una funcidn f: X — R se dice & -medible (Z es una o-dlgebra de X), si
Va eR, {z € X|f(z) > a} e Z.

Definicion 1.1.7. Una variable aleatoria real es una funcion X : Q0 — R, definida en un espacio
de probabilidad (0, %, P) tal que es F-medible (es decir, para cualquier conjunto Boreliano B se
cumple X~Y(B) € Z ).

Definicion 1.1.8. Un vector aleatorio es una funcion X : Q@ — R", X(w) =
(X1 (w),..., X (w)), tal que para cualquier conjunto B en B(R™), se cumple que la preimagen
X~YB) es un elemento de F.

Una variable aleatoria nos ayuda a trabajar con espacios muestrales que pueden ser no numeéri-
cos, ademés, de que dependiendo del tipo de fenémeno que se trate, los espacios muestrales pueden
corresponder a elementos de subconjuntos de R, como el resultado de un volado, o subconjuntos
de R™, por ejemplo, si nuestro experimento fuese la composicion de n compuestos quimicos en una
muestra de subsuelo. Esto nos lleva a la siguiente generalizacion.

Definicion 1.1.9. Sea (Q, %, P) un espacio de probabilidad y sea X wuna funcion F-medible
definida sobre un espacio métrico S, entonces se dice que X es un elemento aleatorio de S.

Si.S =R>® a X sele llama sucesion aleatoria, si S = C(a,b) o algin otro espacio de funciones,
a X se le llama funcion aleatoria.

Definicion 1.1.10. La Funcion de Distribucion Acumulativa denotada por F, de una va-
riable aleatoria X estd definida para todos los nimeros reales b, —oo < b < oo, como sigue

F(b) = P{X < b}.

Proposicion 1.1.1. Sea F la funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria X,
entonces cumple con las siguientes propiedades:

s F es una funcion no decreciente, esto es, si a < b entonces F(a) < F(b).

limy 00 (F()) = 1.

limy,, o (F'(b)) = 0.

= F es una funcion continua por la derecha, esto es, para cualquier b y para cualquier sucesion
decreciente {b,},n > 1, que converge a b, se tiene lim,_, o (F(by)) = F(b).

La demostracion de esta proposicion se encuentra en [Ross, 1997].
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Definicion 1.1.11. La funcion generadora de probabilidad de una variable aleatoria X con
valores enteros es la funcion

G(t) = itkP(X =k).
k=0

Definida para valores de t donde esta serie de potencias sea absolutamente convergente.

La definicién anterior asi como las propiedades de la funcién generadora de probabilidad se
encuentran en [Rincén, 2007].

1.2. Proceso estocastico

A continuacion tenemos la definicién de proceso estocastico, asi como algunos tipos de procesos,
estas se encuentran en [Hoel et al., 1972, Rincon, 2012].

Definicion 1.2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; :t € T}
definidas en un mismo espacio de probabilidad, parametrizada por un conjunto T, llamado espacio
parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

Notar que al ser S subconjunto de R, puede tomarse la o-algebra de Borel de R restringida a
S, o bien SN ZA(R)
B(S)={SNB|B e ABR)}.

Hay dos aspectos importantes a considerar en los procesos estocéasticos que orientan su estudio
asi como sus aplicaciones. El primero es el conjunto de parametros T' que representan el tiempo,
un proceso estocastico es llamado continuo si el conjunto 7' es un intervalo, por otro lado, es
llamado discreto si T es un subconjunto de los enteros. En la definiciéon tenemos a una sucesiéon de
variables aleatorias, estas toman valores en un conjunto, a dichos valores se les llama estados, es
decir, que en cada etapa o momento del tiempo que observamos el proceso éste tomara algtn valor
dentro de lo que se denomina espacio de estados S, el espacio de estados puede ser un conjunto
finito, de dos elementos incluso, o infinito como elementos en un intervalo.

Al considerar distintos tipos de conjuntos tanto para el espacio de estados S como para T se
tienen algunos tipos de procesos cuyo estudio ha sido més profundo.

Un ejemplo de procesos estocéasticos a tiempo discreto con espacio de estados discreto, son las
Cadenas de Markov, en este proceso los momentos en que se observan suelen ser elementos de
{0,1,---} y los valores que puede tomar van desde solo dos estados (modelando por ejemplo el
estado de una méaquina 0 descompuesto o 1 en funcionamiento), o de estados infinitos numerables
como el nimero de individuos en una generacion de células que se reproducen cada cierta unidad
de tiempo. Este tipo de procesos como se vera en el capitulo siguiente cumplen la propiedad de
Markov y tienen caracteristicas muy interesantes.

Por otro lado, se considera un proceso donde el espacio de estados es discreto pero ahora T'
es continuo, para ciertos fendémenos esto puede hacer al modelo méas realista, por ejemplo, si se
piensa en los nacimientos o muertes en una poblacién, o la cantidad de llamadas que llegan a una
linea telefénica, estos sucesos pueden ocurrir en cualquier momento. Un caso especial de este tipo
de procesos son conocidos como procesos de Poisson, los cuales tienen propiedades especiales como
que es un proceso con incrementos independientes, esto quiere decir que en intervalos disjuntos de
tiempo, los desplazamientos del proceso son independientes unos de otros [Rincon, 2012].
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Proceso de Weiner - Movimiento Browniano

250 = Posicion
Punto de partida (0.0}
Ultima posicién [ -413.00, 78.00)
200
= 150
=]
o
i
&£ 100
50
V]
—400 =300 =200 =100 o
Posicion

Figura 1.1: Simulacion del movimiento browniano para un objeto que se desplaza de forma aleatoria.

Ahora bien, si se piensa en un fenémeno que ademas de evolucionar en el tiempo con 7', un
conjunto continuo, también puede tomar valores en un espacio de estados S continuo, un ejemplo
que se tiene, es el movimiento exhibido por una particula completamente sumergida en un liquido
o en un gas, ver Figura 1.1. Este tipo de movimiento es conocido como movimiento browniano, la
primera explicaciéon de este fenémeno fué dada por Einstein en 1905. Sin embargo, la formulacion
matematica concisa del movimiento browniano fué dada por Norbert Wiener en 1918, por lo que
también se le conoce como proceso de Weiner.

Los procesos estocésticos permiten estudiar los distintos desarrollos que puede tener un cier-
to fenémeno. De manera grafica esto queda expresado en las distintas trayectorias posibles que
resultan del fené6meno que ha partido de un mismo estado inicial, como se ve en la Figura 1.2.
En este caso, los puntos muestrales del modelo de probabilidad pueden tomarse como las rutas
muestrales o trayectorias del proceso. Entonces, conceptualmente, cada evento es una coleccion
de rutas [Gallager, 2013]. Nos interesa conocer sobre estas trayectorias si es que tienden a al-
gun valor, si oscilan entre dos o mas valores, si tienden a valores grandes o pequenos, etcétera
[Feller and Higgins, 1957].
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10

-5

Estado

—-10

o
i
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=

Figura 1.2: Ejemplo de distintas trayectorias que toma un proceso estocastico discreto partiendo
del mismo estado.







Capitulo 2

Cadenas de Markov

En el presente capitulo se define una Cadena de Markov, de igual forma, se abordan distintos
ejemplos y propiedades.

2.1. Definicién y algunas propiedades

Un tipo de proceso estocastico a tiempo discreto son las cadenas, donde sin pérdida de
generalidad S C {0,1,---}, finito o infinito y numerable, en cuyo caso se denomina a la cadena
finita, o infinita numerable respectivamente. Dado el proceso estocastico {X,, }, la variable aleatoria
X, representa la posiciéon de la cadena al n-ésimo paso o etapa, y Xg a la posicién inicial del proceso.

Considere que 7, j estan en S, podrian ser de interés los siguientes eventos, X,, = i, que significa
que en el paso o etapa n el proceso se encuentra en el estado i, en las cadenas generalmente la
probabilidad de que X,, = i depende del valor de los estados ocupados en las etapas previas,
partiendo de un valor inicial zy € S lo cual se expresa como Xy = x¢. Por otro lado, si las variables
aleatorias X,,_1 =1y X,, = j se dice que el sistema ha hecho una transicién del estado i al estado
7 en el n-ésimo paso.

Las cadenas de Markov tienen una propiedad caracteristica, piense que se esta en el momento
presente n, la probabilidad de que el proceso se encuentre en algiin estado dentro del conjunto de
estados posibles en el momento futuro n+1, cuando se tiene conocimiento de todos sus estados pre-
vios es la misma a cuando se conoce tinicamente su estado presente o actual [Peter W. Jones, 1957].
Esta es la propiedad de Markov la cual se enuncia formalmente a continuacién

Definicion 2.1.1. Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto {X,, : n =
0,1,...} con espacio de estados discreto S C {0,1,---} y que satisface la propiedad de Markov,
esto es, que para cualquier entero n > 0 y para cualesquiera estados xq,...,Tny1 Se cumple:

P(Xn+1 = xn-‘rl‘XO =20, -- - 7Xn = J}n)
= P(Xn+1 = .’L'n+1|Xn = l’n) (21)

Una forma de obtener la distribucién conjunta de las variables aleatorias Xg, X1,---, X,
utilizando la propiedad de Markov es la siguiente [Rincon, 2012].

P(XO :.1'07X1 :.’El,...7Xn :LL'n)

= P(Xo = $0)P(X1 = xl‘Xo = {IJ()) tee P(Xn = xn|Xn,1 = $n,1). (22)



CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV
2.1. DEFINICION Y ALGUNAS PROPIEDADES

Una cadena de Markov inicia su evolucién a partir de un estado inicial x en S, de acuerdo a
una distribucién inicial, cuya definicién se enuncia a continuacion

Definicion 2.1.2. La funcion mo(x), con x € S se define como
mo(z) = P(Xo = x)
es llamada distribucion inicial y cumple lo siguiente
» mo(z) >0,2€S8.

- 3, mol@) = 1.

Para algunas cadenas, las probabilidades P(X, = x,|X,—1 = 2,_1) son funciones que
dependen de n, las cuales denotan la probabilidad de transicion al tiempo n, si este no es el caso
y las probabilidades son las mismas para cada n, entonces se dice que la cadena es estacionaria u
homogénea en el tiempo, en lo que sigue se asumira que las cadenas son homogéneas en el tiempo.
Se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.1.3. Sea {X,},n > 0 una cadena de Markov con espacio de estados S y sean
z,y € S. La funcion P(x,y) definida como

P(z,y) = P(X1 = y|Xo =)
se le llama probabilidad de transicion de x a y en un paso de la cadena, y cumple lo siguiente

» P(x,y) > 0.

= >, Pley) =1

Observacion 2.1.1. Cuando el espacio de estados S es un conjunto finito de n elementos, se
tiene que la distribucion inicial mg es un vector de dimension n. Ademds, los valores de la funcion
de transicion P(x,y) variando x,y € S se pueden ordenar en lo que mds adelante se definird como
matriz de transicion.

Notacion. Sean ¢,j € S se tiene que P(i,j) = P(X,,+1 = j| X, = 9), en la siguiente definiciéon
se denotard como p;;, lo cual se entiende como la probabilidad de transicién del estado ¢ al estado
Jj en un paso. La probabilidad de transicién en n pasos, P(X,, = j|X¢ = ) se donotara como p; ;(n).

Definicion 2.1.4. Sea {X,},n > 0 una cadena de Markov, con espacio de estados finito S
de m elementos y con i,j € S, al variar los indices i y j obteniendo sus respectivos p;; se
construye la matriz de probabilidades de transicion en un paso, es decir, cada entrada
(i,4) de esta matriz cuadrada de orden m es la probabilidad de ir del estado i al estado j en un paso.

Poo DPo1 0 Pom
P1o P11 e Pim
Pmo  Pmi ot Pmm




CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV
2.1. DEFINICION Y ALGUNAS PROPIEDADES

Los elementos de esta matriz son probabilidades y cubren todos los posibles eventos de
transicion en un paso, teniendo asf la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. La matriz de probabilidades de transicion P = (p;;) cumple las siguientes
propiedades.

Q. Dij 2 0.
b. Zg pij =1.
Demostracion. 1. Esto se cumple porque p;; es una probabilidad.
2. Se tiene que por descomposicion disjunta se cumple
Q= J&x =)
J
Por lo que para cualesquiera i y j
1=P( X1 =jXo=1)) =) _ P(X1=j|Xo=1i)= > pij.
J J J

Esto significa que a partir de cualquier estado i, con probabilidad uno, la cadena pasa nece-
sariamente a algin elemento del espacio de estados en el siguiente tiempo.
O

En realidad cualquier matriz cuadrada que cumpla con estas condiciones se llama matriz
estocastica, si para una matriz estocastica se cumple ademas que ), p;; = 1 entonces se dice que
es doblemente estocéstica.

Ejemplo 2.1.1. Sea {X,},n > 0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1}, la
distribucidn inicial es mo = {po,p1}, su matriz de transicion, tomando a,b € (0,1) y poo = a,po1 =
1 —a,pro =1—b,p11 = b es la siguiente

P:(lab 1?). (2.3)

Es de interés conocer las probabilidades de transiciéon entre dos estados i,j € S pero ahora en
7 pasos.

Proposicion 2.1.2 (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov). Sea {X,,},n > 0 una cadena de Markov,
para cualquier par de nimeros enteros r y n tales que 0 < r < n y para cualesquiera estados i,j € S
se cumple

pij(n) = Zpik(T)pkj (n—r).
K

Demostracion.

pij(n) = P(X, = j|Xo = 1)
:P(anij():Z)/P(XOZZ)’

se tiene que

- ZP(Xn =5, X, =k, Xo=1)/P(Xo =1).
k
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Utilizando la multiplicacién de las probabilidades
=Y P(Xy = jIX, = k)P(X, = k| Xo = i)
k

=Y g (n = r)par(r).
k

O

Proposiciéon 2.1.3. Sea {X,,},n > 0 una cadena de Markov, con espacio de estados S finito y
i,7 € S, la probabilidad de transicion de i a j en n pasos, p;j(n), estd dada por la entrada (i,7) de
la matriz de transicion P elevada a la n-ésima potencia, es decir,

pij(n) = (P")i;.

Demostracion. La siguiente suma corresponde a la entrada (i, j) de la matriz resultante de multi-
plicar P consigo misma n veces.

Pij = me(l)pilj(n ~1)
- Zpiil (1)pi1i2(1)pi2j (n — 2)

1192

= Z Piiy (1)pi1i2(1)7 T ’pin—lj(l)

01,82, in—1

= (P")ij.

Se tiene el siguiente resultado

Proposicion 2.1.4. Sean A, B matrices cuadradas de orden m estocdsticas, entonces su producto
AB es también una matriz estocdstica.

Demostracion. .
C' = AB = [a;j][bij] = ) _ aixbu;,
k=1
de donde para cualquier c¢;;

m
cij = Y airbij,
k=1

como a;; > 0y b;; > 0 para cualquier 4,j = 0,1,2,... se sigue que ¢;; > 0, también
m m m m m m
j=1 j=1k=1 k=1  j=1 k=1

O

Por el método inductivo se ve que en realidad toda potencia de una matriz estocastica P de
orden m, es también una matriz estocéstica.

Sea {X,,},n > 0 una cadena de Markov, se tienen las siguientes clasificaciones para los estados.
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Definicion 2.1.5. Se dice que un estado i € S es recurrente si la probabilidad de que eventualmente
regrese a i partiendo de i es uno, es decir, si

P(X,, =i para alguna n > 1|Xg =) = 1.

Por otro lado, un estado transitorio es aquel para el cual la probabilidad anterior es estrictamente
menor que 1
P(X,, =i para alguna n > 11Xy =1) < 1.

Un estado i se dice que es absorbente cuando se cumple que p; = 1 y por lo tanto, p;;(n) = 1.
El concepto de comunicaciéon entre estados permite clasificar a las cadenas mismas.

Definicion 2.1.6. Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si existe un entero n > 0
tal que p;j(n) > 0, esto se escribe simplemente como i — j. Se dice ademds que los estados i y j
son comunicantes y se escribe i <> j si se cumple que i — j y j — .

La comunicaciéon es una relacion de equivalencia, cumple con las propiedades de reflexion,
simetria y transitividad, por lo que se induce una particién del espacio de estados de una cadena
de Markov dada por subconjuntos de estados comunicantes, de modo que el espacio de estados se
subdivide en clases de comunicaciéon. A la clase de comunicacion del estado i se le denota C(i).
Por lo tanto, i <> j si y solo si C(i) = C(j).

Si un estado es recurrente entonces todos los elementos en la misma clase de comunicacion lo
son, de modo que a la clase misma se le denomina recurrente, de forma analoga si el estado es
transitorio, los estados en esa misma clase también lo serdn y a la clase se le denominara como
transitoria. Tenemos que las cadenas se pueden clasificar de acuerdo a las clases de comunicacion.

Definicion 2.1.7. Se dice que una cadena es irreducible si todos sus estados se comunican entre
si. O bien que hay una unica clase de comunicacion.

Asi como se clasificaban los tipos de estados, asi se clasifican a las cadenas.

Definicion 2.1.8. Una cadena de Markov es recurrente si todas sus clases de comunicacion (o la
dnica) son recurrentes.

Una cadena de Markov es transitoria si todas sus clases de comunicacion (o la unica) son transi-
torias.

Definicion 2.1.9. Sea {X,,},n > 0 un proceso estocdstico, A un subconjunto del espacio de estados
S. El tiempo de llegada o tiempo de alcance Ty de A se define como

Ta =min{n > 0|X, € A},
st X € A para alginn >0y Ta := 00 si X, ¢ A para todo n > 0.

El tiempo de alcance a un estado ayuda a comprender mejor las caracteristicas de un estado
recurrente, o transitorio. También sera de utilidad para el problema del Capitulo 4, ya que es de
interés el alcanzar o llegar a algtn estado absorbente. Las definiciones anteriores se encuentran en

[Hoel et al., 1972, Peter W. Jones, 1957, Rincon, 2012].
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Capitulo 3

Caminata Aleatoria Simple

En este capitulo se da la definicién de caminata aleatoria simple, asi como algunas propiedades
sobre la forma en que se distribuye.

3.1. Definicién y algunas propiedades

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de niimeros enteros es una cadena de Markov
con espacio de estados S C Z, la cual evoluciona en cada nueva etapa tUnicamente con un
desplazamiento de una unidad hacia a la derecha (con probabilidad p), o hacia la izquierda (con
probabilidad ¢ = 1 — p) con respecto a la posicion (estado) actual, esto se puede ver en la Figura
3.1. Se cumple que p+ ¢ =1 con p,q en (0,1).

'l 'l 'l 'l 'l
] L| L| L| L|
-2 -1 0 1 2

Figura 3.1: Probabilidad de transicion en la primera etapa de una caminata aleatoria que inicia en
el valor 0.

Definicion 3.1.1. Una caminata aleatoria simple, es un proceso estocdstico a tiempo discreto,
con espacio de estados S C Z, que para i,j € S y para n > 0, tiene las siguientes probabilidades
de transicion.
p, stj =141,
P(Xp1=jlXpn=1i)=<% q, sij=i—1, (3.1)
0, otro caso.
Por lo anterior se puede ver que una caminata aleatoria simple en los enteros o unidimensional,
cumple con las propiedades de una cadena de Markov, ya que la probabilidad de estar en algin

estado en particular al momento n + 1 se ve influido inicamente por el estado en que el proceso
estuvo en la etapa n y no asi por los estados previos.

Note ademas que la caminata aleatoria es homogénea en el tiempo. Cada realizaciéon se puede
representar como una linea poligonal, como ejemplo de ello se tiene la Figura 3.2
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Caminata aleatoria unidimensional

10
@ Estado inicial

0 10 20 30 40 50 (] 70 B0
T

Figura 3.2: Ejemplo de una trayectoria para una caminata aleatoria simple en los enteros, con
estado inicial Xy = 5 después de 80 desplazamientos.

El estado del proceso al tiempo n es consecuencia de n desplazamientos realizados de forma
aleatoria de una unidad ya sea hacia la izquierda o a la derecha, esto permite descomponer al
proceso en una suma de n variables aleatorias &1,&s,...,&, a partir de la posicién de origen.
Dichas variables son independientes e idénticamente distribuidas de la siguiente forma:

Seape (0,1)yg=1-p,

14z

f€)=pF +q 7 paraz=-1,1. (3.2)

De modo que para n > 1, se define

X, =Xo+& +...+&,. (3.3)

En [Gallager, 2013] se encuentra una definiciéon de caminata aleatoria en la cuél se describe

a estas variables aleatorias {&;,7 > 1} como una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, y se dice que la caminata estd basada en dicha sucesion. Identificar
a estas variables aleatorias permite hacer calculos sobre el valor esperado y varianza de X,, con

n > 0. Sin perdida de generalidad se asume Xy = 0.

Proposicion 3.1.1. Sea {X,,},n > 0 una caminata aleatoria simple con estado inicial 0. Para
cualquier entero n > 0 se cumple

1. E(Xy) =n(p—q).
2. Var(X,) = 4npq.

Demostracion. 1. Para calcular el valor esperado se utiliza la igualdad (3.3),

14
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E(X,)=E()_&)
=1

:Zﬂm

— nE(),
Por otro lado,
EE) =p1)+q(-1)=p—q

En consecuencia, E(X,,) = n(p — q).

2. Por la independencia de las £’s, se tiene que:
V(X)) =V(> &)
i=1

:Zwm

=V (©).

Por otro lado,

Finalmente, V(X,,) = 4npq.
O

Note que al tomar la posicion inicial igual a cero, se cumple que después de un niimero par
de desplazamientos la caminata se encuentra en una posiciéon par, por otro lado, al moverse un
nimero impar de pasos la caminata estara en una posicion impar, ver Figura 3.3 . Esto tltimo, asi
como la descomposicion de X,, se usa para encontrar su funcién de distribucion.

Proposicion 3.1.2. Sea {X,,} una caminata aleatoria simple que inicia en 0. Para cualesquiera
numeros enteros n y x tales que —n < x <n y con n y x ambos pares o impares

n ntr n-—z
2

Para otros valores de x y n esta probabilidad vale 0.

Demostracion. Considere que Xn representa la posiciéon de la caminata al momento n, esta se
)
puede descomponer de la siguiente forma,

X, = Ry — L. (3.5)

15



CAPITULO 3. CAMINATA ALEATORIA SIMPLE
3.1. DEFINICION Y ALGUNAS PROPIEDADES

o)
S

-3 - 1 3

‘ -4 ‘ -2 0 2 4
Figura 3.3: Posicion de la caminata aleatoria simple luego de un ntimero par o impar de pasos.

Donde R, y L, son variables aleatorias que representan el nimero de pasos, hasta el momento
n, dados hacia la derecha y hacia la izquierda respectivamente. Por lo que se tiene la siguiente
ecuacion

n=R,+ L,. (3.6)
Al sumar (3.4) y (3.5) se tiene
X, +n
2 )
R,, solo puede tomar valores enteros cuando X,,, n son ambos pares o impares. Por otro lado, de
(3.2), considerando, sin pérdida de generalidad, a X = 0, se tiene

1 n

zi(&;l). (3.8)

Donde para cada i en {1,...,n}, & se distribuye como una variable aleatoria Bernoulli de parametro
p (la probabilidad de éxito en cada ensayo). Dado que la suma de n variables aleatorias Bernoulli
independientes e idénticamente distribuidas con parametro (p), es una variable aleatoria Binomial
de parametros (n,p), R, se distribuye de dicha forma. De modo que

R, =

(3.7)

P(XrL:x|X0:O):P(Rn: x‘;”) (39)
n 1 1
_ 5 (n+x) E(n—w).
(é(n+ x))p !

O

Proposicion 3.1.3. Para cualesquiera numeros enteros n y x —y tales que —n <z —y <n , con
n y xr —y ambos pares o impares

ntz—y n—azty

n
P(Xn=x|X0=y)=<n+w_y>p g 2. (3.10)
2
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Demostracion. Como hipotesis Xg = y de modo que si se define Z, = X,, — y, se tiene que
(Z,),n > 0 es una caminata aleatoria simple que inicia en cero, por lo tanto se puede usar el
resultado anterior, entonces se sigue que

P(X, =2|Xo=y) = P(Zn =2 —y|Zo = 0).

Para la demostracion de la Proposicion 3.1.4, se hace uso del siguiente Lema.

Lema 3.1.1. Sea ag, a1, - una sucesion de niumeros reales o complejos tal que la serie ZZOZO an
es convergente. Defina la funcion G(t) = ZZO:O ant™, la cual es convergente por lo menos para
valores de t en [0,1], el lema de Abel asequra que G(t) es una funcion continua por la izquierda

ent=1, es decir,
(oo}
%gr% G(t) = z%an.
—

Proposicion 3.1.4. Sea {X,,},n > 0 una caminata aleatoria simple, la probabilidad de un eventual
regreso al punto de partida es

1

_ 1) Sip:77
1-lp-d={ _y U0SE @.1)

Demostracion. Para esta demostracion se requieren distintos elementos.

a. Se define p,, como la probabilidad de que la caminata se encuentre en el estado cero al tiempo
n con n > 0, se define ademas, py = 1. Note que p, = P(X, = 0|Xy = 0) # 0 solo si n es
par. Se define fr como la probabilidad de que la caminata visite el estado cero por primera
vez en el paso k > 0, se define ademas, fy = 0. Note que fr # 0 solo si k es par y k # 0.
Aqui note que en términos de las probabilidades fi, la probabilidad de que la caminata
regrese eventualmente al origen es

o0
> fwe
k=0

Esta tltima es una serie convergente ya que es la suma de probabilidades de eventos disjuntos
y por lo tanto, su suma a lo méas es uno.

b. Se emplea la igualdad

n

Pn=> fxPnk: (3.12)

k=0
Esta igualdad se explica al descomponer el evento ” estar en 0 al momento n ” en eventos de
la forma ” regresar por primera vez a 0 en k pasos y llegar a 0 en n — k pasos mas ”, para
valores de k en {0,...n}. La probabilidad de cada uno de estos eventos es

P(Xp = 0,Xp = 0,Xp_1 £0,...X1 %0, Xo = 0)
— P(X, = 0[X = 0, Xj1 £0,... X1 #0, X0 = 0)f
= P(X,, = 0|X; = 0)fy
= P(Xy—r = 0|Xo = 0) f.
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La dltima igualdad se cumple ya que, se supone homogeneidad en el tiempo, por lo tanto,
(P(Xpn—r =0|Xo =0) = P(X, =0|X; =0)).

La ecuacién anterior se usa para encontrar la funciéon generadora de probabilidad de la
coleccion de numeros fy, f1,-... Esto es, para encontrar

G(t) =) fut",
k=0

al multiplicar (3.11) por t", se obtiene que

o0
pat” = (Z fkpn_k> ",
k=0

sumando y cambiando el orden se tiene

[M]8

oo
Z pntn =
n=1

<t" > fkpn—k>
n=1 k=0

o0

Z fkpnfktn

0n=~k

M

e
I

o0

fktk Z pnfktnik

0 n=k

G(t)>  pat™
n=0

M

£
I

De modo que,
(Z pnt”> —1=G(t)) pat™ (3.13)
n=0 n=0

Esto significa que para encontrar G(t) se requiere conocer » > p,t™ y esta es la funcion
generadora de probabilidad de los ntmeros pg, p1, - - . -

. Por lo que se busca su expresion. Recordar que para cualquier nimero real a y para cualquier
entero n, se tiene el coeficiente binomial

n n!

<a> ala—1)---(a—(n-1))
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Como aplicacion de esto se tiene que,

<2n) 2n(2n —1)(2n —2)---3-2-1

n nln!
_2"(2n—-1)(2n—3)---5-3-1
nln!
_2m2"(2n—1)(2n—3)---5-3-1

N nl2n
22" 2pn—1 2n-—3 5 3 1
e R e R

- (o-3)

R OIS RICRECR

d. Se sigue con la busqueda de la expresion para la funcion generadora, se tiene,

n = 2n n_ nyg22n
ant —Z< >pqt :

n=0

Lo anterior ya que, se considera que los tnicos elementos no nulos de la serie son los pares
ademaés, de que para estar en la posiciéon de origen habra que dar la mitad de pasos hacia la
izquierda y la otra mitad hacia la derecha. De aqui se tiene que,

oo oo _l
> pat" = Z(—4)"( n2>p”q"t2”
n=0

I
[~]e
/T
S =
N———

L

bS]

(=)

<

(V)

=

= (1 — 4pqt®)~2. (3.14)
La dltima igualdad se cumple de la expresion de la serie binomial.
. Sustituyendo (3.13) en (3.12) se tiene,
(1—4pgt*)"% — 1= G(t)(1 — 4pgt®) "2,

finalmente, .

G(t)=1— (1 —4pqt?)z. (3.15)
con esta expresion, recordar que la probabilidad buscada, queda en términos de los nimeros
fos f1,--., por lo que, se hace uso del Lema de Abel (ver Apéndice) para calcular Y - fn,
se tiene,

ka—hmG

=1-(1—4pg)*
=1-+/1-4p(1-p)
=1-/(2p—1)?
=1-|(2p-1)
=1-1|p—ql.
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O

Del resultado anterior se observa que para cualquier valor de p distinto de un medio, la proba-
bilidad de retorno es estrictamente menor que 1, por lo cual no es seguro regresar. Sin embargo, si
se piensa en el caso simétrico donde el retorno es seguro, conviene observar el tiempo esperado en
que esto ocurriria, teniendo expresada la funcién generadora de probabilidad podemos hacer uso
de una de sus propiedades para obtener dicho valor esperado, esta propiedad dice que si el n-ésimo
momento factorial de una variable aleatoria X de valores en {0, 1,...} existe, entonces

lim G'(t)dt = E[X].

t—1
Es decir,
- t
E nfn = lim G'(t) = lim —— = cc. (3.16)
= t—1 t—=14/1 — 2

Por lo que atin cuando en el caso simétrico es seguro que eventualmente regresaremos al punto
de partida, el tiempo promedio en que ocurre esto es infinito.
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Capitulo 4

Problema de la Ruina del Jugador

En el presente capitulo se plantea el problema clasico de la ruina de jugador asi como una
variante llamada la ruina del jugador con un oponente infinitamente rico. Y se estudian las ca-
racteristicas que poseen las caminatas aleatorias que las modelan. Finalmente se muestran los
algoritmos de la simulaciéon de ambas versiones, asi como los resultados de su implementacion en
Python.

4.1. Problema de la ruina del jugador clasico.

La ruina del jugador fue el dltimo en una lista de cinco problemas propuestos en el Tratado
de Huygens, cuya version en latin fue publicada por primera vez en 1657, en dicho documento, se
hacia el planteamiento de un escenario de juego con dos participantes A y B, cada uno iniciaria
con 12 fichas para apostar, quienes lanzarian tres dados, el jugador A ganaria una unidad al
jugador B si el resultado de los dados sumaba 11, por el contrario, B ganaba una unidad a su
oponente si el resultado de la suma era 14, se preguntaba por la probabilidad de ganar de cada
jugador, las respuestas que en dicho documento se presentaban, manejaban por primera vez
algunos conceptos basicos de probabilidad como el de extracciéon con reemplazo o herramientas
como arboles de probabilidad. Posteriormente fue respondido por otros autores como Montmort
[Basulto and Pérez, |.

Actualmente en distintos libros introductorios a los procesos estocasticos se presenta el
problema de la ruina del jugador con un enunciado méas general. Suponga que hay dos jugadores,
el jugador A que comienza con k unidades y el jugador B que comienza con a — k unidades, en
cada ronda del juego (no se considera posibilidad de empate) el ganador toma una unidad de su
oponente, el juego termina cuando alguno de los dos jugadores se queda sin méas unidades que
apostar. Las rondas son ensayos independientes entre si y en cada una el jugador A tiene una
misma probabilidad p de ganar, con p en (0,1). ;Cual es la probabilidad de ruina del jugador
A?;cudl es el tiempo esperado para que termine el juego?

El desarrollo del capital del jugador A, se modela como un proceso estocéstico. Inicia con
un cierto valor k, que corresponde al estado inicial, varia entre los estados {0,1,...,a}, y las
transiciones ocurren partida a partida, por lo que este es un proceso a tiempo discreto. La
transicion entre estados queda determinada de la siguiente forma:
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D, SIJ:1+1yZ¢{Oaa}a
P(Xpy1=jlX,=1) = q, sij=1i-1yi¢{0,a}, (4.1)
0, otro caso.

Los estados a y 0 son estados absorbentes, una vez alcanzados el juego termina y ese seré el
estado para todas las etapas posteriores.

Como lo dice el enunciado, etapa tras etapa se ejecuta un juego, en el que A tiene siempre una
probabilidad p de ganar. Se define asi al conjunto de variables aleatorias {1, &, ...} las cuales se
distribuyen de forma similar a (3.2). Se observa asi que, X,, = ¢ + & + -+ + &,, de modo que la
forma en que cambia el capital del jugador A, de acuerdo a la Definicion 3.1.1, corresponde a una
caminata aleatoria unidimensional basada en {&;,7 > 1}, con espacio de estados finito {0,1,...,a}
y dos estados absorbentes {0,a}.

Debido a que la caminata aleatoria es finita, se puede escribir su matriz de transicién, una
matriz estocéstica de orden a + 1.

Ejemplo 4.1.1. Piense en el problema cldsico publicado en 1657. Se tiene que el capital
inicial de A es de 12 unidades, el capital total es de 24 unidades. Para definir el valor de p
se toma en cuenta que no se permiten empates por lo que solo se consideran las 15 posibles
formas en que se puede obtener una suma de 14 (que favorece al jugador A) y las 27 posibles for-
mas en que se obtiene la suma de 11 (que favorece al jugador B), por lo que, el valor de p es 15/42.

Con ello la matriz de transicion es una matriz cuadrada de orden 25 y se ve como a continua-
cion.

1 0 0 0 0 0 0 0 0
27 15
Z o B 0 0 0 0 0 0
0 220 B 0 0 0 0 0
0 0 2 0 #£ 0 0 0 0
P=lo o 0o % o i 0 0 0
42 42
o 0 0 0 0 0 - 2 o i
o0 0 0 0 0 - 0 0 1

La probabilidad de que el jugador A eventualmente quede arruinado, puede encontrarse en la
matriz de transicion estacionaria, esto es, en el limite de P™ cuando n tiende a infinito. Obteniendo
ast

1 o0 o000 --- 00 0
1 o o0 o000 --- 00 0
lim P" — 09991 0 0 O O O --- O O 0.0009 (4.2)
n—o0 : A A Do :
06913 0 0 0 O O --- 0 0O 0.3086
04444 0 0 O O O --- 0O O 0.5556
1 oo o000 --- 00 0

Cada componente (i,7) de esta matriz nos regresa la probabilidad de que partiendo de un estado
i eventualmente estemos en el estado j. Por lo que, para este problema, la probabilidad de quedar
arruinado corresponde al valor de la componente (12,0) que tiene el valor de 0.9991.
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De la matriz (4.2) se observa en la primera columna que las probabilidades de ruina cambian
al variar los posibles valores del capital inicial. Como es de esperarse el quedar arruinado también
depende del valor de p. Por lo tanto, estos dos valores se consideran como los parametros que
determinan la probabilidad de ruina del jugador.

Las herramientas computacionales permiten agilizar rutinas de diagonalizacién y calculo de
limites, sin embargo, el proceso va aumentando sus costos en tiempo y demas conforme el capital
total crece y con ello el orden de la matriz de transicion. Sobre todo porque calcular el limite
al que tiende la m—ésima potencia de la matriz de transicion nos devuelve la informaciéon de
(a+1)xz(a+ 1) componentes, cuando inicamente se tiene interés en una de ellas (k,0). Por ello es
preferible buscar una expresion que calcule esta probabilidad en funcién de los parametros antes
mencionados: capital inicial y probabilidad de ruina en cada paso.

Proposicion 4.1.1. Para un jugador que inicia con un capital de k unidades y que tiene una
probabilidad p € (0,1) de ganar en cada ronda, su probabilidad de eventual ruina, ui, queda
determinada por la siguiente expresion. Con ¢ =1 — p y a que representa el capital total.

L C) LY
up = T)ik, 82'103"é ? (4.3)
S sip= 5.

Demostracion. Sea 7 el tiempo de llegada al conjunto {0, a} el cual es el conjunto de los estados
absorbentes. Es decir,
T=min{n > 0|X, =006 X,, = a},

la probabilidad de ruina es

up = P(X, = 0| X, = k).

Se inicia con un capital k, después de la primera partida, el capital dinicamente puede aumen-
tar o disminuir en una unidad con probabilidades p y ¢, respectivamente. Por el Teorema de la
Probabilidad Total [Rincon, 2007], para k en {1,...,a — 1}, se tiene,

Uk = PU41 + qUE—1. (4.4)

Notar que, ug = 1, ya que, el quedar arruinado dado que se ha perdido todo es un evento seguro,
por otro lado, u, = 0, ya que, quedar arruinado dado que se ha ganado todo es un evento
imposible. Estas igualdades se denominan condiciones de frontera, .

Después que el capital cambia, se busca la probabilidad de ruina para ese nuevo capital, de
ahi que se busque una ecuacion recursiva. Multiplicando el lado izquierdo de (4.4) por 1 =p+qy
agrupando se tiene

(p+ Qur = pups1 + qup—1

DUk + qui = PUk41 + qUi—1
pur — ugy1) = q(up—1 — ug)

U — U1 = %(kal — ug)

Uk+1 — Uk = (uk - uk_l). (45)

hSEIES!
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De la ecuacion (4.5) iterativamente se sigue,

Uy — U = %[ul—l] ,
us—uy = Luy — ] - (g) [y — 1]
w—uz = Luy — u = (%)3[u1 1]
U — Uk—1 : (%)k_l [up — 1].

Al sumar las ecuaciones anteriores se obtiene
k—1 q i
Up — Uy = [Z (p) ] [uy —1]. (4.6)
i=1

Se define s, = Z;:ll(%)i y se reescribe la ecuacion (4.6) como

up — up = [sp—1 — 1]Jus — 1]

Up — U] = Sp_1U1 — U] — Sp—1 + 1
up =14+ sp_1(u; —1). (4.7)

Sustituyendo a por k en (4.7) se tiene que

Uq = 1+ sa_l(u1 — 1).

Utilizando la condicién de frontera u, = 0, se tiene que

-1
u—1= (4.8)
Sa—1
Sustituyendo (4.8) en (4.7) se llega a
Sa—1

Ya que, si es la suma de los primeros k£ — 1 elementos de una serie geométrica, se tiene que
k+1, sip= %,
Sp =< 1—(L)Ft1 | 4.10
SO (10

En (4.10) se puede ver que se hace una diferencia de dos casos, para p igual a 0.5 y para cuando
es diferente de este valor, esta diferencia de casos se sustituye en (4.9) para obtener finalmente,

(D= .
uk_{ = sip#
a—

E o oim—
—, sip=

N[= N[=

O

En la Figura 4.1 se muestran las curvas correspondientes a la probabilidad de ruina para
distintos valores de p, las cuales representan un escenario de juego donde el capital total es
de 30 unidades. Se puede ver como la probabilidad de quedar arruinado eventualmente, varia
menos conforme la probabilidad p, se aleja de 0.5. Por ejemplo, para p = 0.65 se observa que
la probabilidad de ruina es muy cercana a 0 para la mayoria de valores posibles para el capital
inicial, valores mayores o iguales a 5. Por otro lado, para p = 0.35 la probabilidad de ruina es muy
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Probabilidad de ruina

10 — p= 050
= 035
— p= 035
: 0.8 — p= 045
5 p= 048
— p= 052
u 06 P
° = 055
B
£ = 085
T 04 p= 075
=
S
a
0.2
0.0

0 5 10 15 20 5 30
Apuesta inicial

Figura 4.1: Probabilidad de ruina para distintos valores de p y de k& cuando el capital total es de
30 unidades.

cercana a 1 atn por ejemplo si se comienza con dos tercios del capital total. Observando que las
probabilidades de ruina se vuelven cercanas a cero o uno para valores de p fuera de (0.4,0.6) para
la mayoria de posibilidades de capital incial, es decir, se hace menos sensible al capital inicial. Por
lo que podria considerarse que para un juego con estos valores para los parametros a y p, el juego
se torna mas interesante para la mayoria de opciones de capital inicial cuando p si se encuentra
dentro de dicho intervalo.

Sin embargo, si se considera un capital total diferente a 30 unidades, el intervalo (0.4, 0.6) dejara
de ser tutil para diferenciar valores de p poco sensibles al capital inicial. Por ejemplo, si se considera
un capital total igual a 100 unidades, para los mismos valores de p usados en la Figura 4.1 se tiene
el comportamiento de la probabilidad de ruina graficado en la Figura 4.2

Ruina del Jugador

10 I — p= 025
p= 035
— p= 045
0.8 — p= 048
p= 050
- — p= 052
o 06
= p= 055
] p= 065
S04 p= 075
[=%
0.2
0.0
0 20 40 &0 80 100
Capital

Figura 4.2: Probabilidad de ruina para distintos valores de p y de k cuando el capital total es de
100 unidades.

La segunda pregunta que se plantea en el problema clasico es jcuél es la duracion esperada del
juego? La respuesta esta dada por una expresion que también depende del valor del capital inicial
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(también se requiere conocer el capital total) y de la probabilidad p.

Proposicion 4.1.2. Para un jugador que inicia con un capital de k unidades y que tiene una
probabilidad p € (0,1) de ganar en cada ronda, la duracion esperada del juego, di, queda
determinada por la siguiente expresion. Con ¢ =1 — p y a que representa el capital total.

1 _a(=") | 1
do =1 T {k = | hPF 3 (4.11)

Demostracion. Si se inicia con un capital k y se realiza una jugada, esta jugada se suma al nimero
de partidas en que se espera terminar el juego junto con el niimero de jugadas restantes para el
nuevo capital, el cual puede ser de k+ 1 con probabilidad p o de k — 1 con probabilidad g. Se tiene
asi la siguiente ecuacion, vélida para ken 1,...,a — 1

di =1+ pdi41 + qdj—1. (4.12)

Notar que dg = 0y d, = 0 ya que quedar arruinado o ganar todo el capital, ambos casos implican
que el juego ha terminado. Estas igualdades se denominan condiciones de frontera.

Por la forma de la ecuacion (4.12), al igual que en el caso de la proposicion anterior, se
busca una ecuacion recursiva. Multiplicando el lado izquierdo de dicha ecuacion por 1 =p+q y
reagrupando se tiene

(p+ q)dx = 1+ pdgy1 +qdi—1
pdy, + qdy; = 14 pdit1 +qdi—1
pldp —dis1) = 11 +q(dp—1 — di)
_ 1.4 _
dr, — digt1 = 5+ I(dp—1—di)
dir — di = L(dyy — dy_y) — > (4.13)
k1 — i = =(dp — dp—1) — —. -
41 » -y

De la ecuacion (4.13) iterativamente se sigue,

dy —dy = 2[dy —do] — = é[dl]—%
— 1 1 _ 1
h-d = glael-3]-3 - () a-E-y
a-i = (&) g3 - ()a-F-s-
k—1 k=1 ;4
=y = <q> -y (4.14)
p p

i=1

Se define s = Zi:ll(q)i , al sustituir s; en la ecuacion (4.14) se tiene

P
k=1
q 1
di, —dp—1 = () dy — —5p_2,
p p

el sumar las primeras k ecuaciones da como resultado,

1 k—2

dy —dy =di(sk—1— 1) — = ) s,
s
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de donde sigue

1k72
dk = dlsk_l — 5 Zsi.

=0

Por otro lado, al sumar las a — 1 ecuaciones se llega a

1 a—2
da = dlsafl - = Zsia
Pis

al sustituir la condicion de frontera, d, = 0 en (4.16) , se obtiene

sustituyendo el valor de dy de (4.17) en (4.15) se sigue

s 1 a—2 1 k—2
k—1 2 : j :

dk = — S; —_ = S
p =0 p =0

Sa—1

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Se usa el valor de sj expresado en la ecuacion (4.10), en donde se veia la diferencia entre el caso

p=20.5y p+# 0.5, por lo que se hace el desarrollo para dichos casos. Para p = %7 se tiene

dy, =

k—2
(i—i—l)) —2) (i+1)
k—1 o
z) —2) i

Q|

7N N
) [N}

~ Q . s

Il [l |

= — O N

Il
>
—
S
\

k).

Por otro lado, para p # %, nombrando 7 = ¢ se tiene
P

1—r% (1 1 “2‘2 : 1
— - 1— i+1\ _ —
d 1—ra (p) (1—7") ,:( ™) p

- ll_rk<(a—1)—(§ri>—<(k—l)—)
p(l—r)|1l—ra = ;

[~ QI |
]
VR
IS
\
—_
S~—
—~
IS
S~—
S~ . ;
| I
no
7 N\
—
>~
\
p—
—
—
5
=
~_
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Al reemplazar r = 1 se llega a (4.11)

P
O

En la Figura 4.2 se presentan las curvas correspondientes a la duraciéon esperada para distintos
valores de p, considerando que el capital inicial varfa en el conjunto {0, 1, ...30}, es decir, cuando el
capital total es de 30 unidades. Puede observarse que para los valores fuera del intervalo (0.4, 0.6)
que se tienen graficados, la duracién es bastante menor en comparacion a los valores graficados
que si estan dentro de dicho intervalo. Se recordara de la Figura 4.3, que para esos valores fuera
del intervalo mencionado la probabilidad de ruina es muy préxima a 0 o a 1, por lo tanto, con los
resultados mostrados, se tiene que en dichos casos en que las probabilidades favorecen de forma
pronunciada a alguno de los jugadores se espera también que el juego termine relativamente pronto.
Por otro lado, para aquellos valores en los que la probabilidad de ruina es mas proxima a 0.5, la
duracién esperada aumenta, esto es, que las condiciones mas justas del juego implican que este
dure més tiempo. La duracién esperada alcanza su maximo valor, 225 (para el caso general (£)?),
cuando ambos jugadores tienen igualdad de probabilidades de ganar e igualdad en el capital con
el que inician.

Duracion esperada del juego

— p= 050
p= 025
200 p= 035
— p= 045
w
= 048
E 150 B
5 p= %
g p= 055
)
& p= 065
100
g p= 075
£
=
=
50
D

0 5 10 15 20 25 30
Apuesta inicial

Figura 4.3: Duracién del juego para distintos valores de p y de k cuando el capital total es de 30
unidades.

4.2. Problema de la ruina del jugador con un oponente infi-
nitamente rico

En la version del problema de la ruina del jugador con un oponente infinitamente rico, se
contemplan condiciones de juego similares a la versién clasica. Hay dos jugadores, A y B, el
jugador A inicia con un capital k, participan en rondas de un juego que no permite empates, en
cada una el jugador A tendra una misma probabilidad p de ganar. La diferencia de esta version
con la clasica es que el jugador B tiene ahora un capital muy grande, tanto que se considera
infinito, un escenario asi podria ser, por ejemplo, aquel en el que se juega contra el casino
[Peter W. Jones, 1957]. Por lo que, el juego ahora solo puede terminar cuando el jugador A quede
arruinado.

Al igual que para la version clasica, el capital del jugador A se modela como un proceso
estocastico a tiempo discreto, el cual parte de un cierto valor k (capital inicial y estado inicial).
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Sin embargo, el capital no varia en un conjunto finito, ahora el conjunto de estados posibles es
{0,1,...}. La probabilidad de transicion entre estados queda definida de la siguiente forma:

p,sij=1i+1yi#0,
P(Xn+1:j|Xn:i): g, sij=i-1yi#0, (418)
0, otro caso.

A diferencia de (4.1) no hay un estado a que represente el capital total, ya que, este surge
de la suma del capital de los jugadores A y B. El estado 0, que representa el caso en que el
jugador A queda arruinado conserva la caracteristica de ser un estado absorbente. Al igual que
para el problema cléasico, se define al conjunto de variables aleatorias {&;,...}, y se tiene que
Xp=20+& + ...+ &, por lo tanto y de acuerdo a la Definiciéon 3.1.1, se dice que la forma en
que se desarrolla el capital del jugador A corresponde a una caminata aleatoria unidimensional,
basada en {;,i > 1}.

Se hacen las mismas preguntas que para el problema clasico. Para un jugador A, que inicia
con un capital de k unidades y que tiene en cada ronda una misma probabilidad p de ganar, jcual
es su probabilidad de quedar eventualmente arruinado?, jcuél es la duraciéon esperada del juego?
Estas preguntas se resuelven reutilizando los resultados en las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2, esto se
debe a que establecer que el capital del jugador B es infinito implica que el capital total denotado
por a, es también infinito y por lo tanto se evaltia el limite de las ecuaciones (4.3) y (4.11) cuando
a tiende a infinito. El resultado del calculo del limite depende del valor del cociente ¢/p, cuando
p # 0.5, ya que para el caso en que la probabilidad p es menor o mayor que 0.5, el cociente es
mayor o menor que 1 respectivamente. Para el caso simétrico, desde el problema clasico se tuvo
una diferencia de casos, y la expresion usada excluye el uso de la variable p. Por lo tanto, se hace
la diferencia entre estos tres posibles casos. A continuacién se muestran los resultados obtenidos.

Proposicion 4.2.1. Para el problema de la ruina del jugador con un oponente infinitamente rico.
Si el jugador inicia con un capital de k unidades y su probabilidad de ganar en cada ronda es
p € (0,1) se tiene que la probabilidad de ruina uy, y la duracion esperada del juego dy., con s = 1%”,
son las siguientes para tres distintos casos:

1. p<0.5:uk:1ydk:@.
2. p=05:u =1 yd =o0.
3. p>0.5:uk:skydk:oo.

Demostracion. Para p £ 0.5 y para el caso simétrico, se toma la primera y segunda parte de las
ecuaciones (4.3) y (4.11) respectivamente.

1. Cuando p < 0.5 se tiene s > 1, se sigue que

lim s* = 0. (4.19)
a— o0
Por lo tanto, se tiene que
I wy, = i mol_ 1 4.20
R s (4.20)
Se toma en cuenta (4.19) y se obtiene
als — 30) G k

lim dy = Ii = .
o007 aggo(172p)(i,1)+]_f2p 1—2p

sa

(4.21)

29



CAPITULO 4. PROBLEMA DE LA RUINA DEL JUGADOR
4.2. PROBLEMA DE LA RUINA DEL JUGADOR CON UN OPONENTE INFINITAMENTE
RICO

2. Para el caso simétrico, las expresiones correspondientes a probabilidad de ruina y duraciéon
. . . 1— .
esperada no incluyen el término s = Tp, se llega asi a

lim u = lim a—Fk = lim (1 — k) =1. (4.22)
a— o0 a—» 00 Qa a—r 00 a

lim dj, = lim a(a — k) = lim ak — k* = oo. (4.23)
a— 00 a— o0 a—r0o0

3. Por dltimo, tener p > 0.5, implica que, s > 1 y como consecuencia se llega a

I g S (4.24)
anbe T A T e '
ok
lm dy = lm — 20— ko (4.25)

a—00 a—00 (1 — 2p)(1 — Sa) 1-— 2]3 B
O
En la parte uno de la proposicién anterior, la ruina es segura y la duraciéon esperada queda
determinada por una expresion que depende de k y p, esta aumenta conforme el capital inicial

es mayor, sin embargo, el crecimiento se acenttia mas conforme la probabilidad de ganar en cada
ronda se aproxima 0.5.

Duracion esperada del juego - Oponente infinitamente rico

300 : — p= 049
p= 045
250 . p= 0.40
— p= 035
w
o p= 030
g 00 — p= 025
2 p=  0.20
Y 150
=
[T}
£ 100
=
=
50
0

o 5 10 15 20 25 30
Apuesta inicial

Figura 4.4: Duracion del juego para distintos valores de p < % y de k.

Para el caso simétrico la ruina también es segura, pero la duracién esperada para p > 0.5 es
infinita. Ademaés para el tercer caso, la probabilidad de ruina no es igual a 1, esto quiere decir que
no hay certeza de que el jugador A pierda todo, sin embargo, tampoco es posible ganar todo el
capital del oponente porque este es infinito. Como se dijo al inicio de esta seccion hay un dnico
estado absorbente, si la probabilidad de ruina para los casos en que p es mayor que 0.5 es igual
a s®, entonces 1 — s* es la probabilidad de que para una caminata aleatoria con los parametros
p > 0.5, Xy = k, jamas se alcance el tnico estado absorbente. En el contexto del problema de la
ruina del jugador, esto significa jugar infinitamente. La probabilidad de ruina disminuye conforme
el capital inicial aumenta, pero la disminucién es méas acentuada conforme la probabilidad de
perder en cada ronda rebasa a 0.5, como se ve en la Figura 4.5.

En la Figura 4.6 se representa el desarrollo del juego para valores de p en cada uno de los tres
casos, las trayectorias en colores mas ténues son para reflejar la representatividad de las trayectorias
de color mas intenso. Puede verse que para los casos p > 0.5 el juego adn no termina luego de 200
partidas.
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Ruina del Jugador

10 —p 0.504
p= 0.508
— p= 0512
0.8 — p= 0516
p= 0.520
E 06 —_—p 0.524
=
2 04
a.
0.2
0.0
0 20 40 60 a0 100 120
Capital

Figura 4.5: Probabilidad de quedar arruinado para distintos valores de p > % y de k.

Ruina del jugador - Oponente infinitamente rico

— p= 0.40
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Figura 4.6: Desarrollo del juego para distintos valores de p cuando se inicia con un capital de 20
undiades.

4.3. Simulaciéon del problema clasico y su variante

A continuacion se presentan los algoritmos empleados para simular las dinamicas de juego para
la version clasica y para la variante con un oponente infinitamente rico. Asi como los resultados
de su implementacion en el lenguaje de programaciéon Python.

Para la version clasica del problema de la ruina del jugador, se vi6 que, el modelo corresponde a
una caminata aleatoria con espacio de estados finito, {0, ..., a}, con dos estados absorbentes {0, a}
que parte de un estado k (Xo = k) y que su transicion entre estados en un paso queda definida
por(4.1), por lo que su desarrollo depende de tres parametros, k: capital inicial, a: capital total
y p: probabilidad de ganar en cada ronda, en lo que sigue, estos parametros se denotaran como
capl,capT y p respectivamente, de igual forma, la probabiliad de ruina y la duracién esperada del
juego expresadas en (4.3) y (4.11), también dependen de dichos pardmetros.
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Algorithm 1 Ruina del jugador versiéon clasica

Input: capT > 0, capl < capT, p € (0,1)

> capT y capl son niimeros naturales

Output: Trayectoria, Probabilidad de ruina, Duracién esperada

1: Definir valor de LimI, LimI2, LimS

2: function SIMULACION(p, capl, capT)

3: numl < 0

4 ListaD < insertar(capl) > Lista dindmica
5: repeat

6: X < namero aleatorio en (0,1)

7 if x <p then

8 ‘ capl < capl + 1

9: else

10: ‘ capl < capl - 1

11: end if

12: ListaD < Insertar(capl)

13: numl < numl + 1

14: if capl = 0 6 capl = capT 6 numl = Liml then
15: ‘ Flag < False

16: end if

17: until (Flag # True)
18: return(ListaD)
19: end function

o

20: function SIMULACION2(p, capl, capT)

21: numl < 0, Registro > Registro es un arreglo de dimensién 2
22: repeat

23: X < namero aleatorio en (0,1)

24: if z < p then

25: ‘ capl « capl + 1

26: else

27: ‘ capl < capl - 1

28: end if

29: numl < numl + 1

30: if capl = 0 6 capl = capT 6 numl = LimI2 then
31: ‘ Flag < False

32: end if

33: until (Flag # True)

34: Regisro < capl,numl

35: return(Registro)

36: end function

37: function MAIN

38: Variables: Trayectoria, ProbRuina, DuraEsp

39: Trayectoria = SIMULACION(p, capl, capT )
40: for ¢ = 0 hasta LimS do

41: Z,y < SIMULACION2(p, capl, capT)

42: if x = 0 then

43: ‘ ProbRuina < ProbRuina + 1

44: end if

45: DuraFEsp + vy

46: end for

47: ProbRuina < ProbRuina/LimS
48: DuraFEsp < DuraEsp/LimS
49: end function
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Para la simulacion de estos sistemas de juego y en general de un proceso estocéstico, es nece-
saria una funcién que genere numeros pseudoaleatorios. En el lenguaje de programacion Python,
esta disponible el modulo de random que implementa generadores de nimeros pseudoaleatorios
para varias distribuciones. Para simular las rondas se hace uso de la funciéon béasica de este
modulo, la funcién random, la cual genera uniformemente un ndimero flotante aleatorio en el
rango [0.0, 1.0). Python utiliza Mersenne Twister como generador principal [Lib/random.py, 2021].
Otro elemento secundario, pero presente en cada una de las implementaciones de los algoritmos
presentados en esta seccion, es el uso de listas dindmicas para almacenar el registro de las
partidas del jugador A, inicializandola con el valor del capital inicial. Estas listas se conforman
de nodos, los cuales se componen de forma general de dos campos, aquel que consta de los
datos, para un nodo este campo puede contener uno o mas datos de diferentes tipos, el otro
componente de un nodo es un apuntador, este apunta al nodo siguiente en la lista, por lo que
el manejo de apuntadores es necesario para los métodos de inserciéon de nuevos nodos y para la
lectura de la lista misma, en la Figura 4.7 se muestra un esquema de una lista que consta de 3 nodos.

En las implementaciones de los algoritmos, se crean nodos donde se almacena el nuevo
capital y de esa manera para cada simulaciéon el nimero de elementos en la lista sera el ntimero
de partidas que se requiri6 para acabar el juego. Para insertar un nuevo nodo se utiliz6 un
método recursivo que busca el tultimo elemento de la lista, es decir, el que tiene su apuntador
en NULO, insertando el nuevo nodo al final de la lista. Dicho método recursivo se ve limitado
por el lenguaje, es decir, hay un nimero limite de recursiones permitidas, en Python el limite
es de 3000 por lo que, las trayectorias que se van a mostrar no podréan exceder dicho ntimero.
Simular el problema un nimero grande de veces permitiria hacer un célculo de la probabilidad
de ruina, como la proporcién de juegos perdidos sobre el total de juegos jugados, mientras
que la duracién esperada se puede calcular como el promedio de las duraciones, para dichos
calculos no es necesario presentar la trayectoria completa, basta con guardar la informacion
del nimero de iteraciones antes de alcanzar alguna condicién de paro y la condicién de paro
que se alcanz6. Este es el motivo por el que en el algoritmo 1 se muestran dos funciones de
simulacién, con una se genera la trayectoria que como usuarios nos interesa conocer y la segun-
da se utiliza para simular un gran nimero de juegos y hacer los calculos mencionados anteriormente.

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3

Dato1 Apun;ador Dato2 Apunztador Dato 3 Apun;ador

NULO

Lista

Figura 4.7: Esquema de lista dinamica con tres nodos.

En el Algoritmo 1, la funcién SIMULACION requiere de los argumentos capl, capT, p, y se
inicializan las variables: ListaD y numl (ntmero de iteraciones). La simulacion consiste en un
ciclo "hacer mientras que", en cada iteracion se simula el resultado del juego, posteriormente se
actualizan el capital del jugador A, el registro y el namero de iteraciones acumuladas para después
evaluar las condiciones de paro, que consisten en: haber agotado el capital, haber alcanzado el
total o bien haber llegado al limite de iteraciones permitidas, una vez alcanzada una de estas
condiciones el ciclo termina, en su implementacion en Python (ver Anexo) con el valor de la
variable numl se llena un arreglo con el desarrollo del capital y este arreglo es el que la funcion
devuelve, en dicho arreglo esta la informacién del nimero de partidas y del resultado obtenido. La
funcién SIMULACION2 requiere los mismos pardmetros y funciona de manera similar a la funcion
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de simulacion anterior, con la diferencia de que no inicializa ni requiere de una lista dinamica, en
cada iteracion del ciclo "hacer mientras que" se actualizan las variables capl y numl, una vez que
se sale del ciclo, la funcién regresa inicamente el valor de estas dos variables.

A continuacion se muestran los resultados de la implementacion de este algoritmo en Python
(ver Anexo). Para la primera funcion de simulaciéon se fijo un limite de iteraciones cercano al
limite de recursividad del lenguaje, de 2900 partidas, mientras que, para la segunda funciéon
de simulacion el limite considerado es de 100000. Los valores ingresados fueron: capT = 30,
capl =10 y p = 0.52. Esto significa que la situacién simulada es aquella donde el jugador A tiene
un capital inicial de 10 unidades y una probabilidad de 0.52 de ganar en cada ronda, mientras
que, su oponente inicia con 20 unidades y su probabilidad de ganar en cada ronda es de 0.48.
El desarrollo del capital se manda a imprimir (Trayectoria), asi como la condicién por la cual se
detuvo el juego, y el nimero de partidas jugadas para alcanzar dicha condicién de paro (numl).
Para mostrar la trayectoria del desarrollo del capital, se hace uso de la libreria matplotlib con
la cual se generan las graficas mostradas en las Figuras 4.8, 4.9 y 4.10. De igual forma se realiza
el calculo para obtener la probabilidad de ruina y la duracién esperada, al realizar 500 simulaciones.

10 9 10 11 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 12 13 14 15 16 17 16 15 16 17 18 19 18 17 18
19 20 21 20 19 18 19 20 19 20 19 20 21 22 21 22 21 22 21 22 21 22 23 24 23 24 25 24 23 24
23 22 21 20 19 18 19 20 21 22 21 20 19 18 17 18 19 18 19 18 19 20 21 20 21 22 23 24 25 24
25 24 25 26 27 28 29 30

S1 : Despues de 100 partidas
El jugador gano todo!

Luego de 500 simulaciones, con los parametros:
Probabilidad de perder en cada ronda= 0.52
Capital inicial= 10
Capital total= 30
se obtuvo lo siguiente:
Juegos perdidos= 190
Juegos ganados= 310
Promedio de duracion= 209.808 || Duracion esperada= 204.308
Probabilidad de ruina (promedio)= 0.38 || Probabilidad de ruina= 0.394

En los resultados mostrados, puede verse que se presenta el numero de jugadas realizadas
hasta alcanzar el final del juego, que para esta simulacién fue con la ruina del jugador B, luego
de 100 partidas, ver Figura 4.8, posteriormente se presentan los resultados de la estimacion de la
probabilidad de ruina y duracién esperada, acompanada de la obtenida por el uso de las expresiones
(4.3) y (4.11). La probabilidad del jugador A de quedar arruinado con dichos parametros es menor
que 0.5, en la Figura 4.9 puede verse que para que las condiciones fueran mas justas en cuanto
a probabilidades de ruina, el jugador A tendria que iniciar con 7 fichas y su oponente con 23,
aunque eso sea poco intuitivo. En cuanto a la duracion esperada se observa que, para un juego con
parametros p = 0.52 y capT = 30 un capital inicial de 10 unidades estd dentro del conjunto de
aquellos valores para el capital inicial que, propician un juego més prolongado en comparaciéon a
las otras opciones de capital incial, ver Figura 4.10.

Con la expresion (4.11) se tiene un célculo de la duracion esperada, sin embargo, con las
simulaciones es posible explorar como se comporta la duracién de los juegos con respecto a este
nimero. En la Figura 4.11 se tienen los resultados de implementar 1000 simulaciones del problema
clasico de la ruina del jugador con los valores para capl, capT y p usados anteriormente. El limite
de iteraciones por simulaciéon considerado fue de 1500, la duracién en promedio obtenida fue de
208 juegos, en comparacion a los 204 calculados con ayuda de la expresion (4.11), se observa hay
similitud entre ambas cifras, sin embargo, la simulacién permite observar de manera adicional la
dispersion del niimero de rondas necesarias para terminar los juegos simulados alrededor del valor
obtenido tedricamente.
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Ruina del jugador
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Figura 4.8: Trayectoria de juego.
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Figura 4.9: Probabilidad de ruina.

Ahora sigue la simulacion del problema de la ruina del jugador con un oponente infinitamente
rico, para esta version del juego se vio que el modelo correspondiente es el de una caminata
aleatoria con espacio de estados infinito numerable {0,1, ...}, con tnicamente un estado absorbente
que corresponde al estado cero y la probabilidad de transiciéon entre estados en un paso queda
definida por (4.18), por lo que ahora solo se requieren los parametros capl y p. En la Proposicion
4.2.1 se obtuvo que para decir algo sobre la probabilidad de ruina y la duraciéon esperada del juego
es necesario hacer una diferencia entre tres posibles casos, cuando p es mayor, menor o igual a
0.5, para los dichos casos emplean los dos parametros mencionados anteriormente.

Para esta versiéon del problema, el programa utilizado tiene una estructura similar al de la
version cléasica, hay dos funciones de simulacion, una para reproducir trayectorias y otra para
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Duracion del juego
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Figura 4.10: Duracién esperada del juego.
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Figura 4.11: Se muestra el resultado de simular 1000 veces el problema de la ruina del jugador,
siguiendo el Algoritmo 1, cada punto se ilumina de acuerdo al resultado del juego y su altura
corresponde al nimero de partidas requeridas para llegar a dicho resultado.

hacer célculos de la probabilidad de ruina y duraciéon esperada, los parametros que requieren son
son p y capl, constan de un ciclo que se va a repetir mientras no se alcance una condicién de
paro, las condiciones son unicamente que, el jugador A haya quedado arruinado o bien, que se
haya alcanzado un limite de iteraciones. En el Anexo puede verse que, dependiendo del caso en el
que el jugador se encuentre, se presentan la probabilidad de ruina o duracién esperada calculadas
de acuerdo a la Proposicion 4.2.1, el usuario indica el valor de la probabilidad de ganar en cada
ronda, el capital inicial y el namero de trayectorias que desea ver, lo que corresponde a un ntimero
de simulaciones determinado para esos parametros. Los resultados de algunas simulaciones se
presentan en las Figuras 4.12, 4.13 y 4.14 asi como en las cajas grises.
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Algorithm 2 Ruina del Jugador con un Oponente Infinitamente Rico.

Input: p,capl >0
Output: Trayectoria, Probabilidad de ruina, Duracién esperada

1:

37

38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:

2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:

Definir valor de LimI, LimI2, LimS

function SIMULACION(p, capl)

numl < 0
ListaD < insertar(capl)
repeat
X ¢ ntmero aleatorio en (0,1)
if z < p then
‘ capl < capl + 1
else
‘ capl < capl - 1
end if
ListaD <« Insertar(capl)
numl < numl + 1
if capl = 0 6 numl = Liml then
‘ Flag < False
end if
until (Flag # True)
return(ListaD)
nd function
function SIMULACION2(p, capl)
numl < 0, Registro
repeat
X < namero aleatorio en (0,1)
if x < p then
‘ capl <— capl + 1
else
‘ capl < capl - 1
end if
numl < numl + 1
if capl = 0 6 numl = LimI2 then
‘ Flag < False
end if
until (Flag # True)
Regisro < capl,numl
return(Registro)
end function

®

function MAIN
Variables: Trayectoria, ProbRuina, DuraEsp
Trayectoria = SIMULACION(p, capl )
for ¢ = 0 hasta LimS do

Z,y < SIMULACION2(p, capl)

if x = 0 then

‘ ProbRuina < ProbRuina + 1

end if

DuraFEsp vy
end for
ProbRuina < ProbRuina/LimsS
DuraEsp < DuraFEsp/LimS
end function

> Lista dindmica

> Registro es un rreglo de dimensién 2
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Para el primer caso, se ingres6 un valor de p igual a 0.47 y un capital inicial igual a 25 y se

indic6 mostrar 5 trayectorias, con ello se obtuvo lo siguiente.

S 1 : Despues de 279 partidas
El jugador quedo arruinado!
S 2 : Despues de 329 partidas
El jugador quedo arruinado!
S 3 : Despues de 109 partidas
El jugador quedo arruinado!
S 4 : Despues de 313 partidas
El jugador quedo arruinado!
S 5 : Despues de 525 partidas
El jugador quedo arruinado!

RESULTADOS
LI111170707770070777777777777777777777777777777777777771777777777
Luego de 500 simulaciones, con los parametros:

Probabilidad de perder en cada ronda= 0.47
Capital inicial= 25
se obtuvo lo siguiente:

Juegos perdidos= 500

Juegos no terminados= O (limite de iteraciones: 500000 )
Promedio de duracion= 442.888 || Duracion esperada = 416.667
Probabilidad de ruina= 1.0

Ruina del Jugador - Oponente Infinitamente Rico

® Cap. Inicial= 25.0

SRR LT
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Figura 4.12: Simulacién del problema de la ruina del jugador con un oponente infinitamente rico
para el caso p < 0.5.

En la Figura 4.12 se aprecia como se alcanza el estado cero en todas las trayectorias, para
algunas de ellas se tiene que, el capital del jugador en las primeras partidas logra rebasar por
unas cuantas unidades su capital inicial para después comenzar a descender, esto tiene relacion
con el problema clasico en aquellos escenarios en que la probabilidad de ganar es menor que 0.5,
en el sentido de que, en los casos en que se inicia con la gran mayoria del capital en juego se
observa que la probabilidad de ruina deja de ser tan cercana a uno. Es decir, que si se tiene una
probabilidad desfavorable de ganar partida por partida, este hecho se podria compensar si solo
fuese necesario ganar un par de unidades a su oponente para arruinarlo. Y esto también tiene
relacion con el hecho de que para los casos en que la probabilidad de ruina es mas cercana a cero
0 a uno la duracién es menor en comparaciéon a los casos en que esta probabilidad se encuentra
mas proxima a 0.5.

Para el caso simétrico, es decir, cuando se tiene que p = 0.5, no se consideran funciones para
calcular la probabilidad de ruina o la duracién esperada, ya que, como resultado de la Proposicion
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4.2.1, la ruina es segura y la cantidad de juegos esperados es infinita. En la Figura 4.13 se muestra
el resultado de su implementacion, en el que se indic6 mostrar cinco trayectorias de la simulacion,
con un capital inicial de 20 fichas o unidades. Se aprecian trayectorias que alcanzaron el estado
cero, pero otras contintian incluso con ciertas ganancias acumuladas, sin embargo, esto tltimo
para el jugador A solo representa que tendra que jugar més tiempo hasta llegar al estado absorbente.

wn
-

: E1 juego aun no ha terminado
S 2 : Despues de 1594 partidas
El jugador quedo arruinado!
S 3 : Despues de 522 partidas
El jugador quedo arruinado!
: E1 juego aun no ha terminado
S 5 : Despues de 1668 partidas
El jugador quedo arruinado!
RESULTADOS
L1111 1071707077777177777777777177777777777777777771777177777777777
Luego de 500 simulaciones, con los parametros:
Probabilidad de perder en cada ronda= 0.5
Capital inicial= 20
se obtuvo lo siguiente:
Juegos perdidos= 482
Juegos no terminados= 18 (limite de iteraciomes: 500000 )
Promedio de duracion= 28082.516
Probabilidad de ruina= 0.964

wn
'S

Ruina del jugador - Oponente Infinitamente Rico

120 @ Cap. Inicial= 20.0
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Figura 4.13: Simulacién p = 0.5.

Si bien las trayectorias presentadas no rebasan las 3000 partidas, con la segunda funciéon
simulacion se rebasa este limite, se considera uno de 500000 partidas, sin embargo, como puede
verse en la caja gris, de 500 simulaciones atin hubo 18 juegos simulados que, después de ese
nimero de partidas, no habian terminado, por esta razén, la probabilidad de ruina calculada como
una proporciéon entre juegos perdidos y juegos jugados es menor que uno y la duracién esperada,
calculada como un promedio, es un determinado ntimero, sin embargo, se tiene la certeza de que
al seguir jugando, eventualmente el jugador A quedara arruinado.

Por dltimo se muestran los resultados para el caso en que la probabilidad de ganar en cada ronda
es mayor que 0.5. En la Figura 4.14 se muestran cinco trayectorias correspondientes a p = 0.515,
todas partiendo de un mismo capital inicial de 5 unidades. Tomar en cuenta un capital inicial
menor en comparacion a las simulaciones anteriores es para ver que el considerar p mayor que
0.5, se traduce para las simulaciones como una tendencia creciente, aun partiendo de un capital
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pequenio. Como resultado de la tercera parte de la Proposicién 4.2.1 se sabe que la ruina no es
segura y que queda determinada por (4.24) que depende de la probabilidad de ganar en cada ronda
y del capital inicial, por lo que se muestra al usuario este célculo, junto con el promedio de juegos
perdidos.

Ruina del Jugador - Oponente Infinitamente Rico

@ Cap. Inicial= 5.0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Partida

Figura 4.14: Simulacién p > 0.5.
En la caja gris se puede ver que para 500 simulaciones, 270 concluyeron con la ruina del jugador

A, pero 230 atin no habian terminado luego de 500000 partidas, pero, a diferencia del caso simétrico,
la ruina podria no ocurrir, porque el capital sigue creciendo.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudié al problema de la ruina del jugador en su versiéon clasica y en su
version con un oponente infinitamente rico como caminatas aleatorias, las cuales son un caso
particular de las cadenas de Markov. Las caminatas aleatorias que modelan el desarrollo del
capital del jugador A estan basadas en la suma de variables aleatorias {&;,¢ > 1}. Donde cada
una de dichas variables toma valores 1 con probabilidad p € (0,1) y —1 con probabilidad 1 — p.
Las condiciones del juego dan como resultado las caracteristicas particulares de estas cadenas.
Para la version clasica el conjunto de estados es finito {0,...,a} donde a representa el capital
total. Se sabe que una cadena de Markov con espacio de estados finito tiene al menos un estado
recurrente, para este modelo los estados recurrentes consisten en los dos estados absorbentes
los cuales representan el término del juego, es decir, cuando se ha perdido todo (estado cero) o
cuando se ha ganado el total del capital en juego (estado a). Para el problema con un oponente
infinitamente rico se tiene que el espacio de estados deja de ser finito, ya que el capital en juego
es la suma del capital de ambos jugadores. En una cadena de este tipo no se asegura algo al
respecto de los estados recurrentes, para esta version se pasa de tener dos, a tener un tinico estado
absorbente, que es el que representa quedar arruinado, esta se convierte asi en la tnica condicién
en que el juego puede terminar.

El comportamiento de estas caminatas depende de los valores de p, del capital con que inicia
el jugador A ya que es el estado inicial y para la version clasica también del capital total que
determina el ntumero de estados en que puede variar el proceso ademéas de que por si mismo
consiste en otro estado absorbente. Simular la dinamica de juego reproduciendo las trayectorias
que definen para ambas versiones y para distintos casos, permitio comprender mejor la forma en
que influyen dichos parametros. Para la version cléasica se vid que al tener un capital en juego de
30 unidades, las probabilidades de quedar arruinado se aproximan mucho a cero o a uno para
la mayoria de valores que puede tomar el capital inicial del jugador A cuando p se encuentra
fuera del intervalo (0.4,0.6), sin embargo, al aumentar el ntamero de unidades en juego este
intervalo deja de ser util para identificar los valores de p que generan una probabilidad de ruina
menos marcada y se hace necesario fijar limites més proximos a 0.5, si se desea identificar un
intervalo en que las probabilidades de ruina propicien un juego més interesante para la mayoria
de opciones de capital inicial. Por otro lado, para la versiéon con un oponente infinitamente rico,
en el caso simétrico se observé como el desarrollo del capital del jugador parece ir oscilando y con-
forme mayor es el capital inicial méas se prolonga la trayectoria hasta alcanzar el estado absorbente.

La duracion esperada del juego es en realidad el tiempo promedio en que se espera hacer la
primera llegada a alguno de los estados absorbentes. La forma en que se resolvié puede ser susti-
tuida planteando y dando solucién a ecuaciones en diferencia de segundo orden no homogeneas. Se
pudo observar que, para la version clasica con a unidades en juego, la duracién esperada alcanza
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su maximo valor cuando ambos jugadores inician con la misma cantidad de fichas a/2 y tienen las
mismas probabilidades de ganar partida a partida, es decir 0.5. La implementacion del Algoritmo
1 permitié comparar el valor que regresa la expresion (4.3) con la informacion estimada luego
de muchas simulaciones, donde se verifico que en promedio la duraciéon esperada coincide con el
valor calculado, pero ademés permitieron hacer observaciones sobre el nivel de dispersiéon entre
las duraciones que tuvieron las simulaciones.

Para hacer conclusiones sobre la probabilidad de ruina o la duracioén esperada para el problema,
del jugador con un oponente infinitamente rico se ve como a diferencia de la versién clasica no se
hace solo una distincién entre el caso simétrico y asimétrico, sino que es necesario diferenciar los
casos en que p es menor o mayor que 0.5, las simulaciones ayudan mucho a entender como para
este dltimo caso hay una probabilidad positiva de no alcanzar el estado absorbente, es decir, de
no perderlo todo, ya que las trayectorias que se aprecian por ejemplo en la Figura 4.14 tienen una
tendencia ascendente, entonces, se ve que no hay forma de llegar asi al estado cero.

La importancia de revisar estos problemas con la teoria de caminatas aleatorias y con ello de
cadenas de Markov consiste en que las preguntas sobre la probabilidad de ruina y la duracion del
juego para ambas versiones, corresponden a estudiar, que se espera de la caminata aleatoria, el que
alcance algin estado absorbente y si es asi eso cuanto podria demorar. Los procesos estocasticos
permiten precisamente estudiar sobre lo que se espera para un sistema que evoluciona de forma
aleatoria a largo plazo, o como cambia este modificando ciertos parametros.

Como trabajo a futuro se plantea el poder estudiar versiones diferentes de este problema, como
el caso de un oponente generoso, esta version consistiria en que el oponente, el jugador B le ceda
una unidad al jugador A, en cada ocasiéon que este haya perdido todo su capital. Para ello se
propone emplear resultados mas avanzados, como los correspondientes a la teoria ergddica.
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Apéndice A
Anexo: Codigos en Python

En lo que sigue se muestra la implementacion de los algortimos mostrados en la altima seccion
del Capitulo 4, en el lenguaje de programacién Python.

Problema de la ruina del jugador clasico.

Implementacion de Algoritmo 1. Ruina del jugador version clésica.

20

21

22

23

24

26

27

import matplotlib.pyplot as plt
import random as rnd

Lim_iteracionesl= 2900
Lim_iteraciones2 = 100000

class nodo():
def __init__ (self,dato):

self .sig = None
self .dato = dato

def inserta (inicio, nodo):
if (inicio.sig == None):
inicio.sig = nodo
else:
p = inicio.sig

inserta(p,nodo)
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28

29

30

31

32

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

46

a7

48

49

50

51

60

61

62

63

64

66

67

68

69

70

72

73

74

75

76

T

78

APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

def

def simulacion (p, capI, capT):
flag = True
cap0 = capl
path = nodo(cap0)
numI = 0
while (flag == True):
r = rnd.random()
if (r <= p):
capl = capl + 1
else:
capl = capl - 1
inserta(path, nodo(capI))
numI = numI + 1
if (capl == 0 or numl == Lim_iteracionesl or capl == capT):
flag = False
tryc = [0]*(numI+1)
n = path
for i in range (numI+1):
tryc[i]l] = n.dato
n = n.sig
return(tryc)
simulacion2 (p, capIl, capT):
flag = True
numI = 0
while (flag == True):
r = rnd.random()
if (r <= p):
capl = capl + 1
else:
capl = capl - 1
numI = numI + 1
if (capIl == 0 or numl == Lim_iteraciones2 or capl == capT):
flag = False

tryc = [0]%*2

tryc [0] = numI
tryc[1] = capI

return(tryc)
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79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

102

103

104

106

107

108

109

APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

def

def

=]
=]
=]
—
]

for

plt
plt
plt
plt

p_ruina(p, capI,
if p == 0.5:

result = 1 -
else:

capT):

(1 -

result = 1 -
return result
duracion(p, capT):
if p == 0.5:
result =
else:
result =
((1-p)/p)**xcapT)))

return result

capIl,

capI*(capT-capl

i in range (numT):
trayectoria = simulacion(p,
numRondas = len(trayectoria)
print ("S",i+1,": Despu s de

print (" El
UOO01F641")
else:
print (" El
plt.plot(trayectoria,

.grid O)

.title ("Ruina del jugador")
.xlabel ("Partida")

.ylabel ("Capital")

)

(1/(1-2%p)) *x(capl -

capIl,

(capI)/(capT)

-1

[l

capT *

((1-p)/p)**xcapIl) /(1 -

Problema de la Ruina del Jugador
BIENVENTIDDO
float (input ("Probabilidad de ganar en cada ronda (p) =
int (input ("Capital inicial (capI) =
int (input ("Capital total (capT) = "))
int (input ("N mero de trayectorias a mostrar =

capT)

((1 -

((1-p)/p) **xcapT))

((1-p)/p)**capl) /(1 -

n))

n))

' ,numRondas , "partidas")
if (trayectoria[numRondas]==0):

jugador qued

jugador gan

zorder=1)

arruinado!","\U0OOO1F635","\

todo!",

"\UO0OO1F603","\UOOO1F601")
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128

129

130

131

132

APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

plt . scatter (0, capIl , c=’black’, edgecolors =’none’, s=100 , label = °’
Cap. Inicial= {0:10.1f}’.format(capl), zorder=2)

plt . legend ( bbox_to_anchor =(1.04 , 0.98) , loc=’upper left’,
borderaxespad=0.)

plt.show ()

numSim = 500
jperdido = 0
jnperdido = 0
promD = 0
for i in range (numSim):
trayectoria = simulacion2(p, capIl, capT)
numJ = trayectorial[O0]
if (trayectoria[1]==0):
jperdido = jperdido + 1
else:
jnperdido = jnperdido + 1

promD = promD + numlJ
promD = promD/numSim
promR = jperdido/numSim

promNR = jnperdido/numSim
Ruina = ((1-p)/(p))**capl

print (" RESULTADTG OS")
print (" /// /1117777777707

print ("Luego de ", numSim, " simulaciones, con los par metros:")

print (" Probabilidad de perder en cada ronda= ",p)

print (" Capital inicial= ",capIl)

print (" Capital total= ",capT)

print ("se obtuvo lo siguiente:")

print (" Juegos perdidos= ", jperdido)

print (" Juegos ganados= ", jnperdido)

print (" Promedio de duraci n= ", promD, "|| Duraci n esperada=
{0:10.3f}".format (duracion(p, capIl, capT)))

print (" Probabilidad de ruina (proporci n)= ", promR, "|| Probabilidad

de ruina= {0:10.3f}".format(p_ruina(p, capI, capT)) )
Problema de la ruina del jugador con un oponente infinitamente rico.

Implementacion de Algoritmo 2. Ruina del jugador versiéon oponente infinitamente rico.

import matplotlib.pyplot as plt
import random as rnd
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33
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43

44

45
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47

48

49
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52

54

APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

Lim_iteracionesl= 2900
Lim_iteraciones2 = 500000

class nodo():

def init__ (self,dato):

self .sig = None
self .dato = dato
def inserta (inicio, nodo):
if (inicio.sig == None):
inicio.sig = nodo
else:
p = inicio.sig

inserta(p,nodo)

def simulacion (p, capI):

flag = True
cap0 = capl
path = nodo(cap0)
numI = 0
while (flag == True):
r = rnd.random()
if (r <= p):
capl = capl + 1
else:
capl = capl - 1
inserta(path, nodo(capI))
numI = numI + 1

if (capl == 0 or numl == Lim_iteracionesl):

flag = False

tryc = [0]*(numI+1)

n = path

for i in range (numI+1):
tryc[i]l] = n.dato
n = n.sig

return(tryc)
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64
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68
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70

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81
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APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

def simulacion2 (p, capIl):
flag = True

numI = 0
while (flag == True):
r = rnd.random()
if (r <= p):
capl = capl + 1
else:

capl = capl - 1

numlI = numI + 1
if (capI == 0 or numl == Lim_iteraciones2):
flag = False

tryc = [0]*2
tryc[0] = numI
tryc[1] = capI

return(tryc)

Print (Mmoo s o e e ")
print ("---Ruina del Jugador con un Oponente Infninitamente Rico---")
Print (M ----mmmmmm e BIENTYENTIDO O -commmmmmmmmmmmmmmm e "y

print ("\nIngrese los valores de los siguientes par metros:")

p = float(input("Probabilidad de ganar en cada partida (p) = "))
capl = int(input("Capital inicial (capI) = "))
numT = int(input ("N mero de trayectorias a mostrar = "))

for i in range (numT):

trayectoria = simulacion(p, capI)
numRondas = len(trayectoria) - 1
if (trayectorial[numRondas]==0):
print ("S",i+1,": Despu s de ",numRondas,"partidas")
print (" El jugador qued arruinado!","\UOOO1F635","\
U0001F641")
else:
print("S",i+1,": E1 juego a n no ha terminado","\UOOO1F635")
plt.plot (trayectoria, zorder = 1)
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107

108

111

113

114

APENDICE A. ANEXO: CODIGOS EN PYTHON

plt.grid ()
plt.xlabel ("Partida")
plt.ylabel("Capital™)

plt.title("Ruina del Jugador - Oponente Infinitamente Rico")
plt.scatter (0, capl , c=’black’, edgecolors

Inicial= {0:10.1f}’.format (capI),

plt.legend ( bbox_to_anchor =(1.04 ,
borderaxespad=0.)
plt.show ()

numSim = 500

jperdido = 0

jnperdido = 0

promD = 0

for i in range (numSim):

0.98)

trayectoria = simulacion2(p, capIl)

numJ = trayectoria[0]
if (trayectoria[1]==0):
jperdido = jperdido + 1
else:
jnperdido = jnperdido + 1

promD = promD + numJ
promD = promD/numSim

promR = jperdido/numSim
promNR = jnperdido/numSim

zorder

B

=’none’, s=100 ,
= 2)
loc=’upper left’,

print (" RESULTADTG OS")
print (" /// /1117777777707 )

print ("Luego de ", numSim,

simulaciones,

con los par metros:

print (" Probabilidad de perder en cada ronda= ",p)

print (" Capital inicial= ",capIl)

print ("se obtuvo lo siguiente:")

print (" Juegos perdidos= ", jperdido)

print (" Juegos no terminados= ", jnperdido,
,Lim_iteraciones2," )")

if (p < 0.5):
Duracion = capI/(1-(2*p))

label

n)

"(l mite de iteraciones:

’Cap.

print (" Promedio de duraci n= ", promD, "|| Duraci n esperada =
{0:10.3f}".format (Duracion))

print (" Probabilidad de ruina= ", promR)

elif (p > 0.5):

Ruina = ((1-p)/(p))**capl

print (" Promedio de duraci n= ", promD)

print (" Probabilidad de ruina (proporci n)= ", promR, "||
Probabilidad de ruina= ",Ruina )

o1
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else:
print ("
print ("

Promedio de duraci n= ", promD)
Probabilidad de ruina= ", promR)
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