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Resumen

Esta tesis está orientada al diseño e implementación de filtros activos fraccionarios con topo-
logía activa. A partir de la definición de Riemann-Liouville, el operador Laplaciano fraccionario y
bloques básicos de implementación con Opamps, se obtienen sistemas cuyo comportamiento en
el domino de la frecuencia se asemeja al de sistemas con orden fraccionario de entre 0.1 y 0.95.
Después de simular y comprobar físicamente éstos diseños, se obtiene una ecuación de ajuste de
un solo parámetro para disminuir el error que existe entre el orden esperado y el orden experi-
mental observado. Se realiza la construcción de filtros de orden 0.9 y 0.95 para su inclusión en un
circuito caótico de Lü. Posteriormente se iguala el diagrama de fáse del filtro activo fraccionario
con el del filtro pasivo, partiendo del conocimiento de que el integrador fraccionario pasivo puede
integrase a sistemas caóticos. Así, se sustituyen los integradores fraccionarios activos en el sistema
caótico de Lü para obtener comportamientos caóticos de tipo fraccionario.
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1 | Introducción

1.1. Cálculo fraccionario

El cálculo fraccionario es una generalización de la diferenciación e integración de funciones
en un orden no entero. El operador diferencial no entero se denota por aDα

t , donde a y t son los
límites de la operación y α εℜ. El operador se define como

aDα
t =


dα

d tα
α> 0

1 α= 0∫ t
a (dτ)α α< 0

(1.1)

Diferentes definiciones de integración y diferenciación de orden fraccionario han surgido du-
rante el desarrollo de la teoría del cálculo fraccionario. Algunas de las definiciones se extienden
directamente desde el cálculo de orden entero. Las definiciones más comunes son las siguien-
tes. [1]

1.1.1. Formula de Cauchy para la integral de orden fraccionario

La formula se extiende desde el cálculo de orden entero

Dα f (t ) = Γ(α+1)

j 2π

∫
C

f (τ)

(τ− t )α+1
dτ (1.2)

donde C es el camino encerrado por los polos de la función f(t). La integral y derivada de funciones
coseno y seno puede ser expresado por

d k

d t k
(cos(at )) = ak cos

(
at + kπ

2

)
d k

d t k
(cos(at )) = ak cos

(
at + kπ

2

) (1.3)

También se puede mostrar con la fórmula de Cauchy que, si k no es un número entero, enton-
ces (1.3) sigue siendo válida [1].

1.1.2. Definición de Grünwald-Letnikov

La integración y diferenciación de orden fraccionario pueden definirse como

aDα
t f (t ) = ĺım

h→0

1

hα

[
t −a

h

]
∑
j=0

(−1) j

(
α

j

)
f (t − j h) (1.4)

donde
(α

j

)
son coeficientes binomiales y los subíndices a la izquierda y derecha de D son los límites

inferior y superior en la integral. El valor de α es no entero, positivo para diferenciación y negativo
para integración [1].
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1.1.3. Definición de Riemann-Liouville

La definición de Riemann-Liouville es ampliamente utilizada para la diferenciación e integra-
ción de orden fraccionario. La integral de orden fraccional está dado por

aDα
t f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a

f (τ)

(t −τ)1−αdτ (1.5)

donde 0<α< 1 y a es el valor inicial. Si a=0 la notación se simplifica como Dα
t f (t ). De forma simi-

lar, la diferenciación de orden fraccionario se define como

aDα
t f (t ) = d n

d t n

(
aD−(n−α)

t f (t )
)
= 1

Γ(n −α)

d n

d t n

∫ t

0

f (τ)

(t −τ)α−n+1
dτ (1.6)

donde n = dαe [1].

1.1.4. Definición de Caputo

La diferenciación de orden fraccionario de Caputo puede ser escrita como

0Dα
t f (t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0

f n(τ)

(t −τ)α−n+1
dτ (1.7)

para n = dαe. De forma similar, la integral se describe por

0D−α
t f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

0

f (τ)

(t −α)1−αdτ (1.8)

con α> 0. Γ(·) es la función Gamma, definida como

Γ(z) =
∫ ∞

0
t z−1e−1d t (1.9)

Se puede apreciar que para diversas funciones, las derivadas e integrales de Riemann-Liouville
y Caputo son equivalentes [1].

1.2. Sistemas caóticos de orden fraccionario

Los sistemas caóticos se conocen desde hace tiempo pero solo recientemente se demostró
que el caos puede ser controlado y, por tanto, sincronizado. Así, estos sistemas pueden impactar
en muchas áreas: aplicaciones críticas de tiempo y energía, circuitos y dispositivos de alto rendi-
miento (p. ej. moduladores delta-sigma y convertidores de potencia), mezclas líquidas, reacciones
químicas, sistemas biológicos (p. ej. en el cerebro humano, corazón y proceso perceptivo), gestión
de crisis (p. ej. en electrónicos de potencia), procesamiento de información segura, y toma de de-
cisiones críticas en política y economía. Esta nueva y desafiante área de investigación y desarrollo
se ha convertido en una disciplina científica, que involucra ingeniería en sistemas y control, teoría
y experimentos físicos, matemáticas aplicadas, fisiólogos y, sobre todo, especialistas en circuitos y
dispositivos [2].

El caos se refiere a un tipo de comportamiento dinámico complejo que posee algunas carac-
terísticas muy especiales, como una extrema sensibilidad a pequeñas variaciones de condiciones
iniciales, trayectorias encerradas en el espacio de fase pero con exponentes positivos de Lyapu-
nov, una finita entropía de Kolmogorov-Sinai, un espectro de potencia continuo, y/o dimensión
topográfica fraccionaria, etc. En otras palabras, el caos es simplemente un comportamiento im-
predecible de un sistema determinista a largo plazo. De acuerdo a [2], existen tres identificadores
del caos:
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El caos es un "sistema determinista", es decir, su condición actual es consecuencia de esta-
dos previos del sistema.

El caos es un sistema que exhibe un comportamiento que es "difícil de distinguir de un com-
portamiento aleatorio". En otras palabras, un sistema puede ser caótico si se observa alea-
torio. Esto no significa que el sistema sea aleatorio, más bien el sistema puede ser difícil sino
imposible de predecir.

El caos es un sistema que es "sensible a las condiciones iniciales".

Debido a que estas características son no lineales, su comportamiento es mucho más complicado
que los sistemas lineales. De hecho, incluso los sistemas caóticos más simples exhiben una gran
cantidad de comportamientos diferentes, que solo se pueden analizar completamente con la ayu-
da de poderosos recursos de software [2]. El objetivo de la investigación de sistemas caóticos es, en
consecuencia, entender cómo un sistema dinámico determinista puede exhibir comportamiento
caótico, el tipo de sistemas capaces de este comportamiento, las formas disponibles para contro-
larlos, las formas de implementarlos con dispositivos electrónicos y las implicaciones prácticas y
teóricas. Recientemente, el diseño teórico y la implementación en hardware de diferentes tipos de
osciladores caóticos han atraído cada vez más la atención, centrándose en aplicaciones del mun-
do real de muchas tecnologías basadas en el caos y sistemas de información. Existe actualmente
amplio interés por la creación de diversos atractores caóticos complejos de multi-scroll median-
te el uso de dispositivos y circuitos electrónicos simples, esto a partir de métodos con funciones
piecewise-linear (PWL), redes neuronales, funciones moduladoras no lineales, diseño de compo-
nentes de circuitos, colectores de conmutaciones, etc. Muchos de estos atractores caóticos multi-
scroll han sido verificados con simulaciones numéricas o pruebas teóricas. Se ha identificado que
es difícil diseñar atractores caóticos multi-scroll mediante el uso de dispositivos electrónicos. Por
ejemplo, es difícil diseñar un resistor no lineal con una característica apropiada con muchos seg-
mentos. La realización de una resistencia no lineal con múltiples segmentos es la base para la
implementación en hardware de atractores caóticos con orientación multidireccional y con un
gran número de scrolls. Además, la implementación del circuito de muchos scrolls necesita un
rango dinámico grande que requiere un mayor suministro de voltaje y amplificadores diferencia-
les apropiados, o bien un escalamiento apropiado de voltajes. Sin embargo, las condiciones físicas
a veces limitan o incluso prohíben dicha realización del circuito [2].

Aunque existen enfoques para diseñar sistemas caóticos multi-scroll que usan dispositivos, es-
tos son diseños personalizados. Esto indica que es necesaria una compresión más profunda de la
dinámica caótica del sistema. Además, estos diseños solo son válidos para un cierto rango de valo-
res para parámetros del circuito. Si uno necesita modificar el comportamiento del sistema caótico,
debería ser necesario re-evaluar el diseño.

Considerando las dificultades antes mencionadas, se debe proponer una metodología siste-
mática para la automatización del diseño de circuitos multidireccional de sistemas caóticos multi-
scroll. La idea es proponer un enfoque de síntesis integrado en una herramienta EDA para generar
automáticamente un sistema caótico usando dispositivos electrónicos cuyas características pue-
den ser adaptadas mediante el uso de modelos de comportamiento y simulación [2].
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1.3. Aplicaciones de osciladores caóticos fraccionarios

Los sistemas caóticos se conocen desde hace mucho tiempo, tratando de exportar conceptos
de la física y las matemáticas a las aplicaciones de ingeniería del mundo real. Recientemente se
demostró que el caos puede ser controlado y sincronizado entre dos sistemas caóticos idénticos.
El caos ha sido considerado para uso en sistemas de comunicación. Esto fue motivado por la extre-
ma sensibilidad del caos a parámetros y condiciones iniciales, así como sus propiedades similares
a la aleatoriedad. Estos sistemas están en estado de desarrollo, por lo que ya se han identificado y
caracterizado posibles esquemas. En las primeras investigaciones en este tópico se argumentaba
que solo algunos circuitos y conceptos con base en caos tienen relevancia para las comunicacio-
nes. En la última década la comunicación caótica ha madurado al punto en que estos argumentos
ya no están justificados. Las posibles aplicaciones se describen a continuación [2].

Técnicas de Modulación con Base en Caos: Varias técnicas de modulación con base en caos
se han propuesto en la literatura. Por ejemplo, una generalización de la modulación de fre-
cuencia en la que las trayectorias de estado de los sistemas dinámicos se utilizan como on-
das portadoras [2].

Sistemas Coherentes de Comunicación con Base en Caos: La posibilidad de explotar las
propiedades de autosincronización de sistemas caóticos para propósitos de comunicación
han atraído la atención de varios investigadores internacionales sobre la última década. Por
ejemplo, una derivación analítica de las tazas de errores de bit para sistemas de comunica-
ción coherentes de chaos-shift-keying (CSK) multiusuario [2].

Sistemas No Coherentes de Comunicación con Base en Caos: Las comunicaciones caóti-
cas no coherentes han evolucionado desde esquemas elementales como COOK (chaotic on-
off keying) y CSK (Chaos-shift-keying) a la más sofisticada detección diferencial coherente
DCSK (CSK diferencial) y a el moderno FM-DCSK (Modulación de frecuencia DCSK) [2].

Modulación Caótica de Posición de Pulso: En los últimos años ha habido un interés cada vez
mayor hacia los sistemas de comunicación por impulso de radio (IR) con ancho de banda
ultra ancho (UWB). En un sistema UWB el cual utiliza la modulación caótica de posición de
pulsos con base en mapas (CPPM) [2].

Comunicaciones de Espectro Expandido Usando Caos: En los últimos años la teoría del
caos ha sido aplicada a el disño de secuencias de espectro expandido para mejorar el enlace
de sistemas DS-CDMA (acceso múltiple por divición de código de secuencia directa). Donde
se introduce un sistema DS-CDMA utilizando secuencias de expanción caótica [2].

Filtrado de Señales Caóticas: El filtrado de ruido en señales caóticas que explota su deter-
minismo ha recibido interés considerable en el contexto de los sistemas de comunicaciones.
Por ejemplo en un filtro Kalman (UKF) para filtrar ruido de señales caóticas [2].

Las Comunicaciones Ópticas que Explotan el Caos: Recientemente, investigadores de dife-
rentes grupos al rededor del mundo han intentado desarrollar sistemas de comunicación
óptica explotando el caos. Por ejemplo, en la dinámica, sincronización, y codificación /
decodificación de mensajes para láseres semiconductores monomodo inyectados óptica-
mente y láseres semiconductores monomodo con retroalimentación optoelectrónica retar-
dada [2].

Encriptación de Datos Usando Caos: La naturaleza altamente impredecible y de aparien-
cia aleatoria de las señales caóticas es la característica más atractiva de los sistemas cóticos
deterministas que pueden conducir a esquemas de cifrado de datos. La sincronización de
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atractores caóticos multi-scrolls con aplicaciones de comunicación privada. Esta demostra-
do que los sistemas caóticos son ricos en significado y en consecuencia debido a la sen-
sibilidad a cambios de las condiciones iniciales, parámetros de control, comportamiento
aleatorio y las propiedades de difusión y confusión muy alta que son muy deseables para el
cifrado de datos [2].

Sistema de Memoria de Orden Fraccionario Ubicuo. Los estados futuros de un sistema de
orden entero depende del actual (sin memoria). Sin embargo, para un sistema de orden frac-
cionario, el estado actual depende de todo el historial (memoria larga). Esta memoria larga
es una característica de varios sistemas de orden fraccionario. Por ejemplo, viscoelasticidad
de orden fraccionario y la mecánica cuántica de orden fraccionario [3].

Aplicaciones de Control de Orden Fraccionario para un Sistema de Posicionamiento de
Precisión con Base en Aire: Precisión, ancho de banda y estabilidad de movimientos son
los más importantes funcionamientos para cualquier sistema de movimiento. PID de orden
fraccionario ha probado ser muy eficaz para mejorar el rendimiento. Un reciente trabajo,
utiliza el cálculo de orden fraccionario para controlar una etapa de posicionamiento de pre-
cisión [4].

Aplicación del Cálculo de Orden Fraccionario en Amortiguación Activa de Estructuras Fle-
xibles: En la década pasada, investigaciones sobre el Control de Vibraciones Activas (AVC)
ha encontrado un reciente interés en el control de enlaces flexibles de robots y estructuras
de paredes delgadas, principalmente hechas de nuevos materiales, como los compuestos de
fibra de carbono. El control de velocidad directo (DVC), el control de fuerza integral (IRC), la
retroalimentación de posición positiva (PPF) y el control de resonancia integral (IRC) son los
métodos que se han desarrollado y utilizado para controlar activamente estas estructuras.
Recientemente, han demostrado que el cálculo de orden fraccionario es una herramienta
eficaz para mejorar los controladores de amortiguación activos en comparación con el or-
den entero [5] [6].

Control a Largo Plazo para Sistemas fraccionarios Discretos: Muchos problemas de la in-
geniería tienen la característica de tiempo discreto o estructuras espaciales, por ejemplo,
imágenes, series económicas, señales, etc. Se han dedicado algunos esfuerzos a las apli-
caciones del cálculo fraccionario continuo en estos temas, y los investigadores adoptaron
principalmente la discretización numérica del cálculo fraccionario. Pero puede fácilmente
resultar en información tediosa o errores numéricos debido al efecto de memoria. El cálculo
fraccionario discreto puede evitar esto y es una herramienta sencilla para sistemas de tiem-
po discreto. Existe la teoría de la estabilidad para ecuaciones diferenciales de orden fraccio-
nario. El control a largo plazo para sistemas fraccionarios es posible [7] [8] [9].

Cálculo de Parámetros de Supercapacitores Usando Modelado Eléctrico de Orden Frac-
cionario: Los supercapacitores son dispositivos de almacenamiento de energía electroquí-
mica conocidos por su alto rendimiento de potencia, excelente reversibilidad, ciclabilidad
a largo plazo, bajo mantenimiento y fácil integración en sistemas electrónicos. Debido a la
estructura y al material de sus electrodos nanoarticulados y su diseño electroquímico, la
impedancia espectral de los supercapacitores muestran una clara desviación del ángulo de
fase de −90o o de un condensador ideal. No obstante, la evaluación de su comportamien-
to eléctrico generalmente se describe utilizando fórmulas de condesadores convencionales
cásicas. Los supercapacitores se han modelado como la colección de muchos elementos re-
sistivos y capacitivos discretos que representan la distribución de constantes de tiempo en
el dispositivo similar a una línea de transmisión. Sin embargo, esta es una visión artifical de
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la forma en que funcionan estos dispositivos y no es del todo satisfactoria cuando se ajus-
tan los datos experimentales. Con el cálculo de orden fraccionario, se estima la capacitancia
efectiva y la energía almacenada en supercapacitores, que son muy importantes para el des-
pliegue exitoso de estos dispositivos en sus aplicaciones cada vez mayores [10] [11] [12].

Enmascaramiento Caótico: La modulación ampliamente utilizada y explorada en el domi-
nio analógico es el enmascaramiento caótico. La señal analógica o información se agrega a
la señal caótica transmitida. En el lado del receptor, gracias a la sincronización de caos, el re-
ceptor reconstruye la señal caótica original y la información analógica se recupera restando
la señal caótica producida de la señal entrante [13] [14] [15].

Modulación Caótica: Contrario a lo que pasa en el enmascaramiento caótico, la información
analógica se inyecta directamente en el sistema caótico para alternar su modelo dinámico.
Por lo tanto, la señal caótico generada contiene la información analógica. El receptor, detec-
ta el cambio en el comportamiento dinámico de la señal caótica y recupera la información
analógica [16] [17].

Chaos Shift Keying: La idea principal de esta modulación es codificar la información en
dos generadores caóticos. El transmisor, utiliza dos sistemas caóticos diferentes. Hay dos
tipos de receptor, el primero recibe la señal de entrada y sincroniza uno de los dos sistemas
caóticos, el cual se puede estimar el símbolo transmitido con la resta de la señal de entrada
con la señal producida por el sistema caótico sincronizado [18] [19].

Caos con Base en DS-CDMA: Esta modulación es llamada como CSK. Las dos modulaciones
son equivalentes y la idea principal es que el receptor puede generar una réplica de la señal
caótica recibida y usarla para desglosar el dato [20].

Caos con Base en ON-OFF KEYING: En esta modulación, la señal caótica es transmitida
por un periodo de tiempo cuando es 1 y deja de transmitir cuando el bit es 0 en el lado del
receptor, se utiliza un detector con un umbral para recuperar los datos [21] [22] [23] [24].

Modulación de Parámetros Caóticos: Este enfoque se basa en la ergodicidad de las señales
caóticas como una técnica simple para recuperar los datos transmitidos mediante la estima-
ción de los parámetros caóticos, como la función de valor medio en un entorno ruidoso [25].

Implementación de Esquemas de Modulación no Coherente: La implementación de sis-
temas de comunicación basados en el caos recibió una atención en la última década. Por
un lado, la mayoría de las demostraciones experimentales de sistemas de comunicación ba-
sados en caos con receptores coherentes han empleado enlaces cableados como canales de
transmisión para demostrar la posibilidad de usar el caos en el contexto de la transmisión de
datos para evitar el problema de los complejos procedimientos de sincronización que exis-
ten en los canales inalámbricos. Por otro lado, la implementación y la prueba de concepto
de sistemas de comunicación no coherentes recibieron más atención debido a los caóticos
procedimientos de sincronización en el lado del receptor [26] [27] [28].

Comunicaciones Cooperativas y Codificaciones de Redes: La aplicación de esquemas no
coherentes en redes cooperativas también ha recibido una atención particular. Es un sis-
tema de comunicación cooperativa de codificación de cambio de caos diferencial (DCSK-
CC) con dos usuarios. La cooperación se logra a través de un relé de decodificación y avan-
ce [29] [30].

Comunicaciones de Linea de Potencia: Se aplica la técnica de modulación basadas en caos
no coherente para las comunicaciones por linea de potencia (PLC). El cambio de clave por
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cambio de caos (DCSK) es un candidato potencial para redes de comunicación de red inteli-
gente ya que esta clase de modulación no coherente es muy robusta contra las distorsiones
de canales lineales y no lineales [31] [32].

Las aplicaciones futuras de los sistemas de comunicaciones sustentados en caos dependen
fuertemente del desarrollo y la implementación confiable en hardware de circuitos no lineales
para la generación y procesamiento de señales caóticas [2]. En particular, es esencial desarrollar
generadores caóticos eficientes y controlables que utilicen dispositivos electrónicos simples.

1.4. Justificación

Se ha demostrado que el orden fraccionario puede representar más fielmente los diferentes
fenómenos de la naturaleza que su contraparte de orden entero. Esto debido a que el orden frac-
cionario tiene propiedades hereditarias y de memoria del fenómeno que modela. Sin embargo,
para aprovechar estas ventajas en aplicaciones de ingeniería se requiere su implementación físi-
ca. En la literatura, existen varios métodos de aproximación para sistemas de orden fraccionario
en el dominio de la frecuencia. Los métodos de dominio de la frecuencia se han utilizado para
simular el comportamiento de los sistemas caóticos de orden fraccionario. Los elementos de or-
den fraccionario se pueden racionalizar mediante varias técnicas iterativas, como son: el método
de Charef y el método de Oustaloup, entre otros. Estos métodos se utilizan para la realización de
integradores fraccionarios pasivos. El principal problema en el uso de estos integradores fraccio-
narios es la realización física puesto que los valores en los elementos que componen la red pasiva
son valores no disponibles comercialmente. Por lo tanto, tratar de aproximar los valores de estos
elementos puede provocar una desviación en el orden fraccionario buscado. Dada esta problemá-
tica, al utilizar una topología activa se espera que los elementos que la componen se aproximen a
valores comerciales. Además, las realizaciones activas incorporarán grados de libertad, por lo que
se podrán elegir dispositivos con valores comerciales, con resistores en el rango de los kilo-ohmios.
También se espera que en una realización activa sea más fácil ajustar el orden del integrador frac-
cionario a nivel experimental, lo cual es importante para la realización de osciladores caóticos,
ya que estos son muy sensibles a las condiciones iniciales. Se espera que el orden del integrador
implementado sea lo más preciso y parecido posible al orden teórico con el que se diseña.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Diseñar e implementar osciladores caóticos de múltiples arrollamientos usando integradores
analógicos de orden fraccionario de topología activa.

1.5.2. Objetivos Específicos

Diseñar y caracterizar el integrador analógico de orden fraccionario de topología activa usan-
do Spice.

Validar experimentalmente los resultados del integrador analógico de orden fraccionario de
topología activa.

Analizar el impacto de las variaciones de los dispositivos electrónicos que conforman el in-
tegrador de orden fraccionario usando análisis de Montecarlo.
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Diseño e implementación de un oscilador caótico de orden fraccionario de múltiples enro-
llamientos utilizando los integradores analógicos de orden fraccionario de topología activa.
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2 | Diseño electrónico de integradores pa-
sivos de orden fraccionario

A partir del modelo matemático de un sistema no lineal de orden fraccionario, el diseño de
un circuito electrónico, el cual es equivalente a el modelo matemático, en el sentido de que sigue
al mismo conjunto de ecuaciones. Esta sección describe el diseño y semulación de un circuito
electrónico analógico que realiza el orden fraccionario del sistema disparativo inestable con bajo
órdenes, es decir, la sección proporciona los bloques básicos necesarios para la realización de
un circuito electrónico equivalente a un sistema no lineal de orden fraccionario. Cuando se logra
un enfoque de síntesis para diseñar la función no lineal mediante el uso de funciones saturadas,
se logra una aproximación racional del operador de orden fraccionario, la aproximación racional
obtenida se sintetiza como una red de escalera electrónica llamada dispositivo de fractancia, que
exhibe propiedades de impedancia de orden fraccionario [1].

2.1. Diseño de operadores de orden fraccionario

En la literatura acerca de los sistemas de orden fraccionario aproximan dos métodos, en el do-
minio del tiempo y en el dominio de la frecuencia, para calcular númericamente la respuesta de
un sistema de orden fraccionario. Los métodos del dominio del tiempo son basados en la discre-
tización de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Uno de los mejores métodos en esta
rama es una versión mejora del algoritmo de Adams Bashforth Moulton y se propone en base al
esquema predictor-corrector. Los métodos de dominio de frecuencia se basan en la aproximación
del operador fraccionario. Los métodos de dominio de frecuencia se han utilizado para simular
el comportamiento de los sistemas de orden fraccionario caótico. Los elementos de orden frac-
cionario generalmente muestran una curva de fase constante, por esa razón también se conocen
como elementos de fase constante. En la práctica, un elemento de orden fraccionario se puede
aproximar como un sistema de orden entero más alto que mantiene una fase constante dentro de
una banda de frecuencia elegida. Para calcular una solución de un sistema de orden fraccionario
considerando aproximaciones racionales de los operadores fraccionarios, primero se consideran
las ecuaciones de orden fraccionario del sistema en el dominio de frecuencia, y luego la transfor-
mación de Laplace del operador de integral fraccionario es reemplazada por su aproximación de
orden entero [1].

Los elementos de orden fraccionario se pueden racionalizar mediante varias técnicas iterati-
vas, a saber, el método de Charef, el método de Carlson, el método de Oustaloup, entre otros. Pero
uno de los métodos más comunes para encontrar la aproximación de los operadores fracciona-
rios es el método Charef, debido a la robustez que proporciona una excelente relación entre com-
plejidad y precisión en la aproximación. Es importante resaltar el compromiso entre el error y la
complejidad. La idea principal es encontrar ceros y polos de una función de transferencia que un
diagrama de amplitud similar a 1/sα en un rango de frecuencia dado. El operador fraccionario 1/sα

tiene un diagrama de Bode en amplitud caracterizado por una pendiente de −20αdB/década. Por
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lo tanto en este método, el −20αdB/década aproxima un numero por una serie de lineas rectas en
zigzag conectadas con pendientes individuales de 0dB/década y −20αdB/década. De acuerdo con
este método, podemos obtener una aproximación lineal del integrador fraccionario con cualquier
precisión deseada sobre cualquier banda de frecuencia. El orden de este sistema de aproximación
lineal depende del ancho de banda y la precisión deseados [1].

2.1.1. Método de Charef

Los sistemas fraccionarios pueden ser considerados como una generalización de los sistemas
de orden entero. La instancia más común de una función de transferencia de sistema fraccionario
se representa en el dominio de frecuencia mediante la siguiente función de transferencia

H(s) = 1

sα
, α ∈ ℜ+ (2.1)

el cual se llama integrador fraccionario y se puede encontrar en muchos fenómenos fisicos, don-
de s = jω es la frecuencia compleja y α es un número positivo real tal que 0<α< 1. El integrador
fraccionario puede abordarse considerando la formulación básica del método de aproximación
de Charef [1].

Un sistema puede ser modelado en el dominio de la frecuencia mediante la función de trans-
ferencia de un solo polo de potencia fraccionario de la siguiente manera

H(s) = 1(
1+ s

PT

)α (2.2)

donde PT es el polo del sistema de orden fraccionario y α es el orden fraccionario del sistema.

Como se muestra en la Figura 2.1, la pendiente con −20αdB/dec es estimado por un numero
de líneas rectas en zigzag conectadas con pendientes individuales de 0dB/dec y −20dB/dec. La
expresión (2.2) se puede racionalizar mediante la siguiente fórmula recursiva [1]:

H(s) =
∏N−1

i=0

(
1+ s

zi

)
∏N−1

i=0

(
1+ s

pi

) (2.3)

si se especifica un rango de frecuencia ωmax , se especifica una frecuencia de esquina PT y el error
y dado en dB entre la línea real y la aproximada. Además, los ceros y los polos se pueden calcular
recursivamente como

ZN−1 = P
10

[
y

10(1−α)

]
N−1

PN = Z
10

[ y

10α

]
N−1 (2.4)

La primera aproximación del polo y zero se obtiene mediante

P0 = P
10

[ y

20α

]
T

Z0 = P
10

[
y

10(1−α)

]
0 (2.5)
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Figura 2.1: Diagrama de Bode con pendiente de −20αdB/dec y su aproximación con lineas zigzag
con pendientes individuales de 0dB/dec y −20dB/dec.

El siguiente paso es determinar el valor de N para que se pueda obtener una precisión especifi-
cada de la función de transferencia racional aproximada en la frecuencia de esquina. La frecuencia
de esquina PT se determina en −3αdB, P0 se determina mediante el error especificado, y PN se de-
termina mediante N . Las cantidades a y b se obtienen por

a = 10

[
y

10(1−α)

]
= ZN−1

PN−1

b = 10

[ y

10α

]
= PN

ZN−1

(2.6)

donde la relación de ubicación de un polo a un polo anterior es igual a la relación de un polo a un
cero anterior, respectivamente, y es igual a

ab = 10

y

10α (1−m) = ZN−1

ZN−2
= PN

PN−1
(2.7)

N se determina mediante la siguiente expresión

N =

 log

(
ωmax

P0

)
log (ab)

+1 (2.8)

2.1.2. Método de Carlson

Los elementos de orden fraccionario o funciones de trasferencia se pueden aproximar recur-
sivamente considerando la formulación conocida como método de Carlson, la idea es considerar
el proceso newton para aproximar 1/s, para cualquier entero n<1. La aproximación tiene como
base la expresión algebraica f (x)=xn−a=0. La aproximación resultante en variables reales tienen
la propiedad única de preservar la aproximación superior e inferior a la enésima raíz del número
real a [1].

Si G(s) es una función de transferencia racional y H(s) es una función de transferencia de or-
den fraccionario tal que H(s)=[G(s)]q donde q=m/p es una función de transferencia de orden
fraccionario, entonces H(s) puede ser aproximado como

Hi (s) = Hi−1(s)

(
p −m

)
[Hi−1(s)]2 + (

p +m
)

G(s)(
p +m

)
[Hi−1(s)]2 + (

p −m
)

G(s)
(2.9)
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con un valor inicial de H0=1.

La formula recursiva (2.9) puede ser escrita como

Hi (s) = Hi−1(s)
G(s)+α [Hi−1(s)]2

αG(s)+ [Hi−1(s)]2 (2.10)

donde

α= p −m

p +m
=


1−

(
m

p

)
1+

(
m

p

)
 con q = 1−α

1+α (2.11)

Por lo tanto, para el caso simple, por ejemplo, H(s) = sq , se representará un diferenciador para
q < 0 en consecuencia α<1. Además, actuará como un integrador para q<0, implicando α>1.

2.1.3. Método de Oustaloup

El filtro recursivo de Oustaloup da un ajuste a los elementos de orden fraccionarios sγ dentro
de la banda de frecuencia elegida. Supongamos que el rango de adaptación es (ωb ,ωh) [1]. El filtro
puede ser escrito como

sγ = K
N∏

n=1

1+ (s/ωb,n)

1+ (s/ωh,n)
(2.12)

donde los polos, ceros y ganancia del filtro puede ser evaluado como

ωk =ωb

(
ωh

ωb

)k +N + 1

2

(
1+γ)

2N +1 , ω
′
k =ωb

(
ωh

ωb

)k +N + 1

2

(
1−γ)

2N +1 , K =ωγh (2.13)

donde N es el orden de la aproximación de la función de transferencia finita.

La aproximación obtenida por el Método de Charef muestra que el proceso global consiste
en una combinación descrita por una sola estructura de polo-cero par, esto da el factor de orden
fraccionario en el diagrama log-log del proceso general de la función de transferencia [1].

2.2. Aproximaciones de la función de transferencia

Empleando el método dado en la sección 2.1.1, donde el propósito es aproximar el comporta-
miento del sistema en el dominio de la frecuencia. Esto se hace para un dado 0<α<1, por ejemplo,
para establecer una aproximación con la gráfica de Bode de la respuesta en magnitud sobre la
banda de frecuencia. La aproximación se crea eligiendo un punto de corte inicial, un error en dB,
y el número de polos en la aproximación. El límite de la frecuencia alta del ancho de banda se
puede variar cambiando el valor del error y el número de polos. Por lo tanto, se puede lograr una
aproximación de cualquier precisión deseada sobre cualquier banda de frecuencia. La Tabla 2.1
da las aproximaciones resultantes para las funciones de transferencia H(s)=1/sα para diferentes
ordenes fraccionarios, en incremento de 0.1, asumiendo que ωmax = 103rad/s y PT=1. El máximo
error y, considerado en el cálculo un error de discrepancia de 2dB. De acuerdo a este enfoque, es
posible obtener una aproximación lineal de el integrador de orden fraccionario con cualquier pre-
cisión y cualquier banda de frecuencia. El orden de este sistema de aproximación lineal depende
del ancho de banda y la precisión deseados [1].
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Se puede considerar al capacitor con respecto a la permitividad del material dieléctrico. Sin
embargo, otra posibilidad es tratar el dispositivo como un sistema integrado que consiste en el
dieléctrico y los terminales, y además considerar únicamente la relación entre el sistema de cruce
de corriente y el de caída de tensión. Esta idea lleva a la consideración de la Ley Curie. Curie supo-
ne que la tensión v(t )=V u(t ) se aplica a un condensador que no posee carga almacenada inicial.
Es decir, no hay energía almacenada antes de aplicar el voltaje de corriente directa V . La corriente
a través del dispositivo tendrá la forma general

i (t ) = V

htα
para t > 0, y 0 <α< 1, (2.14)

donde h es una constante relacionada con la capacitancia y el tipo de dieléctrico, y α es una cons-
tante relacionada a la pérdida de capacitancia. Esta es una dependencia de la ley de potencia del
terminal de corriente sobre el voltaje de entrada. La transformada de Laplace del voltaje de entra-
da es

v(s) = V

s
, (2.15)

y la transformada de Laplace de i (t ) es

i (s) = Γ (1−α)

hs1−α V , (2.16)

donde Γ(·) es la función Gamma. Comúnmente, la impedancia de un elemento de circuito lineal
invariante en el tiempo (LIT) de dos terminales se define como

Z (s) = v(s)

i (s)
(2.17)

Mientras que la admitancia se define como Y (s)=1/Z (s). De la ley de Curie (2.16) y (2.17) se obtie-
ne

Z (s) = h

Γ (1−n)

1

sα
, (2.18)

Por lo tanto, el condensador presenta idealmente una impedancia dada por

Z (s) = 1

sC
(2.19)

La ecuación (2.18) es considerada la impedancia de orden fraccional, o "fractancia"para abre-
viar. Es un elemento eléctrico que exhibe propiedades de impedancia de orden fraccionario. La
impedancia del dispositivo fractal en el dominio de la frecuencia está dada por

Z (s) = asα⇒ Z ( jω) = aωαe
j

(πα
2

)
(2.20)

donde ω es la frecuencia angular y α el orden de la fractancia. Para el caso especial de α=1 este
elemento representa el inductor, para α=−1 representa un condensador mientras que α=0 re-
presenta una resistencia. En el rango de −2<α<0 este elemento generalmente se considera que
representa un condensador de orden fraccionario. En el rango de 0<α<2 este elemento se con-
sidera que representa un inductor de orden fraccionario. Además, α=−2 representa la resistencia
negativa dependiente de la frecuencia [1].

Un dispositivo de fractancia física aún no esta disponible en la forma de un único dispositivo
comercial. El dispositivo de fractancia se puede emular a través de arboles pasivos RC o RLC de
orden superior, cadenas o incluso redes de tipo retícula [1].
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La fractancia posee muchas propiedades de interés. El ángulo de fase es constante indepen-
diente de la frecuencia, su magnitud frente a la frecuencia no es lineal, lo que puede aumentar o
disminuir el efecto de la frecuencia paraα>1 yα<1, eso significa que depende únicamente del va-
lor del orden fraccionarioα. La fractancia es llamada como un dispositivo con un factor de ángulo
de fase constante. Por otra parte, el parámetro adicional α agregado al diseño del circuito pue-
de utilizar una mayor optimización o control de diseño. Además, al hacer uso de un amplificador
operacional, se puede logar una diferenciación e integración de orden fraccionario.

El aspecto importante en la realización del dispositivo de fractancia es encontrar la aproxi-
mación racional del operador de orden fraccionario. Es decir, el disño de fractancias con orden α

se puede realizar considerando las aproximaciones racionales, luego los valores de los elementos
eléctricos, que son necesarios para construir una fractancia, se determinan a partir de las funcio-
nes de transferencia obtenidas a partir del enfoque de Charef [1].

Tabla 2.1: Las funciones de transferencia de órdenes enteras son aproximaciones a operado-
res fraccionarios, con error de discrepancia máxima de 2dB y ancho de banda del sistema de
ωmax=103rad/s.

H(s)

1

s0.1
≈ 100(s +16.6810)

(s +10)(s +1.6681e3)

1

s0.2
≈ 3162(s +5.6234)(s +100)(s +1.7782e3)

(s +3.1622)(s +56.2341)(s +1e3)(s +1.7782e4)

1

s0.3
≈ 1000(s +4.1595)(s +37.2759)(s +3.3404e2)(s +2.9935e3)

(s +2.1544)(s +19.3069)(s +1.7301e2)(s +1.5505e3)(s +1.3894e4)

1

s0.4
≈ 177.82(s +3.8312)(s +26.1016)(s +177.8279)(s +1.2115e3)

(s +1.7783)(s +12.1153)(s +82.5404)(s +562.3413)(s +3.8311e3)

1

s0.5
≈ 158.4893(s +3.9811)(s +25.1189)(s +158.4893)(s +1000)(s +6.3095e3)

(s +1.5849)(s +10)(s +63.0957)(s +398.1072)(s +2.5119e3)(s +1.5849e4)

1

s0.6
≈ 31.6228(s +4.6416)(s +31.6228)(s +215.4435)(s +1.4678e3)

(s +1.4678)(s +10)(s +68.1292)(s +464.1589)(s +3.1623e3)

1

s0.7
≈ 19.3070(s +6.4495)(s +57.7969)(s +517.9475)(s +4.6416e3)

(s +1.3895)(s +12.4520)(s +111.5884)(s +1000)(s +8.9615e3)

1

s0.8
≈ 13.3352(s +13.335)(s +237.137)(s +4.217e3)(s +7.4989e4)

(s +1.3335)(s +23.7137)(s +421.6965)(s +7.4989e3)(s +1.3335e5)

1

s0.9
≈ 3.5938(s +129.1550)(s +2.1544e4)

(s +1.2915)(s +215.4435)(s +3.5938e4)
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2.3. Realización pasiva de un integrador de orden fraccionario.

En esta sección, el diseño de un integrador de orden fraccionario es sintetizado por el arreglo
de elementos pasivos presentado en la Figura 2.2. De acuerdo a la teoría de circuitos en el dominio
del Laplace, se puede obtener la aproximación de 1

sα
en los nodos n1 y n2 con α= 0.95. [1]

C1 R1

R2

C2

R3

C3

n1

n2

1

sα

Figura 2.2: Esquema de integrador fraccionario pasivo de ordenα=0.95. Parámetros: C1=86.20µF ,
C2=29.85µF , C3=23.56µF , R1=6.28MΩ, R2=0.2966MΩ, R3=2.945KΩ, Rg 1=R=10KΩ.

La aproximación de la función de transferencia de s−0.95 con un error de aproximadamente de
1dB y con un ancho de banda de 0.1rad/s a 1000rad/s es dada por:

1

s0.95
≈ 1.16s2 +16.82s +1.884

s3 +18.4738s2 +2.6574s +0.002976
(2.21)

La función de trasferencia de H(s) entre los nodos n1 y n2 es la siguiente:

H(s) =
1

C1

(
s+ 1

R2C2

)(
s+ 1

R3C3

)
s3 + (R1C1+R2C2+R1C2)R3C3+R1R2C2(C1+C3)

R1R2R3C1C2C3

s2 +

+ R1C1+R2C2+R1C2+R1C3+R3C3

R1R2R3C1C2C3
s+ 1

R1R2R3C1C2C3
(2.22)

El principal problema en el uso de estos integradores fraccionarios es la realización física pues-
to que los valores en los elementos que componen la red pasiva son valores no disponibles comer-
cialmente (Figura 2.2). El tratar de aproximar los valores de los elementos puede provocar una
desviación en el orden fraccionario buscado y aumentar el error de aproximación de 1dB que el
diseño dispone. Esto puede no representar un problema al diseñar controladores de orden fraccio-
nario, sin embargo, para su aplicación en osciladores caóticos esto significa un problema, debido
a que los osciladores caóticos son muy sensibles a las variaciones en sus condiciones iniciales.
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3 | Diseño electrónico de integradores ac-
tivos de orden fraccionario

Dada la problemática al utilizar una topología pasiva, en este capítulo se propone un integra-
dor fraccionario de topología activa. Una vez propuesta una implementación se procede a estu-
diar el efecto de las tolerancias mediante análisis de Monte Carlo y la sensitividad. El integrador es
validado con simulaciones y resultados experimentales.

3.1. Propuesta de un integrador de orden fraccionario activo con
base en el operador Laplaciano fraccionario

Conforme a la definición de Riemann-Louville, la derivada fraccionaria de una función f (t )
está dada por:

∂α

∂tα
f (t ) = 1

Γ(1−α)

∂

∂t

∫ t

0
(t −τ)−αdτ (3.1)

donde α ε (0,1) y Γ es la función gama. La transformada de Laplace de (3.1) con condiciones ini-
ciales cero es

L

{
∂α

∂tα
f (t )

}
= sαF (s) (3.2)

donde F (s) =L
{

f (t )
}

y sα es el orden fraccionario del operador Laplaciano, definido como:

sα = ( jω)α =ωα
[

cos
(απ

2

)
+ j si n

(απ
2

)]
(3.3)

Este operador no puede ser físicamente realizado pero puede ser aproximado por [33]:

sα ≈ (1+α)s + (1−α)

(1−α)s + (1+α)
= As +1

s + A
(3.4)

con A definida por

A = 1+α
1−α (3.5)

De forma similar, el integrador fraccionario resulta

1

sα
≈ (1−α)s + (1+α)

(1+α)s + (1−α)
= s + A

s A+1
(3.6)

El desarrollo algebraico de la función de transferencia (3.6) se expresa en (3.7), la cual conduce
a una representación en diagrama de bloques del integrador de orden fraccionario (Figura 3.1) y
necesaria para su implementación con OpAmps.

1

sα
≈ Vo

Vi
= s+A

As+1
Vo(s A+1) = Vi (s+A)

s AVo = sVi+AVi−Vo (3.7)

Vo = Vi

A
+

(
−1

s

)(
Vo

A
−Vi

)
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WDA

Σ

+

−

1
AVo

Vi

IInv

−1
s

WAA

Σ

+

+1
AVi

Vo

Figura 3.1: Diagrama de bloques del integrador de orden fraccionario con topología activa.

RgRg 1

Rg 2

Rg 1

Rg 2

Rg

−

+
WDA

Vout ,A
V1A

V2A

(a)

RgRh1

Rh2

Rh1

Rh2

Rg

−

+
WAA

Vout ,B
V1B

V2B

(b)

CxRx

−

+
IInv

Vout ,C

V1C

(c)

Figura 3.2: Bloques para el diseño del integrador fraccionario activo: (a) Amplificador Diferencial
Ponderado (WDA). (b) Amplificador Sumador Ponderado (WAA). (c) Integrador Inversor (IInv).

3.2. Diseño de integradores fraccionarios usando OPAMPS

Con el apoyo del diagrama de bloques de la Figura 3.1, se identifica un amplificador diferencial
ponderado (WDA por sus siglas en inglés), un amplificador sumador ponderado (WAA por sus
siglas en inglés) y un integrador inversor de orden entero. La realización (diagrama eléctrico) de
cada uno de estos bloques se muestra en la Figura 3.2. [33]

3.2.1. Amplificador diferencial ponderado (WDA)

Amplifica la diferencia entre dos voltajes. La Figura 3.2a muestra una posible implementación
con un Amplificador Operacional. Por análisis nodal de este circuito se calcula el voltaje de salida
Vout ,A como

Vout ,A = Rg

Rg 1
V1A − Rg

Rg 2
V2A (3.8)

donde Rg puede ser usado como grado de libertad para establecer los factores de ponderación de
V1A y V2A por medio de las resistencias Rg 1 y Rg 2.
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3.2.2. Amplificador sumador ponderado (WAA)

Este amplificador produce una salida de voltaje Vout ,B igual a la suma ponderada de los voltajes
de entrada V1B y V2B . La realización con OpAmps de la Figura 3.2b usa a Rg como grado de libertad
y Rh1 y Rh2 para controlar los factores de ponderación. El voltaje de salida se expresa como

Vout .B = Rg

Rh1
V1B + Rg

Rh2
V2B (3.9)

3.2.3. Integrador inversor de orden entero (IInv)

El integrador con base en amplificadores operacionales es representado en la Figura 3.2c. Este
circuito usa una retroalimentación capacitiva para integrar la señal aplicada. La función de trans-
ferencia resulta

Vout ,C

V1C
=− 1

RxCx s
=−1

s
(3.10)

con Cx como grado de libertad y Rx = 1/Cx . Para trasladar en frecuencia ωn por un factor Ω se
utiliza la siguiente denormalización en los capacitores de todos los inversores empleados:

C = Cx

Ω
(3.11)

3.3. Implementación de integradores fraccionarios activos

IN

OUT

Rg 1

Rg 2

Rg 1

Rg 2

Rg

−

+

Rg

Rx

−

+

Cx

Rh1

−

+

Rh2

RgRh1

Rh2

Rg

Figura 3.3: Diagrama eléctrico del integrador de orden fraccionario realizado con OpAmps.

La Figura 3.3 presenta la realización con OpAmps del diagrama de bloques de la Figura3.1.
Las resistencias de los bloques WDA y WAA se calculan a partir del Cuadro 3.1, proponiendo la
resistencia Rg (grado de libertad) y utilizando (3.5). La ecuación para mover la frecuencia de cruce
por cero es la siguiente:

Rx = 1

Cx
(3.12)

en la cual C se obtiene mediante
Cx =CΩ (3.13)

Donde:
C es un capacitor comercial propuesto.
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Ω es la frecuencia de corte por cero en radianes.

Tabla 3.1: Valores de resistencia

W D A W A A
Rg 1 = ARg Rh1 = Rg

Rg 2 = Rg Rh2 = ARg

Los detalles diseño de integradores fraccionarios de orden 0.1 hasta 0.95 se muestran en la
Tabla 3.2, con una resistencia Rg propuesta de 100Ω y con una frecuencia de cruce por cero de
15.91kHz (Tabla 3.3).

Tabla 3.2: Valores de resistencias para orden de 0.1–0.95 con Rg = 100Ω.

α WDA3 WAA1
0.1 Rg 1 = 120Ω Rh2 = 120Ω
0.2 Rg 1 = 150Ω Rh2 = 150Ω
0.3 Rg 1 = 185Ω Rh2 = 185Ω
0.4 Rg 1 = 233Ω Rh2 = 233Ω
0.5 Rg 1 = 300Ω Rh2 = 300Ω
0.6 Rg 1 = 400Ω Rh2 = 400Ω
0.7 Rg 1 = 566Ω Rh2 = 566Ω
0.8 Rg 1 = 900Ω Rh2 = 900Ω

0.85 Rg 1 = 1.23kΩ Rh2 = 1.23kΩ
0.9 Rg 1 = 1.9kΩ Rh2 = 1.9kΩ

0.95 Rg 1 = 3.9kΩ Rh2 = 3.9kΩ

Tabla 3.3: Detalles de los integradores para frecuencia de cruce por cero de 15.91KHz.

Cx Rx f
1nF 10KΩ 15.91KHz
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3.3.1. Simulación con SPICE

Con el simulador SPICE y con el modelo del Amplificador Operacional TL081 de Texas Instru-
ments se simula el integrador fraccionario activo. Del archivo de salida de la simulación se obtie-
nen los resultados de la Figura 3.4. La Figura 3.4 muestra la simulación del integrador de orden
fraccionario activo. Tiene un aumento en la ganancia conforme mayor es el orden.
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Figura 3.4: Simulación del integrador de orden fraccionario.
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3.3.2. Experimental con NI ELVIS II+

Se implementan los integradores de orden fraccionario activos para comparar los resultados
de simulación con los resultados experimentales. Se obtuvieron los resultados con el instrumento
de medición NI ELVIS II+ de NATIONAL INSTRUMENTS. En la Figura 3.5 se muestran los datos
experimentales del integrador fraccionario activo. Se observa que a mayor orden en el integrador
fraccionario mayor es su ganancia, el mismo comportamiento que en los resultados de simula-
ción.
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Figura 3.5: Resultados experimentales del integrador de orden fraccionario.

La Tabla 3.4 presenta el error en la pendiente del integrador fraccionario activo. Se aprecia
que este error es muy significativo a excepción de los órdenes 0.9 y 0.95. Es posible que en ciertas
aplicaciones de control estos errores no comprometan la funcionalidad, pero no es el caso en osci-
ladores caóticos que son extremadamente sensibles a las condiciones iniciales. En consecuencia,
es imperativo realizar un ajuste empírico al integrador fraccionario para aproximar la pendiente
en la respuesta en frecuencia a la del integrador fraccionario ideal.

Tabla 3.4: Error en cada orden

Orden Datos Experimentales
α A Rg 1 = Rh2 Pendiente Error

0.1 1.2 120Ω 2.96dB 0.96dB
0.2 1.5 150Ω 6.3dB 2.3dB
0.3 1.85 185Ω 8.9dB 2.9dB
0.4 2.33 233Ω 11.84dB 3.84dB
0.5 3 300Ω 14.53dB 4.53dB
0.6 4 400Ω 16.73dB 4.73dB
0.7 5.66 566Ω 18.38dB 4.38dB
0.8 9 900Ω 20dB 4dB

0.85 12.33 1.23kΩ 20.24dB 3.24dB
0.90 19 1.9kΩ 19.15dB 1.15dB
0.95 39 3.9kΩ 19.09dB 0.09dB
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3.4. Ajuste

En la Tabla 3.5 se muestran los resultados de la pendiente experimental de la respuesta en fre-
cuencia de cada integrador diseñado con la ecuación (3.5) y la Tabla 3.1. Se presenta un desvío
considerable en la pendiente respecto al valor ideal, lo cual obliga a corregir este error. El ajus-
te empírico al integrador fraccionario se realizó experimentalmente modificando el parámetro
A=(1+α)/(1−α), ya que este depende directamente del orden α del integrador fraccionario ac-
tivo. El ajuste se realizó para los órdenes α=(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95), tal y
como se muestra en la Figura 3.6. A partir de este gráfico se obtuvo, mediante interpolación con
funciones exponenciales, la siguiente ecuación de ajuste

A(α) = 1.014e1.241α+0.002697e7.48α (3.14)

la cual corrige la pendiente y permite obtener un orden α muy aproximado al teórico, como se
aprecia en la Tabla 3.5. La Ecuación (3.14) se obtuvo por medio de la herramienta de ajuste de
curva (cftool) de MATLAB, la cual al ingresar los valores de ajuste para cada orden ofrece la apro-
ximación exponencial.

Tabla 3.5: Ajuste en A para cada orden

Orden Pendiente Sin Ajuste Con Ajuste
(ideal)

α Pendiente A Rg 1 = Rh2 Pendiente A Rg 1 = Rh2 Pendiente α Experimental
0.1 2dB 1.2 120Ω 2.96dB 1.1 110Ω 2.14dB 0.107
0.2 4dB 1.5 150Ω 6.3dB 1.3 130Ω 4.17dB 0.2085
0.3 6dB 1.85 185Ω 8.9dB 1.6 160Ω 6.6dB 0.33
0.4 8dB 2.33 233Ω 11.84dB 1.7 170Ω 7.91dB 0.3955
0.5 10dB 3 300Ω 14.53dB 2 200Ω 10.14dB 0.507
0.6 12dB 4 400Ω 16.73dB 2.4 240Ω 12.4dB 0.62
0.7 14dB 5.66 566Ω 18.38dB 2.8 280Ω 13.94dB 0.697
0.8 16dB 9 900Ω 20dB 3.9 390Ω 16.46dB 0.823

0.85 17dB 12.33 1.23kΩ 20.24dB 4.5 450Ω 17.01dB 0.8505
0.90 18dB 19 1.9kΩ 19.15dB 5.3 530Ω 18.1dB 0.905
0.95 19dB 39 3.9kΩ 19.09dB 6.6 660Ω 19.02dB 0.951
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Figura 3.6: Aproximación exponencial sobre el ajuste A.

En la Tabla 3.6 se muestra el error entre el ajuste experimental de A y el ajuste obtenido por la
ecuación exponencial (3.14).

Tabla 3.6: Error de la ecuación de ajuste 3.14.

α A Ecuación de ajuste Error
0.1 1.1 1.1537 −0.053677
0.2 1.3 1.3117 −0.011699
0.3 1.6 1.4968 0.10318
0.4 1.7 1.7195 −0.019535
0.5 2 1.9994 0.00056597
0.6 2.4 2.375 0.025042
0.7 2.8 2.924 −0.124
0.8 3.9 3.8073 0.092659

0.85 4.5 4.4682 0.03184
0.9 5.3 5.3604 −0.060449

0.95 6.6 6.5848 0.015181
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3.4.1. Simulación con SPICE

La Figura 3.7 presenta los resultados de la simulación con SPICE del integrador de orden frac-
cionario activo con ajuste. Se manifiestan las mismas características que el integrador de orden
fraccionario activo sin ajuste, con la diferencia de que las ganancias para cada orden se reducen,
provocando que los límites de frecuencia de la pendiente se reduzca también.
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Figura 3.7: Simulación del integrador con ajuste.

3.4.2. Experimental con NI ELVIS II+

Los resultados experimentales del integrador de orden fraccionario activo con ajuste (Figura
3.8) muestran que el ajuste reduce la ganancia, confirmando el comportamiento observado en
simulación.
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Figura 3.8: Datos del integrador con ajuste.
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3.4.3. Fase del integrador fraccionario activo

La Ecuación (3.15) calcula la ganancia a la frecuencia de corte del integrador fraccionario. Ubi-
cando la ganancia en la gráfica 3.8 y obtenemos la frecuencia de corte fc , con la frecuencia de corte
recuperamos la fase del integrador la cual se compara con la fase ideal en la Tabla 3.7 ocupando la
Ecuación 3.16.

Gai n f c = Mmax −3α (3.15)

Donde Mmax es la magnitud máxima del integrador.

P =−45oα (3.16)

Donde α es el orden del filtro fraccionario.

Tabla 3.7: Fase en frecuencia de corte del integrador fraccionario activo con ajuste.

α Magnitud Frecuencia de corte Fase experimental Fase de (3.16) Error
(dB) a 100Hz (Hz) (Deg) (Deg) (Deg)

0.95 16.93 2085 -42.77 -42.7 −0.07
0.9 15.08 2761 -41.07 -40.5 −0.57

0.85 13.55 2968 -41.57 -38.25 −3.32
0.8 12.88 3185 -38.27 -36 −2.27
0.7 10.42 3336 -34.04 -31.5 −2.54
0.6 7.72 5119 -29.95 -27 −2.95
0.5 6.022 5716 -24.98 -22.5 −2.48
0.4 4.595 5768 -20.79 -18 −2.79
0.3 4.069 5913 -16.66 -13.5 −3.16
0.2 2.517 6505 -11.57 -9 −2.57
0.1 0.38 10550 -5.625 -4.5 −1.125

3.5. Análisis de Monte Carlo

Este tipo de análisis data de 1940 y se le atribuye a John von Neumann y Stanislaw Ulam. Su
nombre hace homenaje al Casino de Monte Carlo. Es un análisis estadístico por medio de algo-
ritmos computacionales que realiza una repetición de muestreos aleatorios para determinar las
propiedades de un fenómeno. Es importante comprender los efectos de la tolerancia de los valo-
res físicos reales que presentan los componentes en el trabajo en laboratorio, siendo decisivo con
ello entender los conflictos que hay entre el diseño y el rendimiento para comprobar la fiabilidad
y el cumplimiento de normativas. Algunos conceptos importantes para el análisis de Monte Carlo
son los siguientes.

Desviación estándar: es la raíz cuadrada de la varianza, definida por

S2
X =

n∑
i=1

(
Xi −X

)2

n
(3.17)

donde Xi es el valor de cada uno de los n eventos y X es el valor medio de estos.

Valor medio: es una medida de tendencia central, también conocido como promedio, que se cal-
cula mediante

X = 1

n

n∑
i=1

ai = a1 +a2 +·· ·+an

n
(3.18)
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donde X representa el valor máximo de la distribución Gaussiana.

En una distribución de probabilidad Gaussiana, en el intervalo ±σ se concentran el 68.26% de
los casos, mientras que en el intervalo ±3σ se concentran más del 99.74% de los casos, como se
muestra en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Distribución de probabilidad Gaussiana.

Resultados del análisis de Monte Carlo: Para verificar que el ajuste funcione en la mayoría de
los casos experimentales se realiza un análisis de Monte Carlo con 100 casos y una distribución
Gaussiana con σ=±3. Las resistencias del circuito tienen una tolerancia del 5%, mientras que los
capacitores tienen una tolerancia en el peor de los casos de 20%. Los histogramas de la Figura 3.10
muestran la variación de la pendiente de la respuesta en frecuencia del integrador fraccionario
para α =(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95).
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Figura 3.10: Histogramas de la variación de la pendiente de la respuesta en frecuencia del integra-
dor fraccionario considerando ajuste.
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La media calculada con los 100 casos del análisis de Monte Carlo para cada orden se muestra
en la Figura 3.11. Se observa que los casos sin ajuste se alejan de la línea ideal mucho más que los
casos con ajuste. Esto se corrobora también en la Figura 3.12a, la cual muestra los valores máximos
y mínimos que toma la pendiente sin utilizar el ajuste. El error es de aproximadamente 2dB para
los ordenes desde 0.2 hasta 0.8, mientras que para los ordenes 0.85, 0.9 y 0.95 el error es menor.
Ningún orden, a excepción de 0.1, encierra a la curva de la pendiente ideal. Por el contrario, los
valores máximos y mínimos de la pendiente con ajuste (Figura 3.12b) son mucho más cercanos a
la línea ideal, encerrándola en todos los casos.
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Figura 3.11: Media de Monte Carlo con y sin ajuste.
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Figura 3.12: Valores Máximos y Mínimos en la pendiente con y sin Ajuste.

Las Tablas 3.8 y 3.9 muestran los datos completos del análisis de Monte Carlo. En la Tabla 3.8
se observa que la media de la pendiente del integrador de orden fraccionario sin ajuste se aleja
0.54dB para el orden 0.1, 1.77dB para el orden de 0.2, 2.65dB para el orden de 0.3, 3.45dB para el
orden de 0.4, 4dB para el orden de 0.5, 4.29dB para el orden de 0.6, 4.13dB para el orden de 0.7,
3.17dB para el orden de 0.8, 1.5dB para el orden de 0.85, 1.3dB para el orden de 0.9 y 0.83dB para
el orden de 0.95. Se confirma que 3.5 necesita del ajuste para aproximar la pendiente a la ideal.
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Tabla 3.8: Análisis de Monte Carlo sin Ajuste

α Media de la pendiente (dB) Desviación Estandar Mínimo (dB) Máximo (dB)
0.10 -2.54 200.62m -3.04 -1.94
0.20 -5.77 177.18m -6.12 -5.30
0.30 -8.65 204.31m -9.18 -8.23
0.40 -11.45 167.15m -11.92 -11.03
0.50 -14.00 213.91m -14.55 -13.53
0.60 -16.29 153.06m -16.56 -15.86
0.70 -18.13 90.907m -18.28 -17.76
0.80 -19.17 167.37m -19.54 -18.64
0.85 -18.50 167.71m -18.92 -18.08
0.90 -19.30 97.381m -19.50 -18.97
0.95 -19.83 27.705m -19.89 -19.73

La Tabla 3.9 presenta una media en la pendiente más próxima a la pendiente ideal y su error es
de 0.1dB para un orden de 0.1, 0.23dB para un orden de 0.2, 0.73dB para un orden de 0.3, 0.43dB
para un orden de 0.4, 0.35dB para un orden de 0.5, 0.2dB para un orden de 0.6, 0.61dB para un
orden de 0.7, 0.09dB para un orden de 0.8, 0.11dB para un orden de 0.85, 0.25dB para un orden
de 0.9 y 0.4dB para un orden de 0.95.

Tabla 3.9: Análisis de Monte Carlo con Ajuste

α Media de la pendiente (dB) Desviación Estandar Mínimo (dB) Máximo (dB)
0.10 -1.90 189.72m -2.35 -1.41
0.20 -3.77 197.33m -4.24 -3.33
0.30 -6.73 177.47m -7.13 -6.24
0.40 -7.57 175.89m -7.95 -7.09
0.50 -9.65 187.33m -10.10 -9.11
0.60 -11.8 159.39m -12.28 -11.43
0.70 -13.39 151.61m -13.74 -13.00
0.80 -15.91 238.89m -16.49 -15.30
0.85 -16.89 180.43m -17.16 -16.44
0.90 -17.75 153.82m -18.00 -17.26
0.95 -18.60 129.53m -18.85 -18.17
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3.6. Análisis de Sensitividad

El análisis de sensibilidad de una red eléctrica permite determinar cuál de las diferentes solu-
ciones mediante las cuales se obtiene una función de transferencia en particular es la más robusta
a las variaciones en los valores de sus elementos, lo cual es igual de importante que el bajo costo y
compactibilidad de la implementación [34].

Al seleccionar una red en particular de una serie de circuitos disponibles, se pueden usar di-
ferentes criterios para tomar la decisión final. Normalmente, la selección se basa en los aspectos
económicos de la construcción del circuito de filtro. Por ejemplo, en los filtros pasivos, el factor de-
terminante puede ser el número de inductores o la inductancia total necesaria. Esto se debe a que
los inductores suelen ser el tipo de componente más caro, se desvían más del modelo idealizado y
son más difíciles de calibrar. A veces, incluso los factores económicos no son la consideración más
importante. La decisión final puede ser enteramente subjetiva. Por ejemplo, qué tamaño y tipo de
componentes están en existencia determinará qué red elegir. Otro factor que puede determinar
cuál de los circuitos usar es la sensitividad. Si todos los componentes no solo son precisos, sino
que también permanecen constantes a lo largo de su vida útil y bajo diferentes condiciones am-
bientales, habrá poca diferencia en su rendimiento. Sin embargo, en la práctica, los componentes
reales se desvían de sus valores nominales debido a la imprecisión inicial en la fabricación, los
factores ambientales, como la temperatura y la humedad, y los cambios químicos y mecánicos
debidos al envejecimiento. Como resultado, los valores de los componentes pueden desviarse de
sus valores nominales. Los efectos de estas desviaciones alterarán el rendimiento de diferentes re-
des en diferentes cantidades [34].

Hay dos enfoques diferentes para reducir estos efectos indeseables. Una es hacer que los va-
lores iniciales de los componentes sean muy precisos y, posteriormente, tratar de evitar que estos
valores fluctúen. Este enfoque generalmente no solo es innecesariamente costoso, sino también
poco práctico. El otro enfoque es seleccionar las redes cuyos rendimientos se ven menos afectados
por los cambios en los valores de sus elementos. Este segundo enfoque es algo manejable mate-
máticamente al comparar las sensibilidades de varias medidas de rendimiento de red con respecto
a diferentes cambios de valor de componente.

La sensitividad de define como una medida de rendimiento y respecto a un elemento x y se
calcula como [34]

S y
x = x

y
· d y

d x
(3.19)

Resultados del análisis de Sensitividad: Para realizar el análisis de sensitividad normalizada del
integrador fraccionario con topología activa en SPICE se necesita el comando .SENS, el cual re-
quiere una fuente en corriente directa (el análisis de sensitividad es en corriente directa), ademas
de indicarle al comando el nodo de salida del integrador quedando como .SE N S V (OU T ). Los
resultados del análisis se muestran en el archivo de salida (.out) producto de la simulación, los
cuales se proceden a graficar. Para diferenciar cada uno de los elementos del integrador activo de
orden fraccionario se renombran como se muestra en la Figura 3.13.
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Figura 3.13: Diagrama circuital del integrador activo de orden fraccionario.

En la Figura 3.14 se aprecia los resultados del análisis con el ordenα=0.1, donde la sensitividad
recae principalmente sobre dos resistores, RG11 y RG20, pero siendo en el ajuste con RG11 que por
cada ohmio incrementa la salida en un 0.0075% mientras que sin ajuste lo sobrepasa, tal y como
se muestra en la Tabla 3.10, y para RG20 por cada ohmio de aumento, disminuye la salida aproxi-
madamente en un -0.008% sin ajuste, mientras que con ajuste es de aproximadamente -0.007%.
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10-3 Sensitividad Normalizada Integrador 0.10
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Figura 3.14: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.1 con y sin ajuste.

Tabla 3.10: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.1

α= 0.1 RG11 (Ω) RG20 (Ω) Sensitividad en RG11 (V/% ) Sensitividad en RG20 (V/% )
Con Ajuste 110 100 7.56e −3 −7.22e −3
Sin Ajuste 120 100 8.47e −3 −7.77e −3

La Figura 3.15 presenta los resultados del análisis con el orden de 0.2, donde la sensitividad re-
cae principalmente sobre dos resistencias, RG11 y RG20, pero siendo en el ajuste con RG11 que por
cada ohmio incrementa la salida en un 0.009% mientras que sin ajuste llega a alcanzar hasta un
0.01%, tal y como se muestra en la Tabla 3.11, y para RG20 por cada ohmio de aumento, disminuye
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la salida aproximadamente en un -0.0093% sin ajuste, mientras que con ajuste es de aproximada-
mente 0.0083%.
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Figura 3.15: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.2 con y sin ajuste.

Tabla 3.11: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.2

α= 0.2 RG11 (Ω) RG20 (Ω) Sensitividad en RG11 (V/% ) Sensitividad en RG20 (V/% )
Con Ajuste 130 100 9.39e −3 −8.31e −3
Sin Ajuste 150 100 1.13e −2 −9.38e −3

La Figura 3.16 presenta los resultados del análisis con el orden de 0.3, donde la sensitividad
recae principalmente sobre dos resistores, RG11 y RG20 pero siendo en el ajuste con RG11 que por
cada ohmio incrementa la salida en un 0.012% mientras que sin ajuste es de aproximadamente un
0.015%, tal y como se muestra en la Tabla 3.12, y para RG20 por cada ohmio de aumento, disminu-
ye la salida aproximadamente en un -0.01% sin ajuste, mientras que con ajuste es de aproximada-
mente 0.009%.
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Sensitividad Normalizada Integrador 0.30 con Ajuste
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Figura 3.16: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.3 con y sin ajuste.

Tabla 3.12: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.3

α= 0.3 RG11 (Ω) RG20 (Ω) Sensitividad en RG11 (V/% ) Sensitividad en RG20 (V/% )
Con Ajuste 160 100 1.22e −2 −9.91e −3
Sin Ajuste 185 100 1.46e −2 −1.12e −2

La Figura 3.17 presenta los resultados del análisis con el orden de 0.4, donde la sensitividad re-
cae principalmente sobre dos resistencias, RG11 y RG20, pero siendo en el ajuste con RG11 que por
cada ohmio incrementa la salida en un 0.013% mientras que sin ajuste llega a alcanzar hasta un
0.02%, tal y como se muestra en la Tabla 3.13, y para RG20 por cada ohmio de aumento, disminuye
la salida aproximadamente en un -0.013% sin ajuste, mientras que con ajuste es de aproximada-
mente 0.01%.
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Figura 3.17: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.4 con y sin ajuste.
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Tabla 3.13: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.4

α= 0.4 RG11 (Ω) RG20 (Ω) Sensitividad en RG11 (V/% ) Sensitividad en RG20 (V/% )
Con Ajuste 170 100 1.31e −2 −1.04e −2
Sin Ajuste 233 100 1.92e −2 −1.37e −2

En la Figura 3.18 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.5, donde la sensitividad
recae principalmente sobre RG11 y RG20 con ajuste y en RG02, RG11 y RH10 sin ajuste, pero siendo
en sin ajuste con la resistencia RG11 que por cada ohmio incrementa la salida en un 0.008% mien-
tras que con ajuste lo sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.14, y para RG20 con ajuste,
por cada ohmio de aumento, disminuye la salida aproximadamente en un -0.01% mientras que
sin ajuste es casi nulo, y finalmente la resistencia sin ajuste RG02 y RH10 tiene una sensitividad de
aproximadamente 0.01% y 0.006% respectivamente, mientras que con ajuste es casi nulo en am-
bas resistencias.
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Figura 3.18: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.5 con y sin ajuste.

Tabla 3.14: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.5

α= 0.5 RG11 (Ω) RG20 (Ω) RG02 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG11 (V/% ) RG20 (V/% ) RG02 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 200 100 100 100 1.6e −2 −1.2e −2 2.95e −7 −1.96e −7
Sin Ajuste 300 100 100 100 8.56e −3 2.6e −16 1.14e −2 6.42e −3

En la Figura 3.19 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.6, donde la sensitividad
recae principalmente sobre RG11 y RG20 con ajuste y en RG02, RG11 y RH10 sin ajuste, pero sien-
do en sin ajuste con la resistencia RG11 que por cada ohmio incrementa la salida en un 0.008%
mientras que con ajuste lo sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.15, y para RG20 por ca-
da ohmio de aumento, disminuye la salida aproximadamente en un -0.015% con ajuste, mientras
que sin ajuste es casi nulo, y finalmente la resistencia sin ajuste RG02 y RH10 tiene una sensitividad
de aproximadamente 0.013% y 0.008% respectivamente, mientras que con ajuste es casi nulo en
ambas resistencias.
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Sensitividad Normalizada Integrador 0.60 con Ajuste
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Figura 3.19: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.6 con y sin ajuste.

Tabla 3.15: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.6

α= 0.6 RG11 (Ω) RG20 (Ω) RG02 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG11 (V/% ) RG20 (V/% ) RG02 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 240 100 100 100 1.99e −2 −1.41e −2 4.08e −7 −2.88e −7
Sin Ajuste 400 100 100 100 8.38e −3 −7.75e −8 1.31e −2 8.37e −3

En la Figura 3.20 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.7, donde la sensitividad
recae principalmente sobre RG11 y RG20 con ajuste y en RG02, RG11 y RH10 sin ajuste, pero siendo en
sin ajuste con la resistencia RG11 que por cada ohmio incrementa la salida en un 0.0077% mientras
que con ajuste lo sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.16, y para RG20 por cada ohmio
de aumento, disminuye la salida aproximadamente en un -0.016% con ajuste, mientras que sin
ajuste es casi nulo, y finalmente las resistencias sin ajuste RG02 y RH10 tiene una sensitividad de
aproximadamente 0.015% y 0.01% respectivamente, mientras que con ajuste es casi nulo en am-
bas resistencias.
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Figura 3.20: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.7 con y sin ajuste.
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Tabla 3.16: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.7

α= 0.7 RG11 (Ω) RG20 (Ω) RG02 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG11 (V/% ) RG20 (V/% ) RG02 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 280 100 100 100 2.38e −2 −1.61e −2 5.40e −7 −3.98e −7
Sin Ajuste 566 100 100 100 7.74e −3 −1.28e −7 1.52e −2 1.09e −2

En la Figura 3.21 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.8, donde la sensitividad
recae principalmente sobre tres resistores, RG02, RG11 y RH10, pero siendo en el ajuste con RG02

donde por cada ohmio de aumento, incrementa la salida en un 0.013% mientras que sin ajuste lo
sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.17, para RG11 por cada ohmio de aumento, incre-
menta la salida aproximadamente en un 0.008% con ajuste, mientras que sin ajuste es menor, y
finalmente la sensitividad de RH10, por cada ohmio incrementa la salida en un 0.008% con ajuste,
mientras que para el integrador sin ajuste es mayor.
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Figura 3.21: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.8 con y sin ajuste.

Tabla 3.17: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.8

α= 0.8 RG02 (Ω) RG11 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG02 (V/% ) RG11 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 100 390 100 1.3e −2 8.41e −3 8.19e −3
Sin Ajuste 100 900 100 1.78e −2 6.40e −3 1.43e −2

En la Figura 3.22 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.85, donde la sensitivi-
dad recae principalmente sobre tres resistores, RG02, RG11 y RH10, pero siendo en el ajuste con RG02

donde por cada ohmio de aumento, incrementa la salida en un 0.0138% mientras que sin ajuste
lo sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.18, para RG11 por cada ohmio de aumento, incre-
menta la salida aproximadamente en un 0.008% con ajuste, mientras que sin ajuste es menor, y
finalmente la sensitividad de RH10, por cada ohmio incrementa la salida en un 0.009% con ajuste,
mientras que para el integrador sin ajuste es mayor.
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Sensitividad Normalizada Integrador 0.85 con Ajuste
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Figura 3.22: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.85 con y sin ajuste.

Tabla 3.18: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.85

α= 0.85 RG02 (Ω) RG11 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG02 (V/% ) RG11 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 100 450 100 1.38e −2 8.21e −3 9.22e −3
Sin Ajuste 100 1230 100 1.94e −2 5.37e −3 1.64e −2

En la Figura 3.23 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.90, donde la sensitivi-
dad recae principalmente sobre tres resistores, RG02, RG11 y RH10, pero siendo en el ajuste con RG02

donde por cada ohmio de aumento, incrementa la salida en un 0.0148% mientras que sin ajuste
lo sobrepasa, tal y como se muestra en la Tabla 3.19, para RG11 por cada ohmio de aumento, in-
crementa la salida aproximadamente en un 0.0078% con ajuste, mientras que sin ajuste es mucho
menor, y finalmente la sensitividad de RH10, por cada ohmio incrementa la salida en un 0.001%
con ajuste, mientras que para el integrador sin ajuste es mayor.
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Figura 3.23: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.9 con y sin ajuste.
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Tabla 3.19: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.90

α= 0.90 RG02 (Ω) RG11 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG02 (V/% ) RG11 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 100 530 100 1.48e −2 7.89e −3 1.04e −2
Sin Ajuste 100 1900 100 2.12e −2 4.00e −3 1.88e −2

En la Figura 3.24 se aprecia los resultados del análisis con el orden de 0.95, donde la sensitivi-
dad recae principalmente sobre tres resistores, RG02, RG11 y RH10, pero siendo en el ajuste con RG02

donde por cada ohmio de aumento, incrementa la salida en un 0.016% mientras que sin ajuste es
mayor, tal y como se muestra en la Tabla 3.20, para RG11 por cada ohmio de aumento, incrementa
la salida aproximadamente en un 0.0073% con ajuste, mientras que sin ajuste es menor, y final-
mente la sensitividad de RH10, por cada ohmio incrementa la salida en un 0.0012% con ajuste,
mientras que para el integrador sin ajuste es mayor.
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10-3 Sensitividad Normalizada Integrador 0.95
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Figura 3.24: Análisis de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.95 con y sin ajuste.

Tabla 3.20: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario de orden 0.95

α= 0.95 RG02 (Ω) RG11 (Ω) RH10 (Ω) Sensitividad en Sensitividad en Sensitividad en
RG02 (V/% ) RG11 (V/% ) RH10 (V/% )

Con Ajuste 100 660 100 1.61e −2 7.34e −3 1.21e −2
Sin Ajuste 100 3900 100 2.33e −2 2.23e −3 2.14e −2

El análisis de sensitividad para el capacitor Cx , se obtiene empleando la definición de sensiti-
vidad de la ecuación 3.19. Donde y es la función de transferencia del integrador fraccionario activo
y x representa el capacitor Cx , quedando de la siguiente forma:

SF (s)
Cx

= Cx

F (s)
.
dF (s)

dCx
(3.20)
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Donde los valores F (s), s y Cx se indican en la Ecuación 3.21.

F (s) = s + A

As +1

s = 2π(15.91K H z) j

Cx = 1nF

(3.21)

La sensitividad de los capacitores, es ligeramente menor con el integrador fraccionario con
ajuste en comparación al integrador fraccionario sin ajuste, aunque tienden al mismo comporta-
miento de elevar su sensitividad con el aumento del orden α, como se muestra en la Figura 3.25.
En el caso de los ordenes de 0.9 y 0.95, por cada farad que aumente el capacitor Cx incrementa el
voltaje de salida un 0.963% con ajuste y un 0.997% sin ajuste para un ordenα= 0.9 y paraα= 0.95,
incrementa el voltaje de salida un 0.975% con ajuste y un 0.999% sin ajuste.
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Figura 3.25: Sensitividad normalizada del capacitor del integrador fraccionario

De acuerdo a los resultados obtenidos del análisis de sensitividad, es evidente la baja sensi-
tividad de los componentes que forman parte del integrador fraccionario activo, tanto sin ajuste
como con ajuste, siendo éste último ligeramente menos sensible a las variaciones de sus elemen-
tos. Por lo tanto se le puede considerar al integrador fraccionario activo como un sistema robusto,
por su baja sensitividad tanto con la ecuación de ajuste o con la ecuación de diseño obtenida por
el diagrama de bloques.
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4 | Implementación experimental de un os-
cilador caótico Multi-Scroll de orden frac-
cionario

Se realizó el sistema caótico de Lü dado por las siguientes tres ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario:

Dαx = y

Dαy = z

Dαz =−ax −by − cz +d1

PW L︷︸︸︷
f (x)

(4.1)

donde f (x) es la función no lineal, a = 2, b = 1, c = 0.6 y d = 2. El diagrama a bloques para la reali-
zación de este sistema se muestra en la Figura 4.1. En este diagrama se sustituyen los integradores
de orden entero por integradores fraccionarios de orden 0.9 y 0.95.

Para que el sistema caótico oscile se mueve la frecuencia de cruce por cero modificando el dia-
grama de bode del integrador fraccionario activo comparado con el integrador fraccionario pasivo
y se aumenta su ganancia. El diagrama de bode del integrador activo de orden 0.90 modificado se
muestra en la Figura 4.2, con una ganancia de 3. Además, se modificar la resistencia Rx = 18KΩ
para mover la frecuencia de corte por cero, con un capacitor Cx = 1µF .

Con integradores de orden α= 0.95 se compara el diagrama de Bode del integrador fracciona-
rio pasivo del mismo orden y se aproxima la respuesta del integrador activo (Figura 4.3). Además
de modificar la resistencia Rx = 20KΩ se mueve la frecuencia de corte por cero, con un capacitor
Cx = 1µF y la ganancia de 3.5 con un amplificador inversor.

El diagrama de bloques 4.1 se representa en la Figura 4.4 con los amplificadores inversores al
final de cada integrador fraccionario activo.
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Figura 4.1: Diagrama de Bloques del sistema caótico de Lü.
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Figura 4.2: Respuesta modificada del integrador activo de orden 0.90.
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Figura 4.3: Respuesta modificada del integrador activo (Rojo) con el fractal de orden 0.95 (Azul).
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Figura 4.4: Oscilador fraccionario de Lü.
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Las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3 muestran los valores de los elementos que integran el circuito de la
Figura 4.4. Los elementos que cambian entre el orden 0.9 y 0.95 son: Rg 1, Rh2, Rx y Rc .

Tabla 4.1: Tabla de valores para el estado X, Y y Z para α= 0.9.

Elemento Rg Rg 1 Rg 2 Rh1 Rh2 Rx Cx Rl Rc Rp

Valor 100Ω 536Ω 100Ω 100Ω 536KΩ 5KΩ 1µF 2KΩ 6KΩ 10KΩ
Elemento Rq Ri a R f a Ri b R f b Ri c R f c Ri d R f d R

Valor 10KΩ 10KΩ 20KΩ 10KΩ 10KΩ 10KΩ 6KΩ 10KΩ 20KΩ 10KΩ

Tabla 4.2: Tabla de valores para el estado X, Y y Z para α= 0.95.

Elemento Rg Rg 1 Rg 2 Rh1 Rh2 Rx Cx Rl Rc Rp

Valor 100Ω 658Ω 100Ω 100Ω 658Ω 22KΩ 1µF 2KΩ 7KΩ 10KΩ
Elemento Rq Ri a R f a Ri b R f b Ri c R f c Ri d R f d R

Valor 10KΩ 10KΩ 20KΩ 10KΩ 10KΩ 10KΩ 6KΩ 10KΩ 20KΩ 10KΩ

La Tabla 4.3 muestra los valores de los elementos para el PWL. Los voltajes VCC y VEE son los
voltajes que alimentan los amplificadores operacionales (TL081) de todo el circuito, mientras que
los voltajes V+ y V− son las fuentes para la función f (x) para un voltaje de Vsat = 13.5V .

Tabla 4.3: Tabla de valores para el PWL.

Elemento Ri R f Rc V+ V− VCC VEE Vsat

Valor 1KΩ 1MΩ 150KΩ 1.9V −1.9V 14.51V −14.29V ±13.5V

En la Figura 4.5 se muestra el montaje del Oscilador Caótico de Lü de orden fraccionario (en el
caso de la Figura 4.5 α= 0.9), el cual se ha implementado sobre una placa PCB. Las especificacio-
nes y el diseño de la placa PCB se especifican en el Apéndice C.

ATRACTOR DE 4 ENROLLAMIENTOS
VISUALIZADOS EN EL OSCILOSCOPIO
DE LOS ESTADOS X-Y.

FUENTES DE VOLTAJE

P C B D E L O S C I L A D O R
CAÓTICO DE LÜ DE ORDEN
FRACCIONARIO.

Figura 4.5: Montaje físico del oscilador caótico de Lü de orden fraccionario.
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4.1. Simulación en SPICE y resultados experimentales

Se comparan los resultados experimentales con los resultados de simulación del sistema caó-
tico de Lü fraccionario de orden 0.9 y 0.95.

(a) Simulación (b) Experimental

Figura 4.6: Sistema Caótico de Lü con 2 atractores α= 0.90

(a) Simulación (b) Experimental

Figura 4.7: Sistema Caótico de Lü con 4 atractores α= 0.90.
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(a) Simulación (b) Experimental

Figura 4.8: Sistema Caótico de Lü con 2 atractores α= 0.95.

(a) Simulación (b) Experimental

Figura 4.9: Sistema Caótico de Lü con 4 atractores α= 0.95.
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5 | Conclusión

El integrador de orden fraccionario activo propuesto presenta un error en su pendiente de
hasta 4dB con la ecuación de diseño (3.5). Con ayuda del ajuste empírico sobre el parámetro de
diseño A, el integrador de orden fraccionario activo mejora en su respuesta en frecuencia, entre-
gando errores de simulación y experimentales de hasta 0.6dB en su pendiente en el peor de los
casos y manteniendo su fase en la frecuencia de corte correspondiente.

Para asegurar que el integrador de orden fraccionario activo con ajuste funciona en la mayoría
de los casos experimentales, se realiza un análisis de Monte Carlo con 100 casos para obtener una
medida porcentual de los resultados. Tomando las tolerancias comerciales de resistencia y la to-
lerancia del peor de los casos en el capacitor se obtienen efectos favorables. Donde la máxima
probabilidad de implementar el integrador fraccionario activo con ajuste tiene un error en pro-
medio de 0.2dB, haciendo más precisa la pendiente del integrador fraccionario activo.

Para identificar los elementos del integrador fraccionario activo que puedan afectar directamente
al implementar el integrador fraccionario, se realizó un análisis de sensitividad. El análisis presen-
ta resultados con sensitividades mínimas en todos los elementos, demostrando que el integrador
fraccionario activo con y sin ajuste es robusto a las sensitividades de los elementos que lo confor-
man.

Dado que el integrador de orden fraccionario activo con ajuste tiene un mejor comportamien-
to en el dominio de la frecuencia, es el que se implementa sobre el sistema caótico fraccionario de
Lü. Solo con modificar la ganancia y la frecuencia de cruce por cero del integrador fraccionario ac-
tivo, el sistema caótico de Lü presenta caos, mostrando comportamientos (atractores) diferentes
en el plano de fase para órdenes de 0.9 y 0.95. Ofreciendo la posibilidad de utilizar estos integra-
dores fraccionarios activos en proyectos futuros, por su fácil implementación, mayor precisión y
corta función de transferencia, siendo una mejor opción que su contraparte pasiva, llegando a
emplearse en aplicaciones como controladores de orden fraccionario con mayor precision y osci-
ladores caóticos fraccionarios más complejos.

Página 46 SECCIÓN 5.0



CAPÍTULO

5.1. Trabajo futuro

Considerar los efectos de segundo orden de los Amplificadores Operacionales. Efectos como
las capacitancias e impedancias, además de la sensitividad de los elementos que forman parte del
OPAMP y observar su relación con el voltaje de salida en relación con la variación de sus paráme-
tros. Obtener una idea específica sobre las condiciones en las que el Oscilador Caótico de Lü de
Orden Fraccionario funciona, incluyendo los parámetros de los integradores de orden fracciona-
rio y físicos.

Implementar otros osciladores caóticos usando la metodología propuesta en esta tesis.
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A | Simulaciones en SPICE

A.1. Integrador fraccionario de orden 0.1

2dB Decada (20dBx0.1)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.1: Integrador fraccionario de orden 0.1 con Cx = 1nF
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A.2. Integrador fraccionario de orden 0.2

4dB Decada (20dBx0.2)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.2: Integrador fraccionario de orden 0.2 con Cx = 1nF
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A.3. Integrador fraccionario de orden 0.3

6dB Decada (20dBx0.3)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.3: Integrador fraccionario de orden 0.3 con Cx = 1nF
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A.4. Integrador fraccionario de orden 0.4

8dB Decada (20dBx0.4)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.4: Integrador fraccionario de orden 0.4 con Cx = 1nF
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A.5. Integrador fraccionario de orden 0.5

10dB Decada (20dBx0.5)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.5: Integrador fraccionario de orden 0.5 con Cx = 1nF
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A.6. Integrador fraccionario de orden 0.6

12dB Decada (20dBx0.6)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.6: Integrador fraccionario de orden 0.6 con Cx = 1nF
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A.7. Integrador fraccionario de orden 0.7

14dB Decada (20dBx0.7)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.7: Integrador fraccionario de orden 0.7 con Cx = 1nF
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A.8. Integrador fraccionario de orden 0.8

16dB Decada (20dBx0.8)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.8: Integrador fraccionario de orden 0.8 con Cx = 1nF
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A.9. Integrador fraccionario de orden 0.85

17dB Decada (20dBx0.85)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.9: Integrador fraccionario de orden 0.85 con Cx = 1nF
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A.10. Integrador fraccionario de orden 0.9

18dB Decada (20dBx0.9)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.10: Integrador fraccionario de orden 0.9 con Cx = 1nF
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A.11. Integrador fraccionario de orden 0.95

19dB Decada (20dBx0.95)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura A.11: Integrador fraccionario de orden 0.95 con Cx = 1nF
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B | Resultados Experimentales

En la implementación se utilizó un instrumento de laboratorio educativo llamado NI ELVIS
(EDUCATIONAL LABORATORY VIRTUAL INSTRUMENTATION SUITE) desarrollado específica-
mente para la academia. NI ELVIS incluye un osciloscopio, multimetro digital, generador de fun-
ciones, fuentes de alimentación variable y lo más importante un analizador de Bode que nos per-
mitirá obtener de manera rápida la respuesta en frecuencia de un integrador o derivador. La Figura
B.1 muestra un diagrama del montaje experimental.

Figura B.1: Diagrama del montaje experimental.
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B.1. Integrador fraccionario de orden 0.1

2dB Decada (20dBx0.1)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.2: Integrador fraccionario de orden 0.1 con Cx = 1nF
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B.2. Integrador fraccionario de orden 0.2

4dB Decada (20dBx0.2)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.3: Integrador fraccionario de orden 0.2 con Cx = 1nF
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B.3. Integrador fraccionario de orden 0.3

6dB Decada (20dBx0.3)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.4: Integrador fraccionario de orden 0.3 con Cx = 1nF

Página 62 SECCIÓN B.3



CAPÍTULO B

B.4. Integrador fraccionario de orden 0.4

8dB Decada (20dBx0.4)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.5: Integrador fraccionario de orden 0.4 con Cx = 1nF
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B.5. Integrador fraccionario de orden 0.5

10dB Decada (20dBx0.5)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.6: Integrador fraccionario de orden 0.5 con Cx = 1nF
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B.6. Integrador fraccionario de orden 0.6

12dB Decada (20dBx0.6)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.7: Integrador fraccionario de orden 0.6 con Cx = 1nF
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B.7. Integrador fraccionario de orden 0.7

14dB Decada (20dBx0.7)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.8: Integrador fraccionario de orden 0.7 con Cx = 1nF
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B.8. Integrador fraccionario de orden 0.8

16dB Decada (20dBx0.8)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.9: Integrador fraccionario de orden 0.8 con Cx = 1nF
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B.9. Integrador fraccionario de orden 0.85

17dB Decada (20dBx0.85)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.10: Integrador fraccionario de orden 0.85 con Cx = 1nF
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B.10. Integrador fraccionario de orden 0.9

18dB Decada (20dBx0.9)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.11: Integrador fraccionario de orden 0.9 con Cx = 1nF
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B.11. Integrador fraccionario de orden 0.95

19dB Decada (20dBx0.95)

(a) Sin ajuste (b) Con ajuste

Figura B.12: Integrador fraccionario de orden 0.95 con Cx = 1nF
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C | Diagrama y PCB en ALTIUM DESIGNER

La reglas de diseño para la placa PCB del oscilador caótico fraccionario de Lü son las siguientes:

Tarjeta con 2 capas.

Material: FR4-TG con reblandecimiento del material de 130oC a 140oC .

Espesor: 1.6mm.

Ancho y separación de pistas: 0.153mm.

Diámetro de perforación: Los agujeros no pueden tener un diámetro mayor a 0.3mm.

Acabado de la superficie: Revestimiento de PADS es con estaño y plomo. (HASL with lead).

Acabado de las vías: Recubrimiento con mascarilla anti-soldante.

Acabado de cobre: 1 onza por pie cuadrado.

Tipo de borde: Rectangular.

Dimensiones: 150mm x 100mm.
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C.1. Oscilador caótico de Lü con 2 enrollamientos
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Figura C.1: Diagrama del circuito para un oscilador caótico fraccionario de Lü con 2 enrollamien-
tos.
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Figura C.2: Diseño PCB para un oscilador caótico fraccionario de Lü con 2 enrollamientos.
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C.2. Oscilador caótico de Lü con 4 enrollamientos
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Figura C.3: Diagrama del circuito para un oscilador caótico fraccionario de Lü con 4 enrollamien-
tos.
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Figura C.4: Diseño PCB para un oscilador caótico fraccionario de Lü con 4 enrollamientos.
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C.3. Evidencia experimental

Figura C.5: Tarjeta PCB del oscilador caótico fraccionario de Lü

Figura C.6: Transiente del oscilador caótico fraccionario de Lü

Página 76 SECCIÓN C.3



CAPÍTULO C

Figura C.7: Transiente del oscilador caótico fraccionario de Lü

Figura C.8: Atractor del oscilador caótico fraccionario de Lü
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