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Capitulo 1

Introduccion

La presente tesis esta relacionada con cadenas de Markov que
evolucionan en un espacio de estados finito. Se supone que cada
vez que se visita un estado se incurre en un costo, el cual es pagado
por un agente con coeficiente de sensibilidad al riesgo positivo y
constante. El flujo de costos incurridos mientras el sistema evolu-
ciona se usa para medir el desempeno general de la cadena, y se
analizan dos criterios, a saber, el costo promedio sensible al riesgo
y el costo total descontado sensible al riesgo. Para una matriz de
transicién general de la cadena de Markov, se busca una solucién
al siguiente problema:

e Obtener aproximaciones convergentes para el costo promedio
sensible al riesgo en términos de la familia de funciones de valor
descontado sensibles al riesgo.

En el contexto neutral al riesgo, correspondiente a un coeficiente
de sensibilidad al riesgo nulo, la aproximacién al criterio prome-
dio a través del criterio descontado es un problema cldsico con un
solucién conocida ([2], [17], [25], ¥ [33]). Por otro lado, en el caso
sensible al riesgo (con un coeficiente de sensibilidad al riesgo no
nulo), la literatura sobre el problema anterior de aproximaciones
descontadas es relativamente escasa. El primer resultado en esa di-
reccién se obtuvo en [15] donde, para los procesos de decisién de
Markov controlados que evolucionan en un espacio de estados de
Borel y satisfacen una condicién fuerte de ergodicidad geométrica,
se obtuvo una solucién siempre que el coeficiente de sensibilidad
al riesgo sea lo suficientemente pequefio. Recientemente, en [9],
se estudiaron las cadenas de costos de Markov no controladas en
un espacio de estados finito y, agregando la restriccién que la ley
de transicién es comunicante, se obtuvieron resultados de aproxi-
macién para parametros de sensibilidad al riesgo arbitrarios (no
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nulos); como ya se senald, el andlisis en este trabajo no impone
ninguna restricciéon a la ley de transicién del sistema y el coeficien-
te de sensibilidad al riesgo positivo es arbitrario.

En [20] se tiene el primer trabajo encontrado que realiza un anglisis
de los modelos de Markov a tiempo discreto usando el criterio pro-
medio sensible al riesgo. En este trabajo, se estudiaron las cadenas
de Markov con espacio de estados y acciones finitos y, bajo condi-
ciones de comunicacion adecuadas, se caracterizo el costo promedio
en términos de una unica ecuacién de optimalidad. Para modelos
controlados y no controlados, las extensiones de tal resultado sin
restricciones a la ley de transicién se dieron en [1] y [11], respectiva-
mente. Los modelos controlados de Markov con espacio de estados
finito o numerable con criterios sensibles al riesgo se han estudiado
en ([8], [13], [29], [30]), mientras que los procesos de decisién de
Markov en un espacio de estados general se analizan en [14], [15],
[16] y [21]. Dos factores que despertaron el interés en el criterio
promedio sensible al riesgo, son sus conexiones con los campos de
las mateméticas financieras ([31], [6], [24]), ¥ con la teorfa de las
grandes desviaciones (large deviations) ([4], [22]). Nociones de ries-
go mds generales son estudiadas en [7] y [28].

El principal resultado en este trabajo, que se establece en el Teore-
ma 4.2, en términos generales se expresa de la siguiente manera: a
medida que el factor de descuento aumenta a 1, una apropiada nor-
malizacién de las funciones de valor descontado sensibles al riesgo
convergen al costo promedio sensible al riesgo y, ademds, la con-
vergencia es uniforme en los valores del parametro de sensibilidad
al riesgo perteneciente a un conjunto compacto del rayo positivo.
Los detalles se daran mas adelante, pero es conveniente adelantar
que, debido a la presencia de estados transitorios (ya que la ley de
transicién puede ser no comunicante) la aproximacién de las funcio-
nes de valor descontado a la funcién de costo promedio presentada
en esta tesis, es diferente a la utilizada en trabajos anteriores ([9],
[10] y [15]). Particularmente, en [9] se presenta una aproximacién
mas simple que la propuesta en este trabajo, la cual se obtuvo su-
poniendo que la cadena de Markov es comunicante. Sin embargo,
como se muestra en el Corolario 4.3, cuando se aplica a un estado
recurrente, el resultado de aproximacién del Teorema 4.2 se reduce
a lo establecido en [9].

Este trabajo esta estructurado en seis capitulos. El segundo, es un
capitulo preliminar en el que se formula la teoria basica que se tra-
bajard a lo largo de la tesis. Se presenta formalmente la definicion
de un modelo de Markov con costos asociados y se definen los cri-
terios de descuento y promedio sensibles al riesgo, y se establecen
algunas propiedades de los criterios. También se incluye el plantea-
miento del problema de aproximacién al criterio promedio sensible
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al riesgo y los antecedentes que motivaron el estudio del proble-
ma. En el capitulo 3, presentamos la propuesta de aproximacién
al criterio promedio sensible al riesgo basada en [9] donde la con-
dicién de comunicacién en la matriz de transiciéon de la cadena de
Markov es requerida. La aportacion de este trabajo de tesis inicia
en el capitulo 4, donde establecemos la propuesta de aproximacién
para una cadena de Markov con costos asociados sin restriccién de
comunicacién usando el costo diferencial y el valor relativo (ver De-
finicién 4.1) al criterio promedio a través de las funciones desconta-
das sensibles al riesgo presentadas en el Teorema 4.2 y el Corolario
4.3, y la estrategia que se utilizara para probar dicha propuesta.
Usando resultados auxiliares presentados en secciones posteriores
demostramos el Teorema 4.2 y el Corolario 4.3. Como resultados
auxiliares para probar el Teorema 4.2 buscamos los limites para el
costo diferencial y el valor relativo, y probar que el criterio pro-
medio es acotado superiormente (ver los Teoremas 4.4 y 4.7, y el
Lema 4.8). Ademéds, mostramos que el criterio promedio puede ser
caracterizado a través de una ecuacion local de Poisson (ver el Teo-
rema 4.13 y el Lema 4.14). En el capitulo 5, mediante un ejemplo
mostramos que la aproximacién al criterio promedio presentada en
el capitulo 3 falla cuando se aplica a un estado transitorio, es de-
cir, la condicién de comunicacién no se cumple, pero el cambio de
aproximacién a través del mayor costo diferencial establecida en el
capitulo 4 funciona para el estado transitorio de la cadena de Mar-
kov con costos asociados del ejemplo. Finalmente, en el capitulo 6
presentamos las conclusiones del trabajo y problemas futuros.
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Capitulo 2

Cadena de Markov con
costos asoclados

En este capitulo se describira en forma sintetizada el modelo de
Markov con costos asociados en el caso neutral y sensible al ries-
go. Después presentaremos dos indicadores que mediran el flujo de
costos del sistema: el indice descontado y promedio.

2.1. Modelo de Markov con costos aso-
ciados

Un modelo de Markov con costos asociados C := ({X:},C),

consta de una cadena de Markov a tiempo discreto {X;} con espa-
cio de estados S y su respectiva matriz de transicion homogénea
en el tiempo [pgyls,yes. Por otro lado, C' : S — R, es una funcién
real llamada costo en un paso.
Podemos pensar un modelo de Markov con costos asociados a tiem-
po discreto como un sistema estocédstico observado por un agente
de manera periédica en los tiempos ¢t = 0,1, 2, .... La dindmica que
describe a este sistema estocastico funciona de la forma siguiente:
si el sistema se encuentra en el estado X; = x € S, en el tiempo t,
entonces ocurren dos cosas:

1. Se paga un costo C(x); y

2. El sistema se traslada a un nuevo estado Xyy1 = y € S,
mediante la probabilidad de transicién

Py = P[X11 = y| X = 2.

1



Una vez hecha esta transicién, la dindmica anteriormente descrita
se repite.

Para cada estado inicial Xy = € S, una medida de probabilidad
P, es definida sobre el espacio = S en forma canénica ([3]).
Mientras que E, denotara el correspondiente operador esperanza.
La siguiente definicion serd importante en nuestro trabajo de tesis
para clasificar las cadenas de Markov de acuerdo a la comunicacién
en el espacio de estados.

Definicién 2.1 Sea x € S, el conjunto de todos los estados que
son accesibles desde x se define por

A(z) :=={y € S| P,[X,, = y] > 0 para algin n € N}.
Observe que
re€Alx) vy PXn€Alx)]=1, z€8 neN (21)
A continuacion se define el tiempo de retorno a un estado.
Definicién 2.2 Para cada z € S, definamos
T, :=min{n > 1| X, = z}, (2.2)
T, es el primer tiempo de retorno al estado z.

El espacio de estados se clasifica en estados transitorios y recurren-
tes. Para poder resolver el problema principal de este trabajo de
tesis, se inicia estudiando el comportamiento en estados recurrentes
y luego se generaliza la solucién en los estados transitorios.

Definicién 2.3 Sean z,y € S.

1. Un estado x es recurrente si P.[T, < co] = 1, es decir, si
la cadena de Markov inicia en x entonces retorna a x, con
probabilidad 1.

2. Un estado z es transitorio si Py[T, < oo] < 1, es decir, si
la cadena de Markov inicia en x tiene probabilidad positiva,
1 — P,[T, < o] de nunca retornar a .

Algunas consecuencias de la definicién anterior se presentan en los
Teoremas 2.4 y 2.5 y sus demostraciones respectivas, pueden ser
consultadas en [19]. Estos resultados serdn usados en la Observa-
cién 2.7.

Teorema 2.4 Sean x un estado recurrente y sea y € A(x) enton-
ces y es recurrente.



2.2 Modelo de Markov con sensibilidad al riesgo

Teorema 2.5 Si .S es un conjunto finito entonces existe al menos
un estado recurrente en la cadena de Markov.

Una de las caracteristicas importantes que puede tener la matriz
de transicion del modelo de Markov con costos asociado es ser
comunicante, como se describiré en la siguiente definicion.

Definicion 2.6 Una cadena de Markov es comunicante o bien la
matriz de transicion [Py yleyes €s comunicante si

A(z) =S, zeb.

Observacién 2.7 (i) Observe que la Definicién 2.6 implica que
P,[T, < ] =1 para cada x,z € S.

(i) Si S es finito y la cadena de Markov es comunicante entonces
por los Teoremas 2.4 y 2.5 cada estado en S es recurrente.

(791) Sea R C S, con S finito. Si cada estado en R es recurrente se
dice que R es una clase de recurrencia. Observe que R es no vacio
por el Teorema 2.5.

En este trabajo seguiremos la siguiente suposicién que no mencio-
naremos en cada Teorema o Lema, pero se supone valida.

Suposicién 2.8 El espacio de estados S de la cadena de Markov
con costos asociados es un conjunto finito.

2.2. Modelo de Markov con sensibilidad
al riesgo

Como mencionamos anteriormente, los modelos de Markov con
costos asociados son observados por un agente. El agente puede ser
neutral o sensible al riesgo. Para distinguir cada caso, se emplea
una constante A conocida como coeficiente de sensibilidad al riesgo.
Si A = 0 se trata del caso neutral al riesgo, si A # 0 el modelo de
Markov con costos asociados es sensible al riesgo.

2.3. Funcion de utilidad

El concepto de funcién de utilidad U nace en economia a partir
de la necesidad de estudiar las preferencias de un consumidor a
través de una funcién real. Gracias a los trabajos en [23] es posi-
ble representar preferencias bajo condiciones de incertidumbre. La
funcién de utilidad que usaremos en este trabajo se define de la
siguiente manera:



Definicién 2.9 Para A € R fijo y para todo w € R sea

2.3
w, st A=0. (2:3)

Us(w) = {sign(/\)e)‘“’, st A #£0,
Donde sign(A) = 1si A > 0y sign(A\) = —1 si A < 0. Note que
Ux(-) es una funcién estrictamente creciente para cualquier valor
de A\. Cuando el agente pueda elegir entre dos costos aleatorios
Wy y Wy, preferird pagar Wy si E[Uxy(W7)] > E[Ux(Wy)] mien-
tras que el observador sera indiferente entre ambos costos cuando
E[UA(W1)] = E[UA(Wo)].
La certeza equivalente de un costo aleatorio W con respecto a Uy,
se define de la siguiente manera.

Definicién 2.10 Sea W una variable aleatoria y supongamos que
el valor esperado, de Ux(W') estd bien definido. La certeza equiva-
lente £ de W con respecto a Uy esta dada por

$in(E[eM]),  si XA #0,

E[W], siA=0. @4

EN W] ::{

En esta definicion E denota la esperanza de manera genérica. A
partir de (2.3) y (2.4) es posible verificar directamente que se cum-
ple lo siguiente

Ux(E[X, W]) = E[UA(W)],
por lo que el observador pagard la cantidad fija £[\, W] para evitar
pagar W. Usando (2.3),

1
E0,W]=E[W], v ENW]= in (E[eM]), A#0. (2.5)

Por la desigualdad de Jensen

EINW] > E[W] =&[0,W],
si A > 0. Mientras que

W] < €0, W],

cuando A < 0. El observador del sistema se refiere como neutral al
riesgo si A = 0, es adverso al riesgo si A > 0 y se dice propenso al
riesgo si A < 0.

El siguiente resultado se usara en capitulos posteriores, el cual re-
fiere algunas propiedades funcionales de la certeza equivalente.

Proposicion 2.11 Supongamos que la variable aleatoria W sa-
tisface que P[|W| < b] = 1 para algin b > 0. En este caso las



2.4 Criterios de rendimiento

siguientes afirmaciones (i)—(iii) se cumplen.

(1) |E[N, W]| < b para cada A € R;

(i) La funcidn A — AE[X, W] es conveza en X € R;
(11i) A — E[X, W] es continua en X € R.

Demostracién. Primeramente observe que (2.5) implica que
MW= F [, NeR, (2.6)

este hecho serd usado en la demostracién.
i) Si P[|W| < b] =1 entonces |[E[W]| <by

e < g [eAW] < P,

asi la afirmacién se sigue de (2.5).
(ii) Sean A, Ao, A1 € Ry p € (0,1) tales que A = pAg + (1 — p)A1.
En este caso, la desigualdad de Hélder implica que

E [e,\w] - E |:ep>\0We(1—p))\1W:| <E [e,\ow]pE [e,\lw](l—p) .

Usando (2.6), se tiene que

AENW] < opA N0, W] L (1=p) A1 EN1, W]

— )

y entonces AE[A, W] < pAo&[Ag, W] + (1 — p)A1E[A1, W], estable-
ciendo la convexidad de A — AE[X, W1.

(iii) Dado que una funcién convexa definida en un intervalo abierto
es continua, la parte (ii) implica que A — AE[A, W] es continua en
R, y entonces £[-, W] es continua en R\ {0}. Para concluir, recuerde
que la funcién generadora de momentos M (X) := E [e*"] es con-
tinua y satisface que M’(\) = E [We*W] — E[W] cuando A — 0.
Combinando estos hechos con (2.5), y usando la regla de IL"Hopital
se sigue que E[A, W] es también continua en A =0. ®

2.4. Ciriterios de rendimiento

Después de definir el modelo de Markov con costos asociados y de
presentar la definicién de funcién de utilidad y certeza equivalen-
te, es necesario definir un indicador que mida el flujo de costos.
Definiremos dos criterios de rendimiento: el criterio promedio y el
criterio descontado.



2.4.1. Criterio promedio

Sea Xg = x € S el estado inicial. Dado n € N, el costo to-
tal (aleatorio) incurrido antes del tiempo n es Zz;é C(Xg), y la
certeza equivalente correspondiente es

1 log (Eg; [e)‘ Ziso C(X’“)D , siA#£0,

In(A x) = ..
E, { kzgc%xgﬂ, si A =0

(2.7)

véase (2.5).

Por lo tanto, el observador estd dispuesto a pagar J,(\,z) para
evitar pagar el costo aleatorio asociado a la visita de los prime-
ros n estados Xy, Xq,...,X,_1, que representa un promedio de
Jn (A, z)/n por visita. El limite superior de estos promedios es el
costo promedio (a largo plazo) A— sensible en el estado x € S:

1
J(A, x) :=lim supn_moﬁJn()\,z). (2.8)

De esta manera, (2.8) se define como el criterio promedio A-sensible.
El siguiente resultado caracteriza al criterio promedio a través de
una ecuacion de Poisson.

Lema 2.12 Supongamos que se cumple la siguiente condicion de
comunicacion:

Alz)=S, ze€b. (2.9)
En este contexto, para cada A > 0 las afirmaciones (i)—(ii) son
vdlidas.
(i) Existen g(A) € R y h()\,-) : S — R, los cuales satisfacen la
stquiente ecuacion de Poisson:

e)\g(A)+)\h()\,z) _ e)\C(z) prye)\h()\,y)

yeSs

, z €S, (2.10)

y en este caso

g(A) = lim €L log (Ez [e’\ ZL—JC(X”D =J\zx), xz€b8.

n—00 AN

(i) Sige R yh:S — R son tales que la ecuacion (2.10) es vdlida

cuando el par (g(A), h(A,-)) es reemplazado por (g, h(-)), entonces
g=g(\) yh(:-) = h(X\, ) son constantes.

Este Lema fue probado en [20], donde el Teorema cldsico de Perron-
Frobenious fue usado para demostrar que e*™ es el valor propio
més grande la matriz [e*°®)p, ], yes. Por otro lado, si la condi-
ci6n de comunicacion (2.9) falla, entonces J(A, ) no es contante en
general, y es caracterizado a través de un sistema de ecuaciones
(locales) de Poisson similar a (2.10) (ver [1] y [11]).



2.5 Problema de aproximacién

2.4.2. Criterio descontado

Sea « € (0,1) un factor de descuento, de modo que el costo
C(X:) que se incurrird en el tiempo ¢ vale o*C(X;) en el tiempo 0.
El valor en el tiempo 0 de los costos asociados con la evolucién del
sistema es Y_,2  a'C(X;) y dado que el estado inicial es Xy = z,
la certeza equivalente A correspondiente esta dada por

%log (Ex [e)‘ >0 OékC(Xk)D , SiA#0,

(2.11)
By [l afC(Xy)] si A= 0.

VA a,z) = {

Por lo tanto, (2.11) se define como el criterio descontado o funcién
de valor descontado A-sensible.

El siguiente resultado caracteriza a (2.11) a través de ecuaciones
de Poisson.

Lema 2.13 Para cada o € (0,1), las siguientes ecuaciones de
Poisson se satisfacen mediante la familia {V (A, a, )} rer de fun-
ctones de valor descontado:

V(0,0,2) =C(x) + @Y payV(0,09), €S,
yeSs

Y

BAV()\,a,z) _ e)\C(CE) Zpxw6)\04V()\oz,o¢,y)7 e S, A # 0. (212)
yeSsS

Una prueba de este resultado puede ser vista en [17], para el caso
neutral al riesgo (A = 0), mientras que para el caso sensible al
riesgo (2.12) se ha establecido en [15].

El siguiente resultado es una consecuencia de (2.11) y la Suposicién
2.8 y servird més adelante para demostrar resultados posteriores.

Lema 2.14 Para cada A > 0, a € (0,1),
V(A a9 < NCH/ (1 = o).

El objetivo principal de este trabajo es aproximar el criterio prome-
dio A-sensible (2.8) a través de las funciones descontadas A-sensibles
(2.11). Ademé&s buscamos establecer una ecuacién local de Poisson
(2.10) sin la restriccién de comunicacién en el modelo de Markov
con costos asociados. En la siguiente seccidon, mostramos antece-
dentes del problema de aproximacion.

2.5. Problema de aproximacion

En esta seccién se presenta el problema de aproximacién al cri-
terio promedio A-sensible definido en (2.8) a través de las funciones



del valor descontado A-sensibles (2.11). Ademds, presentaremos los
antecedentes del problema de aproximacion y la motivacién de este
trabajo.

Para establecer el problema de aproximacion de manera general,
supondremos que contamos con un modelo de Markov con costos
asociados y recordemos la notacién presentada en el capitulo an-
terior. El criterio promedio es denotado por J(A,-) y la funcién
descontada por V(A a, ), con A € R. De esta manera, con la nota-
cién previamente mostrada, el problema de aproximacién es:

Problema. Aproximar el criterio de costo promedio A-sensible
J(A, ) en términos de la familia {V (A, a, -)} de funciones de costos
descontados A-sensibles al riesgo.

2.5.1. Antecedentes

En este apartado se dard un resumen de los antecedentes sobre
la aproximacién del criterio promedio A-sensible via el criterio des-
contado A-sensible.

En el caso neutral al riesgo (A = 0), la aproximacién del criterio
promedio a través del criterio descontado es un problema clésico
con la siguiente solucién:

De las ecuaciones (2.8) y (2.11), se define el criterio descontado y
promedio neutral al riesgo como:

V(0,a,z) = E,

> atC(Xt)] :

t=0
y

1
J(0,z) = limsup — E,

n—oo T

i

> 0(xy)
t=0

respectivamente, donde z € S'y « € (0,1) son arbitrarios.

Inicialmente, para poder lograr una propuesta de aproximacién, se
considera la siguiente suposicién.

Suposicién 2.15 |[|[V(0, ;) —Va(0,a, 2)|| < oo para algin estado
fio z € S.

Teorema 2.16 Si la Suposicion 2.15 se cumple entonces

lim(1 —a)V(0,a,2) = J(0,2), z€S. (2.13)

a1



2.5 Problema de aproximacién

La prueba del Teorema 2.16 se puede encontrar en [2] o [26]. Ademds
la Suposicién 2.15 se cumple cuando el modelo de Markov con cos-
tos asociados tiene una matriz de transicién comunicante [32].

Sin la restriccién de comunicacién, el Teorema 2.16 también es véli-
do (ver Teorema 9.1.4 en [25]).

Para el caso sensible al riesgo (A # 0) la aproximacién presentada
en el Teorema 2.16, no es viable. Como prueba de la afirmacién
anterior, se tiene el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 2.17 Considere el espacio de estados S =N y la
funcidn de costo asociado

C<x>:{’ nero
0, six=0.

)L stx=19y—1,
Pay = "‘7,1, sizeN,y=0.

Lema 2.18 Para el caso sensible al riesgo X # 0, el modelo de
Markov con costo asociado definido en el Contraejemplo 2.17, cum-
ple que

A
lim (1 - ) V(A a,z) = )\71/0 J(A, s)ds := g(N), (2.14)

a1

g(A) < J(A, ),

para cada x € S.

La prueba del Lema 2.18 se puede consultar en el Ejemplo 9.1 en
[10].

Por lo tanto, se requiere una forma alternativa de aproximar el
criterio promedio a través del criterio descontado.

En los procesos de decision de Markov con espacio de estados de
Borel, el problema de esta tesis se estudié en [15],1 bajo condicio-
nes de ergodicidad adecuadas, se obtuvo una solucién al problema
con el requisito de que el coeficiente de sensibilidad al riesgo sea lo
suficientemente pequeno.

En resumen, para un modelo de Markov con costos asociados con
un coeficiente de sensibilidad al riesgo general no se encontraron
resultados de aproximacién al criterio promedio a través del crite-
rio descontado. Ademads, como se observé en el Contraejemplo 2.17
que la propuesta de aproximacion tiene que ser diferente a la usada
en el caso neutral al riesgo (A = 0).
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En los siguientes capitulos mostraremos una solucién al problema
de aproximacién. La primera estd basada en [9], donde con la con-
dicién de comunicacién (2.9) se presenta una propuesta de aproxi-
macién en el Teorema 3.3. Después, en el capitulo 5 presentamos
la aportacién de este trabajo de tesis, donde, sin restricciones de
comunicacion en la cadena de Markov se muestra una aproxima-
cién a través de la funcién de mayor costo diferencial en el Teorema
4.2 con un coeficiente de sensibilidad al riesgo positivo. Finalmen-
te, mostramos un ejemplo donde la aproximacién del Teorema 3.3
falla cuando la cadena de Markov tiene un estado transitorio pe-
ro la propuesta de aproximacién con la funcién de mayor costo
diferencial es vélida para dicho estado.



Capitulo 3

Aproximacion
descontada al criterio
promedio: caso
comunicante

Este capitulo estd basado en el articulo [9], su desarrollo utiliza
la notacién dada en el capitulo 2.
Para resolver el problema de aproximacién presentado en el capitu-
lo anterior, especificamente en la Seccién 2.5, se requiere la siguiente
definicién.

Definicién 3.1 Sea z € S fijo. Para cada A € R, o € (0,1) y
x € 8, definamos

) —aV(Aa, o, ),
)= V(A a,z2).

V(A
V(X

g\ a, @)
h(A\ o, z) :

, O, T
, O, T

Observe que ¢(0,a, z) = (1—)V (0, a, ) y h(0, o, ) = V (0, v, ) —
V(0,a, 2).

El siguiente teorema extiende la convergencia (2.13) al caso sensible
al riesgo. Para estos se requiere la siguiente suposicién sobre el
modelo.

Suposicion 3.2 FEl modelo de Markov con costos asociados tiene
una matriz de transicion comunicante (ver Definicion 2.6).

11
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Teorema 3.3 Considere que la Suposicion 3.2 es vdlida y sean
AeR yx e S, entonces

li/rn1 g\ a,x)=¢*(A), y limh(\ a,z) =h"(\x), (3.1)

a1

donde (g*(X), h*()\,-)) es la solucidn de la ecuacion de Poisson des-
crita en el Lema 2.12.

Esencialmente, este resultado se obtiene mostrando que la primera
convergencia en (3.1) es uniforme para A en subconjuntos compac-
tos de R. Para poder demostrar el Teorema 3.3 son necesarios los
resultados auxiliares presentados en la siguiente seccién.

3.1. Resultados auxiliares

Esta seccién contiene los resultados técnicos que se utilizaran
para demostrar el Teorema 3.3.

Teorema 3.4 Sea \ # 0 arbitrario pero fijo. Supongamos que la
sucesion {an} C (0,1) satisface que
lim o, =1 y g\ z):= lim g(\, an,x), (3.2)
n—oo n—oo

donde el sequndo limite eziste para cada x € S. En este caso, (A, -)
es constante, digamos

9N z)=g"(A), =z€S,

lim g(Aap,an,z) =g*(\), xz€S.

n—oo
La demostracién de este teorema es bastante técnica, y las partes
esenciales de la prueba se presentan en los Lemas 3.5-3.7.
Para empezar, tenga en cuenta que (2.11) implica que

AV(A\ a,z) =log (EI [ex\EZ‘;o O‘kC(X’“)D , AeR, a€(0,1), x €8

Lema 3.5 Para cada a € (0,1) y x € S, las siguientes afirmacio-
nes (i)—(iv) se cumplen:

(1)) A2V a,2) — MV (A, a,2)] < A= XM]||C)/(1 — @) para cada
AMA ER;

(i) |00 o, 2)| < IC1l, A € R;

(iii) g(-, ., ) es creciente;

(iv) Ag(Aa, a, ) < Ag(\, o, ) para cada A # 0.
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Demostracién. Ver Lema 4.1 en [9]. =
El siguiente resultado se basa en gran medida en la Suposicién 2.6.

Lema 3.6 Para cada M > 0, existe una constante Ky tal que

AV a,2)-AVN, a,y)| < Ky, (M <M, z,yeS, aec(0,1).

Demostracién. Sean z,y € S y o € (0,1) arbitrarios y por la
Suposicién 2.6, existe un entero positivo N, , tal que P, [XNM =
y] > 0. Usando (3.3) observe para cada A € R,

AV a) — g [e’\zi‘;o Cklcc(x,c)]
=F, [e/\zfcvzlby_l akC(Xk)e/\o‘Nz’y 2oio O‘kC(XkJer,y)}

> e NewMICI g {eMN”’ zz‘;oakmxwz,y)] (3.5)

> e~ NewlAICI g [I[szl,y _ ylere™r T akc(XHNw,y)} _

Por otro lado, de la propiedad de Markov y (2.11) se obtiene que

Eac |:I[XNTU = y]eAan'y 220 akc(xk"'Nm,y)

Xka k § Nr,y]
= I[XNz,y = y]Ey [BAO‘NE’y 2o akC(Xk)}

AaNz v v (AalNey
=I[Xy, , =yler 7"V en,
y entonces

E, [I[XN y y]ekan’y 2 %0 akC(Xk+Nw,y):|

z,y
(XN :y]e)‘o‘Nm’yV()‘aNm’y’“’y)
z,y :
Combinando esta igualdad con (3.5), se sigue que
Va2 > pXy, =yl Newl ICI+xa™e sV (xale v, a,y)
= =,y )

y entonces

AV (A a,2) — A=y V(Aa™N=v a,y)
> =Noy | A|C]] + log(Pe[Xn, , = y])- (3.6)
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Ahora, observe que

VA a,y) — NV (A=, a,y)

T,y

2

a1 [V()\akfl, a,y) —aV(at, a, y)]

Il
g

&

I
e
i
N
Q
Q
Q
>
Q

Dado que « € (0, 1), esta tltima relacién y el Lema 3.5(ii) juntos
nos conducen a

V(A a,y) — a2 V(Aa™=v, a,y)| < Noy [Cl,
una desigualdad que a través de (3.6) implica que
AV (A a,z) = AV(A o, y)
2 =Ny (A + DIC[l +log(Pe[ XN, , = yl), z,y€S.
Ahora, para cada M > 0 definamos
K i=max{ Ny, (M + 1)[|C|| = log(Px[Xn, , =y]) |2,y € S},

y observe que K < oo, ya que P[Xy, = y] > 0 para cada z,y €
S y el espacio de estados es finito. Con esta notacién, y las dos
ultimas relaciones se tiene que A\V(A, o, ) — AV(A, a,y) > —Kp
para cada z,y,€ S, A € [-M, M], y (3.4) se sigue intercambiando
losrolesde x y y. m

El paso antes de la prueba del Teorema 3.4 relaciona las funciones
g(\, a,-) and g(Aa, @, -) mediante una matriz estocéstica.

Lema 3.7 Sea A € R\ {0} arbitrario pero fijo. Para cada o €
(0,1), se define la matriz estocdstica [Q)9]e.yes por

eAQZV(Aaz ,0,Y)

Ao p:c,y
oy ZwES pm,u;e)\azv(AQZ’a’w)  BYE 5 (37)

Con esta notacion, las siguientes afirmaciones (i) y (ii) se cumplen:
(i) Para cada o € (0,1),

A9a(\z) — A(1-a)C(2) Z nggemga(kmy)’ z€S. (3.8)
yes
(ii) Para cada z,y € S y a € (0,1)

A, —2K
z.y pr,ye Ix

donde la constante K|y es como en el Lema 3.6.
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Demostracion. Dada « € (0,1) y = € S, por (2.12) se satisfacen
las siguientes igualdades:
eAV(/\,a,x) _ e)\C(w) sz’yeka‘/(ka,a,y)’
yes
e)\aV()\a,a,z) _ e)\aC(m) Z prwe)\QQV()\ai”a,w).
weS
Por lo tanto,
e)\[V(/\,oz,:v)fon(/\oz,a,z)]

AaV (Aa,a,y)
— A1—a)C(@) > yes Paye

Z oy we)\an()\a2,a,w)
we B
Aa®V(Aa?,a,y) gralV (Aa,a,y)—aV (Aa? a.y)]

Z 5P weA(XQV(/\oﬂ,oz,w) )
we )

— A1-a)C(@) ZyES Pz,y€

y (3.8) se sigue a través de la Definicién 3.1 y (3.7).
ii) Sea w* € S fijo, y observe que (3.7) implica que

N Pa ye)\a(‘)[V()\a2,a,y)7V()\a2,oz,w*)]

T,y Zwespre)\aQ[V(Aaz,a,w)—\/()\a2,a,w*)]’

z,y € 8.

Usando la desigualdad [Aa?[V(Aa?, a, ) — V(Aa?, o, w*)| < Ky
establecida en el Lema 3.6, se deduce, para cada z,y € S,

2 2 2 *
e [VAat,ay)—V(dataw)] > e K,

Z A2 [V(ra?,o,w)—V (Aa?,a,w* K
pa:,wea[ (Aa®,a,w) (A aw)]Se ‘M7
weSs

y la conclusién se sigue combinando estas tres ultimas relaciones.
]

Después de los anteriores preliminares, el Teorema 3.4 se puede
demostrar de la siguiente manera.

Demostracién del Teorema 3.4 Sea {a,,} C (0,1) tal que (3.2)
se cumple. Primero, se mostrard que {g(Aay,,,, )} converge a
g(A, ) cuando n tiende a oo. Para lograr este objetivo es suficiente
mostrar que cualquier punto limite de {g(Aay, apn, )} coincide con
g\, +), ya que ||g(Aam, an, )|l < ||C||, por el Lema 3.5(ii). Con esto
en mente, sea §M()\,-) : S — R un punto limite arbitrario de
{g(Aap, an, )} y seleccione una subsucesién {G;} de {a,,} tal que

Jim g(ABy, i, ) = Y\ z), zeb. (3.9)
—00
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Tomando una subsucesiéon adicional, si es necesario, se puede su-
poner que los componentes de la matriz estocastica @*#~ en (3.7)
convergen:

A= lim QM zyeS, (3.10)
’ k—o0 ’

donde, dado que S es finito, la matriz limite Q* es estocdstica.
Ademés, el Lema 3.7(ii) y la relacién anterior dan como resultado
que Q7 , > e *Kinip, , para cada x,y € S, asf la Suposicién 2.6
implica que Q* es una matriz comunicante, y luego tienen una
distribucién invariante p(-) la cual es positiva en cada estado, es
decir,

py) >0 and p(y) = p()Q2,, YES. (3.11)
€S

Luego, por (3.8), para cada entero positivo k,

eMIXBrsr) — A(1=Br)C(2) Z Qi\ygkeA/Bkg()\/Bk7ﬂk7y)7 z€ES,

yeS

mientras que el Lema 3.5(iv) implica que

)‘g()‘yﬁka ) > )\QO\Bk»ﬁkv )

Dado que {fk} es una subsucesién de {a,}, tomando el limite en
ambos lados de estas relaciones, a través de (3.2), (3.9) y (3.10) se

sigue que
e>\§()\,x) _ ZQ;yeAg(l)(A,y)) z €S, (3_12)
yeS
y
MG ) = AGD A, ). (3.13)

Combinando (3.11) y (3.12) se sigue que

Zp /\g/\a:)iz ZQ/\ aM ()

€S z€eS yeSs

= Z Z Q/\,y AFP (M)

yeS €S

=3 o) O,

yeS

y entonces

Zp [e}X2) _ exgﬂ)(x,x)} -0
€S
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Recordando que p(-) > 0 y A no es nulo, esta tltima relacién y
(3.13) juntas implican que g(A,-) = g(),-). Como ya se men-
ciond, esto demuestra que

lim g(Aan, an,z) = g(A,z) = lim g\ an,x), x€S.
n—oo

n—oo
Para concluir, observe que (3.12) implica que, para cada estado z,
)\g()\ z) _ Z QT v
yeS

y entonces

AINT) — Z(Qk)g eI,

yeSs

donde (Q*)™ es el n-ésimo producto de la matriz de Q* consigo
mismo. Por lo tanto,

n Ak
AT — i Z [Zk—l(Q )ty] AT
n— o0 n

yeSs

_ Z p(y)e/\g(/\’y),

zeS

por el teorema ergddico. Por lo tanto, si

§*(N) = A" og [ > p(y)e )
yeS

se sigue que g(A,-) = g*(\), completando la prueba. B

3.2. Prueba del teorema de aproxima-
cion

En esta seccion se establecerd la demostracién del Teorema 3.3.
Sea z € S el estado fijo enunciado en el Lema 2.12, y observe que
(2.12) implica que, para cada A # 0, o € (0,1) y = € S, se tiene
que

e)x[V()\,oz,z)—V()\,a,z)]+)\[V(>\,o¢,z)—aV()\a,a,z)]
)\C(:c) Z a[V(Aa,a,y)—V (Aa,a z)]
Paz,
yes

una igualdad que, usando la notacién en la Definicién 3.1 es equi-
valente a

eMa (A 2)FAga (A,2) _ AC(2) ZP erohaPay) (3.14)

yeSs



zeS, ae(0,1)y A>0.

Demostracion del Teorema 3.3 Como ya se ha observado, el
caso neutral al riesgo A = 0 es bien conocido, y su prueba puede
verse, por ejemplo en [17] y [25]. Por lo tanto, en el resto se supone
que A > 0. Para empezar, recuerde que ||g(A, o, )| < ||C||, por el
Lema 3.5(ii), mientras que [[A(), o, -)|| < K|y por el Lema 3.6 y
la Definicién 3.1. Por lo tanto, para establecer (3.1) es suficiente
demostrar que, si (§g(A), h(A,-)) es un punto limite arbitrario de la
familia {(g(X, a, ), h(A, @, -)) fae(o,1) cuando « crece a 1, entonces

g\ ) =g*(\), and h(\-) =h*"()-). (3.15)

Para lograr este objetivo primero observe que

h(X, z) =0, (3.16)

ya que, por la Definicién 3.1, h(\, «,2) = 0 para cada o € (0,1).
Ahora, sean {a,,} C (0,1), una sucesién tal que lim, ,o @, =1,y
lim g(\, an, ) = g\, z), lim h(\, on, ) = h(\,z), z€8S.

n— o0 n—00
(3.17)

En este contexto, el Teorema 3.4 implica que g(J,+) es constante,
digamos g*(\), y

g\ x)=g%"(\) = le g A, an, ), z€S. (3.18)
Luego, usando la Definicién 3.1, observe que
h(A, a, ) — aph(Aag, o, )
= [V()‘v ) :17) - V(Aa O, Z)] - an[V(AOZTH Qs I) - V(Aana Qn, Z)]
= [V(\ an, ) — anV(Aan, an, )] — [V(A, an, 2) — anV (Ao, an, 2)]
= g()\u Qn, -T) - g()H Qn, Z)
Combinando esta relacién con las dos anteriores, se sigue que

lim a,h(Aay, o, ) = h(\, z). (3.19)

n—oo
Ahora, reemplace « por «,, en (3.14) para obtener
e)‘h()‘vanvfr)"l‘)\g()‘ao‘nvz) — e)\C(ZE) Zpaj7ye>‘anh()‘anvaw,yy)7 x € S
yeS

Tomando el limite cuando n tiende a co en ambos lados de esta
igualdad, a través de (3.17)—(3.19) se sigue que

A AT (N) _ AC(2) pr7yeAB(A’y), res.

yes
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De esta manera, los Lemas 2.12(ii) y (3.16) implican la relacién
(3.15), completando la prueba.

En este capitulo estudiamos el problema de aproximacién del cri-
terio promedio sensible al riesgo a través de una normalizacién
de las funciones descontadas sensibles al riesgo establecida en el
Teorema 3.3. La condicién de comunicacién en la cadena de Mar-
kov fue importante para demostrar el teorema antes mencionado.
Mas adelante, en el capitulo 5 presentamos un ejemplo donde esta
normalizacion falla cuando se aplica a un estado transitorio y se
requiere otra normalizacién llamada en el capitulo 4 mayor costo
diferencial.
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Capitulo 4

Aproximacion
descontada al criterio
promedio: caso no
comunicante

Este capitulo estd basado en el articulo [5] y es la aportacién
principal de este trabajo de tesis. El desarrollo de este capitulo
utiliza la notacién dada en el capitulo 2. En la Seccién 2.5, presen-
tamos el problema de aproximacién al criterio promedio sensible
al riesgo a través de las funciones descontadas sensibles al riesgo.
Ademsds, en los antecedentes del problema, no se encontraron re-
sultados sin la restriccién de comunicacién al modelo de Markov
con costos asociados.

4.1. Propuesta de aproximacion

Considere un modelo de Markov con costo asociado definido en
el Capitulo 2. Recuerde que V (A, v, -) denota la funcién descontada
A-sensible y J(A,-) al criterio promedio A-sensible. Vamos a esta-
blecer la siguiente definiciéon para poder presentar la propuesta de
aproximacién de este trabajo.

Definicién 4.1 Para cualesquiera x,y € S, a € (0,1) y A > 0, se

define el costo diferencial g(\, o, z) y el valor relativo h(\, a, x,y)
de la siguiente manera::

g\ a,z) =V(A\o,z) —aV(ad a,z), (4.1)

h()\,a,x,y) = V(/\vaax) - V(/\,a,y), (42)

21
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respectivamente, mientras que

§haz) = max g\ aw), (43)
weA(x)

es el mayor costo diferencial desde x.

Utilizando la definicién anterior, el principal resultado de este tra-
bajo establece lo siguiente: a medida que « crece a 1, el criterio
promedio J(A,-) es el limite de la funcién del mayor costo dife-
rencial desde z, §(A, «, ). Ademds, la convergencia es uniforme en
conjuntos compactos del rayo positivo.

Teorema 4.2 Para cada conjunto compacto K C (0,00) y x € S,

sup |g(\, a, ) — J(A, x)| = 0 cuando « 7 1. (4.4)
AeK

Este teorema generaliza la conclusion principal del Teorema 3.3,
donde asumen que la matriz de transiciéon es comunicante y con el
cambio de g(\, o, x) en lugar de g(\, o, x) en (4.4), la afirmacién
de la convergencia en el Teorema 4.2 es vélida.

De esta manera, si la matriz de transicién es comunicante (todos los
estados son recurrentes) entonces como consecuencia del Teorema
4.2 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3 Si el estado x € S es recurrente, entonces para
cada conjunto compacto K C (0,00) y A >0,

sup |g(A, a, ) — J(A, 2)| = 0 cuando « 7 1. (4.5)
AeK

La estrategia técnica para demostrar el Teorema 4.2 y el Corolario
4.3 consiste en probar lo siguiente:

= Si{(an, An)} C(0,1) x (0,00) es una sucesién convergente a
(1, A*) con A* > 0, entonces existe una subsucesién (con la
misma notacién {(a,, A,)}) tal que la sucesién {g(\,, an, x)}
y {h(An, an, x,y)} son convergentes para cada z,y € S, y

lim g(An, an,x) = J(\", x),

n—oo
un hecho que lleva a (4.4) a través de un argumento sim-
ple, mientras que el Corolario 4.3 serd probado demostran-
do que, si z es un estado recurrente, entonces g(\,, an, ) y
9(An, an, x) tienen el mismo limite cuando n tiende a oco.

Para lograr el objetivo anterior se requieren los siguientes resulta-
dos preliminares:
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1. La funcién de valor relativo h(\, a, x,y) es acotada inferior-
mente bajo la condicién que y € A(z). Este resultado se
puede ver en el Teorema 4.4.

2. Para cada a € (0,1), el indice de costo promedio J(A,-) es
acotado superiormente por la funcién del mayor costo dife-
rencial g(A, a, ). Este resultado se puede encontrar en el Teo-
rema 4.7. De esta forma el limite de g(\, «, ) cuando o 7 1
es mayor o igual que J(J,-).

3. Crear una particién del espacio de estados a partir del limite
de la sucesién de funciones de valor relativo, {h(An, an, -, )}

4. Dado un conjunto H en la particion del espacio de esta-
dos, una ecuacién de Poisson similar a (2.10) se establece
en H, donde los limites de las sucesiones {g(An,an,*)} ¥
{g(anAn, an, )} estdn relacionados mediante una matriz es-
tocdstica en ese conjunto. Dicho resultado se demuestra en el
Lema 4.14.

5. Con condiciones apropiadas, se tiene que la siguiente igualdad

lm g(An, an, Xi) = lim g(An, an, Xt),
n— oo n— o0

se cumple casi seguro mientras el sistema permanece en H.
En el Lema 4.15 se encuentra este resultado.

6. Para cada x € S, se tiene la siguiente desigualdad g(\, i, ) >
g(aX, a, z). Este resultado se puede encontrar en el Teorema
4.13. Cuya prueba se basa en la convexidad de la funcién A —
AV (A, a, z) (mismo argumento que se usa en [9]) y agregando
las conclusiones de los Lemas 4.14 y 4.15.

Estos resultados auxiliares son demostrados en las Secciones 4.2 y
4.3. La demostracion del Teorema 4.2 y el Corolario 4.3 se pueden
consultar en la Seccién 4.4.

4.2. Propiedades del costo diferencial y
el valor relativo

En esta seccién revisaremos los resultados auxiliares bésicos que
se utilizan para demostrar el Teorema 4.2. Los principales objetivos
en este capitulo son:

(i) Establecer los limites para el costo diferencial g(A, «, -) y el valor
relativo h(A, «, -, -) establecido en el Lema 4.5(iii) y el Teorema 4.4,
respectivamente.
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(ii) Probar que el indice promedio J(, -) es acotado superiormente
para cada a € (0,1), por el mayor costo diferencial g(\, e, -); ver
Teorema 4.7 (iii).

4.2.1. Limites para el costo diferencial y valor
relativo

Teorema 4.4 Para cualesquiera € >0 y x,y € S,

c Alr) = inf h(\, a,z,y) > —o0.

y € A(z) e (A a,z,y)

La verificacion de este resultado se basa en el limite de la funcién de
costo diferencial g(\, «, ) enunciado en la tercera parte del siguiente
lema.

Lema 4.5 Para cualesquiera o € (0,1) y x € S, las afirmaciones
(i)—(iv) siguientes son vdlidas:

(1) A= AV (X, a,x) es conveza sobre A € (0,00).

(i) g(-, a, ) es continua y g(\, a, ) > g(aX, a,x) para cada X > 0.
(iii) | MV (A, a, ) = AV(A o, )| < ||ClIA = M|/(1 — «) para cada
A, A1 > 0, y entonces

lg(As e, )| <[] (4.6)
(iv) [N (N, @) = A (A, 2)] < A= A[|C]], A, A1 > 0.

Demostracion.
(i) Paraa € (0,1) yn=1,2,..., sea

W i= Y a'C(Xy).
t=0

Aplicando la Proposicién 2.11 (7i) a la variable aleatoria W, esta
parte se sigue de inmediato.

(ii) Dado que una funcién convexa definida en un intervalo abierto
D C R es continua en D, la parte (i) implica que A — AV (A, o, x)
es una funcién continua en (0, c0), y en consecuencia la continuidad
de V (-, o, x) es demostrada. Usando la definicién de costo diferen-
cial (4.1) se tiene la continuidad de g(-, o, x).

Ahora, sea A > 0 arbitrario y observe que los puntos extremos del
intervalo [\, a\] son menores que los puntos extremos correspon-
dientes de [, \], de modo que

g\ a,x)  AV(A a,z) —adV (e, a, )
l—-a A —al
S a\V(a\ a,z) — a?AV (a2 )\ a, x) _ gla), a,x)
- aX — a2\ l—a
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donde las igualdades se deben a la Definicion 4.1, y la desigualdad se
debe al inciso (i). Dado que « € (0,1), la relacién anterior produce
que g(\, o, z) > gla\, a, x).

(iii) Sean A, A; > 0 arbitrarios, considere y observe que |W,| <
IICII/(1 — «), ya que el espacio de estados es finito y por tanto la
funcién de costo asociado es acotada. De esta manera, se sigue la
siguiente relacion

My =MW, + (/\ — /\1)Wa <MW, + |)\ — >\1HIC||/(1 — a).
Asi, (2.11) implica que
eAV()\,a,m) — Ew[eAWa]

< Ey[eMWaleP—MlliCl/(=a)

MV AL ) +HA=MICN/(1-a)
)

entonces
AV a,2) = MV (A, o,2) < A= M]C]/(1 - ),
por lo tanto, intercambiando los roles de A y A resulta que
AV (A a,z) = MV (A, o, 2)] < O = M|/ (1 = ).

Finalmente, si A\; = @\ en esta tltima desigualdad se obtiene (4.6).
(iv) Para cada entero positivo n observe que

n—1

1> Cx)l < nlcll,

t=0
y entonces (2.7) implica que, para cada A, A\; > 0,

An(Az) ATy C(Xt)}

— B, [Al YiTg C(Xe) (A=) i com}

<E, [em i com} IICI A=A

— MO0 nllCl A=

asi que

J(Al,l’)

<C \)\—)\1|+/\1T7 (4.7)

Ac)
n

tomando el limite superior cuando n tiende a co en ambos lados
de la desigualdad (4.7), se tiene que

AN, ) — AT (A, ) < J|IC|[A = M,
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y la conclusién se obtiene intercambiando los roles de A y A;. m
Una vez probado el Lema anterior, podemos seguir con la demos-
tracién del Teorema 4.4.

Demostracién del Teorema 4.4.
Sea z € S fijo y dado un estado arbitrario y € A(x), existe m € N
tal que

Py[X, = 9] > 0. (4.8)

Ahora, sean A > 0y a € (0,1) arbitrarios y observe que (2.11)
implica

AV — g [ex ¥, oﬁC(Xt)}

= E, [eA T el O(X) AT, atC(Xt)}

> B, [I1X,, = g T o/ O AR 0O

> ¢ MliCl g [I[Xm — yler" o OﬁC(me)} (4.9)
mientras que por la propiedad de Markov

E, |:I[Xm = y}e*”‘m Yo C(Xme)

Xm}
=I[X,n = y|E, [emm i atc<xt)}
— I[X,, = gV O ),

3

ver (2.11) para la segunda igualdad. Por lo tanto,
B, [I[X;, = gler” EiZo "0
=B, [1[Xn = yle" VO )]
P, (X, = y) AV O ),

Esta relacién y (4.9) juntas implican que

e)\V()\,a,m) > e—)\mHCHP$ [Xm — y] e)\am'V()\anL7a7y).

A continuacién, observe que

m—1
V(A a,y) Z [@"V (Aa®, o, y) — F IV (NP o, y)]
k=0
+a™V(Aa™, a,y)
m—1

:Zag)\a a,y) + "V (Aa™, a,y)
=0

k=
< m|[Cl[+a™V(Aa™, a,y),
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donde la segunda igualdad se debe a la Definicién 4.1, y el Le-
ma 4.5(iii) se usé en la ultima desigualdad. Como A es positivo,
combinando las dos relaciones anteriores se deduce que

AV (\a,

PMilay) _ € )
eAV(Ay(%?/)

e MUCI Py X, = y] et V(A )
- e)\m|\CH+)\a"”V()\am,a,y)

_ 6_2AmHC”Pz [Xm — y] ,

asi que
h(A,a,z,y) 2 =2m||C|| + log (Po [Xm = y]) /A
Por lo tanto, para cada € > 0,

inf ~h(X a,z,y) = =2m||C| +log (P [Xm = y]) /e > —o0,
A>e, @€(0,1)

asi por la segunda desigualdad se obtiene (4.8). B

Observacion 4.6 Sea R una clase de recurrencia de la ley de
transicion [y yls,yes, entonces por el Teorema 2.4 se tiene que
A(x) = R si x € R. En este caso la inclusion y € A(z)(= R)
siempre se cumple para cada x,y € R. Del Teorema 4.4 aplicado a

(z,v) y (y,x) se sigue que

sup AN a,z,y)] < oo
A>e,a€(0,1)

cuando z,y € R.

4.2.2. Cota superior al criterio promedio

A continuacidn, se establecerd un limite superior para el costo
promedio A-sensible.

Teorema 4.7 Para cada x € S, A > 0 y « € (0,1), se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

(i) y € Alz) = A(y) C A(z);

(ii) y € Alx) = g\ a,y) < g\ a,y) < g\ a,x);

(iii) J(\, x) < g\, o, x).

Demostracién. (i) Suponga que y € A(z), y sea z € A(y) arbitra-
rio. Por la Definicién 2.6 existen enteros no negativos n y m tales
que

PX,=y]>0 y Py[X,m=2]>0.
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Por lo tanto, una aplicacién de la propiedad de Markov implica que

= Pac[Xn = y]Px[Xn—Q—m = Z|Xn = y}
= Py[Xn = y|Py[Xm = 7]
> 0,

de modo que z € A(zx). Por lo tanto, ya que z € A(y) y es arbitrario,
se sigue que A(y) C A(x).

(ii) La afirmacién se sigue combinando la Definicién 2.6, (4.3) y la
parte (i).

(iii) Se demostrard, por induccién para cada A € R, a € (0,1) y
neN,

MA@z +adV (ad ) > | SRS C(X)+aAV (a0, Xy) res.

Para empezar, tenga en cuenta que (4.2) y (4.3) juntas impli(ctil())
g\ a,x) + aV(al a,x) > g\ a,z) + oV (a\ a, x)
=V(\ o, ),
y mediante la ecuacién de Poisson descontada (2.12) se sigue que
AT @) FaAV (ada.z) 5 AC() pryea)\\/(a)\,a,y), z€S,
yeS

una desigualdad que es equivalente a (4.10) con n = 1.

A continuacién, suponga que (4.10) se cumple para un entero po-
sitivo n > 1, y el estado inicial Xg = =z € S es fijo. Usando la
propiedad de Markov,

E, [eAZLo CXtadViedae X x, 0<t<n

— A X050 C(X) AC(Xn) S px, eV @)
yeSs
n—1 ~
< 6)\ > C'(Xt)eoz)\V(oz)\,oz,Xn)Jr)\g()\,oz,Xn)7

donde se utiliz6 la relacién anterior para establecer la desigualdad.
Ahora, usando que X,, € A(z) Py-c.s., por (2.1), la parte (ii) im-
plica que

g()‘a a, Xn) S g(/\a a, IE) P:E'C- S.,

entonces

E, 6)\ S0 C(Xe)+aAV(aX, 0, Xnq1) Xt, 0<t< n]

< eAzygol C(Xt)ea)\V(a)\,a,Xn)+)\§()\,a,z)’ P,-c.s..
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Por lo tanto,

E, {ex i c(xt>+aw<ax,a,xn+1>]

<E, [eAzygol C(Xt)ea)\V(a)\,a,Xn)} AT a,7)
< e/\ng()\,a,a:)+a)\V(a)\,a,x)e)\g()\,a,x)

_ 6/\(n+1)§()\,a,x)+oz)\V(a)\,a,m)

)

donde la segunda desigualdad se debe a la hipédtesis de induccién.
Esto muestra que (4.10) se cumple con n + 1 en lugar de n, com-
pletando el argumento de induccién. Combinando (2.7) y (4.10) se
sigue que, para cada z € Sy n € N\ {0},

e”>\§(A,C¥7w)+aAV(aA,a7w)
> E, [e)‘ S com} oAV (@A)

_ e)\Jn()\,x)—a)\HV(a)\,a,JH
- )

entonces

G(A a,z) > lim sup, ., {J"(i’x) _ elVied o ')”: aVlad,a,7)]

asi g(A\, o, ) > J(\ z), por (2.8). m
Las siguientes propiedades (monotonicidad) del indice promedio
seran ttiles en la siguiente seccién.

Lema 4.8 Para cada x € S y A > 0, las afirmaciones (i) y (i)
siguientes son vdlidas:

(i) Si 0 #H C S, entonces J(\,z) > Jy(\,z), © € H.

(i1) y € Alz) = J(\y) < J(\ ).

Demostracién. (i) Observando que
6)\ Z?;_ol C(X) > 6)\ Z?gol C(Xt)I[Xt c 7.[’ 0<t< ’Il],

para cada entero n > 1, la conclusién se sigue de (2.7), (2.8) y
(4.11).

(ii) Suponga que y € A(z) y seleccione m € N tal que P, [X,, =
y] > 0. Observando que

AT OX0) > o mAICI AL, CXO [X, = ],

la propiedad de Markov implica que, para n > m,

E, [eA i O(X)

XT,OSTSm]

> e~mICI[X,, = y]E, [e’\ Sl x, 0<r<m

> X, = y]B, [ AT CNO ]
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asi que

B, [ z:l;(}cm)] > e=mAICI B [X,, = 4B, [exzzzo"‘*l com}

3

mediante (2.7) y cédlculos directos producen que, para enteros po-
sitivos n, m con n > m,

1

EJ"(A,I)

> _mHC” + log(PJ;[Xm = y])//\ + (1 B ﬂ) 1 J ()\ y)
B n n/n—m "

Tomando el limite superior cuando n tiende a oo en ambos lados
de esta relacién, la desigualdad J(\, z) > J(\,y) se sigue por (2.8).
(]

4.3. Sistema de ecuaciones locales de Poi-
sson

En el Lema 2.12, se caracteriza al criterio promedio A-sensible
a través de una ecuacion local de Poisson, siempre que la condicién
de comunicacién (2.9) se cumpla en el modelo. Cuando la condicién
de comunicacién falla, el criterio promedio A-sensible, J(A, ) no es
contante en general, y es caracterizado a través de un sistema de
ecuaciones (locales) de Poisson similar a (2.10) (ver [1] y [11]).
En esta seccién presentamos en el Teorema 4.13, Lema 4.14 y el
Lema 4.15 la propuesta desarrollada en [5] donde caracterizamos
al criterio promedio A-sensible en un sistema de ecuaciones locales
de Poisson sin la restriccién (2.9). Antes de iniciar con el desarrollo
de esta seccién, usaremos la siguiente definicién para caracterizar
al criterio promedio A-sensible a través de subconjuntos del espacio
de estados.

Definicién 4.9 Dado un conjunto no vacio H C S, para cada
x € H el costo promedio incurrido \-sensible mientras el sistema
permanece dentro de H se define de la siquiente manera: Para cada
rEH,

1 -
Ju(Nx) = lim sup, _,,— log (Ew {e’\ SIS CXOIIX, e H, 0< t < n]D .
(4.11)

4.3.1. Una relacion de equivalencia en el espacio
de estados

Para lograr el objetivo de caracterizar el criterio promedio A-
sensible a través de un sistema de ecuaciones locales de Poisson, se
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introduce una particién del espacio de estados utilizando el criterio
descontado y luego el criterio promedio se analiza en cada conjunto
de la particién.

A lo largo del capitulo consideramos {a,,} C (0,1) y {\,} C (0,00)
sucesiones fijas que satisfacen

A= lim A\, € (0,00) y a, "1 (4.12)
n—oo
Adicionalmente, teniendo en cuenta que el espacio de estados es
finito y via el método de la diagonal de Cantor, se asume sin pérdida
de generalidad, después de tomar una sucesién de {(A,, @)} (sies
necesario), que los siguientes limites existen

go(.’B) = ll)m g()\n,Oén,x), (413)
g1(x) == lim g(apAn, an,x), x €S, (4.14)
n—oo
Y .
hi(z,w) := lim h(a} A, an, T, w) € [—00, 00, (4.15)
n—oo

conz,w e S,i=0,1,2.
Tenga en cuenta que el limite de los costos diferenciales go(-) v g1(+)
satisfacen

go() = g1(+), (4.16)

oI5 g ()IF < I, (4.17)
por las partes (ii) y (iii) del Lema 4.5. Por otro lado, (4.3) y la
primera convergencia en (4.14) implican que

Jim g(An, ap, x) = Tim wrélié)g(/\n,anvw)

= max w).
we(s) 90( )
Considere

go() := Jnax go(w), (4.18)

por la relacién anterior y el Teorema 4.7(ii) se tiene que
go(®) = go(y) =2 go(y), y€ Alx), z€S. (4.19)

A continuacion, la funcién limite del valor relativo hg(-,-) en (4.15)
se utilizara para definir una relacién en el espacio de estados.

Definicién 4.10 La relacion ¢ ~ * sobre el espacio S se define

x~y < ho(z,y) €R, x,y € S.
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Observando que ho(x,y) = ho(x, w) + ho(w,y) cuando ho(z,w) y
ho(w,y) son finitos, no es dificil ver que ¢ ~ * es una relacién de
equivalencia.

Durante el resto del trabajo, consideraremos que H(z) representa
la clase de equivalencia que contiene a x, i.e.,

H(z) ={yeS|ly~z}={yeS|ho(z,y) eR}, x€S. (4.20)
Observacién 4.11 (i) Por el Lema 4.5 (iii),
MV Ay iy ) — @b A (V(@E Ny iy )|
< An = g MO/ (1 = an) < iAICI,
y entonces
|V()‘ﬂ7 Qn, ) - a;V(a;)\n, Qn, )| < 7’||C||
Ast, para cada x,w € S yi=1,2,
R(An, 0ny 2, w) — ol h(d A,y i, 2, w)
= [ ()\n;anv‘r) - (/\n;anvw)]
:L[ (a >‘ﬂ7 Oén,ﬂf) - V(azz)‘na Oén,U))]
[V()‘naa ) _a}LV(O‘%Anaanax)]
— [V(An, an, w)] — a;V(aZAn7an, w)],
entonces

h(Ans Qs 2, w) = aph(agAn, a2, w) € [=20)C, 23| Cf], (4.21)

usando que o, /1y (4.15), la ecuacion (4.21) implican lo si-
guiente: para cada i=1,2,

ho(x,w) es finito si y solo si h;(x,w)es finito,

ho(z,w) = 0o si y solo si h;(x,w) = oo,

ho(z,w) = —oo si y solo si hi(z,w) = —o0.

En particular, si en la Definicion 4.10 la funcion hgy es reemplazada
por h;, entonces la relacion * ~ ¢ no se altera, y para cada x,y € S
yi=0,1,2,

y € H(zx) < hi(y,z) €R.

(i) St H y H' son clases de equivalencia con respecto a "~7”, de
(4.2) y (4.15) se sigue que
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para cada x,2 € H y y,§ € H', donde hy(x,Z) y hi(g,y), son
numeros finitos, y ast

hi(z,y) = 00 <= hi(Z,7) = .

Por lo tanto, h;(z,2') = oo para algin par (z,z') € H x H' siy
solo si
hi(x71’/) = 00,

para cada par (z,z') € H x H'.

A continuacién, se formula una relacién de orden en el conjunto de
clases de equivalencia asociadas con la relacién ‘~’.

Definicién 4.12 Sean H y H' dos clases diferentes de equivalencia
determinadas por la relacion ‘~’. En este caso

H=H < ho(z,z') = oo para algin par (z,x') € H x H'.

De la Observacion 4.11, se deduce que H = H’ siy solosi h;(z,z') =
oo para cada par (z,z') € H x H' y algtin ¢ € {0,1,2}.

No es dificil ver que ‘>’ es un orden estricto en la familia F de
clases de equivalencia asociadas con ‘~’, es decir, si H,H' € Fy
H # H', entonces H = H' o H' = H. Durante el resto del trabajo,

Hi,Hs, ..., Hg denotaran los diferentes miembros de F, asi que
d
HiﬂHj,:Q, 1<i#j<d, UHk:S,
k=1

y ya que ‘>’ es un orden total, sin pérdida de generalidad, se supone
que las clases de equivalencia son tales que

Ha = Hage1 == H1. (422)
Ademaés, se supone que los estados wy son fijos y satisfacen
w € Hg, k=1,2,...,d. (4.23)

El objetivo principal de este capitulo es establecer el siguiente re-
sultado

Teorema 4.13 Para cada x € S,
J(N*,2) = go(@);

ver (4.12)-(4.18).
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La demostracién de este teorema es bastante técnica y se ha divi-
dido en dos partes, expresada en los Lemas 4.14 y 4.15.
Primeramente, dada una clase de equivalencia Hj, una ecuaciéon de
Poisson similar a (2.10) se establecera en esta clase, y se mostrara
que las funciones de limite de costo diferencial go(-) y g1(-) estdn
relacionadas en el conjunto Hj; mediante una matriz estocéstica.

Lema 4.14 Para cada k € {1,2,...,d}, las siguientes afirmacio-
nes (i)-(iv) son vdlidas:

(i) v e M — A(z) c U, H,.

(ii) Parai,j =0,1,2,

lim Z pz’yeaif\n[V(ai;/\n»Ocn,y)—V(ai)\man,wk)] -0, 1<s<k
n—o0 vl
(4.24)
donde wy, se define en (4.23).
(iii) La siguiente ecuacion de Poisson se cumple en la clase Hy:

ek*go(ac)Jr/\*hl(z,wk) _ e)\*c(w) Z pm,ye)\*hl(y’wk)’ x € Hy.

yEHk
(4.25)
(iv) Si x € Hy, entonces
e go(@) — Z ﬁw)yek*gl(y), (4.26)
YyEH K
donde la matriz estocdstica [Py y)z yen, €s dada por
A ha (y,wi)
Poy® 2,y € Hy. (4.27)

Pzy = Z e, Do weA*}Lg(wﬂUk),
w I3 ,

Demostracién. (i) Suponga que z € Hy(= H(z)) y sea y €
A(z) arbitrario. En este contexto, el Teorema 4.4 y la ecuacién
(4.15) juntas dan como resultado

hO(xay) > —09,
de modo que
ho(x7y) €ER o ho(may) = 00.

En el primer caso se sigue que y ~ z, y luego y € H(z) = Hx,
debido a la Definicién 4.10 y la ecuacién (4.20). Mientras que en
el segundo caso Hy = H(z) > H(y) y luego y € H(y) = H, para
algin s < k, por Definicién 4.12 y la ecuacién (4.22). Por lo tanto,

la pertenencia
k
yelJHs
s=1
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siempre se cumple, de modo que A(x) C UI::1 Hs, yaque y € A(x)
es arbitrario.

(ii) Sean i,j = 0,1,2. Combinando la Definicién 4.12, la ecuacién
(4.22) y la Observacién 4.11(ii), se sigue que si y € Hs con s < k,
entonces

h(agrlz)‘naana:%wk) = [V(a%)‘naanay) - V(O"rj],)‘nvanawk)] — —0Q,

cuando n tiende a 0o, y la conclusién se sigue a través de la ecuacién
(4.12).

(iii) Comenzando con la ecuacién de Poisson (2.12), usando célculos
directos, (2.1) y la Definicién 4.1 se tiene para cada z € Sy n € N,

)\ng(An s Qny 7$)+an An V(an An s Q. 7Z)

E pIyeanAnV(anAmamy).
yEA(z)

e

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por e ~nAnV (@nAn,an,w)

la parte (i) y (4.2) implican que

ekng(kn7O¢n;x)"l'an)\nh(an/\ruan7$awk)

k
— eAnC(x) g § pwyeanknh(an)\nvanyyawk)7 T € Hk}
s=1yeH,

Luego, tomando el limite cuando n crece a co en ambos lados de
esta igualdad, por lo anterior y (4.12)—(4.15) implican que la igual-
dad (4.25) se cumple.

(iv) Sean x € Hy, y n € N arbitrario. Usando la ecuacién de Poisson
(2.12), a través del inciso (i) y la ecuacién (4.2)

e M (Ans0om )

e)\n V(An,an,z)

enAnV(onAn,0n,T)

AnC k AnV(an A
ern (z) er 1 ZyeH pw7yean nV(anAn,an,y)
eninC(x) Z 1 Z eHrvayea"/\ n V(a2 An,0n,y)

e(l—an)AnC(x) ZT—l S yen, Pa yeaixnv(aixman,y)eanAng(aAn,amy)
- , Pe,

k az A\, V(a2 \,,an,
D ore1 Yoy, Du et Ven v)

donde se usé la Definicién 4.1 para establecer la ltima igualdad.
Por lo tanto,

e)m,g()\n,an,z) (1 an) A C( m)z Z lenL anAng ocn)\n,ozn,y)
r=1yeH,
(4.28)

)
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donde

n a? A, WV (a )\n,ozn, a AV (a? An Qi , W
pLL = Pxy€ ™ y)/ g g Pzw€ ™™ (e )a
r=1weH,

de modo que
['n,] Pz yean)\n[v(ai)‘n Qi 7y)7V(O‘i,)‘n1an ,wk)]
Pov = Yr > et Poweti V(@R An,anw)=V(af An,an )]

aZ Anh(a? A0 ,y,wE)

k
Pz y€ ™
= : c H.
k 2\ h(a2 X, ’ Y U "
Zr:l ZwE'HT pI,wean " (an nlan’y’wk) r=

Combinando la parte (ii) con (4.12) y (4.15) se tiene para n — oo,

k
E 2 Da weaiknh(ai)\nvanvwawk’)

r=1weH,

= Y pawe’ M),
wEH

[n] Pz y€
Pry — -
x,y Zwer preA ho(w,wg)

pL”L%O, y € U H,.
1<r<k

X" ha (y,wy)

:ﬁz,ya Y € Hy;

Después de tomar el limite cuando n tiende a co en ambos lados
de (4.28), la relacién implica que

A" go (@) Z P, N1(y)
YyEHE

]

A continuacién, se da una condicién suficiente para asegurar que
{G0(X+)} sea sucesién constante casi seguramente mientras el sis-
tema permanece en la clase de equivalencia del estado inicial.

Lema 4.15 Dado k € {1,...,d}, suponga que el estado x satisface
v € Hi, go(z) = go(z). (4.29)

En este caso, las afirmaciones (i)—(iii) son vdlidas:
(i) Pry >0y y € He = Go(x) = go(y) = Go(y)-

(ii) Las igualdades Go(X:) = go(Xt) = Jo(x) se cumplen Py-c. s. mien-

tras que el sistema permanece en Hy. Mds explicitamente, para
cada, n € N,

P,[X; € Hiy, 0<t<n]=P[(Xo,X1,-..,Xn) € Grnl), (430)
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donde

Grin = { (o, -, yn) | ¥ € Hi, 90(4e) = Go(ye) = go(o), 0 <t < n}.

(4.31)

(i1i) Cuando n tiende a oo,

1 * n—
W lOg (Ex I:e)\ Zf,:(} C(Xt)I[Xt c Hk” 0<t< n]j|) N go(x))
(4.32)
de modo que
I, (A x) = go(); - (4.33)

Demostracién. Observe que la ecuacién (4.27) implica que
Duw,y >0 < D,y >0, para w,y € Hy. (4.34)

(i) Suponga que (4.29) es verdadera y por la relacién anterior, la
Definicién 2.1 y (4.19) implican que

y€Hrand ppy >0 = yc Alz) = go(y) < Jo(y) < go(x).
(4.35)
Combinando esta propiedad con (4.16) y la igualdad (4.26) se de-
duce que

e go(@) > Z f)xyex‘go(y) > Z ﬁxye)\*gl(y) - eA*go(I),
YyEHK yEH K

asi
e Go() > Z ﬁzyek*go(y) > ex‘go(%)’
yEH

una desigualdad que a través de (4.35) y la condicién go(z) = go(x)
en (4.29), implican que

y € Hi and pyyy >0 = go(y) = Jo(z) = Go(v),

de modo que la conclusion se sigue combinando esta propiedad con
(4.34).

(ii) Asuma que (4.29) es vélida y usando la notacién en (4.31),
note que la conclusién en la parte (i) se puede escribir de manera
equivalente como sigue:

Siz € Hy and go(x) = go(x) entonces

P.[Xo, X1 € Hi]

= Py[Xo, X1 € Hi, 90(X1) = o(X1) = §(Xo) = go(Xo)]

= P,[(Xo, X1) € Gl (4.36)



38

Por lo tanto, (4.30) es vélida para n = 1. Procediendo por induccién
en (4.30) ocurre para algunos enteros positivos n y, para facilitar
la presentacién, establezca que

Xg:(Xo,Xl,...,Xn), n € N.

Luego, observe que las siguientes igualdades ocurren P,-casi segu-
ramente:

P X, €Hp, 0<r<n+1|X,, 0<r<n)
= I[X,« €EHe, 0<r< n] PXn[Xn+1 S Hk]
= I[XT € Grun] Px, [Xns1 € Hal
=I[X3 € GrnlI[Xn € Hi, 90(X0) = G0(X0)] Px,, [Xn+1 € Hil
= I[Xg

€ Gl Px,, [Xnt1 € Hi, 90(Xny1) = Go(Xnt1) = go(Xn)] ],

donde la primera igualdad se debe a la propiedad de Markov, la
segunda se basa en la hipdtesis de induccién, mientras que la tercera
y la cuarta se deben a (4.31) y (4.36), respectivamente. Por lo tanto,
una aplicacién de la propiedad de Markov implica que

PX, € Hp, 0<r<n+1|X,, 0<r<n]

= Pw[XSL € gk;an-i-l S ’Hk‘aQO(Xn—&-l)

=§(Xn+1) = 9(Xn) | X, 0 <7 <]

= Pp[(Xo0, X1,..., X0, Xnt1) € Grint1 | X5, 0 <1 < ],

donde la segunda igualdad es debido a (4.31). Por consiguiente,
PI[X’I" S Hka 0 <r< 77,+1] = Pat[(X07X17 cee 7XnaXn+1) € gk;n—i—l],

mostrando que (4.30) se cumple con n + 1 en lugar de n, comple-
tando el argumento de induccién.

(iii) Suponga que el estado x satisface (4.29). Se demostrard por
induccién, que la siguiente igualdad es valida para cada n € N:

en)\*go(:c)+)\*h1(;c,wk)

- F, [e)‘* sl C(Xt)-i-)\*hl(Xn,wk)I[Xt €M, 0<t< n}](4.37)

Para empezar, tenga en cuenta que para n = 1 esta afirmacién es
equivalente a la ecuacién (4.25) en el Lema 4.14(iii). A continua-
cién, suponga que (4.37) es vélida para algiin entero positivo n, y
observe que las siguientes igualdades se cumplen P,-casi segura-
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mente.
B, [e/\* Sio CXO+N M (Xnprw) [1X, € Hy, 0 <t <+ 1] X, 0 < 7 < n]

= N T COOI[X, € Hy, 0< t < e O 3T py X )
yEH K
= N T CDTIX, € Hy, 0 < ¢ < e ST I (X

= eA* Z?;(]l C(Xt)l[(X07 Xla e aX’rL) S gk:7l]e>\*g0(xn)+)\*hl(Xn,wk)

= eA* it C(Xt)l[(Xm X1,... aXn) € gk:'rL]e)\*gO(z)Jr)\*hl(mek)a

donde se utilizé la propiedad de Markov en el paso inicial, la se-
gunda igualdad se debe a (4.25), la tercera es una consecuencia de
la parte anterior mientras que, usando P,[Xy = z] = 1, el ultimo
paso se debe al hecho de que go(X,) = go(z) P,-casi seguramen-
te si (Xo, X1,...,Xn) € Giwm; ver (4.31). Combinando la relacién
anterior con (4.30), a través de la propiedad de Markov se sigue
que

E, [e/\* S0 CXO)+AN M (Xnirw) [[X, € Hy 0 <t <+ 1] X, 0 < 7 < n]
— M90(®)
E, [ey o CEIAN M Xnwi) [1X, € Hy,, 0 < t <] |X,,0<r < n]} ,
de modo que
E, [e’\* > T, C(Xt)+,\*h1(Xn+1,wk)_r[Xt EH, 0<t<n+ 1}}
= N, [N R ORI [, € 3,0 < t <

_ 6(n+1))\*gg(m)+)\*h1(x,wk)
b

donde la segunda igualdad se debe a la hipdtesis de induccidn;
esto muestra que (4.37) es vélida con n + 1 en lugar n, com-
pletando el argumento de induccién. Para concluir, observe que
1hi (s, wi) ||, = maxgep, |1 (z, w)| es finito, y que (4.37) impli-
ca

nA*go(z) — 2\ [|ha (5 wi) [ 74,
< log (Ex [e” SIS CXOIX, € Hy, 0< 1 < n]D
< nA"go(w) + 23 [|h1 (- W) 34y, »

dado que go(z) = go(x), esta relacién nos conduce inmediatamente
a (4.32), y luego (4.33) se sigue a través de (4.11). =

A continuacién, presentamos la demostracién del Teorema 4.13.
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Demostracion del Teorema 4.13. Sea w € S arbitrario pero
fijo, y observe que J(-,w) es continua sobre (0,00), por el Lema
4.5(iv). Observe que J(\,,w) < g(An, an,w) para cada n € N, por
el Teorema 4.7(iii), y tomando el limite cuando n tiende a co en
ambos lados de esta desigualdad, a través de (4.12) and (4.18) se
sigue que

TV ) < Go(w). (4.38)

Luego, sea un estado = tal que
reAw) y go(z)= go(w); (4.39)

ver (4.18). La inclusién z € A(w) implica que

go(w) = go(x) = go(x),
por (4.19), y luego la igualdad de la relacién anterior producen que
go(w) = go(z) = Go(). (4.40)
Por lo tanto,
Go(w) = Go(x) = Jn@)(A* ) < J(A,2) < J(A,w),

donde la segunda igualdad se debe al Lema 4.15(iii), y se utilizé el
Lema 4.8 para establecer las desigualdades. Combinando la rela-
cién anterior con (4.38) se sigue que J(A*,w) = go(w), y entonces
J(A*, ) = go(+), ya que w € S es arbitrario. B

Observacién 4.16 Sea R una clase de recurrencia de la matriz
[Pz,y)z,yes. Se mostrard que

n— oo

para cada x € R, es decir,

go(y) =g0(y), yER,

asi que J(N*,y) = go(y) para cada y € R, por el Teorema 4.13.
Para lograr este objetivo, tenga en cuenta que la Observacion 4.6,
(4.15) y la Definicion 4.10 implican que x ~ y para cada x,y € R,
de modo que R estd contenido en una sola clase de equivalencia de
la relacion ‘~°, digamos Hy, asi que

A@)=RCHy, z€R (4.41)

Luego, dado w € R, y seleccionando a x como en (4.39), se tiene
que ¢ € A(w) = R C Hi y §(x) = g(x), por (4.40), y luego el
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Lema 4.15(ii) se puede aplicar. Dado que Py[X: € R] = 1 para
cada t € N, a través de las relaciones (4.30) y (4.31) se sigue que

Pz[go(Xn) = gO(Xn) = g(x)] =1, neN.

Finalmente, sea y € R arbitrario, y observe que la igualdad en
(4.41) implica que Py[X, = y] > 0 para algin entero no negativo
n, por la Definicion 2.1, un hecho que junto con la relacion anterior
da como resultado go(y) = go(y).

4.4. Demostracion del Teorema 4.2 y el
Corolario 4.3

En esta seccién usando los resultados auxiliares presentados en
la Seccion 4.2 y 4.3 se presenta la demostracién formal del Teorema
4.2 y el Corolario 4.3.

Demostraciéon del Teorema 4.2.

Sea K C (0,00) un conjunto compacto y no vacio. Considere el
estado x € S arbitrario pero fijo. Ahora, se define

Am = Sup ‘g()‘7aax)_‘]()‘7x)‘7 m:172’3""’
a€(l-1/m,1), \ée K

y observe que (4.4) es equivalente a

lim A, = 0. (4.42)

m—r o0

Para lograr este objetivo, para cada m € N seleccione

€K v ape(l-1/m,1), (4.43)
las cuales satisfacen

|G Ay sy @) — T (A, )| = Ay /2. (4.44)

Como K es compacto, existe una subsucesién {(Ap,,,om,)} de
{(Am,am)}, tal que

lim A, =A"€ K, and o, 71 (4.45)

n— oo
Ademés, sin pérdida de generalidad se puede suponer que las con-
vergencias (4.14) y (4.15) se cumplen con (A, , &m,, ) en lugar de
(An, ). Por lo tanto, el Teorema 4.13 produce que

lim g(Am, ,am,,x) = go(x) = J(A*, x). (4.46)

n—oo
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Por otro lado, usando la continuidad de J(-,x) sobre (0,00) (ver
Lema 4.5(iv)), de (4.45) se sigue que
”11_>H;O J(Am,,x) = J(A", ),

entonces
lim |g(Am,,, @m,,z) — J(Am,,, 2)| =0,

n—oo
y asi lim A,, =0, por (4.44). Como {A,,} es una sucesién de-
n—oo

creciente, se concluye que (4.42) es vélida. B

Demostracién del Corolario 4.3
Supongamos que x es un estado recurrente, de modo que

J(N, ) = go(x),

por la Observacién 4.16. En este caso, reemplazando G(A,, ay,, )
por g(An, an, ) en la demostracién anterior, se sigue que

sup g\, a, ) — J(A,x)] — 0
AEK

cuando n — oo, donde K es un subconjunto compacto arbitrario
de (0,00). H

En este capitulo se demostré el principal resultado de este trabajo
de tesis (Teorema 4.3). Otra aportacién en este trabajo de tesis se
tiene en el siguiente capitulo; mediante un ejemplo mostramos que
la normalizaciéon empleada en el Teorema 4.3 con el mayor costo
diferencial funciona para estados transitorios pero la normalizaciéon
con el costo diferencial falla (ver el Teorema 3.3) para este estado
transitorio.



Capitulo 5
Ejemplo

En el capitulo 3 se da solucién al problema de aproximacién al

criterio promedio A-sensible a través de las funciones descontadas
A-sensibles, donde la condicién de comunicacién (2.9) fue necesa-
ria para demostrar la propuesta de aproximacién presentada en
el Teorema 3.3, esta condicién no fue necesaria para demostrar el
Teorema 4.2 en el capitulo 4.
En este capitulo mostramos un ejemplo el cual ilustra que la pro-
puesta de aproximaciéon del Teorema 3.3 en el capitulo 3, no es
vélida cuando la cadena de Markov de costos asociados tiene un
estado transitorio, es decir, la condicién de comunicacién (2.9) falla
y con la normalizacién del Teorema 4.2 presentada en el capitulo 4
si funciona para dicho estado transitorio.

Ejemplo 5.1 Consideremos

5:={0,1,2,3}, C(z)=z, 2=0,1,2, C(3)=0, (5.1)

pss=1 pro=et=1—pos3,
prai=e¢ '=1-pi3, po1=po2=1/2.
Ahora, establecemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.2 En el Ejemplo 5.1, consideremos \g = 4 enton-
ces las siguientes afirmaciones (i)—(iv) son vdlidas:

ea)\V(a)\,a,l) + ea)\V(a)\,a,Q)

) Ag(A\,e,0)
(Z) € T @AV (1) 4 ea?AV(a?)a,2)” para cada A >0y

a > 0.

(11) limg,_ 1 [V (Ao, @, 1) — V (Ao, , 2)] = 0.

(111) limy, 1 g(Ao, @, 0) = 3/4.

(tv) limgy 1 g(Ao, @, 1) = 3/4, limy 1 g( Ao, @, 2) = 1.

(v) lima 1 SUPy,e 4(0) 9(Aos @, w) = J (Ao, 0) > limg 21 g(Ao, v, 0).

43
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La demostracién de este resultado se basa en las propiedades de
los costos diferenciales en los estados 1 y 2, que son estudiados en
los Lemas 5.3 y 5.4, respectivamente.

Lema 5.3 En el contexto del Ejemplo 5.1, las propiedades (i)-(iv)
siquientes son vdlidas::
(i) Para cada XA >0 y « € (0,1),

1 1 1
g()‘v Q, 1) =1- X + X IOg <]— + ZOO )\(a+...+an)n> . (52)

n=1 €

(ii) Para cada A > 0,

(A-D*

g\ o, 1) N\ Li(A) := o cuando a /1. (5.3)

(111) St {(an, An)} C (0,1) x (0,00) es tal que
an /1y Ay = A cuando n — oo, (5.4)

entonces lim g(A,, an, 1) = Li(\).
n—oo
(iv) Para cada Mg > 0

(I =)AoV (Ao, ;1) = /AO %d)\.

lim
a1 0

Demostracion. (i) Sean A y a € (0,1) arbitrarios. Observe ahora
que

AVl — g [ex ZiOC(Xt)at}

- Z B, [eAE?;J I Xp_1 =1, X, = 3|

n=1
_ Z At =(n=1) (] _ =1y, (5.5)
n=1
y entonces
eAV(A’(Ll) _ Z CA(1+'“+(¥”)6_H(1 _ 6_1)
n=0

oo

n=1
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Reemplazando A por a\ en (2.11) se sigue que

oo

eV (Aaal) _ Z 6oz,\(1+---+a’”’—1)67(7171)(1 —e )
n=1
_ Z eA(a+~-+a")67(n71)(1 _ 671)
n=1

oo
— 6(1 _ e—l) Ze)\(oz-i-u.-i-an)e_n.
n=1
Estas dos tltimas relaciones juntas producen que

1
Ag(hol) _ A-1
(& (& (1 + Z;.Lc;l 6)\(&+,,_+an)en> )

igualdad que es equivalente a la conclusién deseada.
(ii) Sea A > 0 arbitrario y

0 S
Z e)\(aJr---Jra”)fn /\ Z en()\fl)
n=1 n=1

B {6*1/(1—6“), 0<A<l,

00, A>1,

cuando « 1, de modo que
(a) Si0 < X < 1 entonces

log (1 L log (14197
og|l+ Zf;l Alat Tangon Nlog (14 i
= _(>‘ - 1)7

y
1
(b) log <1 + S eA(a+---+a")en) N\ log (1) =0 donde A > 1.

n=
Estas convergencias y la parte (i) juntas implican que g(\, o, 1) N\

Li()\) cuando o 7 1.

(iii) Observe que K := {z € R|x = A\* ox = )\, para algin n}
es un subconjunto compacto de (0,00), y que las funciones L(+)
y g(-,a,1) son continuas sobre (0,00). A través del teorema de
Dini (ver pagina 180 en [3]), la monotonia en la convergencia (5.3)
implica que

sup |g(A, an,x) — L1 (A)| = 0 cuando n — oo. (5.6)
AeK

Para concluir, observe que |g(An, @n, 1) — L1 (A*)] < |g(An, an, 1) —
Li(An)l + [L1(An) = La(A)], y asf

|9(Ans o, 1) =Li(X7)| < Sup |g(A, an, 1) =Ly (A) [+ L1 (An) = L1 (A)];
€
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tomando el limite cuando n tiende a oo, la convergencia

lim g(An, an, 1) = Li(\Y),

n— oo

sigue usando (5.6) y la continuidad de Lq(-).
(iv) Sea {a,} C (0,1) una sucesién arbitraria tal que

an /1 (5.7)

Dado Ay > 0 y n € N, observe que el cédlculo directo usando la
Definicién 4.1 implica que, para cada entero positivo N,

N-1
V()\0,0én,.’lf) - arjlvv(arjy,v)‘07an7m) = Z azg(a;)‘07an7x)'
k=0

Como V (al¥ \o, an, ) < [|C]|(1 — ), por el Lema 2.14, tomando
el limite cuando N tiende oo se sigue que

A07OZTL3 E O[ OL )\0,0{7“17)7
entonces

(1 — ap) AoV (Ao, an, x) Z Ao(1 — ap)at g(al Mo, an, @)

_ P GV dA, (5.8)
0

donde G, : (0, A\g] = R se define por
Gn(N) = g(afM™ g, a, 2), X € (0, Ao, (5.9)
y t(A,n) € N esta determinado por

= (Oé;()\,n)+1)\07 afl(A,n))\O}.

Observe que |at(’\ ™ o A < |ozfl(’\’n)/\0—ozfl()"n)+1/\0| < (I—an)o,
y entonces ot )/\0 — A para cada A € (0, \g], por (5.7). Por lo
tanto, una aplicacién de la parte (iii) implica que |G, (A) — L1 (N\)| =
lg(am e "))\O,an,x) — Li(A\)] = 0 cuando n — oo, lo cual muestra
que G,,(+) converge puntualmente a L;(-). Dado que |G, (+)| < ||C|,
(4.6), tomando el limite cuando n tiende a oo en (5.8), el teorema
de convergencia acotada implica que

Ao
lim (1 — an) AoV (Ao, an, ) = / Li(X)dA,
0

n— oo
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y la conclusién se sigue ya que la sucesién arbitraria {o,} C (0,1)
satisface (5.7). m

Paralelamente a los argumentos utilizados en la demostracién an-
terior, se puede establecer el siguiente lema.

Lema 5.4 Para cada X\ > 0, las afirmaciones (i)—(iv) siguientes
son wvalidas.
(i) Para cada o € (0,1),

4 1 1
g\ @, 2) =2 — by + by log <1 + Zz; 62>\(o¢+--~+a”)e4n>'
(i1) Cuando o /1

(2 — 4)*

g\, a,2) N\ La(N) = R

(i4i) St {(cn, An)} C (0,1) x (0,00) es tal que
an 1y Ay = A cuando n — o0, (5.10)
entonces li_>m g(An, an,2) = La(A").

‘ . Ao(2) —4)t
(iv) Para cada Ao > 0, 11/ml(1 —a)AV (Ao, a,1) = —
o 0

Ahora, la Proposicién 5.2 se puede establecer de la siguiente ma-
nera.

Demostracion de la Proposicién 5.2

(i) Para A > 0y a € (0,1), la ecuacién de Poisson (2.12) aplicada
al ejemplo 5.1 implica que

1 1
EAV(A,Q,O) — 76a)\V(a)\,a,1) + 7604)\V(a)\,a,2)7

y entonces, reemplazando A por a,

1 - 2 1 - 2
ea)\V(a)\,a,O) — Ze® AV (a®X,a,l) 4 Ze™ AV («a )\,a,2).

Ya que e)\g()\,a,O) _ eAV()\,(x,O)—a)\V(aA,a,O) — e)\V()\,a,O)/ea)\V(a)\,a,O),

la conclusién se cumple por las dos relaciones anteriores.
(ii) Como Ag = 4, la cuarta parte de la Proposicién 5.3 y 5.4 im-

d.
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plican que

lim (1= a)Ao[V (o, 1) = V (Ao, 0,2)

roo(x—1)t Ao (92X —4)F
_/O fd)\—/o fcu

= (3 —2log(2)) — (4 — 4log(2))
=2log(2) — 1 >0,

y asi se demuestra la conclusion.
(iii) Recordando la Observacién 4.11, la parte (ii) implica que

h/ml[V(aiAo,a, 1) —V(a‘hg,,2)] =00, i=1,2.

Ahora, observe que la parte (i) conduce a

aioV(aXg,a,l) aXo[V(aXrg,a,2)—V (aXg,a,1)]
oa(h0.00) _ _© (1+e )

aZ AV (a2l a2V (a2 X, a,2)—a2 AV (a2, a,1
e 1+e

aXo[V(aro,,2)—V (aXg,a,l
_ adosteroy L+ eV 02002V (@ .00)

1+ e AV (a2 X, a,2)—a? AV (a2 X, 1)

— L1 cyando a0 N 1,

donde la relacién anterior y la parte (iii) del Lema 5.3 se utilizaron
para establecer la convergencia. Por tanto, dado que A\g = 4, (5.3)
implica que lim, 1 g(Ao, e, 0) = L1(Ao) = 3/4.

(iv) Dado que el estado 3 es absorbente y C'(3) = 0, se deduce que
las igualdades V (A, ,3) =0y g(\, «,3) = 0 siempre se satisfacen.
Combinando este hecho con la parte (ii), (5.3) y (5.4) se sigue que

hm g(Xo,a, 3

hm Ao, @, 0) = 3/4,

)=
)
hm ) =
)=

Ao, a,1) = Li(\g) = (4 —1)T/4 = 3/4,

(
9(
9(
( Ly(Xo) = (2(4) —4)" /4 =L

hm g(Ao, a, 2
Usando A(0) = {0,1,2,3} = S, se sigue que

J()‘Oa 0) = hm g()‘Oa 04,0)

= max lin hm g()\o,a r)=1>3/4= hm g(Ao, a, 0),
z€S a

donde la primera igualdad proviene del Teorema 4.2. l
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Observacién 5.5 Observe que la desigualdad en el inciso (v) de
la Proposicion 5.2 muestra que el Teorema 3.3 falla en el estado
transitorio x = 0, pero la aproximacion del mayor costo diferencial
en el Teorema 4.2 funciona para este estado transitorio.
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Capitulo 6

Conclusiones y
problemas futuros

En la tesis se trat6é con las cadenas de Markov con costos aso-
ciados. En ella se trabajé el problema de aproximar al criterio pro-
medio A-sensible. La aproximacién fue a través de las funciones de
valor descontado A-sensible, usando una normalizacion de ellas. En
este capitulo hablaremos de las conclusiones obtenidas en el trabajo
y algunos problemas futuros.

6.1. Conclusiones

La teoria de cadenas de Markov con costos asociados es pre-
sentada en el capitulo 2, dando sélo resultados necesarios para el
desarrollo subsiguiente de la tesis. También se proporcionan las re-
ferencias para justificar los resultados principales de esta teoria.
Ademas, usando la notacién presentada en este capitulo, presenta-
mos el problema de aproximacion al criterio promedio a través de
las funciones descontadas sensibles al riesgo que se trabaja en la
tesis; ademads se presenta una secciéon donde se proveen los antece-
dentes referentes al problema.

En el capitulo 3 se presenta una solucién al problema de aproxi-
macién dada en el Teorema 3.3 suponiendo la condicién de comu-
nicacién (2.9), este capitulo esta basado en el articulo [9]. En el
capitulo 4 se presentd la propuesta de aproximacién usando dos
definiciones importantes; la funciéon de valor relativo y el mayor
costo diferencial establecidos en la Definicion 4.1. Luego, usando
una técnica conocida como normalizacién se aproxima al criterio
promedio a través del mayor costo diferencial cuando el factor de
descuento crece a 1. Este es el principal resultado del trabajo de
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tesis y se establece en el Teorema 4.2 sin la restriccion de comuni-
cacién (2.9). Como consecuencia se tiene el Corolario 4.3, el cual
es presentado en [9]. Con esto, mostramos que este trabajo de tesis
extiende el resultado principal dado en [9], ya que consideran la
restriccién (2.9). En el Lema 4.5 (i4) y el Teorema 4.4 se establecen
limites para el valor relativo y el costo diferencial. Ademas, en el
Teorema 4.7, se prueba que el costo promedio es acotado superior-
mente por el mayor costo diferencial. Finalmente, a través de una
relacion de equivalencia definida por medio de la funcién de va-
lor relativo se logra caracterizar al criterio promedio A-sensible por
medio de un sistema de ecuaciones locales de Poisson (ver Lema
4.14)) y se demuestra que es constante cuando el sistema perma-
nezca en una clase de equivalencia (ver el Teorema 4.13 y el Lema
4.15). En el capitulo 5, mediante un ejemplo mostramos que si
la condicién de comunicacién (2.9) falla entonces la normalizacién
con los costos diferenciales al criterio promedio A-sensible presen-
tada en el Teorema 3.3 no es vélida, pero si se puede aproximar el
criterio promedio A-sensible, con la normalizacién del mayor costo
diferencial presentada en el resultado principal de este trabajo; el
Teorema 4.2.

6.2. Problemas futuros

Los problemas que se consideran como consecuencia del trabajo,
y se espera continuar su andlisis, son los siguientes.

Considere un modelo de Markov con costos asociados.

a) Si el espacio de estados es numerable. ;La convergencia en (4.4)
es valida?. Podemos separar este problema en dos casos:
1) La ley de transicién es comunicante (2.9).
2) Sin la restriccién de comunicacion.

b) Extender el problema del inciso a) a espacio de estados de Borel
y sin condiciones de comunicacién en la ley de transicién.

¢) Para procesos de decisiéon de Markov (ver [17]), se puede buscar
una aproximacién parecida a (4.4), pero se tendria que separar
en los siguientes casos:

a) S finito.
b) S numerable.

¢) S espacio de Borel.



donde se puede separar al caso comunicante parecido a (2.9) y
sin esta restriccién. Ademads, posiblemente sea necesario agregar
consideraciones en el espacio de acciones.
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Notacion

S : espacio de estados.

A @ coeficiente de sensibilidad al riesgo.

a : factor de descuento.

X; : estado del sistema en el tiempo t.

C(z) : costo asociado al estado .

T, : el primer tiempo de retorno al estado z.

P[X+1 = y| X = z] : ley de transicién del sistema.

A(z) : conjunto de todos los estados que son accesibles desde z.
U, : funcién de utilidad.

E[N, W] : certeza equivalente del costo aleatorio W con respecto a Ul.
J(A,x) : criterio promedio A-sensible.

V(A a,z) : criterio descontado A-sensible.

g(A, a,x) : costo diferencial.

h(A, a, z,y) : valor relativo.

g\, a,x) : mayor costo diferencial.

P,c.s : probabilidad casi segura.

1f (@)l = sup{f(x) : x € X}.
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