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Introduccion

A través de la historia, el hombre ha buscado la manera de protegerse de las inclemencias del clima
y lo ha conseguido mediante la construcciéon de viviendas, las que han evolucionado desde los inicios de
la humanidad hasta la actualidad, con el propésito de lograr mayor calidad de vida. En este contexto se
pueden encontrar un sin numero de materiales naturales y artificiales dedicados a la construccién, cada
uno con iguales o diferentes propiedades que dependen de su composicién, sintesis y procesamiento, sin
olvidar lo méas importante, su estructura interna y la relaciéon de costo-desempeno asi como el uso de
sistemas de calefaccién y enfriamiento (aire acondicionado).

Es asi que ante esta situacién surge un problema, y es que en lugares donde los cambios de tempe-
ratura se presentan de manera considerable, el uso de sistemas de calefaccién o aire acondicionado es
comun entre los habitantes de las viviendas, esto con la finalidad de que la temperatura al interior de las
habitaciones se mantenga en un estado de confort, ya sea durante el dia o la noche; una vez alcanzada
dicha temperatura, ésta se mantendra asi por un determinado intervalo de tiempo hasta que la tempe-
ratura en el exterior cambie y nuevamente sea necesario el uso del aire acondicionado, generando asi un
proceso periddico en el que se hace un consumo considerable de energia, que desemboca en cuantiosos
gastos econémicos.

Como objetivo principal de este trabajo es analizar el modelo matematico que estudia la variacion del
confort térmico en una habitacién.

La habitacién considerada se encuentra expuesta al influjo de dos temperaturas, en la parte externa,

a una temperatura que varia con relacion al transcurso del dia y por la parte interna, a una temperatura
que se mantiene constante debido a un sistema de aire acondicionado. En este entorno se presentan la
siguientes cuestiones:
i Cual es la féormula adecuada para calcular la temperatura en cualquier punto interior de la pared?, ;se
puede encontrar alguna expresion aproximada para el flujo de calor en la parte interna de la pared? y ;Es
posible encontrar alguna expresion que describa cuando tiende a enfriarse o calentarse la parte interna
de la pared? o simplemente jen que momento el flujo de calor se hace cero?.

Cabe resaltar que en este trabajo, el andlisis de la transferencia de calor por conduccién se presenta la
solucién analitica de la ecuacién de calor con condiciones de frontera no homogéneas y algunos resultados
que surgen del andlisis de la formula que se obtiene para el flujo de calor. Todo esto se realizard en dos
capitulos que se describiran a continuacién.

En el capitulo 1 se hace una breve introduccién al contexto de las ecuaciones en derivadas parciales,
desde su origen en el siglo XVII hasta la época actual, haciendo énfasis en el trabajo que realizé Jo-
seph Fourier a la ecuacién de calor, ademas, en este capitulo se introducen los conceptos bésicos para la
compresién de la tesis y se desarrollan los procesos para la obtencién de la solucién a los problemas de
conduccion de calor con condiciones de frontera de tipo Dirichlet homogéneas, condiciones de frontera
de tipo Neumman, condiciones de frontera periédicas y condiciones de frontera de tipo Dirichlet no ho-
mogéneas, todo para una variable espacial y la variable temporal.

En el capitulo 2 se aborda el problema de conduccion de calor en un bloque, utilizando condiciones de
frontera en tres dimensiones no homogéneas para la variable espacial = y condiciones de frontera periédi-
cas para las variables espaciales y y z; se vera que por las condiciones del problema, éste se reduce a un
problema de conduccion de calor respecto tinicamente a la variable espacial x y a la variable temporal ¢.
En este capitulo se estudia también el proceso de transmision de calor a través de la pared de una habi-
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tacion expuesta a temperaturas tanto del exterior como del interior, ademas del estudio de la variacién
del confort térmico que se presenta en la habitacién, es decir los momentos en que tiende a enfriarse o
calentarse mediante la direccién del flujo de calor en el transcurso del dia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se presentan los elementos béasicos y necesarios para comprender el desarrollo
de este trabajo, iniciando con una breve resena histérica y teoria basica de las ecuaciones en derivadas
parciales; también se presentan los conceptos bésicos de conduccién de calor utilizados y por ultimo se
muestra una introduccién al método de Fourier utilizado para obtener la soluciéon de un problema de
conduccion de calor.

1.1. Ecuacion Diferencial Parcial

Breve resena histérica

En el transcurso histérico de la ciencia, una de las ramas de la matemadtica estudiadas con gran
interes, es la rama de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, originadas a partir del estudio
de superficies en geometria y en problemas de mecénica[6]. Durante el siglo XVIII la disciplina de las
ecuaciones en derivadas parciales se origina de manera paulatina; los matematicos empiezan por estudiar
a fondo los fenémenos fisicos que dan paso al desarrollo de importantes resultados que han prevalecido
hasta hoy. Como un primer resultado exitoso real de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
se da después de un incesante interés en el problema de la cuerda vibrante de instrumentos musicales,
en esta etapa Jean Le Rand d’Alembert, Daniel Bernoulli y Euler hacen interesantes estudios de manera
individual, convergiendo en un resultado importante: la ecuacién de onda [6], representada por

19°U  9°U

2 otz ox2’
en este caso U representa la amplitud de onda en el punto (z,t) y ¢ la velocidad de propagacién de onda.
Otra clase de investigaciones se basé en uno de los principales problemas del mismo siglo, la determinacién
de la magnitud de la atraccién gravitatoria que una masa ejerce sobre otra. En este ocasién se manifiesta
un resultado de gran importancia, la ecuaciéon

02U N 0?U n o’U
ox2 Oy 022

0,

que se conoce como ecuacién de potencial o de Laplace, donde U representa el potencial gravitacional o
también el potencial eléctrico y cuya primera apariciéon formal fue en los trabajos de Euler en 1752 en su
trabajo Principios del movimiento de fluidos. Més tarde recibié algunas correcciones de Poisson y Gauss
para terminar en las manos del mateméatico britdnico George Green, quien hace grandes aportaciones al
estudio de la ecuacién.

Ulteriormente, a mediados del siglo XIX, el interés de la comunidad matemaética por el estudio de las
ecuaciones en derivadas parciales adquiere méas fuerza, principalmente porque estas ecuaciones pueden
expresar muchas leyes de la naturaleza. En este siglo surgen nuevos tipos de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales y las ya existentes, la ecuaciones de ondas y de potencial fueron aplicadas a nuevas
areas de la fisica[0].

El primer gran avance del siglo XIX respecto a estas ecuaciones fue dado por Joseph Fourier, quien realizé
estudios sobre problemas de transferencia de calor; originalmente se presentaban de manera practica y
se manifestaban en la industria, particularmente en el manejo de metales y su interaccién con el calor,
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también realiz6 interesantes estudios sobre la temperatura en el interior de la tierra[6].

El problema sustancial que enfoca, es el determinar la temperatura en un cuerpo homogéneo en
funcién de z,y, z y t; con ello demuestra que con base en principios fisicos, T debe satisfacer la ecuacién
diferencial parcial llamada ecuacion de calor en tres dimensiones y con distintas condiciones de frontera

ox2  oy2 0227 Ot’

donde T es la temperatura en el cuerpo estudiado y k representa la relaciéon que hay entre la conductivi-
dad térmica, el calor especifico y la densidad del material en el que se estudia la transferencia de calor.
Para resolver este problema, Fourier se basé en el método de separacion de variables de tal manera que
que obtuvo una solucién que involucraba una sumatoria de funciones trigonométricas, es alli cuando se
enfrenta a la cuestién de si es posible representar cualquier funcién como una serie de funciones trigo-
nométricas, la cual le da paso a desarrollar las series de Fourier y poder calcular los coeficientes de
Fourier que determinan la representacién en serie de Fourier de cierto tipo de funciones [6].

Fourier agrega ciertos avances importantes ademads del estudio de las ecuaciones diferenciales, marca
la separacion de las funciones analiticas o funciones desarrollables en series de Taylor de las series de
Fourier, demuestra que una serie de Fourier representa una funcién sobre un intervalo en su totalidad
y que una serie de Taylor denota una funcién que solo se desarrolla en un punto del cual la funcién es
analitica.

Posteriormente Simeon Deni Poisson, uno de los mas grandes analistas del siglo XIX y un fisico ma-
tematico de élite, tuvo acercamiento al trabajo de Fourier, del que fue un seguido muy cercano, trabajé
en la teorfa del calor, desarrollando soluciones a vastos problemas de conduccién de calor, por otro lado,
aporté la idea de extender la teorfa de potencial gravitacional a la electricidad estdtica y al magnetismo[6].

Hoy en dia la influencia de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales es tan amplia que se

puede afirmar que no hay ciencias que no las utilice, gracias a la versatilidad para generar modelos ma-
tematicos en una variedad de fenémenos fisicos, biolégicos, quimicos de la ingenieria y de manera mas
reciente en la economia y las finanzas.
Cabe resaltar que en la coyuntura del siglo XXI las ecuaciones en derivadas parciales adquieren gran
avance en combinacién con la alta tecnologia que se presenta como modelizacién, simulacién numérica y
optimizacion. El papel del matemético ha evolucionado de dedicarse, casi exclusivamente, a la investiga-
cion clésica y a la docencia, a ser reclamados por las empresas de todo tipo; las matematicas han pasado
de estar entre las carreras menos demandadas, a convertirse en muy solicitadas [§].

1.1.1. Definiciones y conceptos

Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) en una regién D de R¥ no es més que una relacién funcional
entre la variable independiente en D, una funcién desconocida definida en dicha regién y algunas de sus
derivadas parciales hasta en cierto orden finito que se supone que existen en D y se denomina ecuacién
de n — ésimo orden, si contiene al menos una derivada de orden n y no contiene derivas de orden superior
a n. De manera general, una ecuacién diferencial parcial se expresa de la siguiente manera:

oT oT o?°T 0T orr

— e ey =y . ey ——) =0 1.1.1
T 0xy” T Oy, 023 Oy e ’89:Z> ’ ( )

F(l‘l, L2y L3y eeey Ly oen
donde x1, x2, x3, ...,z elemento de U es la variable independiente.

Se dice que la solucién de la EDP (1.1.1)) es una funcién T'(zq, z2, 3, ..., T,,) definida en el dominio D
del k-espacio dimensional R* si existen todas sus derivadas parciales hasta el orden de la ecuacién y al
sustituirlas en la relacién funcional de F' se satisface la igualdad ([1.1.1)) para todo (x1,x2, x3, ..., ) en D.

Se dice que la EDP es lineal en D si la relacién funcional F en (|1.1.1) es lineal con respecto a la
funcién T y y todas sus derivadas hasta el orden n. Por ejemplo, la forma de una EDP lineal de primer
orden en un dominio D de R? viene dada por:
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oT oT
a(x,y)afx + b(x, y)afy +c(x,y)T = f(x,y),

donde las funciones a, b, cy f estan definidas en D. Si ademds las funciones a,b y ¢ son constantes en
D se dice que estamos en presencia de una EDP lineal con coeficientes constantes.

Problema de Cauchy y teorema de Kovalevskaya

De manera similar al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, en el estudio de las ecuaciones
en derivadas parciales también podemos encontrar problemas de valores iniciales, a continuaciéon vemos
que al considerar la siguiente ecuacién en derivadas parciales

o?T or or oT

— =F Ty ey 1.1.2

o2 (t,.’l?l,.’l?g,lﬂg, y Ly ey 4y ot 81'17 ) 31’”’ ( )
0*°T  9°T 0*°T 9T 0T oT

dx 10t xodt’ " Bxn,0t’ 922 dxywy axnaxn)’

para un valor ¢t = t se proporcionan valores, conocidos como valores iniciales de las funcién incégnita
T y de sus derivadas respecto a t hasta el orden n — 1.
Se supondra ahora que para t = tg

T = f(x1,29, ..., Ty), (1.1.3)
oT
o 9(w1, T2, .., Tn), (1.1.4)

las funciones f(z1, 22, ...,2n) y g(21, 22, ..., T, ) estdn definida en una regién del espacio (z1, z2, ..., Tp)-

El problema de hallar la solucién del sistema (|1.1.2)) que satisface las condiciones (|1.1.3)) y (1.1.4) para
t = to es conocido como el problema de Cauchy.

En cuanto a la solucién del problema, el siguiente teorema nos habla de la existencia y unicidad de la
solucién.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Kovalevskaya). Si la funcidn F es analitica en una vecindad del punto
(0,29, 29, ..., 20 , T TP, ...) y si las funciones f y g son analiticas en una vecindad del punto (29,29, ..., 22),
el problema de Cauchy admite solucién andlitica en una vecindad del punto (1% 29,23, ...,20), solucién

que es Unica en la clase de funciones analiticas[10).

1.1.2. Ecuacién en derivadas parciales de segundo orden

Es comun encontrar ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en el estudio de las leyes funda-
mentales de la naturaleza y en distintos modelos de la fisica, la quimica y la biologia, ademéas de sus
recientes incursiones en el A&mbito econdmico.

El estudio de las ecuaciones en derivadas parciales lineales de segundo orden es de gran importancia,
puesto que se pueden encontrar en una variedad de aplicaciones|[§].

Por este hecho, de ahora en adelante se dard mas énfasis al andlisis de las ecuaciones en derivadas parciales
de segundo orden.

Clasificaciéon de ecuaciones de segundo orden

Consideraremos una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden en la variable dependiente T" y
las variables independientes x y y

0*T 0*T 0*T oT oT
—+B—+C—+D—+FE—+FT'=G 1.1.5
Ox2 + Oxdy + 9y * Ox + Oy + ’ ( )
donde los coeficientes son funciones de las variables independientes = y y, ademas, supongamos que T es
dos veces continuamente diferenciable en algiin dominio de R2.

A
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La clasificacién de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden tiene como base la reduccién
de la ecuacién (1.1.5) a su forma candnica o estdndar en un punto.
Asf que para llevar (1.1.5)) a su forma candnica se hard un cambio de variables independientes, es decir:

§=¢&(x,y), n=n(zy), (1.1.6)

y para poder incorporar las nuevas variables £ y 17 mediante las funciones £(z,y) y n(z, y), se supondra
que las variables £ y n son continuamente diferenciables y el Jacobiano

96 0¢
Jor Oy
J= £0, (1.1.7)
o On
oy 0Oy

asi que = y y pueden ser determinadas de manera tinica mediante la transformacién (1.1.6]). Veamos
ahora que usando la regla de la cadena para calcular cada una de las derivadas parciales y sustituyendo

&y mnen (1.1.5) se obtiene:

0*T 0T 0T oT oT
A*— + B* +C"—+D"—+E"— + F'T =G", 1.1.8
o7 "% oen T o TP e Ty (19
Observar que bajo la transformacién (|1.1.6)), la ecuacién (1.1.5) no cambié en su forma, puesto que la
ecuacién (1.1.8)) es muy similar, ésto porque la naturaleza de la ecuacién hace que ésta sea invariante
ante la transformacién si el jacobiano no desaparece, lo cual se basa en el hecho de que el signo del
discriminante no cambia dada la transformacion, es decir:

B*? —4A*C* = J*(B? — 4AC), (1.1.9)

veamos ahora que la clasificacion de la ecuacién depende de los coeficientes A, B y C del discriminante,
en un punto dado, para ello se reescribirdn las ecuaciones ((1.1.5) y (1.1.8) como:

oT oT oT oT oT
A— 4+ B—— — = T, —, — 1.1.1
Ox2 + OxOy +08y2 V(@ y, T, Ox’ 3y)’ ( 0)
oT oT oT oT oT
A*— + B*—— = T, —, — 1.1.11

Se hard un nuevo cambio de variables para (1.1.10]) y (1.1.11)), de tal modo que sea posible reducirla
a su forma canonica.
Sean ¢ y ¢ entonce:

. 002 0p\ (0¢ o¢?
., 00 o0\ (Op 0p?

donde asumimos que A, B y C no son cero.
Veamos ahora que las dos ecuaciones, (1.1.12)) y (1.1.13) pertenecen al mismo tipo de ecuaciones y por
lo tanto podemos escribirlas en la forma:

002 0% 002

A—+B——— — = 1.1.14
Oz + 0x0y +c Oy 0, ( )
de aqui que
do do
df = —d —dy =
¥ T + &y y =0,
por tanto
dy &
p _Zg’ (1.1.15)
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y
dy dy
Al-—=)2-B|-=> 1.1.1
()2-5(5)+c (1.1.16)
cuyas raices son:
dy _ (B+VB?-4AC) (1.1.17)
dr 2A ’ o
dy _ (B- VB~ 4AC) (1.1.18)
dx 2A ' o

Las ecuaciones (1.1.17)) y (|1.1.18)) se conocen como ecuaciones caracteristicas.

Para el caso en el que B? — 4AC > 0, la ecuacién (I.1.10) se dice que es del tipo Hiperbdlica, si
B2 — 4AC = 0 entonces la ecuacién es de tipo Parabdlica y si B2 — 4AC < 0 la ecuacién es tipo
Elipticalg].

1.1.3. Conceptos basicos en la transferencia de calor

Este trabajo se trata basicamente del estudio de la ecuacion de calor y sus solucién con distintas
condiciones de frontera, asi que, para ello es menester presentar algunos conceptos relacionados con la
transferencia de calor.

Una de las formas de energia que aparecen con frecuencia en la naturaleza es el calor, se interpreta
como energia que se puede transferir de un sistema a otro, siendo siempre de un medio con mayor
temperatura a otro con menor temperatura, este proceso termina cuando los dos medios conciben la
minima temperaturalj].

Mecanismos de transferencia de calor

El calor se puede transferir a partir de tres modos: conduccién, conveccién y radiacién [4].

= Conduccion: Es el proceso de transferencia de energia a través del contacto directo sin intercambiar
materia;

= Conveccion: Es el proceso de transferencia de energia entre un sélido y un liquido o un gas que
se encuentra en movimiento, este proceso introduce los fenémenos de conduccién y movimiento de
fluidos;

= Radiacion: Es el proceso de intercambio de energia emitida por materia en forma de ondas electro-
magnéticas.

Flujo de calor

El flujo de calor es un flujo de energia por unidad de area por unidad de tiempo, comunmente se

denota como ¢, donde ¢ especifica el flujo de calor opuesto al de masa.
En muchos sélidos que se encuentran en condiciones normales el calor se transporta por conduccion y el
flujo se describe adecuadamente por la ley de Fourier que se representa por:

¢q = —oVT,

donde o es la conductividad térmica. El signo nos muestra que el flujo de calor se desplaza desde la zona
de temperatura mds alta a la zona con temperatura més baja [5].
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Conductividad térmica

La conductividad térmica es una propiedad de la materia que indica la tasa de transmision de calor
del material, por unidad de area y por unidad de diferencia de temperatura. Para su medida se utiliza
las unidades, Watts entre metro por segundo

w
ms

)

Esta propiedad depende totalmente de la densidad, porosidad y humedad del material.
La distribucién de temperatura en un material depende en gran medida de su conductividad térmica; los
valores mas altos de conductividad se encuentran en materia sélida y liquida, mientras que los valores
mas bajos se encuentran en los gases.

Difusividad térmica

La difusividad térmica al igual que la conductividad térmica es una propiedad de los materiales que
influye en la transferencia de calor con la distincién de que la conductividad térmica se presenta en estados
estacionarios y para los estados transitorios la difusivida térmica se hace presente[4][5].

La difusividad térmica depende de tres propiedades fisicas, la conductividad térmica, el calor especifico
y la densidad del material.

k 2
o= m-/s),
o )

donde £ es la conductividad térmica, p es la densidad del material y C), es el calor especifico; entre
mds grandes sean los valores para o mayor serd la tasa de propagacién de temperaturald] [5].

1.2. Significado fisico de cada uno de los modelos de ecuaciones
en derivadas parciales

Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace es el modelo principal de las ecuaciones en derivadas parciales elipticas, y se
encuentra presente en trabajos de sistemas fisicos estacionarios, en fenémenos potenciales, gravitacionales
o problemas de distribucién de temperatura en un sistema en equilibrio [IT].

0T  0°T  0°T

Ecuacién de onda

El modelo principal de las ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas es la ecuacién de onda, la
cual rige fenémenos como la propagacién de ondas y vibraciones[I1].

2 2 2 2
9T _ 2(8T o aT), (1.2.2)

oz ~ 7 \ a2 T a2 T
en este modelo T puede representa distintas cantidades, como la amplitud de una cuerda y o la

velocidad de propagacién de la onda [I1].
Es preciso mencionar que este trabajo se enfocard tinicamente en la ecuacién de difusiéon de calor.

Ecuacién de calor

Tomemos un dominio D el cual se encuentra acotado por una superficie S deun cuerpo G, la tempera-
tura en el punto (x1,x2,x3) y en el instante ¢, esta temperatura serd representada por T'(x,y, z,t). Segin
la ley de Fourier la velocidad V de flujo es proporcional al gradiente de temperatura, considerando que el
calor se desplaza de la zona de mayor temperatura a la de menor temperatura y para temperaturas que
son variables, asi se tiene que

V =—oVT (1.2.3)
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donde o es la constante de conductividad del cuerpo; ahora sea D un dominio de la superficie S del
cuerpo G, entonces la cantidad de calor que sale de D por unidad de tiempo esta representada por:

oT
/ L %d57

donde ?Tz: =v-n es la componente de v en la direccién del vector unitario normal n del cuerpo G, de modo
que al usar el teorema de la divergencia se obtiene:

//gz;dsz//(;g::///Ddiv(—UVT)dxdydz:—a///DVQTdazdyxz7 (1.2.4)

pero la cantidad de calor en D estd representada por

/// cppTdrdydz, (1.2.5)
D

donde c,, es el calor especifico y p es la densidad del del material.
Asi que la tasa de decrecimiento del calor en el dominio D es

—/// cppaa—j;dxdydz, (1.2.6)
D

puesto que la cantidad de decrecimiento de calor en el dominio D debe ser igual a la cantidad de calor
que saca D, entonces se obtiene:

T
—/// cppaa—tdxdydz:—f(/// V2Tdzdydz, (1.2.7)
D D

- ///D[cpp% — oV?T)dzdydz = 0, (1.2.8)

para un dominio arbitrario del cuerpo G.

Suponiendo que el integrando no es zero en un punto (xg, Yo, 20) en D y si ademds se hace la suposicién
de que es continuo, entonces el integrando no es cero en una vecindad del punto (xg, yo, 20), asi que con el
mismo argumento para una regién ampliada y por se concluye que el integrando es cero es decir:

or
5 = o1 V2T, (1.2.9)

donde 01 = -Z-.
CppP

Esta ecuacién (1.2.9)) es conocida como la ecuacién de calor[§].

1.2.1. Condiciones de frontera y condiciones iniciales para la ecuacién de
calor

La ecuacién de calor ([1.1.2) tiene muchas soluciones, de modo que para extraer de entre el conjunto
de soluciones una determinada, se establecen las condiciones de frontera [10].

Condiciones de frontera

Para que una ecuacién de calor pueda describir una distribucién de temperatura, es necesario com-
plementarla con condiciones iniciales y condiciones de frontera.

Las condiciones de frontera son condiciones que describen el comportamiento de la solucién y su de-
rivada en los limites de la regién definida.

Bajo esta perspectiva, a continuacién se considera la ecuacion de calor limitada a una region espacial
dada .

T
%—t =oAT (x,y,2) € Q, t>0, (1.2.10)
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donde A es el operador laplaciano.
Es posible encontrar tres tipos de condiciones de frontera; el primer tipo es cuando se presentan valores
de temperatura

T(xV y? Z7t) = f(xﬂ y? Z? t) (:L.7 y7 Z7) E aQ’ t > 07 (1'2’11)

llamadas condiciones de frontera del tipo Dirichlet [11] [4].

Las condiciones de frontera de Dirichlet representan fisicamente una temperatura especifica que puede
ser fija o variar en el tiempo sobre el intervalo en el que se desenvuelven las variables espaciales.

Es posible conocer la derivada normal g% de la temperatura T'(z,y, 2, t) en la frontera 912, es decir

ol (x,y, z,t)
on

esta expresién representa otro tipo de condiciones de frontera que reciben el nombre de condiciones
de frontera de tipo Neumann [I1] [4].

= f(z,y,2,1) (z,y,2,t) € 00. t>0, (1.2.12)

Estas condiciones de tipo Neumann representan a un flujo especifico de calor sobre algin intervalo de
las variables espaciales de acuerdo a las leyes de Fourier. El caso particular en el que

aT(x’ y? z? t)
on

representa una frontera que no permite el paso del flujo de calor. Es decir es una frontera aislada.

=0, (1.2.13)

El tercer tipo de de condiciones de frontera se presentan como una combinacién de condiciones de
tipo Dirichlet y condiciones de tipo Neumann

H(z,y,2)0nT (2,9, 2,t) + T(x,y,2,t) = f(z,9, 2,1) (x,y,2) € 0D, t>0, (1.2.14)

llamadas condiciones de frontera de tipo Robin.

Cabe resaltar que la condiciones de frontera descritas anteriormente, son las que cominmente se
presentan dentro de las aplicaciones, pero es posible encontrar excepciones de mas condiciones de frontera,
tales como: condiciones de frontera mixtas, oblicuas y periédicas [11] [4].

Condiciones iniciales

Son condiciones que se imponen a las soluciones de una ecuacién diferencial parcial respecto a la
variable independiente ¢, suelen presentarse como un conjunto de condiciones de la forma

T =1 (1.2.15)

t=to

Geométricamente hablando, estas condiciones determinan una curva a través de la cual, la superficie
de la solucién debe pasar [11] [4].

1.3. Método de Fourier

El método de Fourier o expansion de Fourier es una técnica que desarrollé Joseph Fourier para resolver
el problema de valor inicial y condiciones de frontera.
El método de Fourier se basa en la técnica de separacién de variables, cuya descripcién se dard maés
adelante [IT].
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Definicién 1.3.1. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea la funcién (-,-) : V x V — C, ésta
recibe el nombre de producto interior en V si cumple las siguientes propiedades para cualquier elemento
vy €Veconn=1,23yaecC

i) (v1,v1) >20; (v1,v1) =0 vy =0;
ii) (v1,v2) = (v2,v1);
iii) (awp,v2) = a(v1, v2);

iv) (v1 + v, v3) = (v1,v3) + (v2,v3),

al par conformado por (V, (+,-)) se le llama, espacio producto interior.

Definicién 1.3.2. Sea V un espacio vectorial real o complejo, se define la norma en V' como la funcién
[|-]]: V — R, la cual satisface las siguientes propiedades:

i) ||1)1H >0siv < 0;
i) |lavi]|| = |a|||jv1]|Va € C,v12 € V;

iii) [Jor + val| < [for]| +[[v2]], Vw12 €V,

Al par compuesto por (V, || -||) se le conoce como espacio normado.

Sea V un espacio vectorial normado respecto a la norma inducida por el producto interior, V recibe
el nombre de espacio pre-Hilbert y utiliza el prefijo pre, pues solo basta que V sea completo para que sea
un espacio de Hilbert, por lo tanto se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.3.3. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto escalar (u, v)
y que es completo por la norma (u,u)'/? [2].

Ejemplo 1. El espacio L*()) con producto escalar:

es un espacio de Hilbert.
Definicién 1.3.4. Se llama base Hilbertiana a toda sucesién e,, de elementos de H tales que[2]:

» |e,| =1 para todo n, (em,e,) = 0 para m,n con m #n

= El espacio vectorial generado por los (e,) es denso en H.

Ejemplo 2. En L?() se utilizan con frecuencia bases especiales formadas por funciones propias de un
operador diferencial por ejemplo la base de funciones propias:

([Zra) =1

n

(2wt =1

n

o también:
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A continuacion se hard una breve descripcion del método de separacion de variables para ecuaciones
en derivadas parciales y después se muestra un ejemplo bésico de su aplicacién.

Como primer paso se busca una solucién para la ecuacion diferencial parcial homogénea, identificada
como solucioén separada o solucién producto

T(x,t) =V (t)P(x),

esta debe satisfacer las condiciones de frontera y condiciones iniciales que se asocien al problema; a
partir de esta expresién se obtienen soluciones separadas para V() y P(x), que deben ser soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias, de tal manera que sean més sencillas de desarrollar en comparaciéon
con la ecuacién diferencial parcial.

Ulteriormente se utiliza el principio de superposicién que proporciona soluciones mas generales a partir de
la solucién producto, estas soluciones generales se expresan como una suma infinita de funciones separadas
que reciben el nombre de series de Fourier; como tltimo paso se calculan los coeficientes de estas series [11].

Aplicacion del método de separacién de variables a un problema de conduccién
de calor en una dimensién con distintos tipos de condiciones de frontera

Ecuacion de calor con condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas

Para comprender mejor el método de separacion de variables se considera un problema de conduccién
de calor para una barra recta uniforme cuyo material es homogéneo y de longitud a; la barra es suficien-
temente delgada de modo que el calor se distribuye equitativamente sobre la seccién transversal en el
tiempo ¢, ademas los lados de la barra estan aislados de modo que no pasa calor a través de ellos.

El modelo para el problema se expresa de la siguiente manera:

dT (z,t) UdQT(x, t)

= <zx< 1.3.1
7 FrCE 0<z<a, t>0, (1.3.1)
T(0,t) = 0, t>0, (1.3.2)
T(a,t) =0, t>0,
T(x,0) = f(x), 0<z<a, (1.3.4)

donde o es la constante de difusividad térmica.

El objetivo sustancial del problema de conduccién de calor es encontrar una solucién T'(z,t) que sa-

tisfaga la ecuacién diferencial ([1.3.1f), la condicién inicial ((1.3.4) y las condiciones de la frontera (1.3.2)),

(1.3.3]) correspondientes a las condiciones que plantee el problema fisico.

Para solucionar la ecuacién (1.3.1]) se utilizard el método Fourier de variables y se buscara las soluciones
no triviales, en otras palabras las soluciones que no son idénticamente nulas de la ecuacién ([1.3.1), del
tipo

T(z,y) = P(2)V (1), (1.3.5)

de modo que sustituyendo en la ecuacién (1.3.1) y calculando la derivada de cada miembro de la
ecuacién con respecto de t y con respecto de x, se obtiene:

dv (t) d*P(x)
P = t)——— 1.3.
()= =i = (1.3.6)
asi que al separar variables se llega a
1 dv(t) 1 od*P(x) (137)

V(t) dt P(z) dx?
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Dado que x y t son variables independientes y la igualdad debe cumplirse para cada una de éstas,
entonces la unica posibilidad es que cada uno de los miembros sean igual a una constante fija A, que
recibe el nombre de constante de separacién, de modo que

1 dV(t) 1 od?P(x)

= =\ 1.3.8
V() dt P(z) dx? ’ ( )
de donde surgen dos ecuaciones
1 dv(t)
— = = 1.3.
V(t) dt ’ (1.3.9)
1 od*P(x)
—— = =, 1.3.10
P(z) daz? ( )
en las que P(z) satisface las condiciones de frontera
P(0) =0, (1.3.11)
P(a) =0, (1.3.12)

convirtiéndose en un problema de valores propios y que se resolvera a continuacion.
De (|1.3.10) se tiene que:

d*P(z)
dxz?

Asi que, multiplicando en ambos lados de la ecuacién anterior por P(z) e integrando sobre dz, se
obtiene:

= \P(z), (1.3.13)

/a 0% - P(z)dx = )\/a |P(x)|*dx, (1.3.14)
0 0

dx?

después, integrando por partes sobre el intervalo [0, a)

dP(z) :_ /0“ (dljii:v)f _ 2/0“ \P(x)|2dz, (1.3.15)

dz
puesto que P(a) = P(0) =0

P(z)

a dP a
a/ @) _ —)\/ |P(z)[2dz, (1.3.16)
0 dx 0
para que la igualdad se cumpla, A debe ser negativo, asi que es posible expresar A = —a?. Entonces
d’P
o dx(f) +a2P(z) = 0, (1.3.17)

por lo tanto

P(z) = Acos (3‘2) + Bsin (3‘2) , (1.3.18)

para que se cumplan las condiciones de frontera P(a) = P(0) = 0, entonces A = 0.
Siz=a

P(a) = Bsin (j;) =0, (1.3.19)

de lo anterior se deduce que

% = nr, (1.3.20)
entonces
2,2
a2 =20 (1.3.21)
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por lo tanto, para n > 1 las funciones propias asociadas a a? se pueden expresar como:
nwx
Py (z) = By sin ( T ) : (1.3.22)
a

Por otro lado, la solucién para la ecuacion estd dada por:

V(t) = Cpem o), (1.3.23)

y dado que la sucesién P, (z) es una sucesién de funciones propias asociadas a los valores propios o,
conviene una notacién de la siguiente manera:

P, (x) :anen(@), con n=1,23, ..,
a

Vo (t) = Cne*"("Tﬂ)Qt con n=1273..,

por tanto, una solucién del problema es:

T(z,t) = P(x)V(t) = Cre sin(——), (1.3.24)

Conn=1,2,3,... y C,, una constante arbitraria.

Después, con base en el principio de superposicion, del cual se sabe que cualquier combinacién lineal
de las soluciones T;, también satisface la ecuacion diferencial, se tiene que:

=3 Coe 7 sen (M), (1.3.25)
n=1 a
la cual, satisface la condicién inicial

T(x,0) ZC sen( mr:c

y por lo anterior se observa que f(x) se puede expresar términos senoidales

nmx
Z C), sen —

es decir, es posible encontrar los coeficientes C, de la serie, los cuales reciben el nombre de coeficientes
de Fourier.

Asi que para iniciar con el calculo de estos coeficientes se toma un nimero natural m y se multiplica
la expresiéon f(z) por la funcién propia sen(™*) para después integrar cada lado, término a término
sobre el intervalo [0, a]

/Oa sen(

dmfZC / sen( x)sen(@)d:ﬂ,
a a

despejando C,,
o sen(™r2) f(x)da

Iy sen(m”) sen (XL ) dy’

Cp =

y tomando en cuenta la siguiente relacion de ortogonalidad

a 0 o
/ sen(mﬂm)sen(@)dx = { b% m7n, ,
0

a _
) S1m=mn
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se obtiene:

2 [® mmx
Cn = - d )
/0 sen( ) f(z)dx

a a

que son los coeficientes de Fourier en la solucién de la ecuacién ([1.3.1]), que estd dada por

T(x,t) = %Z( /0 scn(m;m) f(x)dx)eﬁ(%)%sen(?), (1.3.26)
n=1

Condiciones de Neumann

Siguiendo con el problema (1.3.4) se establecen las siguientes condiciones de frontera:

dT'(0,t)
= 1.3.2
. 0, (1.3.27)
dT (a,t)
= 1.3.2
= 0, (1.3.28)

presentando un problema de conduccién de calor cuyas condiciones de frontera son del tipo Neumann.
Para resolver este problema se utiliza el método de separacion de variables como en el caso precedente,
de tal manera que se propone que la solucién sea expresada en forma de producto de funciones respecto
de las variables independientes = y t .

Para este caso, solo basta buscar soluciones P(x) del problema de valores propios , es decir,
hay encontrar valores \ para los que P(x) no es idénticamente cero.
Veamos que de la expresién
od?P(x)
dx?

que es es la misma que en el caso anterior, se deduce nuevamente que A toma valores negativos es decir

A=—a’y que Pa) = Acos (%) + Bsin (3;) (1.3.29)

d}(';(xx) _ _iy/;l o (%) N 072 cos (jﬁ;) (1.3.30)

asi que para que se cumplan las condiciones de frontera ((1.3.27)) y (1.3.28)), dl;i“) = %g)) = 0 entonces
A=0.
Sizx=a

ademas e

dP(a) _aB (0‘“) _o, (1.3.31)

se deduce que

% = nm, (1.3.32)
entonces
O"I’L27'('2
o = — (1.3.33)

2

< se pueden expresar como:

por lo tanto, para n > 1 las funciones propias asociadas a «

nmwx

P,(z) = B, COS(T), (1.3.35)

asi que la solucién para ([1.3.1)) con las condiciones de frontera (1.3.27) estd dada por una serie de
soluciones
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nro nm

T, (z,t) = Bue o )yt cos(;) (1.3.36)

de modo que al utilizar el principio de superposicion se tiene que:

T (x,t) = By + Z Bpe o (e’ cos(n—w)7 (1.3.37)
n=1 a
ademads , si t = 0 se tiene
T(z,0) = f(z) = By + i By, cos(™0), (1.3.38)
a

n=1

pero, para obtener la solucidon general es necesario encontrar los coeficientes de Fourier B, y By asi
que, multiplicando ambos lados de ([1.3.38)) por cos(™%) se obtiene

a

mmnx mmnmx

)= Z B, cos(?) COS(T),

(=) cos(

a

e integrando sobre [0, a]

| eos™IE) = 37 By [ cos( "2 cos( ),
0 ot 0

a
ademaés tomando en cuenta la relacién de ortogonalidad

/ cos(mﬂx)cos(w)dx = {2 sim#n
o a a

. )
bl S1m=—mn

se obtiene que

2 [° nTT
B,=2 /O F(a) cos("20), (1.3.39)
y
B(] = :;Aa f((E)diE (1340)
por lo tanto
T(z,t) = i/oaf(m)dx + an = [z /Oaf(m) Cos(m;m)} e—o(%>2tcos(%) (1.3.41)

Condiciones peridédicas

Otro problema de gran importancia y que resulta interesante conocer, surge al considerar la ecuacion
de calor ([1.3.58]) con condiciones periddicas, es decir

OT(—a,t) _ 0T (a,t)

T(—a,t) = T(a,t); 1.3.42
(~a,t) = Ta ) = - (13.42)
Retomando la ecuacién
d*P(x)
——— = AP(z),
e (x)
nuevamente deducimos que la constante A\ toma valores negativos, es decir, que A = —u? y que ademds,

como ya se vio en los casos anteriores

P(z) = Acos (\‘7;) + Bsin (3;) (1.3.43)
de modo que para que cumpla las condiciones de periodicidad ([1.3.42))
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Acos (\%) + Bsin (jg) = Acos (7;) — Bsin (7;) (1.3.44)

— Aasin (j;) + Bacos <3§) = —Aasen <\/a;) — Baccos (\7;) (1.3.45)
asi, de ([1.3.44)) se deduce que

aa
2Bsin | —— | =0 1.3.46
sin (2\5) , ( )
y de (|1.3.45))
aa
2Aasin | ——= | =0 1.3.47
acsin <2\/5> , ( )
por lo tanto
dn m
o? 5 (1.3.48)
por lo tanto las funciones propias asociadas al valor propio « para n > 0 son:
2nmx . 2nmx
Qn(z) = Acos + Bsin , (1.3.49)
a a
cuando A = 0 resulta que
P’ (x) =0, (1.3.50)

entonces P(z) = D + ¢z, asi que evaluando en las condiciones de frontera (|1.3.27)) y (1.3.28]) se tiene:

D + ¢(a) = D + ¢(0), (1.3.51)

entonces ¢ = 0 de modo que P(z) = D, que también satisface la propiedad de la derivada respecto a

la variable z. Asf las funciones propias respecto al valor propio a2 se pueden desarrollar como series del
. . 2 2
conjunto {1,sin (227) , cos (227%)}

Asi para cada valor propio A, corresponde una funcién propia de la forma

Po(z) = Ay cos("22) + B,y sen( 22, (1.3.52)
a a
por lo tanto la solucién es de la forma
T, (z,t) = A, cos(n )+ By, sen(mm)e_”(%)%, (1.3.53)
a a

y por el principio de superposicion es posible escribir

Z [Ay, cos( )+ B, sen(mrx)] —o ()% (1.3.54)
a
Si ademads se sustituye la condicién inicial, se obtiene
= nm nwx

T(x,0) = = A, B, 1.3.55
(2.0) = f() = D ldncos(*G) + Bysen ) (13.55)

de donde se buscaran los coeficientes de Fourier. Observar que el lado derecho es una serie de Fourier,
luego si f(x) satisface las condiciones para que sea reproducible por una serie de Fourier, entonces los A,,
y B, tienen que ser sus coeficientes de Fourier, donde:

A, = é " b ) cos(TT Y da, (1.3.56)
y
Bo= 2 [ ple)sen("™ ) a, (1.3.57)

—a
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Por lo tanto

T,0) = YIC [ f)eos™ ) cos"T0) 4 (- [ pa)sen("T )
n=1 -a —a
sen ("0 oo

Ecuacién de calor con condiciones de frontera de Dirichlet no homogéneas

Supdngase, que las temperaturas de los extremos de una barra se encuentran constantes, es decir las
condiciones de frontera son del tipo Dirichlet

oT (z,t) 082T(a:,t)

S = e (1.3.58)

T(0,1) = 1, £>0 (1.3.59)
T(a,t) = ¥, t>0, (1.3.60)
T(xz,0) = f(x) 0<z<a, (1.3.61)

donde 71 y 2 son constantes y o es la constante de difusividad térmica.
Para obtener la solucién a este planteamiento es preferente reducirlo a un problema més sencillo que
contenga condiciones de frontera homogéneas.

Notemos que la funcién
x
r(@) = (2 =m)7 +t, (1.3.62)

satisface la ecuacién del calor y las condiciones de contorno (|1.3.59) y (|1.3.60)
de modo que

T(x,t) = s(z,t) + r(x), (1.3.63)
Primero al sustituir (1.3.63)) en (1.3.58])

Os(z,t)  9%s(w,t)
ot 0Ox2

Por otro lado al sustituir (1.3.63) en las condiciones de frontera ([1.3.59) y (1.3.60)

s(0,t) = T(0,t) —r(0)
= ti— ((72’71)2+71)
Y1 — N
= 0
s(a,t) = T(a,t) —r(a)
= m- ((72—%)%—#71)
= Y2 =72
0

Por ltimo, al sustituir (1.3.63)) en la condicién inicial (|1.3.61)) se tiene
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S(.I‘,O) = T(I,O) —’I"(l')
T
= flz)- <(’Yz —m) +’Yl)
Asi el problema original se reduce a un problema mas sencillo y queda de la siguiente manera

Os(x,t) _ 0?s(z,t)

o a7 (1.3.64)

s(0,£) =0 t>0, (1.3.65)

s(a,t) =0 t>0, (1.3.66)

s(z,0) = f(z) — ((t2 - tl)g + tl) 0<z<a, (1.3.67)

donde o es la constante de difusividad térmica.
Tomando como referencia la solucién para el problema de conduccién de calor con condiciones de

frontera homogéneas (1.3.1)) se obtiene una solucién similar para (|1.3.64])-(1.3.67)), que se expresa de la
siguiente manera

s(z,t) =Y Bpe o) sin(?), (1.3.68)
n=1

asi que sustituyendo (1.3.68)) en (1.3.63]) se obtiene

2 nmx
)%

N
T(x,t) = [(72 — 71)2 +m]+ Y Bue sin(——=), (1.3.69)

n=1

donde

B =2 (15 = (0 =) % + ) sen("E s, (1370)
0



Capitulo 2

Conduccion de calor en una celda
compuesta por ladrillos unidos con
contacto perfecto

2.1. Planteamiento del problema

Uno de los grandes problemas a los que se ha enfrentado el hombre desde el inicio de su existencia
es de encontrar métodos eficaces para lidiar con los fendmenos naturales. Uno de éstos es el cambio de
temperaturas que en algunos lugares del planeta se presentan de manera brusca propiciando negativas
principalmente problemas de salud y problemas econémicos [3].

En la actualidad existen una multitud de formas que ayudan a la humanidad a lidiar con los cambios
de temperatura a nivel global, uno de estos es el uso de sistemas de calefaccién o aire acondicionado
al interior de la viviendas que tienen la finalidad de regular la temperatura hasta alcanzar un ambiente
adecuado para vivir comodamente, pero estos sistemas traen consigo una desventaja y es el consumo
excesivo de energia que se refleja en un gasto econémico. Para entender mejor el problema se considera
una habitacién que se encuentra bajo la influencia de los cambios de temperatura exteriores y se involucra
un sistema de calefaccién o aire acondicionado al interior, para regular la temperatura hasta lograr un
estado de confort, cuando se alcanza este estado, el sistema de aire se desactiva, después de cierto tiempo
y por influencia de la temperatura exterior, la temperatura de la habitacion pierde el estado de confort
alcanzado, dando paso a la activacion del sistema de aire acondicionado nuevamente, generando un proceso

iterativo.

-
&

74y
NAA AN

714N

Figura 2.1: Habitacion con aire acondicionado y bajo los efectos del clima exterior.

Ante la situacién descrita, se hace un anélisis de la transferencia de calor en una de las paredes de
la habitacién, con la finalidad de conocer como se distribuye el calor y el momento adecuado en que el
aire acondicionado se debe activar. Se hace a través de una pared homogénea que se compone de ladrillos
unidos por contacto perfecto, es decir que no existen irregularidades en la uniéon de un ladrillo respecto
a otro y que las condiciones naturales de contorno, tanto de flujo de calor como de temperatura de las
fronteras de cada ladrillo desaparecen; para ello se hard un andlisis de una regién mas simple y repetitiva
extraida de toda la estructura, una celda.
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2.2. Modelo matematico del problema

La celda Fig.(2.2) se representard por la regién en el espacio Q := (0,a) x (—2,2) x (=%, £), donde

a es la profundidad del ladrillo, b representa el largo y cla atura y cada uno de lados se definen de la
siguiente manera:

Descripcién Condiciones de frontera
Lint == {(a,y, 2) —g <y< 37 —5 <2< £} | Lado interno Dirichlet
Lewt = {(0,y,2) : 7% <y< g, —5 <2< ¢} | Lado externo Dirichlet
Lyer := {(=, g, 2):0<z<a,-5§<2<5} Lado derecho Periédicas
Li.g :=A{(z, —g, z):0<z<a,—§ <z< 5} | Lado izquierdo Periédicas
Lowp = {(2,9,5):0 <z <a, —% <y< %} Lado superior Periédicas
Ling :={(z,y,—5):0 <z <a, —g <y< g} Lado inferior Periddicas

En cada uno de los lados del paralelepipedo €2 se definen condiciones de frontera referentes al evento
fisico, en el caso de los lados correspondientes al eje x se definen condiciones de tipo Dirichlet, que son:
una temperatura constante Tj,; para el lado interior y f(t) que describe la temperatura a lo largo del
dia, para el lado exterior.

Por la forma en que se ordenan los ladrillos en la estructura de una pared y la repeticion continua de la

celda, las condiciones que se definen para los lados derecho e izquierdo correspondientes al eje y son de
tipo periddicas.

z
Lado
superior
I ﬂ
* Lado
4_'externo
=Y -b/2 Y
Lado b/2
izquierdo o
Lado
derecho
Lado ,
interno
a -c/2
I Lado
X -Z inferior

Figura 2.2: Celda conformada por dos mitades de ladrillos y un ladrillo entero.

Y para las condiciones correspondientes a la direccion del eje z se establecen por la estructura de la

celda y la posicién en la que se acomodan los ladrillos, de tal modo que también se consideran de tipo
periddicas. (ver Figura [2.3)

Figura 2.3: Las condiciones de frontera para la direccién z se establecen al considerar condiciones de cada
ladrillo dividido por la mitad de modo que las condiciones de frontera para la celda son las mismas en el
lado superior y el lado inferior, por lo que se consideran como condiciones de frontera periddicas.
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Consideramos las siguientes ecuaciones:

ol (x,y,z,t)  (0°T(x,y,21) N T (x,y,2,t) N T (x,y,2,t)
ot n Ox? 0y? 022 ’

(2.2.1)

_ _ b b
T(a’ayazat):nnta T(O7yazvt):f(t)7 _5 SyS 57 _g SZS ga tZO, (222)
_. b - b ol (x,%,2,t) 0T (x,—%,2,1) c c
T(x,—, 2, 8) =T(x,——, 2.t 1207 7 P27 0<z< ——<z< = (223
@528 =T 5,28, 5L GETT 0<w<a —g<a<f (229
_ c _ c T (z,y,<,t) O (x,y,—%,t) b b
T - t)="T ——t 2 = L2 0<z< ——<y< - (224
(%%2, ) (x?y7 27 )7 82 32’ ) =T a, 2_y_27 ( )
T(z,y,2,0) = To(x,y, 2), (2.2.5)

donde f(t) es la funcién que describe la variacién de temperatura de un dfa (Ver seccién [2.5).

Dado que estamos considerando que las temperaturas en las caras exterior e interior de la pared no
dependen de las variables espaciales y y z, veamos que la temperatura inicial Ty(z,y, z) de la pared tiene
que depender solo de la variable x y encontraremos su expresion.

En efecto, Ty(x,y, z) denota la distribucién estacionaria de la temperatura en la pared y por ello supon-
dremos que satisface la ecuacién del calor estacionaria, es decir

0?Ty  0*T, n 0?Ty

ATo = Ox? + Oy>? 022

=0

y las condiciones de contorno
To((l, Y, Z) = Enh T0(0>y7 Z) = f(O)

Este problema tiene solucién unica y, por lo tanto, si encontramos una solucién que dependa tnicamente
de la variable x ésta tiene que ser tinica solucion.
Pero si Ty dependiera solamente de la variable x, tendriamos que

dQTo(.T)
St =0, (2.2.6)
T()(a) = Tint» To(O) = f(O), (227)
Pero de (2.2.6) se tiene que
Ty(z) = az + 8

y de (2:2.7) se obtiene 8 = f(0) y To(a) = aa + f(0) = Tins, de donde o = L= " s Ty () debe
ser de la forma: .
To(2) = (Tt — F(0) + £(0), (2.2.8)

Pero, una vez que sabemos que Ty(x) tiene la forma , entonces por la unicidad de solucién de
sistema — concluimos que si dicho sistema tiene alguna soluciéon que dependa solamente de
la variable x, ésta tendra que ser una tinica solucién.
Es facil ver que la solucién del sistema - que dependen tunicamente de la variable x
satisface el sistema:
_ o
8TT = 0?)71;, 0<z<a, (2.2.9)

T(0,t) = f(t), T(a,t) = Ty, (2.2.10)
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T(w,0) = To = (Tont — F(0)) = + £(0), (2.2.11)

Notemos que las condiciones de periodicidad y desaparecen cuando suponemos que T no
depende de y ni de z.

Pero es conocido que el sistema m ) tiene solucién tnica que es también solucién tnica del
sistema - la cual, como vemos no depende de y ni de z.

Observaczon Dado que la solucion del sistema no depende de las variables y, z y se
reduce al sistema mas simple — se concluye que, el caso en que los ladrillos estdn unidos por
contacto perfecto es insustancial considerar la celda de la figura[2.9, es decir se pierden las condiciones de
contorno periddicas y la pared completa se comporta como una unidad por lo cual el papel de las ladrillos
se hace irrelevante.

A partir de ahora consideraremos el sistema ([2.2.9)-(2.2.11]) para toda la pared.

2.3. Solucién analitica del modelo (2.2.9)-(2.2.11)

Notemos que el problema (2.2.9)-(2.2.11)) es un problema auxiliar del problema ([1.3.58)-(1.3.61]) salvo
que la condicién de contorno ([1.3.59)) no depende de ¢ (T'(0,t) = 1) mientras que, en nuestro caso, la

condicién de contorno para T'(0,t) = f(t).
Haciendo el cambio de variable

T(x,y,z,t) :T(wayaz,t)*HO(wvt), (2.3.1)

donde .
Ho(,t) = (Tine — (1))~ + f(1), (2.32)

entonces el problema (2.2.1))-(2.2.3) se convierte en el siguiente problema con condiciones de contorno
homogéneas:

oT o*r x df

o TG Vap (235)
T(O,t) — T(a,t) = 0, (2.3.4)
,0) =0, (2.3.5)

Notemos que, a diferencia del problema (1.3.58 m en el que, cuando se hizo el cambio de variable
se obtuvo el problema (1.3.64)-(1.3.67)) para la funcién S(z,t) queda homogénea mientras que,
en nuestro caso, al hacer el cambio de variable de T a T, la ecuacién diferencial ( - que se obtiene
para T no es homogénea.

Del hecho que la solucién del problema ([1.3.64)-(1.3.67]) con condiciones de contorno homogéneas se pueda
expresar en la forma expresaren la forma ([1.3.68)) nos sugiere que una buena base ortogonal en L2(0, a)
para expresar la solucién del problema ([2.3.3)-(2.3.5) es precisamente {sen ("”)}n 1 la cual se puede

ortonormalizar multiplicando a cada lado de la base por factor \/g . Entonces buscaremos la solucién de

— en la forma:
T(x,t) = Z Cn(t)\/gsen (?) , (2.3.6)

Es claro que si la serie en (2.3.6) converge adecuadamente, entonces la funcién T'(z, t) satisface siempre
las condiciones de contorno (2.3.4)).

Se expresard la funcién (1 — £) en serie con respecto a la base ortonormal \/> sen ””) conn > 1de

L5(0,a). En efecto:
Z \/78€H (m;x) (2.3.7)

donde a;, son los coeficientes de Fourier de la funcién 1 —

decir:
2 [ 2
2 [ e (MY e = V2 (235)
a Jo a a nm

T
a

con respecto a dicho sistema ortonormal, es
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sustituyendo (2.3.8)) en (2.3.7) y posteriormente en (2.3.3) se llega a la ecuacién:

oT (z, O*T(x, 2, =1
éf - ag L - PO e () (2:3.9)

en la que la serie en converge en la norma de Ly(0,a).

Ahora se supondra que los coeficientes C,,(t) en son tales que la serie (2.3.6) puede ser derivada
término a término, una vez respecto a t y dos veces con respecto a x, dando como resultado, en cada
caso, una funcién de Ly(0, a) para cada valor de ¢ > 0.

Entonces sustituyendo la expresién de (2.3.6]) en (2.3.9)) se llega a:

\/fi Cutysen (<5) + U\/g (Z)' S0 Cattm®sen (P25) = =2 ) 30 Len (10,

n=1

y agrupando convenientemente se llega a:

i [C{l(t) +o (2)2 n?C,(t) + \T/jjaf’(t)] \/zsen (?) =0, (2.3.10)

YVt > 0, Vz € [0, a]
Entonces del hecho que \/gsen (%) es una base ortonormal en L2(0,a) de (2.3.10) se deduce que

VI

nm

2
Cl(t) +o (f) n2C, (t) + L2 f/(t) = 0; vt >0, > 1, (2.3.11)
a
Pero notar que, cada una de las ecuaciones (2.3.11]) es una ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden para la funcién C,,(1).
Como ademds se tiene que cumple la condicién inicial (2.3.5)), entonces al evaluar en ¢ = 0 la expresién
(12.3.6) queda que:

de donde, nuevamente, por ser \/g sen (%) una base ortonormal de Ly(0,a) se concluye que

Cn(0)=0 Vn > 1, (2.3.12)

Resolviendo ahora cada una de las ecuaciones (2.3.11)) en la condicién inicial (2.3.12), es facil ver que
la solucién es:

V2 [T (2 e

nm 0

Entonces, finalmente, la solucién T'(z,t) del problema (2.3.3])-(2.3.5)) se expresa en la forma de la serie
(2.3.6) donde los coeficientes C,, se calculan mediante la férmula (2.3.13))

Para este trabajo es de interés la solucién T(x, t) del problema original ([2.2.1)-(2.2.4)), pero ésta se obtiene
a partir de la solucién T'(z,t) utilizando la férmula (2.2.11)).

Cp(t) = 1/ (r)dr, (2.3.13)

A continuacién se verd una expresién analitica explicita para la funcién f(t) que reproduce de forma
bastante realista lo que ocurre en la trayectoria diaria de la temperatura durante la primavera-verano en
un pais como México.

Esto nos permitird obtener una expresién concreta para la solucién T'(x,t) del sistema —.

2.4. Una expresién analitica para la funcién f(t)
Se supondrd ahora que f(t) se comporta de forma periédica con un periodo de un dia, o sea 24 horas y

que hay tres horarios en el dia que marcan una diferencia méas o menos significativa en el comportamiento
de la temperatura. Esta ultima suposicién se basa en el hecho cotidiano de que en la madrugada hay
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una temperatura mas fresca que comienza a subir a lo largo de la manana hasta que llega a un valor
maximo en las primeras horas de la tarde y posteriormente comienza a bajar hasta que de nuevo alcanza
un minimo en la madrugada siguiente. Si se miden las 24 horas del dia considerando la hora 0 como las
12 de la noche de un dia y las 24 como las 12 de la noche del dia siguiente, se hara la suposiciéon de que
el minimo se alcanza entre las 5 6 6 de la madrugada y el maximo entre las 2 y 4 de la tarde y asi se
repite periédicamente cada dia, mostrandose un patréon como el de la figura siguiente:

Temperatura de un dia

Temperatura
®

c 1 2 3 4 5 6§ 7 B 9 1 1 12 13 M4 1B ¥ 17 18 19 20 A 2 23 H
Hrs.

Figura 2.4: Grafica del clima de un dia arbitrario.

Un comportamiento de este tipo se reproduce facilmente con una expresion del tipo:

f(t) = fo+ ficos (12> + fasen (E) (2.4.1)

donde los valores se determinan de manera tinica si se dan los valores minimo y maximo de la tempe-
ratura asi como la temperatura en ¢t = 0. Mas adelante se obtendran los valores de fy, f1, v fo partiendo
de mediciones reales de la temperatura a lo largo del dia en ciertos puntos de monitoreo.
Es posible calcular ahora la expresién explicita de los coeficientes en utilizando la férmula para

f(t) dada en (2.4.1]).

Asi se obtiene:

Calt) = Yoo o)t [y [

a3

)T T cos (12) dr — f1 /t o(%)n*r sen (%) dr} ,

Calculando por separado cada una de las dos integrales se obtiene:

-~

posen (38) (30" 4 1288 o (51) eo(B)'n%0 1)

¢
/ 60(5)2"27 cos (m—) dr = 3
0 12 ™ (1 + (M) )

S—
o~
(4]
Q
—
e
N
M
3
[V
3
195}
¢}
B
//~
‘21
—
QU
ﬂ
I
‘»—l
Q
L]
nN
w
¢}
=
—~
=13
-
SN—"
9]
Q
—
SIE]
N~—
3
-
+
/~
—
|
Q
o
193}
—~
Sl
SN—"
B
Q
—
EIE]
~—
3
-
N—

Finalmente queda:

= — (2%(01(221”2; 5 Kmmm f2+f1> <1COS (g) o(z) ) (f2 12(;7r712f1) . (g) ev(ifﬁ}
o (5 ) (e () (5 ()]

(2.4.2)

2.5. Calculo de los coeficientes fi, fi, f> para datos reales de la
temperatura diaria

Tomando de manera general tres temperaturas clave de distintas horas de un dia cualquiera, ¢y =(temperatura
al inicio del dia), @i =(temperatura minima del dia), ¢,q. =(temperatura maxima en el dia) y susti-

tuyendo en (2.4.1]) se obtiene:
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f(0) = fo+ ficos (2;) + fasen (?;T) = ¢o
= fo+f1=1¢0

f( ) fo+f1€0$ <€132) +f2$en <6 > ¢mzn

= fo + ficos (2) +f256n( ) Gmin
= fo+ fo = Pmin

f(14) = fo + ficos (1142 ) + fasen (1142 > Pmaz

observar que —” = 210° = 2% 90° 4 30° por tanto

f) = fo— L2 - 2V

= (bmaw

de modo que el sistema conformado por las ecuaciones anteriores

fo+ fi=¢0
f0+f2 :¢mzn

fl\/> - % = ¢maw7

fo—
tiene por solucién

2¢max + ¢O\/§ + gbmzn
3+V3 ’

fo=

o 2¢maz + d)O\/g + ¢mzn
3+V3 ’

f1=¢o

2¢max + d)O\/§ + ¢m1n
3+V3 ’

f2 = ¢mzn -

de modo que se obtiene:

o 2¢maaz + ¢0\/§ + ¢mzn i 2¢maz + d)()\/g + ¢mzn (tﬂ—>
1) = 543 +<¢’° 543 )COS 2
2¢maz + ¢0\/§ + ¢mzn tm
+ <¢min - 5413 ) sen (12) , (2.5.1)

Para el caso en el que ¢inazr = 25C°, Gmin = 12C° v ¢ = 15C° se obtiene valores para fo = 18. 5925,
f1=-3.5925 y fo = —6.5925, de modo que al sustituirlos en (2.4.2)) se tiene la siguiente expresién:

79.110207n2 —o(=)?n t 43.110207n? e
Co(t) = [((12 +3. 5925) (e (2) 7%t _cos (12>) - (—6. 5925 + (12) sen (12)} *

2ae_”(%)2"2t

mn (14 (122522)°)

(2.5.2)
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2.6. Expresiones analiticas para la temperatura y el flujo de
calor

Como se ha visto, una buena aproximacién de la distribucién de temperatura a través de una pared de
ancho a, hecha de ladrillos homogéneos con conductividad constante fija o viene dada por la expresion:

T(z,t) =T(x,t) + Ho(z,1), (2.6.1)
donde:

Ho(,1) = (Tine = F(H) + £(0), (2:6.2)

con T;,: la temperatura constante que se mantiene mediante un equipo de aire acondicionado en la
habitacién limitada por la pared y

f(t) = fo+ ficos <71r;> + fa2sen <71r;> , (2.6.3)

es la temperatura en la cara exterior de la pared que es calentada por el sol.
Los coeficientes fy, f1 y fo fueron calculados por datos reales y en México en primavera-verano, en una
ciudad como Puebla, toman aproximadamente los valores: fo = 18.5925, f1 = —3.5925 y fo = —6.5925
Ademés T'(z, t) viene expresado por la serie convergente donde los coeficientes C), vienen dados

en ([2.3.13).

Se ha visto que los parametros fo, fi, y f2 toman valores aproximados iguales a 18.6, -3.6, -6.6
respectivamente. Entonces de la expresién (2.4.2)) para los coeficientes Cy,(t), es decir

V2a

_ 2 —o(=)?n%t it 2 tm
0t = gy [ A0 o () (5= ysen ()|
donde z = 1?172”’7 se tienen los estimados:

V2a
mn(l + x?n?)
B (12— ) 2(an| ] + D)
< V2alfo
— mx2nd
V2al fo
mxind
_ V2alfo[3an?
- mxind
_ VEdlfp

Txnd

[Cn ()] < [(f2 = 2n®f1)(1) = (an’fo + f1)(2)]

[(1 —2n?) —2(xn? +1)]

< [zn? 4 2n?]

por lo tanto

(3)(6.6)(v2a)

(12) (%) (%)’

y teniendo en cuenta los valores considerados para a y ¢ para un ladrillo de construccién: a = 01 m,

o =0.52 x 107%m?/seg (Ver tabla [2.1).
Y si se reduce a la escala temporal de horas en que estd dada la funcién f(t) se obtiene que o =

0.187 x 1072m?2 /h y se llega al estimado:

[Cu(t)] <

0.4
|Cn(t)] < P Vn > 1, (2.6.4)

si se utiliza el estimado (2.6.4) junto con la expresién (2.3.6) para T'(x,t) se llega a que T'(x,t) se
puede escribir en la forma:



2.6. EXPRESIONES ANALITICAS PARA LA TEMPERATURA Y EL FLUJO DE CALOR 17

Material Difusividad
2
(")

Aluminio 97.5x10~F
Hierro 22.8x107°
Marmol 1.2x10°6
Hielo 1.2x10°6
Concreto 0.75x10~0
Ladrillo 0.52%x 1076
Vidrio 0.34x1076
Madera 0.13x10°°
Corcho 0.038x107°
Lana de vidrio 0.023x10°
Lana de mineral de roca | 0.022x10~°
Poliestireno expandido 0.035x107°
Poliestireno Extruido 0.026x10°6

Cuadro 2.1: Difusividad térmica de algunos materiales [5].

T(x,t) = i C’n(t)\/g sen (?) + Ry (t, ), (2.6.5)

n=1

donde Ry (z,t) = > " vy C’n(t)\/gsen (222); y del estimado (2.6.4) se llega a que

2 — 1
ENGEIEIRNER SR

n=N+1

Pero es conocido que el resto de la serie de término general % a partir de n = N + 1, se puede acotar
por % donde M es una constante menor o igual a 2 y, por lo tanto, tomando a = 0. 10 m, se obtiene:

3.57
[B(t2)] < 75 (2.6.6)
De (12.6.5)) se deduce que el término Ry (¢, z) puede considerarse muy pequetio si se toma N suficien-
temente grande, por lo cual se puede despreciar el término Ry (x,t) en la expresién (2.6.5)). Por ejemplo,

. . 2 o
hasta considerar N = 2 para que la sumatoria ) = C’n(t)\/% sen (“I%) sea una aproximacién para

T(x,t) con un error menor de 0.4°C.
Es decir que se ha llegado al primer resultado importante de este trabajo y es la siguiente:

La temperatura en cualquier punto interior de la pared a una profundidad z (medida del exterior al
interior) con 0 < x < a puede ser calculada con un error de 0.4°C por la férmula:

2
2 nmx T
T(;&t) = nz Cn(t)\/zsen (T) + (Tmt - f(t))g + f(t)v (267)
donde C,,(t) viene dado por la férmula y fo=18.6, fi = —3.6, f3 = —6.6
Observar que T'(0,t) = f(t) y T(a,t) = Tint

Notar que, utilizando la expresién (2.4.2)) para los coeficientes Cy,(t), se puede escribir la férmula

en la forma:
T(z,t) = 2 22: o, sen (@) sen (ﬂt> + 22:5 sen (ﬂ) cos (ﬂ> B
9 - T — n a 12 — n a 12

~ % S Bae (5" sen (?) + (Tt = F)= + (1), (2.6.8)
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Es fécil ver que se tienen las siguientes cotas:

23 a6 s (P20 | Y2 (2 g 3 < YELID () et

6o

Para los valores estandar de a = 0.1, o = 0.187 x 1072m?/h, fi = —3.6, fo = —6.6, se obtiene la
cota

nmx
z o) 7)1 < 0. 148184 2.6.9
| ZB " sen (MIE) | < 0. 14801, (26.9)

Obviamente la parte derecha de la desigualdad (2.6.9)) es menor que 0. 15 para cualquier valor de ¢ > 0
y, por lo tanto, dado que la expresién (2.6.8]) nos daba una aproximacién de la temperatura T'(x,t) a lo

ancho de la pared para todo t con un error de 0.4°C, si se elimina el % Zi:l Bne_”(%)Q" ! sen ("”) el
término restante en estard dando una expresiéon aproximada de T(z,t) con un error de 0.55°C.
De aqui obtener el segundo resultado importante:

La temperatura en cualquier punto interior de la pared a una profundidad z (medida del exterior al
interior) con 0 < x < a puede ser calculada con un error de 0.55°C, por la férmula:

T(%t) = % [(; Qi SEN (T)) sen (g) + <nz_:1 By, sen (n;rx)) cos (g) +
+ (T = F() + (1), (2.6.10)

donde:

an = ap(a,0) = — (fz—mfl) . By = Bula, o) = — (mefz—i-ﬁ)

n (14 (22322)7) n (1 (L23m2)")

NOTA:Observar que se han efectuado los estimados suponiendo que a = 0.1m pero dado que estos
estimados no son muy senstbles al valor de a, se podria suponer que se mantiene vdlida aun
para valores de a entre 0 y 0.5m, lo que equivaldria a una pared con una profundidad de medio metro, lo
suficiente para poder aplicar a cualquier pared con un error aprorimado de 1°C.

(2.6.11)

Se pasard ahora a encontrar una férmula aproximada para el flujo de calor en la pared interior
correspondiente a x = a.
Se observa que, el hecho de que la solucién del problema original — dependa tnicamente de
la variables x y t nos dice que, en el caso de contacto perfecto, toda la pared se comporta igual que una
celda, ya que desaparecen las condiciones de contorno periédicas en y y en z y, por lo tanto, si se quiere
calcular el flujo de calor en © = a a través de una pared de grosor a por metro cuadrado (medido en
Wats o Vatios/m?), al que se le denotard mediante J,(t), se tiene que:

Jalt) = 09 1)

Pero de (2.6.1)), (2.6.2) y considerando la expresién (2.3.6)), se tiene que:
- ”\[ Z 1) G (1) + L =S8 (2.6.12)

a

Utilizando de nuevo (2.6.4) para C,,(t) se obtiene:

4
nlCa(t) < 22

n?’
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por lo cual, si se expresa (2.6.12)) en la forma:

a o 0’71'\[ Z Jr Tint ; f(O) + QN(t)7 (2.6.13)

donde:

QN _ U7T\/> Z n+1 (t)7

n=N+1

se tiene que

[Qn (1) < 04077[ > . (2.6.14)

27
n
n=N+1

Es también conocido que el resto de la serie de término general % se puede acotar por % donde la

constante M < 2 y de ([2.6.14]) se obtiene:

0.21
|QN( )|— N2 )

donde a y o han sido tomados en un valor estdndar a = 0. 1m, o = 0. 187 x 10~2m?2/h

De se deduce que al eliminar Qy(t) de la expresién para N = 1, se estd calculando
el flujo de calor J,(t) a través de la cara interior de la pared con un error de 0.21 W/m? en cualquier
instante de tiempo.
Si también N = 2, el error serd de 0.0525 W/m? y para N = 3, serfa de 0.023 W/m?.
Por simplicidad de los célculos se considera la aproximaciéon con N = 1 que, de por si, ya es muy buena
y asi se llega a que, si se considera que el ancho de la pared puede variar entre 0 y 0.5 o sea hasta medio
metro, se podra calcular el flujo de calor, medido en W/m? en cualquier instante de tiempo, en la cara
interior de la pared, con un error del orden de 0.2 W/m?, mediante la férmula:

0= (g [ 50) = (5) (500 ) = )]

+ Tint - f(t) + = (1207rf2 + f;) e—o‘(%)2t
a a <1+ (12(771') )

Es facil ver que el tltimo sumando en (2.6.16) se puede acotar en valor absoluto por 0.04e~ 184 y,
por lo tanto, si se elimina de la expresion (2.6.16)), el resto de dicha expresién permite calcular el valor de

Jo(t) en un orden de error de 0.25 W/m?, atin cuando la pared pueda tener un ancho mayor que 0.1 m.
Al fin se ha llegado al siguiente resultado.

(2.6.15)

(2.6.16)

)

El flujo de calor a través de la cara interior de una pared de ancho a > 0, medido en W/m? se puede
calcular en cualquier instante de tiempo ¢, con un error de 0.25 W/m?2, mediante la férmula:

0= (g () ()« (S5 0) = (5)]

+ Tint ; f(t)’ (2.6.17)

Dado que se estd suponiendo que los valores de f; y fo correspondientes a la distribucién diaria de la
temperatura exterior no cambian durante la primavera-verano, se tiene que:

20 1 79. 270 mt 43. 2o 7t
Ja(t):a<1+(12m)2> [( 2 —|—3.6> cos (12>—|—< 2 —6.6) cos (12>]+

+ Lot ; f(t)’ (2.6.18)
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Dado que se ha definido J,(t) = U%(a, t) y el vector unitario en la direccién positiva del eje  apunta
hacia el interior de la habitacién asociada a la pared (ver Fig7 entonces J,(t) denota el valor alge-
braico del flujo de calor que sale de la habitacién, es decir, si J,(t) > 0 entonces el flujo de calor va de
dentro hacia afuera de la habitacién y la habitacién tiende a enfriarse, si J, < 0 entonces el flujo de calor
estd dirigido en direccién contraria, o sea de afuera de la habitacién hacia adentro y la habitacién tiende
a calentarse.

Ast que, si J,(t) > 0 la habitacion tiende a enfriarse y si J,(t) <0, tenderd a calentarse.
Se hard un analisis del signo de J,(t) y para ello se comenzard por transformar la expresién (2.6.17)

a una expresion mas conveniente.
Por simplicidad en la notacién, se denotard x = 22= 4 = -2 Entonces (2.6.17)) se expresa en la forma:
? a? 67

Tt

Ja(t)zJa(t%y’fhfz):—liiny [(fz—xfl)sen (12> + (zf2 + f1) cos (g)] + ( - "

Notar que (fo — zf1)? + (zf2 + f1)* = (ff + f3)(1 + 2?) y para ello, si se denota

xfo+ f1 >
Vita2yfi+ )’

¢z, f1, f2) = arcsen <

se podra expresar J,(t) en la forma:

V z 7 ™ int =
Jo(t) = —xy\/?%zf; sen [¢(x,f1,f2) + 1;] + (T67Tf(t)> i (2.6.19)

A partir de la expresion (2.6.19) se pueden extraer varias conclusiones interesantes.
En primer lugar la habitacién tiende a calentarse si:

(ﬂnt _f(t))V 1+{172

Tt
sen z, f1, + = > , 2.6.20
{¢( fi, f2) 12] TN ( )
y tiende a enfriarse si
t Tint — f(£))V1 + 22
sen {¢(m,f1,f2)+ﬂ] < (Tone = ))2 —|—2x : (2.6.21)
12 6may?\/ i + f5
El flujo de calor se hard igual a cero cuando
mt Tine — FE)V1 + 22
sen |:¢($;f17f2) + ] = Lo = I ))2 = (2.6.22)
12 6rzy?\/ 7 + f3

En las relaciones — supondremos que Tj;,; es una temperatura de confort en el interior
de la habitacién que se mantiene debido a algiin equipo termorregulador (aire acondicionado o calentador)
que funciona mediante suministro de energia.

Haremos un analisis a partir de dichas relaciones suponiendo una temperatura de confort T;,; = 22°C'y
una curva f(¢) para describir la variacién de la temperatura diaria como la descrita en la figura que
corresponde a la situacién de un dia comun de primavera verano en una ciudad como Puebla.

De se deduce que si la pared derecha de esta desigualdad se mantiene menor que —1 en algin
intervalo de tiempo, en ese intervalo siempre tendra lugar esa desigualdad y, por lo tanto, durante todo
el intervalo de tiempo la habitacién tiende a calentarse, por lo que es necesario que esté encendido el
dispositivo termorregulador durante todo ese tiempo para mantener la habitacién en la temperatura de
confort Tj,;.

Pero notemos que la parte derecha de la desigualdad se mantiene menor que —1 durante todo el
tiempo t aunque

_ 67rmy2\/m
@) > Tipe + A (2.6.23)
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Si tomamos el valor de T;,; = 22°C' y los valores para z, y, f1 y f2 dados a lo largo del texto concluimos
que debe ocurrir que
f(t) > 22+ 0.003, (2.6.24)
Si confrontamos esta desigualdad con la gréifica[2.4] llegamos las conclusiones en las cuales no se ha tenido
en cuenta la posibilidad de que la habitacién pueda refrescarse si estd suficientemente ventilada para dejar
pasar el flujo de calor en una u otra direccién.

Asi que en una ciudad como Puebla en verano hay que mantener encendido el aire acondicionado durante
7 horas entre la 1 de la tarde y las 8 de la noche para poder mantener una temperatura de confort de
22°C' en el interior de una habitacién.

Consideremos ahora que la expresién
(E?Lt_f(t))V1+I2 — 1
6rzys/fE + f3 0.003

se mantiene > 1 durante algin intervalo de tiempo en el dia. Entonces durante ese intervalo no podra
cumplirse sino se cumpliria la desigualdad y durante ese tiempo la habitacién tiende a
enfriarse dado que el flujo de calor iria en la direccion del interior de la habitacién hacia el exterior. Pero
entonces el intervalo de tiempo durante el dia en que

F(t) < Ting —0.003 = 22 — 0.003,

el flujo de calor va del interior de la habitacién hacia el exterior y, si observamos la grafica de la figura
24 entonces:

En una ciudad como Puebla se puede apagar el aire acondicionado alrededor de las 8 de la noche,
y mantenerlo apagado hasta el otro dia entre las 12 y la 1 de la tarde del dia siguiente, pues durante
ese intervalo de 16 a 17 horas el flujo de calor sale de la habitacién hasta que se llegue al equilibrio
, el cual se lograra en una temperatura entre 22-0.003°C' y 224-0.003°C, que podemos considerar
de confort. Entonces, de nuevo, entre las 12 del dia y la 1 de la tarde del dia siguiente hay que encender
el aire acondicionado y mantenerlo encendido hasta las 8 de la noche y repetir el mismo procedimiento
de apagado y encendido del aire acondicionado periédicamente.

Finalmente notemos que estas conclusiones podrian cumplirse en otro lugar donde la distribucién
diaria de la temperatura viniera descrita por otros pardmetros diferentes a f; y fo y variaran quizés
los valores de a y o de acuerdo a la forma en que se construyen las casas y los materiales con que se
construyen. Mas aun, el objetivo de estudio serd diferente si la temperatura del medio ambiente fuera
muy baja y se quisiera ”calentar”, en lugar de ”enfriar” la habitacién.

En ese caso podriamos suponer que la expresién es de la forma:

L Lo~ 100, (2:6.20)

con un valor de a que podria ser mucho mayor que el valor 0.003 que se obtiene en nuestro caso. Entonces,
para los valores de t en que la expresion (2.6.26) tomara valores entre —1 y 1, es decir, cuando

Tzint —a< f(t) < T;nt + «, (2627)

habra que ver ademds para cuales de estos se cumple que la funcién

sen |:¢(‘r7f17f2) + 71-‘;:| 5

es mayor o menor que L (Ty,; — f(t)).
Por tanto podemos ver que en los intervalos de tiempo en que ademéas de cumplirse las desigualdades

(12.6.27)) se tuviera que

sen [qﬁ(az,fl,fg) + g} > é(Tmt - f®),

el flujo de calor va del exterior de la habitacién hacia adentro, mientras que si se cumple la desigualdad
en sentido contrario, el flujo de calor iria de la habitacion hacia afuera.

En este caso, ya sea que lo que deseamos sea calentar o enfriar la habitacién, tendria que estar apagado
y encendido el dispositivo termorregulador en muchos intervalos de tiempo y ya no seria practico.
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2.7. Conclusiones

En este trabajo modelamos matema&ticamente la trasferencia de calor en el que una habitacién es
expuesta a temperaturas exteriores variantes con el tiempo e interiores con temperaturas constantes y se
obtuvo una expresion analitica sencilla que describe el comportamiento de la temperatura en cualquier
punto de la pared con un error menor a 0.55°C'. Otro resultado importante al que se llegé fue obtener la
expresion analitica para calcular el flujo de calor en la superficie interior de la pared con un erro menor

a 0.25°W .

Como sabemos en muchas partes del planeta los cambios de temperatura hacen necesario el uso de
aparatos termoreguladores para mantener temperaturas agradables dentro de las casas, pero en muchas
situaciones ésto se hace costoso, es por eso que tomando como base los resultados que se obtuvieron en
éste trabajo, es posible determinar el tiempo necesario en el que se debe encender o apagar algin sistema
termoregulador, asi como los horarios adecuados para ello, con el fin de mantener un equilibrio en la
temperatura de la habitacion, evitar gastos y estar a una temperatura de confort.
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