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Resumen

El presente trabajo de investigacion fue motivado por los errores cometidos por estudiantes de
educacion media superior en la factorizacion de polinomios. Por lo que se hace una recopilacion
de informacion acerca de errores en algebra detectados por diversos autores y se seleccionan los
relacionados con el tema en cuestion, con el propoésito de analizar y comprender los obstaculos que
presentan y, con base en una revisién metodoldgica, dar una propuesta de ensefianza que les facilite
aprehension de conceptos. Después de revisar algunos articulos que hablaban sobre las
factorizaciones, se hace la propuesta de un cambio en la ensefianza, tomando como referencia a
algunos trabajos sobre la instruccion de factorizar con &reas, con la finalidad de que esto pueda
ayudar en las dificultades relacionadas con el tema. Se piensa que al emplear un modelo geométrico
ayude a la abstraccién de las operaciones y que rompan con los obstaculos que se generan con el
simple manejo sintactico de las operaciones. Esto se hace basandonos en la teoria de Duval
cambiando el registro de representacion para que los estudiantes puedan acceder al estudio del
objeto matematico a través de algo tangible como las figuras geométricas. Ademas de esto el uso
del material es a través de un software de computadora desarrollado por Fernando Soto, Edwin
Insuasty y colaboradores del grupo GESCAS de la Universidad de Narifio. Este software
denominado Caja de Polinomios seré utilizado por los participantes de este estudio con actividades
basadas en el aprendizaje significativo de David Ausubel, creando actividades previas a la
interaccidn con el programa para conseguir que los participantes tuvieran las ideas y conceptos
previos en su estructura cognitiva. Este estudio contiene el andlisis de la aplicacion de las

actividades y las conclusiones de esta propuesta.

Palabras clave: Caja de polinomios, factorizacidn, aprendizaje significativo.



Abstract

The present research was motivated by the errors made by high school students in the factorization
of polynomials. Therefore, a compilation of information about errors in algebra detected by various
authors is made and those related to the subject in question are selected, in order to analyze and
understand the obstacles they present and, based on a methodological review, give a teaching
proposal that facilitates the apprehension of concepts. After reviewing some articles that talked
about factorizations, a proposal is made for a change in teaching, taking as reference some works
on the instruction of factoring with areas, in order that this may help in the difficulties related to
the theme. It is thought that by using a geometric model it helps the abstraction of the operations
and that they break the obstacles that are generated with the simple syntactic handling of the
operations. This is done based on Duval's theory by changing the register of representation so that
students can access the study of the mathematical object through something tangible such as
geometric figures. In addition to this, the use of the material is through computer software
developed by Fernando Soto, Edwin Insuasty and collaborators of the GESCAS group of the
University of Narifio. This software called Polynomial Box will be used by the participants of this
study with activities based on the meaningful learning of David Ausubel, creating activities prior
to the interaction with the program to get the participants to have the previous ideas and concepts
in their cognitive structure. This study contains the analysis of the application of the activities and

the conclusions of this proposal.

Keywords: Polynomial box, factoring, meaningful learning.



INTRODUCCION

El rendimiento escolar es un dilema que comprende desde lo individual hasta lo colectivo,
pasando por los alumnos, docentes, instituciones de ensefianza basica, hasta las de
educacion superior y posgrado. A nivel mundial es un reto que todos los gobiernos tienen
que resolver ( Morales et al., 2016, p.1).
Nuestro pais, como otras naciones en el mundo, se encuentra impulsando una Reforma
Educativa de gran calado, cuyo objetivo central es el lograr que todos los nifios y jovenes
ejerzan su derecho a una educacién de calidad, y reciban una ensefianza que les permita
obtener los aprendizajes necesarios para enfrentar los desafios del siglo XXI (Programa de
Estudios Del Componente Bésico Del Marco Curricular Comdn de La Educacién Media
Superior, 2019)
Es por ello que en el primer capitulo de este trabajo de investigacion se aborda el problema desde
el punto de vista de diversos autores que sefialan una clara deficiencia en algebra por parte de
estudiantes de diferentes niveles. Aclarando que es un tema que hay que abordar con una dindmica
fuera de lo tradicional.
En el segundo capitulo se empieza la descripcion tedrica que servira de sustento para proponer una
idea que se pueda implementar en el alumnado de nivel medio superior para auxiliarlos en el
aprendizaje de la factorizacion de polinomios.
En el tercer capitulo se hace la descripcion de la propuesta y las actividades que se llevaron a cabo
para probar la propuesta educativa en jovenes de nivel medio superior.
Posteriormente, en el capitulo 4 se realiza el analisis de los resultados obtenidos en las actividades
para llegar al capitulo 5 con las conclusiones obtenidas de los efectos producidos por el material

educativo.



Capitulo 1

1. Antecedentes tedricos y planteamiento del problema

1.1. Revision de la literatura

Para el apropiamiento de nuevos conceptos, el ser humano comete errores como parte natural del
proceso de formacion de conocimientos, y aprender matematicas no es la excepcion. Dentro del
aprendizaje de las matematicas se generan dificultades que recaen en el transcurso de instruccion
0 el proceso de adquisicion de las nuevas ideas que se van generando. En el desarrollo de ejercicios
que realizan los estudiantes se pueden observar los errores cometidos y también detalles que nos
pueden llevar a las causas. Dependiendo del enfoque que se plantee para estudiar los errores y
dificultades que se presenten en los estudiantes se abordard un tema en particular como la
formacion de conceptos de los alumnos, la manera de ensefiar y los temas que se abordan en el aula
(Garcia, 2010)
En la materia de algebra, se presentan dificultades cuando al estudiante se le presenta una letra
como la representacion de un nimero general, como un elemento que cambia de valor o como una
relacién entre valores. Este paso de la aritmética al algebra marca una referencia en dificultades
matematicas por parte de los escolares. Inicia en la educacion secundaria y continda en grados
superiores dentro del marco curricular.
En el caso del &lgebra, hablando de las letras como nimeros generales, se toca un tema llamado
factorizacion de polinomios, concepto que se abordara en el segundo capitulo de este trabajo, y
cuyo topico presenta diversos obstaculos en la captacidn de los tratamientos necesarios para la
resolucion de operaciones de caracter algebraico. Como lo mencionan Caballero y Juérez (2016):
... los alumnos de nivel superior efectivamente tienen problemas de maduracion, tales
como aplicar parcialmente una formula, omitir signos, desarrollar expresiones algebraicas.
Estos problemas no son de facil solucién, sin embargo, el profesor puede detectar y resolver
si existe la cooperacion del alumno. No obstante, otras veces se han observado problemas
de maduracion de tal magnitud que pareciera que se originaron desde varios niveles

anteriores. (p. 35)



En el trabajo mencionado, se hace referencia a la factorizacion de polinomios ya que, en algunos
casos, es necesaria para realizar la adicién o sustraccion de fracciones algebraicas, entre otras

operaciones matematicas que requieren de un manejo algebraico.

En el articulo de Baltazar et al. (2015), reportan las dificultades de estudiantes de octavo grado (un
equivalente a segundo de secundaria) en la factorizacion de polinomios. Dicho trabajo hace una
descripcion de observaciones relacionadas con las dificultades y errores que presentan algunos
alumnos al enfrentarse a los procesos que son necesarios para factorizar los términos algebraicos
que se le plantean. La mayoria de las equivocaciones cometidas por los estudiantes y que son
expresadas en el articulo estan relacionados con la utilizacion de los signos, el valor que atribuyen
a las letras y a la forma de trabajo en grados anteriores asi como también por la concentracion e
interés por la asignatura; los desaciertos mas frecuentes analizados por los investigadores se dan
por la mala utilizacion e interpretacion de los signos y por la alteracién de las operaciones lo cual
genero conflictos en los estudiantes a la hora de resolver ejercicios.

Un ejemplo lo da Garcia (2010) acerca de errores cometidos en la factorizacion y es, en la
aplicacion parcial de la regla de factorizacion por factor comdn: Este error se presenta cuando el
alumno intenta separar los factores comunes, pero no recuerda el paso siguiente del procedimiento
dejando inconclusa la operacién o no verifica la validez del factor comun, asi como no respetar las

reglas de los exponentes del citado factor.
Otro ejemplo lo da Méndez (2012):

...al factorizar polinomios cuadraticos: primero, no comprenden que deben encontrar dos
polinomios irreducibles, que al multiplicarlos den la expresion original y el segundo
aspecto, encontrar dos numeros, que dependen de operaciones claramente establecidas,
entre los coeficientes del polinomio y que permitan su factorizacion. Estas dos dificultades
no pueden ser resueltas solo considerando el marco algebraico, como se evidencia en el
analisis de los procedimientos y conocimientos que hay que poner en juego al factorizar.
(p.1396)

Los analisis de errores que cometen los estudiantes de matematicas dentro de operaciones
matematicas sirven para observar el aprendizaje del estudiante, darle un seguimiento y en el caso

docente, identifica la problematica acerca de los temas que les presentan mayor dificultad. Ya que



la ensefianza de factorizacion en ambiente de lapiz y papel requiere de reglas que clasifican los
polinomios y necesitan de su manejo sintactico (Mejia, 2010).

De acuerdo con Baltazar et al. (2015), “se deben implementar metodologias que contengan recursos
didacticos y clases tedrico practicas méas dinamicas que despierten el interés en el estudiante y, a

través de esto, lograr que desarrollen habilidades mentales que fortalezcan su aprendizaje” (p.678).

Dentro del tratamiento de factorizacion de polinomios aparecen errores que el estudiante comete,
existe informacion y clasificacion de estos errores, algunos de ellos se mencionan en la seccion

siguiente:

1.2. Errores en algebra relacionados a la factorizacion

Dada tal problematica, se hizo una revision acerca de los errores y dificultades relacionados con el
tema. Heinze (2005) afirma que, aunque se aceptan errores como una parte natural del proceso de
aprendizaje, para los alumnos, es desagradable incurrir en ellos, o ser sorprendidos cometiendo
errores. Sin embargo, el uso de la informacion que nos aportan los detalles encontrados por las
equivocaciones que se cometen, ayuda a pensar en como esta el alumno usando la metodologia que
uno le da, nos ayuda a analizar las deficiencias en temas previos y como estan construyendo su
conocimiento. Los procesos mentales no son visibles, y sélo es posible conjeturar su ocurrencia a
través de manifestaciones indirectas.

Los errores cometidos por los alumnos, la regularidad con que éstos aparecen, los patrones
comunes a que obedecen, son algunos de los elementos que permiten hacer inferencias acerca de
estos procesos mentales, y acerca de las estructuras en que se van organizando los conocimientos
(Del Puerto et al, 2004).

Las causas posibles por las que el estudiante cometa errores en la factorizacion de términos
algebraicos, ademas de la falta de dominio del concepto y de las propiedades de los nimeros reales,
son también de lenguaje matematico utilizado, la comprensién de la escritura algebraica,
comprension del tipo de tratamiento (operacion) que requiera el ejercicio, el manejo de signos, el
manejo de la jerarquia de operaciones, entre otros (Baltazar et al., 2015).

Carrion (2007) menciona las causas de los errores como el lenguaje hablado y la lectura del

ejercicio, dado que es muy diferente la percepcion del estudiante a la del autor. La vision de lo



escrito es otra causa, se refiere a que el alumno identifique el tratamiento para un ejercicio
determinado, como lo es identificar el método de factorizacion. Y en cuanto al tratamiento, el
estudiante debe saber utilizar los recursos conceptuales que le ayuden a resolver el ejercicio de una
manera correcta, esto ya referido a la utilizacion de reglas de signos, leyes de exponentes, manejo
de signos de agrupacion, entre otras. Si el alumno ha desarrollado una correcta comprension de las
operaciones, se reflejard en el niUmero de errores que cometa.

Se realizd una revision de autores que identifican en sus escritos algunos tipos de errores y se
mencionan a continuacion, presentando solo los que se relacionan con el tema de factorizacion:
Del Puerto et al. (2004) citan en su articulo a Radatz (1979) en la descripcion de errores debidos al
lenguaje o vocabulario matemético, manejo de algoritmos, simbolos y la aplicacion de reglas que
se aplican en contenidos diferentes.

Davis (1984) mencionado en Kilpatrick et al. (1998), presenta algunos errores clasicos como son
reversiones binarias (ejemplo: 4 x 4 = 8; 23 = 6), errores inducidos por el lenguaje o la notacion
(Ej. 2 x - x = 2), errores producidos por una representacion inadecuada de las expresiones
algebraicas y asi como la mala interpretacion de reglas, reproduciendo otras reglas.
Movshovitz-Hadar et al. (1987), citados en Kilpatrick et al., (1998), hacen una clasificacion
empirica de los errores, sobre la base de un anélisis constructivo de las soluciones de los alumnos
realizada por expertos. Entre ellas también hacen alusion a interpretacion incorrecta del lenguaje
distinto al comdn, teoremas o definiciones deformados, la falta de verificacion en la solucion y
errores técnicos como errores de célculo, errores al tomar datos de una tabla, errores en la
manipulacion de simbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucion de algoritmos béasicos.
Mejia (2004) hace una revision de literatura con respecto a los errores y los menciona en su trabajo,
algunos son: errores de procedimientos, como el mal uso de la propiedad distributiva, como
(a + b)? = a? + b?. Errores debidos a falsas generalizaciones sobre nimeros, en donde enmarca
que se generalizan reglas o teoremas sin comprender que solo se usa en casos especificos. Errores
ocasionados del paso de la aritmética al algebra, como la lectura de las operaciones (en la aritmética
vertical y en el algebra horizontal), la naturaleza dual de la igualdad (en aritmética para relacionar
un problema con su respuesta numérica y en el algebra como operador y equivalencia), entre otros

como el uso inapropiado de férmulas o reglas de procedimientos.



Carrion (2007, como se cit6 en Baltazar et al., 2015) clasifica 3 tipos de errores como errores de
entrada, errores de operacion y errores de escritura. En estos, enmarca los procedimientos que
realiza el alumno y los tratamientos erréneos con los que el alumno procede en sus calculos.
Garcia (2010), hizo una clasificacion de los diferentes errores detectados en su investigacion, de
los cuales los que interesan para la investigacion son: Errores al realizar operaciones aritmetico-
algebraicas, procedimiento inconcluso: En este tipo de errores, el procedimiento estaba
parcialmente correcto, pero no se termind o se interpretaba de manera incorrecta el resultado.
Procedimientos propios incorrectos e inferencias no validas: errores al transcribir datos, aplicacion
de métodos de tanteo y otras operaciones que aparentemente se realizan por el simple hecho de
desarrollar algun procedimiento. Aplicacion parcial de regla de factorizacion por factor comun:
Este error se presenta cuando el alumno intenta separar los factores comunes, pero no recuerda el
paso siguiente dejando inconclusa la operacion o no verifica la validez del factor comin o por no
respetar las reglas de los exponentes. Asociacion incorrecta de productos notables: En este caso los
alumnos intentan asociar las formas y formulas de productos notables para resolver la operacion.
Uso de la aritmética basica ignorando las reglas del algebra y error de célculo simple.

Jiménez et al. (2012) utilizan el modelo SOLO (Structure of Observed Learning Outcomes)
elaborado por Biggs y Collis (1982, como se citd en Jiménez et al., 2012) para examinar las
dificultades que presentan los estudiantes en el tema de factorizaciones. Clasificandolas de la
siguiente manera: preestructural, uniestructural, multiestructural y relacional. En cada nivel el
estudiante tiene un grado de conocimiento desarrollado, pero carece de otro, cada nivel examina el
avance de complejidad alcanzado.

Como se puede notar, existen extensas investigaciones acerca de las dificultades y errores
cometidos en procesos matematicos y algebraicos. Por lo que se realiz6 una tabla canalizando estos
errores en 4 ejes, que separan a los errores segun los tipos de descripciones que presentan cada uno.
En dicha tabla se han clasificado como:

Errores de operaciones algebraicas: referente a los errores que, descritos en la revision de literatura,
son aquellos que involucran el mal uso de reglas, la interpretacion incorrecta de simbolos u
operaciones, la falta de identificacion de métodos, entre otros.

Errores de naturaleza aritmética: relativos a los procesos de operaciones aritméticas. Como
confusion en los signos, problemas con leyes de exponentes, errores en la multiplicacion o en la

potenciacion.



Errores por errénea interpretacion de conceptos: que son los que se producen al malinterpretar
reglas, confundirlas la no aclarar dudas en el tratamiento de una determinada operacion.
Procedimientos erroneos o mal escritos: son los que se derivan de una mala escritura, propia del
individuo, que puede confundir al momento de la realizacion de sus ejercicios, como escribir mal
un namero, dejar una operacion inconclusa, confundir un exponente con un nimero entero, entre
otras.

La siguiente tabla sintetiza lo descrito anteriormente:

1.2.1. Tipos de errores en la factorizacion

Se hace una separacion para acoplar los tipos de errores encontrados en la revision de la literatura

con sus semejantes, mostrando la siguiente relacion:

Tipo de Error Autores
Errores de operaciones algebraicas
e Interpretacion incorrecta de los simbolos > Radatz
e Mal uso del lenguaje algebraico: > Davis
2x —x =2 » Movshovitz-Hadar et al.
e Asociacion incorrecta de productos notables > Mejia
e No puede identificar el método de factorizacion > Carrion
e Poco dominio de las reglas de factorizacién > Garcia
» Jiménez et al.
Errores de naturaleza aritmética
» Davis
e Reversiones binarias: 4 X 4 = 8 » Movshovitz-Hadar et al.
e Incorrecto uso de las operaciones bésicas > Carrion
e Desconoce las reglas de exponentes > Garcia
Errores por incorrecta interpretacion de conceptos
e Deformacion de principios o de reglas de » Radatz
naturaleza matematica » Davis




e Generalizacion de reglas » Movshovitz-Hadar et al.
o (x—2)(x—-3)=0->x=26x=3 > Mejia
o (x—2)x—3)=2->x=46x=5 > Carrion

e Interpretacion errénea de conceptos > Garcia

e Mal uso de formulas

Procedimientos incorrectos o mal escritos

e Errada representacion » Radatz

e Falta de verificacion en la solucion > Davis

e Desconocen la obtencion de resultados > Movshovitz-Hadar et al.

e Procedimientos inconclusos > Carrién

e Cambia términos en el tratamiento > Garcia

e Sabe a lo que hay que llegar, pero no sabe > Jimenez et al.

como.

Tabla 1. Tipos de errores encontrados en la literatura.

Para corroborar la informacion que se presenta, se hizo la propuesta de examinar a dos grupos de
estudiantes, de nivel medio superior, con un cuestionario diagnostico con el objetivo de encontrar

dificultades mencionadas en la literatura y clasificar sus errores.

1.3. Antecedentes

Revisando trabajos de investigacion y articulos referentes al tema de factorizacion, se encontr6 que
hay estudios en habla hispana que promueven una mejora en la ensefianza de la factorizacion. Se
mencionan tales estudios a continuacion:

o La caja de polinomios de Soto et al. (2005). Quienes ilustran la herramienta didactica,
basados en las ideas del matematico arabe Thabit 1bn Qurra al-Harrani. Esta herramienta
muestra la utilizacion de fichas rectangulares planas para representar polinomios de grado
2, la utilizacion del plano cartesiano como marco de referencia y la union de estos para

realizar operaciones con polinomios.



o Marco figural como medio para factorizar polinomios cuadraticos de Méndez (2012).
Quien en su articulo hace una propuesta de factorizacion de polinomios cuadréaticos bajo la
teoria de Dialéctica Herramienta Juego, basada en trabajos de Regine Douady. Propone un
marco figural que sirve de herramienta para representar un objeto matematico bajo
condiciones establecidas. Este trabajo se realiza con ayuda de figuras geométricas como lo
son cuadrados y rectdngulos relacionandolos con los términos algebraicos.

o Proceso de estudio de la Factorizacion de polinomios mediante el uso de Algeblocks desde
la TAD de Rubio (2013) . En su trabajo de investigacion propone el uso de materiales
manipulativos denominados “Algeblocks” para la ensefianza del algebra basado también en
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD). Que, en sintesis, estudia la actividad
matematica, las condiciones de su difusion y transmision.

o Tabletas algebraicas, una alternativa de ensefianza del proceso de factorizacion de Salazar
et al. (2013), redactan sobre una investigacion basada en los bloques de Zoltdn Dienes,
ademas se basan en la teoria de representaciones semidticas de Duval proponiendo que el
transito de diferentes formas de representar un objeto matematico contribuye a la
aprehension del concepto. Los materiales que desarrollan se enfocan en la factorizacién de
polinomios.

o Guia didactica para el aprendizaje de la factorizacion en estudiantes del CLEI IV del ITM
de Ospina (2015), realiza una investigacion que fomenta la resolucién de problemas de
factorizacion con materiales didacticos manipulativos y se basa en las teorias de aprendizaje
significativo de David Ausubel que trata sobre la asimilacion de conocimientos previos con
los nuevos conceptos.

o Propuesta para la ensefianza de las operaciones bésicas (adicion, sustraccion,
multiplicacion y division) y el proceso de factorizacién de polinomios, con la herramienta
didactica “caja de polinomios”, en estudiantes de grado octavo de la I.E Maria Cano del
municipio de Medellin de Villarroel (2014), en dicho trabajo de maestria hace la propuesta
de utilizar la caja de polinomios propuesta por Soto, para la ensefianza de las operaciones
con polinomios y la factorizacion.

En toda la literatura mencionada, se hace referencia a que los materiales manipulativos sirven de
ayuda para la comprension de las operaciones basicas y las factorizaciones de polinomios. En

perspectiva propia, los trabajos de Viviana Salazar y Gilberto Rubio se enfocan a la utilizacion de



un material manipulativo, basandose solo en el uso representativo. Estos autores establecen la
referencia a Thébit Ibn Qurra en cuanto al disefio y uso de los materiales.

El trabajo de Ospina (2015), establece la creacion de un material para usarlo en las factorizaciones
algebraicas y sus propuestas de manejo las conecta con la teoria del aprendizaje significativo de
Ausubel. Menciona que se basa en los trabajos de Euclides, pero no hay referencia a Thabit o a un
marco de referencia matematico para su uso.

Por ultimo, el trabajo de Méndez (2012) describe un desarrollo de la investigacion muy completo
en cuanto a las descripciones matematicas y su marco de referencia, aunque solo se limita al uso
para la factorizacion de trinomios.

Los trabajos de Soto et al. (2005) y Villarroel (2014) proponen la “caja de polinomios” como
herramienta didactica para el aprendizaje en operaciones con polinomios y factorizacion, que al
parecer se muestra como la clave para lograr un aprendizaje significativo. Este trabajo se ajusta a
las necesidades de los estudiantes, con mayor soporte matematico y con el uso del plano cartesiano
como referencia, permitiendo asi que, el estudiante abarque el uso de 3 objetos matematicos como
son: el uso de términos algebraicos, la geometria euclidiana y el uso del plano cartesiano.

Ante este conjunto de referencias acerca del tema planteamos:

1.4. Pregunta de Investigacion

¢ Qué beneficios o limitaciones tendra la implementacion de la Caja de Polinomios en jovenes de

nivel medio superior para el aprendizaje de la factorizacion de polinomios?

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Determinar los beneficios y limitaciones que se generaran al implementar la Caja de Polinomios

en jovenes de bachillerato con actividades de factorizacion de polinomios.



1.5.2. Objetivos particulares

Disefar las actividades que formen en los estudiantes los subsumidores u organizadores previos
necesarios para la implementacion del material didactico.

Aplicar la herramienta didactica Caja de Polinomios con los estudiantes.

Analizar las ventajas y desventajas del uso de este material didactico.

Presentar el trabajo en un evento académico apropiado para enriquecimiento del mismo.

1.6. Justificacion

El trabajo didactico que se propone tiene el objetivo de apoyar el aprendizaje de los estudiantes de
nivel medio superior, en primera instancia de la ciudad de Puebla y después considerandolo a nivel
regional. EI material no se aparta del marco curricular de bachillerato y contribuye a un tema que
es Util para temas posteriores, ya que es base en otro tipo de conceptos como lo son:

e Solucion a ecuaciones de segundo grado

e Encontrar las raices de funciones polinémicas.

e Operaciones con fracciones algebraicas.

e Determinar elementos en ecuaciones de cénicas en geometria analitica.

e Factorizacion de expresiones en limites.

e Aplicacion de métodos de factorizacion en funciones polinémicas en célculo.

e Aplicacion de métodos de integracion en calculo.

Como lo muestran Caballero y Juérez (2016), se nota que una parte de los errores que presentan
los estudiantes se deben al mal uso de los métodos de factorizacion y a la dificultad de identificar
el tratamiento a usar.

Con lo ya descrito, la presente investigacion intenta generar conocimiento acerca de una propuesta

que sea posible considerar para ayudar a la comprension del tema de factorizacion.



1.7. Método

La metodologia sera un estudio instrumental de casos de tipo cualitativo, donde se utilizara la
descripcion para comprender el estudio de caso. Para este trabajo se desarrollaran actividades para
trabajar con la Caja de Polinomios, la version digital, software desarrollado en la Universidad de
Narifio, y se plantearan ejercicios tomados de los libros recomendados en el plan de estudios de la
Subsecretaria de Educacion Media Superior. En esta fase del trabajo se identificaran los tipos de
tareas y las técnicas que se les plantean a los estudiantes con el uso del software caja de polinomios.
Con estas actividades se pretende observar posibles técnicas que los estudiantes produzcan, asi
como posibles dificultades con la representaciéon de la caja de polinomios, es decir, la valencia
instrumental y semidtica.

Las actividades permitiran revisar caracteristicas del objeto matematico que se esta analizando y
observar como se ve afectado el aprendizaje de la factorizacion de polinomios por el tipo de tarea
que el estudiante realiza. Se aclara que esta observacion hara parte de la ultima fase, donde se
analizaran los resultados de la investigacion.

La poblacion de estudio seran jovenes de nivel medio superior de la region de Puebla y Tlaxcala
que cuenten con computadora, conexién a internet desde casa y las aplicaciones y requisitos del
programa. La via de contacto con los participantes serd a través de la plataforma Zoom ya que
permite la interaccion con las computadoras de los participantes, ellos podran compartir pantalla y
se podra observar lo que realizan, ademas de que la plataforma permite la grabacion de las sesiones
que se llevaran a cabo.

El analisis de resultados se presentara al final con las actividades contestadas por los participantes

y las evidencias enviadas por ellos.



1.7.1. Cuestionario diagnéstico

El cuestionario diagndstico (Anexo 1) se propone con el objetivo de registrar y comparar los
inconvenientes que se presentan con temas previos antes de la factorizacion de polinomios, tal
como se propone en Jiménez et al. (2012):
... en la ensefianza y aprendizaje de la factorizacion de polinomios, los estudiantes deben
comprender correctamente los términos factor, divisor, multiplo, minimo comun multiplo,
maximo comun divisor, monomio, polinomio, binomio, trinomio cuadrado, raiz cuadrada,
factores primos y polinomio irreducible, entre otros. (p.39)
Esta comparacion se hace con base en la revision bibliogréfica acerca de los errores cometidos en
algebra.
El cuestionario consta de 8 ejercicios los cuales fueron extraidos de los libros de la bibliografia
recomendada en el plan de estudios de la Subsecretaria de Educacién Media Superior. Lo que se
pretende averiguar con cada ejercicio es observar el tipo de estrategias y errores en la manipulacion
de expresiones algebraicas.
Parte de los libros recomendados son:
e Allen, A. (2008). Algebra intermedia. México: Editorial Pearson.
e Colegio Nacional de Matematicas (2009). Algebra. México: Editorial Pearson
Educacion.

e Cuéllar, J. (2008). Matematicas | Algebra. México: Mc Graw Hill.

De la relacién con ejercicios y temas, queda la organizacion de los items de la siguiente forma:

Numero de Ejercicio Error a explorar

1,2 Errores de naturaleza aritmética (reglas de signos y

multiplicaciones, ley distributiva, jerarquia de operaciones)

Errores de escritura




3 Algebra. Errores que tienen que ver con una comprension baja
del uso de la variable como nimero general y las operaciones

de sumay resta.

4,6,7 Algebra. Errores con el concepto de leyes de exponentes, la
multiplicacién y division de polinomios, asi como del uso de la

regla de signos.

5,8 Errores con procesos que vienen de algebra como son el
desarrollo de productos notables, el manejo de variables, uso

de exponentes con literales y la regla de los signos.

Tabla 2. Relacion de reactivos diagndstico con errores a explorar.

Los resultados del diagndstico estan en el analisis de resultados de la presente investigacion.



Capitulo 2

2. Marco Tedrico

En este capitulo enmarcamos la propuesta sobre una parte de las teorias que sustentaran el trabajo

de investigacion. Asi como los conceptos matematicos a utilizar.

2.1. Concepto de factorizacion

La factorizacion es un cambio en la representacion de términos algebraicos, representando un
polinomio como el producto de sus factores o divisores.
Aguilar et al. (2015) establecen que factorizar es expresar una suma o diferencia de términos como
el producto indicado de sus factores; éstos se presentan de la forma méas simple. La factorizacion
de términos algebraicos es algo usado en la operacién con polinomios para simplificar operaciones.
En matematicas, la definicion de polinomio es:
P(x) = apx" + ap_x" 1+ -+ a;x +ag
Donde n representa el grado del polinomio.
En el dominio de los polinomios, podemos expresar dos polinomios de la forma:
fx) =apux™ +ap_1x" 1+ +ax +ag
gx) = bpx™ + by x™ 1+ -+ byx + by
Conay,, b, # 0, n=m
De acuerdo con Kurosch (1968), se le llama producto de los polinomios f(x) y g(x), al polinomio:
f@) -gix) =dog+dix+ 4 dppm1 ™1 + dypx™™
Cuyos coeficientes se determinan del modo siguiente:
d; = Z ayb,i=01,..n+m—-1,n+m
k+l=i

Donde denominaremos q(x) al producto de los factores f(x) y g(x).

Dados los dos polinomios q(x) y f(x). Si q(x) se divide (o es divisible) por f(x), entonces el
polinomio f(x) se llama divisor del polinomio q(x). Entendiendo que el polinomio f(x) es divisor

del polinomio g (x) si, y solo si, existe un polinomio g(x) que satisfaga a la igualdad:



q(x) = f(x) - g(x)
Entonces podremos llamar a f(x) y g(x) factores y divisores del polinomio g (x) (Kurosch, 1968).

Si decimos que f(x) y g(x) dividen a g(x), entonces f(x), g(x) # 0.

El concepto de factorizacion se desarrolla de forma operacional desde la secundaria, observandose
como una manipulacion de expresiones, porque antes de realizar cualquier tratamiento, uno debe
de reconocer el tipo de expresion que se va a cambiar, tomando en cuenta que existe un
procedimiento individual para un determinado polinomio.
Por ejemplo, si al alumno se le presenta el término 5x2y, puede saberse que sus factores quedarian
como: 5x2y —» 5-x -+ x - y; pero si se le presentara el polinomio x? + 6x + 9, se descompone en
factores de distinta naturaleza (Méndez, 2012).
Dentro de la clasificacion de factorizaciones, existen varios métodos en la literatura, los cuales de
manera general se pueden clasificar como:
» Factor comdn
» Agrupacion de términos
» Diferencia de cuadrados
» Trinomios, que engloba tres casos, los cuales enumeraré como:
o Caso I: Trinomio cuadrado perfecto: a? + 2ab + b?
o Caso II: Trinomio de la forma: x? + bx + ¢
o Caso IlI: Trinomio de la forma: ax? + bx + ¢
» Suma o diferencia de cubos
Como parte del proceso de factorizar polinomios, un primer paso del estudiante es que reconozca
el tipo de polinomio que tiene a tratar para asi después seleccionar el método o métodos
(dependiendo del ejercicio).
Ante una expresion general, dada o construida por el propio estudiante, éste tiene que
interpretar los simbolos involucrados como nameros generales, los cuales representan
cantidades indeterminadas que no se pueden, ni es necesario, determinar. Tienen que
manipular este tipo de expresiones (por ejemplo, factorizar o simplificar) cuando asi lo
requiere el problema, sin necesidad de asignarle valores especificos a las variables. (Ursini
et al., 2005, p.31).



Como se menciona, las variables tienen usos distintos, como incognitas, nimeros generales y las
relaciones funcionales. En este trabajo se mencionara el uso de nuestras variables como nimeros

generales. Dado que un nimero se puede representar de ciertas formas como:
36 = 62,36 = (9)(4) 6 36 = —

En algebra existen también formas distintas de representar un polinomio. Las distintas formas en

que un polinomio se puede manipular para expresarlos de una manera distinta, dependeran del

dominio y usos de saberes en &lgebra como: reduccion de términos semejantes, multiplicacion y

division de polinomios. Ademas de conocer reglas o leyes que desde la aritmética se manejan, tales

como: reglas de signos para multiplicar o dividir, leyes de exponentes y radicales.
2.2. Teoria de Representaciones Semidticas

Como parte de este trabajo, se propone representar a los polinomios de manera geométrica como
lo plantea Soto et al. (2005) en su investigacion. Usaremos las representaciones geométricas con
la homogeneizacion que realizé Thabit para tener expresiones algebraicas dentro de un marco de

figuras geométricas.

2.2.3. Representaciones

De acuerdo con el diccionario de la Real Academia Espafiola, las definiciones de representacion
que se tienen son:

1) Imagen o idea que sustituye la realidad.

2) En psicologia. Imagen o concepto en que se hace presente la conciencia.

3) En matematicas. Representacion grafica. Figura con la que se expresa la relacion entre

diversas magnitudes.
En la figura 1, podemos notar las diferentes formas de representar el nimero 7, una vez que se
comprende:
7 ese VII
(X N J

Figura 1. Representaciones del nimero 7.



La teoria de representaciones de Duval (1993, como se cit6 en Oviedo et al., 2011) nos dice que:
... “las representaciones semioticas son importantes tanto para los fines de comunicacion como
para el desarrollo de la actividad matematica” (p. 30).
Duval (2006) nos senala que la actividad matematica se realiza necesariamente en un “contexto de
representacion”, la actividad ligada a la produccion de una representacion se le llama semiosis y a
la aprehension conceptual de los objetos matematicos noesis. No hay semiosis sin noesis. En este
planteamiento, una vez lograda la aprehension de conceptos, es posible hacer una representacion
semiotica en diferentes tipos de registros. La formacion identificable de representaciones, en
primera instancia una representacion mental, un tratamiento, que es una transformacion interna y
una conversion que es una representacion distinta al registro original.
Esto nos indica que, al llevar a cabo la representacion de un objeto matematico en distintos
registros, se logrard una mejor comprension de éste. Dado que al pasar de un registro a otro se
pueden apreciar caracteristicas diferentes que no se aprecian en una sola y Unica representacion. Y
para que la aprehension de conceptos se dé, es necesaria una coordinacién entre los diversos
registros.
Segln Duval (1993, como se citd en Oviedo et al., 2011) la adquisicion conceptual de un objeto
matematico se basa sobre dos de sus caracteristicas fuertes:
e EIl uso de més de un registro de representacion semiotica
e Lacreacion y el desarrollo de sistemas semidticos nuevos se constituye en un simbolo de
progreso de conocimiento.
Segun Duval (1998, como se citd en Oviedo et al., 2011), un sistema semiético puede ser un registro
de representacion, si permite tres actividades cognitivas relacionadas con la semiosis:
1. La presencia de una representacion identificable.
2. El tratamiento de una representacion que es la transformacién de la representacion dentro
del mismo registro donde ha sido formulada.
3. La conversién de una representacion que es la transformacion de la representacion en otra
representacion de otro registro en la que se conserva la totalidad o parte del significado de
la representacion inicial...”. Es decir, con dos tipos de registros disimiles, con diferentes

representaciones.



TRANSFORMACION
de una representacion semictica en otra
Juan es 3 anos mayor que Pedro. Juntos tienen 23 anos de edad.
¢ Que edad tienen?

CONVERSION TRATAMIENTO
Cambiando el sistema semiotico (el Manteniendo el mismo
registro) usado sin cambiar los objetos sistema semiotico
indicados X+(x +3) =23
2x +3 =23
X+(x +3) =23 l
2k =23 - 3

!

Figura 2. Transformacion, conversion y tratamiento (Duval, 2006).

Ningun tipo de procesamiento matematico se puede realizar sin utilizar un sistema semi6tico de
representacion, porque el procesamiento matematico siempre implica la sustitucién de alguna

representacion semidtica en otra (Martinez y Hernandez, 2016).

2.3. Aprendizaje Significativo

De las teorias del aprendizaje que existen, analizaremos el material descrito y propuesto en esta
investigacion sobre la teoria del aprendizaje significativo de David P. Ausubel. Esta teoria
establece que para que el aprendizaje del alumno sea significativo dependera de la estructura
cognitiva previa del estudiante (referido como el conjunto de conceptos, ideas que un individuo
posee en un determinado campo del conocimiento, asi como su organizacion) y al material que

debe ser potencialmente significativo. (Ausubel et al., 1983)



Segln Ausubel et al. (1983):
...la esencia del proceso de aprendizaje significativo es que ideas expresadas
simbolicamente se relacionen, de manera sustantiva (no literal) y no arbitraria, con lo que
el aprendiz ya sabe, 0 sea, con algln aspecto de su estructura cognitiva especificamente
relevante (i.e., un subsumidor) que puede ser, por ejemplo, una imagen, un simbolo, un

concepto 0 una proposicion ya significativos. (p. 41)

Por asimilacion, entendemos el proceso mediante el cual “la nueva informacién es vinculada con
aspectos relevantes y preexistentes en la estructura cognoscitiva, proceso en que se modifica la
informacion recientemente adquirida y la estructura preexistente”(Ausubel et al., 1983, p.71).
Esto implica que, las nuevas ideas, conceptos y proposiciones pueden ser aprendidos
significativamente en la medida en que otras ideas, conceptos 0 proposiciones relevantes estén
adecuadamente claras y disponibles en la estructura cognitiva del individuo y que funcionen como
un punto de "anclaje” a las primeras. El subsumidor préacticamente no se modifica, la nueva

informacidn se hace parte de esa estructura de conocimiento.

Aprendizaje
Significativo

Interaccion de
ideas y nueva
informacion
dentro de la
estructura

Subsumidor: cognitiva

Aprendizajes
previos
dentro de la
estructura
cognitiva

Nuevos
conceptos

adquiridos

Figura 3. Esquema del aprendizaje significativo.



De acuerdo con la teoria de Ausubel, estos conceptos previos del estudiante que se hacen presentes
cuando se esté aprendiendo un nuevo conocimiento le ayudaran a relacionar las nuevas ideas.

En caso de ser necesario el docente tendria que previamente, construir organizadores que le sirvan
de anclaje para ensefiar el nuevo concepto (Ospina, 2015). Se espera con esto, manipular la
estructura cognitiva con el fin de facilitar el aprendizaje significativo, y que sirva de puente entre
lo que el aprendiz ya sabe y lo que él precisa saber. Los organizadores previos pueden ser

discusiones, demostraciones, videos, experimentos, ejemplos cotidianos, etc.

2.4. La Caja de Polinomios

El material utilizado se denomina “Caja de polinomios”, €s una herramienta didactica que, de
acuerdo con Soto, F. et al. (2005), permite el desarrollo del algebra de polinomios.
La Caja de Polinomios conjuga los aportes de cuatro matematicos famosos:

e Euclides, quien con su libro de Los Elementos y la proposicion 43 del Libro | permite la
construccion de fichas rectangulares de distintas dimensiones, pero de igual area y que se
apoya en la proposicion 34 del mismo texto en la que demuestra que cualquier diagonal de
un paralelogramo lo divide en partes iguales; asi mismo se utiliza una nocién comun en la
cual Euclides asevera: Y si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales™.

e EIl segundo matematico es Théabit Ibn Qurra al Harrani, mateméatico dedicado a la
contemplacion de las cantidades y quien de manera generosa presenta el concepto de
homogeneizacién, concepto que permite tratar a los polinomios a través del manejo de las
areas de rectangulos, atendiendo a las dimensiones de la base y de la altura.

e Por ultimo, el juego extiende su aplicacion a polinomios con coeficientes negativos con la
utilizacion del plano cartesiano, cuya creacion aparece referida a Pierre de Fermat y a René
Descartes (Villaroel, 2014).

Los autores rescatan el pensamiento matematico de Thabit Ibn Qurra. Thabit al observar que una
ecuacion cuadratica de la forma x2 + px + g = 0, no adquiere una representacion geométrica
adecuada por la imposibilidad de sumar areas con longitudes y con puntos. Thabit propone utilizar
una unidad de medida p para expresar la ecuacion anterior como x? + pux + qu? = 0, con lo cual

ésta puede interpretarse geométricamente como suma de areas.
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Figura 4. Idea de homogenizacién de Thébit (Soto et al., 2005).

Esta imagen sintetiza la idea de la homogenizacion de Thabit, dando origen a los rectangulos
x2,x,1. Con estos rectangulos basicos es posible representar geométricamente un polinomio

cuadratico con coeficientes enteros.

De esta manera podremos representar geométricamente un polinomio x? + 4x + 4 como:

11 X

Figura 5. Representacion de un polinomio con figuras rectangulares (Villarroel, 2014).

Sin embargo, existe la situacion de representar polinomios con coeficientes negativos. Ante este
escenario Soto et al. (2005) proponen en su trabajo la utilizacién del plano cartesiano como un
sistema auxiliar para la factorizacion de términos negativos. Los autores mencionan que las areas
de los rectangulos gque se ubiquen en el primer o tercer cuadrante se consideran con coeficientes
positivos y los que se ubiquen en el segundo y cuarto cuadrante se consideraran con coeficientes

negativos.



() 1(+)

lI(+) V()

Figura 6. Tablero de la caja de polinomios (Villaroel, 2014).

Con este complemento auxiliar ahora podremos representar el polinomio —2x? + 3x — 1 como:

1ne) 1(+) 1ne) 1(+)

. 1 :

mi(+) () I (+) V()

Figura 7. Representacion del polinomio —2x2 + 3x — 1 (Villaroel, 2014).

Con esto se constituye que el material logra hacer la transformacion de las expresiones algebraicas
utilizando un registro con figuras geométricas, obteniendo la conversion y utilizamos un sistema

para hacer los tratamientos necesarios para las operaciones.

Para esto, el material que se propone consta de cuadrados y rectangulos que se relacionan por medio
de la longitud de sus lados, y hallar el valor del area de las figuras sirve para la representacion de
los términos algebraicos, por lo que los estudiantes iran relacionandolo en su estructura cognitiva

por asimilacion dado que son temas que el estudiante ya ha visto en grados anteriores.



Los conocimientos previos para el desarrollo y utilizacion de los materiales que se pretenden en
esta investigacion, son los conceptos de area de figuras planas, el plano cartesiano y escritura de
polinomios.

Desde la educacidn basica y media se ha ensefiado el concepto de areas y perimetros de figuras
geomeétricas con férmulas, donde las letras representan la longitud de los lados de una figura, éstas

ya son una representacion algebraica con operaciones basicas.

Areas y perimetros de figuras geométricas

- c Perimetro:a + b + ¢

“ b-h
Area: ES

Perimetro: 4L
Area: 12

Perimetro: 2L + 24
Area: L x A

L

Figura 8. Areas y perimetros de algunas figuras geométricas.

Al ir realizando este tipo de actividades, se pretende que el estudiante vaya relacionando sus
conceptos previos de geometria con los de algebra basica. El objetivo se centra en que pueda
manejar hasta dos tipos de representaciones y que, al ir relacionando la herramienta con las figuras
de cuadrados y rectangulos, ademas de la obtencidn de areas, este material le dard un aprendizaje

significativo.

Este material fue desarrollado por Fernando Soto y ampliado después por José Martin Villarroel.
Ambos trabajos contienen las aplicaciones ludicas y guias de implementacion para su uso. De
acuerdo con Ferndndez y Ocor6 (2015) la “Caja de Polinomios es un proyecto colectivo de
docentes y estudiantes de la Universidad de Narifio encabezado por Oscar Fernando Soto y Librado
Jacome” (p.23); su principal fundamento es la resolucién de problemas algebraicos,

especificamente operatividad con polinomios y su factorizacion, dando a conocer las ventajas que



trae su uso al ser acogido por las comunidades estudiantiles tanto de bachillerato como de los

primeros semestres de las universidades. De este proyecto se desarroll6 una version digital.

2.4.1. La Caja de Polinomios GESCAS. Version digital

Fernando Soto, Edwin Insuasty y Jesus Insuasti, profesores adscritos a los grupos de investigacion
GESCAS y Galeras.NET de la Universidad de Narifio, disefiaron una version digital que fue puesta

a disposicion de la comunidad educativa. (Ferndndez y Ocoro, 2015)

Esta version fue presentada en diferentes eventos de caracter local, regional y nacional, con gran
acogida entre los interesados en innovar estrategias didacticas en el aula de matematicas y puede
ser solicitada al correo electronico FSOTO@UDENAR.EDU.CO (Villaroel, 2014).

Esta herramienta digital tiene sus bases en la Caja de Polinomios y uno de sus principales objetivos
es servir como recurso para el trabajo dentro y fuera del aula, ademas de promover actitudes
positivas hacia las matematicas, propiciar la participacion, la integracion y vencer los obstaculos
emocionales responsables del aburrimiento; permitiendo ver las matematicas de una manera muy
viva, llena de interés (Fernandez y Ocord, 2015).

Este software es el instrumento que utilizaré para auxiliar en el tema de factorizacion, y se
desarrollaran actividades con los estudiantes para analizar el alcance sobre el avance de la

comprension del tema.

2.4.2. La instalacion e interfaz del programa

El software fue solicitado al Dr. Fernando Soto Agreda y provisto a través de la monitora de
flexibilidad curricular Alejandra Patricia Hernandez Alvis. Este software se descargo e instal6 para
ser explorado y usado.

En primera instancia, los archivos estan en extension .rar (Roshal ARchive), por lo que se necesita
de un programa (WIinRAR o 7Zip para sistemas Windows y iZip para sistemas iOS, u otro similar
que sirva para tal efecto) para descargar los archivos.

El software se puede abrir tanto para sistemas operativos Windows y sistemas iOS, en Windows

se puede usar programas como Flash o Internet Explorer para abrir los archivos que estan en


mailto:FSOTO@UDENAR.EDU.CO

formato .swf (small web format). Cuando se inicia el demo de la caja de polinomios, casi siempre
en Internet Explorer “pregunta” (dependiendo de las configuraciones del navegador de internet), si
desea desbloquear algunas acciones que el programa necesita para poder funcionar, a esta pregunta
se debe responder o seleccionar permitir contenido bloqueado.

En los sistemas iOS, el paquete de archivos trae una version en HTML (HyperText Markup
Language), que al igual que en los sistemas Windows, se puede abrir para acceder a la ventana de
inicio del programa.

La Caja de Polinomios

ESCAS

UNIVERSIDAD DE NARINO

La Version 1.0 de este Demo, incluye operaciones Suma, Resta, Multiplicacion,
Division y el proceso de Factorizacion de polinomios hasta de grado 3. La Caja de
Polinomios real trabaja con grados superiores y con polinomios de dos variables.

CONTINUAR

Programacion : EDWIN INSUASTY L
Version 1.0

Figura 9. Ventana de inicio del software.

2.4.3. Tutorial

Una vez iniciado, se debe presionar el boton continuar para acceder al tutorial, a la pantalla
siguiente que muestra las fichas que contiene el programa y las pestafias que tiene el tutorial, como
se muestra en la figura 10.
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Las fichas de la Caja de Polinomios son rectangulos o cuadrados y se caracterizan por
las medidas de sus lados y la medida de su area. El valor del area se indica en la parte
central de cada ficha y se tomara como su valor algebraico.

1

2
K')( ‘2 x ‘I

:
L

Figura 10. Mena del tutorial.

Los tutoriales son explicativos y contienen animaciones graficas para ayudar a la comprension de
las operaciones con la caja. Una vez que se encuentre dentro del tutorial, el docente debe ir guiando
al estudiante por las secciones que marca. Para el estudio del presente trabajo, son necesarios los
tutoriales de fichas, multiplicacion y factorizacion para que el estudiante vaya conociendo la

interfaz del programa.

2.4.4. Las Fichas

Para la creacion de fichas dentro de la caja de polinomios de Soto y Villarroel se debe tomar en
cuenta los teoremas 34 y 43 de Euclides para construir fichas de igual area, pero de diferentes

dimensiones. Esto lo desarrolla Villarroel (2014) de la siguiente manera:

2.4.4.1. Demostracion

Para atender a la demostracion, se construye un rectangulo, después se traza una recta que lo corte

diagonalmente por los vértices. Una vez que tenemos dos areas iguales se prosigue a trazar dos



rectas perpendiculares que se intersecan con la diagonal trazada. Este paso nos llevara a tener 6

nuevas areas como se muestra en la figura 11:

Al e d / A 7
p 7 //
> > A
e v
P 5 7

Az Ay~ Ag

p
/ a0 4

Figura 11. Demostracion (Villaroel, 2014).

Dado que A; = A,,entonces A; = Az + A, + Ag Y A, = A, + Ag + Ag

Por lo tanto A; + A, + A5 = A, + Ag + Ag. Teniendo también que A; = A, y A5 = A, entonces
A7 = A8'

De esta manera se demuestra la posibilidad de crear fichas de misma area, pero de formas

diferentes. Soto et al (2005) mencionan que:

...la ficha correspondiente a x2 puede reemplazarse algebraicamente por una ficha
rectangular de lados x2 y 1. Asi mismo, la representacion geométrica de x3 que corresponde
a un cubo de arista x puede transformarse, a partir de la aplicacion inversa de la idea de
Thabit, en un rectangulo cuyos lados son x? y x. En este sentido, el proceso de
homogeneizacion se puede generalizar a grados superiores. (p. 93)

Los autores crean también un esquema para darse una idea de cémo seria la creacion de fichas de

grados superiores:



Dimension | X %2 x
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Figura 12. Esquema para fichas de grados superiores (Soto et al., 2005).

Tanto en el trabajo de Fernando Soto como en el de Villarroel se muestran las limitaciones y el
alcance de este material, en el caso del software, este fue disefiado para que se pudiese trabajar con
polinomios de la forma P(x) = ax? — bx + ¢ con a, b, c enZ, es decir polinomios de segundo

grado en una sola variable con coeficientes enteros.

2.4.4.2. Las fichas del Software

Las fichas que utiliza la version virtual, representan cuadrados y rectdngulos cuyas areas estan
representadas en el centro de color rojo. Las longitudes de los lados de las fichas estan con tintado

negro.

Figura 13. Fichas del software Caja de polinomios Grupo GESCAS.



Como se menciond, el planteamiento anterior muestra que se pueden construir dos fichas de la

misma area, pero de dimensiones diferentes:

Figura 14. Ejemplo de fichas con misma area, pero distinta forma.

Las operaciones en la herramienta didactica, tanto para la multiplicacién, division y factorizacion,

se basan en la construccion de figuras rectangulares alrededor del origen de coordenadas.

Cada ficha individual puede enlazarse con otra que comparta la misma longitud de lados. De esta
manera se pueden formar los rectangulos. Los colores en el contorno de las fichas sirven de ayuda

para identificar los lados correspondientes con otra figura, como lo muestra la figura 15.

Figura 15. Enlace de fichas por la longitud de los lados iguales.

2.4.5. Entrar al DEMO digital y botones



Para poder acceder al DEMO digital (la version demostrativa de la Caja de Polinomios), se debe

hacer clic en el icono superior derecho “Entrar al DEMO” como se Ve en la figura 16.
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Las fichas de la Caja de Polinomios son rectangulos o cuadrados y se caracterizan por
las medidas de sus lados y la medida de su area. El valor del area se indica en la parte
central de cada ficha y se tomara como su valor algebraico.
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Figura 16. Ventana del tutorial, sefialando el icono para acceder al DEMO.

Una vez dentro del DEMO, podrén leer la breve introduccion acerca de la caja de polinomios, con
las instrucciones, una ventana de ayuda y un panel del lado derecho que contiene las fichas, una
seccidén de operaciones y procesos que contiene las operaciones que podemos realizar en el
programa, un apartado para procedimientos, otro para escala y un icono de bote de basura. Se debe
seleccionar un boton de operaciones para acceder a un tablero, para fines practicos, se seleccionara

el botén de Factorizacion dado que es el propoésito de esta investigacion.
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Figura 17. Ventana del DEMO, panel derecho y seleccion del botdn Factorizacion.

Esto nos llevara a una ventana con un tablero con el mismo panel del lado derecho, que funciona
como el menu de opciones del programa, en la seccion de procedimiento se debe oprimir el botdn

Escribir para empezar colocar las fichas como se muestra en la figura 18.
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Figura 18. Tablero y seleccion del boton Escribir.

Una vez realizada esta operacion, las fichas cambiaran de un color opaco a un color vivo, indicando
que las podremos seleccionar.



Para colocar las fichas en el tablero, primero de debe de dar un clic sobre la ficha que quiera colocar
en el tablero, la ficha sobresaldra de las demas y hay que seleccionarla manteniendo presionado el

botdn izquierdo del mouse o touchpad sobre la ficha y arrastrarla hacia el lugar que elija dentro del

tablero.
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Figura 19. Seleccién de fichas.

Una vez colocada una ficha en el tablero, notara que en la parte superior izquierda del tablero se

visualizard el polinomio que forme.

- P(X) = X

W
=

L]
Operaciones
(]
(]
(]
8
Procedimiento
|
[ CH«
(o)
Escala

1172 314ls

A
BASURA

Figura 20. Colocacion de ficha y lectura en el tablero.



El boton Operar dentro de la seccion de Procedimiento del menu del software, se presiona después
de haber formado un polinomio, sirve para fijar el polinomio escrito en la parte superior izquierda
y en la parte inferior derecha aparece en rojo lo que debemos de obtener de la operacion como total.
El boton de Nueva Oper. (abreviado como Nueva Operacion), nos regresa a la ventana inicial del
demo de la Caja de Polinomios, empezando nuevamente una operacion.

El botdn de escala sirve para cambiar el tamafio de las fichas, siendo 1 la escala menor y 5 la mayor

escala que se puede tener dentro del tablero.
P(X) = 2X® + 3X2-X -4

Figura 21. Escala 1.

P(X) = 2X® +3X2-X -4

Figura 22. Escala 5.



El icono de BASURA sirve para desechar las piezas de méas que hayamos colocado en el tablero o
simplemente para descartar fichas. Basta con seleccionar la ficha y arrastrarla hasta este icono,

soltar la ficha y en automatico desaparecera de la ventana.

Figura 23. Eliminacion de una ficha.

2.4.6. Tablero

El tablero que utiliza el software caja de polinomios emula a un plano cartesiano, por lo que esta
dividido en cuatro regiones (cuadrantes) y a cada region le asignara un signo (positivo o negativo)
a las fichas. Por lo que los cuadrantes I y 11l dotaran de signo positivo y los cuadrantes Il 'y 1V

dotaran de signo negativo.

Figura 24. Tablero de la caja de polinomios.

Como lo explican Soto et al. (2005) y Villarroel (2014), las fichas se colocan en cada region para
representar los signos que correspondan a los términos de un polinomio, por ejemplo, para

representar en el tablero el polinomio 2x2 — 3x + 1, se puede establecer como:



P(X) = 2X2-3X + 1
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Figura 25. Representacion del polinomio 2x? — 3x + 1.

De acuerdo con Villarroel (2014), las fichas deben de estar contenidas en su totalidad dentro de la

region del tablero para que represente su signo.

2.4.7. Concepto de ceros en la Caja de Polinomios
Definicion: Propiedad invertible de la adicion de nimeros reales, Villarroel (2014):

Sea (R,@) el conjunto de los numeros reales sobre el cual se define la operacion de adicion.
La operacién @ cumple que:

Vx ERIyERtalquex y=0=yPx
La anterior definicion significa que a todo namero real le corresponde un Gnico nimero real tal que
su suma tiene como resultado el elemento neutro (cero). Cada uno de estos nimeros se conoce
como el inverso aditivo del otro o en ocasiones también es Ilamado el opuesto.
Esta propiedad se utiliza en la Caja de Polinomio de tal manera que, al colocar fichas de misma

area en cuadrantes de signo opuesto, se anulan por la propiedad. Es decir que si coloco una ficha



en el cuadrante | (+) y otra ficha de mismo peso en un cuadrante negativo (Il o IV) se anulan al
sumarse.

Esto se puede representar en el software de la siguiente manera:

P} = 26

Py =

b)
Figura 26. Acomode de las fichas para representar ceros en pantalla.

Al colocar dos fichas de mismo peso x? (figura 26-a) en el mismo cuadrante, en la pantalla aparece
la suma de ellas 2x2. Al colocarlas en cuadrantes de signos opuestos, la suma nos da un cero (figura
26-b). Noétese que, en la parte superior izquierda de la pantalla, en la figura 26-a, aparece la
operacion, pero en el tablero de la figura 26-b, no aparece nada, dando a entender que la funcién
de esto en el tablero es representar la suma de fichas y respetando los signos de los cuadrantes en
los que se hallen.

Esta propiedad se debe de tomar en cuenta para se pueda atender dudas que surjan en los ejercicios

posteriores debido a esta propiedad.

2.4.8. Construccion de rectangulos en la Caja de Polinomios

Para las operaciones de multiplicacién y factorizacion en la Caja de Polinomios se realiza
construyendo una figura rectangular o cuadrada con la union de fichas individuales. De acuerdo
con Soto et al. (2005) la base es uno de los factores lineales y la altura el otro, las fichas se unen
como rompecabezas encajando con lados que tengan la misma dimension, y completando el
rectangulo con las fichas que sean necesarias.

Para la construccion de los rectangulos, se necesitan que las fichas se relacionen por sus lados,

como se muestra en la figura 27.



Figura 27. Unidn de fichas.

Notese que los lados de las fichas coinciden por la longitud de sus lados y que las fichas del

software tienen colores en los lados para su identificacion.
Las fichas deben de colocarse empezando por el centro del tablero, que es considerado como el

origen y extendiéndose por los ejes, de la siguiente forma:
P(X) = 2X® +X2-3X +1

Figura 28. Colocacion de fichas en el tablero.

Dado que la factorizacion es reescribir un polinomio como el producto minimo de sus factores, la
operacion tiene una relacion con la multiplicacion, por lo que la caja de polinomios utiliza la

construccion de rectdngulos para factorizar expresiones algebraicas.



2.4.9. La multiplicacién de polinomios en la Caja de Polinomios

Dado que vamos a buscar los factores de un polinomio, es necesario repasar el concepto de una
multiplicacion de polinomios. En esta seccion y como es mencionado anteriormente, se debe de
construir una figura rectangular, la base correspondera con uno de los factores y la altura con el
otro.

Ahora, para la construccion de rectangulos, se hace uso del concepto de signos en los ejes del plano
cartesiano, en el cual esta basado el tablero. Por lo que la construccion del término que represente
la base del rectangulo estara apegado al acomodo de fichas sobre el “eje x” del tablero y la altura
al acomodo sobre el “eje y”. De manera que del origen y hacia la derecha se tomard como
longitudes positivas y hacia la izquierda como negativas. Para la altura se considerara del origen
hacia arriba como longitudes positivas y del origen hacia abajo como negativas.

Por ejemplo, para multiplicar los términos (2x — 1)(x + 1), debemos de seleccionar cual de los
dos sera la base de la figura y cuél la altura. Tomaremos a 2x — 1 como base, por lo que para
construirla debemos de tomar dos fichas con valor de area de x y una ficha de area igual a la unidad.
Estas fichas las colocaremos sobre el eje X, de tal forma que las dos fichas de x queden del origen
hacia la derecha, para que las longitudes de sus lados de x se consideren como positivas y la ficha
de 1, del origen hacia la izquierda para que el lado se considere como negativo, como se ve en la
figura 29.

Figura 29. Colocacién de la base 2x — 1.



Ahora debemos fijarnos en el eje vertical (eje Y) para la construccién de la altura x + 1, como
podemos observar en la figura, las fichas que colocamos como base tienen una altura de 1, sin
embargo, del centro hacia arriba se consideran longitudes positivas y del centro hacia abajo
negativas sobre el eje vertical. Por lo que esto se considera como altura —1, entonces subiremos la

construccion para lograr que la altura sea +1, como se muestra en la figura 30.

Figura 30. Altura de la construccion igual a: +1.

A partir de esto seleccionaremos una ficha con valor de &rea x y que tenga de lado x correspondiente

a la altura que empatara con el eje vertical, como se muestra en la figura 31.

Altura = X +1

Figura 31. Altura de la construccion igual a x + 1.

Teniendo formadas la base y altura, procedemos a completar el rectangulo con las fichas que calcen

correctamente, es necesario observar los lados de las figuras para realizar esta accion.



Altura = X +1

Figura 32. Completando la figura rectangular.

Una vez completada la figura, es necesario hacer una revision de fichas de igual valor de area que
estén colocadas en cuadrantes opuestos, dado que representan ceros. Eliminamos estas fichas (si
las hay) como las fichas de x en nuestro ejemplo. Solo eliminaremos dos fichas como se muestra

en la imagen.

Figura 33. Eliminacion de ceros.

Ahora leeremos el polinomio resultante, segun los valores algebraicos de las fichas y los cuadrantes

donde se encuentren, teniendo el resultado: 2x? + x — 1.

2.4.10. Factorizacién de polinomios

Un concepto que se debe entender en esta seccion es lo que Soto et al. (2005) llaman el “encuadre
minimal”, entendido como la representacion del polinomio en el plano cartesiano, a partir de la
cual es posible completar un rectangulo por agregacion del minimo nimero de parejas de fichas

que algebraicamente sumen cero.



Este proceso se basa en la construccion de figuras rectangulares o cuadradas con las fichas y en
caso de ser necesario, hay que agregar pares de fichas (dos fichas de valor algebraico igual pero
ubicadas en cuadrantes distintos, como rosa y azul) que sumen cero para no alterar el polinomio

original.

Por ejemplo, haremos la factorizacion del polinomio 2x2 + x — 1, por lo que primero de deben de
colocar las fichas que representen a este polinomio e iremos formando una estructura rectangular

amanera de “esqueleto”, desde el centro del tablero, tratando de que sea una figura minimal, viable.

Comenzaremos con el primer acomodo de fichas, como se muestra en la figura 34.

Figura 34. Primer acomodo de fichas.

En este primer acercamiento a la formacion de la figura rectangular observamos que, las fichas
efectivamente representan al polinomio 2x2? + x — 1, pero para completar la figura rectangular no
se ocupara el minimo de fichas, dado que ocuparemos 4 y solo dos fichas quedarian en cuadrantes

opuestos.

Continuamos con un segundo acomodo.



Figura 35. Segundo acomodo de fichas.

Esta forma de acomodar las fichas es efectivamente viable, ya que solo se ocuparan dos fichas de
valor X y que se podran hacer cero al colocarlas en cuadrantes distintos en el tablero. Por lo que se
forma la estructura correcta, dado que utiliza el minimo de fichas (minimal) y el par de fichas que

se agregaran se haran cero, es viable. Quedando completado como queda en la figura 36.

Figura 36. Rectangulo completo.

El resultado de la factorizacion seria la lectura de la longitud de su base y altura, quedando como
x + 1 como la base y 2x — 1 como altura, asi concluiremos que la factorizacion del polinomio

2x2+x—1es(x+1)(2x —1).

Como segundo ejemplo se factorizara el polinomio x3 + 1. Como en el ejemplo anterior, lo

primero es empezar a formar la figura rectangular con las fichas. Cabe mencionar que las fichas de



x3 no tienen lados que coincidan con lados de la ficha 1, por lo que habra que colocarlas tocandose

Gnicamente por el vértice, como se ve en la figura 37.

P(X) =X + 1

L]

Figura 37. Primer acomodo de fichas para x3 + 1.

Como se puede observar en la figura 37, las fichas que completarian la figura son de valor de area

x2y x, por lo que la figura queda de la siguiente manera:

Figura 38. Completando espacios.



Una vez colocadas estas fichas, se debe pensar en la posicién donde se colocaran sus fichas
opuestas, ya que debemos colocar otras 2 fichas de valores x2 y x, pero en cuadrantes negativos
(en las zonas rosas). Lo que lleva a pensar en utilizar una ficha cuadrada de area x?2, para que al
colocarla utilizando el cuadrante rosa de la izquierda, quede colocar una ficha de x y asi cumplimos

que la estructura sea minima y viable.

Figura 39. Factorizacion del ejemplo x3 + 1.

Como podemos apreciar en la figura 39, la forma rectangular esta completa y los factores son x? —

x + 1y x + 1 como resultado de la factorizacion del polinomio x3 + 1.

2.4.10.1. Consideraciones de la Factorizacion

En la Caja de Polinomios, es posible factorizar polinomios en Z, siempre que se pueda armar una
estructura rectangular con el minimo de fichas, lo que Soto et al. (2005) llama minimal y que las
fichas que se tengan que agregar sean colocadas en cuadrantes distintos formando ceros, lo que se

le llamard viable.



Tomando en cuenta estos dos aspectos, no es posible factorizar el polinomio x? + 1 en Z, dado que
ninguna representacion permite agregar fichas que determinen ceros para formar la forma
rectangular, como se muestra en las figuras 40 y 41.

Figura 40. Primer intento de representar x2 + 1.

Figura 41. Segundo intento de representar x? + 1.



Capitulo 3

3. Implementacion del software y de actividades

Aunque el trabajo consiste en proporcionar una alternativa didactica para la ensefianza de la
factorizacion de polinomios, resultd interesante realizar una prueba piloto con el fin de
experimentar, de cierta manera, qué tan viable es la propuesta. Para ello se propusieron unas
actividades a estudiantes de nivel bachillerato.

Inicialmente, las actividades fueron planeadas para aplicarse en una escuela de forma presencial,
pero debido a la contingencia sanitaria por COVID-19, se tuvo que realizar con un grupo de 10
participantes, todos estudiantes de nivel bachillerato de edades entre los 15 y 18 afios, de diversas
instituciones como: Colegio de Bachilleres del Estado de Puebla planteles U-06 y U-15,
Preparatoria Lic. Benito Juarez Garcia BUAP, Preparatoria Lic. Enrique Cabrera Barroso BUAP,
Colegio de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos del Estado de Tlaxcala plantel 15, Benemérito
Instituto Normal del Estado, entre otros.

Las actividades se realizaron a través de la plataforma Zoom, el cuestionario de organizadores
previos y la encuesta de experiencia de los participantes se hizo por Formularios de Google y el
contacto con los estudiantes fue a través de correo electrénico y en algunos casos via WhatsApp.
La propuesta esta estructurada en tres fases: Asimilacion del material y manejo de la interfaz del
programa, Aplicacion de ejercicios y Encuesta de la experiencia.

Los trabajos de Soto y Villarroel estaban dirigidos a auxiliar en el aprendizaje de operaciones
basicas con polinomios como suma, resta, multiplicacion, division y factorizacion. Sin embargo,
la atencion de este trabajo de investigacion es solo a la factorizacion y las clasificaciones
propuestas.

Se empez6 con informacidn previa para el estudiante como los conceptos de area y cambios de
representacion, el uso del plano cartesiano con las fichas que utiliza el software, la multiplicacién
de términos algebraicos y la formacion de rectangulos para la factorizacién. Ademas de que se
estard enfocando en factorizar términos reducibles o factorizables sin tomar en cuenta los

polinomios con raices imaginarias, 0 con nimeros racionales.



3.1 Obtencion de areas de figuras planas. Organizador Previo

El objetivo de la actividad es que los estudiantes identifiquen y relacionen las variables con los
lados de los poligonos, que puedan proponer otras y dar la formula correspondiente al area de cada

figura. Es decir, que puedan hacer sus representaciones y aplicar el tratamiento.

3.1.1 Area de un cuadrado

El &rea de un cuadrado se obtiene al multiplicar la longitud de sus lados iguales y de forma general
se obtiene como el cuadrado del valor de sus lados, es decir, si se tiene un cuadrado tiene de lado
2cm, el area de dicho cuadrado es 22 = 2 X 2 = 4cm?. Si el cuadrado tuviera 3cm de lado, su
area seria 32 = 9c¢m?, y si tuviera 4 cm de lado, seria 42 = 16cm?. De forma general n? representa
el area de un cuadrado cuyo lado sea n.

Esta longitud representada por la literal n, puede cambiar dependiendo del autor, pero la obtencion
del area se mantiene igual. De forma geométrica, podemos representar la obtencion del area de un

cuadrado de las siguientes formas:

2 l l2 2

nl n x| X

n [ X

Figura 42. Diferentes representaciones del area de un cuadrado.

3.1.2 Area de un rectangulo

El area de un rectangulo se obtiene al multiplicar la longitud del largo por el ancho de la figura, o
en diversas literaturas, la base por la altura. Es decir que si tenemos un rectangulo de 3 cm de base
y 9 cm de altura, su area se obtiene como A = 3 x 9 = 27cm?. De forma general, en diversos
textos de geometria, podemos representar la medida de la base de un rectangulo como b y la altura

como h, teniendo como formula para obtener el area de un rectangulo A = bh.



Estas longitudes representadas por las literales b, h, pueden cambiar dependiendo del autor, pero
la obtencidn del area se mantiene igual. De forma geométrica, podemos representar la obtencion

del area de un rectangulo de las siguientes formas:

h| bh x| xy 1| «x

b y X

Figura 43. Diferentes representaciones del &rea de un rectangulo.

3.1.3 Area de figuras planas

Unificando esta informacidon, se comprende que los lados de una figura plana se pueden generalizar
con literales para la obtencion de areas de manera general, y que esta implicito en las formulas.
En esta primera actividad, se les da a los estudiantes una lista con figuras geométricas y sus
férmulas correspondientes para hallar su area, esta tarea la dividiremos en dos apartados. En la
primera parte se le da al estudiante cinco figuras similares a las contenidas en su formulario y se le
pide que determine el area de estas.

Por ejemplo:

(nb)c
2

Area: A =
Donde:
n = Namero de lados del poligono

b = Lado del poligono
¢ = Apotema

Figura 44. Formula para el area de un pentagono (formulario).



Escribe la formula que determinaria el area de la siguiente figura:

Formula del area de la figura:

Figura 45. Ejemplo de la primera actividad.

En la segunda fase, se le da al estudiante la misma figura, pero sin literales en los lados, pidiendo
que cambie las longitudes de la figura por letras diferentes a las anteriores y que determine la

férmula que corresponde al &rea de esta nueva figura:

[ ]
L] L]

Formula del area de la figura:

[ ]

Figura 46. Ejemplo de la segunda actividad.

El objetivo de esta actividad es que es estudiante pueda expresar las areas de distintas figuras
cambiando las formas de representar las longitudes de las mismas. Esta actividad se esta
considerando como un organizador previo para usar las fichas de la caja de polinomios.

La informacion completa de este cuestionario se encontrara en los anexos.

3.2. Sesion 1: Interfaz del programa

La interfaz es el mecanismo o herramienta que posibilita esta comunicacion mediante la
representacion de un conjunto de objetos, iconos y elementos graficos que vienen a funcionar como

simbolos de las acciones o tareas que el usuario puede realizar en la computadora. En este caso, la



forma en que podrén interactuar los participantes con el software Caja de Polinomios y sus diversos
iconos.

Previamente a los participantes se les envié el programa en formato .rar para que lo instalaran en
sus computadoras. En sesiones previas se resolvieron dudas con respecto a la instalacion debido a
que habia quienes tenian un sistema operativo Windows y quienes tenian un sistema iOS. Una vez
que se logré que los participantes tuvieran instalado el programa en sus computadoras y que
pudieran compartir (via zoom) sus pantallas mostrando la pantalla de inicio con el logo de
GESCAS, se continud con la primera sesion de actividades.

A los participantes se les informo que las sesiones en zoom serian grabadas bajo su consentimiento,
que compartirian su pantalla en el momento que se requiera y que debian mandar capturas de
pantalla de las actividades, que ellos realizarian, con datos como su escuela de procedencia y su

grado escolar.
3.2.1 Tutorial

Se les explicd a los estudiantes que el programa cuenta con un tutorial explicativo, con animaciones
y ejemplos, pero para efectos de la investigacion, solo se les fue guiando por los tutoriales de fichas,
multiplicacién y factorizacion. Se les comento que si ellos lo deseaban podrian seguir explorando

las demas pestafias en forma independiente.

Shovarhi
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Las fichas de la Caja de Polinomios son rectangulos o cuadrados y se caracterizan por
las medidas de sus lados y la medida de su area. El valor del area se indica en la parte
central de cada ficha y se tomara como su valor algebraico.
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Figura 47. Ventana y pestafias del tutorial.



Para la primera sesion se les explico, con el tutorial, las fichas que se utilizarian, la relacion que
existe entre los lados de las fichas, su area y los colores de las fichas. Y es en esta parte donde se
les hace la explicacion de que pueden existir dos fichas de misma area, pero de longitudes
diferentes, como se explicé en el capitulo 2, gracias a los teoremas de Euclides.

También se incluye una breve explicacion acerca del tablero, se profundizard més acerca del uso
del tablero en la segunda sesion, pero es aqui donde veran que en las zonas azules del tablero las
fichas toman valores positivos y en las zonas rosas valores negativos.

Incluye, ademas, una animacion de la union de dos fichas y su lectura de longitudes con respecto

a los ejes centrales del tablero, que en la segunda sesion se explicara.

3.2.2. Entrar al DEMO y formar un polinomio

Después de haber visto el tutorial de fichas se procede a ingresar al DEMO digital de la caja de
polinomios, dando un clic al icono que aparece en la parte superior derecha con la leyenda “Entrar

al DEMO” como se ve en la figura 48.

La 33 e Polin®Mios

Las fichas de la Caja de Polinomios son rectangulos o cuadrados y se caracterizan por
las medidas de sus lados y la medida de su area. El valor del area se indica en la parte
central de cada ficha y se tomara como su valor algebraico.
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Figura 48. Ventana del tutorial, sefialando el icono para acceder al DEMO.

Una vez dentro del DEMO se les dirige a abrir un tablero, para fines préacticos, se les indica que
abran el tablero correspondiente a factorizacion ya que es el que estaremos trabajando como

objetivo central dentro de las actividades.



LA CAJA DE POLINOMIOS
Este Demo de la Caja de Polinomios pernite
jugar con polinomios hasta de tercer grado.

Nl-=
o TR

Con la caja real se pueden operar polinomios Operaciones
hasta de cuarto grado en una variable y y procesos
hasta de grado dos en dos variables. “
La ventana flotante de AYUDA le informa
sobre procedimientos para el uso de este
Demo. La puede trasladar a cualquier parte
del tablero o cerrarla. Si la necesita Procedimiento
nuevamente, pulse la tecla A. [ Escrivi]
(_onsll)
Para regresar al Tutorial, pulse la tecla T  Nueva Opek |
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Figura 49. Ventana del DEMO vy seleccidn del botén Factorizacion.

Una vez que el estudiante esta en el tablero de la factorizacion se le da una explicacion acerca de
los botones que tiene del lado derecho, la seleccion de fichas, los botones, las escalas y el icono de
“BASURA”, toda esa informacion la puede consultar en el capitulo 2.

Una vez que se termino la explicacion, se los botones y se les mostré como seleccionar fichas, se

seleccionan a algunos de los participantes para que formen polinomios en el tablero, como se

-

muestra en la figura 50.

‘ P(X) = 2X* -3X2 +2X -5
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Figura 50. Escritura de polinomios en el tablero y pantalla.



En esta parte de la interaccion con los participantes, se les pidié que compartieran su pantalla para
que se observara como trabajaban desde su computadora con el software, teniendo algunos

resultados como el mostrado en la figura 51.
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Figura 51. Representacion del polinomio —x? + 2x — 2, por una participante.

3.2.3. Formacion de Ceros en el tablero

Cuando se concluye la participacién de los estudiantes en la formacién de polinomios, se procede
con la explicacion de por queé dos fichas de misma area que se colocan en cuadrantes diferentes, es
decir, una ficha en un cuadrante azul y otra en un cuadrante rosa, no tienen un valor representativo
en la pantalla. Esto, como se explica en el capitulo 2, se debe a que dos fichas de mismo valor de
area, ubicadas en cuadrantes diferentes (rosa y azul) obtendran signos opuestos si se colocan, una
en una zona azul y otra en una zona rosa, por lo que la programacion del tablero hace que se sumen

y se obtenga un cero, como se muestra en la figura 52.



Figura 52. Formacion de ceros en la pantalla del tablero.

Esto se puede representar de diversas formas, pero para ver la comprension de los participantes, se
les pidi6 que fueran ellos los que formaran los ceros en pantalla y que compartieran su trabajo

como se muestra en la figura 53.
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Figura 53. Ceros en pantalla, trabajo de un participante.



3.2.4. Armado de figuras rectangulares

En esta ultima parte de la primera sesion con los participantes se les pidio que exploraran las fichas
y observaran detenidamente sus lados. Después se les explicd que se pueden agrupar y emparejar
cada ficha con los lados correspondientes para armar figuras compuestas. Estas figuras compuestas
podian ser cuadrados o rectangulos como se muestra en la figura 54.

P(X)= X2 +2X +1
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Figura 54. Armado correcto de figuras compuestas.

Cabe mencionar que se les dijo a los estudiantes que empezaran la formacion de figuras desde el
centro del tablero y a los ejes centrales para formar sus figuras, ya que en la segunda sesion
veriamos como darles valores a sus figuras de base y altura para las operaciones de multiplicacion
y factorizacion. Se les pidio la participacién de nuestros estudiantes por medio de compartir
pantallas de la plataforma Zoom para que se resolvieran dudas o incertidumbres que pudieran tener

con este topico, logrando tener las observaciones que se muestran en la figura 55.
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Figura 55. Armado de una figura compuesta por una participante.

Con este Ultimo ejercicio se concluy6 la sesion 1 con los participantes, se les asignaron ejercicios
para que continuaran practicando en casa y que mandaran evidencia de su trabajo. Las dudas que

les surgieran serian revisadas en la segunda sesion.

3.3. Sesion 2: Ejercicios con las figuras compuestas y multiplicacion

En la segunda sesidn se toca el tema del plano cartesiano y como se emula en software de la Caja
de Polinomios. Este sera el sistema de referencia que se usara para designarle valores de base y
altura a las figuras compuestas que se formaron en la sesién 1. Antes de iniciar la Sesion, se les
preguntd a los participantes si atn quedaban dudas con el armado de las figuras compuestas con
las fichas de la Caja de Polinomios, al esclarecer esto, se prosigui6 con la leccién.



3.3.1. El plano cartesiano

Este es uno de los elementos matematicos que corresponde con la caja de polinomios, por lo que
la explicacion acerca de su uso como nuestro sistema de referencia es parte de las actividades a
realizar con los estudiantes.

Est&4 compuesto por dos rectas perpendiculares que se cortan en un punto llamado origen. Sobre el
eje horizontal (X) del lado derecho se muestran enteros positivos y en la izquierda enteros
negativos; sobre el eje vertical (YY), la parte superior tiene enteros positivos y en la inferior hay

enteros negativos. Y se forman 4 cuadrantes como se muestra en la figura 56.
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Figura 56. Plano cartesiano.

Recordemos a los participantes que del origen hacia la derecha hay valores positivos y hacia arriba
también. Si multiplicamos los valores obtendremos un signo positivo en todo el cuadrante 1.

Ahora, del origen hacia arriba hay valores positivos sobre el eje Y, y del origen hacia la izquierda,
sobre el eje X, hay valores negativos. Si multiplicamos los valores obtendremos un signo negativo

en todo el cuadrante 2.



Si repetimos estos pasos, obtendremos los signos de los cuadrantes 3 y 4, como aparecen en la

figura 57.
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Figura 57. Signos en el plano cartesiano y el tablero de la Caja de Polinomios.

Y concluimos que esta es la razon por la cual las zonas azules le dan valores positivos a las fichas

y las rosas valores negativos.

3.3.2. Multiplicacion de expresiones algebraicas

El docente puede ir guiando al estudiante con ayuda del tutorial del software y realizar los ejemplos
de multiplicacién para satisfacer las dudas de sus educandos. En esta seccidén es importante la
formacion de formas rectangulares y la obtencion de la base y altura de dichas figuras.

Se les menciond a los chicos acerca de apoyarse del eje horizontal (eje X) para dar la base de la
figura, observando el valor que corresponde a la base de las fichas individuales. Y la altura con
ayuda del eje vertical (eje Y) para dar la altura del rectangulo, apoyandose de los lados de las
figuras que estén sobre este eje y que corresponda con la altura de las fichas individuales.

Por ejemplo, se dio la multiplicacion de los factores (—x + 3) con (2x — 2), por lo que se

constituyd que la construccion de la base fuera con el factor —x + 3, quedando como:



Base =-X + 3

Figura 58. Armado de la base.

Como se puede observar, la ficha que corresponde a —x, estd tocando el eje horizontal en la seccién
que corresponde a valores negativos (del centro hacia la izquierda) y las 3 fichas de 1 que
corresponden al +3, estan sobre el eje y en la seccion que corresponde a valores positivos (del

centro y hacia la derecha).

Para el caso de la altura, todas las fichas tienen altura de 1, para que correspondan con la expresion
2x — 2, habré que recorrer las figuras que seran la base un ligar hacia abajo para agregar otra ficha
de 1y que la altura pueda corresponder a -2, dado que seran colocadas del centro y hacia abajo,

representando los valores negativos sobre el eje vertical (eje Y).

Base =-X+3

Figura 59. Construccion de la altura de la figura.

Por lo que solo faltaria agregar dos ficas de altura X, que representaran al 2x del término. Que se

puede apreciar en la figura 60.



Figura 60. Construccion de la base y altura de la figura.

Teniendo formadas la base y altura de la figura, se procede a completar con las fichas que calcen
correctamente en los lugares faltantes, como se ve en la figura 61.

Figura 61. Figura rectangular completa.

En una ultima observacion, se tendrian que quitar las fichas de mismo valor algebraico (de area)
que determinen ceros al estar colocadas en cuadrantes opuestos. Pero para este ejemplo, no hubo

alguna, dejando la respuesta de la multiplicacion de (—x + 3)(2x — 2) como 2x2 + 8x — 6.



Para reforzar un poco esta parte de la multiplicacion, se les puso ejercicio a los participantes de
formar figuras rectangulares y escribir las longitudes de la base y altura, como se muestra en la

figura 62.
P(X)= 3X2-5X +2
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Figura 62. Lados correspondientes a Base y Altura.
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Figura 63. Interaccion con los participantes en el armado de figuras.




3.4. Sesion 3. Ejercicios de factorizacion de polinomios y encuesta

En esta Ultima sesion a los participantes se les guio por el tutorial de la Caja de Polinomios, para
que observaran las operaciones que tendrian que realizar para factorizar con el software. Se les
recordd que, al igual que en la multiplicacién vista en la segunda sesion, aqui tienen que armar

figuras rectangulares.

En esta parte de la sesion, se les introduce acerca del armado con el minimo de fichas posible en la
construccién de sus rectangulos para factorizar. Al igual se les dio a conocer que el armado se
puede completar agregando pares de fichas que se hagan ceros al colocarlas en zonas (azul o rosa)

opuestas. Esto hace que la construccion de rectangulos sea viable.

Concluyendo que en sus actividades deben de cumplir con estos dos conceptos, que la figura esté
construida con el minimo namero de fichas y que las fichas que agreguen se puedan descartar o

hacer cero, formando una estructura viable.

Los pasos que se explicaron para que pudieran factorizar sus polinomios fue que primero debian

de seleccionar las fichas que representaran a sus polinomios.

Como segundo paso debian ordenar sus fichas de tal manera que si tenian que completar con otras
fichas fuera usando las minimas posibles y que fueran pares de fichas que se colocaran en zonas

opuestas para que representaran ceros en la pantalla.

Como ultimo debian de examinar que su rectangulo cumpliera con lo visto en el segundo paso, una
vez que se aceptara que es una figura viable, se procedia a encontrar las longitudes de la base y

altura del rectangulo apoyandose de los ejes horizontal (para la base) y vertical (para la altura).

Con esto se concluia el ejercicio y se obtenian los factores del polinomio dado. Estos fueron

algunos ejemplos que se trabajaron en la sesion:
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P(X)= X2-9

Figura 65. Factorizacion del polinomio x2 — 9.



Al concluir la sesion se les dejé a los participantes que realizaran los ejercicios siguientes:
1. x3—x?>—6x=
2. x3-3x*+x-3=
3. 4x2-1=
4. 9x? —12x + 4 =
5, —x2+6x—8=
6. 2x?+3x—2=
7. x3—-1=

Tomando en cuenta que cada ejercicio corresponde a un ejemplo de la clasificacion de los métodos
para factorizar. Las evidencias fueron recabadas por capturas de pantalla que los participantes

enviaron via correo electrénico.

Finalmente se realizO una encuesta disefiada para conocer la experiencia que tuvieron los
participantes son el uso del software de la Caja de Polinomios. Esta encuesta fue realizada en

Formularios de Google y enviada via correo electronico.



Capitulo 4

4. Andlisis de Resultados y Conclusiones

En este capitulo se presenta el analisis de los resultados de la prueba diagndstica aplicada, de las
actividades que se realizaron con los participantes y de las respuestas a la encuesta de la experiencia

que tuvieron con la Caja de Polinomios.

4.1. Resultados del diagndstico.

Se aplico el diagnostico a 74 estudiantes, de tercer semestre de bachillerato, del Colegio de Estudios
Cientificos y Tecnoldgicos del Estado de Tlaxcala, plantel Huactzinco. Se tomo en cuenta las
caracteristicas planteadas para cada item mostradas en la tabla 3. Los resultados se muestran a

continuacion:

items No Correctos  Problemas Errores  Erroresde Errores de
contestados en jerarquia conLeyes procesos 0 operaciones
de de de algebraicas

operaciones exponentes escritura

1 3 47 22 2

2 8 4 62

3 26 10 38
4 32 0 6 36
) 9 ) 34 28
6 57 1 2 14
7 48 ) 23
8 39 6 4 25

Tabla 3. Resultados de la prueba diagnostica.

Como se describe en la tabla 4.1 acerca de los errores a explorar, el item 1y 2, explora errores con

jerarquia de operaciones y errores de naturaleza aritmética. En los resultados se muestra que el



63.5% contestd acertadamente, pero hubo un 29.72% que tuvo errores porque no aplican la
jerarquia de operaciones correctamente.

En el caso del item 3, solo 13.51% complet6 correctamente, pero el 51.35% tuvo dificultades para
realizar la reduccion de términos semejantes. Agruparon letras, agregaron exponentes y hubo
confusion de signos al realizar las diferencias. Mientras que el 35.13% no supo qué hacer.

En los items 4, 6 y 7, hubo un alto porcentaje (43.24%, 77.02% y 64.86% respectivamente) de
estudiantes que dejaron en blanco el ejercicio o redactaron que no sabian qué hacer.

Por dltimo, los items 5 y 8 exploraban el reconocimiento de los productos notables. En el item 5,
el 45.94% tuvo errores en escritura por olvidar colocar un exponente u olvido reducir términos
semejantes.

El 37.83% tuvo errores de caracter algebraico al confundir procesos de las multiplicaciones de
polinomios. Y por ultimo en el item 8, el 33.78% tuvo errores al desarrollar el binomio, elevaban
los términos al cuadrado, pero olvidaron que existia un tercer término en el desarrollo. Y un 52.7%
no concreto el ejercicio.

En conclusién, existen errores marcados en la literatura y que corresponden a conocimientos de

algebra basica previa al tema de factorizacion.

4.2. Organizador Previo

Se aplicaron a los participantes un cuestionario previo a las sesiones con la Caja de Polinomios,
que funciond como organizador previo para que recordaran las formulas de area y el manejo de las

literales como representaciones de lados de las figuras.

La primer actividad denominada Organizador previo contiene lo descrito en el capitulo 3 de este
trabajo, se les mand6 a los participantes una serie de figuras geométricas donde tenian que
reescribir formulas y proponer otras, con el fin de que relacionaran las letras con un aspecto como,
altura, base, apotema, perimetro o area. Se establecio comunicacién con los participantes por medio
de correo electronico, se les mandé instrucciones, el software, un video de instalacion y el enlace

al formulario que se puede apreciar en la figura 66.
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Figura 66. Formulario de Google: Organizador previo.

En las siguientes capturas observaremos las respuestas de algunos de ellos, se mostraran los que
los participantes propusieron, cambiaron las literales de los lados de las figuras y relacionaron con

la aplicacion de la férmula de area que correspondia con cada una.

Figura 67. Respuesta de estudiante para la obtencion del area de un cuadrado.

En la figura 68, la estudiante, muestra que puede cambiar las literales que representan los lados del
poligono que se le day aplicar la formula correcta para determinar su area.
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Figura 68. Respuesta de estudiante para la obtencion del area de un hexagono regular.

La tercera estudiante, también muestra facilidad al cambiar los registros de representacion de los
lados del trapecio llegando a una respuesta aceptada para determinar el area de la figura plana como
se ve en la figura 69.

Figura 69. Respuesta de estudiante para la obtencion del &rea de un trapecio.

4.3. Aplicacion de las actividades con el software Caja de Polinomios via plataforma Zoom

La aplicacion de las actividades se realiz6 a través de la plataforma Zoom, elegida por las diversas
formas que ofrece el software para interactuar con los participantes como compartir pantalla, grabar



las sesiones e incluso los participantes pueden obtener permiso del anfitrién para controlar el
mando de la computadora y realizar las actividades personalmente. Esto da suficiente interaccion
con los integrantes dentro de la actividad. Cabe mencionar que la mayoria de las sesiones fueron
grabadas para retomarlas y analizar las actividades que realizaban los estudiantes.
En la primera sesion, descrita en el capitulo 3, las actividades que se les dejo como trabajo a los
integrantes que probaron el software, ademaés de estar interactuando con el programa, fueron:

- Laformacion de polinomios

- Larepresentacion de ceros en el tablero del programa.
La mayoria de ellos mandaron sus evidencias en un documento de PowerPoint con la captura de
pantalla. Algunos resultados fueron:
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Figura 70. Representacion del polinomio —4x3 + 8x2 + 8x — 16.

Como lo muestra la imagen, la estudiante no tuvo problemas en representar los polinomios que se

le asignaron.
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Figura 71. Representacion de ceros en pantalla.

Este estudiante representa varias fichas en el tablero que se anulan al tener pares iguales en zonas

opuestas del tablero.
Para la segunda sesion, las actividades que se les dejaron a los participantes fueron:

- Multiplicaciones con términos algebraicos y

- Construccion de figuras rectangulares

Las actividades completas se especifican en los anexos. Algunos trabajos que mandaron los

participantes los muestro a continuacion:
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Figura 72. Representacion de la multiplicacion (x? — 2x + 5)(3x + 2).

La participante muestra su representacion de la multiplicacién, y sin problema pudo construir su
figura rectangular. Incluso ella muestra su version de la operacion. Sin embargo, aqui cabe resaltar
un error del software que los estudiantes pudieron detectar y es acerca de la lectura en pantalla. El
software no puede leer en pantalla més de 10 piezas de un mismo color, como se muestra en este
ejercicio desarrollado por la estudiante, la respuesta correcta es 3x3 — 4x2 + 11x + 10, pero en

pantalla, bajo la leyenda de Total, se puede leer 3x3 — 4x2 + x + 10.

Esto no fue un inconveniente para los participantes, ya que en la exploracion de los ejercicios se
enfocaban més en la construccion de sus figuras rectangulares. Se les instruy6 para que fueran
conocedores de ese mal funcionamiento del software, y que enfocaran sus esfuerzos en la
construccion de rectangulos usando el tablero y las fichas, para finalmente hacer la comprobacion

de sus ejercicios. También se comenta acerca de esto en las conclusiones.
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Figura 73. Representacion de la multiplicacion (x + 1)(x? — x + 1).

En la figura 73 observamos la multiplicacién del participante, la cual ejecuta correctamente con el

software y en pantalla le muestra el resultado correcto de esta multiplicacion.

Para la tercer y Ultima sesion se les dio a los participantes una serie de ejercicios donde tendrian

que factorizar expresiones. Estos son algunos de los resultados que presentaron:



X3-3X2+X-3 = (X2+1)(X-3)

P(X) = X*-3X? +X -3
gl
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Figura 74. Factorizacion hecha por participante.

En el caso de la figura 74, la participante pudo factorizar el polinomio x3 — 3x2 + x — 3 con el
programa de la Caja de Polinomios de una manera correcta, siendo este polinomio perteneciente a
la clasificacion de factorizacion por agrupacién de términos.
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Figura 75. Factorizacién hecha por participante.

En la figura 75, el participante realizo la factorizacion del polinomio 4x? — 1, obteniendo una
figura con el menor numero de fichas y los pares de fichas que agregd se encuentran en zonas

opuestas, por lo que su estructura si es viable.
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Figura 76. Factorizacién hecha por participante.



En la figura 76, la participante logra factorizar el polinomio x3 — 1 con software, siendo este
término perteneciente a la clasificacion de diferencia de cubos. Se puede ver que cumplio
correctamente con su estructura, siendo esta construida con el menor numero de fichas y viable al

colocar los pares de fichas agregados en zonas opuestas del tablero.

4.4. Cuestionario de indagacion de la experiencia de los participantes

Finalmente, analizaremos la experiencia de los participantes con el cuestionario que se redacto en
Formularios de Google y que fue enviado a los participantes para que nos compartieran sus ideas
acerca de trabajar estos temas de algebra con la Caja de Polinomios.

Las primeras 3 preguntas que se les hicieron fue acerca del tipo de aplicaciones que ellos usan en
su clase de matematicas o que el profesor también usa, o que solo el estudiante usa. También acerca

de las actividades que realizan en clase y los materiales que usa el docente.

Pregunta 1: ;Qué tipo de materiales usa tu profesor(a) de matematicas en la escuela?
Los porcentajes de respuesta a estas preguntas son:

a) 90% Marcador y pintarron

b) 60% Libros y/o antologia

c) 40% Computadora

d) 0% Calculadora

e) 50% Aplicaciones de celular

f) 0% Caja de Polinomios

Anélisis
El uso del pintarron y marcador es de uso comun entre los profesores. Los libros y antologias son
aun un recurso usual en la clase mas que las aplicaciones del celular, la computadora, la calculadora

o la Caja Polinomios.



Pregunta 2: ;Que tipo de programa de computo o aplicacion utilizan como recurso en la clase de
matematicas?
Respuestas de los participantes:

e Ninguna.

e En la escuela ninguna, pero yo personalmente utilizo aplicaciones como “GeoGebra”.

e Geo Math

e GeoGebra

e Photomath

e Navegador

Anélisis
Una parte de los estudiantes no usan una aplicacion o programa como recurso de la clase, sin
embargo, hay quienes usan GeoGebra, ya sea dentro de la clase de matematicas o de forma

individual. Ademas de otras aplicaciones.

Pregunta 3: ;Qué tipo de actividades realizas en la clase de mateméticas?
Los porcentajes de respuestas a estas preguntas son:

a) 100% Resolucién de problemas.

b) 80% Ejercicios a lapiz y papel.

c) 70% Trabajos individuales.

d) 50% Trabajo en equipo.

e) 50% Resolucion del libro.

f) 20% Actividades con juegos.

Analisis.
Es muy habitual que en la clase de matematicas se base en la resolucion de problemas y ejercicio

que se deben resolver a lapiz y papel a comparacion del uso de actividades ludicas o gamificacion.

Pregunta 4: ;Es facil escribir un polinomio con las fichas de la caja de polinomios?

La respuesta mas frecuente: Si



Complicado al principio, con la préactica mejoras mucho

Si, al tener la posibilidad de mover las fichas para poder crear los polinomios hay facilidad
de escribir el que sea.

Si muy fécil

Claro, es muy didéactica

No es tan facil pero tampoco tan complejo.

Analisis.

El grupo presentd un buen manejo de la Caja de Polinomios en cuanto a la escritura de cualquier

polinomio sobre el tablero de juego.

Pregunta 5: ;Cémo identificabas las cantidades negativas y positivas con la caja de polinomios?

Respuestas:

Por los colores del tablero, de los cuadrantes del plano cartesiano.
Depende de en qué lugar se establezcan las fichas.

Por los colores y lado derecho e izquierdo.

Al identificar los cuatro cuadrantes en el plano cartesiano

Por los cuadrantes

Pregunta 6: ;Qué dificultades encuentras al escribir los polinomios sobre el tablero del programa?

Respuestas:

Ninguno

Que no hace caso a la primera para agarrar las fichas.

El sacar la ficha a ocupar en la parte lateral.

Que las fichas son muy limitadas.

Ninguno, solo que no lee mas de 11 o 12 coeficientes de X

Ninguno, es muy completo.

La manera en coOmo se tienen que unir 0 cuando no Se unen correctamente.

Es muy tardado.



Analisis.

En esta parte los estudiantes, hablan acerca de la programacion del software en cuanto a la
colocacion de fichas, varias de sus respuestas tienen que ver con el disefio del programa y algunas
de las caracteristicas de manipulacién que no son tan sencillas. En algunos casos hay que esforzarse
por colocar bien la ficha, es mucho méas manual y se piensa que se podria automatizar mas el

proceso.

Pregunta 7: ;/Qué tan facil era unir las fichas de la caja de polinomios para formar figuras
rectangulares o cuadradas?
Respuestas:

e Fécil, pero si queriamos que se viera simétrico a veces era un poco mas dificil.

¢ No era tan fécil, tenias que observar muy bien los tamafios e ir colocando poco a poco los

rectangulos.

e Muy fécil.

e Erafécil.

e Bastante facil

e Eraun poco complicado pero entendible

e Sencillo

¢ Siidentificabas los lados iguales podias unir las figuras

e Enrealidad, no es un trabajo tan complejo.

Analisis.
La mayoria de los participantes notd que era sencillo el armado de las formas rectangulares, solo

era cuestion de la observacion de los lados de las figuras y la manipulacién de las mismas.

Pregunta 8: ¢ Qué dificultades encontrabas al hallar la base y altura de las figuras rectangulares o
cuadradas que formabas con las fichas?
Respuestas:

e Al principio era un poco confuso, pero ahora ninguna.

e A veces no daba la base o altura exacta y tenias que volver a acomodar los rectangulos

¢ No habia mucho problema, solo era cuestion de saber como formar las fichas



Pues que recuerde creo que ninguna

No tenia dificultades

Ninguna, en si solo era pensar bien cuales multiplicar.

Se me hacia un poco dificil ya que no podia encontrar la altura.

Un poco, tal vez cuando no podia mover toda una figura

Si no contaba bien las "X" y los nimeros podia equivocarme al encontrar la base y la altura.

En realidad, no encontré algin defecto o una dificultad.

Andlisis.

La mayoria de los participantes no tuvo dificultad en hallar la base y la altura, pero hubo una parte

de ellos que not6 que habia que poner atencion debido al acomodo de las fichas, 0 que no se pueden

mover todas las fichas a la vez, que eso recae en el disefio y configuraciones del software.

Pregunta 9: ;Qué diferencias encuentras entre hacer la multiplicacion de polinomios en tu

cuaderno con lapiz y papel, a realizarla con la caja de polinomios?

Respuestas:

Es més rapido y automatico en la caja de polinomios.

Al hacerla manualmente es mas tardado, en la caja de polinomios con la préctica puede
Ilegar a ser mas rapido.

En que te dan el resultado automatico y es mas interesante a diferencia del lapiz y papel.
Que en la caja de polinomios era mas facil ya que veias las unidades que ocupas y resultaba
mas facil realizarlas, y en el cuaderno tenias que imaginar como serian 0 como se verian.
La forma gréfica es mas facil para mi.

Que es mas dinamico, practico y sirve de apoyo.

En que en la libreta es un poco mas tardado y en la caja de polinomio es mas sencillo.

En la caja de polinomios es mas completo, més didactico, sencillo y llamativo.

La caja de polinomios es mas interactiva y facil que realizarlas en el cuaderno.

Que es mas facil a lapiz y papel, también que es mas facil entenderlo con la caja de

Polinomios.



Analisis.
Los estudiantes encontraron que es mucho més facil, sencillo, dinamico y les ayuda a comprender

la operacion con la Caja de Polinomios que a diferencia del uso del 1apiz y papel.

Pregunta 10: /Qué diferencias encuentras entre hacer la factorizacién de polinomios en tu
cuaderno con lapiz y papel, a realizarla con la caja de polinomios?
Respuestas:
e Igual es mas rapido y automatico en la caja de polinomios.
e La diferencia es que con lapiz y papel tenias que pensar los nUmeros para factorizar, y en
la caja de polinomios bastaba con armar el polinomio para hallarla.
e Me reduce bastante el procedimiento.
e Que el software te ayudaba a ver si estabas bien, ya que si estabas mal el software te lo
marcaba y en la libreta, el Gnico que te dice que estas mal es el maestro cuando te revisa.
e Es mas facil imaginar a raiz de practicarlo en la caja de polinomios.
e Que es méas dindmico, practico y sirve de apoyo.
e Se factoriza més répido en la caja.
e Lo mismo, es buena porque permite hacerlo mas facil.
e La caja de polinomios sirve de guia para realizar la operacion, en la libreta si no te sabias
el procedimiento podias cometer errores.

e Es mas facil de realizarla a lapiz y papel, pero es mas dinamico con la caja.

Analisis

Las diferencias encontradas en los dos procesos son muchas y aparece mayor preferencia en los
estudiantes por utilizar la Caja de Polinomios por la facilidad que presenta en calcular las
factorizaciones, unido a esto va el ahorro en la escritura formal, permite mirar y comprobar de
inmediato sus respuestas, el dinamismo de la caja permite que el proceso sea mas facil. Los
procesos simbolicos les resultan largos y confusos lo que permite el equivoco, lo que remarca una

respuesta al indicar que él puede comprobar sus resultados por medio del programa.

Después se aplicd la encuesta de satisfaccion sacada de Villarroel (2010) para indagar acerca de la

percepcion con la caja, mostrando los siguientes resultados:
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1ovedosa te parecio la herramienta Caja de Polinomios? Considera que trabajar con la caja de polinomios facilita el aprendizaje en matematica

Figura 77. Gréfico de respuestas.

Analisis.

En el grafico se muestran los siguientes aspectos:

1: ¢ Que tan novedosa te parecio la herramienta Caja de Polinomios?, la respuesta en mayoria fue
medianamente novedosa.

2: ¢Que tan facil le parecio la manipulacion de la herramienta en las diferentes operaciones (1: muy
dificil; 5: muy facil)? Las respuestas con mayor calificacion fueron: medianamente facil y algo
facil.

En el aspecto 3: El aprendizaje con la caja de los polinomios fue... La mayor parte de los estudiantes
la clasificaron como medianamente alta y alta.

El aspecto 4: Considera que trabajar con la caja de polinomios facilita el aprendizaje en
matematicas. Gran parte de los estudiantes considera como alto este aspecto.

Y finalmente el aspecto 5: En términos generales, el trabajo con la caja de polinomios fue...

La mayoria lo califico como alto este aspecto.

Por ultimo, se les pidi6 su opinidn a los participantes acerca de las ventajas y desventajas que tenia
el software y que mencionaran algunas propuestas de mejora hacia el programa. Las cuales se

muestran en la siguiente tabla:



Ventajas

Desventajas

Facilidad al resolver ejercicios

Muy pocas fichas

Te ayuda bastante al momento de hacer

algun ejercicio y poder comprenderlo.

El men( puede verse un poco simple

Te pronuncia que estas mal

No te dice en donde (hace referencia a que
el software no especifica la pieza mal

colocada)

Se puede trabajar con cualquier software,
tanto iOS como Windows, es facil de

entender con los instructivos

Me parece que se necesita de internet para

abrir la aplicacién

Aprendes mejor

Ninguna

Rapido, automatico, sencillo

Las fichas no se movian tan facil

Con solo mover las fichas podias obtener el

resultado

Al realizar operaciones grandes podias

confundirte

Es maés fécil y préctico para armar los
polinomios logrando hacer la suma, resta,

division y multiplicacion de estos.

No coloca mas de 10 de coeficiente de X

Muy préctico, es sencillo de usar, funciona
solo con descargarlo en la computadora.

No se puede en movil

Puede hacer mas facil y dinamico el

aprendizaje.

Es muy tardado acomodar las figuras y

demas.

Tabla 4. Ventajas y desventajas del software, de acuerdo a los participantes.




Propuestas de los participantes:
» Agregar mas fichas
Darle mas vista a la presentacion
Que se agregue ese aspecto en el que te diga qué ficha estad mal
Poder hacer méas rapido la eliminacion de rectangulos
Deberian usarlas en todas las escuelas es una aplicacion bastante practica
Agilizar el movimiento de las fichas
Reforzar el planteamiento de la guia para que instruya mejor y no haya dudas
Implementar mas operaciones

Mas cantidades.

vV V. V V V V VYV V VY

Podrian hacer mas rapido y facilitar el proceso.

4.5. Conclusiones y recomendaciones

Con la aplicacidon del diagnostico se corrobora que los estudiantes de nivel medio superior tienen
dificultades de comprension del algebra y que necesitan un apoyo didactico para romper con los
obstaculos que se generan por el exceso del uso sintéctico en el aula.

Como lo mencionan los autores de la Caja de Polinomios, este material, conducido adecuadamente
por el profesor lleva a que la clase de matematicas deje de ser aburrida y que el estudiante despierte
interés por lo que esté haciendo.

Varios participantes mencionan que se les hizo mas dindmico el trabajo con la caja de polinomios,
les sirvié para ver otra forma de hacer sus operaciones, que es mas rapido, sencillo, que pueden
retroalimentar sus operaciones ya que el software esta programado para advertirles que presentan
un error, esto sirve para que ellos solos se vayan corrigiendo y asi construyan su aprendizaje.
Podemos concluir que se cumple lo relacionado a la teoria de las representaciones semioéticas, ya
que, con este material se hizo una transformacion de una representacion semiotica en otra, se hizo
una conversion al pasar de la escritura algebraica a una representacion geometrica y se realizaron
tratamientos de las operaciones en la Caja de Polinomios que es el sistema semidtico que se

mantuvo.



Ahora, dado que las figuras geométricas que utilizamos son cuadrados y rectangulos, estas son de
facil asimilacion para los estudiantes, ya que estaban presentes en su estructura cognitiva. Los
términos algebraicos y la relacion con las formulas de area fueron dadas de forma estructurada y
no arbitraria, esto se trabajé gradualmente con los jovenes dentro de las sesiones. Por lo que
podemos concluir que el material presenta caracteristicas potencialmente significativas y que el
material es potencialmente significativo.

Con esta propuesta, también se deja como base para la investigacion o creacion de software para
el aprendizaje del algebra y para el aprendizaje de otros conceptos matematicos que se puedan
expresar en otro registro de representacion para su mejor comprension.

Tal y como lo mencionan los participantes, existen una gran cantidad de mejoras que se le podrian
implementar a este software. Por ejemplo, el arrastre de las fichas al tablero, que se puedan
empalmar las fichas unas con otras, que se puedan mover todas las fichas a la vez, que, si cambian
la escala de las fichas, estas puedan no perder su posicion y haya que hacer un reacomodo, que
cuando se coloquen més de 11 fichas de X, la pantalla las represente correctamente, etcétera. Como
se menciona, este programa es Util, pero se puede mejorar o bien gque este sirva de base para la
creacion de uno nuevo.

Sin embargo, lo que se pretende es que los docentes de matematicas busquemos materiales como
este para implementar en el aula como recurso didactico para combatir el rezago escolar, la apatia
y el desinterés hacia la materia de matematicas.

En este trabajo, asi como en el de los autores, se recomienda que si se va implementar el uso de la
Caja de Polinomios sea desde el punto de vista matematico para que no se convierta en un juego
mas, que conserve su riqueza matematica y poder didactico que conlleva.

Como se menciono en capitulos anteriores, en esta herramienta solo se pueden trabajar polinomios
en una sola variable y hasta de tercer grado, queda a expensas de quien la quiera implementar este
material, el disefio de secuencias o metodologias que puedan ampliar estas posibilidades, como se
menciona en el capitulo dos, se pueden crear mas fichas, pero ya dependera de la creatividad, la
ensefianza y los objetivos que se planteen.

Hace falta un estudio a largo plazo, con una secuencia didactica dentro del programa escolarizado
para medir el aprovechamiento y el aprendizaje del algebra basica con la Caja, dado que este

estudio solo se centrd en una sola tematica.
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Anexo 1: Examen diagndstico
DIAGNOSTICO

Nivel escolar: Grado: Edad:

Escuela de procedencia:

Instrucciones: Realiza los ejercicios de acuerdo a lo que se te pide y coloca tus procedimientos.

1. Contesta la siguiente pregunta sélo observando la siguiente operacion:
3X44+3x5=3x(4+5)
a. ¢Se obtiene el mismo resultado en la derecha y en la izquierda de la igualdad?

b. Comprueba tu respuesta:

2. Observa las siguientes operaciones y en relacion con lo anterior, ¢como las expresarias

del lado derecho de la igualdad para que correspondan (como en el ejercicio 1)?
a 8xX34+8x5+4+8x%x2=
b. 5x11-5X34+5X7 =

C. 4X1+4Xx9+4+5%x1+5x%x9=



3. Si cambiamos de nimeros a literales; determina el resultado de la siguiente operacion:

7xy—2x+y—8+xy+2x—5y—9xy +6 =

4. ;Cual sera el resultado de la siguiente multiplicacion: —3x2y(—2x*y? + 5xy3 + 4)?

5. ¢Cdmo quedara el producto de multiplicar las siguientes expresiones?:
a. (2x+5)(2x+5) =

b. 2x+5)(2x —5) =

6x3yS—ax?y3-8xty3

6. Realiza la division:

_2x2y3



Lo 6x2-7x—5
7. Expresa el resultado de dividir: =——— =

8. (Cual seria el resultado de desarrollar (y — 3)? =



Anexo 2: Organizador Previo

Representacion de areas de figuras planas

Antes de iniciar trabajaremos los conceptos previos de areas, sobre todo de un cuadrado y un

rectangulo qué van a ser la base fundamental para la implementacion de la caja de polinomios.
¢ Cuél es el objetivo de la leccion?

Que los estudiantes recuerden o repasen el concepto de perimetro o longitud de un lado, superficie

0 area y la obtencion de las mismas
¢Por qué es importante?

Porgue reconoceran estos aspectos de las figuras geométricas que le seran de utilidad en el manejo
del material.

Conceptos clave
Longitudes y areas
Area del cuadrado

El cuadrado es una figura geométrica dentro de la clasificacion de paralelogramo. Tiene todos sus
lados iguales y sus angulos rectos. Para la obtencion de la superficie, se deben de multiplicar los

lados del cuadrado y se puede representar de la siguiente manera:

Area T

L

!

LZ

“«— | —»

Area del rectangulo

El rectangulo es también un paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales y los cuatro
angulos rectos. La obtencion del area del rectangulo resulta de la multiplicacién de la longitud de

su base (b) y su altura (h).



Area de un triangulo

La superficie de un triangulo se obtiene como el semiproducto de la base(b) por la altura (h) del

triangulo.

Equilétero Isdsceles Escaleno

Area: A = I%h Area: A = — Area: A = %

Area de un trapecio

El célculo del area de un trapecio, se realiza como el semiproducto de la suma de su base mayor y

su base menor por la altura del cuadrilatero.

Trapecio Area;
. (a+b) h
2
Donde;
a b, ¢, d = Lados del
trapecio

a = Base mayor
b = Base menor
h = Altura



Area de un poligono regular

Para determinar el area de un poligono regular, se obtiene como el semiproducto de la longitud de

los lados por el nimero de lados del poligono y por la apotema. Siendo la apotema la medida que
hay del punto medio de uno de los lados del poligono hacia el centro del mismo.

n = Namero de lados del poligono
b = Lado del poligono
¢ = Apotema




Actividad 1. Parte I.
En esta actividad, escribe en los espacios en blanco la formula que determinaria el area de cada

figura que se te presenta:

Escribe en este espacio la férmula:
X
X
1.
Escribe en este espacio la formula:
n

2 m

| Escribe en este espacio la formula:

1

1

‘W

1
3 3

Escribe en este espacio la férmula:

4.

Escribe en este espacio la férmula:




Actividad 1. Parte 11
En esta seccion, cambia las longitudes de la figura por letras diferentes a las anteriores y determina

la férmula del area de esta nueva figura:

1.
/ \ Escribe en este espacio la formula:

2.
Escribe en este espacio la férmula:

3.

Escribe en este espacio la férmula:




Escribe en este espacio la formula:

Escribe en este espacio la férmula:

Puede encontrar este trabajo en la version de Formularios de Google:

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAlpQLSe3sU06fBaJV602pxHBrtTuigWNOmMjpyMshpJ9m

H40kRcH2z0Q/viewform?usp=sf link



https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSe3sU06fBqJV602pxHBrtTuigWNQmjpyMshpJ9mH4OkRcH2zQ/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSe3sU06fBqJV602pxHBrtTuigWNQmjpyMshpJ9mH4OkRcH2zQ/viewform?usp=sf_link

Anexo 3: Sesion 1.

Construccién de polinomios y concepto de ceros en la caja de polinomios

Nombre:

Grado escolar:

Escuela:

Para empezar a usar el software de la caja de polinomios, se te plantea la siguiente actividad para

que practiques lo aprendido en el tutorial.

¢ Cual es el objetivo de la leccion?

Que los estudiantes puedan representar polinomios algebraicos con las fichas y el tablero.
¢Por qué es importante?

Porque reconoceran las fichas y los cuadrantes del tablero

Conceptos clave

Polinomios, cuadrantes, signos

Instrucciones: Dentro de la caja de polinomios, selecciona el boton factorizar y después el boton
escribir. Esto te permitird seleccionar fichas para colocarlas en el tablero y se escribird un

polinomio en la pantalla.

1. Escribe los siguientes polinomios, toma capturas de pantalla para guardarlas como

evidencia de tu trabajo.

a) x2+3x—4

b) 3x3—2x%+5x—9



c) —3x3—x%+5x+2

d) Escribe 2 propuestas tuyas.

2. Ahora determina 3 ejemplos tuyos colocando fichas que representen cero en la pantalla:

Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3



Anexo 4: Sesion 2.

Armado de rectangulos compuestos por las fichas de la caja de polinomios

En el proceso de reconocer fichas, unirlas por correspondencia de lados y uso del tablero, se

necesitan armar rectangulos para las operaciones de multiplicacion y factorizacion.
¢ Cuél es el objetivo de la leccion?

Que los estudiantes puedan representar polinomios algebraicos con un rectangulo dentro del

tablero.
¢Por qué es importante?

Porque podréan usar la caja de polinomios para multiplicar y factorizar polinomios en lecciones

posteriores
Conceptos clave

Union de fichas, origen, polinomios

Instrucciones: Une de 4 fichas en adelante, relacionandolas por medio de sus lados, para formar
rectangulos o cuadrados empezando por el origen dentro del tablero. Intenta que sean diferentes

fichas y forma 3 propuestas diferentes entre si, toma capturas de pantalla como evidencia.

Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3



Anexo 5: Multiplicacion.

Multiplicacién con la caja de polinomios

La operacion previa a la factorizacion es la multiplicacion, asi que para comprender lo que es

factorizacion, se les propone a los estudiantes multiplicar con la caja de polinomios.
¢ Cuél es el objetivo de la leccion?

Que los estudiantes puedan multiplicar factores con la caja de polinomios.

¢Por qué es importante?

Porque podran usar la caja de polinomios para multiplicar y conocer como son las representaciones

de las figuras rectangulares para la factorizacion.
Conceptos clave
Multiplicacién de polinomios, unidn de fichas, ceros

Instrucciones: Una vez que concluyas de ver el tutorial de la multiplicacién con la caja de
polinomios, te recomendamos compartir tus dudas. Después de esclarecer cualquier comentario, te
proponemos resolver las siguientes multiplicaciones con la caja de polinomios. Realiza captura de

pantalla para evidenciar tu trabajo y anota tus resultados.
1. (x2+x)(x—3) =
2. (x3=2x+5)(Bx+2)=

3. (x—-3)(x-3)=

N

C2x—-1)2x+1) =

(S}

Cxx+ D2 —x+1) =



Anexo 6: Factorizacion.

Factorizacion de términos algebraicos con la caja de polinomios

Ahora es tiempo de poner a prueba el software para que el estudiante empiece a realizar

factorizaciones y se puedan observar los alcances que logra.

¢ Cuél es el objetivo de la leccion?

Que los estudiantes puedan factorizar términos con la caja de polinomios.
¢Por qué es importante?

Porque podran usar la caja de polinomios factorizar y conocer como son las representaciones que

pueden hacer de los términos.
Conceptos clave
Factorizacion de polinomios, unién de fichas, ceros

Instrucciones: Una vez que concluyas de ver el tutorial de factorizacion te recomendamos
compartir tus dudas. Después de esclarecer cualquier comentario, te proponemos comenzar a
factorizar los polinomios propuestos en esta actividad. Realiza captura de pantalla para evidenciar

tu trabajo y anota tus resultados.

1. x3—x%?—6x=

2. x3-3x2+x-3=
3. 4x?—-1=

4, 9x? —12x+4 =
5. —x2+6x—8=

6. 2x2+3x—2=

7. x3—-1=



Anexo 7. Cuestionario.

Cuestionario para explorar la experiencia con la caja de polinomios

Escuela de Procedencia:

El siguiente cuestionario tiene el objetivo de indagar acerca de tu experiencia con la caja de

polinomios y tus clases de matemaéticas.

Experiencia recibida en la clase de matematicas

1.
a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

¢Qué tipo de materiales usa tu profesor de matematicas en la escuela?
Marcador y pintarrén

Libros y/o antologia

Computadora

Calculadora

Aplicaciones de celular

Caja de polinomios

Otros:

¢Qué tipo de programa de computo o aplicacién utilizan como recurso en la clase de

matematicas?

¢Qué tipo de actividades realizas en la clase de matematicas?
Resolucién de problemas

Ejercicios a lapiz y papel

Trabajos individuales

Trabajos en equipo

Resolucion de libro

Actividades con juegos

Otras actividades:



Experiencia con la caja de polinomios
En esta seccion comparte tu experiencia al realizar las actividades con el software.

4. ¢Es facil es escribir un polinomio con las fichas de la caja de polinomios?

5. ¢Como identificabas las cantidades negativas y positivas con la caja de polinomios?

6. ¢Qué dificultades encuentras al escribir los polinomios sobre el tablero del programa?

7. ¢Qué tan facil era unir las fichas de la caja de polinomios para formar figuras rectangulares

0 cuadradas?

8. ¢Qué dificultades encontrabas al hallar la base y altura de las figuras rectangulares o

cuadradas que formabas con las fichas?

9. ¢Qué diferencias encuentras entre hacer la operacién en tu cuaderno con lapiz y papel a

realizarla con la caja de polinomios?
10. ¢ Qué diferencias encuentras entre hacer la operacion en tu cuaderno con lapiz y papel a
realizarla con la caja de polinomios?
Encuesta de satisfaccion.

Califique los siguientes aspectos de 1 a 5, siendo 1 la calificacion méas baja y 5 la calificacién mas

alta.

ITEM 112 (3 |4 15

¢Qué tan novedosa te parecié la herramienta Caja de Polinomios?

¢Qué tan facil le parecio la manipulacion de la herramienta en las

diferentes operaciones (1: muy dificil; 5: muy facil)?

El aprendizaje con la caja de los polinomios fue...

Considera que trabajar con la caja de polinomios facilita el aprendizaje en

matematicas.

En términos generales, el trabajo con la caja de polinomios fue...




Respecto de la Caja de Polinomios escriba tres ventajas, tres desventajas y propuestas que

harias.

Esta encuesta se pude encontrar en su version digital en Formularios de Google:

https://docs.google.com/forms/d/e/1IFAIpQLSc2myInHKVXWwGm1hx16ZWz to7
ow7r77U6qdl0OmIbvT Xrnhw/viewform?usp=sf link



https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSc2mylnHKVxWwGm1hx16ZWz_to7ow7r77U6qdI0mIbvTXrnhw/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSc2mylnHKVxWwGm1hx16ZWz_to7ow7r77U6qdI0mIbvTXrnhw/viewform?usp=sf_link

