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Aplicacion del algebra de Oosterhoff al estudio de moléculas ciclicas

Resumen

Esta Tesis esta relacionada con el calculo de los conférmeros de un sistema ciclico de tama-

no n.

La conformacién de un ciclo de n nodos esta caracterizada por un conjunto de n vectores
a;. A partir de un sistema de ecuaciones sobre los cosenos S; ; para los dngulos de enlace
del ciclo, se define, usando una matriz de Gram, las variables para definir cada conférmero.
En una primera etapa de simplificacién, se usa una simetria interna del conférmero plano
para re-escribir la matriz de Gram con un conjunto minimo de variables z;. El sistema de
ecuaciones polinomiales f; con las variables z; resultantes no se puede resolver facilmen-
te si n > 6. Para resolver el anillo de polinomios correspondiente, se calcula una base de
Grobner, después de elegir un orden lexicografico sobre las variables x;. Este procedimiento
reduce el conjunto de polinomios f; a un conjunto g; de menor tamafio. En una segunda eta-
pa de simplificacion, se reduce de nuevo el conjunto de polinomios g¢;, tomando en cuenta
los polinomios reducibles, y se buscan los ideales restantes. Con el mismo orden lexicogra-
fico, se calcula una base de Grébner sobre estos ideales, llegando a un sistema polinomial

sencillo, para obtener los valores numéricos de las variables x;.

En una ultima etapa, se calculan los vectores d; a partir de las soluciones en x;, para final-
mente llegar a las coordenadas de los nodos para cada conféormero en el espacio tridimen-

sional.

Se comprobd que para el caso del ciclohexano, los conférmeros rigidos silla y flexibles bote
aparecen en una variedad del ideal de polinomios g;, mientras los conférmeros sin signi-
ficado fisico pertenecen a otra variedad. Ademas, las soluciones para un conférmero son

degeneradas, a consecuencia de la simetria interna del ciclohexano.



VI Resumen

Este método de célculo es independiente del valor de n. Si bien es posible escribir la matriz
de Gram para el cicloheptano y reducirla a través del proceso de primera simplificacion
para tener el sistema polinomial f;, no se ha podido calcular una base de Grobner para este
caso. Es posible que el ordenamiento de los monomios usando un orden lexicografico no

sea el adecuado para la solucion general del problema.
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Abstract

This Thesis deals with the computation of the conformers for a ring of size n.

The conformation of a ring including n nodes is defined by a set of n vectors ¢;. Using as
a starting point a system of equations over the cosines of valence angles in the ring, S; ;,
it is possible to write a Gram matrix with the variables used to define a given conformer.
A first simplification step is based on the internal symmetry of the planar conformer, allo-
wing to write the Gram matrix with a minimum number of variables z;. The resulting set of
polynomial equations f; over variables x; cannot be solved in a straight way for n > 6. In
order to solve this polynomial ring, a Grobner basis should be computed, that requires the
definition of a well-founded ordering for the monomials. A lexicographic order was used,
to reduce polynomials f; to a reduced set of polynomials g;. This new set of polynomials is
further reduced through a second simplification step, involving reducible polynomials. The
remaining ideals are then ordered with the same lexicographic order, and a new Grébner

basis is computed for each one, leading to solvable equations.

In the last step, a; vectors are calculated using the numerical solutions for variables x;, and
eventually, coordinates for the nodes of any conformer can be obtained. This methodology
is successful in the case of cyclohexane, affording rigid chair and flexible boat conformers,
which belong to one variety of the first ideal, while physically impossible conformers are
found in another variety. Moreover, solutions for each type of conformers are degenerate,

as a consequence of the internal symmetry of cyclohexane.

This algebraic process does not depend on the actual value of n. Whereas the computation
of the Gram matrix for cycloheptane, as well its reduction through the first simplification
step to give the polynomial system f; is simple, the computation of a Grébner basis for this
system is not workable. The monomial ordering using a lexicographic order is probably not

suitable to solve the problem for any n.
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Capitulo 1

Introduccion

Por definicién en quimica orgdnica, los cicloalcanos son los hidrocarburos saturados mono-
ciclicos. En otras palabras, los cicloalcanos son alcanos ciclicos, cuyo esqueleto es formado
Unicamente por grupos metilenos CH, unidos entre ellos con enlaces simples (enlaces o) en
forma de anillo. Su férmula genérica es C,Ha, con n > 3, y se diferencian de los alcanos de
cadena abierta, los cuales tienen como férmula C,Hy,+2 (Figura 1.1). Estos compuestos en
particular tienen la singularidad de tener presencia en muchos dmbitos de la vida diaria, en
productos de uso cotidiano. Solo por mencionar un ejemplo, la gasolina puede contener una
gran variedad de cadenas aliféticas abiertas o cerradas atin sin importar su pais de origen,
entre las que se pueden encontrar el ciclohexano, C¢Hi, y el cicloheptano, C;H14. Otro
ejemplo de aplicacion es como solvente en el laboratorio, debido a que el ciclohexano es
una molécula no polar que facilmente puede disolver una amplia gama de moléculas. Uno
de los usos del ciclododecano, C12Ha4, es como un medio de unidn volatil, un aglutinante
temporal para sellar y conservar materiales friables y estructuralmente débiles, por ejemplo,
durante la excavacidn y el transporte de objetos arqueoldgicos y en la restauracion del arte
[2]. Para el caso del cicloundecano, Cy1Hj2, se han propuesto variantes de este compuesto,
por ejemplo el biciclo[4.4.1]undecano, C11Hyg, para su uso en conductores para circuitos

electrénicos [3].

Las conformaciones de los compuestos de anillo saturados han sido de interés para los qui-

micos durante mucho tiempo, y se han empleado muchos métodos en un intento de deter-



2 Capitulo 1: Introduccion

Ciclopropano  Ciclobutano Ciclopentano Ciclohexano Cicloheptano Ciclooctano

A O O O O

Figura 1.1: Primeros cicloalcanos, para3 < n < 8

minar sus geometrias y energias relativas. Mientras el nimero de conformaciones estables
es limitado para anillos pequefos (3 < n < 5) la variedad conformacional aumenta para
sistemas intermedios (6 < n < 12), y se vuelve muy dificil de calcular para sistemas mas
flexibles (n > 12). En el caso de los anillos medios, los cdlculos de la mecanica molecular
son adecuados para identificar las conformaciones basales y otras conformaciones estables

[4]. En la Figura 1.2 se ilustran dos conformaciones para el ciclohexano.

(a) Conformacion silla (b) Conformacién bote

Figura 1.2: A modo de ilustracién se muestran las conformaciones del ciclohexano (molé-
culas obtenidas mediante el software GaussView [1]). Los enlaces C—C son vectores orien-

tados en el espacio tridimensional.

En 1885, Adolf von Baeyer [5] propuso que los compuestos ciclicos mds pequefios o mas
grandes que el ciclopentano CsHjg serian “tensionados”. La teoria de la tension se basé en
la observacion de Baeyer de que los anillos mas pequefios solo podian construirse con nodos

tetraédricos (es decir, &tomos de carbono en su estado de hibridacién sp?) si los enlaces que
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unian estos nodos estaban “doblados” [6]. El concepto de enlace flexionado ha sido com-
probado experimentalmente, por ejemplo con la determinacién de la estructura molecular
del ciclobutano, C4Hg, por difraccion de rayos X: a una temperatura de 117 K, el ciclo tiene

una conformacién mariposa, con un dngulo diedro de 31(2)° [7].

En 1890, Sachse [8] dedujo por consideraciones geométricas que, en principio, dos iséme-
ros geométricos de la molécula de ciclohexano, C¢Hj2, deberian ser estables. Los angulos
entre dos enlaces C—C consecutivos son inferiores a 120° —en nuestro caso 109°28’16"—
y es posible construir un nimero infinito de configuraciones que se pueden dividir en dos
grupos. En un primer grupo, los conférmeros botes son flexibles, y pueden pasar continua-
mente a través de un numero infinito de configuraciones. El otro grupo consta de una sola
configuracién conocida como silla, que no puede convertirse a las otras configuraciones sin
una alteracién temporal de los d&ngulos de valencia. Las ideas de Sachse no fueron aceptadas
durante mucho tiempo, principalmente porque no se encontraron indicios experimentales
de la existencia de isémeros de este tipo. Por el contrario, se consideré que esto apoyaba la

hipétesis de una estructura de anillo plano, defendida entre otros por Baeyer [5].

Mohr, en 1918 [9], ofreci6 una solucién, sefialando que una ligera distorsioén de los dngulos
de enlace C—C-C seria suficiente para interconvertir un isémero en otro, lo que implicaria
una barrera de energia alta para la isomerizacion silla = bote, que haria imposible aislar
uno de los isémeros en forma pura. Tal hipdtesis se confirmé mds adelante, usando varios
métodos fisicos, en particular la resonancia magnética nuclear a temperatura variable, y las
espectroscopias de vibracion Raman e infrarroja. También experimentos de termoquimica,
en particular la medicion del calor especifico en el estado gaseoso, demostraron inequi-
vocamente la estabilizacion predominante del isémero rigido. En condiciones normales de
temperatura y presion, el ciclohexano se encuentra en su conformacion silla en un 99.99 %

de las moléculas [10].

La hipédtesis de una estructura arrugada para el anillo del ciclohexano fue la idea orien-
tadora y fructifera en muchas investigaciones de Boeseken [11] y Hermans [12] sobre las

propiedades de los ciclohexanos sustituidos. Sus resultados hicieron muy probable que las
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ideas de Sachse y Mohr acerca de los isémeros bote y silla fueran correctas [10].

En 1949, Oosterhoff [10] incluyd en su tesis doctoral un célculo de la contribucién a la
energia libre de este movimiento interno, y propuso una formulacion analitica de las rela-
ciones geométricas en el isdmero movil. En la descripcidon de las posibles configuraciones
del ciclohexano, dej6 provisionalmente los dtomos de hidrégeno fuera de consideracion y

fijo la atencion en las posiciones relativas de los atomos de carbono a lo largo del ciclo.

Hendrickson presentd en 1964 [13] un sistema para definir todas las posibles conformacio-
nes simétricas de cicloalcanos de anillo medio, junto con una descripcion de sus modos de
interconversion conformacional. Calculé la energia del estado basal para cada uno de estos
cicloalcanos simétricos (6 < n < 10), y la relacion de las conformaciones con los propieda-

des fisicas y quimicas de estos sistemas.

Bixon y Lifson [14] determinaron en 1967 las funciones potenciales y conformaciones en
cicloalcanos, y expresaron la energia de estrés del anillo como funcién de las coordenadas

internas del conférmero: longitudes de enlace, angulos de enlace y dangulos de torsion.

En 1970 GO y Scheraga [15] desarrollaron un método matematico para proporcionar una
solucién (computarizada) a dos problemas que surgieron en los cdlculos de energia confor-
macional de oligémeros y polimeros aciclicos y ciclicos, cuando las longitudes y dngulos de
enlace se mantenian fijos. Era entonces necesario definir los conjuntos de angulos diedros
que conducen a: (i) el cierre exacto del anillo en las moléculas ciclicas y (ii) las deformacio-
nes conformacionales locales de las moléculas lineales o ciclicas. En este trabajo, la mayor

parte del énfasis se coloco en las moléculas conformando las cadenas polipeptidicas.

Pickett y Strauss realizaron un trabajo en 1971 [16] para determinar las conformaciones
de los cicloalcanos y otras moléculas estructuralmente relacionadas, expresandolas en tér-
minos de un conjunto de coordenadas adaptadas a la simetria puntual. Las coordenadas

median la desviacién de la molécula con respecto a una estructura regular plana. El uso de
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esas coordenadas condujo a expresiones relativamente simples para la energia conformacio-
nal, y a un método para encontrar posibles caminos para la pseudorotacion libre. Llegaron
a la conclusion de que las conformaciones con baja simetria tienen mas probabilidades de
pseudorotar con barreras de energia bajas, en comparacion con los conférmeros mas simé-
tricos. Sin embargo, los métodos desarrollados por este grupo no eran aplicables a anillos

de tamafio mayor.

Havel y Najfeld [17] mostraron en 1995 cémo se puede utilizar el dlgebra geométrica para
resolver el problema de deformacién local introducido por Go y Scheraga en 1970. Como
caso especial, esto permitio caracterizar los angulos de torsidon en moléculas ciclicas que

cumplen con la constriccién de cierre del anillo.

De manera paralela, entre los afios 1970 y 2000, diversos trabajos para determinar las
conformaciones espaciales de los cicloalcanos y sus energias relativas se han realizado em-
pleando diferentes métodos. Entre estos se encuentran los trabajos de Hilderbrandt et al.
[18] empleando célculos de mecdnica molecular; Rode [19] empleando cdlculos de prime-
ros principios MO-SCF para estudiar la estabilidad relativa de cicloalcanos con 3 < n < 8;
Boatz et al. [20] empleando funciones de onda SCF para estudiar ciclos con 3 < n < 6;
Ferguson y Raber [21] con un nuevo enfoque para sondear el espacio conformacional em-
pleando mecanica molecular; Chang et al. [22] empleando un método de busqueda aleato-
ria de coordenadas internas para encontrar las conformaciones de baja energia; Kolossvary
y Guida [23] con técnicas de buisqueda conformacional sistematica y Montecarlo asociadas
con una combinacién de métodos de minimizacion de energia; Wiberg [24] con un cdlculo
tedrico para determinar los conférmeros del cicloheptano al ciclodecano (7 < n < 10) em-

pleando mecanica molecular.

Mas recientemente, en la década 2000-2010, Suvire et al. [25] realizaron un trabajo de pri-
meros principios para determinar la dindmica flexible del ciclononano, CgH1g, empleando
la teoria del funcional de la densidad (DFT) y el método ab initio Mgller-Plesset (MP2).
Encontraron cinco conférmeros correspondientes a minimos de energia, separados por on-

ce estados de transicion. Por otra parte, Porta et al. [26] presentaron un método numérico
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para calcular todas las conformaciones posibles de bucles moleculares con restriccion de
distancia, es decir, bucles donde algunas distancias interatémicas se mantienen fijas, mien-

tras que otras pueden variar.

Es notable el hecho de que, a pesar del trabajo continuo realizado durante cuatro décadas,
los estudios tedricos para sistemas ciclicos con n > 12 estan practicamente ausentes de la
literatura [27]. Para el ciclododecano, C12Hs4, Saavedra et al. llevaron a cabo en 2012 un
estudio ab initio y DFT de las propiedades conformacionales [28]. Sin embargo, no se pudo
comprobar con certeza la estructura espacial del estado basal, debido a que el tinico reporte
experimental de la estructura cristalina para este compuesto es de baja resolucion, e incluye
un desorden estructural que dificulta su interpretacién [29]. Para ciclos de tamafio mayor,
la situacion es inversa: no hay estudios ab initio para describir con certeza la estructura de
cicloalcanos con n > 12 en el estado basal, debido a la complejidad del mapa conformacio-
nal, pero si existen algunos reportes puntuales de estructuras experimentales obtenidas por
difraccién de rayos X en monocristales, para Ci14Hag [30], Co4Hag [31, 32], Co¢Hso [311,
Cs4Heg [33], v C3eHy2 [34]. Esta dltima estructura es, sin embargo, de muy baja resolucién
y corresponde a un refinamiento de baja calidad (R; = 25 %). El editor de la CSD (Cam-
bridge Structural Database) indicé para este conjunto de datos: “There appear to be several

coordinate errors.”

La hipdtesis del presente proyecto es que, al retomar los calculos realizados para el ciclohe-
xano y el cicloheptano, debe ser posible establecer un dlgebra de Oosterhoff [10] aplicable
a los cicloalcanos en el intervalo 7 < n < 12. Basandose en esta introduccion, los objetivos

del trabajo son los siguientes:

1. Objetivo general:
Determinar las conformaciones espaciales de los cicloalcanos C,Hy, con n > 3, donde
n es el numero de carbonos en el ciclo, a partir de n vectores, elementos de R?, que

representan los enlaces entre los &tomos de carbono.

2. Objetivos particulares:
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= Realizar el cdlculo para determinar todas las conformaciones estables y no esta-

bles para el ciclohexano.
» Estudiar los cicloalcanos con 6 < n < 12 de manera independiente.
= Obtener los mapas de conformaciones para estos ciclos.

= De estos resultados obtener una generalizacion del dlgebra de Oosterhoff para

n > 6.
Este trabajo de tesis estd estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presenta la metodologia empleada, se determinan las ecuaciones que
permiten tener el modelo para un cicloalcano, se introduce la matriz de Gram para realizar
simplificaciones al sistema, ademas se emplean herramientas de geometria algebraica para
poder calcular una base de Grobner para el sistema de polinomios generado por las sub-
matrices de la matriz de Gram. Todos los procedimientos incluidos han sido generalizados

para cualquier valor de n > 6.

En el Capitulo 3 se presentan los resultados obtenidos para el ciclohexano (n = 6), desde
plantear el sistema de ecuaciones que genera el ciclo hasta la determinacién de las solu-
ciones del sistema polinomial. Se estudia el caso n = 7 (cicloheptano) usando la misma
estrategia, sin poder completar el cdlculo hasta la obtencién de coordenadas atémicas pa-
ra conférmeros, debido a una dificultad técnica relacionada con el calculo efectivo de una
base de Grobner para el sistema de polinomios generado por las submatrices de Gram. Sin
embargo, se menciona que las técnicas empleadas son generalizables a cualquier caso con

n > 8.

En el Capitulo 4, damos nuestras conclusiones generales y se discute brevemente el trabajo

que se pudiese realizar en el futuro.



Capitulo 2

Metodologia

Basandonos en el formalismo propuesto por A. H. M. Levelt [35] para el ciclohexano, reali-
zamos la generalizacién de este para cicloalcanos con 6 < n < 12. Para realizar el estudio
partimos de un modelo para cicloalcanos planos en un espacio tridimensional, donde a cada
atomo de carbono del ciclo se le asigna un nodo, ademas se desprecia la presencia de los
atomos de hidrégeno. A la unién de cada par de nodos vecinos en el ciclo se le asigna un

vector a;.

El conjunto de n vectores @; € R? son las orientaciones de los n enlaces entre 4tomos con-
tiguos de carbono en el espacio tridimensional, estos se colocan de tal manera que los n
vectores apunten en la misma direccion alrededor de la estructura ciclica. Estos vectores se
normalizan para que las distancias entre dos atomos de carbono adyacentes sea 1 (Figu-
ra 2.1). Para un cicloalcano, esta norma corresponde a la longitud del enlace C-C, es decir
1.54 A.

Por i - ¥ = ujvy + ugve + ugvs se denota el producto interno de dos vectores @ = (uq, ug, us3)
y © = (v1,v2,v3) en R3. El teorema del coseno dice que i - ¢ = ||i|| - ||¥]| - cos o, donde
||i@|| = (i - @)'/? es la norma euclidiana y o € [0, 7] es el angulo entre i y @, cuando ambos
vectores estan colocados en el origen del espacio. Las condiciones anteriores conducen al

siguiente sistema de ecuaciones para un cicloalcano con n dtomos de carbono:

8
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ai - a; =1, iel...n]
a; - aj = —cos a, (i,j) €[l...n)% i<j con j—i=1
a. .a_i = — COS (21)

Y-

i=1

N

La primera linea nos dice que la longitud de cada enlace es 1. La segunda y tercera lineas
expresan el hecho de que el dngulo entre dos enlaces adyacentes a un mismo dtomo de
carbono es a. Para dtomos de carbono hibridos sp?, el dngulo a equivale a arccos(—1/3).

Finalmente, la tltima linea expresa la naturaleza ciclica de la estructura.

El sistema (2.1) comprende n + n + 1 = 2n + 1 ecuaciones en las 3n coordenadas de los
puntos ay, - -+ ,d, para los n atomos de carbono. Todas las ecuaciones son cuadraticas, a

excepcion de la dltima, que es lineal.

Aun existe redundancia en la posibilidad de que toda la estructura considerada como un
objeto rigido se mueva y gire libremente en las tres direcciones del espacio (X,Y, 7). Una
posibilidad para remediar esto es introducir tres ecuaciones adicionales que expresen el

hecho de que dos vectores, por ejemplo @; y d2, son paralelos al eje X y al plano (X,Y),
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respectivamente. En el caso del ciclohexano, cualquier conférmero orientado en el espacio
tridimensional corresponde entonces a una solucién de un sistema de 16 ecuaciones. Las
2n + 1 ecuaciones del sistema (2.1) pueden resolverse con un dlgebra no lineal, pero la

descripcidn resultante de las soluciones es altamente complicada y no intuitiva.

Para una solucion exitosa, se busca un enfoque diferente y mas simétrico, dentro de un

algebra lineal, tomando los productos internos S;; = a; - a; para 1 < i,j < n. Bajo las

condiciones (2.1), S; ; es el coseno del dngulo entre a; y a;. Tomando en cuenta que:

Sia et S =i (@i + o+ ) (2.2)

para todo i € [1...n], (2.1) implica que:

Sij=9Sji para 1<i<j<m,

Sii =1 para 1<1i<mn,
(2.3)
Si2="923="=8,1=—cosq,

Siit+-+Si,=0 para 1<i<n

La ventaja del sistema (2.3) sobre (2.1) es que todas las ecuaciones son lineales [36].

Se tienen C3 + n + n +n = C§ + 3n ecuaciones lineales en 2C§ + n variables, donde
n!

Cy = F——

27 2(n—2)!

que el espacio solucién tiene 2C3 + n — (C3 + 3n) = C§ — 2n dimensiones.

. Resulta que estas ecuaciones son linealmente independientes, de modo

Este sistema de ecuaciones (2.3) es posible reducirlo para obtener un menor niumero de
ecuaciones y variables independientes. A partir de este punto se introduce la matriz de
Gram G, que se define para un conjunto de vectores dy, ..., d,; €S la matriz que define el
producto escalar, cuyas entradas vienen dadas por G; ; = (a; - ;). En la matriz de Gram se

introducen las expresiones obtenidas al simplificar el sistema (2.3), asi se obtiene [36]:

G =Gz, a, = (@i - aj)i<ij<n = (Sij)1<ij<n (2.4)
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S11 Si2 S13 .- Sin
G 5?71 S%Q 5%3 ce SQJL (2.5)
Sn,l Sn,2 Sn,3 B Sn n

Tenemos que introducir la informacién que las moléculas (a diferencia de las matemaéticas
y la informadtica) existen solo en espacios tridimensionales. En R?, cualesquiera cuatro vec-
tores son linealmente dependientes y, por lo tanto, se puede obtener una solucién en un
espacio a tres dimensiones, si y solo si cualquier subconjunto de cuatro vectores distintos
tomados de @y, . . ., @, son linealmente dependientes. Ademas, la matriz de Gram de una se-
cuencia de vectores es no singular si y solo si los vectores son linealmente independientes.
Asi, la condicion de tridimensionalidad para el espacio en el cual se describe un conférmero
es equivalente al hecho de que para cualquier subconjunto 7" C {1,...,n} de cardinalidad
4, la matriz de Gram G;.;cr de (d; : i € T') debe ser singular. Cualquier submatriz 4 x 4 de

G debe por lo tanto ser singular, es decir tener un determinante nulo:

VI C{l,...,n} card(T) =4 = detGgz.ier =0 (2.6)

Una consecuencia trivial de (2.6) es que el ciclopropano, C3Hg, tiene un solo conférmero,
el cual es plano: su matriz de Gram siendo una matriz 3 x 3, no puede generar conférmeros
ocupando un volumen en el espacio tridimensional, debido a la imposibilidad de escribir
una submatriz 4 x 4. Cuanto al ciclobutano, C4Hg, con una matriz de Gram 4 x 4, tiene
un solo conférmero con un volumen no nulo, correspondiente a la geometria mariposa ob-
servada experimentalmente [7]. La variedad conformacional empieza con el ciclopentano,

CsHjg, tal como lo habia visualizado Adolf von Baeyer [5], con su teoria de la tensién.

Para obtener el nimero de submatrices 4 x 4 que obtenemos para cada ciclo con n > 4, cal-
culamos la combinacién B = C}. No es necesario considerar el nimero de permutaciones
"', debido a que reordenar los indices i para los vectores a; de la Figura 2.1 no modifica

el conjunto total de conférmeros generados. Apuntaremos f; los polinomios resultantes del
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calculo de los subdeterminantes de estas submatrices de Gram, para 1 < ¢ < B. A con-
secuencia de (2.6), un conférmero sera entonces dado por una solucion del sistema de B

ecuaciones f; = 0.

La siguiente tabla resume la combinatoria del problema que se pretende resolver:

Cuadro 2.1: Combinatoria del problema por resolver en funcién del tamafio del ciclo n

n ecuaciones | ecuaciones variables pa- | dimension B
vectoriales | en cosenos | ra un confér- | del espacio
2.1) (2.3) mero solucion
3 7 12 9 -3 0
4 9 18 16 -2
5 11 25 25 0 5
6 13 33 36 3 15
7 15 42 49 7 35
8 17 52 64 12 70
9 19 63 81 18 126
10 || 21 75 100 25 210
11 || 23 88 121 33 330
12 || 25 102 144 42 495
13 || 27 117 169 52 715
14 || 29 133 196 63 1001
15 || 31 150 225 75 1365
16 || 33 168 256 88 1820

Concretamente, para el caso del cicloheptano, C7Hi4, se debe resolver un sistema de 35
ecuaciones polindmicas en 7 incégnitas. No es un problema sencillo en término de compu-
tacion si se trata de obtener soluciones numéricas en un tiempo razonable. Para n = 12, la
solucion del problema se encuentra seguramente fuera de alcance. Sin embargo, las bases
de Grobner, introducidas en los afios 1960, conducen a una forma algo mas sistematica de

resolver el problema de los B polinomios f;.
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La simplificacién para el calculo proviene de que, en el caso mas favorable, esta teoria
permite sustituir el estudio de un sistema de ecuaciones polinomiales por un sistema de
ecuaciones monomiales. Del punto de vista de las soluciones para el sistema de ecuaciones
polinomiales, estas dependen unicamente del ideal generado por los polinomios: cuando
el conjunto de generadores se reemplaza por una base de Grobner, las soluciones son las
mismas. El objeto de esta parte del trabajo es por lo tanto determinar si es posible definir
una base de Grobner para el sistema de ecuaciones (2.3) a través de un algoritmo efectivo

para cualquier tamafio n del cicloalcano.

Consideramos F' un campo, y R = F[z1,..., 2| un anillo polinomial en k variables sobre
F,con fy,..., fs € R. Los polinomios fi, ..., fs generan el ideal
I=(fi,....f=S > afi:a€R (2.7)
1<i<s

Por otra parte, V'(I) es la variedad del ideal I:

VI ={ueF*: f,=0 Vfel}={uecF*: filu)=---= f, =0} (2.8)

Debido a que es necesario re-escribir los polinomios f1, ..., fs para luego reducirlos por divi-
sion euclidea (es decir escribir polinomios “mds pequefios” eliminando variables al aplicar el
algoritmo de eliminacién Gaussiana en F[xy,...,2x]), es necesario definir un orden mono-
mial total sobre las variables de los polinomios. Lo mas comun (aunque no necesariamente
lo mas eficiente para la etapa de reduccion) es usar simplemente un orden lexicografico
~ez- Una vez que la ley de orden esta definida, tenemos disponibles para cada polinomio f

de R los siguientes términos:
1. el termino principal de f: lt(f) =lc(f) - Im(f) € R
2. el coeficiente principal de f: lc(f) = cpgeq(s) € F \ {0}

3. el monomio principal de f: Im(f) = 2™%9) ¢ R
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4. el multi-grado de f: mdeg(f) = maz{a € NF : ¢, # 0}

donde max~ es el maximo con respecto al orden <.

Con estos términos, una definicién formal de una base de Grobner es la siguiente: Sea <.,
un orden monomial y I C R un ideal. Un conjunto finito G C I es una base de Grobner
para [ con respecto a <., si cualquier polinomio de / es divisible por el término principal

lt(f) de algun polinomio f de G.

Existen otras definiciones formales mas faciles de aprender. Por ejemplo, el ideal genera-
do por los términos principales de I debe ser idéntico al ideal generado por los términos

principales de GG para que G sea una base de Grobner de I.

Los programas de cdlculo simbdlico incluyen algoritmos para calcular estas bases de Grob-
ner, el mas usado siendo el algoritmo de Buchberger, descrito por ejemplo en la Tesis de
Alba Génzalez Parra [37].

Teorema 1 (Algoritmo de Buchberger) Sea I = (f1,..., fs) C R[z1,...,x,] ideal con f; #
0, Vi = 1,...,s. Podemos construir una base de Grobner G = {¢1,...,gx} para I con el

siguiente algoritmo:

Algoritmo 1 Algoritmo de Buchberger
Entrada: F = {fi,...,fs} € R[z1,...,x,Jcon f; #0,Vi=1,...,s.

Salida: G ={¢1,...,gr} base de Grobner de I con F C G

Inicializacién: G := F

1: Repetir:

G:=G i
2: Para cada par {f,g} C G con f # g hacer S = m(;
3: Si S # 0 entonces hacer G := GU {S}

4: Hasta que G = G




Capitulo 3

Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos para cada ciclo con valores de n > 6.
También se incluyen los diagramas a partir de los cuales se determinan las variables em-
pleadas. Estos resultados se obtuvieron realizando los calculos correspondientes utilizando

el software Mathematica 11.3.0. Una copia del cédigo se encuentra en los Apéndices A y B.

3.1. Cicloconn =6

Esta seccion dedicada al ciclohexano se desarrolld usando la metodologia descrita en el
capitulo anterior. Sigue también de cerca el procedimiento descrito en el anexo 24.4 del
libro de J. von zur Gathen y J. Gerhard [36], basado en un cddigo de MAPLE. En este anexo,
determinaron los valores de la variedad para las conformaciones silla y bote, y presentaron
la proyeccién de una seccién del mapa conformacional para un polinomio f;. Sin embargo,
no se interesaron en otros conférmeros. Sobre todo, no estudiaron las geometrias espaciales

de los conférmeros, y no calcularon coordenadas para los &tomos de carbono en el ciclo.

El ciclohexano estd constituido por seis d&tomos de carbono, por lo tanto n = 6. De este
modo tenemos seis vectores a1, ..., ds € R3, este conjunto de vectores son las orientaciones

de los enlaces C—C en el espacio tridimensional y satisfacen las condiciones (2.1)

15
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al-al = as - ay = =ag-dg =1
L. L. I 1
ay -a = ag - as = = Q¢ 1= g (3.1)
A +dy+ - +dg=0
Juntos, (3.1) comprenden 13 ecuaciones en las 18 coordenadas de los puntos a1, - - - , dg
para los 6 dtomos de carbono.
Bajo las condiciones (3.1) el sistema (2.3) para este ciclo es
Si,j = Sj’i para 1 <1 <7 <6,
Sii =1,
(3.2)
S1p=0523="---=5861=—cosa,

Sit+--+Sie=0 para 1<i<6

Por lo tanto tenemos C§ + 3(6) = 33 ecuaciones lineales en 2CS + 6 = 36 variables. Al ser
estas ecuaciones linealmente independientes el espacio solucién tiene 36 — 33 = 3 dimen-

siones.

Introducimos la matriz de Gram (2.5) para reducir el nimero de ecuaciones y variables, de

este modo pasamos de tener 36 variables a tener solo nueve.

1 % S13 S14 Sis 3
3 1 T Sou S5 S
o= Sis 3 1 3 S35 Ssg 3.3)
Sia Sou % 1 T Sig
Si5 Sos S35 % 1 3
3 Sag Sse Sie % 1

Con esto logramos que las ecuaciones que nos indican que tenemos un ciclo cerrado del
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sistema (2.3) se reduzcan a

5
Si3+S14+S15+5=0

3
5
52,6 + 54,2 + 5572 + g =0
5
S13+ 536+ 553 + 3= 0
5 (3.4
S14+ Sa2+ Sae + 3 =0
5
S15+ S52+ 553+ 3 =0
5
52,6 + 53,6 + 54,6 + g =0

Este nuevo sistema de ecuaciones es posible reducirlo seleccionando de manera adecuada
6 de las 9 variables. Para realizar esta seleccién tomamos un diagrama de un ciclohexano
plano, en este diagrama localizamos las variables S; ; correspondientes a los productos
punto de los vectores a;, y trazamos un eje de simetria; por conveniencia lo trazamos entre

los vectores a3 y a3, Figura 3.1.

Tomamos las seis variables S; ; que han quedado separadas por el eje y para simplificar
la notacién nos es conveniente renombrar las restantes S = 21, S13 = 2y S15 = X3,
Figura 3.2. Debemos hacer notar que estas variables corresponden a los cosenos de los
angulos diedros para el ciclohexano, el conocimiento de los tres angulos diedros definidos
por sus cosenos x1, x2 v x3 define completamente la geometria espacial de un conférmero,
considerado como un objeto rigido. Dicho de otra manera, una vez que se resuelven los

valores para x1, z2 Y x3, la matriz de Gram (3.3) contiene solamente valores numéricos.

A continuacién resolvemos el sistema de ecuaciones (3.4) para las variables S 4, S2 4, S25,
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Figura 3.1: Modelo plano del ciclohexano con las variables S; ; localizadas y un eje de

simetria.

Figura 3.2: Modelo plano del ciclohexano con las variables S; ; localizadas y simplificacién
de 3 de ellas.
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S35, 53,6 Y 1,6, de donde obtenemos

5
S14=-513—-515— 3
3
Sa6 = S35
S24 =515
. (3.5)
Sa5=—S15— S26 — 3
5
S36=—513 — 526 — 3

Si6 =513

Empleando la simplificacién que introdujimos de variables x; el sistema se reduce a:

)
S14=—T3— T3 — 3
S35 = 1
So4 =13
. (3.6)
So5=—23— X1 — g
S36 = —T2 — 21 — 3
Sa6 = X2

De este modo observamos que las seis variables que elegimos ahora dependen de las tres

variables x;. La matriz de Gram ahora toma la forma

1 T my Sig owy 3
3 1 T Saa Sas
a- | ™ 3 1 1 S35 Sig 3.7)
Sia Saa 3 1 T Sug
z3 Sos S35 % 1 3
: a1 S36 Sie % 1
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Todas las variables son funcién de las variables z;, y para una secuencia de vectores que
son linealmente independientes la matriz de Gram es no singular. Tomamos la condicién de
que cualquier subconjunto 7' C {1,...,6} de cardinalidad cuatro es singular, asi obtenemos
C$ = 15 submatrices de 4 x 4. Resolviendo los determinantes de las submatrices, obtenemos

los 15 polinomios f;.

2 23x2 2 20x319  34xe 2322 3dx3 5
_ 2.2 4 2 2 a2 342 2 3 3 9
o=y grawy = —g= o+ st = 9 9 9 3

2 2322 10 10x9x 1 32z5x

40z, 1622 23x2  2x5 10 102923  40z3

- + 92+x§x§+§x2x2—73+7+§x%x3+ 9 —7—2

2 2322 2 20z9x 34z 2322 34z 5
_ 2.2 “ 2 e <2 o 241 o 1 o 2 2 v
Ja =w3T 4 gwary — —g= + gwm 9 9 9 9 3

1622 10 20
% + 9 14 El”%ﬂll + 2332113§ZE1 + §$§$1+

10 10
f1=x32% + 2322 + ?xgm% + 2zox377 + 3 78T

9801 40 118z3z1  50x; 1623 20
271 Qx%xgxl + §m2x3x1 93 ! 9 L4 9 24 x%x% + gxgajg + 43:%—&—
50my 10 4 118x9x3 2023 7
+ —x5x3 + + 5
9 3 9 3 3
10 10 1622 2 2 10z9z
fs :x%x% + x%x% + 3562.%‘% + 2x2x3x% + Ea:gx% + 9 Ly gxga:l + gac%xl + 92 !
10 N 10z371 271 2373 2323 4022 32z0m3  40z3 5
—T2X3%1 —_— — — — — — —
3 9 9 9 9 9 9 9
2 2327 2 20z3w1  34r1 2323 34wz 5
fo =232 + Sazrt — =L 4 Zadny — - - - -3
3 9 3 9 9 9 9 3
10 10 1622 2 2 10x9x
fr :m%x% + m%az% + ?l‘gl’% + 21’21’31‘% + Emgajf + 9 L4 gzgml + §$§x1 + 92 ! +
10 10x321 221 2323 2323 40wy  32moms 40z 5
— 27371 - - - - - -
3 9 9 9 9 9 9 9
10 10 1622 20 10
fs :x%x% + x%x% + ?xga:% + 2x2x3m% + E:L‘gl’% + 9 L4 E:E%xl + 23321‘%:61 + §x§x1+
118zox 40 98x3x1 50z 10 1622
# + 203 x331 + 3 23T+ 93 Ly 9 Lydad + 22 + §x2x§ + 3 34
20%2 20 2 118$2$3 50%3 7
+ —x5x3 + + 5
3 3 9 9 3
2 2322 10 32 10 102: 40
fo :a:%x% + gl’g.ﬁC% — 93:1 + 236236%:61 + 3 x%xl — % Exg:cga:l a;3x1 — ;1 —
2312 10 1622  40zy 2 10x023 2z
R R A 92+§x%x3+ 923+?3_2
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2 23x2 2 20x319 34z 23x2 34z 5
flo:x%x%+§x3x%_72+§x§x2_ 932_ 92_ 93_ 93_5
2 2322 2 20 34 23z2 34 5
2 2322 10 32201 10 10z32 40x
frz =a3ai + §$3$% 7y L+ 2zox3m) + 327:23-%1 - 92 ! 3 23T + 93 L 9 L
2312 10 1622 40xy 2 102923 223
92+$%1’§+§$2$§+Tg_7+§$§$3+ 9 +T—2
20 20 10 10
fi3 ::U%x% + :c%x% + E:rgx% + 21‘2.%’3.1‘% + gzv;;x% + 4x% + Eas%xl + 21’21’%2?1 + gngl—i—
118x9x 40 118x321 20z 1622 10 1622
# + 2x§:c3x1 + §{E2$3$1 + 93 ! 3 ! 9 2 x%x% + §x2x§ + 9 3
90z 10 98xoxr3 H0x3 7
g TgTmt g 9 3
2 23z2 10 10zox 1 32x3x1  40x
fra =3zt + 5:1:2:6% -5 L4 31:3561 + 92 L 222mg2y + < 23T — 93 L. Tl
1622 2 2322 2 10 10 40
;2 + x%m% + ga:zx% - 9963 % + Em%xg + xgﬁg — % —2
2 2322 2 20xox; 34wy 2322 3dxy 5
fis =agai + 3wouy = =g% 4 gahm - T = mgm = SR - g - 3

Observamos que algunos de estos polinomios son similares entre ellos, con los mismos
coeficientes y las variables permutadas, ademas algunos son funciéon de tnicamente dos
variables. Con esto, el mapa conformacional puede visualizarse en un plano. Tomamos
alguno de los polinomios que dependen de iinicamente dos variables, en este caso f3 que
depende de las variables x; y x2. Este polinomio es cuadratico sobre ambas variables, el
grado del polinomio es cuatro. Este polinomio lo igualamos a cero y lo resolvemos para xs;
esta ecuacion nos permite expresar el coseno de un dngulo diedro en el ciclo en funcién de

otro coseno de otro angulo diedro,

17+ 1071 — 322 4+ 2v/2/—T7 — 44wy — 2427 + 4823 + 27x]
€T =
2 —23 + 61 + 922

(3.8)

El nimero de soluciones para x2 viene dado por el discriminante, asumiendo que el deno-

minador no sea cero. El discriminante lo obtenemos con el comando Discriminant/[ fs,x2]

32
o (C7— 4z - 242? + 482° + 272%) (3.9)

Observamos que, debido a la restriccion sobre los valores permitidos para la funcién cos, los
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4+ 2

x1+x2+§:0
, \7

\—/
f3=0
0 Xq
%

-21 < 4
41

X —x =0

-4 -2 0 2 4

Figura 3.3: Proyeccion de f3 sobre el plano (X, Y).

Unicos puntos generando conférmeros para el ciclohexano estan localizados sobre la elipse

de la Figura 3.3.

Sea F' € Qlx1,x2, z3] el conjunto de los quince subdeterminantes. Para resolver este anillo
de polinomios, recurrimos a la base de Grobner tomando el orden lexicogréafico x3 > zo >
x1. De esta manera obtenemos la base de Grobner reducida (GB) de V(F') que consiste de

cuatro polinomios:

g1 =9232% + 62922 — 2322 + 62211 — 20207, — 34w — 2322 — 34wy — 15

g2 =2Txox] 4 27x3x] + 1827 + 1082223 + 1082327 + 182907 + 182327 — 28427
— 212z9x1 — 2122321 — 40021 — 6929 — 6923 — 102

g3 = — 9x9x — 92375 — 625 — 9xox? — 9w3x? + 1827 + Alawgw) + 4laszy + Sday
+ 21x9 + 202923 + 2123 + 18

g4 =92322 + 62327 — 2323 + 62321 — 202371 — 3431 — 2323 — 343 — 15

El conjunto F' de todos los subdeterminantes 4 x 4 de G es invariante bajo una permutacion

de las variables =1, 2, x3. De GB base de I, tenemos V' (g1, g2, 93,94) = V(I), asi que solo
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necesitamos ver las soluciones de g; = g2 = g3 = g4 = 0. Factorizando los polinomios que

conforman la base G B obtenemos:

g1 =9232% + 62927 — 2322 + 6231 — 20207, — 3da) — 2323 — 34wy — 15
g2 =(x1+3)(Bx1 + 1) (9@3:% + 9;1:336% + 6:6% + 6x921 + 6377 — 20217 — 2319 — 2373 — 34)
g3 = — 956233? — 99:3x:f — 61:‘? — 9x2m% — 91’317% + 181‘% + 41lxox1 + 4lxzx1 + 54y + 219

+ 202223 + 2123 + 18

g4 =92323 + 62327 — 2327 + 62321 — 20237 — 3471 — 2323 — 343 — 15

Notamos que g1, g2 ¥ g4 son irreducibles sobre QQ, y ademds podemos escribir go = (z1 + 3) (3z1 + 1) g5,

donde g5 = 9w22% + 9x323 + 622 + 62271 + 62371 — 2021 — 2379 — 2373 — 34.

De manera que podemos construir la variedad de la siguiente manera: V(1) = V(I;) U
V(Iz) UV (I3), donde

Il = <glag37g47$1 + 3>7 -[2 = <glvg37g473x1 + 1>7 -[3 = <g17927g47g5> (310)

Calculamos una nueva base de Grobner para los tres nuevos ideales con respecto al orden

lexicogréfico x3 > xo = 1.

GB(I) = {xl + 3, ZL‘% + 229 — 3, 2923 + 319 + 313 + 9, ZL‘% + 2x3 — 3}

GB(I5) = {3z1 + 1,2723 + 3022 + 7, 97923 + 322 + 323 + 1,2723 + 3023 + 7}

GB(I3) ={92%x3 + 62329 — 2327 + 62125 — 202129 — 3421 — 2323 — 3415 — 15,  (3.11)
92229 4+ 92223 + 627 + 62179 + 62123 — 2027 — 239 — 2323 — 34,

3r1x9 + 3T123 + 221 + 32223 + 270 4+ 223 + 1}

Todos los polinomios de GB(I1) y GB(I2) son productos de factores lineales, por tal motivo
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es muy simple que obtengamos las soluciones,

V(L) ={(-3,-3,-3),(-3,1,-3),(-3,-3,1)}
v =(4-53) (D) (g O

por el contrario los polinomios de GB(/3) son irreducibles sobre Q.

De estos conjuntos pertenecientes a las variedades, los valores esperados para las variables
S;,; deben ser valores entre —1 y 1, sin embargo algunas de estas estdn fuera de este rango.
Esto nos podria indicar que se trata de conformaciones que no tienen sentido fisico en el

espacio tridimensional.

Procederemos a identificar a que conformaciones espaciales corresponde cada punto. Pa-
ra esto, hemos desarrollado un cédigo en Mathematica que nos permite obtener las coor-

denadas de los vectores a; a partir de los valores de las variables S; ; de las variedades.

1 1 1
Comenzaremos con (—3, —3 —3>, y le asignamos los valores a las variables x;, es decir,
1 1 .
T1=-3, %2 = —5 Va3 = _5; con esto conocemos los valores para todas las variables 5;
de la matriz (3.3),
1 1 11
L5 -3 -1 -3 3
1 1 1 1
5 L o3 —3 -1 —3
11 1 1
O D T T |
G = 3003 5003 (3.13)
-1 -1 1 1 1
3 3 3 3
1 11 1
-3 1 -3 3 1 3
1 1 11
3 3 1 -3 3 1

Una vez realizado esto, a partir de las ecuaciones que nos permiten determinar que tenemos
un ciclo cerrado (3.14) validamos que se satisfaga la condicién para el punto elegido de la

variedad.

Sii+---+Sig=0 para 1<i<6 G.14)
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Al corroborar que se satisface dicha condicién, introducimos los seis vectores de manera

general. Recordemos que este sistema de vectores estd constituido por 18 variables, es decir,

(3.15)

Fijamos un vector sobre el eje X, de esta manera tenemos ai; = (1,0,0), nos quedan por
determinar 15 de las 18 variables. Generamos una matriz de Gram para estos vectores y

obtenemos que la matriz Gg; 4; es:

1 ug us Ugq us ue

U2 u%‘*‘”%‘*‘w% UU3+V2V3+W2W3 U2ULFV2V4FW2W4 U2U5+V2V5FW2Ws U2UE+V2V6+W2We

u3 uu3+v2v3+waws u§+v§+w§ U3U4TV3VLFW3W4 U3U5HV3V5FW3W5 U3UE+V3V6+W3We

U4 U2ULFV2V4FWoW4 USULFV3V4FWI WA uﬁJereri U4AUS+HV4V5HWaW5 U4UE+V4V6FWAWE

U5 U2Us+V2Vs+WoWs USUSHVIV5HWIWS UsUSHVLVsFwaws  UEHUE+wE  usustUsvet+wswe

UG UUETV2V6TW2W6 U3UETV3V6TW3We ULUETV4V6+WAWE UsUE+V5V6+W5WE6 U%—H}g—l-wg
De la primera fila de la matriz G (3.3) y la primera fila de la matriz G, ;; obtenemos
los resultados de todas las variables u;, {uz,us, us, us,us} = {3,—%,—1,—1%, 1}, con esto
pasamos de 15 a 10 variables que atiin no conocemos sus valores.

Para determinar los valores correspondientes a estas variables generamos ecuaciones para
cada producto escalar entre los vectores; cabe resaltar que basta con emplear solo la mitad

de la matriz de Gram, debido a que es simétrica con respecto a la diagonal principal.

A continuacién se debe resolver el sistema de ecuaciones que se ha generado de los produc-

tos escalares para las diez variables que atiin no conocemos sus valores.

Esto nos da como resultado cuatro conjuntos solucion, estos son similares, se diferencian a

lo mds por un signo. Iniciaremos tomando solo uno de estos y resolvemos.

2v2 V2 2 2v2 V2
- 9 o Y6
3 3

, W3 = — *,U4=0,’w4:0,115=73 yws = 0,v6 =

“r
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2v/2 0 V2 2 0 0 2v/2 0 V2 \/5
V) = ——, W V3 = ——, W3 = —, V4 = Wy = Vg = —, Wy = Vg = —,Wg = — —
2 3 2 » U3 3 3 3’ 4 , Wy » Uh 3 5 » U6 3 6 3(°
2V/2 0 V2o 2 O wr = 0.0 — 2v/2 0 — V2o o2
U2 = 3 , W2 = U, VU3 = 3 , W3 = 37’04_ ,Wqg = U, V5 = 3 , W5 = U, Vg = 3 , We = 3 )

2v/2 V2 2 2v/2 V2 2
UQZT,ZUQZO,U:}:?,U}:}: g,U4:0,104:0,1}5:*T,’U)E):O,U(;:*?,’LUG:* g

En este punto, ya conocemos todas las variables que nos permiten localizar a los seis vecto-

res que comprenden el sistema:

a_i_(17070)
(1 2

2 — 37 37
L (.1 V2 )2
“W=\"3 737 V3

(3.16)

@ = (—1,0,0)

L (12

5 — 37 37
L (1 V2 2
“=13"3"V3

Para asegurarnos de que la solucion sea correcta, revisamos las matrices G'y Gg;.q;: al ser

iguales, no tenemos problema en decir que esta solucién es correcta.

Hasta este momento conocemos las coordenadas de los vectores a;, sin embargo, necesita-

mos localizar los nodos de los ciclos. Para esto, introducimos las variables n; y mediante
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algebra de vectores encontramos que las coordenadas de los nodos son,

nl_(17070>
(+5%)
m=lym !
ng = (1,—@,—@)
(3.17)
ng = (0,—\/1-\/2)
(1 V2 _\f
ns = ga ?7 g
7’L6:(0,0,0)

Visualizamos este conjunto de coordenadas en el espacio y notamos que pertenecen a una

conformacion tipo silla para el ciclohexano, Figura 3.4.

Figura 3.4: Localizacién de los primeros nodos obtenidos, observamos que es una confor-

macidn silla.

Continuando con el proceso tomamos la segunda soluciéon del conjunto de cuatro solucio-

nes, realizamos el mismo procedimiento que en el caso anterior, y obtenemos que los nodos
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tienen las coordenadas

1, —V?2, \/§>
ng = |0,—V2, \/3)
ng = (0,0,0)

(3.18)

Ubicamos los nodos en un espacio tridimensional percibimos que corresponde a una con-

formacion de tipo silla, Figura 3.5.

Figura 3.5: Localizacién de otro de los conjuntos solucién para los nodos, observamos que

corresponde de igual manera a una conformacioén silla, sin embargo estd se orienta de

manera distinta.

Con estos resultados, podemos deducir que como los cuatro conjuntos solucién son equi-

valentes a diferencia de algun signo, estos corresponden a conformaciones tipo silla pero

rotadas en el espacio.
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Realizamos este procedimiento para cada uno de los conjuntos contenidos en las variedades
3.12, esto nos conduce a la siguiente informacién:

) 1 1 . . y
Para el conjunto (—3, —g, —9> , contamos también con cuatro conjuntos solucion para los

nodos, y de la misma manera que en el caso anterior, estos conjuntos se diferencian entre
ellos a lo mds por un signo. Obtenemos los nodos:

2 (3.19)
_9vVa 3
’ 9’ 3
1 V2 \/5
ny = T oy T v\ o
3 3 3

Graficando las coordenadas de estos nodos obtenemos una conformacién bote, Figura 3.6.

Para otro conjunto de nodos, vemos que este conjunto es equivalente al anterior con cam-

bios solo por algunos signos. Por lo tanto, corresponde a la misma conformacién bote. Lo
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Figura 3.6: Localizacién del conjunto de nodos, observamos que corresponde a la confor-
macion bote.

mismo podemos decir para los demds conjuntos de nodos.

2 (3.20)
5v2 3
97 3
1 V2 \F
ns=1\1—5,>5>>"\/35
373 3

. 1 7 . .
Para el conjunto <—3, ~9 —3) primeramente podemos ver que es muy parecido al con-
junto anterior, con las coordenadas en distinto orden. Este conjunto corresponderia a una
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conformacion bote. Calculamos las coordenadas para algunos de los conjuntos de nodos.

ny = (1,0,0)
(4 2v2 0
nz = 30 g
n3 = (15_\/5)_\/g>
(3.21)
ng = (Oa_\/i)_\/g>
1 2v2 0
ns = §7 3 9
ne = (07070)
ni (1>050)
(2
= (1,-v2 \/5
n3 = ) ’ 3
(3.22)
(ovs f
- ( ) ’ 3

Comparando estos nodos con los del conjunto anterior pertenecientes a la misma variedad,
apreciamos que son similares y se encuentran rotados en el espacio, correspondiendo a la

conformacién bote.

Analizamos ahora la variedad V' (/;): realizamos el mismo procedimiento para calcular las
coordenadas de los nodos. Obtenemos para las entradas de la variedad las siguientes po-
siciones para los nodos; cada entrada de la variedad nos arroja cuatro conjuntos para los

nodos, todos equivalentes entre ellos.
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Para la entrada (—3, -3, —3)

(3.23)

Para la entrada (-3, 1, —3)

(3.24)
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Finalmente para (—3,—3, 1) tenemos el siguiente conjunto de nodos:

5 52
ng = <—3,—\3f,— \/10>
(3.25)
(4 Ve s
ng = 37 3 ,

Percibimos que para la variedad V (I1) los conjuntos de nodos no estdn en R3, estdn en un
espacio complejo. Esto nos podria indicar que corresponden a conformaciones sin sentido

fisico, al estar en un espacio a cuatro dimensiones.

Hasta ahora, se determind que los conférmeros silla (estado basal) y los conférmeros bote
(estados de transicién) poblan la variedad de I en (3.11). Con esto, podemos asegurar que
los conférmeros conocidos como silla torcida (conférmero estable situado 25 kJ/mol encima
del estado basal) y semi silla (estado de transicién de alta energia) deben estar dentro de
la variedad de I3 en (3.11). Sin embargo, los polinomios de GB(I3) siendo irreducibles, no

tenemos acceso a las coordenadas atémicas para estos conférmeros.

3.2. Cicloconn =7

Utilizamos la misma metodologia para el valor de n = 7, comenzamos generando el sistema
de ecuaciones a partir de la ecuacién S; ; + --- + S;, = 0 del sistema de ecuaciones (2.3),

con variables S; ; correspondiente a este ciclo:
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S171 + 5172 + 51,3 + S1,4 + 5175 + S1,6 + 5177 =0
S2,1+ S22+ S23+ So4 + S25+ S26+S27=0
S31 4532+ 533+ 534+ 535+ 536+ 537=0
S+ Sa2 + S43+ Saa+ Sas+ Sa6+S47=0
Ss51+ 552+ S53+ S5.4+ 555+ S56+ 557 =0
Sﬁ,l + 56,2 + SG,S + SG,4 + S6,5 + Sﬁ,a + 56,7 =0
S71+ S72+S73+S74+S75+ 576+ 577=0

(3.26)

Hacemos uso de la matriz de Gram para facilitar las simplificaciones de las variables.

S11 Si2 Si3 Sia Sis Sie S

5 ) )

So1 S22 S23 Soa S2s Sae So

) ) ) ) ) )

Ss1 S32 S33 Ssa Sss Sze S37
G=|S41 Si2 Si3z Sia Sis Sis Sz
S51 Ss2 S53 Ssa Sss Sse S5
Se1 Se2 S63 Sea Ses S66 967

) ) )

Sr1 St2 S73z Sta Sty Srr Sty

(3.27)

La matriz de Gram después de realizar la primera simplificacidn correspondiente a las ecua-

ciones S; ; = Sj;, Sii =1y Si12 =523 ="---= 5,1 = 1/3 del sistema (2.3) es:

1 1 Sis Sia S5 Sie %
% 1 % Saa Sa25 S2e Sor

Si3 5 1 % S35 Sesz Szz

G=|514 S2a 35 1 & Sie Suz (3.28)

Si5 So5 Ss3s % 1 3 Ss7

Sig Sa6 Sse Sie % 1 3
 Syr S3r Siz Ssp % 1
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A partir de los resultados de esta primera simplificacién, obtenemos las ecuaciones reduci-
das del sistema (3.26):

5
S13+S14+S15+S16+5=0

3
So7+ So4+ So5+ S26+ g =0
S1,3+ 8374 935+ S36 + g =0
S14+S24+ Sa7+ Sap+ g =0 (3.29)
Si5+ S25+ S35+ S57+ g =0
S1,6 + S2,6 + 536 + Sa6 + g =0
Sa7 4 8374 Sa7+ Ss7+ g =0

Podemos realizar una segunda simplificacion al sistema (3.26) a partir de la simetria del
ciclo en su conformacién plana, para esto recurrimos a la Figura 3.7. Para realizar este,
primero trazamos un eje de simetria en un punto arbitrario del ciclo, trazamos rectas que
simulan una extensién de los vectores d; hasta el punto de intersecciéon con otra recta de
condiciones similares, y ubicamos las variables S; ; en el diagrama, para asi poder determi-
nar las variables que se simplificardn por simetria. De las variables restantes seleccionamos
la misma cantidad que el niimero de ecuaciones, en este caso siete; estas variables no de-
ben corresponder a dngulos diedros y seran las que utilizaremos para realizar una tercera
simplificacion del sistema de ecuaciones (3.26). Las restantes variables las renombramos

como z;, y con esto obtenemos la Figura 3.8.
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Figura 3.7: Diagrama que nos permite visualizar todas las variables S; ; y trazar el eje de

simetria.

Con estas simplificaciones la matriz de Gram toma la forma

1 T oz Sia S5 w3
3 1 3 w3 Sys S w1
Ty % 1 T w4 S36 Ss37
G = 51,4 X3 % 1 % x5 5477 (330)
Si5 S25 x4 % 1 % T
x7 Soe Sse x5 % 1 3
T m Ssz Siz owe 3 1

y el sistema de ecuaciones por resolver es:
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Figura 3.8: Diagrama con la simplificacién empleando variables z;.

5
o+ S1a+Si5+xr+5=0

3
$1+$3+52,5+52,6+g=0
562+53,7+904+53,6+§=0
S1,4+:1:3+S4,7+x5+§:0 (3.3D)
5175+5275+$4+.’L'6+§=0
x7+82,6+53,6+:c5+§:0
x1+S3,7+S4,7+a:6+§:0

Resolvemos el sistema de ecuaciones (3.31) para las variables S 4, S15, S2,5, S2.,6, 536, 53,7,

S4,7, donde obtenemos
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51,42—962—3334-166—6
5
51,52963—%6—907—6
5
52,52—963—964-1-337—6
5
52,6 = -1 +Tg4 — T7— 6 (3.32)
5
S36=T1 — T4 — T5 — —
6
53,7:—$1—$2+:E5—6
5
54,7=$2*$5*$6*6

Estos resultados los sustituimos en la matriz de Gram, para tener una matriz que solo con-

tiene variables del tipo ;.

1 5 5 1
1 3 T2 —T2—T3+Te—g T3—Te—TT—3 7 3
1 1
3 1 5 x3 —z3—z4+T7— % —T1+T4—TT—3 1
1 1 e pE—Ta—2 —pi— _5
T2 . 3 1 3 3314 Tp—T5—Te—5 —T1—T2+Ts5 o
—$2—$3+$6_rg x3 ) 3 } 3 0615 T2—T5—T6—g
T3—TG—T7—¢ —T3—T4+T7T—g T4 3 1 3 Te
5 5 1 1
x7 7£E1+x471‘77€ T2—T5—T6—§ x5 3 1 3
1 S _5 e —pa—2 1
3 x1 xr1—T2+x5 6§ T2—T5—Te—¢g x6 3 1

Con esta matriz, para conservar la dimensionalidad del espacio, obtenemos los determi-
nantes de las submatrices 4 x 4 que nos genera 35 polinomios, estos se encuentran en el
Apéndice C. Percibimos que algunos polinomios son relativamente cortos comparados con

algunos otros que son grandes.

Intentamos seguir con la misma estrategia que para n = 6, pero encontramos que Mathe-
matica no logra determinar en un tiempo corto una base de Grobner. Para la ecuacion (3.8)
obtenida para n = 6, no es posible determinar alguna parecida para este caso, debido a que
el menor nimero de variables z; en los polinomios del Apéndice C es tres y no podemos

obtener una proyeccion del mapa conformacional en un plano definido por dos variables x;
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3.3. Ciclosconn > 8

En principio el método se puede generalizar completamente para cualquier cicloalcano con
n > 8, sin embargo el problema radica al realizar el cdlculo de la base de Grobner para
el anillo de polinomios R = F[zy,...,z;]. A medida que aumenta el tamafio de este ani-
llo, el niimero de bases de Grobner calculables también aumenta. De manera simultanea el
numero de términos principales /¢(f) aumenta, haciendo cada vez més improbable usar el
It(f) mas eficiente para encontrar la base de Grobner en un tiempo corto. Hay que tomar en
cuenta que para obtener bases de Grobner en Mathematica, este usa una implementaciéon
del algoritmo de Buchberger descrito en el capitulo de metodologia. Ademads, no hay seguri-
dad de que el orden lexicografico sea el adecuado para el problema que se trata de resolver.
Una vez que se resuelva este problema las siguientes etapas no dependen del tamafio del

ciclo.
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Conclusiones

El célculo de los conférmeros del ciclohexano, CgHis, es accesible usando el método des-
crito en los capitulos 2 y 3. Mientras escribir un conjunto de ecuaciones polinomiales con
soluciones numéricas generando el mapa conformacional completo es directo, resolverlo
numéricamente es un problema dificil. Por otra parte, la combinatoria asociada a cicloal-
canos de mayor tamafio no da ninguna esperanza de realizar un cdlculo directo, inclusive

para el cicloheptano, C7H14.

Sin embargo, para el ciclohexano, el cdlculo de una base de Grobner para este sistema,
asi como un proceso de doble-simplificacién, permiten llegar a un sistema de ecuaciones
lineales muy facil de resolver. La primera etapa de simplificacion usa la simetria interna del
conférmero plano (Dgy, en el caso del ciclohexano), mientras la segunda etapa confia en el
hecho de que en el ideal polinomial, o una de sus variedades, haya polinomios reducibles.
Finalmente, un algoritmo adecuado permite pasar de las soluciones numéricas a las coor-
denadas de los &tomos de carbono en el espacio tridimensional. Es importante mencionar
,

que estas ultimas etapas no estdn descritas en el libro de texto “Modern Computer Algebra’

de Joachim von zur Gathen y Jiirgen Gerhard.

El proceso completo permite calcular de manera efectiva dos conférmeros del ciclohexano,

silla y bote. Ademads, se nota la presencia de soluciones distintas generando el mismo con-

40
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férmero, rotado en el espacio tridimensional. Esta degeneracién conformacional no es sor-

prendente, debido al aspecto “simétrico” del ciclohexano.

Es indudable que la metodologia descrita en esta Tesis es aplicable, en teoria, a cualquier
cicloalcano con n > 6. Sin embargo, para el cicloheptano C7H14, sistema menos “simétrico”
que el ciclohexano, el problema no ha podido ser resuelto en totalidad. El punto clave reside
en el calculo de las bases de Grébner para los sistemas polinomiales involucrados. Aunque
no se tiene una prueba firme de ello, parece que la primera etapa del cdlculo de una base

de Grobner debe ser modificada.

Existen varios métodos para definir una relacion de orden sobre monomios, prerrequisito
indispensable para calcular una base de Grobner. El algoritmo mdas comtn usa un orden
lexicografico (Ilamado lex o plex en la literatura), pero otras posibilidades existen, como el
orden por eliminacién (lexdeg), el orden lexicografico graduado (griex) o el orden lexicogra-
fico graduado inverso (grevlex). Si se eligen de manera incorrecta los términos principales
It(f) para los polinomios de un sistema de ecuaciones, el proceso de eliminacién Gaussiana

no seré eficiente, y no llevard a una base de Grobner en un tiempo corto.

En conclusidn, una continuacion de este trabajo consistiria en asegurar un algoritmo inde-
pendiente de n, para reducir el conjunto de C} polinomios f; al conjunto de polinomios g;

en un tiempo de célculo razonable.

El interés de esta algebra es que es lo suficientemente general como para permitir estudiar
el comportamiento conformacional de sistemas cercanos a los cicloalcanos o fijando angulos

de enlace (es decir, restringir el estado de hibridacién de un dtomo de carbono).



Apéndice A

Programa escrito en Mathematica
para obtener el conjunto de variables

S;; paran =6

Determinamos el tamafio del ciclo, generamos las variables S y las ecuaciones del
sistema

n==6;

co = 1/3;

G = Array[Subscript[S, ##] &, {n, nl}l;

For [1 =1, i <= n, i++,

Subscript[S, i, i] =1

1;

For[i =1, 1 <=n - 1, i++,

Subscript[S, i, i + 1] = Subscript[S, i + 1, i] = co
1;

Subscript[S, 1, n] = Subscript[S, n, 1]
For[i = 2, i <= n, it++;

For[j =1, j <=1 - 1, j++,
Subscript[S, i, jl = Subscript[S, j, il
]

1;

For[i =1, 1 <= n, i++,

Subscriptleq, i] =

Subscript[S, i, 1] + Subscript[S, i, 2] + Subscript[S, i, 3] +

co;

42
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Subscript[S, i, 4] + Subscript[S, i, 5] + Subscript[S, i, 6] ==
1;
equ = Table[Subscriptleq, il, {i, n}];

Resolvemos el sistema de ecuaciones que nos permiten determinar que tenemos un
ciclo cerrado

s = Solvelequ, {Subscript[S, 1, 4], Subscript[S, 2, 4], Subscript[S, 2, 5],
Subscript[S, 3, 5], Subscript[S, 3, 6], Subscript[S, 4, 6]1}];

Tomamos las soluciones del sistema

Subscript[S, 1, 4] = -5/3 - Subscript[S, 1, 3] - Subscript[S, 1, 5];
Subscript[S, 2, 4] = Subscript[S, 1, 5];
Subscript[S, 2, 5] = -5/3 - Subscript[S, 1, 5] - Subscript[S, 2, 6];
Subscript[S, 3, 5] = Subscript[S, 2, 6];
Subscript[S, 3, 6] = -5/3 - Subscript[S, 1, 3] - Subscript[S, 2, 6];
Subscript[S, 4, 6] = Subscript[S, 1, 3];

Reescribimos algunas variables

Subscript[S, 1, 3] = Subscriptlx, 2];
Subscript[S, 2, 6] = Subscriptlx, 1];
Subscript[S, 1, 5] = Subscriptlx, 3];

G = Table[Subscript[S, i, jl, {i, n}, {j, n}];
Calculamos el nimero de submatrices 4x4 que tendremos
B = Binomial[n, 4];

Generamos las B submactrices

sub = G[[#, #]1]&/@Subsets[Range[n], {4}];
Nombramos cada uno de los polinomios resultantes
For[i = 1, i <= B, i++,

Subscript[g, i] = Det[sub[[i]]]

1;

Calculamos la base de Groebner para el conjunto de polinomios

GB = GroebnerBasis[{Subscript[g, 1], Subscriptlg, 2], Subscriptlg, 3],
Subscript[g, 4], Subscriptlg, 5], Subscriptlg, 6], Subscriptlg, 71,
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Subscript[g, 8], Subscriptlg, 9], Subscriptlg, 10], Subscriptlg, 11],
Subscript[g, 12], Subscriptlg, 131,Subscriptlg, 141,Subscriptlg, 151},
{Subscript[x, 3], Subscriptl[x, 2], Subscriptlx, 11}];

Calculamos la longitud de la base de Groebner
m = Length[GB]
Calculamos los factores de cada una de las entradas de la base de Groebner

For[i = 1, i <= m, i++,
H[i] = Factor[GB[[i]]]
1;

Generamos las bases de Groebner para cada uno de los nuevos ideales

GB1 = GroebnerBasis[{GB[[1]], GB[[3]], GB[[4]], Subscriptl[x, 1] + 3},
{Subscript[x, 3], Subscriptl[x, 2], Subscriptlx, 1]11}]

GB2 = GroebnerBasis[{GB[[1]], GB[[3]], GB[[4]], 1 + 3 Subscriptlx, 11},
{Subscript[x, 3], Subscriptl[x, 2], Subscriptlx, 1]11}]

GB3 = GroebnerBasis[{GB[[1]], GB[[3]], GB[[4]], -34 - 20 Subscriptlx, 1]

+ 6 Subscript[x, 1172 - 23 Subscript[x, 2] + 6 Subscript[x, 1] Subscriptl[xz, 2]
+ 9 Subscript[x, 1172 Subscript[x, 2] - 23 Subscript[x, 3] + 6 Subscriptlx, 1]
Subscript[x, 3] + 9 Subscript[x, 11°2 Subscriptl[x, 3]}, {Subscript[x, 3],
Subscript[x, 2], Subscriptlx, 11}]
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Programa escrito en Mathematica
para obtener el conjunto de nodos

para una variedad dada

Tomamos una de las variedades calculadas
(-1/3, -1/3, -1/3)

Generamos las variables S junto con las ecuaciones para estas variables

n==a6;

co = 1/3;

G = Array[Subscript[S, ##]&, {n, n}]
For [1 =1, i <=n, 1 ++,
Subscript[S, i, i] =1

1

For[i =1, i <=n -1, i ++,

Subscript[S, i, i + 1] = Subscript[S, i + 1, i] = co
1;

Subscript[S, 1 Subscript[S, n, 1] = co;

For[i = 2, 1 <= n, 1 ++;
For[j =1, j <= i - 1, j
Subscript[S, i, jl = Subscript[S, j, il
]

]

For[i =1, 1 <= n, 1 ++,

[=}
L
]

++

b
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Subscript[eq, i] = Subscript[S, i, 1] + Subscript[S, i, 2]

+ Subscript[S, i, 3] + Subscript[S, i, 4] + Subscript[S, i, 5]
+ Subscript[S, i, 6] ==

1

equ = Table[Subscriptleq, il, {i, n}]

Simplificamos las variables S

Subscript[S, 1, 4] = - 5/3 - Subscript[S, 1, 3] - Subscript[S, 1,
Subscript[S, 2, 4] = Subscript[S, 1, 5];
Subscript[S, 2, 5] = - 5/3 - Subscript[S, 1, 5] - Subscript[S, 2,
Subscript[S, 3, 5] = Subscript[S, 2, 6];
Subscript[S, 3, 6] = - 5/3 - Subscript[S, 1, 3] - Subscript[S, 2,
Subscript[S, 4, 6] = Subscript[S, 1, 31;

Subscript[S, 1, 3]
Subscript[S, 2, 6] Subscript[x, 2];
Subscript[S, 1, 5] Subscript[x, 3];
G = Table[Subscript[S, i, jJ, {i, n}, {j, n}]

Subscript[x, 11;

Asignamos los valores elegidos de la variedad, a las variables x

Subscript[x, 1] = - 1/3;
Subscript[x, 2] = - 1/3;
Subscript[x, 3] = - 1/3;

Introducimos los seis vectores con sus respectivas variables

{Subscript[u, 1], Subscriptlv, 1], Subscriptlw, 11};
{Subscript[u, 2], Subscriptlv, 2], Subscriptlw, 2]};
{Subscript[u, 3], Subscriptlv, 3], Subscriptlw, 31};
{Subscript[u, 4], Subscriptlv, 4], Subscriptlw, 4]1};
{Subscript[u, 5], Subscriptlv, 5], Subscriptl[w, 5]};
{Subscript[u, 6], Subscriptlv, 6], Subscriptlw, 6]};

Subscript[a, 1]
Subscript[a, 2]
Subscript[a, 3]
Subscript[a, 4]
Subscript[a, 5]
Subscript[a, 6]

Posicionamos uno de los vectores sobre el eje x

Subscript[u, 1] 1;
Subscript[v, 1] = 0;
Subscript[w, 1] 0;

Generamos la matriz GG con entradas a_{i}\cdot a_{j}

GG = Table[Subscript[a, il.Subscriptla, jl, {i, =n}, {j, n}]

5];
6];

6];
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De la matriz G y la matriz GG obtenemos los resultados de las primeras variables

{Subscript[u, 2], Subscript[u, 3], Subscriptl[u, 4], Subscript[u, 5],
Subscript[u, 61}= {1/3, -(1/3), -1, -(1/3), 1/3}

Generamos las ecuaciones correspondientes para cada entrada de la matriz GG
con su respectivo valor en la matriz G

Diagonal principal

For [i =1, 1 <=n, 1 ++,

Subscript[d, i, 1i] = Subscriptla, i].Subscriptla, i]
== Subscript[S, i, il

1;

Diaogonal 2a

For[i =1, i <=n -1, i ++,

Subscript[e, i, 1 + 1] = Subscriptla, i].Subscriptla, i + 1]
== Subscript[S, i, i + 1]

1

Diaogonal 3a

For[i =1, i <=n - 2, i ++,

Subscript[f, i, 1 + 2] = Subscriptla, i].Subscriptla, i + 2]
== Subscript[S, i, i + 2]

1

Diaogonal 4a

For[i =1, i <=n - 3, i ++,

Subscript[g, i, i + 3] = Subscriptla, i].Subscript[a, i + 3]
== Subscript[S, i, 1 + 3]

1;

Diaogonal 5a

For[i =1, i <= n - 4, i ++,

Subscript[h, i, 1 + 4] = Subscriptla, i].Subscriptla, i
== Subscript[S, 1, 1 + 4]

1;

=+

4]
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Resolvemos el sistema de ecuaciones que se genera con las ecuaciones de cada
diagonal (a_{i} \cdot a_{j} = S_{i, j})

Solve[Subscript[d, 1, 1] && Subscriptl[d, 2, 2] && Subscript(d, 3, 3]

&& Subscriptl[d, 4, 4] && Subscriptl[d, 5, 5] && Subscriptl[d, 6, 6]

&& Subscript[e, 1, 2] && Subscriptl[e, 2, 3] && Subscriptl[e, 3, 4]

&& Subscriptle, 4, 5] && Subscriptle, 5, 6] && Subscript[f, 1, 3]

&& Subscript[f, 2, 4] && Subscript[f, 3, 5] && Subscript[f, 4, 6]

&& Subscriptlg, 1, 4] && Subscriptlg, 2, 5] && Subscriptlg, 3, 6]

&& Subscript[h, 1, 5] && Subscriptl(h, 2, 6], {Subscriptlv, 2], Subscriptlw, 2],
Subscript[v, 3], Subscriptlw, 3], Subscriptl[v, 4], Subscriptlw, 4],
Subscript[v, 5], Subscriptl[w, 5], Subscriptlv, 6], Subscriptl[w, 6]}]

=R N D D

Observamos que existen 4 conjuntos solucion, tomamos uno de ellos
(en este caso el primero)

Subscript[v, 2] = (-2*Sqrt[2])/3;
Subscript[w, 2] = 0;

Subscript[v, 3] = -8qrt[2]/3;
Subscript[w, 3] = -Sqrt[2/3];
Subscript[v, 4] = 0;

Subscript[w, 4] = 0;

Subscript[v, 5] = (2xSqrt[2])/3;
Subscript[w, 5] = 0;

Subscript[v, 6] = Sqrt[2]/3;
Subscript[w, 6] = Sqrt[2/3];

Al momento hemos obtenido los valores de los vectores, sin embargo necesitamos
las coordenadas de los nodos (n_{i}), para esto realizamos las sumas de vectores

Subscript[n, 1]
Subscript[n, 2] = Subscriptla, 1] + Subscriptl[a, 2]

Subscript[n, 3] Subscript[a, 1] + Subscriptla, 2] + Subscriptl[a, 3]
Subscript[n, 4] = Subscriptla, 1] + Subscriptla, 2] + Subscriptla, 3]
+ Subscriptla, 4]

Subscript[n, 5] = Subscriptla, 1] + Subscriptl[a, 2] + Subscriptla, 3]
+ Subscript[a, 4] + Subscript[a, 5]

Subscript[n, 6] = Subscriptla, 1] + Subscriptl[a, 2] + Subscriptla, 3]
+ Subscriptla, 4] + Subscript[a, 5] + Subscriptla, 6]

Subscript[a, 1]

Tomamos otro conjunto solucién y procedemos a obtener las coordenadas de los nodos

Subscript[v, 2]

-((2 8qrt[21)/3);
Subscript[w, 2] ;

0;
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Subscript[v, 3] = -(Sqrt[2]/3);
Subscript[w, 3] = Sqrt[2/3];
Subscript[v, 4] = 0;

Subscript[w, 4] = 0;

Subscript[v, 5] = (2Sqrt[2])/3;
Subscript[w, 5] = 0;

Subscript[v, 6] = Sqrt[2]1/3;
Subscript[w, 6] = - Sqrt((2/3)];

Subscript[n, 1] = Subscriptla, 1]

Subscript[n, 2] = Subscriptla, 1] + Subscriptla, 2]

Subscript[n, 3] = Subscriptla, 1] + Subscriptl[a, 2] + Subscriptl[a, 3]
Subscript[n, 4] = Subscriptla, 1] + Subscriptla, 2] + Subscriptla, 3]
+ Subscriptla, 4]

Subscript[n, 5] = Subscriptl[a, 1] + Subscriptl[a, 2] + Subscript([a, 3]
+ Subscript[a, 4] + Subscriptl[a, 5]

Subscript[n, 6] = Subscriptla, 1] + Subscriptla, 2] + Subscript[a, 3]
+ Subscript[a, 4] + Subscript[a, 5] + Subscriptla, 6]
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Polinomios f; calculados paran =7

1
fi= a1 (10 — 207x5 + 9x2(—23 + 6x5 + 9x2) + 114x5 — 72x2 + 3x3(—47 + 66x)
+ 3x,(—47 + 18x% + 66x5 — 3x5(25 + 6x¢)))

(—23 — 828x2 — 480x, — 828x2 — 300x, + 288x,%; — 288x2 — 12x5(5 + 96x,

— 66x — 138x;) + 60x; + 1152x4x; — 792x4x7; — 828x2 + 9xZ(—11 + 36x2
+ 36x7 + x4(60 — 72x;) + 12x5(5 + 6%, — 6x7) — 60x; + 36x2) + 6x,(—13
+ 36x3 + 36x3 — 30x, + 36x5(5x4 — X6 — 2X7) + 36x5x; + 36x% — 18x,(5
+ 8x¢ + 10x7)))

fe =30

1

fi=32

(—23 + 36x7(—23 + 6x5 + 9x3) + 60x, — 828x7 — 300x5 — 792x,%5 — 288x2
— 480x; + 1152x,x7 + 288x5x; — 828x% — 12x,(5 — 138x, — 66x5 + 9x2(—5
+ 6x4 — 6x7) + 18x,(2x4 + x5 — 5x7) + 96x,) + 9x2(—11 + 36x% + 60x,

+ 36x% — 12x4(5 + 6x7)) + 6x,(—13 + 36x5 + 36x,4(x5 — 5x7) — 90x,
+ 36x% — 6x5(5 + 24x7)))

50
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1
f=g7(10 -

fo = (-3¢

Je=3g=3 "X g ~T3 "3 T3 TNt

1
fr= 324( 2

207x2 + 9x7 (=23 + 6x, + 9x2) + 114x5 — 72x2 + 3x,(—47 + 66x5)
+ 3%, (—47 + 18x% + 66x5 — 3%, (25 + 6x5)))

s o 5 5 5x, 1
+ x5 + xf +x4(§—2x7)+x3(§+2x4 2x7)——+x7)+ xz( 5

+36x2(5 + 2x4) + x3(60 — 72x) + 46x4 — 68x7 1 120x6x—,— + 60x2
— 72x6x% + 12x53(6 + 6x7 + x4(25 — 635 — 6x7) — 20x; + x4(—5 + 6x7))

+ 424 (23 = 307 + 62(~5 + 6x7))) + 7o (~17 + 1223 (~31 + 180x,

+ 36x2) — 180x, — 852x¢ + 12xZ(—11 — 60x, + 36x%) — 180x, — 336x4%,
— 720x¢x; — 852x% — 720x4x% + 432x2x% — 122, (5 + x4(68 — 120x;)

— 46x; + 12x2(—5 + 6x7)) + 4x3(55 — 36x% (=5 + 6x¢) + 318x; + 6x4(53
+90x,) + 36x,(6 — 5x7 + x5(—20 + 6x7))))

20x; 8x,x; 8x% 5x 8x3x 1
3 o 3 6—x62 108x5(96x5
+ 1SX3(5 + 6361 - 6X4 + 8367) + (5 + 6x2 + 6X3 - 6x6)(5 + 6x1 - 6X4
+24 S M O el +4x +
x7)) x7(18 3 3 x5(6 X2 3 X6) x3(—X3%7

1 5 5
+%(5 + 6x2 + 6X3 - 6x6)(5 + 6x1 - 6X4 + 6x'7))) + (_g - x1 + .X4_ - X7)(E

1 4x7 5
+x1 — x4 + EXS(S + 6x, + 24x5 — 6x¢) + = + (_E — Xy — X3 + Xg) (—x3%7

+ % (5 + 6x2 + 6.X'3 - 6x6)(5 + 6x1 - 6X4_ + 6x7)))

3 — 828xZ — 480x; — 828x2 — 300x5 + 288x5x5 — 288x% — 12x,(5 + 96x5

— 66x5 — 138x;) + 60x4 + 1152x3x5 — 792x5xs — 828x2 + 9xZ(—11 + 36x2
+ 36x% + x3(60 — 72x) + 12x,(5 + 6x3 — 6x¢) — 60x5 + 36x2) + 6x,(—13
+ 36x2 4+ 36x2 — 30x5 + 36x,(5x3 — x5 — 2x¢) + 36x5x5 + 36x2 — 18x5(5
+ 8x5 + 10x¢)))
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f 17 5x4 71xi , 71 5x4 a2 Sxg 17x4xs 5 11x¢ 5
= ——— —XiX — = X4X
87 432 12 36 Y 36 3 Y 36 9 374 36 37O
55x; 53x,x%; 20 31x2
+ xZx2 T T 2x6X7 — 3 XaXeX7 + §x§x7 — 2x4x%x; — =T
. 5x5 1
+ 5xgx7 + xix7 + x7(— 36 +x3 +x2 +T+x7 +x6( + 2x5) — x3(5
1
+ 6xg + 6x7)) — x3(15 + 12x3 (5 + 6xg) — 106x, + x4 (—46 + 60x;)
1
— 4x,(—7 4+ 45%; + 6x4(5 + 3x;))) — x1(5 + 12x2(—5 + 6x,) — 92x,
— 60xZ — 72x7 — 300x5x; — 72x2x; — 180x7 72x6x2 + 2x,(—23 + 36x2
+ 30x5 + 12x4(5 + 3x7)) — 4x3(—17 — 60x5 — 6x4(5 + 3x7) + 6x4(5 + 6x¢
+3x7)))
fo= ( 23 —828x2 — 300x, — 288x7 — 480x, + 288x,x, — 828xZ — 12x5(—5 + 66x,

324

—96xs — 138x;) — 60x, + 792x,x; — 1152x4x, — 828x% + 9xZ(—11 + 36x2
+ 36xZ + 60x, + 36x7 + 12x4(5 + 6x7) — 12x5(5 + 6x4 + 6x7)) + 6x,(—13
+ 36x2 — 90x4 + 36x2 + 36x5(x, — 5xg — 2x7) + 180x4x, + 36x% — 6x,(5
+ 24x4 + 6x7)))

fio = —(10 72x2 — 141x7 — 207x2 + 6x,(19 + 33x;) + 9x2(—23 + 6x, + 9x2) — 3x, (47

f11

1
324( 23 — 78x4 — 99xZ + 36x2(—23 + 6x4 + 9xF) + 36x2(—23 + 6x, + 9x3) + 60x,

— 540x2xs — 828x2 + 216x,x2% + 324x3x2 — 300x; — 180x,x; — 792x:x7

+ 216x4x5x7 — 288x% — 12x5(5 — 138x4 + 9x7 (=5 + 6%4) — 66x5

+ 18x,(2x6 + x7)) + 12x,(6x5(—16 + 15x,4 + 9xZ) — 9xZ (=5 + 6x¢) + 8(—5
+ 12x6 + 3x7) — 9x4(5 + 10x4 + 8x7)))
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f14-_

11

36

,, 11
fiz3 = xi(—

36

2

S5x¢ 8x,x 1
2, 276 276 _ -
3 3 3 X% 3 3 108x7(25 + 30x;

+ 30x, + 36x3x, + 120x5 + 144x3x5 + 24x,(5 + 6x4 + 12x5) — 6x,(5

+ 2x3x — X2

5
+ 24x, + 6x3 — 6xg) — 30x5 — 36x,x5 — 144x5x, + 96x5) + (_8 + X1 — X4

5 1 5
—x5)(g—x1 + x4 + x5 +6x5(2 + 6x2 + x,(5 + 6x3 — 6x4)) + (—g—xz — X3

6
1 15
+ x2)x5 — %(5 + 6x, + 6x5 — 6X4)(X2(—5 + 6x; — 6x, — 6X5) — 6x7) + 3 (E

5 5 X
+2x6)((— g+ 2 = Xy = x6) (= g Xz — Xy %) = ) + 2p07) — x5(—(~1

— X1 + X4 + X5+ X5%7))

2 2 5 5 5x6 2 1
+ x5 + x5+ x3(§ — 2x¢) + x2(§ + 2x3 — 2xg) — D +x5) + £x1(—5

+ 36x2(5 + 2x3) + x%(60 — 72x5) + 46x5 — 68x¢ + 120x5x, + 60x2
— 72x5xE + 12x,(6 + 6x% + x3(25 — 6x5 — 6x6) — 20x4 + x5(—5 + 6x¢))

1
+ 4x3(23 — 30x4 + 6x5(—5 + 6x4))) + 137 (=17 + 12x2(—31 + 180x;

+ 36x%) — 180x5 — 852xZ + 12x%(—11 — 60x5 + 36x2) — 180x, — 336x5%,
— 720x2x, — 852x2 — 720x5x2 + 432x2x2 — 12x3(5 + x5(68 — 120x4)

— 46x5 + 12x2(—5 + 6x¢)) + 4x,(55 — 36x3(—5 + 6x5) + 318x4 + 6x5(53
+ 90x) + 36x3(6 — Sxg + x5(—20 + 6x4))))

5x S5x,x X 5x
?3 —x%— % + 2X,X3Xy — X5 — Tﬁ + 2X3Xg — 2XX4Xg — XE — T7

11 1
+ 2x3%7 — 2X,X4X7 — 2XgX7 — X2 + §(§ (—1+x2) + g(xz(—S + 6x; — 6x4

5
— 6x5) — 6x7)(5 — 6x3 + 6X¢ + 6X7) + x,4(— 3 + Xy — X4 — X5 — X3X7))
5x2
— x7(? — X1X5 + XoX4 + XoXs + X7 + 3 (E — X3+ X3X4 + Xg + X7) + x4((—g

5 5 5
T X1 Xy —x5)(—€+x3 — Xg = X7) = X4X7)) + (—g"‘xl — X4 —x5)(g—x1

5 5 5
—I—x4+x5—|—x2x7—|—(—E+x3—x6—x7)((—g+x1—x4—x5)(—g+x3—x6

1
— Xy) — X4X7) + ﬁ(6x4 + x,(5 — 6x3 + 6x4 + 6x7)))
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1

flézﬁ

f17:ﬁ

_xz -I-——XS

S5x,x4 5x
2 -3 +2x2x3x4—xf—76

1 1
- x6(gx4(5 + 6x; + 8x; — 6x5) — (—1+ x2)xg — %(2 + 6x3 + x,(5 + 6x;

2

+ 2x3Xg — 2XpX4Xg — XE

— 6x5))(—=5 + 6x3 — 6x5 — 6x5)) — % + 2x307 — 2X,04X7 — 2XX7 — X2
+}(—1—%—x1x2 — X3 + X% —x4(—ﬁ+ (—§—x1—x2 +x5)(—§+x3
3 6 3 6 6

— X — X7)) _xa(g_xs. +XpX4 + X6 +X7)) + (_g_x1 ) +x5)(g+x1

5 M1 %2 —I—x5)(—§+x3 — Xg —x7))(—%+x3
—Xg —X7) + %x6(6x4 + x,(5 — 6x3 + 6x¢ + 6X7)))

(—23 — 300x, — 288x2 + 60x5 — 792x,x5 — 828x2 — 78x; — 180x,4x,

+ 216x,x5%; + 216x2x; — 99x% — 540x5x% + 324x2x% + 36x7(—23 + 6
+ 9x%) + 36x3(—23 + 6x; + 9x2) + 12x; (=5 + 138x5 + x,(66 — 18x,)

— 36x5x; + 45x2 — 54x5x2 4+ 6x,(—16 + 15x; + 9x2)) — 12x,(24x,(—1
+ 3x7) + 5(8 + 9x; — 9x%) + 6x5(—16 + 15x; + 9x2)))

1
(—23 — 288x2 — 78x5 — 99xZ + 36x2(—23 + 6x5 + 9xZ) — 60x4 + 540x2x,

—828x2 + 216x5x2 + 324x2x% — 480x, — 540x5x; + 540x2x, — 1152x4x,
+ 1080x5x4x; + 648x2x,x, — 828x2% + 216x5x7 + 324x2x% — 12x5(—5

— 138x, — 96x; + 18x5(2x¢ + 5x7) + 9x2(5 + 6x¢ + 6x7)) + 12x,(—25

+ 6x35(—11 + 3x5) + 66x4 + 24x; — 3x5(5 + 6x¢ + 24x7)))
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17  5xs 11x2 5x 55x4 5 31x2
fe= - —me— et 35 : +Zxdxg — 366

432 36 36 108 3
5x 23x x 5 25
+ xZx2 — 3—67 + % §x52x7 + 2x6X5 + 3 XXXy + 2x2xgx7 + 5x2x;

2 11x7 5 5 71
+ 2x5x5x7 — T + 3x5x7 + x2x% + 3x6x7 + 2x5x5%7 + xEx% + x3 (—%

, 5%, 1 1
+ x5+ = + x5 — x3(5 + 6x5)) — x3(15 46x; + 12x2(5 + 6x4 + 6x7)

1
+ 2x6(—53 + 30x;) + 4x5(17 + 30x; + 6x6(10 + 3x7))) — x2(15 + 12x3(5

+ 6x5) — 106x, + 68x; + 240x5x; + 60x2 + 72x,x% + 2x5( 23 + 60x;
+ 36x7 + 6x4(5 + 6x7)) — 4x3(—7 + 30x; + 9x6(5 + 2x;) + 6x5(5 + 3%,
+ 6x7)))

2
+ 5x5x§

fio = (—23 — 288x% — 480x5 — 828x% — 60x, — 1152x5x, — 828x2 — 78x; — 540x5x;,

+ 216x2x; + 1080x5x6x; + 216x2x; — 99x7 + 540x5x2 + 324x2x2

+ 540x¢x? + 648x5x6x7 + 324x2x2 + 36x5(—23 + 6x; + 9x2)

— 12x3(6x6(—11 + 3x7) + 24x5(—1 + 3x7) + 5(5 + 3x7)) + 12x,(5 + 138x4
— 36xgx; — 45x2 — 54xx2 + 6x5(—11 + 3x,) — 6x5(—16 + 15x; + 9x2)))

324

1
f20 = ﬁ(10 — 72x3% — 141x; — 207x2 + 9x2(—23 + 6x7 + 9x%) + 3x5(—47 — 75x, + 18x%)
— 6x3(—19 — 33x; + x4(—33 + 9x7)))

1
for = ﬁ(10 —207x% + 9x2(—23 + 6x4 + 9xZ) + 114x, — 72x% + 3x,(—47 + 66x;)
+ 3x3(—47 + 18xZ + 66x; — 3x4(25 + 6x7)))

foz = ==— (=23 + 36x%(—23 + 6x3 + 9x%) — 60x, — 828x% — 480x5 — 1152x,x5 — 828x2

+9x2(—11 + 36xZ + 60x5 + 36x2 + 12x4(5 + 6x5)) — 300x; + 792x,%x;

+ 288x5x, — 288x2 — 12x,(—5 — 138x, — 96x5 + 9xZ(5 + 6x, + 6X5)

+ 18x5(2x4 + 5x5 — x;) + 66x7) + 6x3(—13 + 36x% + 36x2 + 36x,(5x5 — x7)
— 30x7; — 18x5(5 + 8x7)))

324
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faz = == (=23 — 78x3 — 99x% + 36x7(—23 + 6x5 + 9x2) + 36x5(—23 + 6x3 + 9x%) + 60x5

)

324
— 540x2xs — 828x2 + 216x3x2 + 324x2x% — 300x, — 180x3x5 — 792x5X
+ 216x3x5x6 — 288x2 — 12x,(5 — 138x5 + 9x2(—5 + 6x5) — 66X,
+ 18x5(2x5 + x4)) + 12x; (6x,(—16 + 15x5 + 9x%) — 9x2(—5 + 6x5) + 8(—5
+ 12x5 + 3x4) — 9x%3(5 + 10x5 + 8x4)))

17 55x, 31x7 5xs ) 11x¢ 5 5
f24=—ﬁ+m—¥—% 2x,%5 + 5x5x5 — —— 36 +3x4x5+x4x5+x3( 36+
5x5 5x7 53x4x7 17xsx, 20 5
+T+x5 +x4( + 2x5)) — - ——x4x5x7—§x5x7
71x7

x4

18 9 3

5 1

— 2x4x2x; — =g T 3x5x7 + xZx2 %x3(—5 + 36xZ(5 + 2x5) + x5(92
—120x;) + x2(60 — 72x7) + 12x,(6 + 6xZ + x5(25 — 6x7) — 5x7) + 46x;)

SJC7

71 5
+xf (- g+ x5 x5 - 207) — 5+ X)) - x1(15 46x5 4+ 12x2(5

+ 6x4 + 6x5) + 28x, — 120x5x, + 60x% + 729c5x7 + 4x3(17 + 6x,(10 + 3x5
— 3x7) — 30x; — 6x5(—5+ 6x7)) — 2x,(53 + 90x; + 6x5(—5 + 6x7)))

£ 7 5x3 , 20xy; Bxsx, 8xf 1 18x4(5 + 8x; + 6x, — 6x5) + 96x4 + (5
5736 3 9 373 og eUIBm(o ¥ Ba ¥ 6x T O¥s)+96% + (
4x; x, x5

5
+ 24x, + 6x, — 6x5)(5 + 6x3 + 634 — 6X7)) _x1(E+T+?_?

1 5
+ x4 (—xyx4 + —(5 + 6x1 + 6x, — 6x5)(5 + 6x3 + 6x, — 6%7)) + xs(g + x5

43, 5 8xsx7 5 5 4dx,
+T—x7))+ +ZJC3.’X.'7+ 3 —x7+(—g—x1;x2+x5)(g+T
+x, — 18 x6(5 + 6x5 + 24x, — 6x7) + (—x1%4 + 36 (5 + 6x1 + 6x;

5
— 6x5)(5 + 6x3 + 6x4 — 6x7))(—g — X3 — X4 + X7))
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f (—17 — 180x5 — 852x2 + 12x2 (=71 — 60x5 + 36x2) — 60x, — 816x5x, + 720x2x,

6~ 132
2 2 2,2 2,31 2 2
—132x% — 720x5x5 + 432x5x5 + 432x7 (—% + x5 + 5x7 + x7 + x,(5
2 11 2 SX7 2 1
+ 2x7)) + 432x2 (_ﬁ + x4_ + T + X7 - §X4(5 + 6x'7)) - 12.X4(15 - 46X7

+ 12x2(5 + 6x7) — 4x5(—7 + 30x7)) + 4%, (55 + 318x5 — 36x3(—5 + 6x,4
— 6x7) + 216x; — 720x5x, + 180x% — 216x5x% + 6x,(53 — 30x, + 18x5(5
+ 2x7)) + 36x,(6 + x4(—20 + 6x5 — 6x7) + 25%; + 6x2 — x5(5 + 6x7)))
—12x,(5 + 12x2(=5 + 6x5) — 92x, — 60x2 + 2x5(—23 + 60x, + 36x2)
—4x4(—17 — 30x; + 6x5(5 + 6x7))))

fo7 = 3;—4(—23 — 288x% — 60x, — 828x7 — 78x5 + 216xZx5 — 99xZ + 540x,x% + 324x2x2
+ 36x%(—23 + 6x5 + 9x2) + 60x; + 1656x,x; — 432x,x5%, — 540xZx,
— 648x,x2x; — 828x% + 216x5x% + 324xZx2 — 12x,(25 + 15x5 + 6x4(—11
+ 3x5) + 24x5(—1 + 3x5) + 66x7 — 18x5x;) + 12x3(—40 + 6x4(—16 + 15x5
+ 9x2) + 96x; — 45x5(1 + 2x;) — 9xZ(=5 + 6x7)))

15
fas :——————————xf—x6(—(—1+x32)x6+§(g—x2 + X3 + X5 + Xg)

1 5x; 8xsx;
+ 36 (6x1 + x3(5 — 6x3 + 6x5 + 6x4))(5 + 6x3 + 6X, — 6X7)) + = + 3

1
— mxl(ZS + 96x; + 120x5 + 30x, + 30x5 + 144x;3x5

+ 36x,x5 + 120x4 + 288x3x6 + 144x,x5 — 6x,(5 + 24x3 + 6x, — 6X7)

+ 2x4%; — x2

5 5
—30x; — 36x5x; — 144x,x,) + (_E + Xy — X5 — x&)(g — Xy + X1%3 + X5 + Xg
1 2 5 Xq 5
+Ex6(2 + 6x5 + x3(5 + 6x4 — 6X7)) + (—g — X3 — X4 +x7)(—§+ (_E+ Xy

5
— X5 — xs)(_g — X3 — X4 + X7)))
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11

fzgzg

fsozﬁ

5x1 5x3x5

2

2 5x4 2 2
———Xx{ = X5 +—+ 2x1X4 — X5 — 3 2X1X3X5 + 2X3X4X5 — X&

3 3

1
+ %x1(6x1(—8 + x5(—5 + 6x, — 6x5)) + 6x3(—5 + 6x, — 8x5 — 6x6) + (2
5x
+ 6x2 + x5(5 — 6x3 + 6x5)) (=5 + 6x, — 6x7)) — ?7 — 2X1X7 + 2X4%5

) 11 ) 5 1
— 2X3X5X7 — X7 +§(§(—1 + x%) +x5(—g—|—x2 — X1X3 — X5 — Xg) —%(6x1

5 5
+x3(5 — 6x3 + 6x5 + 6x6))(5 + 61 — 6x4 + 6X7)) + (_E +x; — x5 — xﬁ)(g
5 5
—xz+x1x3+x5+x6+(—x1x5+(—g+x2—x5—x6)(—g—x1+x4

5 1
—x:)(— 6~ X+ x4 —%x7) + 18 (6x5 + x3(5 + 6x4 — 6x4 + 6X7)))

(—23 — 288x% + 60x, — 828x% — 78x¢ + 216xZxe — 99xZ — 540x,x2 + 324xix?

+ 36x%(—23 + 6x4 + 9x2) — 60x; + 1656x,x; — 432x,x5X; + 540x2x,

— 648x,x2x; — 828x% + 216xx2 + 324x2x% — 12x,(40 + 45x, — 45x2
+ 24x5(—1 + 3xg) + 6x,(—16 + 15x4 + 9x2) + 96x; — 90x4x; — 54xZx;)
+ 12x3(—25 4+ 6x4(—11 4 3x4) + 66x; — 3x4(5 + 6x7)))

1
fz1= a(10 — 72x% — 141x5 — 207x2 + 9x2(—23 + 6x5 + 9x2) + 3x,(—47 — 75x5 + 18x2)

f32

T 324

—6x1(—19 — 33x5 + x4(—33 + 9x5)))

(—23 — 288x7 — 78x, — 99x% + 36x5(—23 + 6x4 + 9xZ) — 60x5 + 540x7 x5

—828x2 + 216x,x2 + 324x2x2 — 480x4 — 540x,x4 + 540x2x, — 1152x5x
+ 1080x,x5Xs + 648x2x5x5 — 828x2 + 216x,x2 + 324x2x% — 12x,(=5

— 138x5 — 96x¢ + 18x,4(2x5 + 5x¢) + 9x2(5 + 6x5 + 6x5)) + 12x, (=25

+ 6x,(—11 4+ 3x,) + 66x5 + 24x5 — 3x4(5 + 6x5 + 24x¢)))
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B 17
f33 =~ 433
f31 = @(_

= ! 10
f35 - 81(

5x, 11x? 71 5x, 55x5 5 31x2
36

3e 36 T + 5x,x2

2,2 2 25 2 2
+ x5xs — 36 + 9 + §x4x6 + 2x5x¢ + ?x4x5x6 + 2x5X5X + SxEX,
11x¢ 5 5 71
+ 2x,x2%5 — 3—66 + §x4x62 + xixZ + §x5x62 + 2x4x5x2 + x3x2 + x%(— 36
5x¢

1 1
+x2 + +xZ — §x2(5 + 6x4)) — %xz(IS — 46xg + 12x2(5 + 6x5 + 6x¢)

3
1
+ 2x5(—=53 4 30x¢) + 4x,(17 + 30x5 + 6x5(10 + 3x4))) — £x1(15 + 12x2(5

+ 6x4) — 106x5 + 68x, + 240x5x5 + 60x2 + 72x5x2 + 2x4(—23 + 60x,
+ 36x¢ + 6x5(5 + 6x4)) — 4x, (=7 + 30x + 9x5(5 + 2x5) + 6x4(5 + 3x5

+6x6)))

23 — 288x2 — 480x, — 828x2 — 60x5 — 1152x,x5 — 828x2 — 78x — 540x,x,

+ 216x%xg + 1080x,x5% + 216x2x5 — 99xZ + 540x,x2 + 324x2x2

+ 540x5x2 + 648x,x5xZ + 324x2xZ + 36x7(—23 + 6x¢ + 9x2)

— 12x,(6x5(—11 + 3x¢) + 24x,(—1 4+ 3x4) + 5(5 + 3x¢)) + 12x,(5 + 138x5
— 36x5xg — 45x% — 54x5x% + 6x,(—11 + 3x5) — 6x,(—16 + 15x4 + 9x2)))

72x35 — 141xg — 207x2 + 9x2(—23 + 6x4 + 9x2) + 3x5(—47 — 75x4 + 18xZ)
— 6x5(—19 — 33x6 + x5(—33 + 9x¢)))
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