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Resumen

Esta tesis estd orientada al disefio e implementacion de integradores de orden fraccionario. A
partir de la definicién de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville y métodos de disefio habi-
tuales como Filtros Butterworth, (Chebyshev, Foster, Cauer y Grafos de Sefial) obtenemos sistemas
cuyo comportamiento en el domino de la frecuencia asimila al comportamiento de los integrado-
res de orden fraccionario.

Se disefiaron integradores de orden fraccionario con los métodos propuestos de orden a desde
0.1 hasta 0.95. Después de simular, se implementaron fisicamente éstos disefios y obtuvimos re-
sultados experimentales de 11 integradores fraccionarios de 3 disefios diferentes, un total de 33
resultados experimentales.

Se ajusto fisicamente el pardmetro A y obtuvimos una ecuacion de ajuste, para disminuir el error
existente en los integradores de orden fraccionario y lograr un comportamiento mds cercano al
ideal, alcanzando 66 resultados experimentales entre integradores fraccionarios sin ajuste y con
ajuste.

Se realizaron andlisis de Monte Carlo con 101 casos, tomando como pardmetros el 5% de tole-
rancia en los resistores y del 20 % de tolerancia en los capacitores, en el peor de los casos, ademas
tomando una distribucién Gaussiana de +30, para predecir la pendiente presente en la imple-
mentacion fisica tanto sin ajuste como con ajuste y asegurar el minimo error en las pendientes.

Para montar los circuitos del integrador fraccionario es necesario identificar los elementos mas
sensibles y que pudieran afectar mayormente el voltaje de salida debido al cambio de en su tole-
rancia. El andlisis de Sensibilidad se realiza en los 3 disefios obtenidos, tomando los valores de los
elementos sin ajuste y con ajuste. Y documentando todos los resultados del andlisis.

Posteriormente se amplific, se escald en frecuencia y se implement6 el circuito del integrador
fraccionario por Filtros Butterworth y Chebyshev de orden @ = 0.9 y @ = 0.95, para su integracion
al sistema cadtico de orden fraccionario de Lii. Se obtuvieron resultados en simulacion y experi-
mentales del sistema cadtico de orden fraccionario con 2 y 4 enrollamientos, obteniendo un to-
tal de 8 resultados con simulaciones y experimental. Mientras que los disefios de Foster, Cauer y
Grafos de Sefal, se amplificaron y se escalaron en frecuencia para obtener resultados del mismo
sistema cadtico en simulacion.
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1 Introduccion.

El célculo fraccionario surge a partir del cdlculo de orden entero, pero ha sido desarrollado con
mayor interés en las ultimas décadas. Desde el inicio de la teoria del cédlculo diferencial e integral
de orden entero, matemaéticos como Euler y Leibniz desarrollaron sus ideas sobre el célculo de
derivadas e integrales de orden no entero. En 1812 Laplace defini6 una derivada fraccionaria por
medio de una integral. Desde el nacimiento del calculo de orden fraccionario han surgido varias
definiciones de derivacion e integracion de orden no entero, esto se debe a que el concepto de
calculo fraccionario ha sido objeto de varios enfoques [1,2].

El célculo de orden fraccionario es utilizado en aplicaciones de multiples disciplinas del cono-
cimiento, una de ellas es la ingenieria electronica. Los derivadores e integradores son esenciales
para la construccién de bloques en el procesamiento de senales. Los circuitos de orden fraccio-
nario, tienen aplicaciones en el control automéatico como también en el disefio de osciladores
caoticos. El disefio de integradores y derivadores de orden fraccionario se realizan generalmente
por dos métodos de aproximacion, en el dominio del tiempo y en el domino de la frecuencia. Hay
varias técnicas que buscan la racionalizacién del operador fraccionario, como el método Charef,
el método de Carlson, el método de Oustaloup, entre otros.

El método de Charef, tiene una mejor relaciéon entre complejidad y precision. El método apro-
xima la pendiente del integrador de orden fraccionario 1/s%, con un ntimero de pendientes de
-20dB/decada conectadas en zigzag con una pendiente de 0dB/decada. Con este método se ob-
tiene la precisiéon deseada y que dependera del orden de la funcién de transferencia que aproxi-
ma al integrador fraccionario [3]. El problema de estas realizaciones es su implementacion fisica,
puesto que los valores de los componentes que forman parte de la red pasiva son de valores no
comerciales, al aproximar estos valores desvian la pendiente y agrega un error al orden en el que
se disena.

Otros métodos que existen en la literatura, es el disefio por medio de pasa bajas Butterworth, sin
embargo, estas aproximaciones utilizan funciones de transferencia de segundo orden y inicamen-
te exploran la realizacion activa [4,/5]. No se han explorado otros métodos de disefo de filtros, y
tampoco abordan la realizacién pasiva. Ademads, no se ha realizado un estudio que indique la ven-
tajas y desventajas en el uso de cada método. En este sentido, esta tesis se enfoca a abordar una
aproximacion en el dominio de la frecuencia de la definicién de Riemann-Liouville, sintetizarla
usando diferentes métodos y analizar las ventajas y desventajas de cada una de ellas, tanto en su
realizacion pasiva como la activa.

1.1. Objetivo General.

Sintetizar e implementar integradores de orden fraccionario mediante métodos de aproxima-
cién de filtros analégicos para su posible aplicacién en osciladores cadticos.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

1.2. Obijetivos Especificos.

1
» Definir las caracteristicas del operador —
s

= Sintetizar la funcién de transferencia mediante Foster, Cauer, Grafos de flujo de sefial, apro-
ximaciones Butterworth, Chebyshev de tipo 1, Chebyshev de tipo 2 y Eliptica.

1
» Mediante el uso de MATLAB simular la respuesta en frecuencia del operador — (ideal) y
s

1
ik (no ideal).

obtenidos

1 1
= Mediante el uso de SPICE(H-SPICE) simular la respuesta del operador e y >

a través de un circuito.

» Implementar con dispositivos electronicos y circuitos eléctricos el operador — k
%+
= Probar el integrador fraccionario en un sistema electronico, por ejemplo en osciladores ca6-
ticos.

1.3. Justificacion

Los integradores de orden fraccionario son bloques fundamentales para realizar el procesa-
miento de senales mediante la utilizaciéon de calculos de orden fraccionario. Se utilizan en el dise-
fio de filtros, en biologia y biomedicina [4], y teoria de control [1] [7] [8] [9].

Se ha demostrado que el orden fraccionario puede representar més fielmente los diferentes fe-
némenos de la naturaleza que su contraparte de orden entero. Esto debido a que el orden fraccio-
nario tiene propiedades hereditarias y de memoria del fenémeno que modela. Sin embargo para
aprovechar estas ventajas en aplicaciones de ingenieria se requiere su implementacion fisica.

En la literatura, existen varios métodos de aproximacion para sistemas de orden fraccionario en el
dominio de la frecuencia. Los métodos de dominio de la frecuencia se han utilizado para simular
el comportamiento de los sistemas cadticos de orden fraccionario [2].

Los elementos de orden fraccionario se pueden racionalizar mediante varias técnicas iterativas,
como son: el método de Charef, el método de Oustaloup, entre otros [2]. Estos métodos se utilizan
para la realizacién de integradores fraccionarios pasivos como se muestra en la figura[I.1} donde
se aprecia que el principal problema en el uso de estos integradores fraccionarios es la realizacion
fisica puesto que los valores en los elementos que componen la red pasiva son valores no dispo-
nibles comercialmente [2] [8]. El tratar de aproximar los valores de los elementos puede provocar
una desviacion en el orden fraccionario buscado.

296.6KQ2 2.945KQ)

1 ——  —=2585uF §6.28MQ }l
0.95
S 29.85uF —=23.56uF

Figura 1.1: Esquematico de integrador fraccionario pasivo de orden a = 0.95.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

Varias de las propuestas de integradores y derivadores validan el concepto del célculo fraccio-
nario, pero no son viables a una aplicacién ttil, por el extenso espacio en suimplementacién y por
los valores dispersos y no comerciales de sus elementos.

Dada esta problemética, se realizardn varias realizaciones que aproximen el comportamiento del
integrador de orden fraccionario, identificar ventajas y desventajas de cada implementacion, sien-
do el primer criterio de seleccion, que el integrador de orden fraccionario sea lo més preciso posi-
ble sobre el orden que se disefia y buscar su posible aplicacion a sistemas cadticos.

1.4. Organizacion de la Tesis.

La tesis sigue el siguiente orden: el capitulo 1 se expone el planteamiento del problema igual-
mente los objetivos especificos y generales, como también la justificacion.

El capitulo 2 describe los temas que intervienen directamente con el trabajo de tesis como son:
los antecedentes del cdlculo de orden fraccionario, las definiciones mds importantes dentro del
campo del célculo de orden fraccionario y las diferencias mds importantes de los integradores de
orden entero contra los de orden fraccionario.

Después en el capitulo 3 se describen las caracteristicas de la funcioén de transferencia que apro-
xima al integrador fraccionario 1/s%; el proceso de disefio de los circuitos obtenidos mediante los
métodos de sintesis como son Foster, Cauer, filtros Butterworth, filtros Chebyshev tipo 1y Grafos
de flujo de sefial. Ademas, se presentan los andlisis de Monte Carlo, que nos ayuda a encontrar el
error en la pendiente con una media de 101 casos para ordenes de integradores desde 0.1 hasta
0.95.Y el andlisis de Sensitividad, que nos da una medida de sensitividad de cada elemento dentro
del circuito, y que la imprecision puede afectar mayormente nuestra sefial de salida en el armado
experimental del circuito.

En el capitulo 4, presentamos los resultados experimentales del integrador fraccionario en el do-
minio de la frecuencia. Presentamos las pendientes obtenidas del integrador fraccionario por fil-
tros Butterworth y Chebyshev tipo 1. Ademds presentamos una optimizacién para disminuir el
error en la pendiente experimental y lo ahondamos con nuevos anélisis de Monte Carlo y Sensiti-
vidad.

En el capitulo 5, se presentan las ecuaciones diferenciales del oscilador caético de Lii de orden
fraccionario, los circuitos con los integradores fraccionarios propuestos y los resultados en simu-

lacién y experimental de los osciladores cadticos con 2 y 4 enrollamientos.

Finalmente, en el capitulo 6 se explican las conclusiones del trabajo hasta ahora realizado.
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2 Marco Teorico.

2.1. Antecedentes del Calculo de Orden Fraccionario.

El célculo de orden fraccionario nacié como resultado de una serie de correspondencias de
parte de Leibniz hacia L'Hopital en el afio de 1695. La pregunta que le realiz6 Leibniz a L'Hopital
fue: ” ;La derivada de orden entero puede ser generalizada a derivadas con orden no entero?”,
L'Hopital le respondi6é con otra pregunta interesante: ";Que pasaria si el orden fuera de 1/2?”. A
este intercambio de ideas se le considera como el nacimiento del calculo fraccionario [10}/11].

En afos posteriores se hace referencia al cdlculo de orden fraccionario, por ejemplo, en 1812 por
Laplace, 1819 por Lacroix, 1822 por Fourier, 1847 por Riemann, 1867 por Grunwald, 1868 por Let-
nikov, y muchos otros. En 1819 Lacroix publica un libro con el calculo para la n-ésima derivada de
y = x"" con m siendo un entero positivo [12}/13]

n m!

n _ ny __
Diy= dxn (x") = (m—n)!x

,m=n 2.1

Remplazando el simbolo factorial por la funcién Gamma, él desarroll6 la formula para una deri-
vada fraccionaria:
Daxﬁ = wxﬁ_a
. rB-a+1l)
donde a y f son numeros fraccionarios y donde la funcién Gamma I'(z) es definida para z > 0
como:

(2.2)

o0
[(2) = f e *x*ldx 2.3)
0
Deforma particular Lacroix calcul6 la derivada de orden 1/2:
@) 2

1/2 1/2
= =— 2.4
S et T EY @4

El problema con esta definicién, es que el resultado de una derivada en una constante es diferente
de cero, por lo que no puede ser considerada una definicién general. Hasta 1832 Liouville se mos-
tré interesado en el estudio del cédlculo de orden fraccionario, la formula se le conoce como
primera formula de Liouville [10].

o0
D f(x) = Z cnay e (2.5)
n=0

Por estarazon Liouville comenz6 a trabajar en una segunda definicion llamada la segunda férmula

de Liouville [10].
JL(a+pP)

—a—p
TR >0 (2.6)

D%s P =(-1)
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

Esta definicién tampoco fue adecuada y no fue hasta el afio de 1853, cuando Riemann desarroll6
una definicién que involucra una integral definida y fue aplicada a series de potencias con expo-
nentes no enteros.

—a_L * _ noa-1
D”_r(a)fc x—-0*"f(Ddt+ ¥ (x) 2.7)

Tanto Riemann como Liouville pudieron resolver el problema de la funcion complementaria (¥ (x)).
Hasta que finalmente, Laurent elabora la definicion conocida hasta el dia de hoy como la defini-
cion de una integral fraccionaria Riemann - Liouville.

1 * a—1
F(a)fc x-0*f(ndt (2.8)

La expresion [2.8| es parecida a la definicién de Riemann pero sin el problema de la funcién com-
plementaria. Cuando ¢ = —oo, la expresion alude a la definicién de una integral fraccionaria
de Liouville; cuando ¢ = 0, la expresion alude a la definicién de una integral fraccionaria de Rie-
mann; cuando ¢ toma cualquier otro valor, entonces la expresion es llamada como definicién de
una integral fraccionario de Riemann - Liouville [10].

D;g flx) =

2.2. Calculo de Orden Fraccionario.

La Ecuacion2.9) muestra el operador que representa al cdlculo de orden fraccionario. Cuando
a es mayor a cero, el operador representa una Derivada fraccionaria, cuando es menor a cero,

representa una integral de orden fraccionaria.
a

— a>0
ar®

aDi=31 g4=o0 (2.9)
[F a<o

3Qué es?

El célculo de Orden Fraccionario es una generalizacion del célculo de Orden Entero. Donde el
operador ;DY se le conoce como Operador Integrodiferencial, los pardmetros ay ¢ son los limites
inferior y superior de la integral respectivamente.

Hoépital propuso que el célculo de la derivada, no solo pertenezca a todos los nimeros Natura-

les (N), sino que tambien a los nimero Racionales (R), pasando la derivada a formar parte del
conjunto de numeros Reales (R), es decir aeR.

2.3. Definiciones.

Existen diferentes definiciones que aproximan al cdlculo de Orden Fraccionario, entre las més
populares se incluyen [11]:

2.3.1. Riemann-Liuoville

drt
a I—T (2.10)

1 (d)n tMa—n+l
dat

a —
Dl =

(n-1)<an
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

Donde 7 es un entero Yy a €s un numero real.

2.3.2. Grunwald-Letnikov

t—a
DY F(8) = lim — f (—1)1'(“) (t—jh)
oDF (1) =lim - 2 =i @2.11)
t—a
[— — ENTERO
2.3.3. M. Caputo
t (n)
Coa _ Y@
ath(t)_r(n_a) a (t_.[)a+l—n T (2.12)

(m—-1<a<n

Donde n es un entero y a es un numero real.

Estas definiciones tienen backware, es decir, que se puede calcular la derivada entera y fraccio-
naria. Estas definiciones pueden realizar la derivada entera y fraccionaria de funciones especiales
como la funcién impulso y la funcién exponencial.

La definicién de Griinwald-Letnikov es la definicién mds aplicada en sefales y sistemas, como
el procesamiento de senales, debido a que es posible obtener la transformada de Laplace. La de-
mostracion de la definicién de Griinwald-Letnikov es la siguiente:

Demostracion de la definicion de Griinwald-Letnikov.

La definicién del célculo de una derivada de orden entero es la siguiente:

d ' . f-ft-h
—f)=f)=lim——— 2.13
dtf( )=f(1) lim . (2.13)
Ejemplo:
El célculo de la primera derivada es la funcién f(f) = 2 es el siguiente:
12— (t - h)?
" = lim—————
R hlE(l) h
2= t242th-h?
= lim
h—0 h
. 2th-h?
= lim ———
h—0
= 2t (2.14)
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Para obtener la expresion que calcula la segunda derivada de una funcién f(t) se obtiene como:

Ieey _ £l
limf(t) ft=h)

@ = h—0 h
fO-ft-h fu-h-ft-2h
o h h
= jm n
1
= }llil})ﬁ[f(t)—2f(t—h)+f(t—2h)] (2.15)

Para obtener la expresion que calcula la tercera derivada de una funcién f(¢) se obtiene como:

limf ) -f't-h

o= h—0 h
f(y=2f—h)+f(t—2h) f(t—h) —-2f(t—2h)+ f(t—3h)
_ i h? ~ n?
T h
= }lin})%[f(t)—Sf(t—h)+3f(t—2h)—f(t—3h)] (2.16)

De las ecuaciones2.13}2.15|y[2.16|se puede obtener la siguiente expresion:

dr
atn

1 & n
=" =1lim— Y (-1)/ t—jh 2.17
fo=7"® hl—%h”;)( )(j)f( jh (2.17)
Donde neN, j > nyalafuncién (;l) se le conoce como coeficiente binomial.

n|  n 218
1) = =

La definicion de Griinwald-Letnikov surge a partir de la forma general de la derivada de orden
entero (Ecuacién[2.17), siendo esta la siguiente:

1 X
Dff(0)=lim — ZO(—UJ (C;)f(t— ih) (2.19)
]:

La funcién de coeficientes binomiales es la siguiente:

T(a+1)
T(G+DI(a—j+1)

(2.20)

2.4. Solucion Numérica.

La definicién de Griinwald-Letnikov mostrada en la Ecuacion interviene una sumatoria
infinita, por lo que es necesario realizar un truncamiento de la definicién, llegando a un método
numeérico para darle una solucion. El método numérico es el siguiente:

h

1 & .
Ly oS0 =13 Y (—l)f(of)f(tk_j) 2.21)
j=0 J
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Donde la funcién de coeficientes binomiales se muestra en la Ecuacion[2.20] Esta solucién numé-
rica aproxima de la @ — th derivada en los puntos kh (k=1,2,3,...) y tx = kh que representa al tiempo.
h es el tamafio del paso de integraciéon y L,, el tamafio de memoria.

Y o= 1 (2.22)
@ _ [{_it%) @
ci = (1 ; )C]._l (2.23)
Entonces la solucién para un sistema:
D?Y(t) = f(Y(),1) (2.24)
Y = [X)Y,Z]
Es una suma finita: .
Y (t0) = f(Y (1), t))h® = 3 CVY (1) (2.25)
j=1
Donde Y (t; — 1) es la variable de interés.
Ejemplo:
D% = 35[y—x]
D% = -7x-xz+28y
D%% = xy-3z
(2.26)

Cona =0.1y #; =1la solucidn es:

x(1) = @5[y(0) —xONh* - C)x(0)
y) = (=7x(0) - x(0)z(0) + 28y(0) h*? - C? y(0)
z1) = (x(0)y(0) -32(0)h"° - C)?z(0)

Donde x(0), y(0) y z(0) son las condiciones iniciales del sistema y la dependencia de x(1) se le
conoce como derivada fraccionaria.

2.4.1. Solucion Analitica.

No es posible obtener una solucién analitica usando la definicién de Griinwald-Letnikov, de-
bido a la sumatoria infinita, pero la definicion de Riemman-Liouville si lo permite. La definicién

es la siguiente:
1 d *~ f@
D¢ :——f —_— 2.2
U I'l-a)dxJo (x—t)“dt (=27

DondeO< a <1.
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Ejemplo: f(t) =t

1 t
D%t = — — du
ros)dxJo Vx—t
u=x-—t t=x—u
du=-dt u(0) =
u(x)
1 d -u
o - LA [T,
VadxJe v "
1 d 32 2 32
= ——|2
T dx X 3x
_ 1 d 3/2
= Jrdx (x )
2
= ﬁ\/}

2.5. Integradores de Orden Fraccionario.

Los sistemas de orden fraccionario prometen tener un mayor impacto en muchas areas, apli-
caciones criticas de tiempo y energia, como circuitos y dispositivos de alto rendimiento (modula-
dores delta-sigma y convertidores de potencia), mezclas liquidas, reacciones quimicas, sistemas
biolégicos (en el cerebro humano, corazén y proceso perceptivo) [14], gestion de crisis (en elec-
tronicos de potencia), procesamiento de informacion segura [15], y toma de decisiones criticas
en politica y economia [16]. Esta nueva y desafiante drea de investigacion y desarrollo se ha con-
vertido en una disciplina cientifica, que involucra ingenieria en sistemas y control [17], teoria y
experimentos fisicos, matematicas aplicadas y sobre todo, especialistas en circuitos y dispositi-
vos [18-20]. Un ejemplo del uso de circuitos analégicos, especificamente de integradores frac-
cionarios es en la validacion fisica de la regla que sugiere que las integrales de orden no entero
son iterativas [21]. Pero sobre todo, los integradores de orden fraccionario son utilizados en la
construcciéon de bloques que resuelven ecuaciones diferenciales de osciladores cadticos fraccio-
narios [3}22].

A diferencia de los integradores del orden entero, el comportamiento en el dominio de la frecuen-
cia de los integradores de orden fraccionario, la pendiente de la magnitud depende de a. El inte-
grador de orden entero presenta una pendiente de —20d B por década y la frecuencia de corte se
obtiene en la magnitud maxima menos 3dB. En caso de integradores y derivadores de orden frac-
cionario presentan una pendiente de —20adB por década y la frecuencia de corte es la magnitud
maxima menos 3adB. [23]

En la figura[2.1]se presenta la magnitud de integradores y derivadores fraccionarios con ordenes a
desde 0.1 hasta 0.9. Entre mayor sea el orden del integrador o derivador fraccionario mayor es su
magnitud, por lo tanto la frecuencia de corte se recorre.
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Integrador Derivador

10.0

0.0

Gain (dB)

2nn -~

freq (Hz)

Figura 2.1: Respuesta en frecuencia del integrador y derivador de orden fraccionario.

En circuitos, cuando se utilizan varias operaciones como multiplicacién, sumas, integracion
etc., es llamado Computadora Analégica. La Computadora Analégica puede ser convenientemen-
te utilizado para resolver ecuaciones diferenciales. En la construccién de bloques son usados los
inversores, sumadores, integradores e integradores sumadores. Es importante notar que la dife-
renciacion es evitada y la integracion es extensamente utilizada. [24] La raz6n por la que los inte-
gradores son preferidos son los siguientes:

* La ganancia del integrador decrece cuando incrementa la frecuencia mientras que el dife-
renciador incremente con el incremento en la frecuencia. Por lo tanto es muy facil de esta-
bilizar el integrador con respecto a oscilaciones.

La impedancia de entrada del integrador es constante y no depende de la frecuencia. Mien-
tras que la impedancia de entrada del derivador disminuye como la frecuencia incrementa.
Entonces a altas frecuencias la impedancia de entrada es reducida.

El derivador tiene una tendencia a amplificar el ruido y las desviaciones pueden dar lugar a
oscilaciones. El ancho de banda de un integrador es pequeno, por lo tanto, el integrador es
menos sensible al ruido del voltaje.

En general, el integrador es més estable que el derivador y menos sensible al ruido, por lo tanto, las
posibilidades de oscilacién son mucho menores en el integrador. Debido a estas razones, el inte-
grador es preferido en implementaciones analégicas para la solucién de ecuaciones diferenciales.

Debido a estas ventajas, el trabajo de esta tesis consiste en encontrar varias opciones de imple-
mentacion electrénica de la funcién de transferencia que aproxima al integrador de orden fraccio-
nario, utilizando diferentes métodos de sintesis. Simular y llevar a cabo experimentalmente cada
disefio. Identificar las ventajas y desventajas de cada una de las propuestas y finalmente disefiar
una aplicacion para el integrador de orden fraccionario.

2.6. Estado del arte de los integradores de orden fraccionario.

El andlisis del estado del arte del tema de los integradores de orden fraccionario, se realiz6 en
revistas y fuentes internacionales. Las variables a considerar en el estado del arte son: el objetivo,
la metodologia y los resultados obtenidos.
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Diseifio de integradores de orden fraccionario con funciones de transferencia de 5to. orden.

Panagiotis Bertsias, Costas Psychalinos, Ahmed Elwakil, Leila Safari, Shahram Minaei. Design and
application examples of CMOS fractional-order differentiators and integrators, Microelectronics
Journal, Volumen 83, 2019.

Objetivo: Reduce la complejidad de la construccién de bloques de integradores y derivadores de
orden fraccionarios, basados en funciones de transferencias de 2do. orden entero.

Metodologia: Implementan bloques para construir filtros de orden fraccionario. Colocan en forma
de cascada bloques de 1er. y 2do. orden entero, hasta obtener una funcién de transferencia de 5to.
orden entero. Ademas, realizan una emulacién de un capacitor e inductor de orden fraccionario.

Resultados: Este trabajo demuestran y verifican la realizacion de filtros de orden fraccionario apli-
cados en un modelo neurona y emulan capacitores e inductores de orden fraccionario. Su aplica-
cién optimiza y reduce la complejidad de las etapas de integracion y derivacion de orden fraccio-
nario, comparadas con las estructuras CMOS ya publicadas.

Construccién de integradores de orden fraccionario usando variables de estado.

Muiiz-Montero Carlos, Garcia-Jiménez Luis V., Sdnchez-Gaspariano, Luis A., Sdnchez-L6pez, Car-
los, Gonzdlez-Diaz, Victor R., Tlelo-Cuautle, Esteban. New alternatives for analog implementation
of fractional-order integrators, differentiators and PID controllers based on integer-order integra-
tors, Nonlinear Dynamics, Volumen 90, 2017.

Objetivo: Proponen una alternativa de construccion de integradores de orden fraccionario sin usar
redes en escalera.

Metodologia: La alternativa se basa en la manipulaciéon matemadtica de una funcion racional, si-
milar a la manipulacién de sintesis en variables de estado de filtros.

Resultados: Este trabajo implementan integradores y derivadores de orden fraccionario. Su im-
plementacion incluye amplificadores operacionales, sumadores e integradores de orden entero.
La propuesta la validan con pruebas en simulacion, usando MATLAB y HSPICE, ademds de que la
aplican en controladores PI'y PID de orden fraccionario.

Disefio de integradores IIR de orden fraccionario.

Mekhnache, C., Ferdi, Y. Using New Hybrid Integrators to Design IIR Fractional-Order Integrators
via Impulse Invariance Method. Circuits Syst Signal Process, Volumen 33, 2014.

Objetivo: Presentan un método para construir integradores digitales IIR de orden fraccionario.

Metodologia: La idea principal del disefio se basa en interpolar las reglas de integraciéon como Eu-
ler, Bilineal y Simpson, combinadas con técnicas de modelado de sefiales deterministas. Encon-
trando que el integrador Euler-Simpson obtiene una mayor precision que los integradores exis-
tentes.

Resultados: Los autores mencionan que el disefio de integradores digitales de orden fraccionario,
usando la interpolacion de las reglas de disefio de filtros digitales y técnicas de modelado pro-
veen una mayor precision con el integrador Euler-Simpson. Sus disefios los validan con gréficasy
simulaciones.
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Fraccionarios.

Los filtros son largamente utilizados en sistemas electrénicos, como electrénicos, telecomuni-
caciones, electronica de consumo, sistemas de instrumentacion, etc. Los filtros son subsistemas
fisicos de tiempo continuo, que hacen una relacion de la sefial de entrada con la sefial de salida en
tiempo real.

El disefio de filtros comienza con un conjunto de pardmetros que debe cumplir el filtro, a este
conjunto se le llama especificaciones. El siguiente paso en el disefio de filtros, es el obtener una
funcion de transferencia H(s) que cumpla estas especificaciones.

El trabajo siguiente después de obtener la funcion de transferencia H(s), es encontrar una red
adecuada que realice esta funcion de transferencia. Este trabajo se guia a través de un método
o técnica desarrollada de sintesis de redes pasivas o activas. La solucion al paso de sintesis no es
Unica, hay muchos trabajos que pueden ser usados para realizar la misma funcion de transferen-
cia. [25]

El paso final en el disefio de filtros se le conoce como desnormalizacion. Consiste en aplicar un
factor de escalamiento en frecuencia, k¢, y un escalamiento apropiado en impedancia, k, de acur-
do con las necesidades en su aplicacion. El resultado de este paso es el mismo circuito pero con
cambios en los valores de sus elementos.

Este capitulo incluye el conjunto de especificaciones, 1a obtencién de transferencia H(s) y el proce-
so de sintesis con los métodos de Foster, Cauer, Butterworth, Chebyshev Tipo 1 y Grafo de Senal.

3.1. Integrador de Orden Fraccionario

La funcién de transferencia que aproxima el comportamiento de un integrador de orden frac-
cionario es la que se muestra en la Ecuacion (3.1

1 St+A

— = 3.1
s As+1 -1)
Donde el factor A se obtiene con: L4
«a
A=—— (3.2)
l-a

Los integradores, a causa de sus elementos, producen una pérdida. Esta pérdida se manifiesta en
la ganancia, la cual es menor a un integrador ideal y genera un ancho de banda. Contemplando
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las pérdida k en el integrador de orden fraccionario obtenemos el siguiente operador.

@ = As+1
T s+ A
A 1
sk o= 220
S+ A
Sk = (A+k)s+(1+kA)
s+A
1 B s+A (3.3)
sS4k (A+k)s+(kA+1) '

Donde el factor A se obtiene con la Ecuacién 3.2y k es el factor de pérdidas.

Las funciones de transferencia 3.1]y[3.3] tienen un tnico Cero ubicado en s = —A. El Polo del in-
tegrador sin pérdidas se ubica en s = —1/A, mientras que con pérdidas el Polo se encuentra en
s=—(kA+1)/(A+ k). En la Figura[3.1} se muestra la ubicacién de polos y ceros del integrador de
orden fraccionario. El integrador mantiene su Cero pero recorre el Polo a la izquierda conforme
aumenta el factor de perdidas k y aporta mayor estabilidad al integrador fraccionario.

Mapa Polos y Ceros
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Figura 3.1: Polos y Ceros del integrador fraccionario con a = 0.9.

En la Figura 3.2 se muestra la gréfica de Bode del integrador fraccionario con pérdidas k des-
de 0 (ideal) hasta 5. Con el incremento en el factor de perdida aumenta el ancho de banda pero
disminuye la ganancia. Con k = 1 el integrador fraccionario se aproxima a una ganancia unitaria,
pero con ganancias mas grandes la ganancia es negativa.

Pégina 14 SECCION 3.1



CAPITULO 3. METODOS DE SINTESIS PARA INTEGRADORES FRACCIONARIOS.
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Figura 3.2: Diagrama de Bode del integrador fraccionario con a = 0.9.

3.2. Foster

El primer paso para obtener un circuito equivalente con el método de Foster es representar la
funcién de transferencia de la Ecuacion[3.1} en una expansion en fracciones parciales, resultando
de la siguiente forma:

1
1 s+A 1T o1
- = = +— (3.4)
s¢ As+1 1 A
s+ —
A
El segundo paso es igualar la expansion de la Ecuacion|3.4|a una impedancia.
1 1
__ e 1
/1= 1 + 1 (3.5)
s+ —
A

: . 1 . .
La expres1on es una suma de dos términos, el término Z representa una 1mpedanc1a constante,

mientras que el primer término se iguala a una admitancia para que sea posible separarse.

S+ —
S 1
Y, = fl‘ =t — (3.6)
l-— 1-— A-——
A2 A2 A

1
La Ecuacion 3.6|representa la admitancia de un capacitor de valor — mientras que el segun-

-

. . . . 1
do término es una constante, siendo una impedancia de valor A — e

El circuito que aproxima la funcién de transferencia del integrador fraccionario (Ecu.[3.1) se mues-
tra en la Figura[3.3] Donde:

1
Rlz—Q
A
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1
Ro=A-—Q
A
Cy = 1 F
1= 1
=%
Ry
Ry oY
AN
[
F(s),Q [
(s) C

Figura 3.3: Esquema del integrador fraccionario por el método de Foster.

La expansi6n en fracciones parciales de la Ecuacién[3.3]es la siguiente:

A Ak+1
1 _ A+k 1
s+k s(A+k)+(Ak+1) A+k

(3.7)

Se iguala la expresi6n a una impedancia, el segundo término de la Ecuaci6én[3.8/es una impedancia
constante.

Ak+1
Y 1
Zp = + 3.8
2T SA+ )+ (Ak+1) Atk (5.6
Para separar el primer término se iguala a una admitancia.
_ S(A+k)+(Ak+1) (3.9)
2" Ak +1 ‘
A-—
A+k

Entonces los valores de los elementos del circuito[3.3|son los siguientes:

P
Y™ Avk
o A 1
2T Ak+1 A+k
A+k
Ca= Ak+1
A_
A+k

La Figura 3.4 muestra los resultados por simulacién del circuito equivalente de Foster, los cuales
corresponden a los resultados obtenidos por diagrama de Bode de las funciones de transferencia
del integrador fraccionario sin y con pérdidas, de la Figura
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Figura 3.4: Simulacién del circuito equivalente de Foster.

3.3. Cauer

En el método de sintesis de Cauer se trata de eliminar el polo en el infinito y las constantes de
la funcion de transferencia igualada a una impedancia o admitancia como en el método de Foster.

La funcion de transferencia del integrador fraccionario sin pérdidas igualada a una impedancia
y separada por fracciones parciales.

(3.10)

Se elimina la constante y el primer elemento es una resistencia de valor:

1
Ri==Q
A

Para separar la variable s, se iguala el término restante a una admitancia.

1
S

V= —— A1 (3.11)
-5 1-0

Estos términos representan dos elementos en paralelo, un resistor y un capacitor de valores:

1
Ry=A-—Q
A
C = L F
1= 1
=%
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El integrador de orden fraccionario con pérdidas (Ecu.|3.3) representado en fracciones parciales e
igualado a una impedancia seria de la siguiente forma:

B Ak+1
_ Avk 1
s(A+k)+(Ak+1) A+k

Z (3.12)

La constante representa una resistencia de valor:

_ 1
T A+k

Ry

Mientras que el segundo término, representado en admitancia obtenemos que es un paralelo de
dos elementos pasivos, capasitor y resistencia.

Y, = S(A+k) + (Ak+1) (3 13)
2= _Ak+1 _Ak+1 ’

A+k A+k

Los valores de R, y C; son los siguientes:

A 1
Ak+1 A+k

3 A+k
Z_A Ak+1
A+k

Entonces el circuito es equivalente al integrador fraccionario por el método de sintesis de Cauer
es el mostrado en la Figura[3.5]

R, =

Ry
Ry o
AN
|
F(s),Q 'é

Figura 3.5: Circuito del integrador fraccionario por el método de Cauer.

3.4. Butterworth

La funcién de transferencia[3.3|pude ser reescrita como:

1 S A
= +
s+k (A+ks+(kA+1) (A+k)s+(kA+1)

(3.14)

La funcién de transferencia que aproxima al integrador de orden fraccionario puede separarse
por dos filtros, un pasa altas y un pasa bajas. Estos filtros serdan aproximados con el método de
Butterworth.
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3.4.1. PasaBajas Butterworth

La funcién de transferencia del filtro pasa bajas se presenta en la Ecuacién (3.29), donde k es

el factor de pérdidas.
1

=Gpp——

(A+Kk)s+(kA+1) PP ATk
iy S |
kA+1

Hpp(s) = (3.15)

Donde G, es la ganancia del pasa bajas y es:

G = A
Pb T k41

El comportamiento en el domino de la frecuencia del filtro pasa bajas de la Ecuacién de orden

a = 0.9 y con perdidas k = 0 (ideal), se muestra en la Figura[3.6 Por otra parte, en la Figura[3.7]se
muestra el diagrama de Bode con ganancia unitaria.

30

2

o

System: Hpb
| Frequency (rad/s): 0.00105 System: Hpb 7
Magnitude (dB): 25.6 Frequency (rad/s): 0.0526
Magnitude (dB): 22.6

System: Hpb —

Frequency (rad/s): 1

Magpnitude (dB): -0.0357
~~

Magnitud (dB)
)

-45

Fase (deg)

1073

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.6: Diagrama de Bode del pasa bajas.

Las especificaciones del filtro Butterworth obtenidas de la Figura[3.7son las siguientes:
" w,=0.0525rad/s

s w,=1rad/s

= Ap,=3dB

= A;=25.6dB
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Figura 3.7: Diagrama de Bode del pasa bajas con ganancia unitaria.

Con las especificaciones de disefio del filtro Butterworth y con el comando buttord de MATLAB
obtenemos el orden n del filtro. Con el comando buttap obtenemos la siguiente funcién de trans-
ferencia de Butterworth:

1
Hpp($) =<7 (3.16)

El diagrama de Bode del filtro pasa bajas de Butterworth (Ecu.[3.16) se presenta en la figura[3.8] el
cual coincide con las especificaciones de la Figura[3.7]

0 - - - — T T
System: Hpb
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°
=
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w
-90 =
10°

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.8: Diagrama de Bode del pasa bajas de Butterworth.

La ganancia de G, multiplicada por la funcién de transferencia de la Ecuacion obtene-
mos la representacion en filtro pasa bajas de Butterworth de la Ecuacién[3.29] El diagrama de Bode
se muestra en la Figura 3.9y corresponde a la Ecuaci6n [3.17] Por otra parte, los resultados en el
domino de la frecuencia encaja con el comportamiento en el dominio de la frecuencia del pasa
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bajas original (Figura[3.29).

1
H =Gyp—— 3.17
pb(9) = Gpo— (3.17)

30
| System: SysHpb B
o 20 Frequency (rad/s): 0.00105 System: SysHpb
) Magnitude (dB): 25.6 Frequency (rad/s): 0.0526
ko] Magnitude (dB): 22.6
2 10 System: SysHpb —
S5 Frequency (rad/s): 1
‘E“ Magnitude (dB): -0.018
(i ~nd
-10 | | |
0=
=)
o)
°
o 45
(2]
©
[
-90 =
10° 102 107 10°

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.9: Diagrama de Bode del pasa bajas de Butterworth con ganancia.

Diseiio del filtro Pasa Bajas Butterworth

Usaremos la funcion BW_LADDER, el cual es parte de el toolbox que calcula los valores de
los elementos en un diagrama de conexion. La funcién necesita de los siguientes pardmetros:

wp =0.0525 rad/s

ws=1rad/s
A, =3dB

As =25.6dB
n=1

Ry,=1Q

R; =1Q
Ladder=102

Donde R; es la resistencia de fuente, R; es la resistencia de cargay Leadder puede ser 1, para una
conexion del tipo T, o 2 para una conexion del tipo .

El circuito de tipo T se muestra en la Figura mientras que en la Figura [3.11] se muestra el
circuito del tipo 7.
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R, L
/\/\/\/ Y YY)

+

Vin () Vou SR

Figura 3.10: Circuito Pasa Bajas de Butterworth tipo T.

HPBtlpOT(S) = s+ (RL+Ry) (3.18)
R;
AVAAY,

+

Vzn@ C—=  Vou §RL

Figura 3.11: Circuito Pasa Bajas de Butterworth tipo 7.

R
S(RLR;C) + (R + Ry)
Donde R; = R, = 1Q, C =38F y L = 38H. En este caso, se prefiere el filtro del tipo 7 (Fig.[3.11) por el

uso del capacitor. Por otra parte, el comportamiento en el dominio de la frecuencia, es el mismo
para los dos tipos cuando Ry, = Ry, como se muestra la Figura[3.12]

HPBiipor(s) =

(3.19)

—_
o

{~ System: HPB -
Frequency (rad/s): 0.00105 System: HPB
Magnitude (dB): -6.02 Frequency (rad/s): 0.0525
Magpnitude (dB): -9.02 |
System: HPB

Frequency (rad/s): 1
Magnitude (dB): -31.6 |
it

N

Magnitud (dB)
. & .
o

w
o

-45

Fase (deg)

-90
1073

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.12: Diagrama de Bode del filtro pasa bajas del tipo T'y 7.

La atenuacion en lrad/s es correcta, hay una disminucion de 6dB en la banda de paso y un
incremento en la frecuencia de corte, esto se debe a las pérdidas incluidas en las resistencias del
filtro, se espera obtener una pérdida de 6dB en la realizacion experimental.
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Para facilitar el proceso de disefio del filtro pasa bajas, se presenta la Ecuacién de disefio en la
Ecuacion (3.31) teniendo en cuenta que Rs = Ry = Rpp.

R —2A (3.20)
pb = C :

Donde A depende del orden fraccionario a del integrador fraccionario disefiado.

l1+a
=— 3.21)
l-a

3.4.2. Pasa Altas Butterworth

La funcién de transferencia del filtro pasa altas se presenta en la Ecuacién (3.33), donde k es el

factor de pérdidas.
s

H = =G 3.22
pal) = o s+ kAT D) P kAT (3.22)
A+k
Donde Gy, es la ganancia del filtro pasa altas y es:
G = 1
PAT A+ k

La Figura[3.13|muestra el comportamiento en el dominio de la frecuencia del filtro pasa altas (Ecu.
3.33) que forma parte del integrador fraccionario con pérdidas. La respuesta presentada corres-
ponde al orden a = 0.9y con perdidas k = 0 (ideal).

-20 7
-30 — System: Hpa —
& System: Hpa Frequency (rad/s): 0.88
) Frequency (rad/s): 0.0526 Magnitude (dB): -25.6
> -40 Magnitude (dB): -28.6
=]
E | System: Hpa =
250 ™ Frequency (rad/s): 0.001
= Magnitude (dB): -60
-60 pE— 7
70 - ‘ !
90 = T ‘ —
=)
@
k=2
o 45 n
(2]
«©
s
oLl ‘ N R S R ‘ I S S R ‘ R o

107 10 10 10°
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.13: Diagrama de bode del pasa altas.

La Figura[3.14} muestra el diagrama de Bode de la Ecuacion sin ganancia. De esta manera
las especificaciones para el disefio del filtro Butterworth son las siguientes:

» wy,=0.0525rad/s

s ws=1rad/s
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= A,=3dB
s Ag=34.4dB
0 o
/
System: Hpa
—-10 Frequency (rad/s): 0.0527 —
% Magnitude (dB): -3
o
2-20 —
é System: Hpa
> 30 L Frequency (rad/s): 0.001

Magnitude (dB): -34.4
-

40 i P S S S N i R S N B B A

90 = . S e e A T — ]

45

Fase (deg)

oLl ‘ S S ‘ S S S

1072 107
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.14: Diagrama de bode del pasa altas con ganancia unitaria.

Con la ayuda de MATLAB obtenemos el orden del filtro pasa bajas de Butterworth. El comando
buttord nos da el orden del filtro pasa bajas, con buttap obtenemos la funcién de transferencia y
con Ip2hp obtenemos la conversion de pasa bajas a pasa altas del filtro Butterworth. La funcién

de transferencia del filtro pasa altas de Butterworth es la siguiente:

Hyq(s) = —T (3.23)
s+ —
A
La Figura muestra el diagrama de Bode de la Ecuacion y se coincide con las especifica-
ciones de la Figura[3.14]
0 I T %
System: Hpa
—~-10 Frequency (rad/s): 0.0528 —
) Magnitude (dB): -3
e
220 |
> System: Hpa
g Frequency (rad/s): 0.001
-30 [~ Magnitude (dB): -34.4 m
_40 LI i A T S S N R i A S S S B A |
90 = . T T — T —
)
(0]
)
o 45 =
@
w
0Ll \ L =
103 107 10 10°
Frecuencia (rad/s)
Figura 3.15: Diagrama de Bode del pasa altas de Butterworth.
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Al multiplicar la ganancia G, por la funcion de transferencia del filtro pasa altas de Butter-

wort

h (Ecu.(3.23) obtenemos el comportamiento del pasa altas obtenido por la funcién de trans-

ferencia del integrador fraccionario (Ecu.[3.33). La Figura[3.16) muestra el diagrama de bode de la

Ecuacion[3.24] s
Hpa($) = Gpa— (3.24)
S+ —
A
-20
-30 — System: Hpa —
& System: Hpa Frequency (rad/s): 0.88
5 Frequency (rad/s): 0.0526 Magnitude (dB): -25.6
g -40 Magnitude (dB): -28.6
j=}
z | System: Hpa -
2 -50 Frequency (rad/s): 0.001
= Magnitude (dB): -60
60 B a
70 L ‘ ‘ L] ‘ ‘ R
90 = \ \ ] \ \ T =
>
5]
o
o 45 .
(2]
©
w
oLl ; S S ; N S S S O ‘ R R e
103 102 10 10°

Dise

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.16: Diagrama de Bode del pasa altas de Butterworth con ganancia.

1o del filtro Pasa Altas Butterworth

Con las transformaciones RLC de filtros pasa bajas se obtienen diferentes filtros realizando
cambios en los elementos inductivos y capacitivos. Por lo tanto, las especificaciones del filtro pasa
altas son las siguientes:

wp =0.0525 rad/s

ws=1rad/s
A, =3dB

A =34.4dB
n=1

Ry =1Q

R; =1Q
Ladder=102

La Figura[3.17|corresponde a la transformacién de filtro pasa altas, usando el pasa bajas de Butter-
worth del tipo T. Mientras que en la Figura[3.18|corresponde a la transformacién del filtro Butter-
worth del tipo 7.
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R, ﬁ
AN |

Vin (V) Vour SR

Figura 3.17: Circuito Pasa Altas de Butterworth tipo T.

HPA 3 s(CRyp)
tipoT(S) = SCQRL+ R+ 1 (3.25)
R;
AYAAY,

+

V() L3 Vom; Ry

Figura 3.18: Circuito Pasa Altas de Butterworth tipo 7.

S(LRy)
HPAtipon($) = (3.26)
SL(Ry + Rs)+ RrR;
Donde Ry = Ry = 1Q, C =9.4905F y L = 9.4905H. Elegimos el pasa altas de tipo T de Butterworth
por el uso del capacitor. Ademds, el comportamiento en el dominio de la frecuencia de los filtros
pasa altas es el mismo, esto se debe a que las resistencias R; y R, son iguales. El diagrama de Bode

de los filtros pasa bajas se muestra en la Figura

(U
-10 - System: HPA =
) System: HPA Frequency (rad/s): 0.881
E o0 Frequency (rad/s): 0.0525 Magnitude (dB): -6.04
k] Magnitude (dB): -9.04
=}
S | System: HPA |
I -30 Frequency (rad/s): 0.001
= Magnitude (dB): -40.4
-40 B _
50 - \ \
90 = T ‘ —
=)
©
=
o 45 _
(7]
©
i
oLl ; S S ; N S S S O ‘ S R e
107 1072 107! 10°

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.19: Diagrama de Bode del filtro pasa altas del tipo T'y 7.

La atenuacién en 0.001rad/s es correcta, hay una disminucién de 6dB en la banda de paso y
una disminucion en la frecuencia de corte, esto se debe a las pérdidas incluidas en las resistencias
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del filtro, se espera obtener este comportamiento en la realizacion experimental.

Para facilitar el proceso de diseno del filtro pasa altas, se presenta la Ecuacién de disefio en la
Ecuacion (3.36) teniendo en cuenta que Rs = R = R),.

Rpa=22 (3.27)
Pa—9o ¢ '
Donde A depende del orden fraccionario a del integrador fraccionario disefiado.
l+a
= — (3.28)
l-a

3.4.3. Integrador de Orden Fraccionario

El integrador de orden fraccionario se conforma por la suma del filtro pasa bajas y pasa altas.
El circuito del integrador de orden fraccionario se muestra en la Figura[3.20]

Figura 3.20: Circuito del integrador de orden fraccionario

El circuito incluye el filtro pasa bajas (rojo) y pasa altas (azul) disefiados con Butterworth. Ade-
mads, un amplificador sumador inversor que suma las respuestas de ambos circuitos. Las resisten-
cias Ry, R» y Rs3 se seleccionan de tal forma que la ganancia en la entrada del filtro pasa bajas sea

Gpp (Ecu.3.5.1) y en la entrada del filtro pasa altas sea G, (Ecu.[3.5.2). Esto se debe a que los filtros
de Butterworth tienen una ganancia unitaria. La Tabla[3.1jmuestra los valores de ganancia para el

filtro pasa bajas y el filtro pasa altas.

Tabla 3.1: Valores de ganancia.

@ [R@Q]| RO | RQ [ Gy | Gpa
0.10 | 1¢€° 1.49¢% | 1.22¢% | 1.22 | 0.81
0.20 | 1¢€° 2.25¢3 | 1.50¢° | 1.50 | 0.66
0.30 | 1é° 3.44¢% | 1.85¢% | 1.85 | 0.53
0.40 | 1€° 5.44¢3 | 2.33¢3 | 233 | 0.42
050 | 1¢€° 9.00¢> | 3.00¢> | 3.00 | 0.33
0.60 | 1¢€° 16.00¢® | 4.00¢% | 4.00 | 0.25
0.70 | 1¢€° 32.11¢® | 5.66¢° | 5.66 | 0.17
0.80 | 1¢€° 81.00e> | 9.00¢% | 9.00 | 0.11
0.85 | 1¢® | 152.10¢% | 12.33¢% | 12.33 | 0.08
0.90 | 1¢® | 361.00¢% | 19.00¢> | 19.00 | 0.05
0.95 | 1é° 1.52¢% | 39.00€% | 39.00 | 0.02
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El circuito también necesita un amplificador inversor para eliminar la respuesta inversa del
amplificador sumador y de esta forma evitar modificar la respuesta del integrador de orden frac-

cionario. De esta forma, las resistencias R, es igual a la resistencia Rs.

Se realiz6 un escalamiento en impedancia del filtro pasa bajas y del filtro pasa altas por separa-

do, dado que los capacitores no se encuentran de valores comerciales. La Tabla [3.2| muestra los
valores del circuito de la figura[3.20]

Tabla 3.2: Valores comerciales por escalamiento en impedancia.

a Ris(Q) | R (Q) | Rs(Q) | Rop () | R1 () | Ry (Q)) R3(QQ) | G (F) | G (B)
0.10 | 244¢° 24463 610e® | 610e3 | 1.00e® | 1.49¢ | 1.22¢% | 10e7® | 1e7®
0.20 | 300€° 300€° 750e> | 750e° | 1.00e® | 2.25¢® | 1.50e% | 10e® | 1e7®
0.30 | 371¢° 371¢° 930e® | 930 | 1.00e® | 3.44€® | 1.85¢° | 10e7® | 1e7©
0.40 | 467¢° 46763 117¢% | 117¢® | 1.00e | 5.44¢®> | 2.33¢° | 10e7® | 10e7°
0.50 | 604¢° 604¢° 150e° | 150€% | 1.00e | 9.00¢® | 3.00e® | 10e7° | 10e7°
0.60 | 801€° 801¢3 201e® | 2013 | 1.00€% | 16.00¢% | 4.00e® | 10e7® | 10e7°
0.70 | 515€° 515¢3 284¢3 | 2843 | 1.00e% | 32.11€% | 5.66€% | 22¢7% | 10e7°
0.80 | 816.81¢> | 816.81¢> | 451e® | 451 | 1.00€% | 81.00¢% | 9.00e% | 22¢7° | 10e7°
0.85 | 1.12¢€° 1.12¢% | 617¢® | 6173 | 1.00€° | 152.10€% | 12.33¢3 | 22¢7% | 10e7°
0.90 | 1.72¢€° 1.72e% | 949¢% | 94963 | 1.00€° | 361.00€% | 19.00€3 | 22¢7% | 10e7°
0.95 | 3.54¢€° 3.54e® | 1.96€® | 1.96€° | 1.00e | 1.52¢® | 39.00€% | 22¢7% | 10e7°

Magnitud (dB)

Fase (deg)

10

10°

Frecuencia (rad/s)

10'

102

Figura 3.21: Diagrama de bode del integrador de orden fraccionario.

La Figura muestra el comportamiento en el dominio de la frecuencia del circuito (3.20

Presenta una pérdida en la ganancia del ancho de banda de —6dB debido a las pérdidas de los
filtros pasa bajas y pasa altas de Butterworth. La Figura muestra el mapa de Polos y Ceros
del circuito que aproxima el comportamiento del integrador fraccionario, presenta dos ceros y
dos polos, un cero cancela un polo en la frecuencia de 0.0527rad/s, un polo se encuentra en la

frecuencia de 19rad/s y un cero en la frecuencia de 0.0527rad/s.
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Mapa de Polos y Ceros

1 \ \ \ T I \ \
: 0.998 0.996 0.993: 0.986 0.965 0.86
0.8 - ‘ =
0:999
0.6 —
- 0.4 System: IntFra ‘ : .. System: IntFra
L e 1 Zero :-19 : : ; Zero : -0.0527
S Damping: 1 Damping: 1
2 0.2 Overshoot (%): 0 : Overshoot (%): 0 M
@ Frequency (rad/s): 19 Frequency (rad/s): 0.0527
o A o 15 12,5 10 7.5 5 e e
.g System: IntFra
Q-02- : Pole : -0.0527 H
£ : ; Damping: 1
© 04 |1 ; Overshoot (%): 0 B
o : : : Frequency (rad/s): 0.0527
-0.6 - : _
0:999 ‘ : i
-0.8 - : i : —
0.9&?8 0.996 0,993 (?.986 0.965 0.86
1 | | | | 1 | |
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 4 -2 0

Eje Real (seconds'1)

Figura 3.22: Polos y Ceros del integrador de orden fraccionario con filtros Butterworth.

La respuesta en frecuencia del integrador de orden fraccionario sintetizado mediante filtros
Butterworth y presentado en la Figura[3.20} se muestra en la Figura[3.23]

40

——a=01

a=02

~ 20 =03

] —a=04

g =05

2 0E a=06

s —a=07

g —a=08

= 0L =085

—a=09

——a=095

.40 L L I R I Lo P e s

0
)
[
2
o 45

[7]
©
[T

90 = | | FEr——— | el L]

10 102 107 10° 10" 102 10°
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.23: Respuesta en frecuencia del integrador de orden fraccionario.

3.5. Chebyshev Tipo 1

En el disefio del integrador de orden fraccionario con el método de Chebyshev Tipo 1, se realiz6
el mismo procedimiento que en el método de Butterworth, dividir la funcién de transferencia del
integrador de la Ecuacion|3.1{en un pasa bajas y un pasa altas de ganancia unitaria en la banda de
paso.
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3.5.1. Pasa Bajas Chebyshev Tipo 1
La funcién de transferencia del pasa bajas sin pérdidas se reescribe a continuacion:

1
- -G
As+1  PPAs+1

Hpp(s) = (3.29)

Donde Gy, es la ganancia del pasa bajas y es:
Gpp=A
Las especificaciones de disefio son las siguientes:
" w,=0.0525rad/s
s ws=1rad/s
= Ap=3dB
= Ag=25.6dB

Con el comando cheblord de MATLAB obtenemos el orden que necesita el filtro respecto a las
especificaciones declaradas anteriormente. El comando chebyl nos proporciona el numerador
y denominador de la funcién de transferencia que aproxima al filtro pasa bajas. La funcion de

transferencia es la siguiente:
0.05262
A Y (3.30)
El diagrama de Bode de la funcién de transferencia se muestra en la Figura[3.24} donde se pue-
de observar que las especificaciones coinciden con la funcién de transferencia de primer orden

obtenida.

5 System: Hpb B
@ - Frequency (rad/s): 0.0525 i
= Magnitude (dB): -3
ERHE .
g System: Hpb
g -20 — Frequency (rad/s): 1 —
Magnitude (dB): -25.6
25— ~mg
-30 ! I |
0=
>
(5]
o
o 45
(%]
©
w
-90 =

10°
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.24: Diagrama de Bode del filtro pasa bajas Chebyshev Tipo 1.

Disefio del filtro Pasa Bajas Chebyshev Tipo 1

Para obtener los valores de los elementos de la red pasiva usaremos la funcién CH_I_LADDER,
que es parte del toolbox. La funcién necesita los pardmetros de disefo, el orden del filtro y las im-
pedancias de fuente e impedancia de carga del circuito, Leadder puede ser 1 para una conexion
del tipo T o 2 para una conexién del tipo 7:
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wp =0.0525 rad/s
w;=1rad/s

A, =3dB

As =25.6dB

n=1

Ry =1Q

R; =1Q

Ladder=102

El circuito de tipo T se muestra en la Figura [3.25] mientras que en la Figura [3.26] se muestra el
circuito del tipo 7.

R, L
/\/\/\/ Y YY)

+

Vin (V) Vou SR

Figura 3.25: Circuito Pasa Bajas de Chebyshev Tipo 1y topologia tipo T.

R,
ANV

Vzn@ C—=  Vou ;RL

Figura 3.26: Circuito Pasa Bajas de Chebyshev Tipo 1y topologia tipo 7.

Donde R; = R; =1Q, C=38.005F y L = 38.005H. Elegimos el filtro tipo 7 por el uso del capacitor.
Ademads, en la Figura podemos observar el comportamiento en el dominio de la frecuencia de
los dos tipos de filtro.
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10 - System: HPB —
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| Magnitude (dB): -31.6 |
-30 ~
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Figura 3.27: Diagrama de Bode del filtro pasa bajas del tipo Ty 7.

Tanto la frecuencia de corte como la ganancia de atenuacion coinciden con las especificacio-
nes del filtro Chebyshev Tipo 1.

Para facilitar el proceso de disefio del filtro pasa bajas, se presenta la Ecuacién de disefio en la
Ecuacion (3.31) teniendo en cuenta que Rs = Ry = Rpp.

A
Ryp=2= (3.31)
C

Donde A depende del orden fraccionario a del integrador fraccionario disefiado.

l+a
A=—— (3.32)
l-a

3.5.2. Pasa Altas Chebyshev Tipo 1

La funcién de transferencia del pasa altas sin pérdidas es la siguiente:

N
Hpa(s) = Gpa—l
S+ —
A

(3.33)

Donde Gy, es la ganancia del filtro pasa altas y es:

1
Gpa:Z

Las especificaciones del filtro pasa bajas son:
" w,=0.0525rad/s
s ws=1rad/s
= A,=3dB

» A, =34.4dB
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Con el comando cheblord de MATLAB obtenemos el orden del pasa bajas, mientras que con el
comando chebyl obtenemos el numerador y denominador del filtro. Para obtener la transforma-
cién a pasa bajas - pasa altas se agrega la palabra reservada 'high’ dentro del comando chebyl. La
funcién de transferencia obtenida es la siguiente:

Hpa(s) d (3.34)

§)=——— .
P §+40.05248

El diagrama de Bode de la funcién de transferencia se muestra en la Figura[3.28, donde se puede
observar que las especificaciones coinciden con la funcion de transferencia obtenida.

0T R R
L
System: Hpa

& 10 Frequency (rad/s): 0.0526 B
o Magpnitude (dB): -3
°
220 .
= System: Hpa
g Frequency (rad/s): 0.001

-30 - Magnitude (dB): -34.4 -

L -

40 L 1 1 L 1 1 L

90 = I T T T T T T T T
>
@
o
o 45 =
(72}
©
w

o Ll | | -

107 1072 107! 10
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.28: Diagrama de Bode del filtro pasa altas Chebyshev Tipo 1.

Diseiio del filtro Pasa Altas Chebyshev Tipo 1

En el caso del pasa altas, primero se disena el filtro pasa bajas con las especificaciones obteni-
das antes de la conversién y usando la funcién CH_I_LADDER, después se realiza la transforma-
cién a pasa altas dividiendo capacitores e inductores de la siguiente forma:

1
C= —
pw

P ) “ (3.35)
L= ;

Donde L,y Cpp son los elementos obtenidos con la funcion CH_I_LADDER, con valores de 37.86H
y 37.86F respectivamente.

Las especificaciones del disefio son:

» wp,=0.0525rad/s

ws=1rad/s

= A,=3dB
s A;=34.4dB
u n:]_
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= R, =1Q
s R =1Q
s [adder=102

Las Figuras y muestran el circuito del filtro pasa altas Chibyshev Tipo 1, donde C = 9.54F
y L=9.54H.

R,
AN

+

Vm@ C— Vou ;RL

Figura 3.29: Circuito Pasa Bajas de Chebyshev Tipo 1 y topologia tipo T.

R, L
/\/\/\/ Y YY)

Vin () Vour SRL

Figura 3.30: Circuito Pasa Bajas de Chebyshev Tipo 1 y topologia tipo 7.

En la Figura [3.31] se muestra el comportamiento en el domino de la frecuencia del filtro pasa
altas. Se observa que hay una atenuacién esperada de -6dB, caracteristica en los filtros pasivos.
Ademads, la frecuencia de corte coincide respecto a las especificaciones de disefio, la amplitud en
la banda de rechazo disminuy6 a -40.4dB debido a los -6dB de de atenuacion del sistema.

0 ‘ ‘ ‘ ————]
10 . System: HPB M
) System: HPB Frequency (rad/s): 0.987
Z Frequency (rad/s): 0.0524 Magnitude (dB): -6.03 |
E Magnitude (dB): -9.03
= System: HPB
S -30 = Frequency (rad/s): 0.001 7
S Magnitude (dB): -40.4
-40 EE— -
50 ; ; M R ; ; M
90 = . ; — T T T — =
=)
(9]
E —
P 45
(2}
©
w
oLl . . L] . . L] . . PR

107 1072 107! 10¢
Frecuencia (rad/s)

Figura 3.31: Diagrama de Bode del filtro pasa altas del tipo Ty .

Para facilitar el proceso de disefio del filtro pasa altas, se presenta la Ecuacién de disefio en la
Ecuacion (3.36) teniendo en cuenta que Rs = Ry = Rp,.

Rpa =~ (3.36)

2C
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Donde A depende del orden fraccionario a del integrador fraccionario disefiado.

l+a
=— (3.37)

T l-a

3.5.3. Integrador de Orden Fraccionario

El integrador de orden fraccionario se compone por la suma de dos filtros disefiados, pasa
bajas y pasa altas. Cada filtro es amplificado por su ganancia correspondiente, en el caso del inte-
grador de orden fraccionario 0.9, la ganancia del filtro pasa bajas es 19 mientras que la ganancia
del filtro pasa altas es 1/19. El integrador de orden fraccionario se muestra en la Figura el
cual se compone por el bloque sumador inversor y al final un inversor amplificador de ganancia
unitaria para no modificar la fase del integrador fraccionario.

Figura 3.32: Circuito del integrador de orden fraccionario

Los valores de los elementos del filtro fraccionario de orden 0.9 son los siguientes: El circuito
incluye el filtro pasa bajas (rojo) y pasa altas (azul) disefiados con Butterworth. Ademads, un ampli-
ficador sumador inversor que suma las respuestas de ambos circuitos. Las resistencias R}, R, y R
se seleccionan de tal forma que la ganancia en la entrada del filtro pasa bajas sea G, (Ecu.
y en la entrada del filtro pasa altas sea G, (Ecu.[3.5.2). Esto se debe a que los filtros de Chebyshev
tienen una ganancia unitaria. La Tabla[3.3|muestra los valores de ganancia para el filtro pasa bajas
y el filtro pasa altas.

Tabla 3.3: Valores de ganancia.

@ [ROQ[ RO | RO | Gy | Gpa
0.10 | 1¢€° 1.49¢% | 1.22¢% | 1.22 | 0.81
0.20 | 1¢€° 2.25¢> | 1.50¢° | 1.50 | 0.66
0.30 | 1¢€° 3.44¢> | 1.85¢° | 1.85 | 0.53
0.40 | 1¢€° 5.44¢> | 2.33¢% | 233 | 0.42
0.50 | 1é° 9.00¢% | 3.00¢% | 3.00 | 0.33
0.60 | 1é° 16.00e3 | 4.00¢% | 4.00 | 0.25
0.70 | 1€° 32.11¢% | 5.66¢° | 5.66 | 0.17
0.80 | 1¢€° 81.00¢> | 9.00¢ | 9.00 | 0.11
0.85 | 1 | 152.10¢° | 12.33¢% | 12.33 | 0.08
0.90 | 1% | 361.00¢% | 19.00¢% | 19.00 | 0.05
0.95| 1é° 1.52¢% | 39.00€% | 39.00 | 0.02
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El circuito también necesita un amplificador inversor para eliminar la respuesta inversa del
amplificador sumador y de esta forma evitar modificar la respuesta del integrador de orden frac-
cionario. De esta forma, las resistencias R, es igual a la resistencia Rs.

Se realiz6 un escalamiento en impedancia del filtro pasa bajas y del filtro pasa altas por separa-
do, dado que los capacitores no se encuentran de valores comerciales. La Tabla 3.4 muestra los
valores del circuito de la figura

Tabla 3.4: Valores comerciales por escalamiento en impedancia.

a Ris(Q) | R (Q) | Rs(Q) | Rop () | R1 () | Ry (Q)) R3(QQ) | G (F) | G (B)
0.10 | 244¢° 24463 610e® | 610e3 | 1.00e® | 1.49¢ | 1.22¢% | 10e7® | 1e7®
0.20 | 300€° 300€° 750e° | 7503 | 1.00e3 | 2.25¢% | 1.50€° | 10e7® | 1e7©
0.30 | 371¢° 371¢° 930e® | 930 | 1.00e® | 3.44€® | 1.85¢° | 10e7® | 1e7©
0.40 | 467¢° 467¢° 117¢% | 117¢® | 1.00e | 5.44¢®> | 2.33¢° | 10e7® | 10e7°
0.50 | 604¢° 604¢° 150e° | 150€% | 1.00e | 9.00¢® | 3.00e® | 10e7° | 10e7°
0.60 | 801¢° 801¢° 201e | 201€® | 1.00e® | 16.00e® | 4.00€° | 10e7® | 10e7°
0.70 | 515€° 515¢3 284¢3 | 2843 | 1.00e% | 32.11€% | 5.66€% | 22¢7% | 10e7°
0.80 | 816.81¢> | 816.81¢> | 451e® | 451 | 1.00€% | 81.00¢% | 9.00e% | 22¢7° | 10e7°
0.85 | 1.12¢€° 1.12¢% | 617¢® | 6173 | 1.00€° | 152.10€% | 12.33¢3 | 22¢7% | 10e7°
0.90 | 1.72¢€° 1.72e% | 949¢% | 94963 | 1.00€° | 361.00€% | 19.00€3 | 22¢7% | 10e7°
0.95 | 3.54¢€° 3.54e® | 1.96€® | 1.96€° | 1.00e | 1.52¢® | 39.00€% | 22¢7% | 10e7°

En la Figura[3.33]se muestra el comportamiento en el dominio de la frecuencia del integrador
de orden fraccionario disefiado mediante el método de Chebyshev Tipo 1. Se muestra que presenta
una disminucién en la ganancia méxima producto de los efectos de los elementos en los filtros
pasa bajas y pasa altas. Ademads presenta una frecuencia de corte aproximadamente en 8.4mHz.

20 ; L
— ‘

| System: IntFra System: IntFra |
Eﬂr:g:if:gg ((:1?3(1)/51) :905001 L Frequency (rad/s): 0.0528

— —_— Magpnitude (dB): 16.5 7

Magnitud (dB)

Fase (deg)

| L el L il
107 1072 107! 10° 10’ 102 10°
Frecuencia (rad/s)

90 = L | L |

Figura 3.33: Diagrama de Bode del integrador fraccionario con a = 0.9 y con Chebyshev Tipo 1.

La Figura muestra un cero sobre el eje real a -19, mientras que en la Figura[3.35|se muestra
un acercamiento y se observa que un polo se cancela con un cero sobre el eje real a -0.0524, pero
un polo se mantiene sobre el eje real a -0.0528.
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Pole-Zero Map
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Figura 3.34: Polos y Ceros del integrador de orden fraccionario con filtros Chebyshev Tipo 1.
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Figura 3.35: Acercamiento a Polos y Ceros del integrador de orden fraccionario con filtros
Chebyshev Tipo 1.

3.6. Grafos de Senal

. ) . 1
En grafos de senal se representa la funciéon de transferencia en términos de —, esto se debe

s
a que es preferible utilizar integradores que diferenciadores para la realizacién en circuitos. La
funcién de transferencia es la siguiente:

1 1

J— + —

A \s

il5)
1+~

Als
Se utiliza la forma de SFG (Grafo de flujo de sefial) de Mason, la razén de utilizar este grafo es
por dos caracteristicas importantes: todos los loops se tocan entre siy la retroalimentacion hacia

H(s) = (3.38)
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adelante desde el nodo de entrada hasta el nodo de salida toca todos los bucles. La representacion
del filtro en forma de la Ecuacién ganancias de Mason es:

0

En la Figura[3.36|se muestra el grafo de sefial de la funcién de transferencia T'(s).

T(s) = (3.39)

_— 1/A T~
Vinput Vl ;/ Vz \ Vouput
. s 4 9 e
1 o (1fs) 1
/A

Figura 3.36: Grafo de sefial del integrador de orden fraccionario.

El integrador se representa por un nodo de corriente mediante un OTA o una fuente de co-
rriente controlada por voltaje, y un nodo de voltaje obtenido por medio de un capacitor que tiene
la propiedad de integrar la sefial de corriente. La Figura[3.37/ muestra el nodo de corriente consi-
derado para el integrador.

1/A_
///’ R B -\\HH"»\
Vinput V1 / gm | 1fSC V2 \‘-# Vouput
1 N S 1

e

Figura 3.37: Grafo de sefial del integrador de orden fraccionario.

El integrador se reemplaza por un OTA que presenta a su salida la resta entre los nodos V, y V_
y amplificada por una transconductancia gm. Se dispone de un capacitor para obtener el voltaje
del nodo V; y la integracion de la corriente. Tanto el nodo V; como la salida del integrador V,,,; se
representan como bloques de suma, mientras que la ganancia de las sefiales de retroalimentacion
se representan por bloques de ganancia.
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L 3 Vour
B _L c
T

-1

A

Figura 3.38: Diagrama de bloques del integrador fraccionario.

La funcién de transferencia del diagrama de bloques del integrador fraccionario de la Figura

es la siguiente:

A.gm
Vowr ST
2 = — (3.40)
Vin  As+ §m
C
A partir de esta funcion de transferencia obtenemos la primera Ecuacion de disefno.
C= gm 3.41)

El capacitor de salida debe ser igual a la ganancia de transconductancia para respetar la funcién
de transferencia del integrador fraccionario.

El bloque de la derecha realiza una suma, el voltaje de salida V; es el siguiente:

1
Vi=Vip— (Z) Vs (3.42)

La suma la representamos mediante un nodo y las corrientes que se suman dependeran del vol-
taje de entrada V;, y del voltaje V5, mientras que el voltaje de salida V; se producird mediante un

resistor.

La Figura [3.39muestra el circuito que representa al bloque de suma en la entrada del integrador
fraccionario segtn el diagrama a bloques disefiado en la Figura[3.38

o) "

Ry

Vin

2

. [ .

Figura 3.39: Circuito sumador de voltajes V;, y V>.

El voltaje de salida del circuito de la Figura es el siguiente:

Vi =Vip(Ri.gml) - Vo (Ry.gm2) (3.43)
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El bloque de ganancia (7) se incluye en las ecuaciones de disefio y obtenemos las siguientes

igualdades:
Ri.gml =1 (3.44)
1
Rl.ng = Z

Seguimos el mismo proceso del bloque de suma en la entrada con el bloque de suma de la salida,
con diferencia de que los dos voltajes V; y V5 se conectan en la entrada no inversora de cada OTA.
La Figura muestra el circuito que corresponde al bloque de suma a la salida del diagrama de

bloques de la Figura

gm3 Vour

Figura 3.40: Circuito sumador de voltajes V; y V5.

R,

1
El bloque de ganancia (Z) se agrega a las ecuaciones de disefio del sumador de la Figura|3.40

El voltaje de salida es el siguiente:

Vour = Va (R2.gm3) + V1 (Ro.gm4) (3.45)
Las ecuaciones de disefio son:
Ry,gm3 = 1 (3.46)
1
Ry.gm4 = 2 (3.47)

Finalmente el circuito del integrador de orden fraccionario obtenido por el método de grafos de
sefial se muestra en la Figura[3.41]

Vout

Figura 3.41: Integrador fraccionario por el método de Grafo de sefnal.

Los siguientes resultados corresponde a la simulacién en SPICE del circuito de la Figura [3.41]
con ordenes de 0.9 y 0.95 para el integrador de orden fraccionario.
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Figura 3.42: Simulacion del integrador fraccionario con a = 0.90
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Figura 3.43: Simulacion del integrador fraccionario con a = 0.95

Pégina 41 SECCION 3.6



CAPITULO 3. METODOS DE SINTESIS PARA INTEGRADORES FRACCIONARIOS.

3.7. Analisis de Sensitividad

Existen criterios que ayudan a elegir uno de entre una variedad de redes que aproximan a una
misma funcién de transferencia, los criterios mds comunes son por ejemplo, la economia o lo ca-
ro que seria construir un circuito, otro criterio de decision seria la cantidad de inductores de un
circuito, ademads de ser un dispositivo caro es dificil de calibrar. La decisién es completamente
subjetiva, es decir, pudiera ser que la economia no es un factor a considerar pero silo es el tamafio
del circuito, ademads la experiencia de la compania es la que determina su preferencia en la selec-
cion de varias redes.

Otro factor que determina cuales circuitos usar es la sensitividad. Al sintetizar una red que rea-
liza una funcién de transferencia los valores de los componentes no son valores precisos. En la
practica, los componentes varian de su valor nominal debido a su inexactitud en su fabricacion,
también por factores ambientales como temperatura y humedad, y que ocasionan que exista una
variacion en su valor nominal. Estas desviaciones alteran la eficiencia de la red.

Existen dos formas para disminuir estos efectos. La primera consiste en conseguir elementos al-
tamente precisos, lo que hace costoso la construccién del circuito. Otra forma de reducir estos
efectos es mediante un andlisis que permita identificar a los elementos cuyas pequenas variacio-
nes afecten el rendimiento de nuestro circuito, y enfocarse iinicamente en la precisién de éstos
elementos.

La sensitividad se define como la medida de rendimiento y con respecto a un valor de un elemento
x de la red. [25] 4

x ay

Sy === 3.48

Y oydx (5.48)

El significado de la definicién es que para un pequefio cambio en x, da aproximadamente la

razén del cambio por unidad o porcentaje al cambio en y al cambio en x por unidad o porcentaje.

3.7.1. Fostery Cauer

Los resultados del anélisis de sensitividad del integrador fraccionario obtenido por el método
de Foster y Cauer se muestran en la Tabla[3.5|

Tabla 3.5: Sensitividad del integrador fraccionario por Foster y Cauer.

a | R (VI%) | Ry (VI%)
0.10 | 8.182¢73 | 4.04¢73
0.20 | 6.667¢73 | 8.333¢73
0.30 | 5.385¢73 | 13.19¢73
0.40 | 4.286e73 | 19.05¢73
0.50 | 3.333¢73 | 26.67¢73
0.60 | 253 | 37.50e73
0.70 | 1.765e73 | 54.90e73
0.80 | 1.111e73 | 88.89¢73
0.85 | 0.811e73 | 122¢73
0.90 | 0.526e73 | 189.5¢73
0.95 | 0.256e73 | 389.7¢73

De acuerdo con los resultados, cuando el orden del integrador fraccionario incrementa el re-
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sistor R, se hace mds sensible, que es el caso contrario al resistor R;.

Para los ordenes a = 0.90 y 0.95, la sensitividad en R, y R; significa los siguiente: con el cambio
de 1% en el valor del resistor R, el voltaje de salida cambiard en 189.5mV, mientras que para el
resistor R; el voltaje de salida cambiarad en 0.526mV para el orden de 0.90. Cuando el orden es 0.95
el voltaje de salida cambia en 0.256mV y 389.7mV para R; y R, respectivamente.

3.7.2. Butterworth y Chebyshev Tipo I

Los resultados del anélisis de sensitividad del integrador fraccionario para ordenes desde 0.1
hasta 0.95, se muestran en la Tabla[3.6|

Tabla 3.6: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario por Butterworth y Chebyshev Ti-

po 1.

@ | Ris(VI%) | Rip (VI%) | Ros (VI%) | Rop (VI%) | Ri(VI%) | Ry (VI%) | R3(V/%) | Ry (VI%) | Rs (V/%)
0.10 | 0.757¢73 | —0.756e73 0 —0.205¢7% | 1.054e73 | —0.306e> | —0.747¢3 | —1.432¢7% | 1.432¢7°
0.20 0.9¢73 —~0.899¢73 0 —-0.128¢8 | 1.151e 3 | -0.288¢3 | —0.863e3 | —1.717¢7 % | 1.717¢7°
0.30 | 1.057¢73 | —1.056e73 0 —75.12¢79 | 1.219¢73 | —0.259¢73 | —0.960e3 | —2.040e7% | 2.040e7°
0.40 | 1.236e73 | —1.235¢73 0 —-40.88¢7 | 1.260e 3 | -0.222¢73 | -1.038e3 | —2.352¢ 76 | 2.352¢7°
0.50 | 1.435¢73 | —1.434¢73 0 —19.92¢79 | 1.255¢73 | —0.179¢™3 | —1.076e° | —2.679¢7° | 2.679¢7°
0.60 | 1.649¢73 | —1.649¢73 0 —8.241e7¥ | 1.189¢73 | —0.1318¢73 | —1.058¢ 3 | —3.035¢ ® | 3.036e7°
0.70 | 1.881e73 | —1.881e73 0 —2.633¢79 | 1.047¢73 | —84.56e° | —0.963e™ | —3.425¢7° | 3.425¢7°
0.80 | 2.129¢73 | —2.129¢73 0 —0.5252¢ 7 | 0.813e™3 | —42.54e% | —0.771e73 | —3.849¢7 % | 3.849¢7°
0.85 | 2.259¢73 | —2.259¢73 0 —-0.1669¢~7 | 0.657¢3 | —25.39¢7% | —0.631e73 | —4.075¢7 % | 4.075¢7°
0.90 | 2.392¢73 | —2.392¢73 0 —33.12¢ 2 | 0.470e73 | —11.96e® | —0.458¢3 | —4.310e7® | 4.311e7°
0.95 | 2.529¢73 | —2.529¢73 0 —2.072e 12 | 0.252e% | -3.156e % | —0.249¢3 | —4.555¢7 % | 4.555¢7°

Elresistor R;; se muestra mds sensible a pequefios cambios cuando el orden del integrador au-
menta. El resistor R;; aumenta la sensitividad conforme aumenta también el orden del integrador.
El resistor Ry, no tiene sensitividad. El resistor R, presenta una sensitividad baja para el orden 0.1
y sigue disminuyendo para ordenes mds altos. La sensitividad del resistor R; disminuye conforme
aumenta el orden del integrador fraccionario, al igual que los resistores Ry, R4 ¥ Rs. El resistor Rs
presenta una sensitividad mayor en los ordenes 0.4, 0.5 y 0.6, y disminuye la sensitividad en los
demads 6rdenes.

Los resistores mads sensibles de la red son R;; y R;;. Para el orden 0.90, el voltaje de salida del
integrador fraccionario aumentard en 2.392mV y disminuird en —2.529mV con cada aumento del
1% en las resistencias Ry y Ry respectivamente. En el caso del orden de 0.95, el voltaje de salida
aumenta en 2.529mV y disminuye en —2.529mV por cada 1% de cambio en los resistores Ry y
Ry respectivamente.

3.7.3. Grafo de Senal

Los resultados del andlisis de sensitividad se presentan en la Tabla[3.7}
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Tabla 3.7: Resultados de sensitividad del integrador fraccionario por Grafos de Sefial.

a R (VI%) | Ry (VI%)
0.10 | —1.65e 18 | 12.22¢73
0.20 0 15e¢73
0.30 | —2.51e 18 | 18.57¢73
0.40 0 23.33¢73
0.50 | —4.06e" 18 30e73
0.60 0 40e=3
0.70 0 56.67¢>
0.80 | —12.20e 18 | 90e73
0.85 | —16.71e 18 | 123.3¢73
0.90 | —25.75¢718 | 190e73
0.95 | —52.85¢718 | 390e73

Los resultados indican que para el resistor R; presenta una sensitividad baja llegando a ser cero
para los ordenes a de 0.2, 0.4, 0.6 y 0.7. El resistor R, presenta una sensitibidad alta y que tiende a
aumentar conforme aumenta el orden del integrador fraccionario. Para el orden de 0.90, el voltaje
de salida aumentara en 190mV con dada 1% en el cambio del resistor R,. En el caso del orden de
0.95, el voltaje de salida aumentard en 390mV con cada 1% en el cambio de la resistencia R».

Pé4gina 44

SECCION 3.7



CAPITULO 3. METODOS DE SINTESIS PARA INTEGRADORES FRACCIONARIOS.

3.8. Analisis de Monte Carlo

El anélisis de Monte Carlo es un andlisis estadistico que calcula la respuesta del circuito cuando
los pardmetros de cada dispositivo son variados de forma aleatoria dentro de los limites de tole-
rancia y mediante una distribucion estadistica especifica. Es comun simular circuitos con valores
de componentes fijos, sin embargo, los componentes discretos reales como resistores, inductores
y capacitores tienen una tolerancia especifica, por ejemplo, un resistor de 10kQ + 1% se puede
esperar una resistencia de entre 9.9kQ y 10.1kQ. Con el efecto de tolerancia en conjunto de los
demds componentes pueden desviar la respuesta esperada de un circuito, especialmente en el di-
sefo de filtros donde la tolerancia podria resultar en una desviacion en la respuesta del filtro.

El anélisis de Monte Carlo proporciona datos estadisticos que predicen el efecto de aleatoriedad
de los parametros del modelo o valores de componentes, los valores generados siguen una distri-
bucién estadistica definida. El andlisis del circuito se repite un niimero de veces especifica, con
cada repeticion del anélisis de Monte Carlo se generan un nuevo conjunto aleatorio de valores.
Entre mayor ntimero de repeticiones, mayor la posibilidad de que cada componente utilice cada
valor dentro de su tolerancia. Comin mente se realizan de entre 100 a 1,000 repeticiones para cu-
brir la mayor parte de los valores dentro de su tolerancia. [26]

El andlisis de Monte Carlo predice la robustez y el rendimiento de un circuito variando los va-
lores de componentes o pardmetros dentro de un rango de tolerancia.

Se realiz6 el andlisis de Monte Carlo en simulacién SPICE con 101 casos, con una distribucion
de Gauss de —30 hasta 30. Se le aplico el andlisis a integradores fraccionarios de orden 0.1 hasta
0.95. con rangos de tolerancia de resistores del peor de los casos del 5% y para capacitores del
20%.

3.8.1. Fostery Cauer

La Figura muestra los histogramas obtenidos en el analisis de Monte Carlo.
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Figura 3.44: Histograma del andlisis de Monte Carlo para integradores fraccionarios de 0.1 hasta
0.95.

La Tabla(3.8/compara la media obtenida en el andlisis de Monte Carlo en los integradores frac-
cionarios con la pendiente ideal que corresponde a cada orden, ademads se incluye una columna
donde se indica el error en la pendiente.
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a | Pendiente ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 2777 -0.777
0.2 -5.544 -1.544
0.3 -8.267 -2.267
0.4 -10.141 -2.141
0.5 -12.534 -2.534
0.6 -14.792 -2.792
0.7 -16.829 -2.829
0.8 -18.541 -2.541
0.85 -19.158 -2.158
0.9 -19.639 -1.639
0.95 -19.912 -0.912

Tabla 3.8: Comparativa de pendiente ideal y la media del anélisis de Monte Carlo

La Figura[3.45|se muestra la media de las pendientes del integrador a diferentes 6rdenes y se
compara con la pendiente ideal. La pendiente ideal se muestra en una linea azul, mientras que
la media de las pendientes obtenida por el anélisis de Monte Carlo se muestra en color naranja.
Hay un error minimo en la pendiente del integrador cuando la media se aproxima mas a la linea
azul (pendiente ideal), en caso contrario el error aumenta cuando la media se aleja de la linea azul

(pendiente ideal).

Pendiente (dB)

-20 — |

Ideal
O Calculada

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0.6
Orden («)

Figura 3.45: Pendiente ideal frente a la pendiente media del andlisis de Monte Carlo.

En la Tabla 3.8/ como en la grafica se muestra que el error mds grande se presenta en el
disefio de integradores con 6rdenes de 0.5 a 0.8 con un error de hasta -2.5dB/Dec, a partir de estos
6rdenes, el error tiende a disminuir. El error mds bajo se obtuvo en los 6rdenes 0.1 y 0.95, con un

error en la pendiente de -0.777dB/Dec y -0.912dB/Dec respectivamente.

3.8.2. Butterworth y Chebyshev Tipo I

Los histogramas obtenidos en el andlisis de Monte Carlo se presentan en la Figura[3.46]
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CAPITULO 3. METODOS DE SINTESIS PARA INTEGRADORES FRACCIONARIOS.

a | Pendiente ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 -2 -2.791 -0.791
0.2 -4 -5.547 -1.547
0.3 -6 -8.293 -2.293
0.4 -8 -10.909 -2.909
0.5 -10 -13.398 -3.398
0.6 -12 -15.601 -3.601
0.7 -14 -17.488 -3.488
0.8 -16 -18.899 -2.899

0.85 -17 -19.387 -2.387
0.9 -18 -19.738 -1.738
0.95 -19 -19.936 -0.936

Tabla 3.9: Comparativa de pendiente ideal y la media del anélisis de Monte Carlo

La Figura[3.47|se comparar la media de las pendientes del integrador a diferentes 6rdenes (na-
ranja) y la pendiente ideal (azul). El error es menor cuando la media de la pendiente se acerca a
la pendiente ideal o linea azul, el error incrementa cuando la media de la pendiente se aleja a la
pendiente ideal.

8 —

10 — -
Ideal
O Calculada

Pendiente (dB)

L o _
20 ! ! ! ! ! ! ! \ °
0.4 0.2 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

Orden («)

Figura 3.47: Pendiente ideal frente a la pendiente media del anélisis de Monte Carlo.

En la Tabla[3.9]y la gréfica[3.47|se presenta como errores maximos en los integradores de orden
0.4 a 0.8 llegando a un error de hasta -3.6dB/Dec para el orden 0.6 y el error tiende a disminuir
para los demds ordenes. Los ordenes con un error bajo son el orden 0.1 y el orden 0.95, con un
error de -0.791dB/Dec y -0.936dB/Dec respectivamente.

3.8.3. Grafo de Senal

Los histogramas que muestran el resultado del andlisis de Monte Carlo se presentan en la Fi-

gura[338,
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CAPITULO 3. METODOS DE SINTESIS PARA INTEGRADORES FRACCIONARIOS.

a | Pendiente ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 -2 -2.587 -0.587
0.2 -4 -5.153 -1.153
0.3 -6 -7.690 -1.690
0.4 -8 -10.124 -2.124
0.5 -10 -12.519 -2.519
0.6 -12 -14.780 -2.780
0.7 -14 -16.855 -2.855
0.8 -16 -18.533 -2.533

0.85 -17 -19.168 -2.168
0.9 -18 -19.623 -1.623
0.95 -19 -19.909 -0.909

Tabla 3.10: Comparativa de pendiente ideal y la media del andlisis de Monte Carlo

La Figura [3.49] se comparar la media de las pendientes del integrador (color naranja) con la

pendiente ideal (color azul).

Pendiente (dB)

-20 [l

Ideal
O calculada

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0.6
Orden (a)

Figura 3.49: Pendiente ideal frente a la pendiente media del andlisis de Monte Carlo.

En la Tabla[3.10]y en la Figura[3.49|indica como errores méaximos en los integradores de orden
0.5 a 0.8 llegando a un error mas alto de hasta -2.8dB/Dec para el orden 0.7. El error se inclina a
disminuir para los demds ordenes. Los ordenes con un error bajo son el 0.1 y 0.95, con un error de
-0.587dB/Dec y -0.909dB/Dec respectivamente.
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4 Optimizacion del Integrador de Orden

Fraccionario.

En este capitulo, se presenta un ajuste en el factor A para obtener una mejor precision en la
pendiente del integrador de orden fraccionario. Se realizard una aproximacion con una Ecuacion
exponencial para el ajuste en A, ademas se presentardn los nuevo anélisis de sensitividad y Monte

Carlo de cada integrador de orden fraccionario propuesto.

4.1.

El ajuste se alcanz6 modificando el valor de Ay se encontré el més conveniente, en donde se
obtuviera una pendiente més aproximada a una pendiente ideal del integrador fraccionario. Los

Butterworth y Chebyshev tipo I

valores nuevos de A se muestran en la Tabla/4.1]

Tabla 4.1: Valores de ajuste en A.

Orden Ideal Sin Ajuste Con Ajuste
a Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec)
0.10 -2 1.22 -2.791 1.1459 -1.99
0.20 -4 1.50 -5.547 1.3529 -4.02
0.30 -6 1.86 -8.293 1.5641 -5.99
0.40 -8 2.33 -10.909 1.8571 -8.07
0.50 -10 3.00 -13.398 2.1746 -9.95
0.60 -12 4.00 -15.601 2.6363 -11.91
0.70 -14 5.66 -17.488 3.4444 -13.96
0.80 -16 9.00 -18.899 5.25 -16.02
0.85 -17 12.33 -19.387 6.4074 -17.22
0.90 -18 19.00 -19.738 8.0909 -17.97
0.95 -19 39.00 -19.936 12.33 -18.74

En la Figura [4.1] se puede observar grificamente que los puntos que corresponden a la pen-
diente calculada desde la funcién de transferencia del integrador fraccionario se alejan de la linea
que corresponde a la pendiente ideal, mientras que los puntos que corresponden a la pendiente
con ajuste se encuentran mas cercanos a la linea de la pendiente ideal.
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

0 S e e L L B o I
‘ ® SinAjuste © Con Ajuste Ideal‘

Pendiente (dB)
L ]

T T T T ST T S S T S S T T T T T ST S T ROV
-22
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden («)

Figura 4.1: Pendientes del integrador fraccionario con ajuste, sin ajuste e ideal.

En la Figura[4.2] se muestra los valores de A con ajuste y sin ajuste. Donde podemos observar
que el valor de A sin ajuste es mds grande que el valor de A con ajuste. Ademads, la forma que toma
el ajuste es de una exponencial, esto nos permite obtener una nueva Ecuacion que permita ajustar
la funcién de transferencia y hacerla precisa en la pendiente.

La Ecuacién que aproxima los valores de ajuste en A se muestra en la Ecuacién (4.1).

A=0.8845¢'01% 3 63(107°)!282¢ 4.1

40 T T

Sin Ajuste O  Con Ajuste

35—

30—

25—

< 20—

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Orden («)

Figura 4.2: Valores de A sin ajuste y con ajuste.
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

En la Tabla 4.2 se muestra el error de la Ecuacion de ajuste y el valor de A experimental.
Se puede observar que los mayores errores en la aproximacién los obtenemos en los ordenes 0.6,
0.8 y 0.9 con -0.1449, 0.2973 y -0.3530 respectivamente, siendo el orden 0.9 con mayor error. En
cambio, los demds ordenes a se encuentran con una aproximacion aceptable.

Tabla 4.2: Error en la Ecuacién de ajuste.

a A Ecuacion de ajuste | Error
0.1 | 1.1459 1.0655 0.0804
0.2 | 1.3529 1.2838 0.0691
0.3 | 1.5641 1.5475 0.0166
0.4 1.8571 1.8682 -0.0111
0.5 | 2.1746 2.2650 -0.0904
0.6 | 2.6363 2.7812 -0.1449
0.7 | 3.4444 3.5409 -0.0965
0.8 | 5.2500 4.9527 0.2973
0.85 | 6.4074 6.2629 0.1445
0.9 | 8.0909 8.4439 -0.3530
0.95 | 12.3300 12.2482 0.0818

4.1.1. Fase del integrador fraccionario

A diferencia de los integradores de orden entero, la frecuencia de corte se encuentra en la mag-
nitud méxima menos 3a en los integradores de orden fraccionario, donde « es el orden fracciona-
rio. De esta forma localizamos la frecuencia de corte del integrador fraccionario (Ecuacion (4.2)).

Magnitudys, = |Magnitudmax| —3a 4.2)

La fase que presentara en la frecuencia de corte del integrador fraccionario se calcula como se
muestra en la ecuacion (4.3)
Fase=—-45°q (4.3)

En la Tabla se compara la fase experimental con la fase obtenida de manera ideal por la Ecua-
cién [4.3] Obtenemos el error mas alto en los ordenes de 0.1, 0.3 y 0.4, con errores de 2.096, 2.14
y 2.37 grados respectivamente. En cambio, en los demds ordenes obtenemos un error menor a 2
grados.

Tabla 4.3: Frecuencia de corte y fase del integrador fraccionario.

a | Magnitud | Frecuencia de corte | Fase experimental | Fase de Error
(dB) a 1Hz (Hz) (Grados) (Grados) (Grados)

0.1 -4.694 115.9 -6.596 -4.5 2.096
0.2 -3.215 66.76 -10.51 -9 1.51
0.3 -2.099 61.95 -15.64 -13.5 2.14
0.4 -0.5514 55.14 -20.37 -18 2.37
0.5 0.8715 50.46 -24.46 -22.5 1.96
0.6 2.569 45.07 -28.85 -27 1.85
0.7 4.919 36.59 -33.02 -31.5 1.52
0.8 8.536 26.35 -37.85 -36 1.85
0.85 10.38 22.4 -39.53 -38.25 1.28
0.9 12.33 18.34 -41.32 -40.5 0.82
0.95 16.06 12.48 -43.18 -42.75 0.43
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

4.1.2. Analisis de Monte Carlo

Se realiz6 un andlisis de Monte Carlo con los nuevos valores del circuito, considerando el ajuste
exponencial de la Ecuacién (4.1). La Tabla 4.4/ muestra la media de las pendientes de los integra-
dores de orden fraccionario con ajuste y su error. Obtuvimos un error maximo de 0.41 dB/Dec que
corresponde al orden de 0.4, sin embargo, los errores obtenidos son menores a 1dB/Dec, obte-
niendo asi una mejor aproximacion en la pendiente del integrador fraccionario ideal.

Tabla 4.4: Media de la pendiente con ajuste.

a | Pendiente Ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 -2.00 -1.89 -0.11
0.2 -4.00 -4.24 0.24
0.3 -6.00 -6.19 0.19
0.4 -8.00 -8.41 0.41
0.5 -10.00 -10.27 0.27
0.6 -12.00 -12.3 0.3
0.7 -14.00 -14.35 0.35
0.8 -16.00 -16.213 0.213
0.85 -17.00 -17.09 0.09
0.9 -18.00 -18.16 0.16
0.95 -19.00 -19.11 0.11

En la Tablal4.5]se muestran la informacién de los resultados obtenidos en el andlisis de Monte
Carlo, como las pendientes minimas, maximas obtenidas y la desviacion estdndar.

Tabla 4.5: Maximos y minimos del anélisis de Monte Carlo.

a | Méaxima (dB/Dec) | Minima (dB/Dec) | Desviacion Estandar
0.1 -1.89 -2.42 208.39m
0.2 -4.24 -4.69 221.79m
0.3 -6.19 -6.63 186.96m
0.4 -8.41 -8.87 182.73m
0.5 -10.27 -10.67 159.04m
0.6 -12.3 -12.71 142.57m
0.7 -14.35 -14.77 218.33m
0.8 -16.213 -16.69 240.33m
0.85 -17.09 -17.53 231.9m
0.9 -18.16 -18.46 157.21m
0.95 -19.11 -19.27 90.114m
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.
Los histogramas obtenidos en el andlisis de Monte Carlo se presentan en la Figura|4.3
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

En la Figura observamos en circulos rojos la media de la pendiente obtenida por Monte
Carlo con ajuste y en linea azul la pendiente ideal. La pendiente con ajuste en A se encuentra
mucho mds cerca de la pendiente ideal.

0 1 1 1 T
Pendiente Ideal © Pendiente Con Ajuste

Pendiente (dB/Dec)

20 U | | | | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden («)

Figura 4.4: Media de la pendiente de Monte Carlo.

En la Figura[4.5] observamos en circulos amarillos la pendiente maxima y en circulos rojos la
pendiente minima del andlisis de Monte Carlo con ajuste, y la linea azul representa la pendiente
ideal. Tantos los méximos como los minimos para cada orden, se puede distinguir que encierran
la pendiente ideal sin alejarse y en algunos casos hasta la tocan, dando una apreciacion de que la
pendiente del integrador fraccionario con ajuste se encontrard entre la zona del circulo rojo con el
circulo amarillo y que ademads es muy cerca de la pendiente ideal.

0 \ I I I I
-1 ‘ Pendiente Ideal © Pendiente Minima Pendiente Méxima‘ =
2 3 —
3 -
-4 —
-5 ° —
6+ —
(-]
T .
3 gl |
a -8
o -9 (-] -
Z
o) -10 — —
81 ? .
2 a2
s -
3
14 -
-15 —
-16 —
-17 =
-18 —
-19
o0 L \ \ \ \
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Orden (a)

Figura 4.5: Pendiente maxima y minima de Monte Carlo.
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CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

4.1.3. Analisis de Sensitividad

Figura 4.6: Circuito del integrador de orden fraccionario por filtros Butterworth y Chebyshev.

En la Figura[4.7jmuestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden @ = 0.1, donde
los resistores Rj, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los
resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en Ry, R3, R4, R5
disminuye el voltaje de salida en -5.75mV, incrementa en 5.75mV, disminuye en -5.75mV e incre-
menta de nuevo en 5.75mV respectivamente.

%107

6 Integrador 0.1 (Con Ajuste)
T T T

Sensitividad
o

Elementos

Figura 4.7: Sensitividad del integrador de orden 0.1

Tabla 4.6: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.1

Ra (VI%) | Ry (VI%) | Ro (VI%) | R (VI%) | Ry (VI%)

-2.88x1073 | 2.88x1073 0 -2.27x10710 | —5.75x1073
Ry (VI%) | R3(VI%) | Ra(VI%) Rs (V%) -
2.88x107% | 5.75x1073 | —5.75x1073 | 5.75x1073 -

La Figura muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden a = 0.2, donde
los resistores Rj, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los
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resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R;, R3, Ry, R5
disminuye el voltaje de salida en -6.75mV, incrementa en 6.75mV, disminuye en -6.75mV e incre-
menta de nuevo en 6.75mV respectivamente.

Sensitividad

x 10"

Integrador 0.2 (Con Ajuste)
1 1 T

Elementos

Figura 4.8: Sensitividad del integrador de orden 0.2

Tabla 4.7: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.2

R Rp1 Ry Ry Ry
-3.38x1073 | 3.38x1073 0 —-2.25x1071° | —6.75x1073
R, R3 Ry Rs -

2.74x107% | 6.75x1073 | —6.75x1073 | 6.75x1073 -

Enla Figuramuestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.3, donde
los resistores R;, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los
resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R;, Rs, Ry, R5
disminuye el voltaje de salida en -7.80mV, incrementa en 7.80mV, disminuye en -7.80mV e incre-
menta de nuevo en 7.80mV respectivamente.
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Sensitividad
o

%1073

Integrador 0.3 (Con Ajuste)
T T T

Elementos

Figura 4.9: Sensitividad del integrador de orden 0.3

Tabla 4.8: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.3

Rqg Ry Ry Ry Ry
-3.90x1073 | 3.90x1073 0 —-2.24x1071° | —7.80x1073
Ry R3 Ry Rs -

2.68x107% | 7.80x1073 | —7.80x1073 | 7.80x1073 -

La Figuramuestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.4, donde
los resistores Rj, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los
resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R;, R3, Ry, R5
disminuye el voltaje de salida en -9.30mV, incrementa en 9.30mV, disminuye en -9.30mV e incre-
menta de nuevo en 9.30mV respectivamente.

Sensitividad

0.01

0.008

Integrador 0.4 (Con Ajuste)
T T T

0.006 —

0.004

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

Elementos

Figura 4.10: Sensitividad del integrador de orden 0.4
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Tabla 4.9: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.4

Rq Ry Ry R R’y
—-4.65x1073 | 4.65x1073 0 -2.25x10710 | —9.30x1073
Ry R3 Ry Rs -

2.64x107% | 9.30x1073 | —9.30x1073 | 9.30x1073 -

En la Figura[4.11]muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.5, donde
los resistores R;, R3, R4, Rs tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se mues-
tra los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, Rs,
R4, R5 disminuye el voltaje de salida en -10.9mV, incrementa en 10.9mV, disminuye en -10.9mV e
incrementa de nuevo en 10.9mV respectivamente.

Integrador 0.5 (Con Ajuste)
0.015 i i i

0.01

0.005

Sensitividad
o

-0.005

-0.01

0015 \ \ \ \ \ \ \ \ \

Elementos

Figura 4.11: Sensitividad del integrador de orden 0.5

Tabla 4.10: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.5

Rg Rp1 Ry R Ry
—-5.43x1073 | 5.43x1073 0 —-2.25x10710 [ —1.09x1072
R, R3 Ry Rs -

2.56x107% | 1.09x1072 | —=1.09x107% | 1.09x107? -

La Figura [4.12] muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden & = 0.6, donde
los resistores Ry, Rs, R4, Rs tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se mues-
tra los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, Rs,
R4, R5 disminuye el voltaje de salida en -13.2mV, incrementa en 13.2mV, disminuye en -13.2mV e
incrementa de nuevo en 13.2mV respectivamente.

Pé4gina 65 SECCION 4.1



CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

0.015

Integrador 0.6 (Con Ajuste)
T T T

0.01

0.005 [~

Sensitividad
o

-0.005 —

-0.01 —

-0.015

Elementos

Figura 4.12: Sensitividad del integrador de orden 0.6

Tabla 4.11: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.6

Rqa Rp1 Ry Ry Ry
—-6.60x1073 | 6.60x1073 0 -2.26x10710 | —1.32x1072
R, Rs Ry Rs -

2.53x107% | 1.32x107% | —1.32x107% | 1.32x1072 -

Enla Figuram muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.7, donde
los resistores Ry, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se mues-
tra los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, R3,
R4, Rs disminuye el voltaje de salida en -17.2mV, incrementa en 17.2mV, disminuye en -17.2mV e
incrementa de nuevo en 17.2mV respectivamente.

0.02

0.015

0.01

0.005

Sensitividad
o

-0.005

-0.01 —

-0.015

Integrador 0.7 (Con Ajuste)
T T T

-0.02

Elementos

Figura 4.13: Sensitividad del integrador de orden 0.7
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Tabla 4.12: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.7

Rq Ry Ry R R’y
—-8.60x1073 | 8.60x1073 0 —2.24x10710 | —1.72x1072
Ry R3 Ry Rs -

2.45x107% | 1.72x1072 | —=1.72x1072 | 1.72x1072 -

La Figura muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden a = 0.8, donde
los resistores R;, R3, R4, Rs tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se mues-
tra los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, Rs,
R4, R5 disminuye el voltaje de salida en -26.3mV, incrementa en 26.3mV, disminuye en -26.3mV e
incrementa de nuevo en 26.3mV respectivamente.

Integrador 0.8 (Con Ajuste)
0.03 i | i

0.01 —

Sensitividad
o

-0.01 —

-0.02 —

-0.03 | | | | | | | | |

Elementos

Figura 4.14: Sensitividad del integrador de orden 0.8

Tabla 4.13: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.8

Rg Rp1 Ry R Ry
—1.31x1072 | 1.31x1072 0 —-2.26x10710 [ —2.63x1072
R, R3 Ry Rs -

2.40x107% | 2.63x1072 | —2.63x107% | 2.63x107? -

En la Figura[d.15|muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden a = 0.85, don-
de los resistores R;, R3, Ry, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra
los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, R3, Ry, R5
disminuye el voltaje de salida en -32.1mV, incrementa en 32.1mV, disminuye en -32.1mV e incre-
menta de nuevo en 32.1mV respectivamente.
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Integrador 0.85 (Con Ajuste)
0.04 T T 1

Sensitividad
o

-0.02 —

-0.04 | | | | | | | | |

Elementos

Figura 4.15: Sensitividad del integrador de orden 0.85

Tabla 4.14: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.85

Rqa Rpy Ry Ry Ry
—-1.60107% | 1.60x1072 0 -2.25x10710 | —3.21x1072

R, R Ry Rs -
2.37x107% | 3.21x107% | —3.21x107% | 3.21x1072 -

La Figura muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.9, donde
los resistores Ry, R3, R4, R5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se mues-
tra los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R;, R3,
R4, Rs disminuye el voltaje de salida en -40.4mV, incrementa en 40.4mV, disminuye en -40.4mV e
incrementa de nuevo en 40.4mV respectivamente.

Integrador 0.9 (Con Ajuste)
T T T

0.05

Sensitividad

-0.03 —

-0.04 —

.0.05 | | | | | | | | |

Elementos

Figura 4.16: Sensitividad del integrador de orden 0.9

Pé4gina 68 SECCION 4.1



CAPITULO 4.

OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

Tabla 4.15: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.9

Rq Ry Ry R R’y
—-2.02x1072 | 2.02x1072 0 —-2.25x10710 | —4.04x1072
Ry R3 Ry Rs -

2.35x107% | 4.04x1072 | —4.04x107% | 4.04x107? -

En la Figura[4.17/muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.95, don-
de los resistores Ry, R3, Ry, Rs5 tienen la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra
los resultados para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en Ry, R3, R4, R5
disminuye el voltaje de salida en -61.6mV, incrementa en 61.6mV, disminuye en -61.6mV e incre-
menta de nuevo en 61.6mV respectivamente.

0.08

Integrador 0.95 (Con Ajuste)
T T T

0.06

0.04

0.02

Sensitividad
o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

Elementos

Figura 4.17: Sensitividad del integrador de orden 0.95

Tabla 4.16: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.95

Rqa Rp1 Ry Ry R’y
—-3.08x1072 | 3.08x1072 0 -2.25x10710 | —6.16x1072

Ry R3 Ry Rs -
2.49x107% | 6.16x107% | —6.16x107% | 6.16x1072 -

4.2. Fostery Cauer

El ajuste se realiz6 modificando el valor de Ay se encontré experimentalmente el més conve-
niente, en donde se obtuviera una pendiente mds aproximada a una pendiente ideal del integrador
fraccionario. Los valores nuevos de A se muestran en la Tabla[4.17
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Tabla 4.17: Valores de ajuste en A.

Orden Ideal Sin Ajuste Con Ajuste
a Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec)
0.10 -2 1.22 -2.592 1.1505 -1.94
0.20 -4 1.50 -5.251 1.3529 -3.96
0.30 -6 1.86 -7.870 1.5641 -6.04
0.40 -8 2.33 -10.269 1.8571 -8.09
0.50 -10 3.00 -12.251 2.1746 -9.97
0.60 -12 4.00 -15.094 2.6363 -11.86
0.70 -14 5.66 -16.236 3.4444 -13.99
0.80 -16 9.00 -17.663 5.8965 -16.01
0.85 -17 12.33 -18.298 8.0909 -17.05
0.90 -18 19.00 -18.700 11.5000 -18.10
0.95 -19 39.00 -18.944 14.3846 -19.04

En la Figura[4.18]se puede observar graficamente que los puntos que corresponden a la pen-
diente calculada desde la funcién de transferencia del integrador fraccionario se alejan de la linea
que corresponde a la pendiente ideal, mientras que los puntos que corresponden a la pendiente
con ajuste se encuentran mads cercanos a la linea de la pendiente ideal.

0r—

2+

4

Pendiente (dB/Dec)

T T
‘ ® SinAjuste O Con Ajuste

Ideal

0.1

0.2 0.3

0.4

0.5 0.6
Orden («)

Figura 4.18: Pendientes del integrador fraccionario con ajuste, sin ajuste e ideal.

En la Figura[4.19se muestra los valores de A con ajuste y sin ajuste. Donde podemos observar
que el valor de A sin ajuste es mds grande que el valor de A con ajuste. Ademas, la forma que toma
el ajuste es de una exponencial, esto nos permite obtener una nueva Ecuacién que permita ajustar
la funcién de transferencia y hacer precisa la pendiente del integrador.

La Ecuaci6én que aproxima los valores de ajuste en A se muestra en la Ecuacion (4.4).

A=1.237e%4789% 1 00177594

(4.4)
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40
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30—
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Sin Ajuste  ©  Con Ajuste‘

0.2

Orden («)

Figura 4.19: Valores de A sin ajuste y con ajuste.

En la Tabla[4.18|se muestra el error de la Ecuacion de ajuste y el valor de A experimental.
Se puede observar que los mayores errores en la aproximacion los obtenemos en los ordenes 0.7,
0.9 y 0.95 con -0.3588, 0.6649 y -0.3180 respectivamente, siendo el orden 0.9 con mayor error. En
cambio, los demds ordenes a se encuentran con una aproximacion aceptable.

4.2.1.

Tabla 4.18: Error en la Ecuacion de ajuste.

a A Ecuacion de ajuste | Error
0.1 | 1.1505 1.3072 -0.1567
0.2 | 1.3529 1.3786 -0.0257
0.3 | 1.5641 1.4867 0.0774
0.4 | 1.8571 1.6676 0.1895
0.5 | 2.1746 1.9935 0.1811
0.6 | 2.6363 2.6088 0.0275
0.7 | 3.4444 3.8032 -0.3588
0.8 | 5.8965 6.1573 -0.2608
0.85 | 8.0909 8.0972 -0.0063
0.9 | 11.5000 10.8351 0.6649
0.95 | 14.3846 14.7026 -0.3180

Fase del integrador fraccionario

En la Tabla se compara la fase experimental con la fase obtenida de manera ideal por la
Ecuaci(’)n Obtenemos el error mds alto en el orden de 0.9, siendo de 3.02 grados. En cambio,
en los demas ordenes obtenemos un error menor a 2 grados.
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Tabla 4.19: Frecuencia de corte y fase del integrador fraccionario.

a | Magnitud | Frecuencia de corte | Fase experimental | Fase deideal | Error
(dB) a1Hz (Hz) (Grados) (Grados) (Grados)

0.1 1.44 583.4 -5.00 -4.5 0.50

0.2 2.52 655 -10.81 -9 1.81

0.3 3.99 597.7 -14.99 -13.5 1.49

0.4 5.35 554.3 -19.73 -18 1.73

0.5 6.59 527.7 -24.14 -22.5 1.64

0.6 8.66 446 -28.53 -27 1.53

0.7 10.92 368.1 -32.72 -31.5 1.22

0.8 15.34 251.3 -36.92 -36 0.92
0.85 17.14 213.7 -39.17 -38.25 0.92

0.9 19.51 174 -43.52 -40.5 3.02
0.95 23.53 100.2 -42.15 -42.75 -0.60

4.2.2. Analisis de Monte Carlo

Se realiz6 un andlisis de Monte Carlo con los nuevos valores del circuito, considerando el ajuste
exponencial de la Ecuacién (4.4). La Tabla[4.20jmuestra la media de las pendientes de los integra-
dores de orden fraccionario con ajuste y su error. Obtuvimos un error maximo de 0.32 dB/Dec que
corresponde al orden de 0.7, sin embargo, los errores obtenidos son menores a 1dB/Dec, asi la
pendiente del integrador fraccionario se aproxima a una ideal.

Tabla 4.20: Media de la pendiente con ajuste.

a Pendiente Ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 -2.00 -1.96 -0.04
0.2 -4.00 -4.23 0.23
0.3 -6.00 -6.20 0.20
0.4 -8.00 -8.23 0.23
0.5 -10.00 -10.29 0.29
0.6 -12.00 -12.28 0.28
0.7 -14.00 -14.32 0.32
0.8 -16.00 -16.02 0.02
0.85 -17.00 -17.03 0.03
0.9 -18.00 -18.27 0.27
0.95 -19.00 -18.82 -0.18

Los histogramas obtenidos en el andlisis de Monte Carlo se presentan en la Figura[4.20]
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Figura 4.20: Histograma del andlisis de Monte Carlo para integradores fraccionarios de 0.1 hasta
0.95 con ajuste.
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En la Figura observamos en circulos rojos la media de la pendiente obtenida por Monte
Carlo con ajuste y en linea azul la pendiente ideal. La pendiente con ajuste en A se encuentra
mucho mds cerca de la pendiente ideal.

0 1 1
Ideal O Con Ajuste
2 -

Pendiente (dB/Dec)

| | | | | | | | | | |
-20
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden («)

Figura 4.21: Media de la pendiente de Monte Carlo.

En la Figura[4.22| observamos en circulos amarillos la pendiente méxima y en circulos rojos la
pendiente minima del andlisis de Monte Carlo con ajuste, y la linea azul representa la pendiente
ideal. Tantos los méximos como los minimos para cada orden, se puede distinguir que encierran
la pendiente ideal sin alejarse y en algunos casos hasta la tocan, dando una apreciacion de que la
pendiente del integrador fraccionario con ajuste se encontrard entre la zona del circulo rojo con el
circulo amarillo y que ademads es muy cerca de la pendiente ideal.

O I I I I

Ideal © Pendiente Minima Pendiente Méxima‘

Pendiente (dB/Dec)
>
T
/o

| | | | | | | | | | |
-20
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden (a)

Figura 4.22: Pendiente méxima y minima de Monte Carlo.
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4.2.3. Analisis de Sensitividad

/\N\I Vout

o cL 3R,

Figura 4.23: Integrador fraccionario por el método de Foster y Cauer.

En la Figura[4.24|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.1, donde
el resistor R; tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.21] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R; aumenta el voltaje de
salida en 8.89mV.

1073 Integrador 0.1 (Con Ajuste)

Sensitividad
[9)]

N

w

Elementos

Figura 4.24: Sensitividad del integrador de orden 0.1

Tabla 4.21: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.1

Elemento | Ry (V/%) | Ry (V/%)
Sens 8.89x1073 | 2.88x1073

En la Figura[4.25|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.2, donde
el resistor R; tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.22] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R; aumenta el voltaje de
salida en 7.33mV.
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1073 Integrador 0.2 (Con Ajuste)

Sensitividad
S
T

Elementos

Figura 4.25: Sensitividad del integrador de orden 0.2

Tabla 4.22: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.2

Elemento | R; (V/%) | Ry (V/%)
Sens 7.33x1073 | 6.09x1073

En la Figura[4.26|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.3, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.23] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 9.38mV.

0.01 Integrador 0.3 (Con Ajuste)

0.009

0.008

0.007

0.006

Sensitividad
o
o
o
(9]

0.004

0.003

0.002

0.001

Elementos

Figura 4.26: Sensitividad del integrador de orden 0.3

Pé4gina 77 SECCION 4.2



CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

Tabla 4.23: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.3

Elemento | Ry (V/%) | Ry (VI %)
Sens 6.49x1073 | 9.38x1073

En la Figura muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden a = 0.4, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.24] se muestra los resultados

para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 13.4mV.

Integrador 0.4 (Con Ajuste;
0.014 9 ( J )

0.012

0.01

0.008

Sensitividad

0.006

0.004

0.002

Elementos

Figura 4.27: Sensitividad del integrador de orden 0.4

Tabla 4.24: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.4

Elemento | R; (V/%) | Ry (V/%)
Sens 5.46x1073 | 1.34x1072

En la Figura muestra los resultados del anélisis de sensitividad con el orden a = 0.5, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.25 se muestra los resultados

para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 17mV.
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Integrador 0.5 (Con Ajuste
0.018 9 ¢ ! )

0.016

0.014

0.012

©
o
=

Sensitividad

0.008

0.006

0.004

0.002

Elementos

Figura 4.28: Sensitividad del integrador de orden 0.5

Tabla 4.25: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.5

Elemento | Ry (V/%) | Ry (V/%)
Sens 4.55x1073 | 1.70x1072

En la Figura muestra los resultados del anélisis de sensitividad con el orden a = 0.6, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.26] se muestra los resultados

para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 22.7mV.

Integrador 0.6 (Con Ajuste
0.025 9 ¢ ! )

0.02

0.015

Sensitividad

0.01

0.005

Elementos

Figura 4.29: Sensitividad del integrador de orden 0.6
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Tabla 4.26: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.6

Elemento | Ry (V/%) | Ry (VI %)
Sens 3.81x1073 | 2.27x107%

Enla Figura muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.7, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.27] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 30.6mV.

Integrador 0.7 (Con Ajuste)
0.035

0.03 -

0.025

Sensitividad

0.015

0.01

0.005 [~

Elementos

Figura 4.30: Sensitividad del integrador de orden 0.7

Tabla 4.27: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.7

Elemento | R; (V/%) | Ry (V/%)
Sens 2.82x1073 | 3.06x1072

En la Figura[4.31|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden & = 0.8, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.28] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 57.2mV.

Pé4gina 80 SECCION 4.2



CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

0.06

0.05

0.04

0.03

Sensitividad

0.02

0.01

Integrador 0.8 (Con Ajuste)

Elementos

Figura 4.31: Sensitividad del integrador de orden 0.8

Tabla 4.28: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.8

Elemento | Ry (V/%) | Ry (V/%)
Sens 1.69x1073 | 5.72x1072

En la Figura[4.32Jmuestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden & = 0.85, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla[4.29]se muestra los resultados para
cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de salida

en 76.9mV.

0.08

0.07

0.06

Sensitividad
o o
o o
B (&)

o
o
@

0.02

Integrador 0.85 (Con Ajuste)

Elementos

Figura 4.32: Sensitividad del integrador de orden 0.85
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Tabla 4.29: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.85

Elemento | Ry (V/%) | Ry (VI %)
Sens 1.19x1073 | 7.69x10~2

Enla Figura muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.9, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.30] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 100mV.

o1 Integrador 0.90 (Con Ajuste)

Sensitividad
o o o o o o o o
o o o o o o o o
N w B (5] (] ~ © ©

o
o
=

o

Elementos

Figura 4.33: Sensitividad del integrador de orden 0.9

Tabla 4.30: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.9

Elemento | R; (V/%) | Ry (V/%)
Sens 7.62x107% | 1.00x1071

En la Figura[4.34muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden & = 0.95, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla[4.31|se muestra los resultados para
cada resistor del circuito, donde por cada 1 %<2 de incremento en R, aumenta el voltaje de salida
en 143.1mV.
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0.15

0.1

Sensitividad

0.05

4.3. Grafo de Senal

Se modificando el valor de Ay se encontré experimentalmente el mds conveniente, en donde
se obtuviera una pendiente més cercana a una pendiente ideal del integrador fraccionario. Los

Integrador 0.95 (Con Ajuste)

Elementos

Figura 4.34: Sensitividad del integrador de orden 0.95

Tabla 4.31: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.95

Elemento

Ry (V%)

Ry (V%)

Sens

6.951x1074

1.431x107!

valores nuevos de A se muestran en la Tabla[4.32]

Tabla 4.32: Valores de ajuste en A.

Orden Ideal Sin Ajuste Con Ajuste
a Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec) A Pendiente (dB/Dec)
0.10 -2 1.22 -3.25 1.1621 -2.18
0.20 -4 1.50 -5.30 1.3392 -4.12
0.30 -6 1.86 -8.11 1.5974 -6.21
0.40 -8 2.33 -9.94 1.8571 -8.12
0.50 -10 3.00 -12.37 2.2786 -10.46
0.60 -12 4.00 -13.65 2.6363 -12.28
0.70 -14 5.66 -15.10 3.6511 -13.90
0.80 -16 9.00 -17.37 5.6667 -16.25
0.85 -17 12.33 -18.63 6.4074 -16.90
0.90 -18 19.00 -19.89 7.3333 -18.05
0.95 -19 39.00 -19.22 9.0000 -18.92

En la Figura se puede observar graficamente que los puntos que corresponden a la pen-
diente calculada desde la funcién de transferencia del integrador fraccionario se alejan de la linea
que corresponde a la pendiente ideal, mientras que los puntos que corresponden a la pendiente

con ajuste se encuentran mds cercanos a la linea de la pendiente ideal.
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0r— I I

T
® SinAjuste © Con Ajuste Ideal

Pendiente (dB/Dec)
o

| | | | | | | | | | |
-22
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden («)

Figura 4.35: Pendientes del integrador fraccionario con ajuste, sin ajuste e ideal.

En la Figura[4.36|se muestra los valores de A con ajuste y sin ajuste. Donde podemos observar
que el valor de A sin ajuste es mds grande que el valor de A con ajuste. Ademads, la forma que toma
el ajuste es de una exponencial, esto nos permite obtener una nueva Ecuacion que permita ajustar
la funcién de transferencia y hacer precisa la pendiente del integrador.

La Ecuacién que aproxima los valores de ajuste en A se muestra en la Ecuacién (4.5).

A=0.969¢ 05249¢ | 21073879 (4.5)

40 T T
Sin Ajuste O  Con Ajuste

35—

30—

25—

< 20—

Orden («)

Figura 4.36: Valores de A sin ajuste y con ajuste.
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En la Tabla[4.33]se muestra el error de la Ecuacién de ajuste y el valor de A experimental.
Se puede observar que los mayores errores en la aproximacién los obtenemos en los ordenes 0.6,
0.7 y 0.8 con -0.2308, -0.2034 y 0.3379 respectivamente, siendo el orden 0.8 con mayor error. En
cambio, los demds ordenes a se encuentran con una aproximacion aceptable.

Tabla 4.33: Error en la Ecuacién de ajuste.

a A Ecuacion de ajuste | Error
0.1 | 1.1621 1.2300 -0.0679
0.2 | 1.3392 1.3301 0.0091
0.3 | 1.5974 1.5024 0.0950
0.4 | 1.8571 1.7798 0.0773
0.5 | 2.2786 2.2108 0.0678
0.6 | 2.6363 2.8671 -0.2308
0.7 | 3.6511 3.8545 -0.2034
0.8 | 5.6667 5.3288 0.3379
0.85 | 6.4074 6.3166 0.0908
0.9 | 7.3333 7.5198 -0.1865
0.95 | 9.0000 8.9843 0.0157

4.3.1. Fase del integrador fraccionario

En la Tabla se compara la fase experimental con la fase obtenida de manera ideal por la
Ecuacién Obtenemos el error mads alto en los ordenes de 0.3, 0.4 y 0.5, con errores de 5.92, 4.81
y 2.48 grados respectivamente.

Tabla 4.34: Frecuencia de corte y fase del integrador fraccionario.

a | Magnitud | Frecuencia de corte | Fase experimental | Fase de qﬁp Error
(dB) a 1Hz (Hz) (Grados) (Grados) (Grados)

0.1 1.27 2530 -6.90 -4.5 2.40
0.2 2.51 1953 -10.19 -90 1.19
0.3 3.97 1464 -19.42 -13.50 5.92
0.4 5.44 1360 -22.81 -18.00 4.81
0.5 7.21 1148 -24.98 -22.50 2.48
0.6 8.61 1291 -28.95 -27.00 1.95
0.7 11.43 950.50 -33.12 -31.50 1.62
0.8 14.95 653.30 -33.58 -36.00 -2.42
0.85 16.12 646.20 -38.31 -38.25 0.06
0.9 16.92 602.14 -39.37 -40.50 -1.13
0.95 19.13 451.70 -40.29 -42.75 -2.46

4.3.2. Analisis de Monte Carlo

Se realiz6 un anélisis de Monte Carlo con los nuevos valores del circuito, considerando el ajuste
exponencial de la Ecuacién (4.5). La Tabla[4.35 muestra la media de las pendientes de los integra-
dores de orden fraccionario con ajuste y su error. Obtuvimos un error méximo de 0.58 dB/Dec que
corresponde al orden de 0.5, sin embargo, los errores obtenidos son menores a 1dB/Dec, asi la
pendiente del integrador fraccionario se aproxima a una ideal.
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Tabla 4.35: Media de la pendiente con ajuste.

«a Pendiente Ideal (dB/Dec) | Media (dB/Dec) | Error (dB/Dec)
0.1 -2.00 -2.12 0.12
0.2 -4.00 -4.11 0.11
0.3 -6.00 -6.25 0.25
0.4 -8.00 -8.13 0.13
0.5 -10.00 -10.58 0.58
0.6 -12.00 -12.09 0.09
0.7 -14.00 -14.15 0.15
0.8 -16.00 -15.85 0.15
0.85 -17.00 -17.03 0.03
0.9 -18.00 -17.91 -0.09
0.95 -19.00 -18.95 -0.05

Los histogramas obtenidos en el andlisis de Monte Carlo se presentan en la Figura[4.37
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En la Figura observamos en circulos rojos la media de la pendiente obtenida por Monte
Carlo con ajuste y en linea azul la pendiente ideal. La pendiente con ajuste en A se encuentra
mucho mds cerca de la pendiente ideal.

2 1 1 1

Pendiente Ideal © Pendiente Con Ajuste

Pendiente (dB/Dec)

| | | | | | | | | | |
-20
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden («)

Figura 4.38: Media de la pendiente de Monte Carlo.

En la Figura[4.39|observamos en circulos amarillos la pendiente méxima y en circulos rojos la
pendiente minima del andlisis de Monte Carlo con ajuste, y la linea azul representa la pendiente
ideal. Tantos los méximos como los minimos para cada orden, se puede distinguir que encierran
la pendiente ideal sin alejarse y en algunos casos hasta la tocan, dando una apreciacion de que la
pendiente del integrador fraccionario con ajuste se encontrard entre la zona del circulo rojo con el
circulo amarillo y que ademads es muy cerca de la pendiente ideal.

0 \ \ \ \ \
Pendiente Ideal O Pendiente Minima Pendiente Méxima‘

2 -

Pendiente (dB/Dec)

| | | | | | | | | | |
-20
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95

Orden (a)

Figura 4.39: Pendiente méxima y minima de Monte Carlo.
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4.3.3. Analisis de Sensitividad

Vout

Figura 4.40: Integrador fraccionario por el método de Grafo de sefal.

Enla Figuram muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.1, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salidaen 11.6mV.

%1073 Integrador 0.1 (Con Ajuste)

Sensitividad

Elementos

Figura 4.41: Sensitividad del integrador de orden 0.1

Tabla 4.36: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.1

Elemento R (VI %) Ry (V%)
Sens —1.57x10718 | 1.16x1072

Enla Figuram muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.2, donde
el resistor R tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R; aumenta el voltaje de
salida en 13.4mV.
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Figura 4.42: Sensitividad del integrador de orden 0.2

Tabla 4.37: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.2

Elemento | R; (V/%) | Ry (VI %)
Sens 1.82x10718 | 1.34x1072

En la Figura muestra los resultados del anélisis de sensitividad con el orden a = 0.3, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.38] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de

salida en 16mV.
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Figura 4.43: Sensitividad del integrador de orden 0.3

Pégina 91 SECCION 4.3



CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

Tabla 4.38: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.3

Elemento | R; (V/%) | Ry, (V%)
Sens 0.00 1.60x1072

Enla Figura muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.4, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.39 se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 18.6mV.
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Figura 4.44: Sensitividad del integrador de orden 0.4

Tabla 4.39: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.4

Elemento | Ry (V/%) | R, (V/%)
Sens 0.00 1.86x1072

En la Figura[4.45|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.5, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.40] se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 23.9mV.
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Figura 4.45: Sensitividad del integrador de orden 0.5

Tabla 4.40: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.5

Elemento | Ry (V/%) | R, (VI %)
Sens 0.00 2.39x1072

En la Figura muestra los resultados del anélisis de sensitividad con el orden a = 0.6, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla [4.41] se muestra los resultados

para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 26.4mV.
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Figura 4.46: Sensitividad del integrador de orden 0.6

Pégina 93 SECCION 4.3



CAPITULO 4. OPTIMIZACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO.

Tabla 4.41: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.6

Elemento | Ry (V/%) | R, (V/%)
Sens 3.58x10718 | 2.64x1072

Enla Figuram muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.7, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 36.5mV.
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Figura 4.47: Sensitividad del integrador de orden 0.7

Tabla 4.42: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.7

Elemento | Ry (V/%) | R, (V/%)
Sens 0.00 3.65x1072

En la Figura[4.48|muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.8, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 56.8mV.
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Figura 4.48: Sensitividad del integrador de orden 0.8

Tabla 4.43: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.8

Elemento | Ry (V/%) | R, (VI %)
Sens 0.00 5.68x1072

En la Figura[4.49muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden & = 0.85, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla[4.44]se muestra los resultados para
cada resistor del circuito, donde por cada 1% de incremento en R, aumenta el voltaje de salida

en 64.1mV.
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Figura 4.49: Sensitividad del integrador de orden 0.85
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Tabla 4.44: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.85

Elemento | R; (V/%) | Ry, (V%)
Sens 0.00 6.41x1072

Enla Figuram muestra los resultados del analisis de sensitividad con el orden a = 0.9, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados
para cada resistor del circuito, donde por cada 1%Q de incremento en R, aumenta el voltaje de
salida en 73.5mV.

0.08 Integrador 0.90 (Con Ajuste)

0.07 —

Sensitividad
o o
= o
B (5]
I I

o

o

@
I

0.02 —

Elementos

Figura 4.50: Sensitividad del integrador de orden 0.9

Tabla 4.45: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.9

Elemento | Ry (V/%) | R, (V/%)
Sens 0.00 7.35x1072

En la Figuraf4.51|muestra los resultados del andlisis de sensitividad con el orden & = 0.95, donde
el resistor R, tiene la mayor sensitividad del circuito. En la Tabla se muestra los resultados para
cada resistor del circuito, donde por cada 1 %<2 de incremento en R, aumenta el voltaje de salida
en 90.1mV.
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Figura 4.51: Sensitividad del integrador de orden 0.95

Tabla 4.46: Resultados de sensitividad del integrador de orden 0.95

Elemento | Ry (V/%) | R, (VI %)
Sens 0.00 9.01x1072
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5 Oscilador Caético Lii.

El sistema cadtico de Lii esta dado por las siguientes tres ecuaciones diferenciales de orden
fraccionario.

D% =y

D% =z

PWL 6.1

a —_ — —_— —_—
D%z=—-ax—-by—-cz+d f(x)

donde f(x) es la funcién no lineal, a =2, b =1, ¢ = 0.6 y d = 2. El diagrama de bloques para la
realizacion de este sistema se muestra en la Figuras.1] En este diagrama se sustituyen los bloques
rojos con los integradores de orden fraccionarios de orden 0.9 y 0.95 obtenidos con los métodos
de sintesis propuestos en el capitulo 4.
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Figura 5.1: Diagrama de Bloques del sistema caético de Lii.
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5.1. Oscilador Caético con Integradores Fraccionarios por But-
terworthy
Chebyshev tipo 1
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o
R R i
f i
R; - R
X Re ) ;N\’;ﬁ”’vv
(d) (e)

Figura 5.2: Oscilador fraccionario de Lii con integradores fraccionarios de Butterworth y Cheby-
chev.
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La Figura[5.2muestra el circuito del oscilador caético fraccionario, donde las lineas punteadas
de color rojo encierran el circuito del integrador fraccionario obtenido por filtros Butterworth y
Chebyshev de tipo 1.

En la salida del integrador fraccionario presenta una amplificacion en la magnitud de 3 y 3.5 para
los integradores de 0.90 y 0.95 respectivamente, esta ganancia se calcula con en los resistores R;
y Rc. Y finalmente una ganancia unitaria en los resistores R, y R; para no modificar la fase del
integrador fraccionario.

La magnitud méxima en el integrador fraccionario de orden 0.90 con ganancia de 3 es de 35.12dB,
mientras que para el integrador de orden fraccionario de orden 0.95 con ganancia de 3.5 la mag-
nitud méxima es de 43.36dB.

Los integradores fraccionarios se escalaron en frecuencia, y se compararon con integradores frac-
cionarios del trabajo publicado en la referencia [27]. En el caso de los integradores de orden 0.90,
el escalamiento en frecuencia es de 1.67Hz en la frecuencia de corte (factor de escalamiento 200
para el integrador de 0.90 normalizado), y para los integradores de orden 0.95 el escalamiento en
frecuencia a 185.65mHz en la frecuencia de corte (factor de escalamiento 45.53 para el integrador
de 0.95 normalizado).

En las Figuras y se comparan las respuestas en frecuencia de ambos integradores frac-
cionarios (Integrador activo de la referencia [27] y filtros Butterworth y Chebyshev tipo 1) con el
escalamiento en frecuencia.
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Figura 5.3: Respuesta el integrador fraccionario con escalamiento en frecuencia
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Figura 5.4: Respuesta el integrador fraccionario con escalamiento en frecuencia

Las tablas|5.1} [5.2]y[5.3|muestran los valores de los elementos del circuito para integradores de
orden 0.90 y 0.95, asi como también los valores de voltaje para la funcién no lineal PWL.

Tabla 5.1: Tabla de valores para el oscilador cadtico fraccionario de orden 0.90

Elemento Ry G Rir Ry C Ror R Ry Rg
Valor 19020Q2 | 10uF | 19020Q2 | 4750Q2 | 10uF | 4750Q 1KQ 361KQ | 19KQ
Elemento Ry Rs Ry R, Ry Ry Ri, Rpq R;p
Valor 10KQ | 20KQ | 2.2KQ | 6.8KQ | 10KQ | 10KQ 10KQ 20KQ | 10KQ
Elemento be R;c Rfc R Ria Rfd OPAMP _ _
Valor 10KQ | 10KQ 6KQ 10KQ | 10KQ | 20KQ | TLO81 _ _
Tabla 5.2: Tabla de valores para el oscilador cadtico fraccionario de orden 0.95
Elemento Ry C Rir Ry C Ror Ry Ry R3
Valor 171.6KQ | 10uF | 171.6KQ | 42.85KQ | 10uF | 42.85KQ 22002 | 334.62KQ2 | 8.58KQ2
Elemento Ry Rs R; R, R, Ry R;, Rpq R;p
Valor 10KQ 20KQ | 5.1KQ 18KQ 10KQ 10KQ 10KQ 20KQ 10KQ
Elemento Ryp R;c Ryc R Ria Ryrq OPAMP _ _
Valor 10KQ 10KQ 6KQ 10KQ 10KQ 20KQ TLO81 _ _
Tabla 5.3: Tabla de valores para la funcién no lineal PWL
Elemento | R; Ry R Vi V_ Vss | Vgg Vsat
Valor 1KQ | IMQ | 149KQ | 1.85V | -1.9V | 15V | -15V | £14.6V

En la Figura |5.5/ se muestra el montaje del oscilador caético de Lii de orden fraccionario. Se
implemento6 usando un instrumento de laboratorio NI ELVIS II+. Contiene 12 instrumentos inte-
grados incluyendo fuentes de voltaje fijas de £15V y variables de +12V, osciloscopio, analizador de
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BODE, generador de funciones entre otros. Estos instrumentos nos ayudan a alimentar el circuito
y observar las variables x y y del oscilador caético de Lii.

NI-ELVISmx 19.0
(Version 19.0.0)

Oscilador Cadtico de L
de Orden Fraccionario

iMoo ox B e W ea b sow e

Figura 5.5: Montaje del oscilador caético de Lii de orden fraccionario.
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5.1.1. Simulacion en SPICE y resultados experimentales

A partir de los datos obtenidos por el osciloscopio, se puede graficar el atractor cadtico por
MATLAB y comparar el resultado experimental con el atractor obtenido en simulacién SPICE.

1.8

05

05T

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
(a) Simulacién (b) Experimental

Figura 5.6: Sistema Cadtico de Lii con 2 atractores a = 0.90

(a) Simulacién (b) Experimental

Figura 5.7: Sistema Cadtico de Lii con 4 atractores a = 0.90
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(a) Simulacién (b) Experimental

Figura 5.8: Sistema Cadtico de Lii con 2 atractores a = 0.95

(a) Simulacién (b) Experimental

Figura 5.9: Sistema Cadtico de Lii con 4 atractores a = 0.95
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5.2. Oscilador Caédtico con Integradores Fraccionarios por Foster
y Cauer

El circuito que describe al oscilador cadtico con integradores obtenidos mediante el método
de sintesis de Foster y Cauer se muestra en la figura

()
Ry
R; R
v N
+ Ry
X R? R
o—4 - C Hf(x)
IR
R R i
f i
Rl' - RC
X Rc f(x) ;M;SV\N\/
(d) (e)

Figura 5.10: Oscilador fraccionario de Lii con integradores Foster/Cauer.

El circuito sefialado con lineas punteadas en la Figura corresponde al integrador de or-
den fraccionario, el amplificador inversor formado por los resistores Rl 'y R, forman una ganancia
de 3 y 5 para los ordenes 0.90 y 0.95 respectivamente, ganancias que necesita el sistema cadtico
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para oscilar. Se agrega un amplificador inversor formado por las resistencias R, y R, las cuales
tienen el mismo valor para no modificar la ganancia e invertir el signo agregado con el amplifica-
dor anterior.

El circuito de la Figura se repite para obtener la sefial y[5.10b

La Figura muestra las ganancias a, b, ¢, y d para las sefales x, y, z y f(x) respectivamente,
se suman cada una de las sefiales amplificadas y se integran con el integrador fraccionario. La sa-
lida del integrador fraccionario se amplifica de forma con ganancias de 3 para a = 0.90 y 5 para
a =0.95.

Las figuras|5.10d|y[5.10€| producen una sefal saturada que corresponden al oscilador caético con
2 enrollamientos y 4 enrollameintos respectivamente.

Los resultados obtenidos en simulacion SPICE, con el integrador de orden fraccionario obtenido
con los métodos de sintesis Foster y Cauer son los siguientes:

5.2.1. Oscilador Caético con 2 Enrollamientos

Orden a = 0.90.

La Figura muestra el atractor caético del sistema caético fraccionario con integradores
fraccionarios de orden 0.90.

Figura 5.11: Atractor caotico de 2 enrollamientos con integradores de orden 0.90

Orden a = 0.95.

El atractor caético mostrado en la Figura[5.12) corresponde al resultado en simulacion del os-
cilador cadtico con integradores de orden 0.95.

Pégina 107 SECCION 5.2



CAPITULO 5. OSCILADOR CAOTICO LU .

Figura 5.12: Atractor caodtico de 2 enrollamientos con integradores de orden 0.95

5.2.2. Oscilador Caético con 4 Enrollamientos

Orden a = 0.90.

La figura muestra el atractor del oscilador caético obtenido mediante integradores de or-
den fraccionario de 0.90

Figura 5.13: Atractor cao6tico de 4 enrollamientos con integradores de orden 0.90

Orden a = 0.95.

El atractor obtenido en simulacién se muestra en la figura|5.14} donde el eje x corresponde a la
sefial X y el eje y corresponde a la sefial Y.
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Figura 5.14: Atractor cadtico de 4 enrollamientos con integradores de orden 0.95
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5.3. Oscilador Caético con Integradores Fraccionarios por Grafo
de Senal

El circuito que corresponde al oscilador cadtico con integradores fraccionarios obtenidos por
grafo de sefial se presenta en la Figura

Ry
R; R
V. 5
f
X Ri? R
o——¢ C Hf(x)
o
R R A
f i
R; - R
X Rc f(x) ;N\’?Igﬂ’vv
(d) (e)

Figura 5.15: Oscilador fraccionario de Lii con integradores de Grafo de Senal.

Las Figuras y[/5.15b/muestran el integrador de orden fraccionario entre lineas punteadas,
ademads presenta una ganancia con un amplificador inversor indicado por los resistores R; y R..
Para no modificar la fase del integrador se incluye un amplificador inversor de ganancia unitaria,
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indicado por los resistores R, y R;;.

En la Figura muestra las ganancias que corresponden a las constantes a, b, ¢ y d para las
senales x, y, zy f(x). Se suman las sefiales después de amplificarlas y se integran con el integrador
fraccionario obtenido mediante el método de sintesis por grafo de sefial.

Las Figuras [5.15d|y corresponde a la funcién de saturacién para obtener 2 enrollamientos
y 4 enrollamientos respectivamente.

Los resultados obtenidos mediante simulacion en SPICE se presentan en las siguientes secciones.

5.3.1. Oscilador Caético con 2 Enrollamientos

Orden a = 0.90.

La Figura[5.16|muestra el atractor cadtico correspondiente al sistema caético con integradores
de orden 0.90.

Figura 5.16: Atractor caotico de 2 enrollamientos con integradores de orden 0.90
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Orden a = 0.95.

La Figura muestra el atractor cadtico de 2 enrollamientos del sistema cadtico con integra-
dores de orden 0.95.

Figura 5.17: Atractor caoético de 2 enrollamientos con integradores de orden 0.95

5.3.2. Oscilador Caoético con 4 Enrollamientos

Orden a = 0.90

El atractor caotico de 4 enrollamientos de la Figura pertenece al sistema caoético con inte-
gradores de orden 0.90.

Figura 5.18: Atractor caodtico de 4 enrollamientos con integradores de orden 0.90

Orden a =0.95

El atractor cadtico con 4 enrollamientos del sistema cadtico con integradores de orden 0.95 se
muestra en la Figura
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Figura 5.19: Atractor caotico de 4 enrollamientos con integradores de orden 0.95
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6 Conclusion.

Se sintetiz6 del integrador de orden fraccionario con los métodos de sintesis propuestos (Fos-
ter, Cauer, Butterworth y Chebyshev Tipo 1). Debido a que algunos disefio son equivalentes, se
obtuvieron 3 circuitos como propuesta de integrador de orden fraccionario.

Ademss, se realizaron los anélisis de Monte Carlo y Sensibilidad con ordenes desde 0.1 hasta 0.95
en las tres propuestas de integrador de orden fraccionario. En los resultados obtenidos mediante
SPICE, concluimos que el circuito obtenido por Butterworth y Chebyshev es el menos sensible a
los cambios en sus elementos. Y el circuito con menor error en su pendiente es el circuito obtenido
por Foster, Cauer y Grafo de sefial.

Se implement6 experimentalmente el integrador fraccionario de Butterworth y Chebyshev. Se mi-
dieron las pendientes de ordenes desde 0.1 hasta 0.95. Ademas se modifico el factor de A para
disminuir el error de la pendiente en los resultados experimentales, dando lugar a una optimiza-
cion de la pendiente.

Se realizaron los andlisis de Monte Carlo y Sensibilidad en el circuito con la optimizacién del in-
tegrador fraccionario, asimismo se encontré una ecuacion exponencial que ayude a calcular el
nuevo factor de A para el disefio.

Se implement6 experimentalmente el integrador fraccionario de Foster y Cauer. Se midieron las
pendientes experimentales de ordenes desde 0.1 hasta 0.95. Se optimizo la pendiente del integra-
dor fraccionario para encontrar un error minimo sobre cada orden disefiado.

Se realizaron los andlisis de Monte Carlo y Sensibilidad sobre le circuito con el ajuste, ademas se
encontrd una ecuacion exponencial que ayuda a encontrar los nuevos valores del factor A en el
diseno.

Se implement6 experimentalmente el integrador fraccionario de Grafo de Sefial. Se midieron las
pendiente experimentales de ordenes desde 0.1 hasta 0.95. Después se ajustaron las pendientes
experimentales hasta obtener una pendiente cercana a la ideal.

Se analiz6 el circuito con Monte Carlo y Sensibilidad con el nuevo ajuste experimental, ademads se
encontrd una ecuacion exponencial que ayuda a encontrar los nuevos valores de los elementos en
el disefo.

Se comprob6 en simulacién y experimentalmente que el integrador fraccionario de Butterworth y
Chebyshev se puede aplicar en el oscilador caético de Lii. En el caso de los integradores de Foster,
Cauer y Grafo de sefial, se comprob6 su aplicacion en el oscilador caético en simulacion.

En las tablas y [6.3] se muestran los pros y contras de cada circuito, tomando en cuenta
el nimero de elementos necesarios para cada disefo, resultados en simulacién y resultados expe-
rimentales.
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Tabla 6.1: Pros y contras del disefio de Foster y Cauer.

Foster y Cauer

Pros

Contras

Es el circuito con menos elementos ne-
cesarios para su implementacion fisica,
usando un total de 5.

Es el segundo circuito con mayor
sensibilidad en sus elementos, segun
el analisis de Sensibilidad sin ajuste
(389.7mV/ %).

Los célculos para obtener los valores
de los elementos resistivos y capacitivos
son minimos.

Es el circuito con mayor sensibilidad en
sus elementos, segtn el andlisis de Sen-
sibilidad con ajuste (143mV/ %).

Es el circuito con menor error en
la pendiente sin ajuste, segin la
media del andilisis de Monte Carlo
(—-2.829dB/Dec).

Es el segundo circuito con mayor error
en la pendiente experimental sin ajuste
(3.094d B/ Dec).

Es el circuito con menor error en la pen-
diente con ajuste, segiin la media del
analisis de Monte Carlo (0.32dB/Dec).

Es el circuito con menor error en
la pendiente experimental con ajuste
(=0.14dB/Dec).

Tabla 6.2: Pros y contras del disefio de Butterworth y Chebyshev.

Butterworth y Chebyshev

Pros

Contras

A partir de las ecuaciones de disefio en-
contradas, se pueden calcular todos los

valores de los elementos sin compleji-
dad.

Es el segundo circuito con mas elemen-
tos necesarios para su implementacion
fisica, usando un total de 15.

Es el circuito con la menor sensibilidad
en sus elementos sin ajuste, segun el
andlisis de Sensibilidad (2.53mV/ %).

Es el circuito con mayor error en
la pendiente sin ajuste, segin la
media del andlisis de Monte Carlo
(=3.601dB/Dec).

Es el circuito con la menor sensibilidad
en sus elementos con ajuste, segun el
analisis de Sensibilidad (61.6mV/ %).

Es el segundo circuito con mayor error
en la pendiente con ajuste, segin la
media del andlisis de Monte Carlo
(0.41dB/Dec).

Es el circuito con mayor error en
la pendiente experimental sin ajuste
(3.601dB/Dec).

Es el segundo circuito con mayor error
en la pendiente experimental con ajuste
(-0.26dB/Dec).
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Tabla 6.3: Pros y contras del disefio de Grafo de Sefal.

Grafo de Sefial
Pros Contras
A partir de tres ecuaciones de disefio se | Es el circuito con mds elementos ne-
pueden obtener de manera mds facil los | cesarios para su implementacion fisica,
valores de los elementos del circuito. usando un total de 16.
Es el circuito con menor error en | Es el circuito con mayor sensibilidad en
la pendiente experimental sin ajuste | sus elementos, segun el andlisis de Sen-
(2.37dB/Dec). sibilidad sin ajuste (390mV/ %).
Es el segundo circuito con mayor sen-
sibilidad en sus elementos, segin el
andlisis de Sensibilidad con ajuste
(90.1mV/%).
Es el segundo circuito con mayor error
en la pendiente sin ajuste, segun la
media del andlisis de Monte Carlo
(—2.855dB/Dec).
Es el circuito con mayor error en la pen-
- diente con ajuste, segiin la media del
andlisis de Monte Carlo (0.58d B/ Dec).
Es el circuito con mayor error en
- la pendiente experimental con ajuste
(0.46dB/Dec).

6.1. Trabajo futuro

En las aplicaciones del integradores fraccionarios en la ingenieria electrénica quedan muchas
dreas sin explorar, sin mencionar el seguir enriqueciendo los resultados experimentales de éste
proyecto de tesis y que es posible continuar trabajando. En el tiempo en que se desarrollaba el
proyecto de tesis, se dejaron algunas sugerencias que se esperan cubrir en un trabajo futuro con
mayor profundidad.

Los trabajos a futuro que se sugieren abordar son:

1. Realizar un modelo funcional en SPICE del OTA CA3080 e incluir los resistores que configu-
ran las corrientes de BIAS en el andlisis de Sensibilidad y Monte Carlo. Especificamente en
los disefios de Foster, Cauer y Grafo de Sefial.

2. Aplicar experimentalmente los disefios de Foster, Cauer y Grafos de Sefial en el oscilador
caotico de Lii y comparar los resultados experimentales con la simulacion.

3. Disenar e implementar una tarjeta electronica de cada uno de los integradores fracciona-
rios y explorar algunas areas de aplicacion de los integradores de orden fraccionario en la
ingenieria electronica.
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Apéndice 1: Requisitos de Diseio de los Filtros
Pasa Bajas y Pasa Altas del Integrador Fraccio-
nario por Filtros Butterworth y Chebyshev Ti-
po 1.

En la Tabla[6.4] se muestran los requisitos de disefio del filtro pasa bajas para ordenes a desde
0.1 hasta 0.95.

Tabla 6.4: Requisitos de disefio para el filtro pasa bajas del integrador fraccionario.

a | wp(radls) | ws(radls) | A,(dB) | As(dB)
0.10 0.816 1.0 3.0 4.00
0.20 0.665 1.0 3.0 5.12
0.30 0.538 1.0 3.0 6.50
0.40 0.427 1.0 3.0 8.10
0.50 0.333 1.0 3.0 10.0
0.60 0.249 1.0 3.0 12.3
0.70 0.170 1.0 3.0 15.2
0.80 0.111 1.0 3.0 19.2
0.85 0.081 1.0 3.0 21.9
0.90 0.052 1.0 3.0 25.6
0.95 0.025 1.0 3.0 31.9

La Tabla[6.5|muestra los requisitos de disefio del filtro pasa altas del integrador fraccionario.

Tabla 6.5: Requisitos de disefio para el filtro pasa altas del integrador fraccionario.

a wp(radls) | ws(radls) | Ap(dB) | As(dB)
0.10 0.818 1.0 3.0 18.3
0.20 0.667 1.0 3.0 16.6
0.30 0.538 1.0 3.0 14.8
0.40 0.427 1.0 3.0 12.9
0.50 0.333 1.0 3.0 10.8
0.60 0.249 1.0 3.0 8.58
0.70 0.176 1.0 3.0 6.14
0.80 0.111 1.0 3.0 20.9
0.85 0.081 1.0 3.0 18.2
0.90 0.052 1.0 3.0 20.0
0.95 0.025 1.0 3.0 28.2
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Apéndice 2: Valores de los Elementos en los Fil-

tros Pasa Bajas y Pasa Altas del Integrador Frac-
cionario por Filtros Butterworth y Chebyshev

Tipo 1.

En la Tabla[6.6)se muestran los valores del filtro pasa bajas normalizado para el integrador de
orden fraccionario.

Tabla 6.6: Valores de los elementos para el filtro pasa bajas tipo 7.

@ | Ri(Q) | Ry(Q) | C(F)
0.10 1 1 2.44
0.20 1 1 3.00
0.30 1 1 3.71
0.40 1 1 4.67
0.50 1 1 6.04
0.60 1 1 8.01
0.70 1 1 11.33
0.80 1 1 17.97
0.85 1 1 24.63
0.90 1 1 38.00
0.95 1 1 77.93

En la Tabla[6.7] se muestran los valores del filtro pasa altas normalizado para el integrador de
orden fraccionario.

Tabla 6.7: Valores de los elementos para el filtro pasa altas tipo T.

a | R(Q) | Ry(Q) | C(F)
0.10 1 1 0.61
0.20 1 1 0.75
0.30 1 1 0.93
0.40 1 1 1.17
0.50 1 1 1.50
0.60 1 1 2.01
0.70 1 1 2.84
0.80 1 1 4.51
0.85 1 1 6.17
0.90 1 1 9.49
0.95 1 1 19.50
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Apéndice 3: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Butterworth
y Chebyshev sin Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario de Butterworth y Chebyshev.

Integrador 0.1 (Sin Ajuste)

(Grados)
B 3 & & A b o
>,

Fase

Figura 6.1: Integrador con a = 0.1
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Integrador 0.2 (Sin Ajuste)
T

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

25 | .
10! 102 10°
Frecuencia (Hz)
Figura 6.2: Integrador con @ = 0.2
0 Integrador 0.3 (Sin Ajuste)
T

Magnitud (dB)
o

10! 102

Fase (Grados)

35 L
10' 10%
Frecuencia (Hz)

Figura 6.3: Integrador con a = 0.3
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Integrador 0.4 (Sin Ajuste)
T

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

50 | .
10! 102 10°
Frecuencia (Hz)
Figura 6.4: Integrador con @ = 0.4
5 Integrador 0.5 (Sin Ajuste)
ok |
g
S sk i
&
=
10— —
5 L L |
10° 10! 102 10°

Fase (Grados)

10° 10" 10%
Frecuencia (Hz)

Figura 6.5: Integrador con a = 0.5
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Integrador 0.6 (Sin Ajuste)
T T T T

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

10° 10! 10° 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.6: Integrador con @ = 0.6

Integrador 0.7 (Sin Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

10° 10" 10% 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.7: Integrador con a = 0.7
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15 Integrador 0.8 (Sin Ajuste)
T T T T

Magnitud (dB)

0 ‘ ‘
g
©
S

400 L L s

10° 10! 10° 10°
Frecuencia (Hz)
Figura 6.8: Integrador con @ = 0.8
2 Integrador 0.85 (Sin Ajuste)

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

-100 -
10° 10"

102
Frecuencia (Hz)

Figura 6.9: Integrador con a = 0.85
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Integrador 0.9 (Sin Ajuste)
T T T T

Magnitud (dB)

-30

10°

10" 10% 10°

Fase (Grados)

-100

10°

10! 102 10°
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Figura 6.10: Integrador con a = 0.9

Integrador 0.95 (Sin Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)

-30

10°

10! 102 10°

Fase (Grados)

-100

10°

10 102 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.11: Integrador con & = 0.95
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Apéndice 4: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Butterworth
y Chebyshev con Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario de Butterworth y Chebyshev con optimizacién en la pendiente.

Integrador 0.1 (Con Ajuste)
T T T T

se (Grado:

Figura 6.12: Integrador con @ = 0.1
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Integrador 0.2 (Con Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)
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I
|

9 L L L
10° 10" 10% 10°

20 C C ‘

10° 10! 102 10°
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Figura 6.13: Integrador con a = 0.2
2 Integrador 0.3 (Con Ajuste)

Magnitud (dB)
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10 | | |
10° 10! 102 10°

Fase (Grados)
/

-15 — / ]
20 [
25 L T S L

10° 10" 10% 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.14: Integrador con a = 0.3
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Magnitud (dB)

Magnitud (dB)

-40

Fase (Grados)

-35

Fase (Grados)

Integrador 0.4 (Con Ajuste)
T T T —T

10" 10%

-20 —

-25 —

-30 —

10°

10! 102
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Figura 6.15: Integrador con a = 0.4

Integrador 0.5 (Con Ajuste)
T T T —T

10! 102

10°

10°

10" 10%
Frecuencia (Hz)

Figura 6.16: Integrador con a = 0.5
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Integrador 0.6 (Con Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)
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I

15 L L L
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Fase (Grados)
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Figura 6.17: Integrador con a = 0.6

Integrador 0.7 (Con Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)
- o
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10° 10" 10% 10°
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Figura 6.18: Integrador con @ = 0.7
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Integrador 0.8 (Con Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)
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Figura 6.19: Integrador con a = 0.8

Integrador 0.85 (Con Ajuste)
T T T —T

Magnitud (dB)

20 | | .
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Fase (Grados)

10° 10" 10% 10°
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Figura 6.20: Integrador con a = 0.85
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Integrador 0.9 (Con Ajuste)
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Figura 6.21: Integrador con a = 0.9

2 Integrador 0.95 (Con Ajuste)
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Figura 6.22: Integrador con a = 0.95
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Apéndice 5: Valores de los Elementos en el in-
tegrador de Foster y Cauer.

En la Tabla se muestran los valores del circuito del integrador fraccionario por Foster y
Cauer sin Ajuste en A, mientras que en la Tabla[6.9muestra los valores con ajuste.

Tabla 6.8: Valores de los elementos del integrador de Foster y Cauer sin Ajuste.

@ | Ri(Q) | Re(KQ) [ CWF) | Rpias(KQ) | Vpp(V)
0.10 | 4700 2.3 1 2000 0.1
0.20 | 2400 3.0 1 1200 0.1
0.30 | 1500 3.7 1 900 0.1
0.40 | 1050 4.7 1 800 0.1
0.50 | 750 6.0 1 780 0.1
0.60 | 533 8.0 1 730 0.1
0.70 | 360 11.3 1 700 0.1
0.80 | 225 18.0 1 690 0.1
0.85 160 24.5 1 660 0.1
0.90 103 38.0 1 630 0.1
0.95 51 78.0 1 600 0.1

Tabla 6.9: Valores de los elementos del integrador de Foster y Cauer con Ajuste.

a [ Ri(Q) [ Re(KQ) [ CWF) [ Rpias(KQ) | Vpp(V)
0.10 | 3554 1.151 1.0 1457 0.1
0.20 | 1629 1.353 1.0 742 0.1
0.30 | 1081 1.564 1.0 610 0.1
0.40 | 758 1.857 1.0 485 0.1
0.50 | 583 2.175 1.0 440 0.1
0.60 | 443 2.636 1.0 400 0.1
0.70 | 317 3.444 1.0 380 0.1
0.80 175 5.897 1.0 355 0.1
0.85 125 8.091 1.0 340 0.1
0.90 87 11.500 1.0 340 0.1
0.95 70 14.385 1.0 340 0.1
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Apéndice 6: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Foster
y Cauer sin Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario de Foster y Cauer.

Integrador 0.10 (Sin Ajuste)
L R : .

Magnitud (dB)

30 ‘ L] ‘ L] ‘ L]
10" 102 10° 10* 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.23: Integrador con a = 0.1
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Fase (Grados)

N}
S

N
o

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)
o
I

N
3

Integrador 0.20 (Sin Ajuste)

OA

102 10° 10*
Frecuencia (Hz)

Figura 6.24: Integrador con a = 0.2

Integrador 0.30 (Sin Ajuste)

102 10° 10*
Frecuencia (Hz)

Figura 6.25: Integrador con a = 0.3

Pé4gina 135

Apéndice 6



Apéndice 6

Integrador 0.40 (Sin Ajuste)
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Figura 6.26: Integrador con @ = 0.4
10 Integrador 0.50 (Sin Ajuste)

Magnitud (dB)
o
I
|

10 | | - T e
10 102 10° 10* 10°
0 —r —r —r

60 Ll Ll Ll L

10" 102 10° 10* 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 6.27: Integrador con a = 0.5
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Integrador 0.60 (Sin Ajuste)
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Figura 6.28: Integrador con a = 0.6
2 Integrador 0.70 (Sin Ajuste)
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Figura 6.29: Integrador con a = 0.7
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Integrador 0.80 (Sin Ajuste)
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Figura 6.30: Integrador con @ = 0.8
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Figura 6.31: Integrador con a = 0.85
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Figura 6.32: Integrador con a = 0.9
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Figura 6.33: Integrador con a = 0.95
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Apéndice 7: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Foster
y Cauer con Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario de Foster y Cauer con ajuste.
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Figura 6.34: Integrador con a = 0.1
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Figura 6.35: Integrador con a = 0.2
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Figura 6.36: Integrador con a = 0.3
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Figura 6.37: Integrador con @ = 0.4
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Figura 6.38: Integrador con a = 0.5
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Figura 6.39: Integrador con a = 0.6
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Figura 6.40: Integrador con a = 0.7
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Figura 6.42: Integrador con a = 0.85
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Figura 6.43: Integrador con a = 0.9
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Figura 6.44: Integrador con a = 0.95
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Apéndice 8: Valores de los Elementos en el in-

tegrador de Grafo de Senal.

En la Tabla se muestran los valores del circuito del integrador fraccionario por Grafo de

Sefial sin Ajuste en A, mientras que en la Tabla muestra los valores con ajuste.

Tabla 6.10: Valores de los elementos del integrador de Grafo de Sefial sin Ajuste.

a Ri/Ry(KQ) | C(nF) | Rpjas1(KQ) | Rpias2(KQ) | Rpias3(KQ) | Rpjasa(KQ) | Rpjasc(K2) Vpp(V)
0.10 1.0 100 164 200 164 220 260 0.1
0.20 1.0 100 192 238 151 290 260 0.08
0.30 1.0 100 192 266 151 490 260 0.06
0.40 1.0 100 205 286 153 525 260 0.04
0.50 1.0 100 291 286 82 694 260 0.04
0.60 1.0 100 291 373 82 1000 260 0.04
0.70 1.0 100 246 480 82 2000 260 0.04
0.80 1.0 100 349 571 48 2000 260 0.04
0.85 1.0 100 371 971 41 3000 260 0.04
0.90 1.0 100 420 971 36 3000 260 0.02
0.95 1.0 100 500 1764 16 3000 260 0.04

Tabla 6.11: Valores de los elementos del integrador de Grafo de Sefial con Ajuste.

a R1/R:(KQ) | C(nF) Rpiast (KQ) Rpiase (KQ) Rpias3 (KQ) Rbias4(KQ) RbiasC(KQ) Vpp(V)
0.10 1.0 100 164 188 164 200 160 0.1
0.20 1.0 100 192 208 151 275 156 0.08
0.30 1.0 100 192 256 151 310 146 0.08
0.40 1.0 100 192 267 151 438 178 0.06
0.50 1.0 100 295 412 153 524 178 0.04
0.60 1.0 100 291 252 82 646 310 0.04
0.70 1.0 100 291 347 82 927 310 0.04
0.80 1.0 100 292 300 48 1360 530 0.04
0.85 1.0 100 372 368 41 1344 530 0.04
0.90 1.0 100 372 403 41 1722 530 0.04
0.95 1.0 100 372 516 41 3000 530 0.04
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Apéndice 9: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Grafo
de Senal sin Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario por Grafo de Sefal.
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Figura 6.45: Integrador con a = 0.1
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Figura 6.46: Integrador con a = 0.2
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Figura 6.47: Integrador con a = 0.3
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Figura 6.48: Integrador con a = 0.4
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Figura 6.49: Integrador con a = 0.5
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Figura 6.50: Integrador con a = 0.6
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Figura 6.51: Integrador con a = 0.7
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Figura 6.52: Integrador con @ = 0.8
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Figura 6.53: Integrador con a = 0.85
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Figura 6.54: Integrador con a = 0.9
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Figura 6.55: Integrador con a = 0.95
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Apéndice 10: Resultados Experimentales del In-
tegrador Fraccionario por Grafo
de Senal con Ajuste.

En éste apéndice se agregan los resultados experimentales en el dominio de la frecuencia del
integrador fraccionario de Foster y Cauer con ajuste.
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Figura 6.56: Integrador con a = 0.1
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Figura 6.57: Integrador con a = 0.2
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Figura 6.58: Integrador con a = 0.3
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Figura 6.59: Integrador con @ = 0.4
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Figura 6.60: Integrador con a = 0.5
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Figura 6.61: Integrador con a = 0.6
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Figura 6.62: Integrador con a = 0.7
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Figura 6.63: Integrador con @ = 0.8
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Figura 6.64: Integrador con a = 0.85
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Figura 6.65: Integrador con a = 0.9
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Figura 6.66: Integrador con a = 0.95
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Sintesis de integradores de orden fraccionario
basado en filtros Butterworth y Chebyshev.

L. C. Lujano Hernandez', J. M. Mufioz Pacheco?, L. A. Sinchez Gaspariano®.

El calculo de orden fraccionario es un campo de investigacién con aplicaciones de
ciencia e ingenieria. Los integradores de orden fraccionario son bloques fundamentales
para obtener hardware electrénico aplicado al procesamiento de senales, sistemas
caoticos, disefio de filtros, biomedicina, sistemas de control, generadores de nimeros
aleatorios, etc. En la literatura, se pueden encontrar diversas propuestas para el disefio
electrénico de integradores de orden fraccionario las cuales se fundamentan en aproximar
el orden fraccionario mediante funciones de transferencia de orden entero utilizando
polinomios de alto grado. Sin embargo, estas aproximaciones resultan en redes pasivas tipo
escalera o T, donde los valores de los elementos resistivos y capacitivos son no comerciales.

En consecuencia, los circuitos resultantes no son aptos para una aplicacion.

En este marco de referencia, este articulo presenta una metodologia de sintesis de
integradores de orden fraccionario utilizando una funcién de transferencia de primer

orden. La funcién de transferencia de primer orden es retomada a partir de la
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aproximacion en el dominio de la frecuencia de la definicién de Riemman-Louville. Con
esto se busca reducir la complejidad de funciones de transferencia de érdenes superiores
sin sacrificar precision. Posteriormente, se utilizan los métodos de Filtros Butterworth y
Filtros Chebyshev tipo 1 para aproximar la funcién de transferencia de orden entero
mediante la suma de las respuestas de un filtro pasa-bajas y pasa-altas. En el dominio de la
frecuencia, se demuestra que los disefios propuestos representan adecuadamente la
ganancia (dB) y la fase (grados) de los integradores con ordenes fraccionarios desde 0.1

hasta 0.95 en pasos de 0.1.

Palabras clave: Integrador, Cdlculo fraccionario, Butterworth, Chebyshev, Riemman-

Louville, OpAmps.

1. Introduccion.

El cédlculo de orden fraccionario es utilizado en aplicaciones de multiples disciplinas
del conocimiento, una de ellas es la ingenieria electrénica [1]. Los circuitos de orden
fraccionario tienen aplicaciones en el procesamiento de sefiales [2], control automatico [3].
como también en el diseno de osciladores cadticos [4]. El disefio de integradores de orden
fraccionario se realiza por métodos de aproximacién en el dominio de la frecuencia. Hay
varias técnicas que buscan la racionalizacién del operador fraccionario, como el método
Charef, el método de Carlson, el método de Oustaloup, entre otros, que aproximan a
integradores fraccionarios con funciones de transferencia de hasta 5 orden [2]. Otros
métodos que existen en la literatura, es el disefio por medio de pasa bajas Butterworth. Sin
embargo, estas aproximaciones utilizan funciones de transferencia mayores a segundo
orden y los valores de sus elementos son no comerciales [5] y [6]. En este sentido, este
documento se enfoca a abordar una aproximacion en el dominio de la frecuencia de la
definicion de la derivada de orden fraccionario en el sentido de Riemann-Liouville,
sintetizarla usando filtros Butterworth y Chebyshev de tipo 1, y realizar andlisis en la
frecuencia del circuito propuesto. La funcién de transferencia que aproxima el
comportamiento de un integrador de orden fraccionario se muestra en (1). Donde « es el

orden fraccionario y se encuentra entre 0 y 1 [3].



s@ As + 1
A depende del orden fraccionario y se muestra en (2).
1+
A== 2)
1 -«

2. Sintesis del Integrador Fraccionario.
A. Filtros Butterworth y Chebyshev tipo 1.

La funcién de transferencia que aproxima el comportamiento del integrador
fraccionario se puede separar en un filtro pasa bajas y un filtro pasa altas, como se muestra
en (3).

1 A s

— = 3
sa As+1+As+1 ®)

1. Pasa bajas.

La funcién de transferencia del filtro pasa bajas se muestra en (4), tiene una

ganancia Gpb que se expresa en (5).

1
PbAs + 1
pr =A

Hpb(s) =G (4)

(5)
Para obtener los requisitos de diseno del filtro pasa bajas se necesita graficar el
diagrama de Bode de la funcién de transferencia con ganancia unitaria. En la Tabla 1 se
muestra los requisitos de disefio obtenidos para a desde 0.10 hasta 0.95, donde w, es la
frecuencia de corte, w; la frecuencia en la banda de rechazo, 4, la magnitud en la banda
de paso y A la magnitud en la banda de rechazo. El orden del filtro pasa bajas Butterworth

y Chebyshev tipo 1 obtenido mediante MATLAB es de primer orden para todo «a.

Tabla 1. Requisitos de disefio para el filtro pasa bajas del integrador fraccionario.

a | op (0 | o (T29) | 4p(aB) | 4, (aB)
0.10 0.816 1.0 3.0 4.00
0.20 0.665 1.0 3.0 5.12
0.30 0.538 1.0 3.0 6.50




0.40 0.427 1.0 3.0 8.10
0.50 0.333 1.0 3.0 10.0
0.60 0.249 1.0 3.0 12.3
0.70 0.170 1.0 3.0 15.2
0.80 0.111 1.0 3.0 19.2
0.85 0.081 1.0 3.0 21.9
0.90 0.052 1.0 3.0 25.6
0.95 0.025 1.0 3.0 31.9

Usando la herramienta de la referencia [7] calculamos los valores del circuito pasivo
de la Fig. 1 que corresponde al filtro pasa bajas de tipo . En la Tabla 2 se muestran los

valores de los elementos del circuito pasivo para a desde 0.10 hasta 0.95.

R,

Vin C— VongL

Fig. 1. Circuito pasa bajas de tipo 7.

La ecuacion (6) corresponde a la funcidn de transferencia del circuito pasa bajas de tipo
7, donde R; es la resistencia de carga, C el capacitor y R la resistencia de fuente.
Ry

(6)
S(R;.Rs.C) + (R, + Ry)

Hy(s) =

Tabla 2. Valores de los elementos del circuito pasa bajas tipo 7.

@ | R (Q) | Rs() | C(F)
010 1 1 2.44
020 1 1 3.00
030 | 1 1 3.71
040 | 1 1 4.67
050 | 1 1 6.04
0.60 | 1 1 8.01




2. Pasa Altas

0.70 1 11.33
0.80 1 17.97
0.85 1 24.63
0.90 1 38.00
0.95 1 77.93

Por otro lado, la funcién de transferencia del filtro pasa altas se muestra en (7) y

tiene una ganancia G,, que se expresa en (8).

De igual forma, para determinar los requisitos de disefio del filtro pasa altas se
necesita el diagrama de Bode de la funcién de transferencia con ganancia unitaria. En
Tabla 3 se muestra los requisitos de disefio obtenidos para a desde 0.10 hasta 0.95.

Entonces, se calculan los valores del circuito pasivo de la Fig. 2 en MATLAB [7], el cual

1
Hyp(s) = Gpp As + 1
1
Gpa = Z

corresponde a un filtro pasa altas de tipo T. En la Tabla 4 se muestran los valores de los

elementos del circuito pasivo para a desde 0.10 hasta 0.95.

Tabla 3. Requisitos de disefio para el filtro pasa altas del integrador fraccionario.

R;

C
| |

NV

I/!".‘.‘

+

Vru;r§R1

Fig. 2. Circuito pasa altas tipo T.

d
o [on () (25 tam | cam
0.10 0.818 1.0 3.0 18.3
0.20 0.667 1.0 3.0 16.6




0.30 0.538 1.0 3.0 14.8
0.40 0.427 1.0 3.0 12.9
0.50 0.333 1.0 3.0 10.8
0.60 0.249 1.0 3.0 8.58
0.70 0.176 1.0 3.0 6.14
0.80 0.111 1.0 3.0 20.9
0.85 0.081 1.0 3.0 18.2
0.90 0.052 1.0 3.0 20.0
0.95 0.025 1.0 3.0 28.2

Tabla 4. Valores de los elementos del circuito pasa altas tipo T.

a | R(Q) | Rs(Q) | C(F)
010 1 1 0.61
020 1 1 0.75
030 | 1 1 0.93
040 | 1 1 1.17
050 | 1 1 1.50
0.60 | 1 1 2.01
070 | 1 1 2.84
080 | 1 1 4.51
085| 1 1 6.17
090 | 1 1 9.49
095| 1 1 19.50

Ademas, la ecuacion (9) corresponde a la funcién de transferencia del circuito pasa
altas de tipo T.

s(C.Ry)

©)
sC(R, + R;) + 1

Hr(s) =



3. Integrador Fraccionario.

La figura 3 muestra el integrador fraccionario obtenido mediante filtros

Butterworth y Chebyshev de tipo 1. Los elementos Ry, Ry, y C; corresponden al filtro pasa

bajas, mientras que los elementos R,s, R,; y C, corresponden al filtro pasa altas. Los

resistores Ry, R,y R; aportan la ganancia para cada filtro como se muestra en (10) y (11),

mientras que los resistores R, y Rs generan una ganancia unitaria para eliminar el signo

del sumado amplificador inversor. En la Tabla 5 se muestra la ganancia y los valores de

resistencia que corresponde a cada orden a.

Tabla 5. Valores de ganancias.

Rs
D
Rs
DR

a | Ri(Q)| R2(Q) | R3(Q) | Gpp | Gpa
0.10 led 1.49¢° 1.22¢3 1.22 | 0.81
0.20 let 2.25e3 1.50e® 1.50 | 0.66
0.30 le? 3.44¢° 1.85€3 1.85 | 0.53
0.40 1ed 5.44¢3 2.33¢° 2.33 | 0.42
0.50 le? 9.00¢® 3.00¢? 3.00 | 0.33
0.60 le? 16.00€® 4.00¢e? 4.00 | 0.25
0.70 le? 32.11¢€° 5.66¢* 5.66 | 0.17
0.80 le? 81.00¢€3 9.00e3 9.00 | 0.11
0.85 led 152.10e® | 12.33e® | 12.33 | 0.08
0.90 le? 361.00e® | 19.00e* | 19.00 | 0.05
0.95 le? 1.52¢€° 39.00e® | 39.00 | 0.02
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Fig. 3. Integrador fraccionario sintetizado por filtros Butterworth y Chebyshev tipo 1.
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Aplicando el escalamiento en impedancia, podemos obtener valores comerciales para el

filtro pasa bajas y filtro pasa altas. En la Tabla 6 se muestran los capacitores como valores

comerciales.

Tabla 6. Valores de ganancias.

@ | Ri5(Q) | Ry,(Q) | Ras(Q) | Rz (R) | R1(Q) | R(Q) | R3(Q) | C1(F) | C2(F)
0.10 | 244e3 244¢e3 610e® 610e® | 1.00e® | 1.49e®* | 1.22e* | 10e® le*
0.20 | 300e? 300e® 750e? 750e® | 1.00e® | 2.25e* | 1.50e® | 10e® le*
0.30 | 371¢® 371e? 930e® | 930e® | 1.00e®* | 3.44e®* | 1.85e®* | 10e® le®
0.40 | 467¢€ 467¢® 117¢3 117e® | 1.00e® | 5.44e* | 2.33e® | 10e® | 10e*
0.50 | 604¢3 604e® 150e3 150e®* | 1.00e® | 9.00e* | 3.00e* | 10e® | 10e®
0.60 | 801¢? 801e® 201e® 201e® | 1.00e® | 16.00e® | 4.00e® | 10e® | 10e®
0.70 | 515e3 515e® 284e® | 284e® | 1.00e® | 32.11e® | 5.66e® | 22e*® | 10e*
0.80 | 816.81€® | 816.81e® | 451e® | 451e® | 1.00e® | 81.00e® | 9.00e® | 22e® | 10e®
0.85 | 1.12¢° 1.12e¢ 617¢® 617e® | 1.00e® | 152.10e® | 12.33e3 | 22e® | 10e®
0.90 | 1.72¢° 1.72e€° 949e* | 949e* | 1.00e® | 361.00e® | 19.00e® | 22e*® | 10e*
0.95 | 3.54¢° 3.54e® | 1.96e° | 1.96e® | 1.00e® | 1.52e® | 39.00e®| 22e® | 10e*

3. Analisis de la Respuesta en Frecuencia del integrador Propuesto.

La respuesta en frecuencia del integrador de orden fraccionario sintetizado

mediante filtros Butterworth y Chebyshev tipo I mostrado en la Fig. 3, se muestra en la Fig.

4. En particular se muestra la ganancia en dB y la fase en grados, respecto a la frecuencia

enrad/s. Se observa que la pendiente de cada uno de los integradores depende del orden

fraccionario. Conforme el orden fraccionario se aproxima a 0, la pendiente también tiende

a un valor menor comparado a ordenes fraccionarios cercanos a 1. Esto concuerda

correctamente con la teoria la cual menciona que la pendiente se define por 20a dB/dec.




Finalmente, la Tabla 7 indica la pendiente medida, asi como el error. Cuando a = 0.6, el

error €s mayor.

Tabla 7. Media de la pendiente y error calculado del integrador fraccionario.

Pendiente ideal Pend‘lente (dB /.Dec:) Error en la pendiente
a (dB / Dec) obtenida por'el circuito (dB / Dec)
de la Fig. 3
0.10 -2 -2.79 -0.79
0.20 -4 -5.54 -1.54
0.30 -6 -8.29 -1.29
0.40 -8 -10.90 -2.90
0.50 -10 -13.39 -3.39
0.60 -12 -15.60 -3.60
0.70 -14 -17.48 -3.48
0.80 -16 -18.89 -2.89
0.85 -17 -19.38 -2.38
0.90 -18 -19.73 -1.73
0.95 -19 -19.93 -0.93

Magpnitud (dB)

Fase (deg)

10 10° 10' 10
Frecuencia (rad/s)

10

Fig. 4. Respuesta en frecuencia del integrador fraccionario.



4. Conclusiones

En este trabajo se presentd la sintesis de integradores de orden fraccionario desde
0.1 hasta 0.95 mediante la técnica de filtros Butterworth y Chebyshev. Dado que la
aproximacion al integrador fraccionario se realizé mediante la suma de funciones de
transferencia de primer orden pasa-bajas y pasa-altas, condujo a obtener el circuito de la
Fig. 3 independientemente si se utiliza Butterworth o Chebyshev. También se observé que
aun cuando la funcién de transferencia que aproxima al orden fraccionario es de primer
orden, el error obtenido no es mayor a 0.6 dB. Una de las ventajas del circuito del
integrador fraccionario propuesto es que los valores de los capacitores son comerciales, y

por lo tanto el esfuerzo del disefio se reduce considerablemente.

Este integrador fraccionario propuesto puede ser util en sistemas de control,
procesamiento de sefiales, sistemas dinamicos no lineales. En particular, el trabajo a futuro
se centra en realizar experimentalmente osciladores cadticos de orden fraccionario

utilizando la metodologia de sintesis propuesta.

Agradecimiento: El becario Luis Carlos Lujano Herndndez (CVU:1003956) agradece al
Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) por el apoyo otorgado para la beca de estudios
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Sintesis basada en Filtros Butterworth de
Osciladores Caodticos con Derivadas de
Orden Arbitrario *
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Resumen: En este trabajo se presenta la sintesis de un integrador de orden fraccionario, usando
el método de filtro Butterworth. A partir de una funcién de transferencia de primer orden
que aproxima al integrador fraccionario desde la definicién de Riemann-Liouville obtenemos
filtros de primer orden. Para corroborar el método propuesto, analizamos los integradores de
orden fraccionario con ordenes desde o =0.1 hasta o =0.95 en el dominio de la frecuencia. Se
encontré que la pendiente de la magnitud se aproxima adecuadamente a la ideal. Ademas, a
diferencia con las técnicas tradicionales para el disenio de integradores de orden fraccionario, el
método propuesto converge en su mayoria a valores comerciales de los elementos del circuito
reduciendo la complejidad de la implementacién fisica. Finalmente, aplicamos nuestra técnica
al diseno de un sistema cadtico de orden fraccionario que presenta un atractor con multiples
enrrollamientos. Los resultados obtenidos estdn en una corecta concordancia con la teoria

relacionada.

Keywords: Butterworth, Caético, Chebyshev, Fraccionario, Integrador, Oscilador.

1. INTRODUCCION

El célculo fraccionario surge a partir del cdlculo de orden
entero, pero ha sido desarrollado con mayor interés en las
ultimas décadas (Machado et al., 2011; David et al., 2011;
Tavazoei, 2020; Sun et al., 2011, 2018). Desde el inicio de
la teorfa del calculo diferencial e integral de orden entero,
matematicos como Euler y Leibniz desarrollaron sus ideas
sobre el cdlculo de derivadas e integrales de orden no
entero. En 1812 Laplace defini6é una derivada fraccionaria
con el uso de una integral. Desde el nacimiento del calculo
de orden fraccionario han surgido varias definiciones de
derivacion e integracion de orden no entero, esto se
debe a que el concepto de calculo fraccionario ha sido
objeto de varios enfoques. Dentro de las definiciones
mas importantes se encuentra la definicion de Riemann-
Liouville, en la ecuacién (1) se muestra la definicién que
aproxima al integrador de orden fraccionario. (Pacheco
et al., 2021).

oDFf(t) = Tn—a) (i)n/tjwm (1)

1
n—«) t—T

* El becario Luis Carlos Lujano Herndndez (CVU:1003956)
agradece al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT)
por el apoyo otorgado para la beca de estudios de maestria.

El diseno de integradores y derivadores de orden frac-
cionario se realizan en el dominio de la frecuencia. Hay
varias técnicas que buscan la racionalizacién del operador
fraccionario a como el método Charef, el método de Carl-
son, el método de Oustaloup, entre otros (Charef et al.,
1992; Charef, 2006; Montero et al., 2017; Kapoulea et al.,
2018; Pacheco et al., 2021). El método de Charef tiene una
mejor relacién entre complejidad y precisién al aproximar
la pendiente del integrador de orden fraccionario S% con
un nimero de pendientes de -20 dB/Decada conectadas en
zigzag con una pendiente de 0 dB/Decada (Charef et al.,
1992; Charef, 2006; Serrano, 2017). Con este método se
obtiene la precisién deseada y que dependeréd del orden
de la funcién de transferencia que aproxima al inte-
grador fraccionario. El problema de estas realizaciones es
su implementacién fisica, puesto que los valores de los
componentes que forman parte de la red pasiva son de
valores no comerciales, al aproximar estos valores desvian
la pendiente y agrega un error al orden en el que se disena.
(Bertsias et al., 2019; Mahata et al., 2020; Kapoulea et al.,
2018; Pacheco et al., 2021).

En este trabajo nos enfocamos en abordar una funcion
de transferencia de primer orden desde la definiciéon de
Riemann-Liouville, para sintetizarla usando el método de
Butterworth. Posteriormente, la funcién de transferencia
se caracteriza en el dominio de la frecuencia para identi-
ficar su rendimiento y tasa de error en donde la pendiente



del integrador se determina considerando las tolerancias
de elementos comerciales. Finalmente, como ejemplo de
aplicacion, el integrador fraccionario propuesto se utiliza
para disenar un oscilador caético de 2-enrrollamientos y 4-
enrrollamientos con orden fraccionario o = 0.9. Los resul-
tados de simulacion en el software de circuitos SPICE con-
firman el resultado esperado para el oscilador cadtico de
orden fraccionario demonstrando que el método propuesto
es adecuado para la implementacién fisica de osciladores
cadticos dado que el 90% de los valores son comerciales. ’

2. APRIXIMACION BUTTERWORTH PARA
INTEGRADORES DE ORDEN FRACCIONARIO

La funcién de transferencia de la ecuacién (2) es aproxi-
mada a partir de la definiciéon de Riemann-Liouville. Es
una funcion de transferencia de primer orden, y no au-
menta ni disminuye el orden de la funcién de transferencia
al cambiar el orden « del integrador de orden fraccionario.

1 s+ A

= 9
s As+1’ (2)

donde A depende del orden del integrador fraccionario:
1+«
. 3
T 3)

A:

La funcién de transferencia de la ecuacién (2) puede
separase en una suma de filtros pasa bajas y pasa altas,
como se muestra en la ecuacién (4).

1 s A

- - 4 4
s« As+1+As+1 (4)

2.1 Filtro Pasa Bajas

En el caso del filtro pasa bajas, se toma el segundo
término de la ecuacién (4), asociada a una respuesta tipo
pasa bajas, para determinar el coeficiente de ganancia.
Esto nos ayuda a identificar los requisitos del disefio
del filtro pasa bajas con el diagrama de Bode de la
funcién de transferencia con ganancia unitaria. La funcién
de transferencia del filtro pasa bajas se muestra en la
ecuacion (5).
1
Hyp(s) = prm, (5)

donde la ganancia del filtro pasa bajas es Gy y se calcula
con el factor A, como se muestra en la ecuacién (6).

G = A. (6)

Del diagrama de Bode obtenemos los requisitos de diseno,
como la frecuencia de corte (wp), la frecuencia en la banda
de rechazo (ws), magnitud en la frecuencia de corte (A4,)
y la magnitud en la banda de rechazo (As). En la Fig. 1
se muestra el diagrama de Bode del filtro pasa bajas con
ganancia unitaria con orden a = 0.9, ademés se muestran
los requisitos de diseno en la Tabla 1 para érdenes desde
a =0.1 hasta a =0.95.

w,
System: Hpb

Frequency (rad/s): 0.0525
Magnitude (dB): -3

=)
T
I

o

Magnitud (dB)

-20 nl
System: Hpb
Frequency (rad/s): 1
Magnitude (dB): -25.6

N

10 102 107" 10°
Frecuencia (rad/s)
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Fig. 1. Gréfica de Bode del filtro pasa bajas con a = 0.9.

Fig. 2. Circuito pasa bajas Butterworth tipo .

Para el caso del filtro pasa bajas de orden o =0.9, la
funcién de transferencia se muestra en la ecuacién (7). El
orden entero n de la funcién de transferencia Butterworth
para los érdenes no enteros « desde 0.1 hasta 0.95 es de
n=1.

1

Hoy(s) = Gpp—o.
PP 19s + 1

pb(s) (7)
La ecuacién de disefio (8) del filtro pasa bajas de la Fig. 2
toma en cuenta que los resistores Rs vy Ry, son del mismo
valor y ambos son iguales a Ry,

A
Rpp = 26. (8)
Con la ecuacién (8) se puede proponer un valor de ca-
pacitor comercial y ajustar los valores de resistores para
disenar el filtro pasa bajas Butterworth, tomando en
cuenta el factor A que depende del orden del integrador
fraccionario de la ecuacién (3).

La Tabla 2 muestra los valores normalizados de capacitor

Tabla 1. Requisitos de disefio del filtro pasa
bajas Butterworth.

@ wp (rad/s) ws (rad/s) Ap (dB) As (dB)
0.1 0.816 1.0 -3.0 -4.00
0.2 0.665 1.0 -3.0 -5.12
0.3 0.538 1.0 -3.0 -6.50
0.4 0.427 1.0 -3.0 -8.10
0.5 0.333 1.0 -3.0 -10.00
0.6 0.249 1.0 -3.0 -12.30
0.7 0.170 1.0 -3.0 -15.20
0.8 0.111 1.0 -3.0 -19.20
0.85 0.081 1.0 -3.0 -21.90
0.9 0.052 1.0 -3.0 -25.60
0.95 0.025 1.0 -3.0 -31.90
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Fig. 3. Grafica de Bode del filtro pasa altas con o = 0.9.

para el circuito pasa bajas Butterworth tipo 7, para inte-
gradores de orden fraccionario de a =0.1 hasta o =0.95.

Tabla 2. Valores de elementos para el filtro
pasa bajas Butterworth tipo 7.

o Rs(Q) Ry (Q) C(F)
0.1 2.44 2.44 1.0
02 3.0 3.00 1.0
03 371 3.71 1.0
0.4 4.67 4.67 1.0
05  6.00 6.00 1.0
06  8.00 8.00 1.0
0.7 11.34 11.34 1.0
08 1800 1800 10
085 2468 2468 1.0
09 3800 3800 10
095 7800 7800 10

2.2 Filtro Pasa Altas

La funcién de transferencia del filtro pasa altas se muestra
en la ecuacién (9).

Hpa(s) = Gpa—

maT ©)
donde G, es la ganancia del filtro pasa altas y es igual a
la ecuacién (10).
1

Gpa = 1 (10)
De la gréfica de Bode del filtro pasa altas podemos
encontrar los requisitos de disenio. La Fig. 3 muestra
la gréfica de Bode del filtro pasa altas Butterworth del
integrador de orden fraccionario de orden o =0.9. Con
la grafica obtenemos la frecuencia de corte, la frecuencia
en la banda de rechazo, la magnitud en la frecuencia de
corte y la magnitud en la banda de rechazo. La Tabla 3
muestra los requisitos de diseno para el filtro pasa altas
Butterworth desde 6rdenes del integrador fraccionario de
a =0.1 hasta a =0.95.

El filtro pasa altas de Butterworth obtenido a partir
de los requisitos de diseno para el orden fraccionario
de a@ =0.9 se muestra en la ecuacién (11), donde la

+

‘/in ‘/out RL

Fig. 4. Circuito Pasa Altas Butterworth tipo 7.

funcién de transferencia es de primer orden. Igual que
el caso anterior, se encontré que los érdenes o =0.1 hasta
a =0.95, se aproximan mediante un filtro pasa altas de
primer orden n = 1.

(11)

Para facilitar el diseno del filtro pasa altas encontramos la
ecuacién de disefio expresada en la ecuacién (12), donde
los resistores R, y Ry, son iguales a R,.

1A

Rpa = 56 (12)

El factor A depende el orden del integrador fraccionario
y se puede calcular desde la ecuacién (3). La Tabla 4
muestra los valores normalizados para el filtro pasa altas
Butterworth tipo T (Fig. 4) para integradores desde
a =0.1 hasta o =0.95.

Tabla 3. Requisitos de disenio del filtro pasa
altas Butterworth.

a wp (rad/s) ws (rad/s) Ap (dB) As (dB)
0.1 0.818 1.0 -3.0 -18.30
0.2 0.667 1.0 -3.0 -16.60
0.3 0.538 1.0 -3.0 -14.80
0.4 0.427 1.0 -3.0 -12.90
0.5 0.333 1.0 -3.0 -10.80
0.6 0.249 1.0 -3.0 -8.58
0.7 0.176 1.0 -3.0 -6.14
0.8 0.111 1.0 -3.0 -20.90
0.85 0.081 1.0 -3.0 -18.20
0.9 0.052 1.0 -3.0 -20.00
0.95 0.025 1.0 -3.0 -28.20

Tabla 4. Valores de elementos para el filtro
pasa altas Butterworth tipo T.

a Rs(Q) Rp(Q) C(F)
0.1 0.61 0.61 1.0
0.2 0.75 0.75 1.0
0.3 0.93 0.93 1.0
0.4 1.16 1.16 1.0
0.5 1.50 1.50 1.0
0.6 2.00 2.00 1.0
0.7 2.83 2.83 1.0
0.8 4.50 4.50 1.0

0.85 6.16 6.16 1.0
0.9 9.50 9.50 1.0

0.95 19.50 19.50 1.0
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Fig. 5. Integrador de orden fraccionario propuesto para la
ecuacién (4) usando los filtros Butterworth de la Fig.
2 y Fig. 4.

2.3 Integrador s%

El integrador fraccionario se conforma de la suma de las
respuestas de un filtro pasa bajas Butterworth y un filtro
pasa altas Butterworth como se muestra en la Fig. 5.
El sumador inversor también amplifica las respuestas de
salida de cada filtro, de tal forma que los resistores Ry,
Ry y R3 se seleccionan para obtener la ganancia Gy, de
la ecuacién (6) y la ganancia Gp, de la ecuacién (10). La
Tabla 5 muestra las ganancias para el filtro pasa bajas
Butterworth y filtro pasa altas Butterworth desde o =0.1
hasta a =0.95.

Tabla 5. Ganancias para los filtros Butter-
worth pasa bajas y pasa altas.

o Ri(Q R(Q) R3s(Q) Gp Gpa
0.1 1e3 1.49¢3 1.22¢3 1.22  0.81
0.2 1e3 2.25¢3 1.50e3 1.50  0.66
0.3 1e3 3.44€3 1.85e3 1.85  0.53
0.4 1e3 5.44e3 2.33¢€3 2,33 0.42
0.5 1e3 9.00e3 3.00e3 3.00 0.33
0.6 1e3 16.00e3 4.00e3 4.00 0.25
0.7 1e3 32.11€3 5.66e3 5.66  0.17
0.8 1e3 81.00e3 9.00e3 9.00 0.11
0.85 1e3 152.10e®  12.33¢3  12.33  0.08
0.9 1e3 361.00e3  19.00e®  19.00 0.05
0.95 1e3 1.52€6 39.00e3  39.00 0.02

Posteriormente, se realizé un escalamiento en impedancia
con el objetivo de obtener valores de capacitores comer-
ciales en el circuito del integrador fraccionario. La Tabla 6
muestra los valores escalados del circuito del integrador
de orden fraccionario de la Fig. 5, mientras que la Fig. 6
muestra el comportamiento del integrador de orden frac-
cionario en el dominio de la frecuencia con érdenes o =0.1
hasta o =0.95.

Para determinar si los resultados a nivel circuito (Fig. 5)
reproducen el comportamiento esperado a nivel tedrico
comparamos la pendiente obtenida con la ecuacién (4)
respecto a la pendiente medida con el simulador de
circuitos SPICE de la Fig. 6, la cual es el resultado
de la respuesta en frecuencia del integrador de orden
fraccionario propuesto de la Fig. 5

En la Tabla 7 se muestra el resultado de la comparacion.
Se observa que el mayor error se presenta en el orden de

Magnitud (dB)

Fase (Grados)

-80 !
10° 102 10°
Frecuencia (Hz)

Fig. 6. Respuesta en frecuencia del integrador de orden
fraccionario propuesto (Fig. 5) obtenida mediante el
simulador de circuitos SPICE.

0.6, siendo de hasta -3.601 dB/Dec. El error tiende a dis-
minuir para érdenes fraccionarios pequenos y grandes, es
decir, cuando se aproximan a cero y uno, respectivamente.

Es importante mencionar que la realizacién fisica del
integrador fraccionario propuesto es factible debido a que
los capacitores son de valor comercial. Por otro lado,
el valor de los resistores son facilmente realizables con
potencidémetros de presicién (ver Tabla 6). Finalmente,

Tabla 6. Valores de resistores y capacitores del
integrador fraccionario de la Fig. 5.

a Ris Ry, Ras Rap, C1 Ca

@ ©) @  ©@  ® (¥
0.1 244¢3 244¢3 610e3  610e3 10e 6 1e~©
0.2 300e3 300e? 750e®  750e3  10e=6  1le~ S
0.3 371e3 371e 930e?  930e3 10e=6 1e 6
0.4 467e3 467e3 117¢3  117¢3  10e=6  10e~6
0.5 604e3 604e3 150e3  150e3  10e=6  10e~6
0.6 801e? 801e3 201e®  201e3  10e™ % 10e6
0.7 515e3 515e3 284e3  284e3  22e 6  10e=6
0.8 816.81e® 816.81e3  45le®  451le3 22¢= 6%  10e 6
0.85 1.12€8 1.12€8 617e3  617e3  22e=6  10e=6
0.9 1.72€8 1.72€8 949e3  949e3  22e=6  10e=6
0.95 3.54¢5 3.54¢€8 1.96e  1.96e% 22e=6  10e=6

Tabla 7. Comparacién entre resultados

tedricos respecto al integrador fraccionario
propuesto de la Fig. 5.

o Pendiente Pendiente Error
ideal ec. (4)  circuito Fig. 6  (dB/Dec)
(dB/Dec) (dB/Dec)

0.1 -2 —2.791 —-0.791
0.2 —4 —5.547 —1.547
0.3 —6 —8.293 —2.293
0.4 -8 —10.909 —2.909
0.5 —10 —13.398 —3.398
0.6 —12 —15.601 —3.601
0.7 —14 —17.488 —3.488
0.8 —16 —17.899 —1.899
0.85 —17 —18.387 —1.387
0.9 —18 —18.738 —0.738
0.95 —19 —19.336 —0.336
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(v,z),Sum

Fig. 7. Circuito (Int-Gain) para generar la seniales de sal-
ida (z,y, z). El bloque Int corresponde al integrador
propuesto de la Fig. 5.

Ryaq

Int_Gain

Sum

R

Fig. 8. Circuito para generar la senal de salida z.

los amplificadores operacionales son TL081. Por lo tanto,
todos los dispositivos son de uso comtn y disponibles
comercialmente.

3. OSCILADOR CAOTICO DE MULTIPLES
ENRROLLAMIENTOS

En esta seccién se muestra un ejemplo de aplicacion de
integrador fraccionario propuesto en la seccién anterior.
Basados en el trabajo de (Deng and Lii, 2006), el oscilador
caotico de Lii se describe con las ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario (13), (14) y (15), donde a = 2,
b=1¢ =06y d = 2. f(z) es una funcion PWL
(piecewise-linear, por sus siglas en inglés) .

D% =y (13)
DYy ==z (14)
D% = —ax — by — cz + dy f(x) (15)

Aplicando la metodologia de disefio propuesta, en la Fig. 7
se presenta el circuito que sintetiza las ecuaciones (13)
y (14) del oscilador caético. En particular, el bloque
Int se relaciona con el integrador de orden fraccionario
de la Fig. 5. Las salidas de los integradores de orden
fraccionario es amplificada con una ganancia de 3 para
el caso particular de o =0.90. Por otro lado, el circuito
de la Fig. 8 sintetiza a la ecuacién (15), donde la senal
Sum es integrada por el bloque Int_Gain y obtener
la senial de salida z. El bloque Int Gain se relaciona
con la Fig. 7. Ademas, las Figs. 9 y 10 corresponden
a la funcién f(z) para obtener un oscilador cadtico de
2 o 4 enrollamientos, respectivamente. Finalmente,
la Tabla 8 muestra los valores de los componentes del
oscilador caético de Lii de orden v =0.90. Es importante

R. R,
(xyz)

Ry
R;
x%m

Fig. 9. Circuito de la funcién f(z) para generar un os-
cilador cadtico de 2 enrollamientos.

Ry
R R
v +
+ q Rf
R;
r | N R(
| f(@)
; +
Ry
R; R

Fig. 10. Circuito de la funcién f(z) para generar un
oscilador cadtico de 4 enrollamientos.

Tabla 8. Valores para el circuito del oscilador
cadtico de orden o =0.90.

Elemento  Valor  Elemento Valor
Ris(kQ)  19.02  Ci(uF) 10.00
Ry (kQ) 19.02  Ras(kQ) 4.75
Co(pF) 10.00 R (k) 4.75
Ry (k) 1.00 Ra (k) 361.00
R3(kQ) 19.00 R4 (k) 10.00
Rs5 (k) 20.00 R (k) 2.20
Re(kQ) 6.80 R, (kQ) 10.00
Rq(kQ) 10.00 Riq (k) 10.00
Ry, (EQ)  20.00 Rip (k) 10.00
Ry (kS2) 10.00 R;c(kQ) 10.00
Ry (k) 6.00 R(kS2) 10.00
R;q(kS2) 10.00  Ryq(kS2) 20.00

Tabla 9. Voltajes para la funcién PWL f(z).

Elemento Valor Elemento Valor
R; (k) 1.00 Ry (MSQ) 1.00
Rc(kQ) 149.60 Vi (v) 1.85

V_(v) -1.90 Vss(v) 15.00
Ve ((v) -15.00 Vsat(v) + 14.60

mencionar que los integradores fraccionarios se escalaron
en frecuencia, en el caso de los integradores de orden
a =0.90, el escalamiento es de 1.67Hz en la frecuencia
de corte (factor de escalamiento 200 para el integrador
de a =0.90 normalizado). En la tabla 9 se muestran los
valores de voltaje para la funcién no lineal f(x) o PWL.

4. CONCLUSION

Se presenté una propuesta de disefio electrénico para
un integrador de orden fraccionario basado en filtros
Butterworth pasabajas y pasa altas. Usando el simu-
lador de circuitos SPICE, el anélisis de la respuesta en
frecuencia determiné que el error de aproximacién es



Fig. 11. Oscilador cadtico de Lii con @« = 0.9 con 2

enrollamientos.

Fig. 12. Oscilador cadtico de Li con @ = 0.9 con 4

enrollamientos.

aceptable en comparacién con realizaciones conocidas.
En particular, el error de aproximacién del integrador
fraccionario propuesto se reduce significativamente para
ordenes fraccionarios o > 0.8 Para demostrar la utilidad
del método propuesto, el integrador de orden o« =0.9 se
utilizé para la implementacion experimental del oscilador
cadtico de 2 y 4 enrrollamientos. Los resultados a nivel
circuito (Fig. 5 y Fig. 6) reproducen el comportamiento
esperado a nivel tedrico (ver Tabla 7). Las aplicaciones de
los integradores fraccionarios Butterworth son el campo
de la dindmica no lineal, disenio de controladores PID, y
diseno de emuladores de memristores.
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