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Introduccion

La mecédnica Hamiltoniana es un formalismo matematico desarrollado por
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) para describir la dindmica de un
sistema fisico. Desde el formalismo Hamiltoniano es posible resolver algunos
problemas mecanicos que no tienen solucién por otros medios; ademads
este formalismo tiene gran valor en algunos métodos en mecanica celeste,
mecdnica estadistica, Optica y otras areas de estudio [5]. El campo de estudio
de los sistemas integrables cldsicos nace junto con la Mecanica Clasica, con una
bisqueda de soluciones exactas a las ecuaciones de movimiento de Newton.
Fue en el siglo XIX cuando Liouville proporcioné un marco general que
caracteriza este tipo especial de sistemas mecénicos en el que las soluciones
son obtenidas resolviendo integrales y haciendo algunos calculos algebraicos.

Definicién 0.1. Un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad se dice
integrable (segiin Liouville) si existen n constantes de movimiento en involucion y
funcionalmente independientes.

Resulta indispensable encontrar una cantidad suficiente de constantes
de movimiento para determinar si un sistema Hamiltoniano es integrable.
Para ser mds especifico, necesitamos exactamente la misma cantidad de
constantes de movimiento que el niimero de grados de libertad del sistema
en cuestién, ademds de la involucién y la independencia funcional de dichas
constantes. Una constante de movimiento es una funcién diferenciable que
es constante en cada curva solucién de las ecuaciones de movimiento del
sistema. En involucién significa que {F;, F;} = 0, es decir, el paréntesis de
Poisson de F; y F; es cero, y funcionalmente independientes significa que el
subconjunto de puntos regulares del mapeo F = (Fy, ..., F,;) es denso en el
dominio de definicién de F. Liouville probé que la solucién de las ecuaciones
de movimiento de un sistema integrable se puede obtener por cuadraturas,
es decir, resolviendo un ntimero finito de ecuaciones algebraicas y calculando
un ndmero finito de integrales. Para mas detalles ver [4, 9, 16, 37, 43].

Los llamados sistemas bi-Hamiltonianos (auténomos) han sido estudiados

en conexién con la integrabilidad segtin Liouville. Se ha mostrado que si un
sistema de ecuaciones auténomo puede ser escrito en forma Hamiltoniana
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haciendo uso de dos estructuras simplécticas, satisfaciendo cierta condicién
de compatibilidad, entonces se pueden encontrar constantes de movimiento
en involucién; estas constantes estdn relacionadas por una ecuacién de
recurrencia (ver [29, 16]). En esta tesis se presenta el trabajo reportado en [41]
en el cual se extienden al caso no auténomo algunos resultados establecidos
para sistemas bi-Hamiltonianos auténomos.

No solo la integrabilidad segin Liouville es relevante, también la
integrabilidad segtin Lie es de suma importancia y es también estudiada en
esta tesis. El matemédtico noruego Marius Sophus Lie (1842-1899) desarroll6
los conceptos de grupo de Lie y dlgebra de Lie, y emple6 esta teoria para
resolver, o al menos simplificar, ecuaciones diferenciales ordinarias. El
resultado conocido como teorema de Lie, permite reducir el orden de un
sistema de ecuaciones diferenciales cuando se tienen simetrias del sistema
que forman un &lgebra de Lie soluble. Al principio Lie basé su trabajo en
analogfas con el trabajo del matemaético francés Evariste Galois en el que
desarroll6 la teorfa de grupos y la usé como herramienta para resolver
ecuaciones polinomiales [20].

Esta tesis estd organizada como sigue: En el capitulo 1 se muestra que
para un sistema Hamiltoniano con funcién Hamiltoniana posiblemente
dependiente del tiempo, la existencia de una transformacién canonoide
permite encontrar constantes de movimiento del sistema, dichas constantes
pueden depender explicitamente del tiempo. En el capitulo 1 también se
muestran otros resultados estrechamente relacionados con el desarrollo
de las transformaciones canonoides aunque no dependientes de este. En
el capitulo 2 estudiamos la integrabilidad segin Lie, presentamos los
resultados expuestos en [7], en el cual se presentan extensiones al caso
dependiente del tiempo de la integrabilidad segtn Lie establecida para
sistemas auténomos. Continuando con el capitulo 3, presentamos el trabajo
reportado en [8], en el cual se presenta el mapeo de momento y reduccién
para sistemas Hamiltonianos no auténomos (el mapeo de momento puede
depender explicitamente del tiempo). Finalmente en el capitulo 4 de esta
tesis, estudiamos los sistemas cudnticos, enfocindonos principalmente en
analogfas con los sistemas Hamiltonianos cldsicos, esto con el objetivo de
presentar resultados andlogos, entre ellos la introduccién de transformaciones
canonoides en sistemas cudnticos.

El lenguaje empleado en esta tesis es el estindar de este campo de
estudio. Conceptos como sistemas Hamiltonianos, constantes de movimiento,
estructuras simplécticas, variedades diferenciables, funciones y mapeos
diferenciables, formas diferenciales, tensores, ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales, campos vectoriales, grupos de Lie, dlgebras de
Lie, simetrfas, operador diferencial, entre otros, aparecen constantemente



en este texto, y su conocimiento es fundamental para la comprensién de
este trabajo. Algunos libros de texto en mecdnica Hamiltoniana, mecanica
cudntica, ecuaciones diferenciales y geometria diferencial, que pueden ser
considerados referencias para fijar la definicién de algtin objeto matematico
o el desarrollo de alguna técnica o procedimiento son [1, 2, 3, 15, 21, 22, 28, 36,
38].
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Capitulo 1

Sistemas bi-Hamiltonianos

En este capitulo se presentan extensiones al caso no auténomo de
algunos resultados establecidos para sistemas bi-Hamiltonianos auténomos.
Comenzamos presentando brevemente los resultados establecidos para
sistemas bi-Hamiltonianos auténomos.

Sea (M, w, H) un sistema Hamiltoniano auténomo. Si y es una segunda
estructura simpléctica sobre M, se puede definir un (1,1)-tensor S en M por
la relaciéon (Y, Z) = w(SY,Z) para cualquier par de campos vectoriales
Y, Z. F. Magri and C. Morosi [29] definen un sistema bi-Hamiltoniano como
un sistema Hamiltoniano auténomo (M, w,H ) con una segunda estructura
simpléctica compatible con el sistema hamiltoniano en el siguiente sentido: 7y
es compatible con el sistema dado si £x,7 = 0y Ns = 0, donde Xp es el
campo vectorial que define la dindmica del sistema (esto es, Xgw = —dH),
£x,, denota la derivada de Lie por X, y Ns es el tensor torsion de Nijenhuis
de S, definido por

Ns(Y,Z) = [SY,SZ] — S[SY, Z] — S[Y,SZ] + S*[Y, Z].

Si v es compatible con el sistema Hamiltoniano (M, w, H) entonces las
trazas de las potencias de la matriz (Sg) cuyas entradas son las componentes

del tensor S, son constantes de movimiento en involucién que no dependen
explicitamente del tiempo. Se tiene ademads que los eigenvalores de ( g) son

n = }dim M constantes de movimiento en involucién, que en el caso de

ser funcionalmente independientes nos llevaria a concluir que el sistema es
integrable (para detalles ver [16, 12, 25]).

A continuacién presentamos el trabajo reportado en [41], en el cual se usan
transformaciones canonoides para encontrar constantes de movimiento de
sistemas Hamiltonianos no auténomos, es decir, sistemas Hamiltonianos en
los que la funcién Hamiltoniana puede depender explicitamente del tiempo.
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14 CAPITULO 1. SISTEMAS BI-HAMILTONIANOS

Para detalles del formalismo de sistemas Hamiltonianos no auténomos ver
[38].

Consideremos un sistema Hamiltoniano (M x R,Q,H) con M una
variedad diferenciable de dimensién 2#. Sean (g, p;, t) coordenadas canénicas
en M xR, estoes, ) = dp; A dqi — dH A dt (en esta tesis tomamos el convenio
de suma sobre indices repetidos). La dindmica del sistema estd dada por el
campo vectorial Hamiltoniano Xp, el cual es el campo vectorial en M x IR tal
que Xy (t) =1y Xy2Q = 0. En coordenadas candnicas tenemos

9HI H I 2

" opag g op ot

con suma sobre indices repetidos, y las curvas integrales del campo vectorial
Hamiltoniano Xy son las curvas soluciones de las ecuaciones de Hamilton

. 9H . oH

-1 _

Definicién 1.1. Sea (M x R,Q, H) un sistema Hamiltoniano como arriba. Una
transformacién de coordenadas (Q'(q/,pj,t), Pi(¢/, pj,t)) que preserva la forma de
las ecuaciones de Hamilton, esto es,

oK . oK

. 9K K
Q=35 Pi==30

para alguna funcion K = K(Q, P;, t), se llama transformacion canonoide.

Se nota que una transformacién de coordenadas (Q'(¢/, pit), Pi(q, pirt))
es canonoide si y solo si existe una funcién K tal que

Xpa(dP; AdQ' — dK Adt) = 0.

Mediante un calculo directo tenemos
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dP; AdQ' — dK A dt
) i i i
= (apldp aPld J 4 aPldt) (aQ dps + a(qg dg’ + aQ dt)

ap; P T 9 ST T o ot
oK
— —dp; Adt — d A dt
_ R g PAQ ;. o (9P0Q0 R A :
= Bpj 3. dpj Adps + o0 9’ dg/ ANdg® + apj FYE aqs ap dp; Adg

oP;9Q" 9P, 0Q! 9K ' oP;0Q" 9P aQ" 9K
(8;7]-815 aap gy ) N (G ar ot ag ag) 4

1 1. ;
= —5lpppsldpjAdps = S1dq7ldg/ Adg” —[pj g°ldp; A dg?
oK ; oK ;
_[p. t] — . —[g! t] — ]
+ ( [pj t] ap]-> dp; Adt + ( 7, t] an‘> dg/ A dt,
donde [u,v] denota el paréntesis de Lagrange de las coordenadas u,v €

{ql,q2,...,q",p1,p2,..., pn} con respecto a las nuevas coordenadas Qi,PZ-,
definido por

" aa%i% - %aa%'
Luego se tiene que
Xyo(dP AdQ' —dK Adt) = (P]'Pl — 7, Pdgfj [t, o] + ;Z) i,
+ ( q, q/ —q, P]]gg it q'] + g;) ol
+ ((879] [t, P;]) g; + <[t,qf] N g;<]> gg) .

Esto es, Xy (dP; AdQ! — dK Adt) = 0siy solo si
oH oH oK

, t, — =0,
[pj Pl]aq] 7, Pl]ap bpl+ 5, =
oH oH 9K

j Lpl—= —[tqg']+= =0
9", q] o, [w]]aq] [,q]+aq,

ai,[t ] 8H+<[ '] 8K>8H_



16 CAPITULO 1. SISTEMAS BI-HAMILTONIANOS

Se nota que si la primera y la segunda ecuacion se tienen, entonces la tercera
también se tiene, asi que podemos quedarnos solo con las dos primeras
ecuaciones y desechar la tercera. Las reescribimos en la forma

I e P L )
apl =PI, P] aq] 120 ap] s P1l,
9K oOH OH
==+t q'].
py =1 Pilag - 9", q]ap [t.q]

La existencia de una funcién K satisfaciendo las ecuaciones anteriores es
equivalente a que la 1-forma

oH . OH 9H . 0H
7 7 1 — t/ d l, /] — t, ! d :
<[P1 Pilog ~ I q]apjﬂ Pz]) Pz+<[q Pil5s —la ‘”apﬁ[ q]) q

sea exacta.
Haciendo (x!,x2,...,x
anteriores toman la forma
oK
ox®

) = (ql,qz,...,q”,pl,pz,...,pn), las ecuaciones

=eM[xt, x ]gHv

+ [t 27,

donde (e"") es la matriz de orden 2n x 2n tal que las ecuaciones de Hamilton

tienen la forma x# = e*¥ gﬂ,, es decir, (") = _0 I é (" es la entrada
en el renglén p y columna v). Asi que la condicién de que la 1-forma de arriba
sea exacta, la cual significa que ajj ali 5 = afﬁzi;(ﬂ, es equivalente a
o[xP,x*] 0H 0°H ?’H  9[xP,x"]
pr QX VO p NI v Al
N T R R e e e i ‘

Asi que esta ultima ecuacién es una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de una funcién K, tal que la transformacién de
coordenadas (¢',p;) —— (Q!,P;) sea una transformacién canonoide con
nueva Hamiltoniana K.

Si se tiene una transforrnacic’)n canonoide (Q'(¢/, pit), P (g, pi,t)), se
define el tensor S = S% B ax"‘ ® dxP en coordenadas canénicas x* por

Sp = eMxP, xM]

entonces las funciones K, = %tr(S’”), para m > 1 son constantes de
movimiento, por lo tanto, también los valores propios de S son constantes de
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movimiento; en efecto, definiendo el tensor U = Ug % ® dxP en coordenadas

aA_9*H
9xroxP’

canénicas x# por Ug =€ se tiene que

ds}
B _q17Ach _ cA
—= = uish—shug,
en efecto
ds,/B\ AV AgH
_E e shug - ulsl = ﬁ
a[xP, x*] o[xP, x¥] dxV 0’H
— A ’ A ’ wr AR [V 0] VU _
T T LR M v ro
0’H
A [B V] UV
eMxP, x ]6‘3 axzxaxy[ - X X
o[xF,x*]  9[xP, x* H 0“‘H 0“H
_ A ’ ’ w -t o B x
€ ( TR Fo r A LR P ]8x“8x/‘)
o[xP, x*] o[xP,x*] H 0’°H 0’H
— A ’ nv ’ [inl 7173 D Vi WUV 5B
) ( TR ro r A R R P rer
=0
o, en forma matricial, 25 % =US—SU = [U,5], luego
d 1d m
%(Km) = *a(trs )
B 1 s .1
= mtr( dts )
= tr([S,U]s™ 1)
= 0.

Cabe remarcar que las funciones K, pueden ser constantes triviales
y podrian no estar en involucién. La mdaxima cantidad de constantes de
movimiento funcionalmente independiente que podemos obtener por este
medio es 1, ya que el polinomio caracteristico del producto de dos matrices
antisimétricas de orden 2n x 2n es el cuadrado de un polinomio de grado
n (ver [17]). Ademads si el tensor de Nijenhuis de S se anula entonces tales
constantes de movimiento estdn en involucién, es decir, la nulidad del tensor
de Nijenhuis es una condicién suficiente para la involucién de las constantes
de movimiento encontradas; se muestra con algunos ejemplos que no es una
condicién necesaria. El tensor de Nijenhuis de S se define por [16]

Ns(X,Y) = [SX,SY] — S[SX,Y] — S[X,SY] + S?[X, Y]

para cualquier par de campos vectoriales X,Y en M x IR; en coordenadas
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canodnicas tenemos

— 530S} — S3ArSk — Sh9uSp + Sh0pSk

ﬂéﬁ B

0
donde por simplicidad hemos escrito d, para denotar a — 3k . Se nota que
Nl (8™~ )b = 529\ Kin — 9Ky 1,
en efecto,

SZavKl - atJéKl+1 =
— Loa (s - Laatr(slﬂ)

1 I+1
= SY(,SH) (SR — (985 (SN
= SL@,SH)(STHE — sH@uSH (SR
= SU(8,53)(STHE — 51 (@uSh) (SHR + (Sh)hapst — (sh)5a,52
= SL@SH(S N — SH@uSH) (SR + 23S (S1E — Sh(au)) (YA
= [SU(@,S}) — S}(3aSY) + S (@pSY) — Sh(aySH)] (S

Asfi que si el tensor de Nijenhuis se anula, entonces SQE) AKim — 0xKyp41 =0, es
decir,
S2 K = 0 Kopi1,

lo que es equivalente a
6’“/\8/\Km = T’X/\a/\Km+1

donde T, = [x*,x*] y las funciones T*! son las entradas de la matriz inversa
de (T,), esto es, T Typ = (5%. Las ecuaciones €¥'9,K,, = T%'9,K,,41 se
Ilaman relaciones de recurrencia de Lenard [16].

Luego se tiene que

{Ks, K} = €"(0,Ks)(9vKp)
= TM(9,Ks41)(9vK))
= (0uKs11)e" (/K1)
= {Ker1, K}
Sin pérdida de generalidad, suponemos que [ > s, repetimos lo anterior / — s

veces y tenemos {Ks, K; } = {K;, Ks}, lo que implica que {K;, K;} = 0, es decir,
las constantes de movimiento estan en involucion.
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Finalmente se concluye que si S tiene exactamente n valores propios
diferentes y el tensor de Nijenhuis de S se anula, entonces se tienen n
constantes de movimiento (los valores propios de S) en involucién que
pueden depender explicitamente del tiempo.

Hasta ahora solo hemos considerado el tensor de Nijenhuis, pero el tensor
de Haantjes también es relevante en este contexto. El tensor de Nijenhuis de
un campo tensorial de tipo (1,1) fue definido en 1951 por Albert Nijenhuis,
quien fuera estudiante de el matematico Holandés J. A. Schouten. Por otro
lado, el tensor de Haantjes de un campo tensorial de tipo (1, 1) fue introducido
en 1951 como una generalizacion natural del tensor de Nijenhuis por Johannes
Haantjes, otro estudiante de J. A. Schouten [24]. Una nueva formulacién de la
integrabilidad de un sistema Hamiltoniano clasico basada en operadores de
Haantjes, estos son campos tensoriales de tipo (1,1) con tensor de Haantjes
nulo, ha sido presentada recientemente en [35], en el cual, la nocién de
variedad simpléctica de Haantjes o w’H variedad es introducida como espacio
fase natural para sistemas Hamiltaninos integrables. El tensor de Haantjes de
S se define por

Hs(X,Y) = S2Ng(X,Y) + Ng(SX,SY) — S(Ns(X,SY) + Ns(SX, Y)).

Es obvio que si el tensor de Nijenhuis de S se anula entonces tambien lo hace el
tensor de Haantjes de S, sin embargo, el reciproco no es cierto en general (ver
[24]). Las componentes del tensor de Haantjes de S en coordenadas locales son

(Hs)ap = SuSj(Ns)is + (Ns)],SiSy — ST ((Ns)ypSk + (Ns)igySp)-

En ejemplo 2 al final de este capitulo, mostramos que incluso si ni el tensor
de Nijenhuis de S ni el tensor de Haantjes de S se anulan, es posible obtener
constantes de movimiento en involucién por medio de el procedimiento
desarrollado anteriormente.

En el caso auténomo, el tensor S en cada punto p € M puede ser visto
como una transformacién del espacio tangente a M en p, T, M, en el mismo.
Se tiene un resultado conocido como el teorema de Nijenhuis (ver [19]):

Teorema 1.1. Si S es diagonalizable y el tensor de Nijenhuis de S se anula, entonces
cada espacio propio S ¢ de S y cada suma directa de espacios propios es una distribucién
integrable en el sentido de Frobenius. Ademds si f # gy 'V € Sg entonces V(g) =0,
es decir, el valor propio f de S depende solo de las coordenadas de la subvariedad
integral de la distribucién p — S¢(p).

Este resultado puede ser extendido al caso no auténomo de la siguiente
manera: Sean X, Y campos vectoriales en M x R, supongamos que X es vector
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propio de S con valor propio f y Y es vector propio de S con valor propio g,
estoes, SX = fXy SY = gY, luego

Ns(X,Y) = (S = /)(S =) X, Y]+ (f =8) (Y (/)X = X(g)Y)

de aqui que si f = g entonces N5(X,Y) = (S — f)?[x,y], ademas si Ng = 0
entonces

(8- X Y] =0,

luego como S es diagonalizable
(=X Y] =0,

asi que X, Y] € Sy, es decir, la distribucién Sy es integrable. Si f # gy Ns =0
entonces el campo vectorial

Hs(X,Y) = Ns(SX,SY) — SNs(SX,Y) — SNs(X,SY) + S*Ns(X,Y)
es cero, del hecho de que SX = fX y SY = gY se tiene que
0=Hs(X,Y) = (S - f*(S-g)[X,Y],

luego como S es diagonalizable, se tiene que [X,Y] € Sf + Sg, asi que la
distribucién S¢ + S, es integrable, ademas cualquier suma directa de espacios
propios es una distribucién integrable. Finalmente tenemos que si f # g

entonces
Ns(X,Y) = (f =) (Y(g§)X — X(f)Y),

por lo que
Y(9)X = X(f)Y =0,

lo que implica que Y(f) = X(g) = 0 ya que X y Y son independientes. Con
esto queda establecida la extensién de teorema de Nijenhuis a sistemas no
auténomos.

Por otro lado, remarcamos que la ecuacién ‘fi—f = [U, S] es fundamental
para este trabajo, algunos autores llaman a esta ecuacién, una ecuacién de
tipo Lax, en referencia al trabajo realizado por P. Lax [27]. Para un sistema
Hamiltoniano con 7 grados de libertad, un par de Lax se define como un par
de matrices L, M de orden n x n, funciones del espacio fase del sistema, tales
que las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como % = [M, L] (ver
[9]). Si se tiene un par de Lax L, M para un sistema dado, entonces los valores
propios de L son constantes de movimiento. Note que el par de matrices S, U
en este trabajo no es un par de Lax, en efecto, S y U son matrices funciones
del espacio fase del sistema dado, pero las ecuaciones de movimiento no
necesariamente pueden ser escritas en la forma ds = [U,S], ademés las

dt
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matrices S, U son de orden 2n X 2n; a pesar de esto, como ya se mostro, los
valores propios de S son constantes de movimiento.

En el libro [9] se presenta, para sistemas auténomos, un resultado que
establece una condicién suficiente y necesaria para la involucién de los valores
propios de una matriz L, con L, M un par de Lax. Antes de presentar dicho
resultado, veamos un breve resumen sobre producto tensorial de matrices,
también llamado producto de Kronecker. Si A es una matriz de orden a x b
y B es una matriz de orden ¢ x d, entonces el producto tensorial A ® B es la
matriz de orden ac x bd dada por

ApB -+ AyB
AeB=|
AuB -+ AgyB

Si K es una matriz cuadrada de orden n y Ej; es la base canénica del espacio
de matrices cuadradas de orden # entonces
K= ZKijEij‘

Se define
Ky =K®I=YKj(E;®1I),

K=1I®K= ZKi]'(I® Eij)'
donde I es la matriz identidad de orden n.

Se nota que {Ei]' & Ey }i,j,k,lzl,z,.u,n es una base para el espacio de productos
tensoriales de matrices cuadradas de orden 7, esto es, si r es el producto
tensorial de dos matrices cuadradas de orden #n entonces
r = Y tijkEij ® Eg.

Se define
r2 = LtijkEij @ Eg =1,
ra1 = L tijnEn ® Eijy
{K1, K2} = X{Kij, K } Ejj @ Egg.

Se tienen las siguientes propiedades: si A,B,C,D son matrices con
tamanos adecuados, entonces

1. tr(A®B) = tr(A)tr(B) y (A® B)(C® D) = (AC® BD),

2. si Ay B son invertibles, entonces A ® B es invertible,
(AB)"'=A"T1eBl,
Al=A"1®],
Al=10Aly
ATIA T =A@ AT = ASTAT
Para mas detalles ver [34].

El resultado tal como se presenta en [9] es el siguiente: Sea L, M un par
de Lax para un sistema con #n grados de libertad, supongamos que L es
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diagonalizable; los valores propios de L estdn en involucién si y solo si, existe
una matriz r que es el producto tensorial (o producto de Kronecker) de dos
matrices cuadradas de orden n tal que

{L1, Lo} = [r12, L1] — [r21, Lo),

A continuacién como una extensién del resultado anterior, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.2. Si tenemos un par de matrices S, U como antes, es decir, un par de
matrices de orden 2n X 2n, funciones del espacio fase de un sistema Hamiltoniano

‘ S .
no auténomo con n grados de libertad, tal que i [U, S], aunque las ecuaciones
. , ‘ das ,
de movimiento no necesariamente sean equivalentes a i U,S], si S es

diagonalizable, entonces tenemos que los valores propios de S estin en involucion
si y solo si existe r, producto tensorial de dos matrices 2n x 2n, tal que {S1,S2} =

[r12,81] — [r21, S2]-

De manera analoga a las definiciones anteriores de L1, Ly, 71, entre otras,
tenemos que si F;; es la base canénica de las matrices de orden 2n X 2n
entonces
S = Y¥.SiiEj,

S1=8S®I=YS;(FalI),
So=1®S=YS;(I®F),

r2 = L tijkFij & Fy,

1 = LtijkFasr;

y {51, 82} = X{Sij, Su} Fij @ Fu.

En este caso I es la matriz identidad de orden 2n x 2n.

Demostracion. Como S es diagonalizable, entonces existen matrices P y A con
A diagonal, tales que S = PAP~!. Supongamos primero que los valores
propios de S estdn en involucién y calculemos {51, S,}. Usando la regla de
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Leibniz tenemos

{51,8:} =

+

- -

+
+

{PL AP, P APy

{PLAIP[ 1, Py} APyt + P { Py AP, ApPy )

P{A1P[ Y, Py AsPyt + { P, Py} A1 P AgPy !t + Po{PL AP, AoPs )
{P, B} A1 P ApPy + Pi{ Ay, P} P ApPy t + PLA{P Y, Py Y APy
P{P A1P[ Y, Ap} Pyt + P Ay {P A P, Py

{Py, P} A1 P ApPyt + Pr{ Ay, P} P Ag Pyt + PLAL{P] Y, P} APy
Po{Py, Ay} A1 PP L+ PP {A P Y, Ak Pyt + Py AsP A (PP Y
Py Ay{P1Ay, Py} P!

{P, P}A1 P[P AyPyt + P{Ay, P2} P ASPs  + PLA{ P!, P} APy
Py{P;, Ag} A1 P P + PoPi{ Ay, AQYPL Pt + PP A { P Y, A Pyt
PyAsP A1{P Y, Py} + PyAgP { Ay, Py 1Y P  + Py Ay Py, Py Y A P!

Como los valores propios de S estan en involucién, entonces {A1, A} =0, ya
que como sabemos A es diagonal y los elementos de su diagonal principal son
los valores propios de S. Por lo tanto

{SI/SZ} =
_l’_
+

(P, Py} A Py AS Py Y+ P{Ay, P} P AgPy L 4+ PL A {P] L, P} APy
Py{Py, Ay} AP P + PaPL AL { P, Ag b Pyt + Py AgP Ay (P, Py}
PyAyPi{ Ay, Py Y P + P Ay{ Py, Py YA P

Consideremos los productos matriciales

Kia = {P1, P} P ' Py Koy = {Py, P} P 1P = — Ky,
Vig = Py{P1, Ap} PPy Y, Vi = Pi{Py, A1} Py P
Luego tenemos que

{51,8.} =

K125182 + 5152K12 — §51K1252 — 52K1251 — Vo155 + V1251 — 51Vio + 52V
K125251 — §1K1257 + 5152K12 — 52K1251 + V1251 — S51Vi2 — Vo152 + 52 Vo
1

§(K125251 — 52K1251 — $1K1252 + 515:Ky2)

1
E(K215251 — 55K5151 — $1K2152 + 5251Ka1)

V1281 — 51 V12 — Vo152 + So Vo

1 1
E[K1252 — 5Ky, 51] — E[Kﬂsl — 51Ko1, So] + [Viz, S1] — [Va1, S2)

1 1

E[[Klzf S2), 81] — E[[Kzl,sl],sz} + [Vi2, $1] — [Va1, S2]
1 1

(Vi2 + 5 [Ki2, S2], 51] — [Va1 + 5 [K21, 51, S2]

2 2



24 CAPITULO 1. SISTEMAS BI-HAMILTONIANOS

Si tomamos r;p = Vo + 5 [Klz, Sy] entonces rp1 = Vo1 + 5 [K21, Sily

{51,852} = [r12, S1] — [r21, S2],

como desedbamos probar.
Ahora supongamos que existe r producto tensorial de matrices tal que

{51,582} = [r12, S1] — [r21, S2,

usando la regla de Leibniz notamos que

{Slrsgl} = [‘112 ,S1)+ [bu , 5]

-1 m—1
donde al" = Y Zs’ Plg a7y ,5h s
p=04=0
-1 m-1
ybim = -y 251 R N
p=04=0
Tomando traza en la ecuacién {S}, Si'} = [‘112 ,S$1) + [blé”,Sz] obtenemos que

las funciones del espacio fase tr(S') estan en involucién, lo que es equivalente
a que los valores propios de S estén en involucién. Con esto finalizamos la
demostracién del teorema. O

Finalizamos esta seccién con algunos ejemplos. En el primer ejemplo
tenemos una transformacién canonoide para la cual el tensor de Nijenhuis
del tensor S se anula, asi que conseguimos n constantes de movimiento
en involucién. En el segundo y tercer ejemplo encontramos constantes de
movimiento en involucién incluso aunque el tensor de Nijenhuis no se anula.

Ejemplo 1: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canénicas (g, 42, p1, p2) y funcién Hamiltoniana

H(q', 4% p1,p2,t) = —5tq" +3t2¢% + py sint.
Se verifica facilmente que la transformacién de coordenadas

Ql — %(ql)Z,

QP = p+P+e,
b= pn,
P, = pa(1—g*—cost)—t3g* — t3cost — e,

es canonoide con nueva funcién Hamiltoniana

K = —5tQ' + (3t* + ") Q% + €' P,.
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(Estoes, Q' = 9K/dP; y P; = —9K/3Q".)
La matriz S = (S%) estd dada por

45 p1] [9%p) O [papil] g 0 0 0
s— | [@\pl [a%p2] [prp2] O [ 0 p+f 0 0
0 [¢%4% ld'pml 4% p2] o 0 4 0
[4%q'1 0 [¢Ap] (4%l 0 0 0 p+?

y los eigenvalores de S son
A= ql and Ay =p2+ £.

Se puede verificar que el tensor de Nijuenhuis de S se anula, por lo tanto las
funciones A; y Ay son constantes de movimiento en involucién, ademds se
nota que son funcionalmente independientes, asi que el sistema es integrable.

Ejemplo 2: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canénicas (g, 42, p1, p2) y funcién Hamiltoniana

H(q', 4% p1,p2,t) = (£ = 5t)py + 3t%py — tq' — g*sint.

Se verifica facilmente que la transformacién de coordenadas

Q' =4

Q* = p—2p+ 1

P = pi(32— 1Y) +q'(p1 — 32) + (p2 + cost)? — g% + §1° — 3t* + 13 + sin 2,
P, = —pz—cost—4et,

es canonoide con nueva funcién Hamiltoniana
K(QY, Q% Py, Py, t) = 3t2P; + Pysint — 2tQ' cos t? + 4e' Q°.

La matriz S es

0 22 — 1tt + g 0 -2

s_ 0 2(py + cost) 2 0

- 0 —p1+ 3t 0 0
p1— 182 0 32— 1t +q' 2(pr+ cost)

y los eigenvalores de S son

M :p2+cost+\/(pz+cost)2+t2—2p1

and

Ay = py+cost — \/(p2+cost)2+t2—2p1,
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asi que K = 4(py + cost) y Ky = 4t> — 8p1 + 8(p2 + cost)?. Se nota que estas
funciones son constantes de movimiento funcionalmente independientes en
involucién. Sin embargo, ni el tensor de Nijenhuis de S ni el tensor de Haantjes
de S se anulan, en efecto,

N2, = $19,5% — 539,53 — 529,55 + 529,57}
= 510453 -0-040
= 2p1 - t2

1
(Hs)ly = (26 — 4p1)(1 + 5> — Et‘* +24q").

La relacién de recurrencia de Lenard tampoco se cumple: tenemos 01K, =
0, pero
S19)K; = S194K; = 4py — 2t* # 0.

Ejemplo 3: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canénicas (q',4%,4%, p1, p2, p3) y funcién Hamiltoniana

H(q', 4% % p1, pa, pa,t) = tpr + 1p2® — efps — 542 — ¢ sint.

La transformacion de coordenadas

Q' = p,

Q* = piP+ps

Q = Pre

Pr = pi(p2 =5t — 5p2°),

P, = q'—p3—t*p; —e' —cost,

Py = g%(p3+cost+1)+ef(ps3+ cost),

es una transformacion canonoide con nueva funcién Hamiltoniana
K(Q', Q% Q% Py, Py, P3,t) = 5P + Pysint — 43P + e/ Q% + €' Q°.

La matriz (S%) es

—2p1 0 0 0 (4% — $5p2°) (p2 —5t) 2p1 — 2
0 p(t—p) 0 (P —{p2®)(5t—p2) 0 0
5 -1 0 7 +e 2 —2p; 0 0
0 0 0 —2p 0 ~1
0 0 0 0 p1(5t — p2) 0
0 0 0 0 0 7’ +et
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Los eigenvalores de S son
M=-2p1, Aa=pi5t—pa), Az=¢q +e

Se nota que al igual que en ejemplo anterior, estas funciones son constantes
de movimiento funcionalmente independientes en involucién. Sin embargo,
el tensor de Nijenhuis de S no se anula, en efecto,

Nis = 2p1(p2 — 5t) — p1(p2 — 5¢)%,
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Capitulo 2

El teorema de Lie

En este capitulo presentamos el trabajo reportado en [7], en el cual
desarrollamos parte importante del trabajo de Lie, un resultado conocido
como Teorema de Lie, y también una aplicacién de este teorema a sistemas
Hamiltonianos, finalmente extendemos estos resultados al caso dependiente
del tiempo.

Definicién 2.1. Un dlgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial real g equipado
con un mapeo bilineal [,] : g X g — g llamado corchete de Lie, que satisface

(X, Y]=-[Y,X]VX,Yegy

X, Y, Z]|+[Y,[Z,X]|+[Z,[X,Y]] =0VX,Y,Z € g.

Definicién 2.2. Sea g un dlgebra de Lie.

1. Una subilgebra de Lie de g es un subespacio vectorial L de g tal que [X,Y] € L
VX,Y € L.

2. Un subespacio vectorial I de g se llama ideal de g si [X,Y] € IVX € Iy
VY € g. Note que un ideal es una subdlgebra de Lie.

3. Decimos que g es un dlgebra de Lie soluble si existe una sucesion finita de
subidlgebras de Lie de g, L1, Ly, ..., L, con n = dim(g), tales que

{0}=LpycLiC---CL,1CLy,=gyg
y L; es un ideal de L; 1 de codimensién 1 parai=0,1,2,..,n — 1.
Consideremos un sistema dindmico dado por la ecuacién vectorial
x=v(x),

con x = (xl, X2, ..., x") € R" y v un campo vectorial diferenciable. Sea u una
simetria de v, esto es [u,v] = 0, por el teorema de rectificaciéon para campos

29
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1

vectoriales [3] tenemos que existen coordenadas (y*, ..., y") tales que

A
ayn’
luego las componentes v, .., v"dev = Uia%i no dependen de 1", esto es,
ZJi — vi(yl,. /ynfl),
en efecto, i
de aqui que 3727,1; = O parai = 1,2,..,n Luego la ecuacién x = v(x) es
equivalente al sistema de ecuaciones
gl =o'y}, y2 .y )

yn—l — Un—l(:'yllyZ,mlyn—l)
yr=o"h Ryt

Para resolver este sistema de ecuaciones debemos resolver el sistema den — 1
ecuaciones

gt =o'y 2yt

ynfl — Z)7171(]/1,]/2, . ynfl)

e integrar la ecuacién " = " (y!,y?,...,y" ). Note que si podemos repetir
este proceso, tendriamos que resolver un sistema de n — 2 ecuaciones e
integrar 2 ecuaciones. Esto es posible si tenemos otra simetria de v, digamos
w, tal que [w,u] = Au con A € R no nula, en efecto, primero veamos que las

componentes w!, w?, - - w" ! de w = wiaiyi no dependen de y".

d ;0 0
Au = A—=[w—,—
u=wu = 3y [w 3y ay”]
. J _awi 9
ay" " Ay
ow' .
= = 0 Vie{1,2,..,n—1}
Luego el campo vectorial w' = wlaa? + o+l ayg—l es una simetria

del campo vectorial v/ = vlﬁ +o ol ay?'*l y entonces para resolver el
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sistema de ecuaciones

=o'y Ay

yn—l _ vn—l(yl’y2’ o yn—l)

debemos resolver un sistema de n — 2 ecuaciones e integrar una ecuacion, es
decir, hemos reducido el sistema original de n ecuaciones a resolver un sistema
de n — 2 ecuaciones e integrar dos ecuaciones. Es deseable poder continuar
este proceso hasta el punto de resolver el sistema de ecuaciones original solo
integrando n ecuaciones.

El siguiente teorema, conocido como Teorema de Lie [26], establece una
condicién suficiente para realizar el proceso de reduccién de orden de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema 2.1. Consideremos un sistema dindmico en R" como antes, dado por la
ecuacién vectorial X = v(x). Sean uq,uy, ..., uy campos vectoriales linealmente
independientes que son simetrias del campo vectorial v. Si uy, uy, ..., Uy generan un
dlgebra de Lie soluble con el corchete de Lie [,] de campos vectoriales, entonces el
sistema se puede resolver por cuadraturas.

Demostracién. Sea g el algebra de Lie generada por uy, uy, ..., 4y, luego como g
es soluble, existen Ly, Ly, ..., L, subdlgebras de Lie de g tales que

{O}ZL()CLqC"'CLn,]CLn:g

y L; es un ideal de L;;1 de codimensién 1 parai = 0,1,2,..,n — 1. Asi que
existen campos vectoriales w1, w», ..., w, tales que

Ly = (wy),

Ly = (wy, w2),

Ly—1 = (w1, w3, ..., wy_1)
Ll’l = <w1/ w2/ ey wn> = <M1, u2/ cees ui’l> = g/
donde (w1, wy, ..., wy) es el subespacio vectorial generado por el subconjunto

{w1,wy, ..., w} de g, y
[w1, w;] = A%jwl,

[wz, w]] = )\%]wl + )\%]ZUZ
n—1

[wn—1,wj] = Y Ay_q10i
i=1

n .
[wn, wj] = ) A0
i=1

Ademés, [w;,v] = 0parai = 1,2,..,n, es decir, wy, wy, ..., w, son simetrias de
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v. Con estas simetrias podemos reducir el orden del sistema de ecuaciones
ordinarias equivalente a la ecuacién vectorial X = v(x) hasta el punto de
encontrar la solucién solo integrando # ecuaciones. O

Si tenemos un sistema dindmico dado por una ecuacién vectorial X =
v(x), resulta indispensable encontrar una cantidad adecuada de simetrias
del campo vectorial v. En el caso de un sistema Hamiltoniano auténomo
(M,w,H), el conjunto de ecuaciones de movimiento de Hamilton es
equivalente a la ecuacién vectorial

X = XH(X),
donde Xp es el campo vectorial tal que
XHJC() = —dH,

asi que para resolver las ecuaciones de movimiento de este sistema
necesitamos encontrar una cantidad suficiente de simetrias del campo
vectorial Xp. Se tiene que si f es una constante de movimiento del sistema
Hamiltoniano (M, w, H) entonces el campo vectorial X tal que

Xf_:a) = —df,

es una simetria de Xy (ver [38]). En efecto, del hecho de que la forma
diferencial w sea no degenerada se tiene que [Xy,, X, = X; /1) enparticular

(X, X¢] = X5y

pero como f es constante de movimiento que no depende explicitamente del
tiempo, esto es, {f, H} = 0, se tiene que X ;) = 0, por lo tanto [Xp, X¢] = 0.

El siguiente resultado, conocido como teorema de Kozlov (ver [26, 4]), se
tiene como consecuencia del resultado presentado arriba y el teorema de Lie.

Teorema 2.2. Sea (M, w, H) un sistema Hamiltoniano con M de dimension 2n. Si
se tienen n constantes de movimiento f1, fo, ..., fn tales que

1. {ﬂ,f]} = ci«‘jfk, con ci.‘j € R,

2. el dlgebra de Lie generada por f1, fa, ..., fu €s un dlgebra de Lie soluble bajo el
corchete de Lie definido por el paréntesis de Poisson,

3. encel conjunto My = {x € M : fi(x) = a;, a; € R} las funciones fy, f, ..., fu
son independientes y

ko, — -
4, Cijitk = Oparatodoi,j=1,2,..,n,
entonces My es una subvariedad de M de dimension n y las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton que viven en My pueden ser encontradas por cuadraturas.
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Demostracién. El hecho de que el conjunto My es una subvariedad de M de
dimensién n, es consecuencia de la independencia funcional de las funciones
f1, f2, s fn (ver [28]: Regular level set theorem).

Los campos vectoriales X fir X fyr e X £, son simetrias del campo vectorial
Hamiltoniano Xy y forman un dlgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie
de campos vectoriales, ya que la aplicacién f — X es un homomorfismo de
dlgebras de Lie ([Xf, Xq] = X{, 7)), asi que

(Xu, Xp) = Xipmy = 0.

Ademas los campos vectoriales X fir X fpr weer X £, son tangentes a la subvariedad
My, en efecto, Xf(f;)) = {fj fi}, asi que en My se tiene Xy (f;) =

Evidentemente el campo vectorial Xy también es tangente a la subvariedad
My, ya que Xy(f;)) = 0 para todo i = 1,2,..,n. Luego las soluciones
de las ecuaciones de Hamilton que viven en My son soluciones de la
ecuacién vectorial ¥ = Xpy(x) en My, la cual es equivalente a un sistema
de n = dim(My) ecuaciones, y como los campos vectoriales Xf,, Xy, ..., X,
son simetrias del campo vectorial Hamiltoniano Xp y forman un algebra de
Lie soluble bajo el corchete de Lie de campos vectoriales, entonces aplicando
el teorema de Lie tenemos que tales soluciones pueden ser encontradas por
cuadraturas. O

El teorema de Kozlov puede ser extendido a sistemas Hamiltonianos no
auténomos. Primero notemos que el teorema de Lie puede ser extendido de
la siguiente manera, consideremos un sistema dindmico dado por la ecuacién
vectorial ¥ = v(x,t) con x € R", t € R y v un campo vectorial dependiente
del tiempo en R". La ecuacion vectorial ¥ = v(x, t) es equivalente al sistema
de ecuaciones

1,2

=" (xt, x5, X" )

Si tenemos un campo vectorial dependiente del tiempo # en IR” de la forma

+.. . Iun(x’t)i

_ 1
u=u(x,t) T

ox!
y u es simetria de v, entonces usando el teorema de rectificaciéon para campos
vectoriales y siguiendo los mismos pasos desarrollados anteriormente que nos
permitieron demostrar el teorema de Lie original, podemos reducir el orden
del sistema de ecuaciones anterior de tal manera que éste sea equivalente a un
sistema de 1 — 1 ecuaciones y una ecuacién que se puede integrar. Asi tenemos
la siguiente extension del teorema de Lie, cuya demostracién sigue de manera
andloga a la demostracién del teorema de Lie original.
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Teorema 2.3. Sea v un campo vectorial dependiente del tiempo en R". Consideremos
el sistema dindmico en R" definido por la ecuacion vectorial X = v(x,t).
Sean u1,uy, ..., uy campos vectoriales posiblemente dependientes del tiempo en R"
linealmente independientes que son simetrias del campo vectorial v. Si uy,uy, ..., Uy
generan un dlgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie |,] de campos vectoriales,
entonces el sistema se puede resolver por cuadraturas.

Ahora presentamos la extensién del teorema de Kozlov.

Teorema 2.4. Sea (M x R,Q, H) un sistema Hamiltoniano con Q = dp; A dq' —
dHANdty H € C®°(M x R). Si tenemos n constantes de movimiento fi, fp, ..., fu
tales que

L A{fifi} = c;‘jfk, con ci-‘]- €eR,

2. el dlgebra de Lie generada por f1, f2, ..., fn €s un dlgebra de Lie soluble bajo el
corchete de Lie definido por el paréntesis de Poisson,

3. enel conjunto (M x R)f = {(x,t) € M xR : fi(x,t) = aj,a; € R} las
funciones f1, f2, ..., fn son funcionalmente independientes y,

4, cfjock =O0paratodoi,j=1,2,..,n,

entonces (M x R)¢ es una subvariedad de M de dimension n + 1, y las soluciones
de las ecuaciones de Hamilton que viven en (M x R) pueden ser encontradas por
cuadraturas.

Antes de presentar la demostracion de este teorema, presentamos un lema
que usaremos mas adelante.

Lema 2.1. Sea (M x R, ), H) un sistema Hamiltoniano con M de dimensién 2n.
Si f1,f2, 0 fr + M xR — R son constantes de movimiento funcionalmente
independientes, entonces

(M x ]R)f = {(X,t) € M:fi(x,t) =0 € IR}

es una subvariedad de M x R de dimension 2n + 1 — k. Ademds alrededor de cada
punto en (M x R) ¢ podemos encontrar coordenadas locales (y*, ..., y*" =%, t).

Demostracion. Sea (xo,to) € (M x R)g, esto es, fi(xo,ty) = a; parai =
1,2,..,k. Sea (U,¢) una carta coordenada en M tal que xp € ¢(U) y las
coordenadas (g, ..., 4", p1, ..., pn) en ¢(U) C M son coordenadas candnicas.
Sea f la coordenada global en IR.

Como las funciones f, ..., fx son funcionalmente independientes entonces
la matriz

2 ) ) P 2
%(xof to) - %(xof to) a%(xo, to) - a;{i (x0,t0) XL (x0,to)
Df(xo, to) =

J J . e} ’) . J
Pxot) - Fr(xot) F(xot) - gE(xoto) G (xoto)
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tiene rango k, es decir, tiene k columnas linealmente independientes. Se nota
que dichas columnas estdn entre las 2n primeras, en efecto, como cada f; es

)
una constante de movimiento, entonces f] =0, estoes, { f], H} + a{f =0, de
donde tenemos que

of; oH

%(XOJO) ={H, fj}(xo,t0) = (31;( o,to)ap]( X0, t0) — ap; (xo/tO)af (x0, to)

oq'

es decir, la tltima columna de la matriz Df(xo, tp) es combinacion lineal de
las otras columnas, asi que la tdltima columna no forma parte de un conjunto
de k columnas de Df(xo, to) que son linealmente independientes.

Sean xl,..,xk € {q%,....q", p1, .., pu} tales que las columnas
)
aﬁ (x0,t0) aﬁi (x0,t0)
: P : son linealmente independientes.
i (0, 10) aﬁ';(xo, to)
Asf que la matriz
d
%(Xo,fo) ik(xo,ifo)
.
U (xo,t9) -+ aﬁ;z(xo,to)

es no singular, luego por el teorema de la funcién implicita [28] (posiblemente
es necesario hacer un reacomodo de las coordenadas y colocar las x; al final

de (ql, s q", P1, ..., Pn)) tenemos que existe un abierto Uy C R2"~* un abierto
Wy C RF y una funcién g : Uy x R — W) tales que

¢~ (x0) € Up x Wy C U

y en (M x R)rN¢(Up x W) X R se tiene que x = g(y,t), donde x =
(., ) yy = ..,y F) son tales que (y!,..,y*" K x1, .., xk) =
(ql, 24", P1, - Pn). Asi que tenemos una carta coordenada (llo X R, ¢) en
(M x R) con (xo,t9) € ¢(Up x R) definida por

eyt ) = (o PR g (Y PR ), ).

Veamos ahora la demostracién del teorema 2.4.

Demostracién. Elhecho de que My es una subvariedad de M de dimension n +
1 se tiene como consecuencia de la independencia de las funciones f1, f2, ..., fu.
Ademas por el lema anterior, alrededor de cualquier punto en My tenemos

coordenadas (y!,..y", t).
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Sabemos que si f es una constante de movimiento, entonces

existe un campo vectorial Xy tal que X} = —df, de hecho si
(ql, qz, s q", P1, P2, -y Pn, t) sON coordenadas canénicas en M x R entonces
of o of o
X == —— CX y
I~ apiog agop M

donde C es una funcién diferenciable arbitraria(ver [38]). Podemos tomar C =
0, esto es X¢(t) = 0, luego tenemos

_of 3 of 9

/= 9piaqt agi dp;

En adelante, si f es una constante de movimiento consideraremos el campo
vectorial Xy, como el campo vectorial tal que X;.Q) = —df y Xf(t) = 0.
Veamos que X fesuna simetria de Xy, en efecto

dH9d oH 9 o of o 9of 0
Xi, Xf] = [—— — ——

[Xn, Xy] [api dg  dql api+8t'8pk agk gk opy

OH 9*f o oH 9*f o oH 0*f 9 +aH Pf 9

pi 9q'0p dgF  Ap; dq7ogk Op  0q! Ap:dpx dg~ | g’ Ip;dgF Ipk
PfF 9 9f 9 of PH 9  of #H 2

tdpx dg*  0tdgk dpr  dpx 9gFdp; 07 Opx dgFdq! Ip;
of PH 9 of PH 9

94~ opidpi dg' g dpidq’ Api

_ (aH O°f OoH @f  f 9f *H  of PH >3
Opk 9gFdp; ok Oprop;  Atdp;  Apr IgFAp;  oqk Ipkdp; ) oy
OH #f  of PH  *f of *H oH *f \ 2

i (aqkapkaqi+amc8q"aql’ataqiatﬂ‘apkaq"amaqkaqi)am
3 (afaH 8Haf+af> 9 2 (afaH 8H8f+8f> 3

pi \oqkdpy  dq*dpy 9t ) 9g'  9g' \9gFdpx 9k dpy ot ) dp;
J J
_A{LHI+Sh 0 a{fHI+Sh o
op; oq' oq’ Ip;
= Xipmy
= 0

En el desarrollo anterior es posible considerar el campo vectorial X (f )20 Y2
Ao
of

que {f, H} + 3 es una constante de movimiento, de hecho es una constante
trivial, {f, H} + % =0.
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De manera andloga se tiene que si g es otra constante de movimiento

entonces

X Xgl = Xg
Notemos que es posible considerar el campo vectorial X, ¢} ya que como f'y
¢ son constantes de movimiento, entonces {g, f } también es una constante de
movimiento.

Asi que de la misma manera que en la demostracién del teorema de
Kozlov, tenemos que los campos vectoriales X f1r Xfys s X, sOn simetrias del
campo vectorial Hamiltoniano Xy y forman un algebra de Lie soluble bajo
el corchete de Lie de campos vectoriales, nuevamente ya que la aplicacién
f — Xy esunhomomorfismo de dlgebras de Lie ([Xf, X¢| = X{, r})- Ademds
los campos vectoriales X fir X fyr s X £, son tangentes a la subvariedad M £, en
efecto, Xy, (f;) = {fj, fi}, asi que en My se tiene X (f;) = 0. Evidentemente
el campo vectorial Xy también es tangente a la subvariedad Mg, ya que
Xu(fi) = 0 para todoi = 1,2,...,n. Luego las soluciones de las ecuaciones
de Hamilton que viven en My son soluciones de la ecuacién vectorial y =
Xu(y,t) en My, la cual es equivalente a un sistema de 7 ecuaciones, y
como los campos vectoriales X fir X for e X £, son simetrias del campo vectorial
Hamiltoniano Xy y forman un dlgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie
de campos vectoriales, entonces aplicando la extensién del teorema de Lie
tenemos que tales soluciones pueden ser encontradas por cuadraturas. O
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Capitulo 3

El mapeo de momento

El mapeo de momento juega un papel importante en el estudio de
los sistemas Hamiltonianos, este generaliza los cldsicos momento lineal y
momento angular, ademads lleva consigo las leyes asociadas a la simetrfa de
un sistema Hamiltoniano. Este concepto aparece cuando sobre una variedad
simpléctica se tiene la accién de un grupo de Lie que preserva la estructura
simpléctica. A continuacién presentamos una breve introduccién al mapeo de
momento.

Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Se dice que G actta
por la derecha en M si para cada g € G estd asociado un mapeo Ry de M en
M tal que

(p-81)-g2=p-(182)
para todo g1,82 € G, donde p - g denota la imagen de p € M por tal
transformacién. Se dice que la accién de G sobre M es diferenciable (smooth),
si el mapeo R : G x M — M definido por R(g,p) = R¢(p) es un mapeo
diferenciable.

Suponga que se tiene una accién diferenciable de G sobre M, sea g el
algebra de Lie de G. Cada X € g define un campo vectorial X* en M dado

por
d
(X F)p) = e eF)limo
para toda f € C®(M). Aqui eX € G denota la exponencial de X.
Si se tiene una estructura simpléctica w sobre M, se dice que la accién de

G sobre M es Hamiltoniana o simpléctica si para cada ¢ € G el mapeo Ry es
un simplectomorfismo, es decir, R¢ es un difeomorfismo y

-
ng—w.
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Note que

Ly+w = -~ R xw|s=o,

4
ds
ademas por la férmula de Cartan tenemos

Ly+w =d(X"w)+ X' adw = d(X " w),

esto es,
d
d(X+JC()) = %R:SXW‘S:O/

por lo tanto si la accién de G sobre M es simpléctica entonces para cada X € g
existe una funcién ux € C*(M) tal que

Xt w = —dux.

Asf que si la accién de G sobre M es simpléctica entonces para cada p € M
existe un elemento en g* denotado por ¥(p) tal que

Y(p)X = ux(p).

El mapeo ¥ : M — g¢* se llama mapeo de momento. Para méas detalles ver
[38].

Si se tiene una funcién Hamiltoniana H invariante por la accién de G
sobre M, entonces las funciones yx son constantes de movimiento del sistema
Hamiltoniano (M, w, H). En efecto, el hecho de que la funcién Hamiltoniana
sea invariante por la accion simpléctica de G en M significa que RgH = H
para cada g € G, luego tenemos

{ux, H} = X" (H)
d *
= %Resxlﬂs:o
d
= %Hls:o
pr— 0,

lo cual nos dice que para cada X € g, la funcién ux es una constante de
movimiento.

Durante nuestra investigacion encontramos que, tal y como se nota
en el resumen anterior, el concepto de mapeo de momento y todas sus
consecuencias estan restringidas a sistemas Hamiltonianos auténomos, por
lo que nos tomamos la tarea de extender esta teorfa a sistemas Hamiltonianos
no auténomos. A continuacién presentamos el trabajo desarrollado.
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Sea (M x R,Q,H) un sistema Hamiltoniano con M una variedad
diferenciable de dimension 2n. Sea G un grupo de Lie que acttia por la derecha
sobre M x Ry sea Ry : M x R — M x R la transformacién asociada a dicha
accion.

Supongamos que la accién de G sobre M x R es diferenciable, entonces
cada X € g define un campo vectorial X en M x R por

(X f)(p ) = - F(Rex (1)) ls=o.

Decimos que la accién de G sobre M X R es Hamiltoniana si para cada g € G
se tiene que el mapeo R¢ es un difeomorfismo y () es invariante por dicha
accion, es decir,

R, Q= Q.
Se nota que igual que en caso auténomo, si la accién de G sobre M x R es
Hamiltoniana entonces para cada X € g existe ux € C*°(M x R) tal que

X+_|Q = —d‘ux.

Como vimos anteriormente, en el caso auténomo se tiene que si la
Hamiltoniana H es invariante bajo la accién de G, entonces para cada X € g,
la funcién px es una constante de movimiento. En el caso no auténomo, el
hecho de que la accién sea Hamiltoniana es suficiente para que las funciones
jix sean constantes de movimiento, en efecto, como X Q) = —duy entonces
ux es una constante de movimiento posiblemente dependiente explicitamente
del tiempo [38].

Definicién 3.1. Si la accién de G en M x R es Hamiltoniana, entonces para cada
(p,t) € M x R existe un elemento en g*, denotado por ¥ (p, t), tal que

¥(p, )X = px(pt).
El'mapeo ¥ : M x R — g* se llama mapeo de momento dependiente del tiempo.

El mapeo de momento conecta dos variedades, a saber, M x R y g*. Sobre
M x R tenemos la accién Hamiltoniana de G y sobre g* tenemos la accién
coadjunta de G, esta tltima estd definida para cada § € G, Adg : g* — g7,
por (Adgl)X = I(AdgX), con ] € gy donde AdyX denota la imagen de
X por la accién adjunta de G en g, esta es el homomorfismo derivado de la
conjugacién por g en G, esto es, e%X = geXg~1 para todo X € g (ver [18]
capitulo 12). Nos preguntamos si Ad; o ¥ = Y o R,. En caso afirmativo, es
decir, si Adg oY =¥ o Ry se dice que el mapeo de momento es equivariante.
Tenemos que

(Adg¥ (p, ))(X) = ¥(p 1)(AdgX)
= Hadx(p,t),
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Por otro lado se tiene que

(FoRe)(pt)(X) = Y(Re(p,1)(X)
P‘X(Rg(}?/t)>
(Rgux)(p, t).

Asf que la condicién Adg oY = ¥ o Rq es equivalente a piaq,x = Rgpx. De
manera analoga al caso auténomo se tiene que 44, x y Rgpix difieren por una

constante c(g, X) € R, en efecto, primero notemos que (Ang)+ = R;X*,

(AdX) (P t) = F(R pasgx (1) oo
= %f(Rgesngl(p/t)”s:O

— %f(Rg,l(Rgesx(p,t)))ls:o

— SRR Ry (pr )

= XT(Ref)(Rg(p,1))

= ReXT(N)(pt)-
En la tercera linea usamos que Rg, ¢, = Rg, o R, para todo g1,¢> € G. Ahora,
sabemos que —dpag,x = (AdgX) 0}, asi que

—dpagx = (RgXT)0Q

Por otro lado —dux = X Q) y ademas sabemos que Rg(—dux) = —d(R3px),
asi que
—d(Rgpx) = (RgX™).0

por lo tanto
—dpag,x = —d(Rgpx)
esto es
d(nadg,x — Rgux) =0
asi que pag,x y Rgpx difieren por una constante c(g, X) € R.

Si tenemos una accién de un grupo de Lie G sobre la variedad M dada por
p — p - g podemos definir una accién del grupo G sobre M x RR por

Re(p,t) = (p-gt);

si esta acciébn es Hamiltoniana entonces tenemos el siguiente resultado
andlogo al del caso auténomo.
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Teorema 3.1. El mapeo de momento ¥ es equivariante siy solosi {px, py} = My, x)s
para todo X,Y € g.

Note que es posible definir {ux, uy} ya que px y py son constantes de
movimiento. Como vimos en el capitulo anterior {yx, py} = X, px, donde
Xy, es el campo vectorial tal que X, 1) = —dpuy y X, (t) = 0. Se nota que
Xy = Y™, en efecto, solo queda verificar que Y (t) = 0, veamos

d d
Y*(t)(p,t) = %t(?"esx/ t)]s=0 = %f\s:o =0

Asique {px,puy} =Y pux = -Xtp,.
Ahora veamos la demostraciéon del teorema.

Demostracion. Tenemos que el mapeo de momento es equivariante si y solo si
Rgpx = pad,x paratodo g € Gy para todo X € g.

Sea Y € gy consideremos ¢ = ¢*¥ € G. Luego

d . d
%ResyﬂX(Prt”s:O = %VX(p'esyltHSZO
YJFVX(p/t)
{ux py}
y
d
Zhadyx(pt)ls=0 = ”%Adesyxls:o(p’t)
= uyx(pt)

Arriba usamos que %Adest|S:0 = [Y, X] (ver [18] capitulo 12).

Asi que se tiene que Rgpix = jiag,x para todo ¢ € Gy para todo X € g,
es equivalente a {yx, gy} = p[y,x), para todo X,Y € g. Por lo tanto se tiene el
resultado del teorema. O

Definicién 3.2. Si la accién de G sobre (M x R, Q), H) es Hamiltoniana y H es
invariante por dicha accién, decimos que G es una simetria del sistema Hamiltoniano
(M xR,Q,H).

Se sabe que la existencia de constantes de movimiento en involucién de
un sistema Hamiltoniano da cabida a la reduccién del ntiimero de grados
de libertad de sistema, para ser especificos, si se tienen k constantes de
movimiento en involucién de un sistema Hamiltoniano con n grados de
libertad, entonces es posible reducir las ecuaciones de movimiento de
Hamilton a un sistema de ecuaciones de Hamilton en n — k variables
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[3, 21, 32, 36]. El concepto de simetria estd relacionado con el hecho de
simplificar un problema, el hecho de tener una simetrfa en un problema
fisico da cabida a una posible simplificacién o reduccién del problema.
En la mecanica Hamiltoniana el objeto matematico usado para representar
una simetria es un grupo de Lie. Se ha mostrado que si se tiene un grupo
de Lie, simetrfa de un sistema Hamiltoniano auténomo, entonces la parte
interesante de la dindmica del sistema corresponde a un sistema Hamiltoniano
mads pequeno, el cual se obtiene mediante un proceso llamado reduccién
Hamiltoniana o reduccién simpléctica [18], este procedimiento desarrollado
por Marsden y Weinstein [30] nos permite reducir la dindmica del sistema a
un sistema Hamiltoniano con menos grados de libertad. Este procedimiento
sigue el siguiente esquema: Considere una variedad simpléctica (M, w) y un
grupo de Lie G que actia en M por la derecha, la existencia de un mapeo
de momento equivariante para dicha accién, con la funcién hamiltoniana
invariante bajo tal accién, permite la reduccién del sistema a un sistema
Hamiltoniano con espacio fase igual al espacio de 6rbitas de la accién (una
variedad cociente) (para detalles vea [1, 9, 18, 30]). En lo que resta de este
capitulo abordamos el problema de la reduccién Hamiltoniana para sistemas
Hamiltonianos no auténomos.

~ Sea {¢;} una base de g, denotamos por {¢'} la base dual de g*, es decir,
e'(ej) = 5]1.. Luego I € g* se escribe como I = [;¢!, asi que escribimos

Y =¥

con¥; € C®°(M x R), se tiene que ¥; = p,,, por lo tanto ¥; es una constante
de movimiento para cada i.

Para « € g* fijo, consideremos el conjunto
(MxR), ={(p,t) e MxR:¥(p,t) = a}.

Se tiene que (M x R), es una subvariedad diferenciable de M x R de
dimensién 2n + 1 — dim(G); en efecto, si escribimos & = a;¢' con a; € R
entonces

(MxR)a = {(p,t) € MXR: pe;(p, 1) = ai},

luego (M x R), es una subvariedad diferenciable de M x R de dimensién
2n+1—dim(g) =2n+1—dim(G).

En lo que resta de este capitulo, supondremos que el mapeo de momento
es equivariante, es decir yi4q,x = Rgpix paracada g € Gy cada X € g. Luego
para cada g € G se tiene que R¢g((M x R),y) = (M x R)Ad?a, en efecto, para
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cada x € (M x R), y para todo X € g se tiene que
F(Rg(x))X = px(Rg(x))
= Rgux(x)
= Hadx(x)
= ¥(x)(Ad;X)
= a(AdyX)
Adga(X),
es decir, ¥(Rg(x)) = Adga, asf que Rg(x) € (M X lR)Ad§m por lo tanto
Rg((M xR)y) € (M x ]R)Ad;u . Por otro lado, para cada x € (M x ]R)Adjgaz
veamos que Ry1(x) € (M x R)q, en efecto, para todo X € g se tiene que

F(Rp1(x))X = px(Re(x))

= R;—lﬂx(x)

= Had_,x(x)

— ¥(x)(AdX)
Ada(Ady 1 X)
#(Adg(Ad,1X)
a(X),

es decir, ¥(R,1(x)) = a, asi que Ry1(x) € (M x R), o bien x € Rg((M x
R)«), por lo tanto (M X R) ggz0 € Rg((M x R)q). Asi concluimos que

Rg((M X R)y) = (M x ]R)Adga-

Consideremos al estabilizador de « con respecto a la acciéon coadjunta Ad*
de G en g*, denotado por G, = {g € G : Adgzx = a}; se tiene entonces como
consecuencia directa del resultado anterior que para cada g € Gy,

Re((M xR)y) = (M x R),.
Antes de dar el siguiente paso, presentamos las siguientes definiciones:

Definicién 3.3. Sea U un grupo de Lie que actiia por la derecha sobre una variedad
diferenciable N.

» La accion de U sobre N se dice libre (free) si para cada n € N el estabilizador
den, el grupo {u € U : R, (n) = n} es el grupo trivial, esto es

{uel:Ry(n)=n}=/{e},

donde e es el elemento identidad de U.
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= La accion de U sobre N se dice propia (proper) si el mapeo N x U — N x
N dado por (n,u) — (Ryn,n), es un mapeo propio, es decir, si para cada
subconjunto compacto K de N x N, la imagen inversa de K por el mapeo de
arriba, es un subconjunto compacto de N x U.

Note que como la accién de G sobre M x R es diferenciable entonces
también lo es la accién de G, sobre (M x R),. Ademads si la accion de G sobre
M X R es libre, entonces la accién de G, sobre (M x R), es libre, es decir,
para cada x € (M x R), se tiene que el grupo {g € G, : Rg(x) = x} esel
grupo trivial. Y si la accién de G sobre M x R es propia entonces la accién de
Gy sobre (M x R), también es propia.

En lo que resta de este capitulo, supondremos que la accién de G sobre
M x R es libre y propia, por lo tanto la accién de G, sobre (M x R), también
es libre y propia.

Ahora consideremos el espacio cociente (M X R), = (MéiR)"‘ , es decir, el
espacio de 6rbitas de (M x R), por la accién de G,, esto es

(MxR), = {[x] : x € (MxR),},

donde [x] = {Rq¢(x) : g§ € Gy} es la 6rbita de x. Por el teorema de la variedad

cociente (ver [28]) tenemos que (m) . ©s una variedad diferenciable de
dimension dim((M x R)y) — dim(Gy) = 2n+ 1 — dim(G) — dim(G,), y el
mapeo proyeccion natural 77 : (M x R), — (M x R),, el cual es el mapeo
diferenciable definido por

es una submersiéon diferenciable, es decir, en cada x € (M x R),, el
pushforward

7Tt Te(M x R) — Tjyy (M X R)s

es una transformacion lineal sobreyectiva.

Tenemos que
2n+1—dim(G) — dim(Gy) = 2k +1

para algdn entero positivo k, en efecto, se ha mostrado (ver [18]) que si se
tiene un grupo de Lie G simetrfa de un sistema Hamiltoniano auténomo
(M, w, H) entonces el espacio de 6rbitas de la accién de G es una variedad
simpléctica de dimension dim(M) — dim(G) — dim(G,), donde G, se
define de la misma manera como lo hemos definido anteriormente; asi que
dim(M) — dim(G) — dim(G,) es un numero par, pero dim(M) es un nimero
par ya que M es una variedad simpléctica, asi que dim(G) + dim(G,) es un
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namero par. Note que el hecho de que dim(G) + dim(G,) sea un numero par
es independiente del contexto de sistemas Hamiltonianos auténomos, asi que
en nuestro desarrollo también se tiene que dim(G) + dim(G,) es un namero
par, por lo tanto 2n — (dim(G) + dim(G,)) es un ntumero par, digamos 2k,
como se habfa mencionado.

Note que para cada g € G, tenemos que

m(Rg(x)) = [Rg(x)] = [x] = 7(x)

para todo x € (M X R)y, es decir 77 o Ry = 7. Ademds para cada X € g, (el
algebra de Lie del grupo de Lie G,), se tiene que 7. X1 = 0, en efecto, sea
feC®((MxR)y)

(rXN)f() = XH(fom)()
= 2 (fo M) (Rex(x) im0

_ % (7(Ryox (x))) a0

= 2 F(() o
= 0,

esto significa que el campo vectorial X es tangente a cada 6rbita, por lo tanto
el espacio tangente a cada 6rbita es generado por los campos vectoriales X"
con X € gu-

También notemos lo siguiente, si V es un campo vectorial en (M x R), tal
que 7,V = 0 entonces V es tangente a cada 6rbita, y como el espacio tangente
a cada 6rbita es generado por los campos vectoriales X T con X € g,, entonces
V = X' para algtin X € g,, ademés dicho X es tinico ya que la accion de G,
sobre (M x R), es libre.

Finalizamos este capitulo con la construccion del sistema Hamiltoniano
reducido por la accién de G sobre el sistema Hamiltoniano (M x R, ), H).
Dicho sistema Hamiltoniano reducido tiene al espacio de 6rbitas de (M x R),
por la acciéon de G, como espacio fase.

Consideremos la restriccién de la 2-forma () a la subvariedad (M x R),,
denotada por QO = Q| (y«R),- Para todo g € G, se tiene que

R;Q:Q

lo cual es consecuencia directa del hecho de que Rg() = Q) paratodo g € G. Y
para todo X € g, se tiene que

Xt.,0=0,
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en efecto, o
XT.0 = (XT20) | (mxr), = —dix|(mxr), =0,

ya que jix es constante en (M X R),.

Ahora definimos la 2-forma Q) en (m% de la siguiente manera. Dado

—

x € (M x R)y y dados w1, wy € Tj,)(M X R),, como
7T (x) : Te(M x R)q — Ty (M % R)q

es una transformacioén lineal sobreyectiva, entonces existen vq,v; € Ty(M X
R), tales que wq = 7,01 y Wy = 7TV, asi definimos

ﬁ[x] (wl,ZI)z) = 63((?)1,?)2).
Sabemos que R¢(x) € [x] para todo g € G,, ademds
n*(Rg(x)) : TRg(X) (M X ]R),X — T[x] (M X ]R),x

es una transformacién lineal sobreyectiva, asi que existen vectores v},v, €
TRy(x)(M X R), tales que wy = 7.0} y wp = 71,0, luego podemos definir )
por

~

Qpy (w1, w2) = Qg (x) (07, 0).
Veamos que () esté bien definida, es decir, veamos que
ﬁx(vlr vy) = ﬁRg(x) (vllr Z)/2)/

en efecto, primero notemos lo siguiente, sabemos que 7w = 71 o Ry, luego 7, =
7T+ © Rgy, cOMO V) = 7,1 entonces 7,0} = 70+ (Rgs01), luego

7. (0] — Rgsvq) =0,
esto implica que v} — R0 = X para algun X € g,, esto es
v} = Rgv1 + X7,
y por supuesto también tenemos que
vy = Rguvp + Y
paraalgin Y € g,. Asi que
Oy ()(01,72) = Opy(a)(Rgsvo + X, Reuvp +YT)

I
ol

Rg(x) (Rg*vl, Rg*vz)
2 Q)x(v1,v2)

x(vl/ 02)-

=

=

I
©)
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Luego () esté bien definida y O = 7*Q).

Ahora veamos que () es cerrada, en efecto

Q=m0 = dO=d(r*Q)
—  dQ = 1 (dQ)
— 0=7(dQ)
= 0=4d0Q,

por lo tanto Q) es cerrada.

Como () es invariante por la accién de G, entonces también lo es el campo
vectorial hamiltoniano Xy, esto es

Xulry(pt) = Xul(pyy  V(pt) € MR,

es mds, el campo vectorial Xy restringido a la subvariedad (M x R), es
invariante por la accién de Gy, esto es, para todo g € G, se tiene que

XH|Rg(x) = XH|x Vx € (M X ]R)OC,

—

luego existe un tnico campo vectorial en (M x R), que estd rr-relacionado
—_—

con Xy, denotamos a tal campo vectorial en (M x R), por Xy, esto es
H*XH = }/ZH

Finalmente notamos que Xp define un sistema Hamiltoniano sobre

((M/ﬁ)“, Q), en efecto, para todo x € (M x R), tenemos que
(XH—'Q)“J(] = )?H“x]—'ﬁ[x} = XH|XJQX =0,

esto es, N
Xy =0.

Llamamos a ((M/n{) Q) el espacio fase reducido por la accién de G.
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Capitulo 4

Sistemas cuanticos

En este capitulo hacemos un estudio de la mecanica cuantica enfocandonos
en las similitudes con la mecanica cldsica, esperando obtener algunos
resultados andlogos. Particularmente nos enfocamos en la formulacién de
la mecénica cudntica mediante el formalismo Hamiltoniano, presentamos la
nocién de sistema cudntico integrable y tratamos de obtener un desarrollo
similar el expuesto en el capitulo 1.

La nocién de integrabilidad de un sistema cudntico es estudiada en
esta tesis, para este fin son fundamentales las analogfas entre la mecénica
Hamiltoniana cldsica y la descripcion ordinaria de la mecdnica cudntica.
Algunos trabajos que encaran el problema de la integrabilidad en la mecanica
cuantica son [14, 6, 44]. En mecdnica Hamiltoniana cldsica un sistema
mecénico consiste en una variedad simpléctica (M, w) (el espacio fase) y
una funcién H € C®(M) (la funcién Hamiltoniana). Los estados del sistema
son puntos en el espacio fase y los observables son funciones diferenciables
en M [36, 9]. En la mecénica cudntica se tienen dos estructuras bésicas:
Funciones de onda y operadores. Un estado del sistema se representa por
su funcién de onda y los observables son representados por operadores.
Mateméticamente, las funciones de onda son funciones segundo integrables
sobre R" o sobre un rectangulo, y los operadores acttian sobre estas funciones
como transformaciones lineales. Asi que el lenguaje natural para la mecénica
cuéntica es el analisis funcional [22].

Las transformaciones de coordenadas en el espacio fase son muy
importantes en la mecédnica Hamiltoniana, por ejemplo las transformaciones
canénicas juegan un papel importante en la teoria clasica[4, 21, 36]; ellas
también han sido estudiadas en la mecanica cudntica, podemos encontrar
algunos trabajos dedicados a la teoria de transformaciones candnicas en
la mecanica cudntica (ver por ejemplo [11, 42, 45]). Las transformaciones
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canonoides también son importantes en la mecanica clésica, por ejemplo [41]
se muestra que, a partir de una transformacién canonoide para un sistema
Hamiltoniano, es posible encontrar constantes de movimiento del sistema, lo
cual es relevante para determinar la integrabilidad de tal sistema. En esta tesis
se introduce la nocién de transformacién canonoide para sistemas cudnticos.

Definicién 4.1. Un sistema cudntico es un trio (H,(,), H), con H un espacio de
Hilbert con producto interno (,), y H un operador hermitiano en H. H se llama el
espacio de Hilbert cudntico y H es el operador Hamiltoniano del sistema.

Definicién 4.2. 1. Un observable en un sistema cudntico es un operador
hermitiano en el espacio de Hilbert cudntico, es decir, un operador Q tal que

(Qy, ) = ($, Qo) para todo p, ¢ € H.

2. Un estado del sistema es un vector unitario en el espacio de Hilbert cudntico.

3. El valor esperado en la medicion de un observable Q en un estado € H es el
niimero (i, Q). Dicho valor esperado se denota por (Q)y.

La evolucién temporal de una funcién ¥(t) en el espacio de Hilbert
cudntico estd determinada por la ecuacién de Schrodinger

dy

h— = Hy.
T

Definicion 4.3. Un observable Q se dice constante de movimiento del sistema si

(Q)y(r) es constante a lo largo de cualquier funcién (t) solucién de la ecuacion de

Schrodinger. Es decir, un observable Q es una constante de movimiento del sistema si

d(Q)y(s)
dtw =0

El siguiente teorema conocido como el teorema de Ehrenfest es
fundamental para la teorfa de los sistemas cudnticos.

Teorema 4.1. Si (t) es una solucién de la ecuacion de Schridinger y Q un
observable, entonces

AQyy 1 9
—= 20— — (10, Hly + (55 o

Note la similitud entre la ecuacién de arriba y la ecuacién

af _ of
It —{f,H}+§/

la cual es la ecuacién que define la evolucién temporal de una funcién f en
un sistema Hamiltoniano cldsico con funcién Hamiltoniana H.
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Cabe resaltar la siguiente observacion: si un observable Q no depende del
tiempo entonces

d(Q) 1
— 2 = (10 H) o,

asi que si Q y H conmutan, es decir si [Q, H] = 0, entonces Q es una constante
de movimiento del sistema. Si el operador Hamiltoniano no depende del
tiempo entonces éste es una constante de movimiento del sistema. Para
mds detalles acerca del formalismo de sistemas cudnticos y para ver la
demostracién del teorema de Ehrenfest, ver [23] y [31].

En la formulacién estdndar de la mecanica cudntica, el espacio de Hilbert
cudntico para un sistema cudntico en n dimensiones es el espacio de las
funciones complejas de cuadrado integrable en IR", es decir el espacio de las
funciones i definidas en IR" a valores complejos tales que

[ 1Py

es un nuimero real; aqui la integral es sobre todo R"” y u es la medida usual en
IR". El producto interno en el espacio de Hilbert cudntico esta definido por

(. 9) = / Y pdu
y el operador Hamiltoniano es usualmente

hZ

_
= ZmV +V

H
donde V? es el operador Laplaciano y V es el potencial, el cual puede
depender del tiempo.

La ecuacion de Schrodinger se escribe como

W,
5 =5 VYV

Para mas detalles ver [22].

El proceso estdindar para resolver la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo, hace uso del método de separacion de variables.
Mediante este método no se obtiene directamente la solucién general de
la ecuacidén, sino que se obtiene una familia de soluciones que contienen
algunos parametros llamados niimeros cudnticos [22]. Dichas soluciones son
funciones propias comunes de un conjunto de operadores que conmutan
entre si, ademds los nimeros cudnticos son los valores propios de tales
operadores. Usualmente estos operadores no dependen del tiempo y ademas
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conmutan con el operador Hamiltoniano, por lo tanto son constantes de
movimiento del sistema. Por otro lado, si el operador Hamiltoniano depende
del tiempo, podemos encontrar soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger que
son funciones propias comunes de un conjunto de operadores, posiblemente
dependientes del tiempo, que conmutan entre si, y son constantes de
movimiento del sistema [39]. De hecho, si tenemos la ecuacién de Schrodinger
en IR", entonces por separacién de variables obtenemos # niimeros cudnticos
que son valores propios de n operadores, estos operadores forman un
conjunto completo de operadores que conmutan entre si y son constantes
de movimiento (completo en el sentido de que, hasta un factor que puede
depender solo del tiempo, solo hay una funcién propia comtn para un
conjunto dado de n valores propios) [40].

Considerando los resultados anteriores, podemos pensar de un sistema
cudntico en n dimensiones como integrable si existe un conjunto completo
de n operadores que conmutan entre si y que son constantes de movimiento.
Por lo cual, dado un sistema cudntico, resulta esencial encontrar una cantidad
suficiente de constantes de movimiento.

Nos dimos la tarea de encontrar constantes de movimiento de un
sistema cudntico dado. Inspirados en el desarrollo expuesto en el capitulo 1,
introducimos el concepto de transformacién canonoide en sistemas cudnticos
y a partir de este concepto encontramos constantes de movimiento.

Sea (H,H) un sistema cudntico, con H posiblemente dependiente del
tiempo. La ecuacion de Schrodinger es ihaa—lf = Hy.

Definicién 4.4. Una transformacion canonoide es una transformacion lineal
invertible T : H — H que preserva la forma de la ecuacion de Schridinger, esto
es,

L (Ty) _
ih 5 = K(Ty)

para algiin operador hermitiano K.

Sea T : H — H una transformacion lineal invertible, y sea (¢) una
solucién de la ecuacién de Schrodinger. Luego

ATy) . (oT W\ dp\ .. 9T
=S h( 1,L7+Tat> h¢+:r(hat>mat¢+T(H¢).

Si T es una transformacién canonoide, entonces existe un operador hermitiano
K tal que

1h—1,b +THy = KTy,
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es decir -
h— TH = KT.
ot
Como T es invertible tenemos
oT
ih—T '+ THT ! =K,
T

es decir, el operador ihaa—? T-14+ THT 1esun operador hermitiano, esto es,

oT _ ) :
hgT +THT! (hatT +THT" )

Veamos lo siguiente

oT oT

zhgT +THT! = (in~; T4+ THT 1)*
= 1h%—TT +THT™ 1:—ih(T*1)*(%—itr)*+(T* ) H*T*
< THT! +ih%—tT* :(T*)*lHT*—ih(T*)*la;;
— THT*Mih%TT*l—(T*)*lHT*Jrih(T*)*la; =0

* 1 *aT -1 * (k) —1 * o3k [k 718T*
= TTHT'T+ihT - T7'T = T*(T*) "' HT*T +ihT*(T") 7' = -T =0
& T*TH-HT*T+ h(T*a—TJraT T)=0

ot ' ot

— [T'T, H]+zhaT =0

Asi que, T es una transformaciéon canonoide si y solo si T*T es una
constante de movimiento. Note que T*T es un operador hermitiano, por lo
que es un observable.

KZ = THT 11H] +ihTHT™ %l + ha HT— hZEH T—lzlt
101 JaT d1 aT

= 27— - — 2 -1 _
TH?T' + ihTHT o r—1 4 h—a HT 1 —p > =T atT

T-1

10T aT E)T aT
2\ % 2 - - 2 -1 -
(K®* = (TH?T '+ inTHT = T +i h—aTHT —R T T

21 T
ot ot

= (T 'H?T* —ih(T*)~
—lﬁ( *)—18T*.
ot ot

(T*)"'HT* —in(T*) " 'H

w(T")
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Como T es una transformacién canonoide entonces K> = (K?)*, esto es,

oT

oT aT 10T
2 190 oL 1_ 32 1
TH*T™! +ihTHT~ 5 Tl 4i haTHT —h at atT
= (T*) " 'H*T* —ih(T*)~ 1aaT (T*) 'HT* —in(T*) ! H%—hz(T*)*l%(T*
O bien
THZT_l—i—ihTHT_laaTT - ha—HT_ h2a:r 1%{T— —(T*)'H?T*
oT* oT* oT* oT*
. =194 sy -1 E * 2 —195 ey -1 —
+ih(T") 5 (T*) 'HT* +in(T*) 'H—— 5 +h°(T") o (T") 3 0,
lo cual es equivalente a
oT oT oT 40T
* 2 . * -1 * 2 Y4 1 27
T*TH® +ihT"THT a—l—hT atH hTatT m H°T*T
LOT o 0T ,0T* 10T o1
—HhW(T) HT T—I—tha T+h at( ) o (T*)"1=0.

aT* T = 0, tenemos

Usando el hecho de que T*TH — HT*T + ihT* 5 aT +ih
que la ecuacién de arriba se convierte en

* . * *ali aT” —1a£ . *aT 2 *al —1aT
T*THH +ih(HT'T = ihT* 5 —ih S T) T S 4T S H = 1PT S TS
. LT _aT* T LT 3T
— H(T'TH+inT* S+ T) + i (1) (T TH+i T S 4+ i T)
+ihHaaT T+h28T (T 1%@*)— 0.

Simplificando queda

T*THH — HT*TH +i oT 1 —H =0,
ot ot
esto es
[T*TH, H| +ih(aaT TH + T*%Z H) =0.

Esta ecuacién indica que si el operador Hamiltoniano H no depende del
tiempo, entonces T*TH es una constante de movimiento, lo cual es evidente
ya que T*T es una constante de movimiento y si el operador Hamiltoniano
no depende del tiempo, entonces también es una constante de movimiento,
luego T*TH es una constante de movimiento.

-

,0T*
ot ’
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Ejemplo 4.1. Consideremos una particula de spin % en reposo en un campo

magnético uniforme que apunta en la direccién z. El operador Hamiltoniano en forma

matricial es B
_ —7Bog 1 0
H= 2 ( 0 -1 ) ’

ver [22].
Consideremos la transformacion T = < —11 ; > Se tiene que T es una
1 _1
transformacion canonoide, en efecto, T~! = < 7 42 >, y se nota que
4 1
_ -1 _T’Boh O _].
K=THT " = > ( 10
es un operador hermitiano. Por lo tanto T*T = ( 3 3 ) es una constante de
movimiento del sistema. Veamos
T*TH = ( S —08 ), HT*T = < é —08 >, luego T*TH = HT*T, es decir,

T*T conmuta con H, por lo tanto T*T es una constante de movimiento.
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Conclusiones

Hemos mostrado que es posible extender resultados establecidos para
sistemas Hamiltonianos auténomos al marco de los sistemas Hamiltonianos
no auténomos. Particularmente en esta tesis, partiendo de transformaciones
canonoides, hemos extendido el estudio de los sistemas bi-Hamiltonianos a
los sistemas Hamiltonianos no auténomos. También hemos presentado de
manera natural, en el caso dependiente del tiempo, la integrabilidad segtin
Lie, el mapeo de momento y la reduccién de un sistema Hamiltoniano.

Otro punto que cabe remarcar es nuestro andlisis de la nociéon de
integrabilidad en la mecénica cuéntica, dicho analisis no tiene la ambicién de
establecer definitivamente el concepto de sistema cudntico integrable, solo
presentamos una nocién enfocdndonos en las analogfas entre la mecanica
Hamiltoniana clasica y la formulacién ordinaria de la mecanica cudntica. En
esta tesis introdujimos la nocién de transformacién canonoide en mecénica
cudntica y mostramos que a partir de una de estas transformaciones podemos
obtener una constante de movimiento del sistema cudntico en cuestion,
este resultado es de gran valor aunque seguimos trabajando para ampliarlo
y similarmente como en caso cldsico, obtener suficientes constantes de
movimiento para abordar la integrabilidad del sistema.

Ademads de los sistemas de Lie, sistemas Hamiltonianos sobre otras
estructuras geométricas tales como variedades de Jacobi, variedades de Dirac,
variedades k-simplécticas, entre otras, no fueron consideradas en esta tesis;
los consideramos para trabajos futuros.
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