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Introducción

La mecánica Hamiltoniana es un formalismo matemático desarrollado por
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) para describir la dinámica de un
sistema fı́sico. Desde el formalismo Hamiltoniano es posible resolver algunos
problemas mecánicos que no tienen solución por otros medios; además
este formalismo tiene gran valor en algunos métodos en mecánica celeste,
mecánica estadı́stica, óptica y otras áreas de estudio [5]. El campo de estudio
de los sistemas integrables clásicos nace junto con la Mecánica Clásica, con una
búsqueda de soluciones exactas a las ecuaciones de movimiento de Newton.
Fue en el siglo XIX cuando Liouville proporcionó un marco general que
caracteriza este tipo especial de sistemas mecánicos en el que las soluciones
son obtenidas resolviendo integrales y haciendo algunos cálculos algebraicos.

Definición 0.1. Un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad se dice
integrable (según Liouville) si existen n constantes de movimiento en involución y
funcionalmente independientes.

Resulta indispensable encontrar una cantidad suficiente de constantes
de movimiento para determinar si un sistema Hamiltoniano es integrable.
Para ser más especı́fico, necesitamos exactamente la misma cantidad de
constantes de movimiento que el número de grados de libertad del sistema
en cuestión, además de la involución y la independencia funcional de dichas
constantes. Una constante de movimiento es una función diferenciable que
es constante en cada curva solución de las ecuaciones de movimiento del
sistema. En involución significa que {Fi, Fj} = 0, es decir, el paréntesis de
Poisson de Fi y Fj es cero, y funcionalmente independientes significa que el
subconjunto de puntos regulares del mapeo F = (F1, ..., Fn) es denso en el
dominio de definición de F. Liouville probó que la solución de las ecuaciones
de movimiento de un sistema integrable se puede obtener por cuadraturas,
es decir, resolviendo un número finito de ecuaciones algebraicas y calculando
un número finito de integrales. Para más detalles ver [4, 9, 16, 37, 43].

Los llamados sistemas bi-Hamiltonianos (autónomos) han sido estudiados
en conexión con la integrabilidad según Liouville. Se ha mostrado que si un
sistema de ecuaciones autónomo puede ser escrito en forma Hamiltoniana

7



8

haciendo uso de dos estructuras simplécticas, satisfaciendo cierta condición
de compatibilidad, entonces se pueden encontrar constantes de movimiento
en involución; estas constantes están relacionadas por una ecuación de
recurrencia (ver [29, 16]). En esta tesis se presenta el trabajo reportado en [41]
en el cual se extienden al caso no autónomo algunos resultados establecidos
para sistemas bi-Hamiltonianos autónomos.

No solo la integrabilidad según Liouville es relevante, también la
integrabilidad según Lie es de suma importancia y es también estudiada en
esta tesis. El matemático noruego Marius Sophus Lie (1842-1899) desarrolló
los conceptos de grupo de Lie y álgebra de Lie, y empleó esta teorı́a para
resolver, o al menos simplificar, ecuaciones diferenciales ordinarias. El
resultado conocido como teorema de Lie, permite reducir el orden de un
sistema de ecuaciones diferenciales cuando se tienen simetrı́as del sistema
que forman un álgebra de Lie soluble. Al principio Lie basó su trabajo en
analogı́as con el trabajo del matemático francés Evariste Galois en el que
desarrolló la teorı́a de grupos y la usó como herramienta para resolver
ecuaciones polinomiales [20].

Esta tesis está organizada como sigue: En el capı́tulo 1 se muestra que
para un sistema Hamiltoniano con función Hamiltoniana posiblemente
dependiente del tiempo, la existencia de una transformación canonoide
permite encontrar constantes de movimiento del sistema, dichas constantes
pueden depender explı́citamente del tiempo. En el capı́tulo 1 también se
muestran otros resultados estrechamente relacionados con el desarrollo
de las transformaciones canonoides aunque no dependientes de este. En
el capı́tulo 2 estudiamos la integrabilidad según Lie, presentamos los
resultados expuestos en [7], en el cual se presentan extensiones al caso
dependiente del tiempo de la integrabilidad según Lie establecida para
sistemas autónomos. Continuando con el capı́tulo 3, presentamos el trabajo
reportado en [8], en el cual se presenta el mapeo de momento y reducción
para sistemas Hamiltonianos no autónomos (el mapeo de momento puede
depender explı́citamente del tiempo). Finalmente en el capı́tulo 4 de esta
tesis, estudiamos los sistemas cuánticos, enfocándonos principalmente en
analogı́as con los sistemas Hamiltonianos clásicos, esto con el objetivo de
presentar resultados análogos, entre ellos la introducción de transformaciones
canonoides en sistemas cuánticos.

El lenguaje empleado en esta tesis es el estándar de este campo de
estudio. Conceptos como sistemas Hamiltonianos, constantes de movimiento,
estructuras simplécticas, variedades diferenciables, funciones y mapeos
diferenciables, formas diferenciales, tensores, ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales, campos vectoriales, grupos de Lie, álgebras de
Lie, simetrı́as, operador diferencial, entre otros, aparecen constantemente
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en este texto, y su conocimiento es fundamental para la comprensión de
este trabajo. Algunos libros de texto en mecánica Hamiltoniana, mecánica
cuántica, ecuaciones diferenciales y geometrı́a diferencial, que pueden ser
considerados referencias para fijar la definición de algún objeto matemático
o el desarrollo de alguna técnica o procedimiento son [1, 2, 3, 15, 21, 22, 28, 36,
38].
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Capı́tulo 1

Sistemas bi-Hamiltonianos

En este capı́tulo se presentan extensiones al caso no autónomo de
algunos resultados establecidos para sistemas bi-Hamiltonianos autónomos.
Comenzamos presentando brevemente los resultados establecidos para
sistemas bi-Hamiltonianos autónomos.

Sea (M, ω, H) un sistema Hamiltoniano autónomo. Si γ es una segunda
estructura simpléctica sobre M, se puede definir un (1, 1)-tensor S en M por
la relación γ(Y, Z) = ω(SY, Z) para cualquier par de campos vectoriales
Y, Z. F. Magri and C. Morosi [29] definen un sistema bi-Hamiltoniano como
un sistema Hamiltoniano autónomo (M, ω, H) con una segunda estructura
simpléctica compatible con el sistema hamiltoniano en el siguiente sentido: γ
es compatible con el sistema dado si £XH γ = 0 y NS = 0, donde XH es el
campo vectorial que define la dinámica del sistema (esto es, XHyω = −dH),
£XH denota la derivada de Lie por XH , y NS es el tensor torsión de Nijenhuis
de S, definido por

NS(Y, Z) = [SY, SZ]− S[SY, Z]− S[Y, SZ] + S2[Y, Z].

Si γ es compatible con el sistema Hamiltoniano (M, ω, H) entonces las
trazas de las potencias de la matriz (Sα

β) cuyas entradas son las componentes
del tensor S, son constantes de movimiento en involución que no dependen
explı́citamente del tiempo. Se tiene además que los eigenvalores de (Sα

β) son

n = 1
2 dim M constantes de movimiento en involución, que en el caso de

ser funcionalmente independientes nos llevarı́a a concluir que el sistema es
integrable (para detalles ver [16, 12, 25]).

A continuación presentamos el trabajo reportado en [41], en el cual se usan
transformaciones canonoides para encontrar constantes de movimiento de
sistemas Hamiltonianos no autónomos, es decir, sistemas Hamiltonianos en
los que la función Hamiltoniana puede depender explı́citamente del tiempo.
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14 CAPÍTULO 1. SISTEMAS BI-HAMILTONIANOS

Para detalles del formalismo de sistemas Hamiltonianos no autónomos ver
[38].

Consideremos un sistema Hamiltoniano (M × R, Ω, H) con M una
variedad diferenciable de dimensión 2n. Sean (qi, pi, t) coordenadas canónicas
en M×R, esto es, Ω = dpi ∧ dqi − dH ∧ dt (en esta tesis tomamos el convenio
de suma sobre indices repetidos). La dinámica del sistema está dada por el
campo vectorial Hamiltoniano XH , el cual es el campo vectorial en M×R tal
que XH(t) = 1 y XHyΩ = 0. En coordenadas canónicas tenemos

XH =
∂H
∂pi

∂

∂qi −
∂H
∂qi

∂

∂pi
+

∂

∂t
,

con suma sobre indices repetidos, y las curvas integrales del campo vectorial
Hamiltoniano XH son las curvas soluciones de las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −
∂H
∂qi .

Definición 1.1. Sea (M × R, Ω, H) un sistema Hamiltoniano como arriba. Una
transformación de coordenadas (Qi(qj, pj, t), Pi(qj, pj, t)) que preserva la forma de
las ecuaciones de Hamilton, esto es,

Q̇i =
∂K
∂Pi

Ṗi = −
∂K
∂Qi

para alguna función K = K(Qi, Pi, t), se llama transformación canonoide.

Se nota que una transformación de coordenadas (Qi(qj, pj, t), Pi(qj, pj, t))
es canonoide si y solo si existe una función K tal que

XHy(dPi ∧ dQi − dK ∧ dt) = 0.

Mediante un calculo directo tenemos
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dPi ∧ dQi − dK ∧ dt

=

(
∂Pi
∂pj

dpj +
∂Pi

∂qj dqj +
∂Pi
∂t

dt

)
∧
(

∂Qi

∂ps
dps +

∂Qi

∂qs dqs +
∂Qi

∂t
dt
)

− ∂K
∂pl

dpl ∧ dt− ∂K
∂ql dql ∧ dt

=
∂Pi
∂pj

∂Qi

∂ps
dpj ∧ dps +

∂Pi

∂qj
∂Qi

∂qs dqj ∧ dqs +

(
∂Pi
∂pj

∂Qi

∂qs −
∂Pi
∂qs

∂Qi

∂pj

)
dpj ∧ dqs

+

(
∂Pi
∂pj

∂Qi

∂t
− ∂Pi

∂t
∂Qi

∂pj
− ∂K

∂pj

)
dpj ∧ dt +

(
∂Pi

∂qj
∂Qi

∂t
− ∂Pi

∂t
∂Qi

∂qj −
∂K
∂qj

)
dqj ∧ dt

= −1
2
[pj, ps]dpj ∧ dps −

1
2
[qj, qs]dqj ∧ dqs − [pj, qs]dpj ∧ dqs

+

(
−[pj, t]− ∂K

∂pj

)
dpj ∧ dt +

(
−[qj, t]− ∂K

∂qj

)
dqj ∧ dt,

donde [u, v] denota el paréntesis de Lagrange de las coordenadas u, v ∈
{q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn} con respecto a las nuevas coordenadas Qi, Pi,
definido por

[u, v] =
∂Qi

∂u
∂Pi
∂v
− ∂Pi

∂u
∂Qi

∂v
.

Luego se tiene que

XHy(dPi ∧ dQi − dK ∧ dt) =

(
[pj, pl ]

∂H
∂qj − [qj, pl ]

∂H
∂pj
− [t, pl ] +

∂K
∂pl

)
dpl

+

(
[ql , qj]

∂H
∂pj
− [ql , pj]

∂H
∂qj − [t, ql ] +

∂K
∂ql

)
dql

+

((
∂K
∂pj
− [t, pj]

)
∂H
∂qj +

(
[t, qj]− ∂K

∂qj

)
∂H
∂pj

)
dt.

Esto es, XHy(dPi ∧ dQi − dK ∧ dt) = 0 si y solo si

[pj, pl ]
∂H
∂qj − [qj, pl ]

∂H
∂pj
− [t, pl ] +

∂K
∂pl

= 0,

[ql , qj]
∂H
∂pj
− [ql , pj]

∂H
∂qj − [t, ql ] +

∂K
∂ql = 0

y (
∂K
∂pj
− [t, pj]

)
∂H
∂qj +

(
[t, qj]− ∂K

∂qj

)
∂H
∂pj

= 0.
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Se nota que si la primera y la segunda ecuación se tienen, entonces la tercera
también se tiene, ası́ que podemos quedarnos solo con las dos primeras
ecuaciones y desechar la tercera. Las reescribimos en la forma

∂K
∂pl

= [pl , pj]
∂H
∂qj − [pl , qj]

∂H
∂pj

+ [t, pl ],

∂K
∂ql = [ql , pj]

∂H
∂qj − [ql , qj]

∂H
∂pj

+ [t, ql ].

La existencia de una función K satisfaciendo las ecuaciones anteriores es
equivalente a que la 1-forma(
[pl , pj]

∂H
∂qj − [pl , qj]

∂H
∂pj

+ [t, pl ]

)
dpl +

(
[ql , pj]

∂H
∂qj − [ql , qj]

∂H
∂pj

+ [t, ql ]

)
dql

sea exacta.
Haciendo (x1, x2, ..., x2n) = (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn), las ecuaciones

anteriores toman la forma

∂K
∂xα

= εµν[xµ, xα]
∂H
∂xν

+ [t, xα],

donde (εµν) es la matriz de orden 2n× 2n tal que las ecuaciones de Hamilton

tienen la forma ẋµ = εµν ∂H
∂xν , es decir, (εµν) =

(
0 I
−I 0

)
(εµν es la entrada

en el renglón µ y columna ν). Ası́ que la condición de que la 1-forma de arriba
sea exacta, la cual significa que ∂2K

∂xα∂xβ = ∂2K
∂xβ∂xα , es equivalente a

εµν ∂[xβ, xα]

∂xµ

∂H
∂xν

+ εµν[xν, xβ]
∂2H

∂xα∂xµ − εµν[xν, xα]
∂2H

∂xβ∂xµ
+

∂[xβ, xα]

∂t
= 0.

Ası́ que esta última ecuación es una condición necesaria y suficiente
para la existencia de una función K, tal que la transformación de
coordenadas (qi, pi) 7−→ (Qi, Pi) sea una transformación canonoide con
nueva Hamiltoniana K.

Si se tiene una transformación canonoide (Qi(qj, pj, t), Pi(qj, pj, t)), se
define el tensor S = Sα

β
∂

∂xα ⊗ dxβ en coordenadas canónicas xµ por

Sα
β = εαλ[xβ, xλ]

entonces las funciones Km = 1
m tr(Sm), para m ≥ 1 son constantes de

movimiento, por lo tanto, también los valores propios de S son constantes de
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movimiento; en efecto, definiendo el tensor U = Uα
β

∂
∂xα ⊗ dxβ en coordenadas

canónicas xµ por Uα
β = εαλ ∂2 H

∂xλ∂xβ , se tiene que

dSλ
β

dt
= Uλ

µ Sµ
β − Sλ

ν Uν
β,

en efecto
dSλ

β

dt
+ Sλ

ν Uν
β −Uλ

µ Sµ
β =

= ελα ∂[xβ, xα]

∂t
+ ελα ∂[xβ, xα]

∂xν

dxν

dt
+ ελα[xν, xα]ενµ ∂2H

∂xµ∂xβ
−

ελα[xβ, xν]εµν ∂2H
∂xα∂xµ

= ελα

(
∂[xβ, xα]

∂t
+

∂[xβ, xα]

∂xµ
εµν H

∂xν
+ ενµ[xν, xα]

∂2H
∂xµ∂xβ

− εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ

)
= ελα

(
∂[xβ, xα]

∂t
+ εµν ∂[xβ, xα]

∂xµ

H
∂xν
− εµν[xν, xα]

∂2H
∂xµ∂xβ

+ εµν[xν, xβ]
∂2H

∂xα∂xµ

)
= 0
o, en forma matricial, dS

dt = US− SU = [U, S], luego

d
dt
(Km) =

1
m

d
dt
(trSm)

=
1
m

tr(
d
dt

Sm)

=
1
m

tr(m
dS
dt

Sm−1)

= tr([S, U]Sm−1)

= 0.

Cabe remarcar que las funciones Km pueden ser constantes triviales
y podrı́an no estar en involución. La máxima cantidad de constantes de
movimiento funcionalmente independiente que podemos obtener por este
medio es n, ya que el polinomio caracterı́stico del producto de dos matrices
antisimétricas de orden 2n × 2n es el cuadrado de un polinomio de grado
n (ver [17]). Además si el tensor de Nijenhuis de S se anula entonces tales
constantes de movimiento están en involución, es decir, la nulidad del tensor
de Nijenhuis es una condición suficiente para la involución de las constantes
de movimiento encontradas; se muestra con algunos ejemplos que no es una
condición necesaria. El tensor de Nijenhuis de S se define por [16]

NS(X, Y) = [SX, SY]− S[SX, Y]− S[X, SY] + S2[X, Y]

para cualquier par de campos vectoriales X, Y en M × R; en coordenadas
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canónicas tenemos

Nµ
αβ = Sλ

α ∂λSµ
β − Sλ

β ∂λSµ
α − Sµ

λ∂αSλ
β + Sµ

λ∂βSλ
α

donde por simplicidad hemos escrito ∂λ para denotar a
∂

∂xλ
. Se nota que

Nµ
αβ(S

m−1)
β
µ = Sλ

α ∂λKm − ∂αKm+1,

en efecto,

Sν
α∂νKl − ∂αKl+1 =

=
1
l

Sν
α∂νtr(Sl)− 1

l + 1
∂αtr(Sl+1)

= Sν
α(∂νSλ

β)(S
l−1)

β
λ − (∂αSν

β)(S
l)

β
ν

= Sν
α(∂νSλ

β)(S
l−1)

β
λ − Sλ

ν (∂αSν
β)(S

l−1)
β
λ

= Sν
α(∂νSλ

β)(S
l−1)

β
λ − Sλ

ν (∂αSν
β)(S

l−1)
β
λ + (Sl)

β
ν ∂βSν

α − (Sl)ν
λ∂νSλ

α

= Sν
α(∂νSλ

β)(S
l−1)

β
λ − Sλ

ν (∂αSν
β)(S

l−1)
β
λ + Sλ

ν (∂βSν
α)(S

l−1)
β
λ − Sν

β(∂νSλ
α )(S

l−1)
β
λ

=
[
Sν

α(∂νSλ
β)− Sλ

ν (∂αSν
β) + Sλ

ν (∂βSν
α)− Sν

β(∂νSλ
α )
]
(Sl−1)

β
λ.

Ası́ que si el tensor de Nijenhuis se anula, entonces Sλ
α ∂λKm − ∂αKm+1 = 0, es

decir,
Sλ

α ∂λKm = ∂αKm+1,

lo que es equivalente a

εαλ∂λKm = Tαλ∂λKm+1

donde Tλα = [xλ, xα] y las funciones Tαλ son las entradas de la matriz inversa
de (Tλα), esto es, TαλTλβ = δα

β. Las ecuaciones εαλ∂λKm = Tαλ∂λKm+1 se
llaman relaciones de recurrencia de Lenard [16].

Luego se tiene que

{Ks, Kl} = εµν(∂µKs)(∂νKl)

= Tµν(∂µKs+1)(∂νKl)

= (∂µKs+1)ε
µν(∂νKl−1)

= {Ks+1, Kl−1}

Sin pérdida de generalidad, suponemos que l > s, repetimos lo anterior l − s
veces y tenemos {Ks, Kl} = {Kl , Ks}, lo que implica que {Ks, Kl} = 0, es decir,
las constantes de movimiento están en involución.
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Finalmente se concluye que si S tiene exactamente n valores propios
diferentes y el tensor de Nijenhuis de S se anula, entonces se tienen n
constantes de movimiento (los valores propios de S) en involución que
pueden depender explı́citamente del tiempo.

Hasta ahora solo hemos considerado el tensor de Nijenhuis, pero el tensor
de Haantjes también es relevante en este contexto. El tensor de Nijenhuis de
un campo tensorial de tipo (1, 1) fue definido en 1951 por Albert Nijenhuis,
quien fuera estudiante de el matemático Holandés J. A. Schouten. Por otro
lado, el tensor de Haantjes de un campo tensorial de tipo (1, 1) fue introducido
en 1951 como una generalización natural del tensor de Nijenhuis por Johannes
Haantjes, otro estudiante de J. A. Schouten [24]. Una nueva formulación de la
integrabilidad de un sistema Hamiltoniano clásico basada en operadores de
Haantjes, estos son campos tensoriales de tipo (1, 1) con tensor de Haantjes
nulo, ha sido presentada recientemente en [35], en el cual, la noción de
variedad simpléctica de Haantjes o ωH variedad es introducida como espacio
fase natural para sistemas Hamiltaninos integrables. El tensor de Haantjes de
S se define por

HS(X, Y) = S2NS(X, Y) + NS(SX, SY)− S(NS(X, SY) + NS(SX, Y)).

Es obvio que si el tensor de Nijenhuis de S se anula entonces tambien lo hace el
tensor de Haantjes de S, sin embargo, el recı́proco no es cierto en general (ver
[24]). Las componentes del tensor de Haantjes de S en coordenadas locales son

(HS)
λ
αβ = Sλ

ν Sν
µ(NS)

µ
αβ + (NS)

λ
νµSν

αSµ
β − Sλ

ν ((NS)
ν
µβSµ

α + (NS)
ν
αµSµ

β).

En ejemplo 2 al final de este capı́tulo, mostramos que incluso si ni el tensor
de Nijenhuis de S ni el tensor de Haantjes de S se anulan, es posible obtener
constantes de movimiento en involución por medio de el procedimiento
desarrollado anteriormente.

En el caso autónomo, el tensor S en cada punto p ∈ M puede ser visto
como una transformación del espacio tangente a M en p, Tp M, en el mismo.
Se tiene un resultado conocido como el teorema de Nijenhuis (ver [19]):

Teorema 1.1. Si S es diagonalizable y el tensor de Nijenhuis de S se anula, entonces
cada espacio propio S f de S y cada suma directa de espacios propios es una distribución
integrable en el sentido de Frobenius. Además si f 6= g y V ∈ S f entonces V(g) = 0,
es decir, el valor propio f de S depende solo de las coordenadas de la subvariedad
integral de la distribución p 7−→ S f (p).

Este resultado puede ser extendido al caso no autónomo de la siguiente
manera: Sean X, Y campos vectoriales en M×R, supongamos que X es vector
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propio de S con valor propio f y Y es vector propio de S con valor propio g,
esto es, SX = f X y SY = gY, luego

NS(X, Y) = (S− f )(S− g)[X, Y] + ( f − g)(Y( f )X− X(g)Y)

de aquı́ que si f = g entonces NS(X, Y) = (S − f )2[x, y], ademas si NS = 0
entonces

(S− f )2[X, Y] = 0,

luego como S es diagonalizable

(S− f )[X, Y] = 0,

ası́ que [X, Y] ∈ S f , es decir, la distribución S f es integrable. Si f 6= g y NS = 0
entonces el campo vectorial

HS(X, Y) = NS(SX, SY)− SNS(SX, Y)− SNS(X, SY) + S2NS(X, Y)

es cero, del hecho de que SX = f X y SY = gY se tiene que

0 = HS(X, Y) = (S− f )2(S− g)2[X, Y],

luego como S es diagonalizable, se tiene que [X, Y] ∈ S f + Sg, ası́ que la
distribución S f + Sg es integrable, ademas cualquier suma directa de espacios
propios es una distribución integrable. Finalmente tenemos que si f 6= g
entonces

NS(X, Y) = ( f − g)(Y(g)X− X( f )Y),

por lo que
Y(g)X− X( f )Y = 0,

lo que implica que Y( f ) = X(g) = 0 ya que X y Y son independientes. Con
esto queda establecida la extensión de teorema de Nijenhuis a sistemas no
autónomos.

Por otro lado, remarcamos que la ecuación dS
dt = [U, S] es fundamental

para este trabajo, algunos autores llaman a esta ecuación, una ecuación de
tipo Lax, en referencia al trabajo realizado por P. Lax [27]. Para un sistema
Hamiltoniano con n grados de libertad, un par de Lax se define como un par
de matrices L, M de orden n× n, funciones del espacio fase del sistema, tales
que las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como dL

dt = [M, L] (ver
[9]). Si se tiene un par de Lax L, M para un sistema dado, entonces los valores
propios de L son constantes de movimiento. Note que el par de matrices S, U
en este trabajo no es un par de Lax, en efecto, S y U son matrices funciones
del espacio fase del sistema dado, pero las ecuaciones de movimiento no

necesariamente pueden ser escritas en la forma
dS
dt

= [U, S], además las
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matrices S, U son de orden 2n × 2n; a pesar de esto, como ya se mostró, los
valores propios de S son constantes de movimiento.

En el libro [9] se presenta, para sistemas autónomos, un resultado que
establece una condición suficiente y necesaria para la involución de los valores
propios de una matriz L, con L, M un par de Lax. Antes de presentar dicho
resultado, veamos un breve resumen sobre producto tensorial de matrices,
también llamado producto de Kronecker. Si A es una matriz de orden a × b
y B es una matriz de orden c× d, entonces el producto tensorial A⊗ B es la
matriz de orden ac× bd dada por

A⊗ B =

 A11B · · · A1bB
...

. . .
...

Aa1B · · · AabB


Si K es una matriz cuadrada de orden n y Eij es la base canónica del espacio
de matrices cuadradas de orden n entonces
K = ∑ KijEij.

Se define
K1 = K⊗ I = ∑ Kij(Eij ⊗ I),
K2 = I ⊗ K = ∑ Kij(I ⊗ Eij),
donde I es la matriz identidad de orden n.

Se nota que {Eij⊗ Ekl}i,j,k,l=1,2,...,n es una base para el espacio de productos
tensoriales de matrices cuadradas de orden n, esto es, si r es el producto
tensorial de dos matrices cuadradas de orden n entonces
r = ∑ rij,klEij ⊗ Ekl .

Se define
r12 = ∑ rij,klEij ⊗ Ekl = r,
r21 = ∑ rij,klEkl ⊗ Eij y
{K1, K2} = ∑{Kij, Kkl}Eij ⊗ Ekl .

Se tienen las siguientes propiedades: si A, B, C, D son matrices con
tamaños adecuados, entonces

1. tr(A⊗ B) = tr(A)tr(B) y (A⊗ B)(C⊗ D) = (AC⊗ BD),

2. si A y B son invertibles, entonces A⊗ B es invertible,
(A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1,
A−1

1 = A−1 ⊗ I,
A−1

2 = I ⊗ A−1 y
A−1

1 A−1
2 = A−1 ⊗ A−1 = A−1

2 A−1
1 .

Para más detalles ver [34].
El resultado tal como se presenta en [9] es el siguiente: Sea L, M un par

de Lax para un sistema con n grados de libertad, supongamos que L es
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diagonalizable; los valores propios de L están en involución si y solo si, existe
una matriz r que es el producto tensorial (o producto de Kronecker) de dos
matrices cuadradas de orden n tal que

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2],

A continuación como una extensión del resultado anterior, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.2. Si tenemos un par de matrices S, U como antes, es decir, un par de
matrices de orden 2n × 2n, funciones del espacio fase de un sistema Hamiltoniano

no autónomo con n grados de libertad, tal que
dS
dt

= [U, S], aunque las ecuaciones

de movimiento no necesariamente sean equivalentes a
dS
dt

= [U, S], si S es
diagonalizable, entonces tenemos que los valores propios de S están en involución
si y solo si existe r, producto tensorial de dos matrices 2n× 2n, tal que {S1, S2} =
[r12, S1]− [r21, S2].

De manera análoga a las definiciones anteriores de L1, L2, r12 entre otras,
tenemos que si Fi,j es la base canónica de las matrices de orden 2n × 2n
entonces
S = ∑ SijFij,
S1 = S⊗ I = ∑ Sij(Fij ⊗ I),
S2 = I ⊗ S = ∑ Sij(I ⊗ Fij),
r12 = ∑ rij,kl Fij ⊗ Fkl ,
r21 = ∑ rij,kl Fkl⊗Fij

y {S1, S2} = ∑{Sij, Skl}Fij ⊗ Fkl .
En este caso I es la matriz identidad de orden 2n× 2n.

Demostración. Como S es diagonalizable, entonces existen matrices P y A con
A diagonal, tales que S = PAP−1. Supongamos primero que los valores
propios de S están en involución y calculemos {S1, S2}. Usando la regla de
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Leibniz tenemos

{S1, S2} = {P1 A1P−1
1 , P2 A2P−1

2 }
= {P1 A1P−1

1 , P2}A2P−1
2 + P2{P1 A1P−1

1 , A2P−1
2 }

= P1{A1P−1
1 , P2}A2P−1

2 + {P1, P2}A1P−1
1 A2P−1

2 + P2{P1 A1P−1
1 , A2P−1

2 }
= {P1, P2}A1P−1

1 A2P−1
2 + P1{A1, P2}P−1

1 A2P−1
2 + P1 A1{P−1

1 , P2}A1P−1
2

+ P2{P1 A1P−1
1 , A2}P−1

2 + P2 A2{P1 A1P−1
1 , P−1

2 }
= {P1, P2}A1P−1

1 A2P−1
2 + P1{A1, P2}P−1

1 A2P−1
2 + P1 A1{P−1

1 , P2}A1P−1
2

+ P2{P1, A2}A1P−1
1 P−1

2 + P2P1{A1P−1
1 , A2}P−1

2 + P2 A2P1 A1{P−1
1 P−1

2 }
+ P2 A2{P1 A1, P2}P−1

1

= {P1, P2}A1P−1
1 A2P−1

2 + P1{A1, P2}P−1
1 A2P−1

2 + P1 A1{P−1
1 , P2}A1P−1

2

+ P2{P1, A2}A1P−1
1 P−1

2 + P2P1{A1, A2}P1
1 P−1

2 + P2P1 A1{P−1
1 , A2}P−1

2

+ P2 A2P1 A1{P−1
1 , P−1

2 }+ P2 A2P1{A1, P−1
2 }P

−1
1 + P2 A2{P1, P−1

2 }A1P−1
1

Como los valores propios de S están en involución, entonces {A1, A2} = 0, ya
que como sabemos A es diagonal y los elementos de su diagonal principal son
los valores propios de S. Por lo tanto

{S1, S2} = {P1, P2}A1P−1
1 A2P−1

2 + P1{A1, P2}P−1
1 A2P−1

2 + P1 A1{P−1
1 , P2}A1P−1

2

+ P2{P1, A2}A1P−1
1 P−1

2 + P2P1 A1{P−1
1 , A2}P−1

2 + P2 A2P1 A1{P−1
1 , P−1

2 }
+ P2 A2P1{A1, P−1

2 }P
−1
1 + P2 A2{P1, P−1

2 }A1P−1
1

Consideremos los productos matriciales
K12 = {P1, P2}P−1

1 P−1
2 , K21 = {P2, P1}P−1

2 P−1
1 = −K12,

V12 = P2{P1, A2}P−1
1 P−1

2 , V21 = P1{P2, A1}P−1
2 P−1

1
Luego tenemos que

{S1, S2} = K12S1S2 + S1S2K12 − S1K12S2 − S2K12S1 −V21S2 + V12S1 − S1V12 + S2V21

= K12S2S1 − S1K12S2 + S1S2K12 − S2K12S1 + V12S1 − S1V12 −V21S2 + S2V21

=
1
2
(K12S2S1 − S2K12S1 − S1K12S2 + S1S2K12)

− 1
2
(K21S2S1 − S2K21S1 − S1K21S2 + S2S1K21)

+ V12S1 − S1V12 −V21S2 + S2V21

=
1
2
[K12S2 − S2K12, S1]−

1
2
[K21S1 − S1K21, S2] + [V12, S1]− [V21, S2]

=
1
2
[[K12, S2], S1]−

1
2
[[K21, S1], S2] + [V12, S1]− [V21, S2]

= [V12 +
1
2
[K12, S2], S1]− [V21 +

1
2
[K21, S1], S2]
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Si tomamos r12 = V12 +
1
2 [K12, S2] entonces r21 = V21 +

1
2 [K21, S1] y

{S1, S2} = [r12, S1]− [r21, S2],

como deseábamos probar.
Ahora supongamos que existe r producto tensorial de matrices tal que

{S1, S2} = [r12, S1]− [r21, S2],

usando la regla de Leibniz notamos que

{Sl
1, Sm

2 } = [al,m
12 , S1] + [bl,m

12 , S2]

donde al,m
12 =

l−1

∑
p=0

m−1

∑
q=0

Sl−p−1
1 Sm−q−1

2 r12Sp
1 Sq

2

y bl,m
12 = −

l−1

∑
p=0

m−1

∑
q=0

Sl−p−1
1 Sm−q−1

2 r21Sp
1 Sq

2.

Tomando traza en la ecuación {Sl
1, Sm

2 } = [al,m
12 , S1] + [bl,m

12 , S2] obtenemos que
las funciones del espacio fase tr(Sl) están en involución, lo que es equivalente
a que los valores propios de S estén en involución. Con esto finalizamos la
demostración del teorema.

Finalizamos esta sección con algunos ejemplos. En el primer ejemplo
tenemos una transformación canonoide para la cual el tensor de Nijenhuis
del tensor S se anula, ası́ que conseguimos n constantes de movimiento
en involución. En el segundo y tercer ejemplo encontramos constantes de
movimiento en involución incluso aunque el tensor de Nijenhuis no se anula.

Ejemplo 1: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canónicas (q1, q2, p1, p2) y función Hamiltoniana

H(q1, q2, p1, p2, t) = −5tq1 + 3t2q2 + p2 sin t.

Se verifica fácilmente que la transformación de coordenadas

Q1 = 1
2 (q

1)2,

Q2 = p2 + t3 + et,
P1 = p1,

P2 = p2(1− q2 − cos t)− t3q2 − t3 cos t− et,

es canonoide con nueva función Hamiltoniana

K = −5tQ1 + (3t2 + et)Q2 + etP2.
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(Esto es, Q̇i = ∂K/∂Pi y Ṗi = −∂K/∂Qi.)
La matriz S = (Sα

β) está dada por

S =


[q1, p1] [q2, p1] 0 [p2, p1]
[q1, p2] [q2, p2] [p1, p2] 0

0 [q1, q2] [q1, p1] [q1, p2]
[q2, q1] 0 [q2, p1] [q2, p2]

 =


q1 0 0 0
0 p2 + t3 0 0
0 0 q1 0
0 0 0 p2 + t3


y los eigenvalores de S son

λ1 = q1 and λ2 = p2 + t3.

Se puede verificar que el tensor de Nijuenhuis de S se anula, por lo tanto las
funciones λ1 y λ2 son constantes de movimiento en involución, además se
nota que son funcionalmente independientes, ası́ que el sistema es integrable.

Ejemplo 2: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canónicas (q1, q2, p1, p2) y función Hamiltoniana

H(q1, q2, p1, p2, t) = (t3 − 5t)p1 + 3t2 p2 − tq1 − q2 sin t.

Se verifica fácilmente que la transformación de coordenadas

Q1 = q2,

Q2 = p2 − 2p1 + t2,

P1 = p1(
5
2 t2 − 1

4 t4) + q1(p1 − 1
2 t2) + (p2 + cos t)2 − q2 + 1

8 t6 − 5
4 t4 + t3 + sin t2,

P2 = −p2 − cos t− 4et,

es canonoide con nueva función Hamiltoniana

K(Q1, Q2, P1, P2, t) = 3t2P1 + P2 sin t− 2tQ1 cos t2 + 4etQ2.

La matriz S es

S =


0 5

2 t2 − 1
4 t4 + q1 0 −2

0 2(p2 + cos t) 2 0
0 −p1 +

1
2 t2 0 0

p1 − 1
2 t2 0 5

2 t2 − 1
4 t4 + q1 2(p2 + cos t)


y los eigenvalores de S son

λ1 = p2 + cos t +
√
(p2 + cos t)2 + t2 − 2p1

and
λ2 = p2 + cos t−

√
(p2 + cos t)2 + t2 − 2p1,
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ası́ que K1 = 4(p2 + cos t) y K2 = 4t2 − 8p1 + 8(p2 + cos t)2. Se nota que estas
funciones son constantes de movimiento funcionalmente independientes en
involución. Sin embargo, ni el tensor de Nijenhuis de S ni el tensor de Haantjes
de S se anulan, en efecto,

N2
12 = Sλ

1 ∂λS2
2 − Sλ

2 ∂λS2
1 − S2

λ∂1Sλ
2 + S2

λ∂2Sλ
1

= S4
1∂4S2

2 − 0− 0 + 0

= 2p1 − t2

y

(HS)
1
13 = (2t2 − 4p1)(1 + 5t2 − 1

2
t4 + 2q1).

La relación de recurrencia de Lenard tampoco se cumple: tenemos ∂1K2 =
0, pero

Sλ
1 ∂λK1 = S4

1∂4K1 = 4p1 − 2t2 6= 0.

Ejemplo 3: Consideremos el sistema Hamiltoniano con coordenadas
canónicas (q1, q2, q3, p1, p2, p3) y función Hamiltoniana

H(q1, q2, q3, p1, p2, p3, t) = tp1 +
1
3 p2

3 − et p3 − 5q2 − q3 sin t.

La transformación de coordenadas

Q1 = p2,

Q2 = p1
2 + p3,

Q3 = q3 + et − t4.

P1 = p1(p2 − 5t)(q2 − 1
15 p2

3),

P2 = q1 − p3 − t2 p1 − et − cos t,

P3 = q3(p3 + cos t + 1) + et(p3 + cos t),

es una transformación canonoide con nueva función Hamiltoniana

K(Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3, t) = 5P1 + P2 sin t− 4t3P3 + etQ2 + etQ3.

La matriz (Sα
β) es

S =


−2p1 0 0 0 (q2 − 1

15 p2
3)(p2 − 5t) 2p1 − t2

0 p1(5t− p2) 0 (q2 − 1
15 p2

3)(5t− p2) 0 0
−1 0 q3 + et t2 − 2p1 0 0
0 0 0 −2p1 0 −1
0 0 0 0 p1(5t− p2) 0
0 0 0 0 0 q3 + et

 .
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Los eigenvalores de S son

λ1 = −2p1, λ2 = p1(5t− p2), λ3 = q3 + et.

Se nota que al igual que en ejemplo anterior, estas funciones son constantes
de movimiento funcionalmente independientes en involución. Sin embargo,
el tensor de Nijenhuis de S no se anula, en efecto,

N5
45 = 2p1(p2 − 5t)− p1(p2 − 5t)2.
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Capı́tulo 2

El teorema de Lie

En este capı́tulo presentamos el trabajo reportado en [7], en el cual
desarrollamos parte importante del trabajo de Lie, un resultado conocido
como Teorema de Lie, y también una aplicación de este teorema a sistemas
Hamiltonianos, finalmente extendemos estos resultados al caso dependiente
del tiempo.

Definición 2.1. Un álgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial real g equipado
con un mapeo bilineal [, ] : g× g −→ g llamado corchete de Lie, que satisface
[X, Y] = −[Y, X] ∀X, Y ∈ g y
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0 ∀X, Y, Z ∈ g.

Definición 2.2. Sea g un álgebra de Lie.

1. Una subálgebra de Lie de g es un subespacio vectorial L de g tal que [X, Y] ∈ L
∀X, Y ∈ L.

2. Un subespacio vectorial I de g se llama ideal de g si [X, Y] ∈ I ∀X ∈ I y
∀Y ∈ g. Note que un ideal es una subálgebra de Lie.

3. Decimos que g es un álgebra de Lie soluble si existe una sucesión finita de
subálgebras de Lie de g, L1, L2, ..., Ln con n = dim(g), tales que

{0} = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln−1 ⊂ Ln = g

y Li es un ideal de Li+1 de codimensión 1 para i = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Consideremos un sistema dinámico dado por la ecuación vectorial

ẋ = v(x),

con x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn y v un campo vectorial diferenciable. Sea u una
simetrı́a de v, esto es [u, v] = 0, por el teorema de rectificación para campos

29
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vectoriales [3] tenemos que existen coordenadas (y1, ..., yn) tales que

u =
∂

∂yn ,

luego las componentes v1, ..., vn de v = vi ∂
∂yi no dependen de yn, esto es,

vi = vi(y1, ..., yn−1),

en efecto,

0 = [u, v] = [
∂

∂yn , vi ∂

∂yi ] =
∂vi

∂yn
∂

∂yi ,

de aquı́ que ∂vi

∂yn = 0 para i = 1, 2, ..., n. Luego la ecuación ẋ = v(x) es
equivalente al sistema de ecuaciones

ẏ1 = v1(y1, y2, ..., yn−1)
...

ẏn−1 = vn−1(y1, y2, ..., yn−1)
ẏn = vn(y1, y2, ..., yn−1)

Para resolver este sistema de ecuaciones debemos resolver el sistema de n− 1
ecuaciones 

ẏ1 = v1(y1, y2, ..., yn−1)
...

ẏn−1 = vn−1(y1, y2, ..., yn−1)

e integrar la ecuación ẏn = vn(y1, y2, ..., yn−1). Note que si podemos repetir
este proceso, tendrı́amos que resolver un sistema de n − 2 ecuaciones e
integrar 2 ecuaciones. Esto es posible si tenemos otra simetrı́a de v, digamos
w, tal que [w, u] = λu con λ ∈ R no nula, en efecto, primero veamos que las
componentes w1, w2, · · ·wn−1 de w = wi ∂

∂yi no dependen de yn.

λu = [w, u] =⇒ λ
∂

∂yn = [wi ∂

∂yi ,
∂

∂yn ]

=⇒ λ
∂

∂yn = −∂wi

∂yn
∂

∂yi

=⇒ ∂wi

∂yn = 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n− 1}

Luego el campo vectorial w′ = w1 ∂
∂y1 + · · · + wn−1 ∂

∂yn−1 es una simetrı́a

del campo vectorial v′ = v1 ∂
∂y1 + · · ·+ vn−1 ∂

∂yn−1 y entonces para resolver el
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sistema de ecuaciones 
ẏ1 = v1(y1, y2, ..., yn−1)

...
ẏn−1 = vn−1(y1, y2, ..., yn−1)

debemos resolver un sistema de n− 2 ecuaciones e integrar una ecuación, es
decir, hemos reducido el sistema original de n ecuaciones a resolver un sistema
de n − 2 ecuaciones e integrar dos ecuaciones. Es deseable poder continuar
este proceso hasta el punto de resolver el sistema de ecuaciones original solo
integrando n ecuaciones.

El siguiente teorema, conocido como Teorema de Lie [26], establece una
condición suficiente para realizar el proceso de reducción de orden de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema 2.1. Consideremos un sistema dinámico en Rn como antes, dado por la
ecuación vectorial ẋ = v(x). Sean u1, u2, ..., un campos vectoriales linealmente
independientes que son simetrı́as del campo vectorial v. Si u1, u2, ..., un generan un
álgebra de Lie soluble con el corchete de Lie [, ] de campos vectoriales, entonces el
sistema se puede resolver por cuadraturas.

Demostración. Sea g el álgebra de Lie generada por u1, u2, ..., un, luego como g
es soluble, existen L1, L2, ..., Ln subálgebras de Lie de g tales que

{0} = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln−1 ⊂ Ln = g

y Li es un ideal de Li+1 de codimensión 1 para i = 0, 1, 2, ..., n − 1. Ası́ que
existen campos vectoriales w1, w2, ..., wn tales que
L1 = 〈w1〉,
L2 = 〈w1, w2〉,
...
Ln−1 = 〈w1, w2, ..., wn−1〉
Ln = 〈w1, w2, ..., wn〉 = 〈u1, u2, ..., un〉 = g,
donde 〈w1, w2, ..., wk〉 es el subespacio vectorial generado por el subconjunto
{w1, w2, ..., wk} de g, y
[w1, wj] = λ1

1jw1,

[w2, wj] = λ1
2jw1 + λ2

2jw2

...

[wn−1, wj] =
n−1

∑
i=1

λi
n−1jwi

[wn, wj] =
n

∑
i=1

λi
njwi.

Además, [wi, v] = 0 para i = 1, 2, ..., n, es decir, w1, w2, ..., wn son simetrı́as de
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v. Con estas simetrı́as podemos reducir el orden del sistema de ecuaciones
ordinarias equivalente a la ecuación vectorial ẋ = v(x) hasta el punto de
encontrar la solución solo integrando n ecuaciones.

Si tenemos un sistema dinámico dado por una ecuación vectorial ẋ =
v(x), resulta indispensable encontrar una cantidad adecuada de simetrı́as
del campo vectorial v. En el caso de un sistema Hamiltoniano autónomo
(M, ω, H), el conjunto de ecuaciones de movimiento de Hamilton es
equivalente a la ecuación vectorial

ẋ = XH(x),

donde XH es el campo vectorial tal que

XHyω = −dH,

ası́ que para resolver las ecuaciones de movimiento de este sistema
necesitamos encontrar una cantidad suficiente de simetrı́as del campo
vectorial XH . Se tiene que si f es una constante de movimiento del sistema
Hamiltoniano (M, ω, H) entonces el campo vectorial X f tal que

X f yω = −d f ,

es una simetrı́a de XH (ver [38]). En efecto, del hecho de que la forma
diferencial ω sea no degenerada se tiene que [X f1 , X f2 ] = X{ f2, f1}, en particular

[XH , X f ] = X{ f ,H}

pero como f es constante de movimiento que no depende explı́citamente del
tiempo, esto es, { f , H} = 0, se tiene que X{ f ,H} = 0, por lo tanto [XH , X f ] = 0.

El siguiente resultado, conocido como teorema de Kozlov (ver [26, 4]), se
tiene como consecuencia del resultado presentado arriba y el teorema de Lie.

Teorema 2.2. Sea (M, ω, H) un sistema Hamiltoniano con M de dimensión 2n. Si
se tienen n constantes de movimiento f1, f2, ..., fn tales que

1. { fi, f j} = ck
ij fk, con ck

ij ∈ R,

2. el álgebra de Lie generada por f1, f2, ..., fn es un álgebra de Lie soluble bajo el
corchete de Lie definido por el paréntesis de Poisson,

3. en el conjunto M f = {x ∈ M : fi(x) = αi, αi ∈ R} las funciones f1, f2, ..., fn
son independientes y

4. ck
ijαk = 0 para todo i, j = 1, 2, ..., n,

entonces M f es una subvariedad de M de dimension n y las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton que viven en M f pueden ser encontradas por cuadraturas.



33

Demostración. El hecho de que el conjunto M f es una subvariedad de M de
dimensión n, es consecuencia de la independencia funcional de las funciones
f1, f2, ..., fn (ver [28]: Regular level set theorem).

Los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn son simetrı́as del campo vectorial
Hamiltoniano XH y forman un álgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie
de campos vectoriales, ya que la aplicación f 7−→ X f es un homomorfismo de
álgebras de Lie ([X f , Xg] = X{g, f }), ası́ que

[XH , X fi
] = X{ fi ,H} = 0.

Además los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn son tangentes a la subvariedad
M f , en efecto, X fi

( f j) = { f j, fi}, ası́ que en M f se tiene X fi
( f j) = 0.

Evidentemente el campo vectorial XH también es tangente a la subvariedad
M f , ya que XH( fi) = 0 para todo i = 1, 2, ..., n. Luego las soluciones
de las ecuaciones de Hamilton que viven en M f son soluciones de la
ecuación vectorial ẋ = XH(x) en M f , la cual es equivalente a un sistema
de n = dim(M f ) ecuaciones, y como los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn
son simetrı́as del campo vectorial Hamiltoniano XH y forman un álgebra de
Lie soluble bajo el corchete de Lie de campos vectoriales, entonces aplicando
el teorema de Lie tenemos que tales soluciones pueden ser encontradas por
cuadraturas.

El teorema de Kozlov puede ser extendido a sistemas Hamiltonianos no
autónomos. Primero notemos que el teorema de Lie puede ser extendido de
la siguiente manera, consideremos un sistema dinámico dado por la ecuación
vectorial ẋ = v(x, t) con x ∈ Rn, t ∈ R y v un campo vectorial dependiente
del tiempo en Rn. La ecuación vectorial ẋ = v(x, t) es equivalente al sistema
de ecuaciones 

ẋ1 = v1(x1, x2, · · · , xn, t)
...

ẋn = vn(x1, x2, · · · , xn, t)

Si tenemos un campo vectorial dependiente del tiempo u en Rn de la forma

u = u1(x, t)
∂

∂x1 + · · · , un(x, t)
∂

∂xn

y u es simetrı́a de v, entonces usando el teorema de rectificación para campos
vectoriales y siguiendo los mismos pasos desarrollados anteriormente que nos
permitieron demostrar el teorema de Lie original, podemos reducir el orden
del sistema de ecuaciones anterior de tal manera que éste sea equivalente a un
sistema de n− 1 ecuaciones y una ecuación que se puede integrar. Ası́ tenemos
la siguiente extensión del teorema de Lie, cuya demostración sigue de manera
análoga a la demostración del teorema de Lie original.
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Teorema 2.3. Sea v un campo vectorial dependiente del tiempo en Rn. Consideremos
el sistema dinámico en Rn definido por la ecuación vectorial ẋ = v(x, t).
Sean u1, u2, ..., un campos vectoriales posiblemente dependientes del tiempo en Rn

linealmente independientes que son simetrı́as del campo vectorial v. Si u1, u2, ..., un
generan un álgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie [, ] de campos vectoriales,
entonces el sistema se puede resolver por cuadraturas.

Ahora presentamos la extensión del teorema de Kozlov.

Teorema 2.4. Sea (M×R, Ω, H) un sistema Hamiltoniano con Ω = dpi ∧ dqi −
dH ∧ dt y H ∈ C∞(M ×R). Si tenemos n constantes de movimiento f1, f2, ..., fn
tales que

1. { fi, f j} = ck
ij fk, con ck

ij ∈ R,

2. el álgebra de Lie generada por f1, f2, ..., fn es un álgebra de Lie soluble bajo el
corchete de Lie definido por el paréntesis de Poisson,

3. en el conjunto (M ×R) f = {(x, t) ∈ M ×R : fi(x, t) = αi, αi ∈ R} las
funciones f1, f2, ..., fn son funcionalmente independientes y,

4. ck
ijαk = 0 para todo i, j = 1, 2, ..., n,

entonces (M ×R) f es una subvariedad de M de dimensión n + 1, y las soluciones
de las ecuaciones de Hamilton que viven en (M ×R) f pueden ser encontradas por
cuadraturas.

Antes de presentar la demostración de este teorema, presentamos un lema
que usaremos más adelante.

Lema 2.1. Sea (M ×R, Ω, H) un sistema Hamiltoniano con M de dimensión 2n.
Si f1, f2, ..., fk : M × R −→ R son constantes de movimiento funcionalmente
independientes, entonces

(M×R) f = {(x, t) ∈ M : fi(x, t) = αi, αi ∈ R}
es una subvariedad de M ×R de dimensión 2n + 1− k. Además alrededor de cada
punto en (M×R) f podemos encontrar coordenadas locales (y1, ..., y2n−k, t).

Demostración. Sea (x0, t0) ∈ (M × R) f , esto es, fi(x0, t0) = αi para i =
1, 2, ..., k. Sea (U, φ) una carta coordenada en M tal que x0 ∈ φ(U) y las
coordenadas (q1, ..., qn, p1, ..., pn) en φ(U) ⊂ M son coordenadas canónicas.
Sea t la coordenada global en R.

Como las funciones f1, ..., fk son funcionalmente independientes entonces
la matriz

D f (x0, t0) =


∂ f1
∂q1 (x0, t0) · · · ∂ f1

∂qn (x0, t0)
∂ f1
∂p1

(x0, t0) · · · ∂ f1
∂pn

(x0, t0)
∂ f1
∂t (x0, t0)

...
...

...
...

...
∂ fk
∂q1 (x0, t0) · · · ∂ fk

∂qn (x0, t0)
∂ fk
∂p1

(x0, t0) · · · ∂ fk
∂pn

(x0, t0)
∂ fk
∂t (x0, t0)


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tiene rango k, es decir, tiene k columnas linealmente independientes. Se nota
que dichas columnas están entre las 2n primeras, en efecto, como cada f j es

una constante de movimiento, entonces
d f j
dt = 0, esto es, { f j, H}+ ∂ f j

∂t = 0, de
donde tenemos que

∂ f j

∂t
(x0, t0) = {H, f j}(x0, t0) =

∂H
∂qi (x0, t0)

∂ f j

∂pi
(x0, t0)−

∂H
∂pi

(x0, t0)
∂ f j

∂qi (x0, t0)

es decir, la última columna de la matriz D f (x0, t0) es combinación lineal de
las otras columnas, ası́ que la última columna no forma parte de un conjunto
de k columnas de D f (x0, t0) que son linealmente independientes.

Sean x1, ..., xk ∈ {q1, ..., qn, p1, ..., pn} tales que las columnas
∂ f1
∂x1 (x0, t0)

...
∂ fk
∂x1 (x0, t0)

, ...,


∂ f1
∂xk (x0, t0)

...
∂ fk
∂xk (x0, t0)

 son linealmente independientes.

Ası́ que la matriz 
∂ f1
∂x1 (x0, t0) · · · ∂ f1

∂xk (x0, t0)
...

...
∂ fk
∂x1 (x0, t0) · · · ∂ fk

∂xk (x0, t0)


es no singular, luego por el teorema de la función implı́cita [28] (posiblemente
es necesario hacer un reacomodo de las coordenadas y colocar las xj al final
de (q1, ..., qn, p1, ..., pn)) tenemos que existe un abierto U0 ⊆ R2n−k, un abierto
W0 ⊆ Rk y una función g : U0 ×R −→W0 tales que

φ−1(x0) ∈ U0 ×W0 ⊆ U

y en (M × R) f ∩ φ(U0 ×W0) × R se tiene que x = g(y, t), donde x =

(x1, ..., xk) y y = (y1, ..., y2n−k) son tales que (y1, ..., y2n−k, x1, ..., xk) =
(q1, ..., qn, p1, ..., pn). Ası́ que tenemos una carta coordenada (U0 × R, ϕ) en
(M×R) f con (x0, t0) ∈ ϕ(U0 ×R) definida por

ϕ(y1, ..., y2n−k, t) = (φ(y1, ..., y2n−k, g(y1, ..., y2n−k, t)), t).

Veamos ahora la demostración del teorema 2.4.

Demostración. El hecho de que M f es una subvariedad de M de dimensión n+
1 se tiene como consecuencia de la independencia de las funciones f1, f2, ..., fn.
Además por el lema anterior, alrededor de cualquier punto en M f tenemos
coordenadas (y1, ...yn, t).



36 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA DE LIE

Sabemos que si f es una constante de movimiento, entonces
existe un campo vectorial X f tal que X f yΩ = −d f , de hecho si
(q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn, t) son coordenadas canónicas en M×R entonces

X f =
∂ f
∂pi

∂

∂qi −
∂ f
∂qi

∂

∂pi
+ CXH ,

donde C es una función diferenciable arbitraria(ver [38]). Podemos tomar C =
0, esto es X f (t) = 0, luego tenemos

X f =
∂ f
∂pi

∂

∂qi −
∂ f
∂qi

∂

∂pi

En adelante, si f es una constante de movimiento consideraremos el campo
vectorial X f , como el campo vectorial tal que X f yΩ = −d f y X f (t) = 0.
Veamos que X f es una simetrı́a de XH , en efecto

[XH , X f ] = [
∂H
∂pi

∂

∂qi −
∂H
∂qi

∂

∂pi
+

∂

∂t
,

∂ f
∂pk

∂

∂qk −
∂ f
∂qk

∂

∂pk
]

=
∂H
∂pi

∂2 f
∂qi∂pk

∂

∂qk −
∂H
∂pi

∂2 f
∂qi∂qk

∂

∂pk
− ∂H

∂qi
∂2 f

∂pi∂pk

∂

∂qk +
∂H
∂qi

∂2 f
∂pi∂qk

∂

∂pk

+
∂2 f

∂t∂pk

∂

∂qk −
∂2 f

∂t∂qk
∂

∂pk
− ∂ f

∂pk

∂2H
∂qk∂pi

∂

∂qi +
∂ f
∂pk

∂2H
∂qk∂qi

∂

∂pi

+
∂ f
∂qk

∂2H
∂pk∂pi

∂

∂qi −
∂ f
∂qk

∂2H
∂pk∂qi

∂

∂pi

=

(
∂H
∂pk

∂2 f
∂qk∂pi

− ∂H
∂qk

∂2 f
∂pk∂pi

+
∂2 f

∂t∂pi
− ∂ f

∂pk

∂2H
∂qk∂pi

+
∂ f
∂qk

∂2H
∂pk∂pi

)
∂

∂qi

+

(
∂H
∂qk

∂2 f
∂pk∂qi +

∂ f
∂pk

∂2H
∂qk∂qi −

∂2 f
∂t∂qi −

∂ f
∂qk

∂2H
∂pk∂qi −

∂H
∂pk

∂2 f
∂qk∂qi

)
∂

∂pi

=
∂

∂pi

(
∂ f
∂qk

∂H
∂pk
− ∂H

∂qk
∂ f
∂pk

+
∂ f
∂t

)
∂

∂qi −
∂

∂qi

(
∂ f
∂qk

∂H
∂pk
− ∂H

∂qk
∂ f
∂pk

+
∂ f
∂t

)
∂

∂pi

=
∂({ f , H}+ ∂ f

∂t )

∂pi

∂

∂qi −
∂({ f , H}+ ∂ f

∂t )

∂qi
∂

∂pi

= X{ f ,H}+ ∂ f
∂t

= 0

En el desarrollo anterior es posible considerar el campo vectorial X{ f ,H}+ ∂ f
∂t

, ya

que { f , H}+ ∂ f
∂t es una constante de movimiento, de hecho es una constante

trivial, { f , H}+ ∂ f
∂t = 0.
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De manera análoga se tiene que si g es otra constante de movimiento
entonces

[X f , Xg] = X{g, f }.

Notemos que es posible considerar el campo vectorial X{g, f } ya que como f y
g son constantes de movimiento, entonces {g, f } también es una constante de
movimiento.

Ası́ que de la misma manera que en la demostración del teorema de
Kozlov, tenemos que los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn son simetrı́as del
campo vectorial Hamiltoniano XH y forman un álgebra de Lie soluble bajo
el corchete de Lie de campos vectoriales, nuevamente ya que la aplicación
f 7−→ X f es un homomorfismo de álgebras de Lie ([X f , Xg] = X{g, f }). Además
los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn son tangentes a la subvariedad M f , en
efecto, X fi

( f j) = { f j, fi}, ası́ que en M f se tiene X fi
( f j) = 0. Evidentemente

el campo vectorial XH también es tangente a la subvariedad M f , ya que
XH( fi) = 0 para todo i = 1, 2, ..., n. Luego las soluciones de las ecuaciones
de Hamilton que viven en M f son soluciones de la ecuación vectorial ẏ =
XH(y, t) en M f , la cual es equivalente a un sistema de n ecuaciones, y
como los campos vectoriales X f1 , X f2 , ..., X fn son simetrı́as del campo vectorial
Hamiltoniano XH y forman un álgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie
de campos vectoriales, entonces aplicando la extensión del teorema de Lie
tenemos que tales soluciones pueden ser encontradas por cuadraturas.
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Capı́tulo 3

El mapeo de momento

El mapeo de momento juega un papel importante en el estudio de
los sistemas Hamiltonianos, este generaliza los clásicos momento lineal y
momento angular, además lleva consigo las leyes asociadas a la simetrı́a de
un sistema Hamiltoniano. Este concepto aparece cuando sobre una variedad
simpléctica se tiene la acción de un grupo de Lie que preserva la estructura
simpléctica. A continuación presentamos una breve introducción al mapeo de
momento.

Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Se dice que G actúa
por la derecha en M si para cada g ∈ G está asociado un mapeo Rg de M en
M tal que

(p · g1) · g2 = p · (g1g2)

para todo g1, g2 ∈ G, donde p · g denota la imagen de p ∈ M por tal
transformación. Se dice que la acción de G sobre M es diferenciable (smooth),
si el mapeo R : G × M −→ M definido por R(g, p) = Rg(p) es un mapeo
diferenciable.

Suponga que se tiene una acción diferenciable de G sobre M, sea g el
álgebra de Lie de G. Cada X ∈ g define un campo vectorial X+ en M dado
por

(X+ f )(p) =
d
ds

f (p · esX)|s=0

para toda f ∈ C∞(M). Aquı́ eX ∈ G denota la exponencial de X.

Si se tiene una estructura simpléctica ω sobre M, se dice que la acción de
G sobre M es Hamiltoniana o simpléctica si para cada g ∈ G el mapeo Rg es
un simplectomorfismo, es decir, Rg es un difeomorfismo y

R∗gω = ω.

39
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Note que

LX+ω =
d
ds

R∗esX ω|s=0,

además por la fórmula de Cartan tenemos

LX+ω = d(X+yω) + X+ydω = d(X+yω),

esto es,

d(X+yω) =
d
ds

R∗esX ω|s=0,

por lo tanto si la acción de G sobre M es simpléctica entonces para cada X ∈ g
existe una función µX ∈ C∞(M) tal que

X+yω = −dµX .

Ası́ que si la acción de G sobre M es simpléctica entonces para cada p ∈ M
existe un elemento en g∗ denotado por Ψ(p) tal que

Ψ(p)X = µX(p).

El mapeo Ψ : M −→ g∗ se llama mapeo de momento. Para más detalles ver
[38].

Si se tiene una función Hamiltoniana H invariante por la acción de G
sobre M, entonces las funciones µX son constantes de movimiento del sistema
Hamiltoniano (M, ω, H). En efecto, el hecho de que la función Hamiltoniana
sea invariante por la acción simpléctica de G en M significa que R∗gH = H
para cada g ∈ G, luego tenemos

{µX , H} = X+(H)

=
d
ds

R∗esX H|s=0

=
d
ds

H|s=0

= 0,

lo cual nos dice que para cada X ∈ g, la función µX es una constante de
movimiento.

Durante nuestra investigación encontramos que, tal y como se nota
en el resumen anterior, el concepto de mapeo de momento y todas sus
consecuencias están restringidas a sistemas Hamiltonianos autónomos, por
lo que nos tomamos la tarea de extender esta teorı́a a sistemas Hamiltonianos
no autónomos. A continuación presentamos el trabajo desarrollado.
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Sea (M × R, Ω, H) un sistema Hamiltoniano con M una variedad
diferenciable de dimension 2n. Sea G un grupo de Lie que actúa por la derecha
sobre M×R y sea Rg : M×R −→ M×R la transformación asociada a dicha
acción.

Supongamos que la acción de G sobre M × R es diferenciable, entonces
cada X ∈ g define un campo vectorial X+ en M×R por

(X+ f )(p, t) =
d
ds

f (ResX (p, t))|s=0.

Decimos que la acción de G sobre M×R es Hamiltoniana si para cada g ∈ G
se tiene que el mapeo Rg es un difeomorfismo y Ω es invariante por dicha
acción, es decir,

R∗gΩ = Ω.

Se nota que igual que en caso autónomo, si la acción de G sobre M × R es
Hamiltoniana entonces para cada X ∈ g existe µX ∈ C∞(M×R) tal que

X+yΩ = −dµX .

Como vimos anteriormente, en el caso autónomo se tiene que si la
Hamiltoniana H es invariante bajo la acción de G, entonces para cada X ∈ g,
la función µX es una constante de movimiento. En el caso no autónomo, el
hecho de que la acción sea Hamiltoniana es suficiente para que las funciones
µX sean constantes de movimiento, en efecto, como X+yΩ = −dµX entonces
µX es una constante de movimiento posiblemente dependiente explı́citamente
del tiempo [38].

Definición 3.1. Si la acción de G en M ×R es Hamiltoniana, entonces para cada
(p, t) ∈ M×R existe un elemento en g∗, denotado por Ψ(p, t), tal que

Ψ(p, t)X = µX(p, t).

El mapeo Ψ : M×R −→ g∗ se llama mapeo de momento dependiente del tiempo.

El mapeo de momento conecta dos variedades, a saber, M×R y g∗. Sobre
M × R tenemos la acción Hamiltoniana de G y sobre g∗ tenemos la acción
coadjunta de G, esta última está definida para cada g ∈ G, Ad∗g : g∗ −→ g∗,
por (Ad∗gl)X = l(AdgX), con l ∈ g∗ y donde AdgX denota la imagen de
X por la acción adjunta de G en g, esta es el homomorfismo derivado de la
conjugación por g en G, esto es, eAdgX = geX g−1 para todo X ∈ g (ver [18]
capı́tulo 12). Nos preguntamos si Ad∗g ◦ Ψ = Ψ ◦ Rg. En caso afirmativo, es
decir, si Ad∗g ◦ Ψ = Ψ ◦ Rg se dice que el mapeo de momento es equivariante.
Tenemos que

(Ad∗gΨ(p, t))(X) = Ψ(p, t)(AdgX)

= µAdgX(p, t),



42 CAPÍTULO 3. EL MAPEO DE MOMENTO

Por otro lado se tiene que

((Ψ ◦ Rg)(p, t))(X) = Ψ(Rg(p, t))(X)

= µX(Rg(p, t))
= (R∗gµX)(p, t).

Ası́ que la condición Ad∗g ◦ Ψ = Ψ ◦ Rg es equivalente a µAdgX = R∗gµX . De
manera análoga al caso autónomo se tiene que µAdgX y R∗gµX difieren por una
constante c(g, X) ∈ R, en efecto, primero notemos que (AdgX)+ = R∗gX+,

(AdgX)+( f )(p, t) =
d
ds

f (ResAdgX (p, t))|s=0

=
d
ds

f (RgesX g−1(p, t))|s=0

=
d
ds

f (Rg−1(RgesX (p, t)))|s=0

=
d
ds

(R∗g−1 f )(ResX (Rg(p, t)))|s=0

= X+(R∗g−1 f )(Rg(p, t))

= R∗gX+( f )(p, t).

En la tercera lı́nea usamos que Rg1g2 = Rg2 ◦ Rg1 para todo g1, g2 ∈ G. Ahora,
sabemos que −dµAdgX = (AdgX)yΩ, ası́ que

−dµAdgX = (R∗gX+)yΩ

Por otro lado−dµX = X+yΩ y además sabemos que R∗g(−dµX) = −d(R∗gµX),
ası́ que

−d(R∗gµX) = (R∗gX+)yΩ

por lo tanto
−dµAdgX = −d(R∗gµX)

esto es
d(µAdgX − R∗gµX) = 0

ası́ que µAdgX y R∗gµX difieren por una constante c(g, X) ∈ R.

Si tenemos una acción de un grupo de Lie G sobre la variedad M dada por
p 7→ p · g, podemos definir una acción del grupo G sobre M×R por

Rg(p, t) = (p · g, t);

si esta acción es Hamiltoniana entonces tenemos el siguiente resultado
análogo al del caso autónomo.



43

Teorema 3.1. El mapeo de momento Ψ es equivariante si y solo si {µX , µY} = µ[Y,X],
para todo X, Y ∈ g.

Note que es posible definir {µX , µY} ya que µX y µY son constantes de
movimiento. Como vimos en el capı́tulo anterior {µX , µY} = XµY µX , donde
XµY es el campo vectorial tal que XµYyΩ = −dµY y XµY (t) = 0. Se nota que
XµY = Y+, en efecto, solo queda verificar que Y+(t) = 0, veamos

Y+(t)(p, t) =
d
ds

t(p · esX , t)|s=0 =
d
ds

t|s=0 = 0

Ası́ que {µX , µY} = Y+µX = −X+µy.

Ahora veamos la demostración del teorema.

Demostración. Tenemos que el mapeo de momento es equivariante si y solo si
R∗gµX = µAdgX para todo g ∈ G y para todo X ∈ g.

Sea Y ∈ g y consideremos g = esY ∈ G. Luego

d
ds

R∗esy µX(p, t)|s=0 =
d
ds

µX(p · esY, t)|s=0

= Y+µX(p, t)
= {µX , µY}

y

d
ds

µAdesY X(p, t)|s=0 = µ d
ds AdesY X|s=0

(p, t)

= µ[Y,X](p, t)

Arriba usamos que d
ds AdesY X|s=0 = [Y, X] (ver [18] capı́tulo 12).

Ası́ que se tiene que R∗gµX = µAdgX para todo g ∈ G y para todo X ∈ g,
es equivalente a {µX , µY} = µ[Y,X], para todo X, Y ∈ g. Por lo tanto se tiene el
resultado del teorema.

Definición 3.2. Si la acción de G sobre (M × R, Ω, H) es Hamiltoniana y H es
invariante por dicha acción, decimos que G es una simetrı́a del sistema Hamiltoniano
(M×R, Ω, H).

Se sabe que la existencia de constantes de movimiento en involución de
un sistema Hamiltoniano da cabida a la reducción del número de grados
de libertad de sistema, para ser especı́ficos, si se tienen k constantes de
movimiento en involución de un sistema Hamiltoniano con n grados de
libertad, entonces es posible reducir las ecuaciones de movimiento de
Hamilton a un sistema de ecuaciones de Hamilton en n − k variables
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[3, 21, 32, 36]. El concepto de simetrı́a está relacionado con el hecho de
simplificar un problema, el hecho de tener una simetrı́a en un problema
fı́sico da cabida a una posible simplificación o reducción del problema.
En la mecánica Hamiltoniana el objeto matemático usado para representar
una simetrı́a es un grupo de Lie. Se ha mostrado que si se tiene un grupo
de Lie, simetrı́a de un sistema Hamiltoniano autónomo, entonces la parte
interesante de la dinámica del sistema corresponde a un sistema Hamiltoniano
más pequeño, el cual se obtiene mediante un proceso llamado reducción
Hamiltoniana o reducción simpléctica [18], este procedimiento desarrollado
por Marsden y Weinstein [30] nos permite reducir la dinámica del sistema a
un sistema Hamiltoniano con menos grados de libertad. Este procedimiento
sigue el siguiente esquema: Considere una variedad simpléctica (M, ω) y un
grupo de Lie G que actúa en M por la derecha, la existencia de un mapeo
de momento equivariante para dicha acción, con la función hamiltoniana
invariante bajo tal acción, permite la reducción del sistema a un sistema
Hamiltoniano con espacio fase igual al espacio de órbitas de la acción (una
variedad cociente) (para detalles vea [1, 9, 18, 30]). En lo que resta de este
capı́tulo abordamos el problema de la reducción Hamiltoniana para sistemas
Hamiltonianos no autónomos.

Sea {ei} una base de g, denotamos por {ei} la base dual de g∗, es decir,
ei(ej) = δi

j. Luego l ∈ g∗ se escribe como l = liei, ası́ que escribimos

Ψ = Ψiei

con Ψi ∈ C∞(M×R), se tiene que Ψi = µei , por lo tanto Ψi es una constante
de movimiento para cada i.

Para α ∈ g∗ fijo, consideremos el conjunto

(M×R)α = {(p, t) ∈ M×R : Ψ(p, t) = α}.

Se tiene que (M × R)α es una subvariedad diferenciable de M × R de
dimensión 2n + 1 − dim(G); en efecto, si escribimos α = αiei con αi ∈ R

entonces

(M×R)α = {(p, t) ∈ M×R : µei (p, t) = αi},

luego (M × R)α es una subvariedad diferenciable de M × R de dimensión
2n + 1− dim(g) = 2n + 1− dim(G).

En lo que resta de este capı́tulo, supondremos que el mapeo de momento
es equivariante, es decir µAdgX = R∗gµX para cada g ∈ G y cada X ∈ g. Luego
para cada g ∈ G se tiene que Rg((M×R)α) = (M×R)Ad∗gα, en efecto, para
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cada x ∈ (M×R)α y para todo X ∈ g se tiene que

Ψ(Rg(x))X = µX(Rg(x))
= R∗gµX(x)

= µAdgX(x)

= Ψ(x)(AdgX)

= α(AdgX)

= Ad∗gα(X),

es decir, Ψ(Rg(x)) = Ad∗gα, ası́ que Rg(x) ∈ (M × R)Ad∗gα, por lo tanto
Rg((M ×R)α) ⊆ (M ×R)Ad∗gα . Por otro lado, para cada x ∈ (M ×R)Ad∗gα,
veamos que Rg−1(x) ∈ (M×R)α, en efecto, para todo X ∈ g se tiene que

Ψ(Rg−1(x))X = µX(Rg−1(x))

= R∗g−1 µX(x)

= µAdg−1 X(x)

= Ψ(x)(Adg−1 X)

= Ad∗gα(Adg−1 X)

= α(Adg(Adg−1 X))

= α(X),

es decir, Ψ(Rg−1(x)) = α, ası́ que Rg−1(x) ∈ (M ×R)α o bien x ∈ Rg((M ×
R)α), por lo tanto (M×R)Ad∗gα ⊆ Rg((M×R)α). Ası́ concluimos que

Rg((M×R)α) = (M×R)Ad∗gα.

Consideremos al estabilizador de α con respecto a la acción coadjunta Ad∗

de G en g∗, denotado por Gα = {g ∈ G : Ad∗gα = α}; se tiene entonces como
consecuencia directa del resultado anterior que para cada g ∈ Gα,

Rg((M×R)α) = (M×R)α.

Antes de dar el siguiente paso, presentamos las siguientes definiciones:

Definición 3.3. Sea U un grupo de Lie que actúa por la derecha sobre una variedad
diferenciable N.

La acción de U sobre N se dice libre (free) si para cada n ∈ N el estabilizador
de n, el grupo {u ∈ U : Ru(n) = n} es el grupo trivial, esto es

{u ∈ U : Ru(n) = n} = {e},

donde e es el elemento identidad de U.
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La acción de U sobre N se dice propia (proper) si el mapeo N ×U −→ N ×
N dado por (n, u) 7→ (Run, n), es un mapeo propio, es decir, si para cada
subconjunto compacto K de N × N, la imagen inversa de K por el mapeo de
arriba, es un subconjunto compacto de N ×U.

Note que como la acción de G sobre M × R es diferenciable entonces
también lo es la acción de Gα sobre (M×R)α. Además si la acción de G sobre
M × R es libre, entonces la acción de Gα sobre (M × R)α es libre, es decir,
para cada x ∈ (M ×R)α se tiene que el grupo {g ∈ Gα : Rg(x) = x} es el
grupo trivial. Y si la acción de G sobre M×R es propia entonces la acción de
Gα sobre (M×R)α también es propia.

En lo que resta de este capı́tulo, supondremos que la acción de G sobre
M×R es libre y propia, por lo tanto la acción de Gα sobre (M×R)α también
es libre y propia.

Ahora consideremos el espacio cociente ̂(M×R)α = (M×R)α
Gα

, es decir, el
espacio de órbitas de (M×R)α por la acción de Gα, esto es

̂(M×R)α = {[x] : x ∈ (M×R)α},

donde [x] = {Rg(x) : g ∈ Gα} es la órbita de x. Por el teorema de la variedad

cociente (ver [28]) tenemos que ̂(M×R)α es una variedad diferenciable de
dimensión dim((M × R)α) − dim(Gα) = 2n + 1 − dim(G) − dim(Gα), y el
mapeo proyección natural π : (M ×R)α −→ (M̂×R)α, el cual es el mapeo
diferenciable definido por

π(x) = [x],

es una submersión diferenciable, es decir, en cada x ∈ (M × R)α, el
pushforward

π∗ : Tx(M×R)α −→ T[x](M̂×R)α

es una transformación lineal sobreyectiva.

Tenemos que

2n + 1− dim(G)− dim(Gα) = 2k + 1

para algún entero positivo k, en efecto, se ha mostrado (ver [18]) que si se
tiene un grupo de Lie G simetrı́a de un sistema Hamiltoniano autónomo
(M, ω, H) entonces el espacio de órbitas de la acción de G es una variedad
simpléctica de dimensión dim(M) − dim(G) − dim(Gα), donde Gα se
define de la misma manera como lo hemos definido anteriormente; ası́ que
dim(M)− dim(G)− dim(Gα) es un número par, pero dim(M) es un número
par ya que M es una variedad simpléctica, ası́ que dim(G) + dim(Gα) es un
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número par. Note que el hecho de que dim(G) + dim(Gα) sea un número par
es independiente del contexto de sistemas Hamiltonianos autónomos, ası́ que
en nuestro desarrollo también se tiene que dim(G) + dim(Gα) es un número
par, por lo tanto 2n − (dim(G) + dim(Gα)) es un número par, digamos 2k,
como se habı́a mencionado.

Note que para cada g ∈ Gα tenemos que

π(Rg(x)) = [Rg(x)] = [x] = π(x)

para todo x ∈ (M×R)α, es decir π ◦ Rg = π. Además para cada X ∈ gα (el
álgebra de Lie del grupo de Lie Gα), se tiene que π∗X+ = 0, en efecto, sea
f ∈ C∞((M×R)α)

(π∗X+) f (x) = X+( f ◦ π)(x)

=
d
ds

( f ◦ π)(ResX (x))|s=0

=
d
ds

f (π(ResX (x)))|s=0

=
d
ds

f (π(x))|s=0

= 0,

esto significa que el campo vectorial X+ es tangente a cada órbita, por lo tanto
el espacio tangente a cada órbita es generado por los campos vectoriales X+

con X ∈ gα.
También notemos lo siguiente, si V es un campo vectorial en (M×R)α tal

que π∗V = 0 entonces V es tangente a cada órbita, y como el espacio tangente
a cada órbita es generado por los campos vectoriales X+ con X ∈ gα, entonces
V = X+ para algún X ∈ gα, además dicho X es único ya que la acción de Gα

sobre (M×R)α es libre.

Finalizamos este capı́tulo con la construcción del sistema Hamiltoniano
reducido por la acción de G sobre el sistema Hamiltoniano (M × R, Ω, H).
Dicho sistema Hamiltoniano reducido tiene al espacio de órbitas de (M×R)α

por la acción de Gα como espacio fase.

Consideremos la restricción de la 2-forma Ω a la subvariedad (M ×R)α,
denotada por Ω = Ω|(M×R)α

. Para todo g ∈ Gα se tiene que

R∗gΩ = Ω

lo cual es consecuencia directa del hecho de que R∗gΩ = Ω para todo g ∈ G. Y
para todo X ∈ gα se tiene que

X+yΩ = 0,
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en efecto,
X+yΩ = (X+yΩ)|(M×R)α

= −dµX |(M×R)α
= 0,

ya que µX es constante en (M×R)α.

Ahora definimos la 2-forma Ω̂ en (M̂×R)α de la siguiente manera. Dado
x ∈ (M×R)α y dados w1, w2 ∈ T[x](M̂×R)α, como

π∗(x) : Tx(M×R)α −→ T[x](M̂×R)α

es una transformación lineal sobreyectiva, entonces existen v1, v2 ∈ Tx(M ×
R)α tales que w1 = π∗v1 y w2 = π∗v2, ası́ definimos

Ω̂[x](w1, w2) = Ωx(v1, v2).

Sabemos que Rg(x) ∈ [x] para todo g ∈ Gα, además

π∗(Rg(x)) : TRg(x)(M×R)α −→ T[x](M̂×R)α

es una transformación lineal sobreyectiva, ası́ que existen vectores v′1, v′2 ∈
TRg(x)(M×R)α tales que w1 = π∗v′1 y w2 = π∗v′2, luego podemos definir Ω̂
por

Ω̂[x](w1, w2) = ΩRg(x)(v
′
1, v′2).

Veamos que Ω̂ está bien definida, es decir, veamos que

Ωx(v1, v2) = ΩRg(x)(v
′
1, v′2),

en efecto, primero notemos lo siguiente, sabemos que π = π ◦ Rg, luego π∗ =
π∗ ◦ Rg∗, como π∗v′1 = π∗v1 entonces π∗v′1 = π∗(Rg∗v1), luego

π∗(v′1 − Rg∗v1) = 0,

esto implica que v′1 − Rg∗v1 = X+ para algún X ∈ gα, esto es

v′1 = Rg∗v1 + X+,

y por supuesto también tenemos que

v′2 = Rg∗v2 + Y+

para algún Y ∈ gα. Ası́ que

ΩRg(x)(v
′
1, v′2) = ΩRg(x)(Rg∗vv + X+, Rg∗v2 + Y+)

= ΩRg(x)(Rg∗v1, Rg∗v2)

= (R∗gΩ)x(v1, v2)

= Ωx(v1, v2).
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Luego Ω̂ está bien definida y Ω = π∗Ω̂.

Ahora veamos que Ω̂ es cerrada, en efecto

Ω = π∗Ω̂ =⇒ dΩ = d(π∗Ω̂)

=⇒ dΩ = π∗(dΩ̂)

=⇒ 0 = π∗(dΩ̂)

=⇒ 0 = dΩ̂,

por lo tanto Ω̂ es cerrada.

Como Ω es invariante por la acción de G, entonces también lo es el campo
vectorial hamiltoniano XH , esto es

XH |Rg(p,t) = XH |(p,t) ∀(p, t) ∈ M×R,

es más, el campo vectorial XH restringido a la subvariedad (M × R)α es
invariante por la acción de Gα, esto es, para todo g ∈ Gα se tiene que

XH |Rg(x) = XH |x ∀x ∈ (M×R)α,

luego existe un único campo vectorial en ̂(M×R)α que está π-relacionado

con XH , denotamos a tal campo vectorial en ̂(M×R)α por X̂H , esto es

π∗XH = X̂H .

Finalmente notamos que X̂H define un sistema Hamiltoniano sobre

( ̂(M×R)α, Ω̂), en efecto, para todo x ∈ (M×R)α tenemos que

(X̂HyΩ̂)|[x] = X̂H |[x]yΩ̂[x] = XH |xyΩx = 0,

esto es,
X̂HyΩ̂ = 0.

Llamamos a ( ̂(M×R)α, Ω̂) el espacio fase reducido por la acción de G.
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Capı́tulo 4

Sistemas cuánticos

En este capı́tulo hacemos un estudio de la mecánica cuántica enfocándonos
en las similitudes con la mecánica clásica, esperando obtener algunos
resultados análogos. Particularmente nos enfocamos en la formulación de
la mecánica cuántica mediante el formalismo Hamiltoniano, presentamos la
noción de sistema cuántico integrable y tratamos de obtener un desarrollo
similar el expuesto en el capı́tulo 1.

La noción de integrabilidad de un sistema cuántico es estudiada en
esta tesis, para este fin son fundamentales las analogı́as entre la mecánica
Hamiltoniana clásica y la descripción ordinaria de la mecánica cuántica.
Algunos trabajos que encaran el problema de la integrabilidad en la mecánica
cuántica son [14, 6, 44]. En mecánica Hamiltoniana clásica un sistema
mecánico consiste en una variedad simpléctica (M, ω) (el espacio fase) y
una función H ∈ C∞(M) (la función Hamiltoniana). Los estados del sistema
son puntos en el espacio fase y los observables son funciones diferenciables
en M [36, 9]. En la mecánica cuántica se tienen dos estructuras básicas:
Funciones de onda y operadores. Un estado del sistema se representa por
su función de onda y los observables son representados por operadores.
Matemáticamente, las funciones de onda son funciones segundo integrables
sobre Rn o sobre un rectángulo, y los operadores actúan sobre estas funciones
como transformaciones lineales. Ası́ que el lenguaje natural para la mecánica
cuántica es el análisis funcional [22].

Las transformaciones de coordenadas en el espacio fase son muy
importantes en la mecánica Hamiltoniana, por ejemplo las transformaciones
canónicas juegan un papel importante en la teorı́a clásica[4, 21, 36]; ellas
también han sido estudiadas en la mecánica cuántica, podemos encontrar
algunos trabajos dedicados a la teorı́a de transformaciones canónicas en
la mecánica cuántica (ver por ejemplo [11, 42, 45]). Las transformaciones
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canonoides también son importantes en la mecánica clásica, por ejemplo [41]
se muestra que, a partir de una transformación canonoide para un sistema
Hamiltoniano, es posible encontrar constantes de movimiento del sistema, lo
cual es relevante para determinar la integrabilidad de tal sistema. En esta tesis
se introduce la noción de transformación canonoide para sistemas cuánticos.

Definición 4.1. Un sistema cuántico es un trı́o (H, 〈, 〉, H), con H un espacio de
Hilbert con producto interno 〈, 〉, y H un operador hermitiano en H. H se llama el
espacio de Hilbert cuántico y H es el operador Hamiltoniano del sistema.

Definición 4.2. 1. Un observable en un sistema cuántico es un operador
hermitiano en el espacio de Hilbert cuántico, es decir, un operador Q tal que
〈Qψ, ϕ〉 = 〈ψ, Qϕ〉 para todo ψ, ϕ ∈ H.

2. Un estado del sistema es un vector unitario en el espacio de Hilbert cuántico.

3. El valor esperado en la medición de un observable Q en un estado ψ ∈ H es el
número 〈ψ, Qψ〉. Dicho valor esperado se denota por 〈Q〉ψ.

La evolución temporal de una función ψ(t) en el espacio de Hilbert
cuántico está determinada por la ecuación de Schrödinger

ih̄
dψ

dt
= Hψ.

Definición 4.3. Un observable Q se dice constante de movimiento del sistema si
〈Q〉ψ(t) es constante a lo largo de cualquier función ψ(t) solución de la ecuación de
Schrödinger. Es decir, un observable Q es una constante de movimiento del sistema si
d〈Q〉ψ(t)

dt = 0

El siguiente teorema conocido como el teorema de Ehrenfest es
fundamental para la teorı́a de los sistemas cuánticos.

Teorema 4.1. Si ψ(t) es una solución de la ecuación de Schrödinger y Q un
observable, entonces

d〈Q〉ψ(t)
dt

=
1
ih̄
〈[Q, H]〉ψ(t) + 〈

∂Q
∂t
〉ψ(t).

Note la similitud entre la ecuación de arriba y la ecuación

d f
dt

= { f , H}+ ∂ f
∂t

,

la cual es la ecuación que define la evolución temporal de una función f en
un sistema Hamiltoniano clásico con función Hamiltoniana H.
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Cabe resaltar la siguiente observación: si un observable Q no depende del
tiempo entonces

d〈Q〉ψ(t)
dt

=
1
ih̄
〈[Q, H]〉ψ(t),

ası́ que si Q y H conmutan, es decir si [Q, H] = 0, entonces Q es una constante
de movimiento del sistema. Si el operador Hamiltoniano no depende del
tiempo entonces éste es una constante de movimiento del sistema. Para
más detalles acerca del formalismo de sistemas cuánticos y para ver la
demostración del teorema de Ehrenfest, ver [23] y [31].

En la formulación estándar de la mecánica cuántica, el espacio de Hilbert
cuántico para un sistema cuántico en n dimensiones es el espacio de las
funciones complejas de cuadrado integrable en Rn, es decir el espacio de las
funciones ψ definidas en Rn a valores complejos tales que∫

|ψ|2dµ

es un número real; aquı́ la integral es sobre todo Rn y µ es la medida usual en
Rn. El producto interno en el espacio de Hilbert cuántico está definido por

〈ψ, ϕ〉 =
∫

ψ∗ϕdµ

y el operador Hamiltoniano es usualmente

H = − h̄2

2m
∇2 + V

donde ∇2 es el operador Laplaciano y V es el potencial, el cual puede
depender del tiempo.

La ecuación de Schrödinger se escribe como

ih̄
∂ψ

∂t
= − h2

2m
∇2ψ + Vψ.

Para más detalles ver [22].

El proceso estándar para resolver la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo, hace uso del método de separación de variables.
Mediante este método no se obtiene directamente la solución general de
la ecuación, sino que se obtiene una familia de soluciones que contienen
algunos parámetros llamados números cuánticos [22]. Dichas soluciones son
funciones propias comunes de un conjunto de operadores que conmutan
entre sı́, además los números cuánticos son los valores propios de tales
operadores. Usualmente estos operadores no dependen del tiempo y además
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conmutan con el operador Hamiltoniano, por lo tanto son constantes de
movimiento del sistema. Por otro lado, si el operador Hamiltoniano depende
del tiempo, podemos encontrar soluciones de la ecuación de Schrödinger que
son funciones propias comunes de un conjunto de operadores, posiblemente
dependientes del tiempo, que conmutan entre sı́, y son constantes de
movimiento del sistema [39]. De hecho, si tenemos la ecuación de Schrödinger
en Rn, entonces por separación de variables obtenemos n números cuánticos
que son valores propios de n operadores, estos operadores forman un
conjunto completo de operadores que conmutan entre sı́ y son constantes
de movimiento (completo en el sentido de que, hasta un factor que puede
depender solo del tiempo, solo hay una función propia común para un
conjunto dado de n valores propios) [40].

Considerando los resultados anteriores, podemos pensar de un sistema
cuántico en n dimensiones como integrable si existe un conjunto completo
de n operadores que conmutan entre sı́ y que son constantes de movimiento.
Por lo cual, dado un sistema cuántico, resulta esencial encontrar una cantidad
suficiente de constantes de movimiento.

Nos dimos la tarea de encontrar constantes de movimiento de un
sistema cuántico dado. Inspirados en el desarrollo expuesto en el capı́tulo 1,
introducimos el concepto de transformación canonoide en sistemas cuánticos
y a partir de este concepto encontramos constantes de movimiento.

Sea (H, H) un sistema cuántico, con H posiblemente dependiente del
tiempo. La ecuación de Schrödinger es ih̄ ∂ψ

∂t = Hψ.

Definición 4.4. Una transformación canonoide es una transformación lineal
invertible T : H −→ H que preserva la forma de la ecuación de Schrödinger, esto
es,

ih̄
∂(Tψ)

∂t
= K(Tψ)

para algún operador hermitiano K.

Sea T : H −→ H una transformación lineal invertible, y sea ψ(t) una
solución de la ecuación de Schrödinger. Luego

ih̄
∂(Tψ)

∂t
= ih̄

(
∂T
∂t

ψ + T
∂ψ

∂t

)
= ih̄

∂T
∂t

ψ + T
(

ih̄
∂ψ

∂t

)
= ih̄

∂T
∂t

ψ + T(Hψ).

Si T es una transformación canonoide, entonces existe un operador hermitiano
K tal que

ih̄
∂T
∂t

ψ + THψ = KTψ,
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es decir
ih̄

∂T
∂t

+ TH = KT.

Como T es invertible tenemos

ih̄
∂T
∂t

T−1 + THT−1 = K,

es decir, el operador ih̄ ∂T
∂t T−1 + THT−1 es un operador hermitiano, esto es,

ih̄
∂T
∂t

T−1 + THT−1 =

(
ih̄

∂T
∂t

T−1 + THT−1
)∗

.

Veamos lo siguiente

ih̄
∂T
∂t

T−1 + THT−1 = (ih̄
∂T
∂t

T−1 + THT−1)∗

⇐⇒ ih̄
∂T
∂t

T−1 + THT−1 = −ih̄(T−1)∗(
∂T
∂t

)∗ + (T−1)∗H∗T∗

⇐⇒ THT−1 + ih̄
∂T
∂t

T−1 = (T∗)−1HT∗ − ih̄(T∗)−1 ∂T∗

∂t

⇐⇒ THT−1 + ih̄
∂T
∂t

T−1 − (T∗)−1HT∗ + ih̄(T∗)−1 ∂T∗

∂t
= 0

⇐⇒ T∗THT−1T + ih̄T∗
∂T
∂t

T−1T − T∗(T∗)−1HT∗T + ih̄T∗(T∗)−1 ∂T∗

∂t
T = 0

⇐⇒ T∗TH − HT∗T + ih̄(T∗
∂T
∂t

+
∂T∗

∂t
T) = 0

⇐⇒ [T∗T, H] + ih̄
∂T∗T

∂t
= 0

Ası́ que, T es una transformación canonoide si y solo si T∗T es una
constante de movimiento. Note que T∗T es un operador hermitiano, por lo
que es un observable.

K2 = THT−1THT−1 + ih̄THT−1 ∂T
∂t

T−1 + ih̄
∂T
∂T

HT−1 − h̄2 ∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

T−1

= TH2T−1 + ih̄THT−1 ∂T
∂t

T−1 + ih̄
∂T
∂T

HT−1 − h̄2 ∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

T−1.

(K2)∗ = (TH2T−1 + ih̄THT−1 ∂T
∂t

T−1 + ih̄
∂T
∂T

HT−1 − h̄2 ∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

T−1)∗

= (T∗)−1H2T∗ − ih̄(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1HT∗ − ih̄(T∗)−1H

∂T∗

∂t

− h̄2(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 ∂T∗

∂t
.
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Como T es una transformación canonoide entonces K2 = (K2)∗, esto es,

TH2T−1 + ih̄THT−1 ∂T
∂t

T−1 + ih̄
∂T
∂T

HT−1 − h̄2 ∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

T−1

= (T∗)−1H2T∗− ih̄(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1HT∗− ih̄(T∗)−1H

∂T∗

∂t
− h̄2(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 ∂T∗

∂t
.

O bien

TH2T−1 + ih̄THT−1 ∂T
∂t

T−1 + ih̄
∂T
∂T

HT−1− h̄2 ∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

T−1− (T∗)−1H2T∗

+ ih̄(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1HT∗+ ih̄(T∗)−1H

∂T∗

∂t
+ h̄2(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 ∂T∗

∂t
= 0,

lo cual es equivalente a

T∗TH2 + ih̄T∗THT−1 ∂T
∂t

+ ih̄T∗
∂T
∂t

H − h̄2T∗
∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t
− H2T∗T

+ ih̄
∂T∗

∂t
(T∗)−1HT∗T + ih̄H

∂T∗

∂t
T + h̄2 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 = 0.

Usando el hecho de que T∗TH − HT∗T + ih̄T∗ ∂T
∂t + ih̄ ∂T∗

∂t T = 0, tenemos
que la ecuación de arriba se convierte en

T∗THH+ ih̄(HT∗T− ih̄T∗
∂T
∂t
− ih̄

∂T∗

∂t
T)T−1 ∂T

∂t
+ ih̄T∗

∂T
∂t

H− h̄2T∗
∂T
∂t

T−1 ∂T
∂t

−H(T∗TH + ih̄T∗
∂T
∂t

+ ih̄
∂T∗

∂t
T)+ ih̄

∂T∗

∂t
(T∗)−1(T∗TH + ih̄T∗

∂T
∂t

+ ih̄
∂T∗

∂t
T)

+ ih̄H
∂T∗

∂t
T + h̄2 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 ∂T∗

∂t
(T∗)−1 = 0.

Simplificando queda

T∗THH − HT∗TH + ih̄
∂T∗

∂t
TH + ih̄T∗

∂T
∂t

H = 0,

esto es
[T∗TH, H] + ih̄(

∂T∗

∂t
TH + T∗

∂T
∂t

H) = 0.

Esta ecuación indica que si el operador Hamiltoniano H no depende del
tiempo, entonces T∗TH es una constante de movimiento, lo cual es evidente
ya que T∗T es una constante de movimiento y si el operador Hamiltoniano
no depende del tiempo, entonces también es una constante de movimiento,
luego T∗TH es una constante de movimiento.
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Ejemplo 4.1. Consideremos una partı́cula de spin 1
2 en reposo en un campo

magnético uniforme que apunta en la dirección z. El operador Hamiltoniano en forma
matricial es

H =
−γB0h̄

2

(
1 0
0 −1

)
,

ver [22].

Consideremos la transformación T =

(
1 2
−1 2

)
. Se tiene que T es una

transformación canonoide, en efecto, T−1 =

( 1
2 − 1

2
1
4

1
4

)
, y se nota que

K = THT−1 = − rB0h̄
2

(
0 −1
−1 0

)

es un operador hermitiano. Por lo tanto T∗T =

(
2 0
0 8

)
es una constante de

movimiento del sistema. Veamos

T∗TH =

(
2 0
0 −8

)
, HT∗T =

(
2 0
0 −8

)
, luego T∗TH = HT∗T, es decir,

T∗T conmuta con H, por lo tanto T∗T es una constante de movimiento.
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Conclusiones

Hemos mostrado que es posible extender resultados establecidos para
sistemas Hamiltonianos autónomos al marco de los sistemas Hamiltonianos
no autónomos. Particularmente en esta tesis, partiendo de transformaciones
canonoides, hemos extendido el estudio de los sistemas bi-Hamiltonianos a
los sistemas Hamiltonianos no autónomos. También hemos presentado de
manera natural, en el caso dependiente del tiempo, la integrabilidad según
Lie, el mapeo de momento y la reducción de un sistema Hamiltoniano.

Otro punto que cabe remarcar es nuestro análisis de la noción de
integrabilidad en la mecánica cuántica, dicho análisis no tiene la ambición de
establecer definitivamente el concepto de sistema cuántico integrable, solo
presentamos una noción enfocándonos en las analogı́as entre la mecánica
Hamiltoniana clásica y la formulación ordinaria de la mecánica cuántica. En
esta tesis introdujimos la noción de transformación canonoide en mecánica
cuántica y mostramos que a partir de una de estas transformaciones podemos
obtener una constante de movimiento del sistema cuántico en cuestión,
este resultado es de gran valor aunque seguimos trabajando para ampliarlo
y similarmente como en caso clásico, obtener suficientes constantes de
movimiento para abordar la integrabilidad del sistema.

Además de los sistemas de Lie, sistemas Hamiltonianos sobre otras
estructuras geométricas tales como variedades de Jacobi, variedades de Dirac,
variedades k-simplécticas, entre otras, no fueron consideradas en esta tesis;
los consideramos para trabajos futuros.
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