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May you grow up to be righteous
May you grow up to be true

May you always know the truth
And see the lights surrounding you

Bob Dylan, For ever young.

A Toñito porque aunque no nos faltaba nada, nos diste todo...
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Introducción
Los polinomios asociados a un grafo siempre han sido objeto de estu-

dio, para relacionar propiedades gráficas con las propiedades algebraicas
de dichos polinomios [8, 13, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 25]. En especí-
fico el estudio de la sucesión de coeficientes de estos polinomios ha sido
de interés para los investigadores del área.

Centrandonos en el polinomio de independencia de un grafo, un pro-
blema que ha sido ampliamente estudiado es responder a la pregunta
¿cuándo el polinomio de independencia de un grafo es log-cóncavo? Mu-
chas conjeturas han surgido para responder esta pregunta, pero existe
una que continua sin respuesta.

En 1987 Alavi, Malde, Schwenk y Erdös se preguntaron si el polino-
mio de independencia de cualquier árbol era unimodal [1], esta ha sido
uno de las conjeturas más estudiadas en el área y hasta la fecha no ha
sido probada.

Existen algunas dficultades que no permiten probar dicha conjetu-
ra, primero no se conocen muchas propiedades que nos aseguren que un
polinomio sea unimodal, segundo los árboles son grafos muy generales
por lo que no es posible determinar alguna fórmula para generalizar sus
polinomios de independencia.

Para poder esquivar estas dificultades, los investigadores del área han
optado por verificar otras propiedades de los polinomios que en casos par-
ticulares nos aseguren la unimodalidad como el hecho de solo tener raíces
reales [6, 8, 10, 11, 13, 23, 29] o la log-cóncavidad [14, 19, 26, 27]. Ya que
estas cuentan con propiedades que nos permiten determinar que cier-
tos polinomios las cumplen. Y además los polinomios de independencia
cumplen condiciones para que sea suficiente probar la log-concavidad ya
que cuentan con alguna de estas propiedades para ser tambén unimodal.

Otro proceso que ha sido de utilidad es estudiar familias particula-
res de árboles cuyo polinomio de independencia pueda ser cálculado. Es
decir, se trabaja en dirección de probar la conjetura de unimodalidad de
manera parcial[4, 5, 6, 13, 16, 21, 24, 28, 29].

Nuestro objetivo es probar la log-cóncavidad de algunas familias de
árboles y grafos relacionados a través de los conceptos de sincronía y
dominación radial.

Para esto en el primer capítulo se presentan los conceptos básicos
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de la teoría de grafos que serán necesarios para definir el polinomio de
independencia. Además se definen los árboles y grafos que serán estu-
diados en el capítulo 3 y se presentan fórmulas para sus polinomios de
independencia.

En el capítulo 2 se definen los conceptos de sincronía, sincronía par-
cial, dominación radial y dominación radial parcial y algunas de sus
propiedades que son útiles en las pruebas que se presentan en el último
capítulo.

Finalmente en el tercer capítulo aplicamos los resultados presentados
en los primeros dos capítulos para estudiar la log-concavidad de familias
de árboles y grafos relacionados. En particular trabajaremos con poli-
nomios de independencia de árboles de Fibonacci, cuyo polinomio de
independencia se conoce que tiene solo raíces reales. Aquí presentamos
construcciones semejantes cambiando los árboles iniciales, posteriormen-
te buscamos condiciones generales que deberían cumplir dos grafos G y
H para que al construir el grafo tipo Fibonacci su polinomio de inde-
pendencia sea log-cóncavo.

Posteriormente nos preguntamos por generalizaciones del resultado
anterior y proponemos aumentar el número de condiciones iniciales a 3
y verificamos que en efecto, los árboles de Tribonacci con condiciones
iniciales T1 = T2 = T3 = K1 tienen polinomio de independencia log-
cóncavo.

En 2007 Wang y Zhu [28] obtuvieron una fórmula cerrada para el
polinomio de independencia de concatenaciones de grafos, mientras que
en 2018 Bencs [6] propuso una factorización para árboles de caminos
estables. Combinando ambos resultados hemos probado que bajo ciertas
condiones para un grafo G, el polinomio de independencia del árbol de
caminos estables de la concatenación de dicho grafo es log-cóncavo.

Finalmente verificamos que los árboles de caminos estables de cual-
quier concatenación de grafos completos tiene polinomio de independen-
cia log-cóncavo.

Como resultado de esta investigación se obtuvo un teorema que nos
permite determinar la unimodaldad de n-caminos con grafos colgantes
y construcciones iteradas de los mismo, que puede ser revisada en Log-
concavity of some independence polynomials via a partial ordering (ver
[4]).

También determinamos la log-concavidad de árboles de Fibonacci
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y algunas de sus generalizaciones a través de su relación con el árbol
de caminos estables de un grafo, resultado que puede ser revisado en
Independence polynomials of Fibonacci Trees are log-concave. (ver [5]).





Capítulo 1

Teoría de grafos

Quiero decirte que yo
contigo pude aprender
lo grande del corazón
lo que se puede querer

Fito Cabrales, A quemarropa.

En este capítulo se presentan algunos conceptos de teoría de grafos
[7, 12] que son de utilidad para definir el polinomio de independencia
para, en capítulos posteriores, verificar la log-concavidad de dichos poli-
nomios de algunas familias de árboles.

Con el objetivo de atacar la conjetura de unimodalidad del poli-
nomio de independencia de los árboles (a través de la log-concavidad)
en las primeras tres secciones se presentan los conceptos básicos para
definir ciertas familias de árboles cuyo polinomio de independencia es
log-cóncavo.

Las últimas tres secciones están dedicadas a calcular fórmulas recur-
sivas para los polinomio de independencia de familias de árboles, estas
fórmulas combinadas con propiedades como la sincronía o la domina-
ción radial, son la herramienta para verificar la log-concavidad de dichos
polinomios de independencia.

1
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Figura 1.1: Representación de un grafo simple

1.1. Conceptos básicos
Si X es un conjunto y k un entero mayor o igual que 0, entonces [X]k

es la clase de subconjuntos de X con k elementos.

Definición 1.1.1. Un grafo es un par ordenado de conjuntosG = (V,E);
donde E ⊆ [V ]2.

Los elementos de V son los vértices del grafo G, los elementos de E
son sus aristas, a los elementos de una arista regularmente se les llama
extremos, además la arista {v1, v2} = {v2, v1} y {v1, v1} no puede ser
una arista del grafo ya que dicho conjunto consta únicamente de un ele-
mento. A este tipo de grafos se les llama regularmente grafo simple. En
este trabajo solo consideramos grafos simples.

Un vértice v es incidente a una arista e si v ∈ e. Para representar
una arista usualmente se escribe xy en lugar de {x, y}. Dos vértices x,
y ∈ G son adyacentes si xy es una arista de G y dos aristas e 6= f son
adyacentes si tienen un vértice en común.

Generalmente representamos a un grafo dibujando un punto u otra
figura geométrica por cada vértice y uniendo dos de ellos por una línea
si los vértices correspondientes forman una arista (ver figura 1.1). La
representación de un grafo no es única, pero podemos referirnos a la re-
presentación gráfica como grafo. La posición de los puntos y las líneas
no dan información adicional de un grafo salvo sus incidencias y adya-
cencias. Algunas de las definiciones y conceptos en la teoría de grafos
son sugeridos por su representación gráfica.

Denotamos por V (G) al conjunto de vértices del grafo G, y como
E(G) a su conjunto de aristas. A veces no se distingue entre un grafo y
su conjunto de vértices o aristas es decir en lugar de escribir x ∈ V (G)
ó bien xy ∈ E(G) escribimos simplemente x ∈ G ó xy ∈ G.
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Si dos vértices son adyacentes decimos que son vecinos. Para un vér-
tice v ∈ G, denotamos por N(v) al conjunto de los vértices adyacentes
a v, es decir N(v) = {w ∈ V (G) | vw ∈ E(G)}. Al conjunto N(v) se le
llama vecindad abierta de v. El conjunto N [v] = N(v)

⋃
{v} y es llamado

vecindad cerrada de v.

El grado de un vértice, denotado dG(v), es el número de vértices ad-
yacentes a él, es decir dG(v) = |N(v)|.

El número de vértices de un grafo es su orden y se denota por |G|.
Mientras que el número de aristas se denota por ‖G‖. Un grafo de orden
0 ó 1 es llamado grafo trivial. Para el grafo vacío (∅, ∅) escribimos sim-
plemente ∅.

Dos grafos G = (V,E) y G′ = (V ′, E′), son iguales si y solo si V ′ = V
y E′ = E y se escribe G = G′. G′ es subgrafo de G si V ′ ⊆ V y E′ ⊆ E
y se denota por G′ ⊆ G. Si G′ ⊆ G pero G′ 6= G entonces G′ es subgrafo
propio de G y se escribe G′ ⊂ G. Si G′ ⊆ G y para cada arista xy ∈ E
con x, y ∈ V ′ entonces xy ∈ E′, decimos que G′ es subgrafo inducido
de G y escribimos G′ =: G[V ′], es decir si U ⊆ V , entonces G[U ] es el
grafo sobre U cuyas aristas están precisamente en G con ambos vértices
en U . Si X ⊆ V definimos G − X al grafo que se obtiene de borrar
todos los vértices que pertenecen a X y sus aristas adyacentes, es decir
G −X = G[V −X], usualmente escribimos G − v en lugar de G − {v}
para v ∈ V .

A continuación se presentan algunas clases de grafos que se caracte-
rizan por cumplir propiedades en común.

Definición 1.1.2. Un grafo G es completo si para cada par de vértices
x, y ∈ G la arista xy ∈ G, es decir si todas las parejas de vértices en G
son adyacentes. Un grafo completo de n vértices se denota por Kn.

(a) Grafo completo K4 (b) Grafo completo K6

Figura 1.2: Ejemplos de grafos completos.
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En la figura 1.2 se puede ver los grafos completos de 4 y 6 vértices.
Otra clase de grafos importantes está dada por la siguiente definición.

Definición 1.1.3. Un camino P es un grafo no vacío P = (V,E) en
el cual V = {x0, x1, ..., xk} y E = {x0x1, x1x2, ..., xk−1xk} donde cada
xi 6= xj si i 6= j.

El número de aristas de un camino es su longitud y el camino de
longitud k se denota por Pk. Note que P0 = K1. A menudo nos referimos
a un camino por la sucesión natural de sus vértices, es decir P = x0x1...xk
y llamamos a P un camino de x0 a xk. Un camino que inicia y termina
en el mismo nodo es llamado ciclo.

Definición 1.1.4. Un grafo no vacío G es llamado conectado si cualquier
par de vértices x, y ∈ G están unidos por un camino en G. Si U ⊆
V (G) y G[U ] es conectado, decimos que G es conectado en U . Llamamos
desconectado a un grafo que es no conectado.

Un grafo conectado que no tiene ciclos es un árbol, por ejemplo el
grafo de la figura 1.1 es un árbol. En un árbol dados dos vértices exis-
te un único camino que los une. Algunas veces es conveniente elegir un
vértice en particular en un árbol al que llamamos raíz. Los vértices de
grado 1 en un árbol se llaman hojas. Un bosque es una colección (unión
disjunta) de dos o más árboles.

Definición 1.1.5. Sea r ≥ 2 un entero. Un grafo G = (V,E) es llamado
r-partito si V admite una partición en r clases tales que cada arista tiene
vértices en una clase diferente, es decir dos vértices de la misma no son
adyacentes.

A un grafo G que es “2−partito” se le llama usualmente bipartito.
Un grafo bipartito en el cual alguna de las clases tiene exactamente un
elemento es una estrella. Al vértice perteneciente a esa clase se le llama
centro. Un grafo r-partito es llamado completo si cada par de vértices en
clases diferentes son adyacentes.

Los grafos r-partitos completos para todo r son los grafos multipar-
titos completos, denotados por Kn1,...,nr , donde cada ni, i = 1, ..., r, es
la cardinalidad de la clase i-ésima; si n1 = ... = nr = s, abreviamos la
notación anterior como Kr

s . Así Kr
s es el grafo r-partito completo en el

cual cada clase de la partición tiene exactamente s vértices.

A continuación se presenta una operación que es útil para la cons-
trucción de grafos de forma recursiva.
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Figura 1.3: Quinta concatenación de una estrella a través de uno de sus
vértices de grado 1

Figura 1.4: Oruga de tamaño 5.

Definición 1.1.6. [28] Sea G un grafo y w ∈ G. La n-ésima concate-
nación de G a través de w, o simplemente n-concatenación de G, es el
grafo resultante de tomar n copias de G e identificar un vértice parti-
cular w y unir estos vértices para formar un camino de longitud n − 1.
Regularmente denotamos a la n-concatenación de G a través de w por
G−n (w).

En la figura 1.3 se puede ver la quinta concatenación de una estrella
de 5 vértices a través de uno de sus vértices de grado 1. Además la
concatenación nos permite construir de forma sencilla grafos generales
a partir de grafos más simples por ejemplo se puede notar que la n-
concatenación de K1 es el camino de longitud n− 1, es decir K1

−
n (w) =

Pn−1. La siguiente definición nos presenta una familia conocida de grafos
como una concatenación.

Definición 1.1.7. [29] Un vertebrado, V (m)
k , es la k-concatenación del

grafo bipartito K1,m a través de v el único vértice de grado m en K1,m

y k ≥ 0. Es decir V (m)
k = (K1,m)−k (n)

En particular una oruga [16] es el vertebrado V (2)
k . En la figura 1.4 se

puede ver la oruga de tamaño 5, V (2)
5 . Otro grafo que se puede construir

a través del concepto de concatenación es el siguiente.

Definición 1.1.8. [4] Sea G un grafo y w ∈ G.

i) Definimos un nuevo grafo denotado G|(w) agregando un nuevo
vértice v 6∈ V a G, además de una nueva arista vw.

ii) Definimos al n-camino con grafo colgante G, denotado por P(G,w, n),
como la concatenación (G|(w))−n (v).
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Figura 1.5: 5-camino con grafo colgante K3

En la figura 1.5 se puede ver el 5-camino con grafo colgante K3.

1.2. Operaciones con grafos
La siguiente operación es muy importante para el cálculo del polino-

mio de independencia de ciertos grafos.

Definición 1.2.1. Si G = (V,E) y G′ = (V ′, E′) son dos grafos, la unión
disjunta de G y G′, denotada por G]G′, se define como la unión de G y
G′ considerando sus conjuntos de vértices como conjuntos disjuntos, es
decir V ∩ V ′ = ∅.

Ahora que tenemos a la mano la operación de unión disjunta, pode-
mos definir la siguiente familia de árboles.

Definición 1.2.2. Un árbol de Fibonacci, Fn, es un grafo enraizado
definido recursivamente como sigue:

i) F0 = K1 cuya raíz es r0 ∈ V (F0),

ii) F1 = K1 cuya raíz es r1 ∈ V (F1),

iii) para n ≥ 2, el árbol Fn se define como la unión disjunta de Fn−1 y
Fn−2, junto con un nuevo vértice rn conectado con las raices rn−1
y rn−2.

En la figura 1.6 se muestra el árbol de Fibonacci F5. Sin embargo,
otros tipos de árboles de Fibonacci aparecen en la literatura con diferen-
tes condiciones iniciales. Cuando las condiciones iniciales no son árboles
vamos a hablar de grafos tipo Fibonacci únicamente.

Otras operaciones que simplifican el cálculo del polinomio de inde-
pendencia son las siguientes.

Definición 1.2.3. Si G = (V,E) y G′ = (V ′, E′) son dos grafos, la suma
de G y G′ es un grafo denotado por G+G′, donde V (G+G′) = V ] V ′
y E(G+G′) = E ∪ E′ ∪ {v1v2|v1 ∈ V, v2 ∈ V ′}.
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Figura 1.6: Árbol de Fibonacci F5.

Definición 1.2.4. [9] Sean G y H dos grafos, la composición G[H] es un
grafo con conjunto de vértices V (G)× V (H) y cuyos vértices son pares
ordenados de la forma (v, x) con v ∈ G y x ∈ H. Dos vértices (v, x),
(w, y) ∈ G[H] son adyacentes si y solo si vw ∈ G o bien v = w y xy ∈ H.

Proposición 1.2.1. [9] La operación composición de grafos es asociativa
es decir para G, H, F grafos se cumple que G[(H[F ])] = (G[H])[F ].

De lo anterior podemos hablar de las potencias de un grafo.

Definición 1.2.5. [9] Si G es un grafo entonces

i) G0 = ∅,

ii) G1 = G,

iii) Gk = G[Gk−1].

Dado un grafo cualquiera cuyos vértices están ordenados podemos
definir un árbol cuyo polinomio de independencia este directamente re-
lacionado con el polinomio de independencia del grafo inicial.

Definición 1.2.6. Sea G un grafo, ≺ un orden sobre su conjunto de vér-
tices V (G), y sea u ∈ V (G) fijo. Podemos definir su árbol de caminos es-
tables, (T≺G,u, ū), como sigue. Si u es un vértice aislado, entonces (T≺G,u, ū)
es solamente el vértice ū. Si el conjunto de vecinos de u es distinto del va-
cío podemos denotar su vecindad abierta N(u) = {u1 ≺ u2 ≺ . . . ≺ ud},
entonces para cada ui ∈ N(u) sea Gi = G[V (G)−{u, u1, u2, . . . , ui−1}] y
(Ti, ri) = (T≺G,ui , ūi), tomando el orden inducido sobre V (Gi). Considere
la unión disjunta de los T i con raíces ri, un nuevo vértice etiquetado ū
y agregue las aristas (u, ri) para cada ui ∈ N(u). El árbol obtenido es
(T≺G,u, ū) y su raíz es ū.
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Figura 1.7: Árbol de caminos estables T≺K4,1

En la figura 1.7 podemos ver el árbol de caminos estables del grafo
complelto K4, se puede notar que la primera rama es el árbol de caminos
estables del grafo completo K3, la segunda rama es el árbol de caminos
estables del grafo completo K2 y la tercera rama es el árbol de caminos
estables del grafo completo K1.

1.3. Polinomio de independencia
Antes de definir el polinomio de independecia de un grafo debemos

introducir algunos conceptos necesarios.

Definición 1.3.1. Dos vértices x, y ∈ V (G) son independientes si no
son adyacentes.

A partir de la definición anterior podemos generalizar el concepto a
un conjunto independiente como sigue.

Definición 1.3.2. Un subconjunto I ⊆ V (G) se llama conjunto inde-
pendiente de G si para cualquier par de vértices x, y ∈ I la arista xy
/∈ G. Es decir, si cada par de vértices de I es independiente.

Un conjunto independiente es maximal si al agregar cualquier otro
vértice se forma al menos una arista. Un grafo es bien cubierto si sus
conjuntos independientes maximales son de la misma cardinalidad.

Definición 1.3.3. Sea kI el número de vértices de un conjunto inde-
pendiente I ⊆ G, el número de independencia de G, denotado por αG,
es

αG := máx{kI | I es conjunto independiente de G}.

Para un grafo G y un entero no negativo k. Sea ik el número de con-
juntos independientes de G de cardinalidad k. El número de indepen-
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dencia de un grafo y cada ik(G) son grafo invariantes, entonces podemos
presentar la siguiente definición.

Definición 1.3.4. El polinomio de independencia de G es el polinomio
definido por:

I(G;x) =
αG∑
k=0

ikx
k

donde αG es el número de independencia de G.

Otro concepto importante relacionado con el polinomio de indepen-
dencia es el número de Fibonacci de un grafo G, que se define como el
número total de conjuntos independientes del grafo, es decir el número
de Fibonacci coincide con i(G; 1). No es difícil verificar que el número
de Fibonacci de un camino de longitud n− 1 coincide con Fn, donde Fn
es el n-ésimo termino de la sucesión de Fibonacci.

Definición 1.3.5. El polinomio de independencia reducido de G es el
polinomio generado por:

f(G;x) = I(G;x)− 1 =
αG∑
k=1

ikx
k

donde αG es el número de independencia de G.

El polinomio de independencia reducido de un grafo puede ser visto
como el polinomio de independencia sin tomar al vacío como un conjunto
independiente.

1.4. Cómo calcular el polinomio de inde-
pendencia

Algunas operaciones de grafos nos permiten simplificar el cálculo del
polinomio de independencia del grafo resultante. Aquí presentamos al-
gunos resultados conocidos que son de utilidad para esta tarea.

Para algunas cardinalidades el número de conjuntos independientes
es conocido o fácil de calcular como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.4.1. Si G es un grafo de orden n y ‖G‖ = m tenemos:

i) i0 = 1,

ii) i1 = n,

iii) i2 =
(
n
2
)
−m.
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El polinomio de independencia se comporta de manera interesante
con respecto a la composición de grafos, como lo describe el siguiente
teorema.

Teorema 1.4.1. [9] Si G y H son dos grafos, entonces el polinomio de
independencia de G[H] está dado por:

I(G[H];x) = I(G;x) ◦ f(H;x). (1.1)

Mientras que el polinomio de independencia reducido tiene la propie-
dad siguiente.

Corolario 1.4.1. Si G y H son dos grafos, entonces el polinomio de
independencia reducido de G[H] está dado por:

f(G[H];x) = f(G;x) ◦ f(H;x). (1.2)

Otras operaciones de grafos también son útiles en el cálculo del poli-
nomio de independencia.

Proposición 1.4.2. Si G y H son dos grafos entonces

i) I(G ]H;x) = I(G;x)I(H;x),

ii) I(G+H;x) = I(G;x) + I(H;x)− 1.

Un resultado conocido que será una herramienta importante en el
cálculo de polinomios de independencia se presenta en el siguiente lema.

Lema 1.4.1. [2] Si G es un grafo y v ∈ V (G), entonces

I(G;x) = I(G− v;x) + x I(G−N [v];x). (1.3)

Aplicando el lema anterior es posible verificar la siguiente fórmula
que se utilizan en la prueba de la unimodalidad de n-caminos con grafo
colgante G.

Lema 1.4.2. Si pn = I(P (G,w, n);x), g = I(G;x) y g′ = I(G − w;x)
entonces para n ≥ 0

pn = g(pn−1 + xg′pn−2) (1.4)

La prueba del lema anterior se sigue directamente de la definición de
n-camino con grafo colgante G y del lema 1.4.1.

Para el árbol de caminos estables de un grafo los polinomios de inde-
pendencia de ambos están estrechamente relacionados como lo muestra
el siguiente resultado.



Capítulo 1. Teoría de grafos 11

Teorema 1.4.2. [6] Sea G un grafo y u ∈ V (G). Entonces para (T, r) =
(TG,u, ū) se cumple que

I(G− u<;x)
I(G;x) = I(T − r;x)

I(T ;x) . (1.5)

Con este resultado a la mano es posible probar una técnica de mayor
utilidad para calcular el polinomio de independencia de un árbol de
caminos estables de un grafo conectado G si se conoce el polinomio de
independencia de G y de algunos subgrafos inducidos.

Teorema 1.4.3. [6] Si G es un grafo conectado y u ∈ V (G), entonces
existe una sucesión de subgrafos inducidos de G; G1, . . . , Gk tales que

I(T≺G,u;x) = I(G;x)
k∏
i=1

I(Gi;x). (1.6)

En [6] se presenta una versión general de este resultado pero para
los fines de este trabajo no es necesario generalizar la definición de un
árbol de caminos estables. El teorema anterior nos asegura además que
el polinomio de independecia de un grafo conectado G divide al polino-
mio de independencia de su árbol de caminos estables. Nuestro objetivo
será utilizar este resultado y propiedades de la log-concavidad de poli-
nomios para asegurar la unimodalidad del polinomio de independencia
de algunos árboles.

1.5. Polinomios de independencia de árbo-
les de Fibonacci

Sea pn = I(Fn;x) el polinomio de independencia del árbol de Fibo-
nacci Tn, n ≥ 0. Del lema 1.4.1 con v = rn, la raíz natural del árbol de
Fibonacci Fn, obtenemos

pn = pn−2(pn−1 + xp2
n−3pn−4), n ≥ 4. (1.7)

Cuyas condiciones iniciales son las siguientes.

p0 = 1 + x,

p1 = 1 + x,

p2 = 1 + 3x+ x2,

p4 = 1 + 5x+ 6x2 + 2x3,
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Figura 1.8: El grafo Gn

Vamos a definir un grafo auxiliar para escribir el polinomio de inde-
pendencia de los árboles de Fibonacci de una manera más “útil”.

Para n ≥ 0, definimos al grafoGn con conjunto de vértices {0, 1, ..., n}
y con aristas En = {{i, j}|0 < |i− j| ≤ 2}\{{0, 1}} (ver figura 1.8).

Sea p̂n = I(Gn;x) el polinomio de independencia del grafo Gn, n ≥ 0.
La siguiente es una factorización del polinomio pn, puede ser deducida
de [6], que probaremos por inducción.

Teorema 1.5.1. Para cada entero n ≥ 1,

pn =
(
p̂1

p̂0

)fn−1 n∏
i=2

p̂
fn−i
i , (1.8)

donde f0 = 1, f1 = 0 y fn = fn−1 + fn−2 para n ≥ 2.

Demostración. Para n = 1, 2, 3, 4 cálculos directos muestran que la ecua-
ción (1.8) se cumple.

Ahora supongamos que la ecuación (1.8) se cumple para n ≥ 5 vemos
que

pn+1 = pnpn−1 + xpn−1p
2
n−2pn−3

Definamos l = pnpn−1, tenemos que

l =
(
p̂1

p̂0

)fn−1 n∏
i=2

p̂
fn−i
i

(
p̂1

p̂0

)fn−2 n−1∏
i=2

p̂
fn−1−i
i

=
(
p̂1

p̂0

)fn−1+fn−2

p̂f0
n

n−1∏
i=2

p̂
fn−i+fn−1−i
i

=
(
p̂1

p̂0

)fn
p̂n

n−1∏
i=2

p̂
fn+1−i
i



Capítulo 1. Teoría de grafos 13

Ahora sea r = pn−1p
2
n−2pn−3, obtenemos

r =
(
p̂1

p̂0

)fn−2 n−1∏
i=2

p̂
fn−1−i
i

(
p̂1

p̂0

)2fn−3 n−2∏
i=2

p̂
2fn−2−i
i

(
p̂1

p̂0

)fn−4 n−3∏
i=2

p̂
fn−3−i
i

=
(
p̂1

p̂0

)fn−2+2fn−3+fn−4

p̂f0
n−1p̂

f1
n−2p̂

2f0
n−2

n−3∏
i=2

p̂
fn−1−i+2fn−2−i+fn−3−i
i

=
(
p̂1

p̂0

)fn
p̂n−2p̂

f2
n−1p̂

f3
n−2

n−3∏
i=2

p̂
fn+1−i
i

=
(
p̂1

p̂0

)fn
p̂n−2

n−1∏
i=2

p̂
fn+1−i
i

sustituimos l y r y obtenemos

pn+1 =
(
p̂1

p̂0

)fn
(p̂n + xp̂n−2)

n−1∏
i=2

p̂
fn+1−i
i

Recordemos que p̂n + xp̂n−2 = p̂n+1 y que f0 = 1 y f1 = 0 de donde
concluimos que

pn+1 =
(
p̂1

p̂0

)fn n+1∏
i=2

p̂
fn+1−i
i

�

De la fórmula anterior obtenemos que para n ≥ 6, cada pn tiene como
uno de sus factores p̂4 = 1 + 5x+ 4x2 + x3 que solo tiene una raíz real.

Corolario 1.5.1. Para n ≥ 6, el polinomio de independencia de Fn
tiene raices complejas.

Una generalización de los árboles de Fibonacci que surge de forma
natural es incrementar el número de condiciones iniciales.

Definición 1.5.1. Un árbol de Tribonacci, Tn, es un grafo enraizado
definido recursivamente como sigue:

i) T0 = K1 cuya raíz es r0 ∈ V (T0),

ii) T1 = K1 cuya raíz es r1 ∈ V (T1),

ii) T2 = K1 cuya raíz es r1 ∈ V (T2),

iii) para n ≥ 3, el árbol Tn se define como la unión disjunta de
Tn−1, Tn−2 y Tn−3, junto con un nuevo vértice rn conectado con
las raices rn−1, rn−2 y rn−3.
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Figura 1.9: Árbol de Tribonacci T6

Figura 1.10: El grafo Gn

Sea pn = I(Tn;x) el polinomio de independencia del árbol de Tribo-
nacci Tn; n ≥ 0. Del lema 1.4.1 con v = rn, la raíz natural del árbol de
Tribonacci Tn y la proposición 1.4.2 tenemos

pn = pn−1pn−2pn−3 + xpn−2p
2
n−3p

3
n−4p

2
n−5pn−6, n ≥ 7. (1.9)

Con las siguientes condiciones iniciales:

p1 = 1 + x,

p2 = 1 + x,

p3 = 1 + x,

p4 = 1 + 4x+ 3x2 + x3,

p5 = 1 + 7x+ 15x2 + 14x3 + 6x4 + x5,

p6 = 1 + 13 + 66x2 + 175x3 + 276x5 + 276x5 + 179x6 + 74x7 + 18x8 + 2x9.

Ahora para cada n ≥ 0 definimos el grafo Gn (Ver figura 1.10) cuyo
conjunto de vértices es {1, 2, . . . , n} y con aristas

En = {ij|0 < |i− j| ≤ 3} \ {n(n− 1), n(n− 2), (n− 1)(n− 2)}.

Si p̄n = I(Gn;x) es el polinomio de independencia del grafo Gn, n ≥ 0.
Del lema 1.4.1 con v = n ∈ Gn, tenemos

p̄n = p̄n−1 + xp̄n−4, n ≥ 7. (1.10)

La siguiente factorización de pn puede ser deducida de [6] o puede ser
probada por inducción matemática.
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Teorema 1.5.2. Para cualquier entero n ≥ 7.

pn = (x+ 1)tn−6

(
p̄3

p̄2

)vn−3 n∏
i=4

p̄
vn−i
i (1.11)

Donde la sucesión {vn} se define por v0 = 1, v1 = 0, v2 = 1, y vn =
vn−1 + vn−2 + vn−3 para n ≥ 3; y la sucesión {tn} se define por t1 =
2, t2 = 4t3 = 7, and tn = tn−1 + tn−2 + tn−3 para n ≥ 4.

Demostración. Para n = 7, 8, 9, 10, 12 cálculos directos muestran que la
ecuación (1.11) se cumple.
Para n ≥ 13

pn = pn−1pn−2pn−3 + xpn−2p
2
n−3p

3
n−4p

2
n−5pn−6. (1.12)

Y para m ≤ n

pm = (x+ 1)tm−6

(
p̄3

p̄2

)vm−3 m∏
i=4

p̄
vm−i
i , (1.13)

En la ecuación (1.12) denotamos

l1 = pn−1pn−2pn−3

l2 = l2 = xpn−2p
2
n−3p

3
n−4p

2
n−5pn−6

y en la ecuación (1.13)

gm =
(
p̄3

p̄2

)vm−3 m∏
i=4

p̄
vm−i
i (1.14)

Entonces, tenemos

l1 = (x+ 1)tn−7+tn−8+tn−9gn−1gn−2gn−3

= (x+ 1)tn−6gn−1gn−2gn−3,

ya que tn−7 + tn−8 + tn−9 = tn−6 y

l2 = x(x+ 1)tn−8+2tn−9+3tn−10+2tn−11+tn−12gn−2g
2
n−3g

3
n−4g

2
n−5gn−6

= (x+ 1)tn−6(xgn−2g
2
n−3g

3
n−4g

2
n−5gn−6),

debido a tn−8 + 2tn−9 + 3tn−10 + 2tn−11 + tn−12 = tn−7 + tn−8 + tn−9 =
tn−6.

Al sustituir l1, l2 y gm apropiadamente en las ecuaciones (1.12) y
(1.13) obtenemos

pn = (x+ 1)tn−6
(
gn−1gn−2gn−3 + xgn−2g

2
n−3g

3
n−4g

2
n−5gn−6

)
. (1.15)
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Como resultado de la ecuación (1.15) tenemos una factorización de pn,
a partir de la cual podemos trabajar con

g = gn−1gn−2gn−3 + xgn−2g
2
n−3g

3
n−4g

2
n−5gn−6, (1.16)

denotemos q1 = gn−1gn−2gn−3, q2 = xgn−2g
2
n−3g

3
n−4g

2
n−5gn−6 en las

ecuaciones (1.16) y

gm =
(
p̄3

p̄2

)vm−3

hm, (1.17)

donde

hm =
m∏
i=4

p̄
vm−i
i (1.18)

Ahora, tenemos

q1 =
(
p̄3

p̄2

)vn−4+vn−5+vn−6

hn−1hn−2hn−3

=
(
p̄3

p̄2

)vn−3

hn−1hn−2hn−3,

ya que vn−4 + vn−5 + vn−6 = vn−3 y

q2 = x

(
p̄3

p̄2

)vn−5+2vn−6+3vn−7+2vn−8+vn−9

hn−2h
2
n−3h

3
n−4h

2
n−5hn−6

=
(
p̄3

p̄2

)vn−3

xhn−2h
2
n−3h

3
n−4h

2
n−5hn−6

debido a vn−5+2vn−6+3vn−7+2vn−8+vn−9 = vn−4+vn−5+vn−6 = vn−3
Además por sustituir q1, q2 y hm apropiadamente en las ecuaciones (1.16)
y (1.17) obtenemos

g =
(
p̄3

p̄2

)vn−3

(hn−1hn−2hn−3 + xhn−2h
2
n−3h

3
n−4h

2
n−5hn−6) (1.19)

Ahora denotemos

h = hn−1hn−2hn−3 + xhn−2h
2
n−3h

3
n−4h

2
n−5hn−6 (1.20)

Hasta ahora hemos obtenido una factorización de pn al sustituir q1 y q2
en la ecuación (1.19) y h y g en las ecuaciones (1.19) y (1.15) respecti-
vamente

pn = (x+ 1)tn−6

(
p̄3

p̄2

)vn−3

h (1.21)

En la ecuación (1.20) denotamos

s1 = hn−1hn−2hn−3, (1.22)
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y

s2 = xhn−2h
2
n−3h

3
n−4h

2
n−5hn−6. (1.23)

Por un lado

s1 =
n−1∏
i=4

p̄
vn−1−i
i

n−2∏
i=4

p̄
vn−2−i
i

n−3∏
i=4

p̄
vn−3−i
i

= p̄n−1p̄n−2

n−3∏
i=4

p̄
vn−1−i
i

n−3∏
i=4

p̄
vn−2−i
i

n−3∏
i=4

p̄
vn−3−i
i

= p̄n−1p̄n−2

n−3∏
i=4

p̄
vn−1−i
i p̄

vn−2−i
i p̄

vn−3−i
i

= p̄n−1p̄
v2
n−2

n−3∏
i=4

p̄
vn−i
i

= p̄n−1

n−2∏
i=4

p̄
vn−i
i
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Ahora, por otro lado

s2 = x

n−2∏
i=4

p̄
vn−2−i
i

n−3∏
i=4

p̄
2vn−3−i
i

n−4∏
i=4

p̄
3vn−4−i
i

n−5∏
i=4

p̄
2vn−5−i
i

n−6∏
i=4

p̄
vn−6−i
i

= xp̄2
n−5

n−2∏
i=2

p̄
vn−2−i
i

n−3∏
i=4

p̄
2vn−3−i
i

n−4∏
i=4

p̄
3vn−4−i
i

n−6∏
i=4

p̄
2vn−5−i
i

n−6∏
i=4

p̄
vn−6−i
i

= xp̄3
n−4p̄

2
n−5

n−2∏
i=2

p̄
vn−2−i
i

n−3∏
i=4

p̄
2vn−3−i
i

n−6∏
i=4

p̄
3vn−4−i
i

n−6∏
i=4

p̄
2vn−5−i+vn−6−i
i

= xp̄2
n−3p̄

3
n−4p̄

4
n−5

n−2∏
i=2

p̄
vn−2−i
i

n−6∏
i=4

p̄
2vn−3−i
i

n−6∏
i=4

p̄
vn−3−i+2vn−4−i+vn−5−i
i

= xp̄n−2p̄
2
n−3p̄

4
n−4p̄

6
n−5

n−6∏
i=2

p̄
fn−2−i
i

n−6∏
i=4

p̄
3vn−3−i+2vn−4−i+vn−5−i
i

= xp̄n−2p̄
2
n−3p̄

4
n−4p̄

6
n−5

n−6∏
i=4

p̄
2vn−2−i+2vn−3−i+vn−4−i
i

= xp̄n−2p̄
2
n−3p̄

4
n−4

¯
p6
n−5

n−6∏
i=4

¯ ipvn−1−i+vn−2−i+vn−3−i

= xp̄f2
n−2p̄

f3
n−3p̄

f4+1
n−4 p̄

f5
n−5

n−6∏
i=4

p̄
vn−i
i

= xp̄n−4

n−2∏
i=4

p̄
vn−i
i

Así, al sustituir s1 y s2 en la ecuación (1.20) obtenemos

h = (p̄n−1 + xp̄n−4

n−2∏
i=4

p̄
vn−i
i

= p̄n

n−2∏
i=4

p̄
vn−i
i

Luego podemos multiplicar h por p̄v1
n−1 y obtener

h = p̄v0
n p̄

v1
n−1

n−2∏
i=4

p̄
vn−i
i

=
n∏
i=4

p̄
vn−i
i
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Finalmente, por sustituir h en la ecuación (1.21)

pn = (x+ 1)tn−6

(
p̄3

p̄2

)vn−3 n∏
i=4

p̄
vn−i
i

�

Otra generalización que surge naturalmente son los grafos de tipo
Fibonacci Tn, que surgen al cambiar la condiciones inicales por grafos
arbitrarios T0 = G con raíz r0, y T1 = H con raíz r1.

Para n ≥ 0, definimos Gn como el grafo obtenido de Gn, G y H
por pegar a los vértices 0 y 1 de Gn las raices r0 y r1 respectivamente.
Sea qn = I(G;x) y pn = I(Tn;x) los polinomios de independencia de
G y T respectivamente, para n ≥ 0. Tenemos una generalización de la
factorización dada por el Teorema 1.4.1.

Teorema 1.5.3. Para cualquier entero n ≥ 1,

pn =
(
q1

q0

)fn−1 n∏
i=2

q
fn−i
i , (1.24)

donde fn se define como sigue f0 = 1, f1 = 0 y fn = fn−1 + fn−2 para
n ≥ 2.

Demostración. Sean h = I(H;x) y g = I(G;x). Para n = 1, p1 = h =
q1
q0
, ya que q1 = gh y q0 = g. Para n = 2, tenemos que p2 = q2 porque

T2 es isomorfo a G2. Para n = 3 tenemos que p3 = h(q2 + xgh̄), donde
h̄ = I(H −N [r1];x) y tambén podemos ver que q3 = q2 + xhh̄ así

p3 = hq3 =
(
q1

q0

)
p3.

Para n = 4 tenemos que p4 = p2(p3 + xp2
1p0), podemos sustituir los tres

casos anteriores y obtenemos

p4 = q2 (p0) q1

q0
q3 + x

(
q1

q0

)2
p0 = hq2(q3 + xgh)

Finalmente obtenemos que p4 =
(
q1
q0

)
q2q4

Así tenemos que la ecuación (1.21) se cumple para n = 1, 2, 3, 4.
Ahora supongamos que la ecuación (1.21) se cumple para n ≥ 5 vemos
que

pn+1 = pnpn−1 + xpn−1p
2
n−2pn−3

Primero sea l = pnpn−1, entonces
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l =
(
q1

q0

)fn−1 n∏
i=2

q
fn−i
i

(
q1

q0

)fn−2 n−1∏
i=2

q
fn−1−i
i

=
(
q1

q0

)fn−1+fn−2

qf0
n

n−1∏
i=2

q
fn−i+fn−1−i
i

=
(
q1

q0

)fn
qn

n−1∏
i=2

q
fn+1−i
i

Después definimos r = pn−1p
2
n−2pn−3, tenemos,

r =
(
q1

q0

)fn−2 n−1∏
i=2

q
fn−1−i
i

(
q1

q0

)2fn−3 n−2∏
i=2

q
2fn−2−i
i

(
q1

q0

)fn−4 n−3∏
i=2

q
fn−3−i
i

=
(
q1

q0

)fn−2+2fn−3+fn−4

qf0
n−1q

f1
n−2q

2f0
n−2

n−3∏
i=2

q
fn−1−i+2fn−2−i+fn−3−i
i

=
(
q1

q0

)fn
qn−2q

f2
n−1q

f3
n−2

n−3∏
i=2

q
fn+1−i
i

=
(
q1

q0

)fn
qn−2

n−1∏
i=2

q
fn+1−i
i

sustituimos l y r y obtenemos

pn+1 =
(
q1

q0

)fn
(qn + xqn−2)

n−1∏
i=2

q
fn+1−i
i

Recordemos que qn + xqn−2 = qn+1 y que f0 = 1 y f1 = 0 de donde
conclimos que

pn+1 =
(
q1

q0

)fn n+1∏
i=2

q
fn+1−i
i

�
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Sincronía y sincronía
parcial

Deja que te abrace
deja que te diga porque
nada es como antes de que te pudiera tener
me has dado más de lo que nunca imagine

Jorge Ruíz Flores, Calcetines.

El estudio de polinomios asociados a un grafo ha sido un área amplia-
mente explorada. En este trabajo nuestro objetivo es probar que los po-
linomios de independencia de ciertas familias de grafos son log-cóncavos.

Una de las conjeturas más importantes en el estudio de polinomios
relacionados a un grafo plantea que el polinomio de independencia de un
árbol es unimodal. Sin embargo, no existen suficientes resultados para
estudiar la unimodalidad de polinomios, pero sabemos que un polinomio
con coeficientes positivos y sin ceros internos que es log-cóncavo es tam-
bién unimodal.

Aprovechando que los polinomios de indenpendencia de un grafo solo
tienen coeficientes positivos y no tienen ceros internos, nuestro interés
se centrará en estudiar propiedades que nos aseguren la log-convidad de
polinomios para utilizarlas en dirección de probar esta propiedad para
polinomios de independencia de familias de grafos.

21
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En este capítulo estudiaremos los conceptos de sincronía y domina-
ción radial y su relación con el concepto de log-concavidad además de
algunos resultados clásicos que nos permiten asegurar cuando algunas
operaciones de polinomios preservan dicha propiedad.

2.1. Sincronía parcial
El estudio de los polinomios está fuertemente relacionado con pro-

piedades que cumplen la sucesiones de sus coeficientes.
Definición 2.1.1. Una sucesión de números reales (a0, a1, a2, . . .) es
i) logaritmicamente cóncava (log-cóncava) si a2

i ≥ ai−1ai+1 para todo
i ≥ 1,

ii) unimodal si existe k ∈ N tal que a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ak−1 ≤ ak ≥
ak+1 ≥ ak+2 ≥ . . ..

Un polinomio p = a0 + a1x + . . . + anx
n es log-cóncavo o unimo-

dal si la sucesión de sus coeficientes lo es. Por ejemplo si tomamos
a G como el árbol de la figura 1.1 su polinomio de independencia,
I(G;x) = 1 + 9x + 28x2 + 37x3 + 20x4 + 4x5, es log-cóncavo y tam-
bién unimodal.

Denotemos por ∂p el grado del polinomio p y por δp el primer término
positivo del polinomio p, es decir, δp = mı́n{k|ak 6= 0}, donde ai es un
coeficiente de p. Decimos que p es un polinomio sin ceros internos si para
δp ≤ i, j ≤ ∂p, aiaj 6= 0. Sea W el conjunto de los polinomios distintos
de cero con coeficientes reales y sin ceros internos. Entonces, tenemos las
siguientes propiedades.
Lema 2.1.1. Sean p, q ∈ W. Entonces
i) pq ∈ W,

ii) si además asumimos que δq ≤ ∂p, entonces p + q no tiene ceros
internos si y solo si δp ≤ ∂q + 1

El concepto de sincronía parcial definido en [19], nos permite explorar
la log-concavidad y por lo tanto la unimodalidad de algunas familias de
árboles. Sea R≥0[x] el conjunto de polinomios con coeficientes reales no
negativos. La sincronía parcial se define sobre este conjunto.

Definición 2.1.2. Sean p =
∑
i

aix
i y q =

∑
i

bix
i dos polinomios con

coeficientes no negativos. Decimos que p y q están parcialmente sincro-
nizados, y escribimos p ∼p q, si

am+1bn−1 + an−1bm+1 ≤ ambn + anbm (2.1)
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para cada m ≥ n.

Por ejemplo si tomamos p0 = 1+x el polinomio de independencia del
primer árbol de Fibonacci y p2 = 1 + 3x + x2 el polinomio de indepen-
dencia del tercer árbol de Fibonacci podemos verificar que xp0 ∼p p2,
además como p0 = p1 también tenemos que xp1 ∼p p2.

Sea L el conjunto de todos los polinomios log-cóncavos en R≥0[x] que
no tienen ceros internos; además denotemos por L∗ el conjunto L−{0}.
Originalmente el concepto de sincronía parcial fue definido sobre L, pero
resulta de utilidad extenderlo a R≥0[x], además se puede verificar que
∼p es simétrica en R≥0[x] y reflexiva sobre L. Los siguientes teoremas
son probados en [19].

Teorema 2.1.1. Sean p, q, r ∈ R≥0[x]. Si p ∼p r y q ∼p r, entonces
p+ q ∼p r.

El teorema anterior funciona como una especie de acotación. Mientras
que el siguiente nos asegura que la sincronía parcial es consistente con
el producto, siempre que se multiplique por un polinomio log-cóncavo.

Teorema 2.1.2. Sean p, q, r ∈ L∗.Si p ∼p q, entonces pr ∼p qr.

Como vimos antes tenemos que xp1 ∼p p2 y además p1 ∈ L, entonces
podemos obtener que xp2

1 ∼p p2p1.
La suma de polinomios log-cóncavos no siempre resulta en un poli-

nomio log-cóncavo. El siguiente teorema nos presenta condiciones sufi-
cientes para que la suma de polinomios preserve la log-concavidad.

Teorema 2.1.3. Si p, q ∈ L y p ∼p q, entonces p+ q ∈ L.

Como ya verificamos xp2
1 ∼p p2p1 y además tanto p2p1 como xp2

1 son
log-cóncavos, lo que nos permite probar que I(T3;x) = p2p1 + xp2

1 es
log-cóncavo como consecuencia del teorema anterior.

Una propiedad que es importante en la prueba de algunos de nuestros
resultados principales se establece en el siguiente lema.

Lema 2.1.2. Si p ∈ L, entonces p ∼p xp.

Demostración. Como p no tiene ceros internos podemos escribirlo

p =
t∑

i=h
aix

i

donde cada ai > 0 para h ≤ i ≤ t. Tenemos que probar que

am+1an−2 ≤ anam−1 (2.2)
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se cumple para m ≥ n. Debemos considerar 3 casos i) h > n − 2, ii)
h ≤ n− 2 y m ≤ t, y iii) h ≤ n− 2 y m > t.

i) Tenemos que an−2 = 0, entonces la ecuación (2.2) se cumple.

ii) Tenemos que t ≥ m ≥ m− 1 ≥ . . . ≥ n > h. Entonces t > m− 2 ≥
m− 3 ≥ . . . ≥ n− 2 ≥ h. Así, podemos escribir

am+1

am
≤ am
am−1

y am
am − 1 ≤

am − 1
am−2

porque p ∈ L. Si multiplicamos estas dos desigualdades obtenemos

am+1

am−1
≤ am
am−2

,

con un proceso similar podemos obtener

am
am−2

≤ am−1

am−3
≤ . . . ≤ an+2

an + 1 ≤
an
an−2

,

por transitividad tenemos

am+1

am
≤ an
an−2

o equivalentemente

am+1an−2 ≤ anam−1.

Con lo que verificamos que la ecuación (2.2) se cumple.

iii) En este caso am+1 = 0. Entonces la ecuación (2.2) se cumple.

�

2.2. Sincronía
Para definir el concepto de sincronía es necesario presentar algunos

conceptos.

Definición 2.2.1. Sean p, q ∈ W. Decimos que q domina radial parcial-
mente a p, y lo denotamos por p 4 q, si

ak
ak−1

≤ bk
bk−1

, (2.3)

para mı́n{δp, δq} ≤ k ≤ máx{∂p, ∂q}
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Esta dominación está basada en el concepto de dominación radial
presentado en [14] que se define formalmente como sigue.

Definición 2.2.2. Sean p, q ∈ W. El polinomio q domina radialmente
a p, denotado por p . q, si y solo si p 4 q y q 4 xp.

Al eliminar la condición q 4 xp de la dominación radial, obtenemos
un orden parcial. Para probar esta afirmación presentamos el siguiente
lema.

Lema 2.2.1. Sea p, q ∈ W tales que q 4 q, entonces

i) ∂p ≤ ∂q,

ii) δp ≤ δq.

La proposición siguiente nos permite verificar que la dominación ra-
dial parcial induce un orden parcial en un espacio proyectivo de W.

Proposición 2.2.1. Sean p, q, r ∈ W, entonces

i) p 4 p,

ii) si p 4 q y q 4 r, entonces p 4 r,

iii) si p 4 q y q 4 p, entonces p = cq para algún real c.

Demostración. Podemos escribir

p =
n∑
k=0

akx
k, q =

n∑
k=0

bkx
k, r =

n∑
k=0

ckx
k

sin pérdida de generalidad (podemos agregar ceros en caso de requirlo).
i) Se sigue inmediatamente de la definición.
ii) Por hipótesis tenemos que aibi−1 ≤ biai−1 y bici−1 ≤ cibi−1 para
i = 1, . . . , n. Debemos probar que aici−1 ≤ ai−1ci para i = 1, . . . , n.
Podemos calcular directamente que

ci−1aibi−1 ≤ ci−1biai−1 ≤ cibi−1ai−1

si bi−1 6= 0 podemos cancelar el factor bi−1 y obtener aici−1 ≤ ai−1ci;
ahora si bi−1 = 0 tenemos dos casos i − 1 < δq o i − 1 > ∂q (porque
estamos trabajando con polinomios sin ceros internos). Si i − 1 < δq
tenemos que i − 1 < δr ya que δq ≤ δr, entonces ci−1 = 0 y se cumple
que aici−1 ≤ ai−1ci. Ahora si i − 1 > ∂q obtenemos que i − 1 > ∂p
debido a ∂p ≤ ∂q, entonces ai−1 = 0 = ai y por lo tanto se cumple que
aici−1 ≤ ai−1ci.
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iii) Tenemos que ∂p ≤ ∂q y ∂q ≤ ∂p, entonces ∂p = ∂q. Análogamente
se verifica que δp = δq. Además tenemos que

ak+1

bk+1
= ak
bk
, para k = δp, . . . , ∂p

entonces
ak = ak

bk
bk = aδp

bδp
bk, para k = δp, . . . , ∂p.

Por lo tanto, p = cq donde c = aδp
bδp
6= 0. �

Pero nosotros no trabajamos con la propiedad antisimétrica por lo
que podemos concentrarnos en W.

Teorema 2.2.1. Sean p, q, r ∈ R≥0[x].

i) Si p 4 q y p 4 r, entonces p 4 q + r,

ii) si p 4 r y q 4 r, entonces p+ q 4 r.

También es posible verificar que la dominación radial parcial se pre-
serva sobre la multiplicación de polinomios.

Teorema 2.2.2. Sean p, q, r ∈ R≥0[x], si p 4 q y r ∈ L, entonces
pr 4 qr

El orden parcial inducido por la proposición 2.2.1 junto con los teore-
mas 2.2.1 y 2.2.2 son de gran utilidad para determinar lo log-concavidad
de polinomios de independencia que se estudia en el próximo capítulo.

Corolario 2.2.1. Sean p, q, r, s ∈ W, si p 4 q, r 4 s, y q, r ∈ L, entoces
pr 4 qs.

Directamente de la definición tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 2.2.1. Sea p ∈ W. Entonces p ∈ L si y solo si p 4 xp.

Gracias a esto tenemos una prueba muy corta del siguiente resultado
clásico.

Corolario 2.2.2. Sean p, q ∈ W. Si p, q ∈ L, entonces pq ∈ L.

Demostración. Tenemos que p 4 xp y q ∈ L, entonces por el teorema
2.2.2 tenemos que pq 4 xpq. �

Otro resultado que es consecuencia directa de la propiedad 2.2.1 es
el siguiente.

Corolario 2.2.3. Si p, q ∈ W tal que p . q, entonces p, q ∈ L.
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Demostración. Tenemos que p 4 q 4 xp, entonces por transitividad
tenemos p 4 xp. De donde p ∈ L. Además p 4 q y x ∈ L, entonces
xp 4 xq nuevamente por transitividad q 4 xq y finalmente q ∈ L. �

Sabemos que en general la suma de polinomios log-cóncavos no siem-
pre resulta en un polinomio log-cóncavo, por eso se ha trabajado para
obtener condiciones suficientes para que esto suceda. La siguiente es una
condición natural para asegurar la log-concavidad de la suma.
Definición 2.2.3. Sean p, q ∈ W. Decimos que el polinomio p está
sincronizado con q, y lo denotamos por p ∼ q, si y solo si p 4 xq y
q 4 xp.

Por ejemplo tenemos que p(x) = 1 + 2x + x2 y q(x) = x están
sincronizados, p ∼ q. El concepto fue definido previamente en [14].
Corolario 2.2.4. Sean p, q ∈ L tal que p ∼ q. Entonces p+ q ∈ L.
Demostración. Tenemos que p 4 xq y además p 4 xp por ser p log-
cóncavo entonces p 4 x(p+ q) análogamente tenemos que q 4 x(p+ q) y
finalmente podemos ver que p+ q 4 x(p+ q) por lo tanto p+ q ∈ L. �

Ahora retomando el ejemplo anterior obtenemos que p(x) + q(x) =
1 + 2x+ x2 + x = 1 + 3x+ x2 = I(P2;x) ∈ L, ya que p, q ∈ L y además
p ∼ q. Es decir, el polnomio de independencia del camino de longitud 2
es log-cóncavo.

2.3. Otros resultados importantes
El siguiente lema nos permite probar la log-concavidad de familias

de grafos generales que se construyen de manera similar a los árboles de
Fibonacci.
Lema 2.3.1. Sea {qn}n≥0 una sucesión de polinomios en R≥0[x] tales
que qn = qn−1 + xqn−3 para n ≥ 3. Si

qn ∼p xqn−2, qn ∼p xqn−1, y qn ∈ L (2.4)

se cumple para n = 2, 3, 4, entonces (2.4) se cumple para n ≥ 2.
También tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Sea {qn}n≥0 una sucesión de polinomios log-cóncavos en
R≥0[x] tales que qn = qn−1 + xqn−4 para n ≥ 4. Si

qn−1 � qn (2.5)
qn � xqn−1 (2.6)
qn � xqn−2 (2.7)

qn ∈ L (2.8)
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se cumplen para 6 ≤ n ≤ 11, entonces (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) se cumplen
para toda n ≥ 6

Demostración. (2.5) Sea n ≥ 10, qn−1 � qn−1 ya que qn−1 es log-
cóncavo, y qn−1 � xqn−3 � xqn−4 por (2.5) y (2.7), entonces qn−1 � qn.

(2.6) Sea n ≥ 10, qn−1 � xqn−1 debido a que qn−1 es log-cóncavo,
xqn−4 � xqn−3 ≤ xqn−2 � xqn−1 por (2.5), entonces qn � xqn−1.

(2.7) Sea n ≥ 10, qn−1 � xqn−2 por (2.6), y xqn−4 � xqn−3 � xqn−2
por (2.5), entonces qn � xqn−2

(2.8) Sea n ≥ 11, qn−2 � x2qn−4 por (2.7) y xqn−5 � x2qn−4 por
(2.5), entonces qn−1 � x2qn−4. Ahora xqn−4 � xqn−3 � xqn−2 � xqn−1,
entonces xqn−4 � xqn−1, por lo tanto qn−1 ∼ xqn−4. Finalmente qn ∈ L
por (2.8).

�
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Aplicaciones a
polinomios de
independecia

Yo daría un brazo por vos
pero a decir verdad
papá sabe ser muy tonto
mejor, dale la mano a mamá

Iván Noble, Bienbenito.

En 1987 Alavi et. al. se preguntaron si el polinomio de independencia
de cualquier árbol era unimodal (ver [1]), debido a esto se ha estrablecido
una de las conjeturas más importantes en el estudio de polinomios rela-
cionados a un grafo. Desde entonces hasta ahora muchos investigadores
en el área han trabajado en dirección de probar la conjetura.

Al ser los árboles grafos tan diferentes y variados ha sido díficil verifi-
car totalmente la conjetura, razón por la cual muchos autores han optado
por encontrar familias de árboles cuyo polinomio de independencia sea
unimodal.

Otra de las dificultades con la que se han encontrado los investigado-
res, es que el concepto de unimodalidad no cuenta con muchas propie-
dades que nos permitan estudiarlo directamente. Por esto se ha optado

29
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por estudiar conceptos que estén relacionados con la unimodalidad de
polinomios como la log-concavidad o las raíces reales.

En este capítulo usaremos el concepto de log-concavidad junto con
las propiedades estudiadas en el capítulo anterior para determinar la
log-cóncavidad del polinomio de independencia de familias de árboles y
grafos relacionados.

3.1. Aplicación a concatenaciones de grafos
Nosotros estudiamos la log-concavidad de una sucesión de polinomios

{pn}n≥0. en W definida por una recurrencia lineal de la forma

pn = gpn−1 + xhpn−2, n ≥ 2 (3.1)

donde h, g ∈ W. Este tipo de polinomios aparecen como polinomios
de independencia de las n-concatenaciones de grafos. De hecho, en [28],
prueban que el polinomio de independencia de las n-concatenaciones
cumple la siguiente recurrencia:

I(G−n (v);x) = Ib
n
2 c(G− v;x)

bn+1
2 c∏

s=1

[
I(G− v;x) + 4xI(G−N [v] ;x) cos2 sπ

n+ 2

]
.

(3.2)
Para probar que I(G−n (v);x) es suficiente verificar que cada factor en
el lado derecho de la igualdad es log-cóncavo. Sin embargo para probar
que cada factor es log-cóncavo es suficiente probar que

I(G− v;x) ∼ 4xI(G−N [v] ;x) cos2 sπ

n+ 2 (3.3)

están sincronizados y I(G− v;x), 4xI(G−N [v] ;x) cos2 sπ
n+2 ∈ L.

Para probar la ecuación (3.3) es suficiente probar que I(G− v;x) ∼
xI(G −N [v] ;x) por la definición de la dominación radial parcial. Pro-
bamos la siguiente propiedad.

Propiedad 3.1.1. Sea G un grafo simple y v un vértice de G. Si I(G−
v;x), xI(G − N [v] ;x) ∈ L y I(G − v;x) ∼ xI(G − N [v] ;x), entonces
I(G−n (v);x) ∈ L.

Podemos aplicar este resultado a los grafos oruga.

Lema 3.1.1. Sea pk = I(V (2)
k ;x), k ≥ 0. Entonces pk ∼ pk−1 para

k ≥ 1.

Demostración. Sabemos que el polinomio de independencia de cada gra-
fo vertebrado V (m)

k es log-cóncavo para k ≥ 0 y m ≥ 1 [28], en particular
el polinomio de las orugas es unimodal para k ≥ 0. Ahora podemos
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verificar que el polinomio de independencia de las orugas cumple la si-
guiente recurrencia lineal pk = (1 + x)2(pk−1 + xpk−2), k ≥ 2. De modo
que debemos probar lo siguiente

i) pk 4 x2pk−1,

ii) pk−1 4 pk.

Para la prueba de i) revisar [4].
Vamos a proceder a probar ii) por inducción. Para k = 1, tenemos que

p0 = 1 4 1+3x+x2 = p1. Para k = 2, p1 = 1+3x+x2 4 1+6x+10x2 +
6x3+x4 = p2. Tenemos que verificar pk−1 4 (1+x)2(pk−1+xpk−2) = pk.
Ahora sabemos pk−1 ∈ L y además 1 4 (1 + x)2, entonces pk−1 4
(1 + x)2pk−1 por el teorema 2.2.2. Después suponemos pk−3 4 pk−2
si multiplicamos ambos lados por x ∈ L obtenemos xpk−3 4 xpk−2
(por el teorema 2.2.2 y usamos pk−2 4 xpk−2 pues pk−2 ∈ L por el
teorema 2.2.1 pk−2 + xpk−3 4 xpk−2, por el corolario 2.2.1 obtenemos
pk−1 4 (1 + x)2pk−2. Si volvemos a aplicar el teorema 2.2.1 tenemos
pk−1 4 (1 + x)2(pk−1 + xpk−2) = pk. �

Una consecuencia directa del lema anterior es la siguiente.

Corolario 3.1.1. Sea v uno de los dos vértices de grado 3 en la oruga
V

(2)
k . Entonces, la n-concatenación (V (2)

k )−n (v) tiene polinomio de inde-
pendencia log-cóncavo para k ≥ 2 y n ≥ 0.

También podemos aplicar la propiedad 3.1.1 a los n-caminos con grafo
colgante G.

Corolario 3.1.2. Sea G un grafo simple enraizado con raíz ω. Si I(G;x),
I(G − ω;x) ∈ L y I(G;x) ∼ xI(G − ω;x), entonces el polinomio de
independencia I(P(G,w, n);x) del n-camino con grafo colgante G es
log-cóncavo, para n ≥ 0.

Si, en el corolario anterior, cambiamos la sincronía por la dominación
radial, obtenemos una construcción iterada. A continuación, desarrolla-
mos esa idea.

Lema 3.1.2. Sea g, h ∈ L y {pn}n≥0 una sucesión de polinomios que
cumplen la recurrencia (3.1) con condiciones iniciales p0 = 1, p1 = g+xh.
Si h . g entonces pn ∈ L y gpn−1 . pn para n ≥ 1.

Para establecer la construcción recursiva es importante identificar el
vértice a través del cual “uniremos” los grafos.

Definición 3.1.1. Sea G un grafo simple y v un vértice de G. Decimos
que v es un vértice ancla si y solo si I(G− v;x) 4 I(G;x).
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Teorema 3.1.1. Sea G un grafo simple enraizado con raíz w. Sea v1 el
vértice de P(G,w, n) como en la figura 3.1 y w un vértice ancla de G.
Entonces I(P(G,w, n);x) ∈ L y v1 es vértice ancla de P(G,w, n) para
cualquier n ≥ 1.

Figura 3.1: El grafo P(G,w, n).

El teorema 3.1.1 nos da un proceso iterado para la construcción de un
grafo con polinomio de indepencia log-cóncavo. Tal construcción inicia
con un grafo simple y vértice ancla w. Primero se construye el n1-camino
con grafo colgante G, es decir, P(G,w, n1), para algún entero positivo n1
cuyo polinomio de independencia es log-cóncavo y tiene vértice ancla v1.
Después, para otro entero positivo n2, podemos construir un nuevo n2-
camino con grafo colgante P(G,w, n1), es decir, P(P(G,w, n1), v2, n2)
que también tiene polinomio de indepencia log-cóncavo y un vértice an-
cla. Así para una sucesión de enteros positivos n1, n2, . . . , nk denotamos
al grafo resultante por B(G,w, n1, n2, . . . , nk).

Corolario 3.1.3. Sea G un grafo simple w un vértice ancla de G. Si
I(G − w;x) . I(G;x), entonces, para cualquier sucesión finita de ente-
ros positivos n1, . . . , nk el grafo B(G,w, n1, . . . , nk) tiene polinomio de
independencia log-cóncavo.

A continuación se presentan algunos ejemplos de grafos con vértice
ancla.

3.1.1. Puntos
Sea w el único vértice de un grafoG = K1, entonces I(G−w;x) = 1 .

1 +x = I(G;x), así por el corolario 3.1.3 tenemos que para cualquier su-
cesión de enteros positivos n1, n2, . . . , nk, el árbol B(K1, n1, n2, . . . , nk)
tiene polinomio de independencia log-cóncavo.

En la figura 3.2 se puede ver el grafo B(K1, ω, 4, 1, 1, 2, 2).

3.1.2. Caminos
Dado n un entero no negativo y Pn el camino con n vértices. Deno-

tamos por pn al polinomio de independencia de Pn.
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Figura 3.2: Árbol B(K1, ω, 4, 1, 1, 2, 2).

Lema 3.1.3. Sea n un entero positivo, entonces

i) pn−1 . pn, para n ≥ 1;

ii) pn−2 . pn, para n ≥ 2.

Proposición 3.1.1. Sea n ≥ 2 y v el vértice central de un camino P2n.
Entonces

I(P2n − v;x) . I(P2n;x).

Corolario 3.1.4. Sea v el vértice central de un camino P2n, donde
n ≥ 2. Entonces, para cualquier sucesión de enteros positivos, el árbol
B(P2n, v, n1, n2, . . . , nk) tiene polinomio de independencia log-cóncavo.
En particular los árboles tipo estrella B(P2n, v, 1, 1, . . . , 1) tienen poli-
nomio de independencia log-cóncavo.

En la figura 3.3 se puede ver el árbol tipo estrellaB(P2n, v, 1, 1, . . . , 1)
para enteros arbitrarios n y k.

Figura 3.3: Grafos tipo estrella B(P2n, v, 1, . . . , 1) para enteros arbitra-
rios n y k.

3.2. Aplicaciones a árboles de Fibonnacci
Sea {Fn}n≥0 la familia de árboles de Fibonacci y pn el polinomio de

independencia del árbol de Fibonacci Fn, entonces para n ≥ 3

pn+1 = pn−1pn + xp2
n−2pn−3). (3.4)
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Figura 3.4: Árbol de Tribonacci T4

Lema 3.2.1. Si pn−1, pn ∈ L y n ≥ 3. Entonces, p2
n−2pn−3 . pn(x)

implica pn(x)pn−1(x) . pn+1.

Teorema 3.2.1. Sea pn = I(Fn;x), n ≥ 0. Entonces para n ≥ 3,

pn ∈ L y p2
n−2pn−3 . pn. (3.5)

Con esto hemos probado que el polinomio de independencia de los
árboles de Fibonacci es log-cóncavo pero además tenemos información
adicional.

Corolario 3.2.1. [4] Sea wn la raíz del árbol de Fibonacci Fn,

i) la raíz wn+1 es un vértice ancla de Fn+1 para n ≥ 3,

ii) para cualquier sucesión de enteros positivos k1, k2, . . . , km, el po-
linomio de independencia de B(Fn+1, wn+1, k1, k2, . . . , km) es log-
cóncavo para n ≥ 3.

En el capítulo anterior también exploramos el concepto de sincronía
parcial que nos permite demostrar mediante otros métodos la unimoda-
lidad del polinomio de independencia de los árboles de Fibonacci, pero
además nos permite construir otras generalizaciones de los mismos.

Teorema 3.2.2. Para n ≥ 0, el polinomio de independecia de los árboles
de Fibonacci Fn es log-cóncavo.

Demostración. Para n = 0, 1, el resultado es obvio. Para n ≥ 2 es sufi-
ciente probar que cada factor p̂i en la ecuación (1.8) del teorema 1.4.1
es log-cóncavo. Cálculos directos muestran que

p̂i ∼p xp̂i−2, p̂i ∼p xp̂i−1, y p̂i ∈ L (3.6)

para i = 2, 3, 4. Además tenemos que pi cumple la recurrencia del lema
2.3.1, entonces p̂i ∈ L. �

La primera generalización será la que surge naturalmente de agre-
gar un grafo más a las condiciones iniciales para obtener un árbol de
Tribonacci como se muestra en la figura 3.4.
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Figura 3.5: Grafo tipo Fibonacci T3 con condiciones iniciales K3 y K4

Teorema 3.2.3. Para n ≥ 1 el polinomio de independencia del árbol
de Tribonacci Tn is log-cóncavo.

Demostración. Para n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 cálculo directos verifican esta pro-
piedad. Para n ≥ 6 es suficiente probar que cada p̄i, for i ≥ 4 en la
ecuación (1.11) del teorema 1.5.2, es log-cóncavo. Podemos probar que
(2.5), (2.6), (2.7), (2.8) se cumplen para i = 6, ..., 11. Entonces, el le-
ma 2.3.2 muestra que p̄i ∈ L para cada i ≥ 6, además cálculos directos
muestran que p̄4, p̄5 ∈ L. Finalmente de la (1.11) en el teorema 1.5.2,
pn ∈ L para n ≥ 7. �

La segunda generalización propuesta son los grafos tipo Fibonacci
(ver figura 3.5) que definimos en el capítulo 1. En este caso para verificar
que su polinomio de independencia es log-concavo basta probar que cada
factor qi en la ecuación (1.24) del teorema 1.5.3 es log-cóncavo. Note que
q1
q0

= I(H;x) y el lema 2.3.1 nos da las condiciones bajo las cuales cada
factor qi es log-cóncavo. Con estas consideraciones obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.4. Si I(H;x) ∈ L y qn ∼p xqn−2, qn ∼p xqn−1 y qn ∈
L se cumplen para n = 2, 3, 4. Entonces para n ≥ 1, el polinomio de
independencia pn del grafo tipo Fibonacci Tn con condiciones iniciales
G y H es log-cóncavo.

3.3. Aplicaciones a árboles de caminos es-
tables

Sea T0 = T<K3,1 el árbol de caminos estables de K3 y T1 = T<K3,0
donde K3 es el grafo obtenido de agregar un vértice 0 a K3 y unir 0 y 1
por una arista.

Ahora definimos Tn = T<K3
−
n−1(0),0 el árbol de caminos estables de la

concatenación n− 1 de K3 a través de 0, en la figura 3.6 se puede ver el
árbol T<K3

−
4 (0),0. Haciendo uso de la factorización probada en [6] es posible
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demostrar que esta familia de árboles tiene polinomio de independencia
log-cóncavo.

Figura 3.6: Árbol T<K3
−
4 (0),0.

Sean pn = I(K3
−
n (0);x) para n ≥ 1 y p0 = I(K3;x), por el lema 1.4.2

se cumple que

pn = p0(pn−1 + x(1 + 2x)pn−2) para n ≥ 2. (3.7)

Usaremos esta fórmula para encontrar la factorización de I(Tn;x)
propuesta en [6]

Teorema 3.3.1. Sea Tn la familia árboles definidos anteriormente, en-
tonces

I(Tn;x) = pn(1 + x)n, para n ≥ 1. (3.8)

Demostración. Para n = 1, 2 cálculos directos muestran que se cumple
la ecuación (3.8). Ahora para demostrar la fórmula general procederemos
por inducción. Denotemos por tn = I(Tn; 0) para x ≥ 0; sabemos que
t0 = p0(1 + x), entonces

tn = tn−1t0 + xtn−2t0(1 + 2x)(1 + x) (por el lema 1.4.1)
= pn−1(1 + x)n−1p0(1 + x) + xpn−2(1 + x)n−2p0(1 + x)(1 + 2x)(1 + x)
= (1 + x)n(pn−1 + x(1 + 2x)pn−2)
= pn(1 + x)n

�

Para verificar que tn ∈ L solo necesitamos probar que pn ∈ L para
n ≥ 0, en ese sentido tenemos el siguiente resultado.



Capítulo 3. Aplicaciones a polinomios de independecia 37

Teorema 3.3.2. Sean pn = I(K3
−
n (0);x) para n ≥ 1 y p0 = I(K3;x),

entonces pn ∈ L.

Demostración. Note que 0 ∈ K3
−
n (0) es un vértice ancla, entonces pn =

I(K3
−
n (0);x) = I(P(K3, ω, n);x) ∈ L por el corolario 3.1.1 �

Una consecuencia directa de este teorema es la log-concavidad de la
familia de polinomios tn.

Corolario 3.3.1. Tn = T<K3
−
n−1(0),0, entonces I(Tn;x) ∈ L.

Podemos generalizar este proceso para obtener las condiciones que
debe cumplir un grafo G de modo que el árbol de caminos estables de
las n-concatenaciones deG tenga polinomio de independecia log-cóncavo.

Dado G un grafo con un orden sobre su conjunto de vértices, pa-
ra simplificar pensemos que sus vértices son un subconjunto de N. Sea
u = 1 ∈ V (G) y v = 0 un nuevo vértice que agregamos a G a través de
la arista (0, 1), para obtener G.

Denotemos por Tn = T<Gn,v donde Gn = G−n (v) y G0 = G. Finalmente
denotemos por tn = I(Tn;x).

Entonces por el lema 1.4.1 tenemos que

tn = tn−1t0 + xtn−2t0t
′
0, donde t′0 = I(T<G,u − u;x). (3.9)

Si además denotamos por pn = I(Gn;x) y p′0 = I(G − u;x), por el
teorema 1.4.3 tenemos que existen gn y g′0 tales que tn = pngn para cada
n ≥ 0 y t′0 = p′0g

′
0. Con todo lo anterior tenemos el resultado siguiente

Teorema 3.3.3. Sea la familia de grafos Gi construida anteriormente. Si
g0 ∈ L, g0 = g1 = g′0 y u ∈ V (G) es un vértice ancla, entonces gn = gn0 ,
gn ∈ L y tn ∈ L para cada n ≥ 0.

Demostración. Sabemos (por el lema 1.4.2) que para n ≥ 0

pn = p0(pn−1 + xp′0pn−2) (3.10)

y por la ecuación (3.9) t2 = t1t0 + xt0t
′
0, si sustituimos ti = pigi para

i = 0, 1, 2 y t′0 = p′0g
′
0 obtenemos t2 = p1g1p0g0 + xp0g0p

′
0g
′
0. Ahora

usando la hipótesis

p2g2 = p0(p1 + xp0p
′
0)g1g0 = p2g

2
0 (3.11)

de donde g2 = g2
0 ∈ L. Ahora supongamos que para n ≥ 3 gn = gn0 y

gn ∈ L, entonces

pn+1gn+1 = tn+1 = tnt0 + xtn−1t0t
′
0 (3.12)
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sustuimos ti = pigi y t′0 = p′0g
′
0 para obtener

pn+1gn+1 = pngnp0g0 + xpn−1gn−1p0g0p
′
0g
′
0 (3.13)

ahora por la hipótesis inductiva tenemos

pn+1gn+1 = p0(pn + xpn−1p
′
0)gn0 g0 = pn+1g

n
0 g0 (3.14)

de donde gn+1 = gn+1
0 y gn+1 ∈ L.

Finalmente tanto pn+1 como gn+1 son log-cóncavos y por lo tanto
tn ∈ L para cada n ≥ 0. �

Para poder aplicar el teorema 3.3.3 primero vamos a verificar que los
árboles de caminos estables de los grafos completos cumplen la fórmula
recursiva siguiente.

Lema 3.3.1. Si I(T<Kn,0;x) = tn y I(Kn;x) = kn, entonces

tn = kn

n−2∏
i=1

tn−1−i
i . (3.15)

Demostración. Note que t1 = k1 y t2 = k2. Ahora por el lema 1.4.1
tenemos t3 = t2t1 + xt1 = (k2 + x)t1 = k3t1.

Ahora supongamos que tj = pj

j−2∏
i=1

tj−1−i
i para 1 ≤ j < n. Nueva-
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mente por el lema 1.4.1 tenemos que

tn =
n−1∏
i=1

ti + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= tn−1

n−2∏
i=1

ti + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= kn−1

n−3∏
i=1

tn−2−i
i

n−2∏
i=1

ti + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= kn−1tn−2

n−3∏
i=1

tn−2−i
i

n−3∏
i=1

ti + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= kn−1tn−2

n−3∏
i=1

tn−1−i
i + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= kn−1

n−2∏
i=1

tn−1−i
i + x

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= (kn−1 + x)
n−2∏
i=1

tn−1−i
i

= kn

n−2∏
i=1

tn−1−i
i

�

Con la factorización dada por el lema 3.3.1 podemos verificar que los
polinomios de independencia de los árboles de caminos estables de los
grafos completos son log-cóncavos.

Lema 3.3.2. El polinomio de independencia I(T<Kn,0;x) ∈ L para n ≥ 1.

Demostración. Recordemos que I(Kn;x) = 1 + nx ∈ L para n ≥ 1.

Para n = 1, 2 tenemos que I(T<Kn,0;x) = I(Kn;x) ∈ L

Ahora para n ≥ 3, supongamos que I(T<Ki,0;x)L para 1 ≤ i ≤ n− 1,
además por el lema 3.3.1 tenemos que

I(T<Kn,0;x) = I(Kn;x)
n−2∏
i=1

I(T<Ki,0;x)n−1−i,

de donde I(T<Kn,0;x) ∈ L. �
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Figura 3.7: Árbol de caminos estables T<K4
−
1 (0),0

Finalmente podemos pensar en generalizar la familia presentada en
el teorema 3.3.2, si consideramos como casos iniciales T0 = T<Km,1 y
T ′0 = T<Km,1 − r para obtener la familia de grafos Tn = T<Km−n−1(0),0 (ver
figura 3.7), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. Tn = T<Km−n−1(0),0, entonces I(Tn;x) ∈ L.

Demostración. Tenemos que T0 = T<Km,1, entonces por el lema 3.3.2

I(T0;x) = I(T<Km,1;x) = I(Km;x)
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)m−1−i ∈ L

Ahora para T1 = T<Km−0 (0),0 tenemos que

I(T1;x) = I(T<
K
|
m,1

;x) = I(T0;x) + xI(T0 − r0;x)

Note que

I(T0 − r0;x) =
m−1∏
i=1

I(T<Ki,1;x)

= I(T<Km−1,1;x)
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)

= I(Km−1;x)
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)m−2−i
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)

= I(Km−1;x)
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)m−1−i
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Ahora si en la construcción del teorema 3.3.3 hacemos G = Km, tenemos
que 1 ∈ Km es un vértice ancla (en general cualquier vértice de Km cum-

ple esta propiedad) y además g0 = g′0 = g1 =
m−2∏
i=1

I(T<Ki,1;x)m−1−i ∈ L

por el lema 3.3.2. Finalmente tenemos que I(Tn;x) ∈ L para cada
n ≥ 0. �





Conclusiones y trabajo
futuro

Como mencionamos anteriormente en 1987 Alavi et. al. se pregunta-
ron si el polinomio de independencia de cualquier árbol es unimodal [1].
Atacar este problema directamente no es una tarea sencilla debido a la
variedad de grafos incluidos dentro de esta conjetura.

Al estudiar una variedad tan amplia de familias de árboles no siem-
pre es posible determinar una forma de calcular el polinomio de inde-
pendencia. Por lo que en muchos casos nos concentramos en probar la
unimodalidad de familias de árboles que tengan propiedades en común.

En este trabajo haciendo uso de conceptos como sincronía parcial,
sincronía y dominación radial. Estudiamos la log-concavidad de polino-
mios de independencia de familias de árboles, o grafos relacionados, cuya
construcción nos permite determinar fórmulas para dichos polinomios.

Nos concentramos en la log-concavidad aprovechando que sabemos
que cualquier polonimio log-cóncavo con coeficientes positivos y sin ce-
ros internos es también unimodal. Para nuestro interés los polinomios de
independencia son polinomios sin ceros internos y con coeficientes posi-
tivos.

Hemos verificado la log-concavidad de árboles de Fibonacci y Tribo-
nacci, además de una generalización de los primeros que no necesaria-
mente son árboles. Para esto aprovechamos la relación existente entre la
sincronía parcial y la log-concavidad.

Anteriormente definimos el concepto de vértice ancla, para verificar
que el polinomio de independencia de una concatenación de un grafo
(con algunas restricciones) a través de su vértice ancla es log-cóncavo.
Ahora combinamos este concepto con la construcción del árbol de cami-

43
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nos estables de un grafo (ver [6]), para determinar que el polinomio de
independencia del árbol de caminos estables de algunas concatenaciones
es también log-cóncavo bajo ciertas condiciones.

Nuestro objetivo es seguir trabajando en la dirección de determinar
la unimodalidad de familias de árboles para atacar la conjetura de Alavi
et. al.de manera parcial. Otro de nuestros objetivos es construir familias
de árboles cuyo polinomio de independencia sea log-cóncavo.
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