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May you grow up to be righteous
May you grow up to be true

May you always know the truth
And see the lights surrounding you
Bob Dylan, For ever young.

A Tonito porque aunqgue no nos faltaba nada, nos diste todo...
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Simbolos
[X]* Clase de subconjuntos de X con k elementos.
G Grafo.
ACB A es subconjunto de B.
a € X  a pertenece a X.
V(G) Conjunto de vértices del grafo.
E(G) Conjunto de aristas del grafo.
xy Arista {z,y}.
N(v) Vecindad abierta de v.
Nv] Vecindad cerrada de v.
d(v) Grado de v.
|G| Orden de G.
ted] Numero de aristas de G.
Conjunto vacio.
G[U] Subgrafo inducido de G sobre U.
K, Grafo completo de n vértices.
P, Camino de longitud n.
v Grafo r-partito completo de rs vértices.
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Grafo bipartito completo de n + m vértices.

Grafo complemento de G.

G es isomorfo a H.

Unién.

Interseccién.

Unién disjunta.

G compuesto con H.
n-concatenaciéon de G a través de w.
Ntumero de independencia de G.
Polinomio de independencia de G.
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P(G,w,n)

Nimero de conjuntos independientes del cardinalidad k
en G.

n-ésimo término de la sucesiéon de Fibonacci.

Conjunto de los nimeros reales.

Conjunto de los niimeros complejos.

Sip=ag+ a1z + ...+ az™, §(p) = min{i|a; # 0}.
Grado de p.

Para todo.

A es radio-dominada parcialmente por B.

Conjunto de sucesiones reales no negativas sin ceros inter-
nos.

Conjunto de suceciones log-céncavas sin ceros internos.

A estd sincronizada con B.

A esté sincronizada parcialmente con B.

Clase de conjuntos de suceciones log-céncavas sin ceros in-
ternos sincronizadas dos a dos.

A es menor radialmente que B.

Conjunto de los nimeros naturales incluyendo a cero.
Vertebrado de tamano n con nm vértices.

n-ésimo arbol de Fibonacci.

n-ésimo arbol de Tribonacci.

n-ésimo grafo tipo Fibonacci.

Arbol de caminos estables de un grafo G.

Término n-ésimo de la sucesion de Fibonacci con fy =1
y f1=0.

Término n-ésimo de la sucesion de Tribonacci con vy = 1,
v1 =0y v =1.

Término n-ésimo de la sucesion de Tribonacci con t; = 2,
t2 =1 y t3 =1.

n-camino con grafo colgante G.
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Introducciéon

Los polinomios asociados a un grafo siempre han sido objeto de estu-
dio, para relacionar propiedades graficas con las propiedades algebraicas
de dichos polinomios [8, 13, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 25]. En especi-
fico el estudio de la sucesién de coeficientes de estos polinomios ha sido
de interés para los investigadores del area.

Centrandonos en el polinomio de independencia de un grafo, un pro-
blema que ha sido ampliamente estudiado es responder a la pregunta
jcudndo el polinomio de independencia de un grafo es log-céncavo? Mu-
chas conjeturas han surgido para responder esta pregunta, pero existe
una que continua sin respuesta.

En 1987 Alavi, Malde, Schwenk y Erdos se preguntaron si el polino-
mio de independencia de cualquier drbol era unimodal [1], esta ha sido
uno de las conjeturas mas estudiadas en el drea y hasta la fecha no ha
sido probada.

Existen algunas dficultades que no permiten probar dicha conjetu-
ra, primero no se conocen muchas propiedades que nos aseguren que un
polinomio sea unimodal, segundo los arboles son grafos muy generales
por lo que no es posible determinar alguna férmula para generalizar sus
polinomios de independencia.

Para poder esquivar estas dificultades, los investigadores del area han
optado por verificar otras propiedades de los polinomios que en casos par-
ticulares nos aseguren la unimodalidad como el hecho de solo tener raices
reales [6, 8, 10, 11, 13, 23, 29] o la log-céncavidad [14, 19, 26, 27]. Ya que
estas cuentan con propiedades que nos permiten determinar que cier-
tos polinomios las cumplen. Y ademas los polinomios de independencia
cumplen condiciones para que sea suficiente probar la log-concavidad ya
que cuentan con alguna de estas propiedades para ser tambén unimodal.

Otro proceso que ha sido de utilidad es estudiar familias particula-
res de arboles cuyo polinomio de independencia pueda ser calculado. Es
decir, se trabaja en direccién de probar la conjetura de unimodalidad de
manera parcial[4, 5, 6, 13, 16, 21, 24, 28, 29].

Nuestro objetivo es probar la log-céncavidad de algunas familias de
arboles y grafos relacionados a través de los conceptos de sincronia y

dominacion radial.

Para esto en el primer capitulo se presentan los conceptos bésicos
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de la teoria de grafos que seran necesarios para definir el polinomio de
independencia. Ademéds se definen los drboles y grafos que serdn estu-
diados en el capitulo 3 y se presentan féormulas para sus polinomios de
independencia.

En el capitulo 2 se definen los conceptos de sincronia, sincronia par-
cial, dominaciéon radial y dominaciéon radial parcial y algunas de sus
propiedades que son ttiles en las pruebas que se presentan en el tltimo
capitulo.

Finalmente en el tercer capitulo aplicamos los resultados presentados
en los primeros dos capitulos para estudiar la log-concavidad de familias
de arboles y grafos relacionados. En particular trabajaremos con poli-
nomios de independencia de arboles de Fibonacci, cuyo polinomio de
independencia se conoce que tiene solo raices reales. Aqui presentamos
construcciones semejantes cambiando los drboles iniciales, posteriormen-
te buscamos condiciones generales que deberian cumplir dos grafos G y
H para que al construir el grafo tipo Fibonacci su polinomio de inde-
pendencia sea log-céncavo.

Posteriormente nos preguntamos por generalizaciones del resultado
anterior y proponemos aumentar el nimero de condiciones iniciales a 3
y verificamos que en efecto, los arboles de Tribonacci con condiciones
iniciales Ty = Ty = T3 = K; tienen polinomio de independencia log-
céncavo.

En 2007 Wang y Zhu [28] obtuvieron una férmula cerrada para el
polinomio de independencia de concatenaciones de grafos, mientras que
en 2018 Bencs [6] propuso una factorizacién para arboles de caminos
estables. Combinando ambos resultados hemos probado que bajo ciertas
condiones para un grafo GG, el polinomio de independencia del arbol de
caminos estables de la concatenacion de dicho grafo es log-céncavo.

Finalmente verificamos que los arboles de caminos estables de cual-
quier concatenacién de grafos completos tiene polinomio de independen-
cia log-concavo.

Como resultado de esta investigacién se obtuvo un teorema que nos
permite determinar la unimodaldad de m-caminos con grafos colgantes
y construcciones iteradas de los mismo, que puede ser revisada en Log-
concavity of some independence polynomials via a partial ordering (ver

[4])-

También determinamos la log-concavidad de arboles de Fibonacci
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y algunas de sus generalizaciones a través de su relaciéon con el arbol
de caminos estables de un grafo, resultado que puede ser revisado en
Independence polynomials of Fibonacci Trees are log-concave. (ver [5]).






Capitulo 1

Teoria de grafos

Quiero decirte que yo
contigo pude aprender
lo grande del corazon
lo que se puede querer

Fito Cabrales, A quemarropa.

En este capitulo se presentan algunos conceptos de teoria de grafos
[7, 12] que son de utilidad para definir el polinomio de independencia
para, en capitulos posteriores, verificar la log-concavidad de dichos poli-
nomios de algunas familias de arboles.

Con el objetivo de atacar la conjetura de unimodalidad del poli-
nomio de independencia de los drboles (a través de la log-concavidad)
en las primeras tres secciones se presentan los conceptos bésicos para
definir ciertas familias de arboles cuyo polinomio de independencia es
log-concavo.

Las tltimas tres secciones estdn dedicadas a calcular formulas recur-
sivas para los polinomio de independencia de familias de arboles, estas
férmulas combinadas con propiedades como la sincronia o la domina-
cién radial, son la herramienta para verificar la log-concavidad de dichos
polinomios de independencia.
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Figura 1.1: Representacién de un grafo simple

1.1. Conceptos basicos

Si X es un conjunto y k un entero mayor o igual que 0, entonces [X]*
es la clase de subconjuntos de X con k elementos.

Definicién 1.1.1. Un grafo es un par ordenado de conjuntos G = (V, E);
donde E C [V]%

Los elementos de V son los vértices del grafo G, los elementos de F
son sus aristas, a los elementos de una arista regularmente se les llama
extremos, ademds la arista {vi,v2} = {va,v1} y {v1,v1} no puede ser
una arista del grafo ya que dicho conjunto consta tinicamente de un ele-
mento. A este tipo de grafos se les llama regularmente grafo simple. En
este trabajo solo consideramos grafos simples.

Un vértice v es incidente a una arista e si v € e. Para representar
una arista usualmente se escribe zy en lugar de {z,y}. Dos vértices z,
y € G son adyacentes si xy es una arista de G y dos aristas e # f son
adyacentes si tienen un vértice en comun.

Generalmente representamos a un grafo dibujando un punto u otra
figura geométrica por cada vértice y uniendo dos de ellos por una linea
si los vértices correspondientes forman una arista (ver figura 1.1). La
representacién de un grafo no es tnica, pero podemos referirnos a la re-
presentaciéon grafica como grafo. La posiciéon de los puntos y las lineas
no dan informacién adicional de un grafo salvo sus incidencias y adya-
cencias. Algunas de las definiciones y conceptos en la teoria de grafos
son sugeridos por su representacion grafica.

Denotamos por V(G) al conjunto de vértices del grafo G, y como
E(G) a su conjunto de aristas. A veces no se distingue entre un grafo y
su conjunto de vértices o aristas es decir en lugar de escribir € V(G)
6 bien zy € E(G) escribimos simplemente z € G 6 zy € G.
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Si dos vértices son adyacentes decimos que son vecinos. Para un vér-
tice v € G, denotamos por N(v) al conjunto de los vértices adyacentes
a v, es decir N(v) = {w € V(G) |vw € E(G)}. Al conjunto N(v) se le
llama vecindad abierta de v. El conjunto N[v] = N(v) |J{v} y es llamado
vecindad cerrada de v.

El grado de un vértice, denotado di(v), es el ntumero de vértices ad-
yacentes a él, es decir dg(v) = |N(v)].

El ntmero de vértices de un grafo es su orden y se denota por |G].
Mientras que el ntimero de aristas se denota por ||G||. Un grafo de orden
0 6 1 es llamado grafo trivial. Para el grafo vacio (0, ) escribimos sim-
plemente (.

Dos grafos G = (V,E) y G' = (V' E’), son iguales siy solosi V! =V
vy E' = E y se escribe G = G'. G’ es subgrafode GsiV' CVyE CFE
y se denota por G’ C G. Si G’ C G pero G’ # G entonces G’ es subgrafo
propio de G y se escribe G C G. Si G’ C G y para cada arista 2y € F
con z, y € V' entonces xy € E’, decimos que G’ es subgrafo inducido
de G y escribimos G’ =: G[V'], es decir si U C V, entonces G[U] es el
grafo sobre U cuyas aristas estdn precisamente en G con ambos vértices
en U. Si X C V definimos G — X al grafo que se obtiene de borrar
todos los vértices que pertenecen a X y sus aristas adyacentes, es decir
G — X = G]V — X], usualmente escribimos G — v en lugar de G — {v}
parav € V.

A continuacién se presentan algunas clases de grafos que se caracte-
rizan por cumplir propiedades en comun.

Definicién 1.1.2. Un grafo G es completo si para cada par de vértices
z, y € G la arista zy € G, es decir si todas las parejas de vértices en G
son adyacentes. Un grafo completo de n vértices se denota por K,,.

1

(a) Grafo completo K4 (b) Grafo completo Kg

Figura 1.2: Ejemplos de grafos completos.
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En la figura 1.2 se puede ver los grafos completos de 4 y 6 vértices.
Otra clase de grafos importantes estd dada por la siguiente definicion.

Definicién 1.1.3. Un camino P es un grafo no vacio P = (V, E) en
el cual V = {xg,21,....,21} v E = {xox1, 122, ..., zx_121} donde cada
x; # x5 sii# g

El ntimero de aristas de un camino es su longitud y el camino de
longitud & se denota por Py. Note que Py = K7. A menudo nos referimos
a un camino por la sucesién natural de sus vértices, es decir P = xgz1...2%
y llamamos a P un camino de xg a xi. Un camino que inicia y termina
en el mismo nodo es llamado ciclo.

Definicién 1.1.4. Un grafo no vacio G es llamado conectado si cualquier
par de vértices x, y € G estdn unidos por un camino en G. Si U C
V(G) y G[U] es conectado, decimos que G es conectado en U. Llamamos
desconectado a un grafo que es no conectado.

Un grafo conectado que no tiene ciclos es un drbol, por ejemplo el
grafo de la figura 1.1 es un arbol. En un arbol dados dos vértices exis-
te un Unico camino que los une. Algunas veces es conveniente elegir un
vértice en particular en un arbol al que llamamos raiz. Los vértices de
grado 1 en un drbol se llaman hojas. Un bosque es una colecciéon (unién
disjunta) de dos o més arboles.

Definicién 1.1.5. Sea r > 2 un entero. Un grafo G = (V| F) es llamado
r-partito si V admite una particién en r clases tales que cada arista tiene
vértices en una clase diferente, es decir dos vértices de la misma no son
adyacentes.

A un grafo G que es “2—partito” se le llama usualmente bipartito.
Un grafo bipartito en el cual alguna de las clases tiene exactamente un
elemento es una estrella. Al vértice perteneciente a esa clase se le llama
centro. Un grafo r-partito es llamado completo si cada par de vértices en
clases diferentes son adyacentes.

Los grafos r-partitos completos para todo r son los grafos multipar-
titos completos, denotados por Ky, . n,., donde cada n;, i = 1,...,7, es
la cardinalidad de la clase i-ésima; si ny = ... = n,. = s, abreviamos la
notacién anterior como K. Asi K es el grafo r-partito completo en el
cual cada clase de la particién tiene exactamente s vértices.

A continuacién se presenta una operacién que es util para la cons-
truccion de grafos de forma recursiva.
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Figura 1.3: Quinta concatenacion de una estrella a través de uno de sus
vértices de grado 1

AVAVAVAVA

Figura 1.4: Oruga de tamaifio 5.

Definicién 1.1.6. [28] Sea G un grafo y w € G. La n-ésima concate-
nacion de G a través de w, o simplemente n-concatenacion de G, es el
grafo resultante de tomar n copias de G e identificar un vértice parti-
cular w y unir estos vértices para formar un camino de longitud n — 1.
Regularmente denotamos a la n-concatenacién de G a través de w por

G, (w).

En la figura 1.3 se puede ver la quinta concatenacién de una estrella
de 5 vértices a través de uno de sus vértices de grado 1. Ademés la
concatenacién nos permite construir de forma sencilla grafos generales
a partir de grafos mds simples por ejemplo se puede notar que la n-
concatenacién de K es el camino de longitud n — 1, es decir K, (w) =
P, ;. La siguiente definicién nos presenta una familia conocida de grafos
como una concatenacion.

Definicién 1.1.7. [29] Un vertebrado, Vk(m), es la k-concatenacion del
grafo bipartito K ,, a través de v el tnico vértice de grado m en Ky .,
y k > 0. Es decir Vk(m) = (Kim)g (n)

En particular una oruga [16] es el vertebrado Vk(2). En la figura 1.4 se
puede ver la oruga de tamano 5, V5(2). Otro grafo que se puede construir
a través del concepto de concatenacion es el siguiente.

Definicién 1.1.8. [4] Sea G un grafo y w € G.

i) Definimos un nuevo grafo denotado G!(w) agregando un nuevo
vértice v € V a GG, ademds de una nueva arista vw.

i1) Definimos al n-camino con grafo colgante G, denotado por P(G,w,n),

como la concatenacion (G!(w));, (v).
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Figura 1.5: 5-camino con grafo colgante K3

En la figura 1.5 se puede ver el 5-camino con grafo colgante K3.

1.2. Operaciones con grafos

La siguiente operacién es muy importante para el cdlculo del polino-
mio de independencia de ciertos grafos.

Definicién 1.2.1. SiG = (V, E) y G’ = (V', E’) son dos grafos, la unién
disjunta de G y G’, denotada por GWG’, se define como la unién de G y
G’ considerando sus conjuntos de vértices como conjuntos disjuntos, es

decir VNV’ = 0.

Ahora que tenemos a la mano la operacién de unién disjunta, pode-
mos definir la siguiente familia de arboles.

Definicién 1.2.2. Un drbol de Fibonacci, F,, es un grafo enraizado
definido recursivamente como sigue:

1) Fy = Kj cuya raiz es ro € V(Fy),
i1) Fy = K cuya raiz es ry € V(F}),

iii) para n > 2, el arbol F,, se define como la unién disjunta de Fj,_1 y
F,,_2, junto con un nuevo vértice r, conectado con las raices r,_1
Y Tn—2-

En la figura 1.6 se muestra el arbol de Fibonacci F5. Sin embargo,
otros tipos de arboles de Fibonacci aparecen en la literatura con diferen-
tes condiciones iniciales. Cuando las condiciones iniciales no son arboles
vamos a hablar de grafos tipo Fibonacci tinicamente.

Otras operaciones que simplifican el calculo del polinomio de inde-
pendencia son las siguientes.

Definicién 1.2.3. SiG = (V,E) y G’ = (V', E’) son dos grafos, la suma
de G y G’ es un grafo denotado por G+ G’, donde V(G+G') =V gV’
y E(G + G/) =FUFE'U {U1U2|U1 eV,uy € VI}
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Figura 1.6: Arbol de Fibonacci Fj.

Definicién 1.2.4. [9] Sean Gy H dos grafos, la composicién G[H] es un
grafo con conjunto de vértices V(G) x V(H) y cuyos vértices son pares
ordenados de la forma (v,z) con v € G y x € H. Dos vértices (v, z),
(w,y) € G[H] son adyacentes si y solo sivw € Gobienv=wyxy € H.

Proposicién 1.2.1. [9] La operacién composicién de grafos es asociativa
es decir para G, H, F grafos se cuample que G[(H[F])] = (G[H])[F].

De lo anterior podemos hablar de las potencias de un grafo.
Definicién 1.2.5. [9] Si G es un grafo entonces
i) GY =1,
ii) G =G,
iii) GF = G[GF1].

Dado un grafo cualquiera cuyos vértices estan ordenados podemos
definir un arbol cuyo polinomio de independencia este directamente re-
lacionado con el polinomio de independencia del grafo inicial.

Definicién 1.2.6. Sea G un grafo, < un orden sobre su conjunto de vér-
tices V(G), y sea u € V(G) fijo. Podemos definir su drbol de caminos es-
tables, (Tau7 u), como sigue. Si u es un vértice aislado, entonces (Tau7 w)
es solamente el vértice u. Si el conjunto de vecinos de u es distinto del va-
cio podemos denotar su vecindad abierta N(u) = {u; < ua < ... < uq},
entonces para cada u; € N(u) sea G* = G|V (G) —{u,u1,uz,...,ui—1}]y
(Ti,ri) = (TG, i), tomando el orden inducido sobre V(G*). Considere
la unién disjunta de los T* con raices r;, un nuevo vértice etiquetado @
y agregue las aristas (u,r;) para cada u; € N(u). El arbol obtenido es
(TG, @) y su raiz es u.
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Figura 1.7: Arbol de caminos estables T ;4,1

En la figura 1.7 podemos ver el arbol de caminos estables del grafo
complelto Ky, se puede notar que la primera rama es el arbol de caminos
estables del grafo completo K3, la segunda rama es el arbol de caminos
estables del grafo completo K5 y la tercera rama es el arbol de caminos
estables del grafo completo K;.

1.3. Polinomio de independencia

Antes de definir el polinomio de independecia de un grafo debemos
introducir algunos conceptos necesarios.

Definicién 1.3.1. Dos vértices z, y € V(G) son independientes si no
son adyacentes.

A partir de la definicién anterior podemos generalizar el concepto a
un conjunto independiente como sigue.

Definicién 1.3.2. Un subconjunto I C V(G) se llama conjunto inde-
pendiente de G si para cualquier par de vértices x, y € I la arista zy
¢ G. Es decir, si cada par de vértices de I es independiente.

Un conjunto independiente es maximal si al agregar cualquier otro
vértice se forma al menos una arista. Un grafo es bien cubierto si sus
conjuntos independientes maximales son de la misma cardinalidad.

Definicién 1.3.3. Sea k; el ntiimero de vértices de un conjunto inde-
pendiente I C G, el ndmero de independencia de G, denotado por ag,
es

ag = max{ks| I es conjunto independiente de G}.

Para un grafo G y un entero no negativo k. Sea iy, el nimero de con-
juntos independientes de G de cardinalidad k. El ntimero de indepen-
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dencia de un grafo y cada i (G) son grafo invariantes, entonces podemos
presentar la siguiente definicién.

Definicién 1.3.4. El polinomio de independencia de G es el polinomio
definido por:

ag
I(G;x) = Z it
k=0
donde a¢ es el nimero de independencia de G.

Otro concepto importante relacionado con el polinomio de indepen-
dencia es el numero de Fibonacci de un grafo G, que se define como el
numero total de conjuntos independientes del grafo, es decir el nimero
de Fibonacci coincide con i(G;1). No es dificil verificar que el ntmero
de Fibonacci de un camino de longitud n — 1 coincide con F,,, donde F,,
es el n-ésimo termino de la sucesiéon de Fibonacci.

Definicién 1.3.5. El polinomio de independencia reducido de G es el
polinomio generado por:

oG

f(Gix) =1(G;2) — 1= Zikmk

k=1
donde a¢ es el nimero de independencia de G.

El polinomio de independencia reducido de un grafo puede ser visto
como el polinomio de independencia sin tomar al vacio como un conjunto
independiente.

1.4. Coémo calcular el polinomio de inde-
pendencia

Algunas operaciones de grafos nos permiten simplificar el calculo del
polinomio de independencia del grafo resultante. Aqui presentamos al-
gunos resultados conocidos que son de utilidad para esta tarea.

Para algunas cardinalidades el niimero de conjuntos independientes
es conocido o facil de calcular como lo muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.1. Si G es un grafo de orden n y ||G|| = m tenemos:

i) ig =1,
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El polinomio de independencia se comporta de manera interesante
con respecto a la composicion de grafos, como lo describe el siguiente
teorema.

Teorema 1.4.1. [9] Si G y H son dos grafos, entonces el polinomio de
independencia de G[H| esta dado por:

I(G[H];z) = I(G;z) o f(H; ). (L.1)

Mientras que el polinomio de independencia reducido tiene la propie-
dad siguiente.

Corolario 1.4.1. Si G y H son dos grafos, entonces el polinomio de
independencia reducido de G[H] esta dado por:

f(G[H];2) = f(G;z) o f(H; ). (1.2)

Otras operaciones de grafos también son tutiles en el cdlculo del poli-
nomio de independencia.

Proposicién 1.4.2. Si G y H son dos grafos entonces
i) (GWH;z)=I1(G;x)I(H;x),
it) I(G+ H;z)=I1(G;z)+ I(H;z) — 1.

Un resultado conocido que serd una herramienta importante en el
calculo de polinomios de independencia se presenta en el siguiente lema.

Lema 1.4.1. [2] Si G es un grafo y v € V(G), entonces
I(G;z) = I(G —v;x) + 2 I(G — N[v]; z). (1.3)

Aplicando el lema anterior es posible verificar la siguiente férmula
que se utilizan en la prueba de la unimodalidad de n-caminos con grafo
colgante G.

Lema 1.4.2. Sip, = I(P(G,w,n);z), g = I(G;z) y ¢ = I(G — w;x)
entonces para n > 0
Pn = g(Pn—1+29'pn—2) (1.4)

La prueba del lema anterior se sigue directamente de la definiciéon de
n-camino con grafo colgante G y del lema 1.4.1.

Para el arbol de caminos estables de un grafo los polinomios de inde-
pendencia de ambos estan estrechamente relacionados como lo muestra
el siguiente resultado.
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Teorema 1.4.2. [6] Sea G un grafo y u € V(G). Entonces para (T, r) =
(T ,u, w) se cumple que
I(G—uS;2)  I(T—r;x)

I1(G;x) - I(T;z) (15)

Con este resultado a la mano es posible probar una técnica de mayor
utilidad para calcular el polinomio de independencia de un arbol de
caminos estables de un grafo conectado G si se conoce el polinomio de
independencia de G y de algunos subgrafos inducidos.

Teorema 1.4.3. [6] Si G es un grafo conectado y u € V(G), entonces

existe una sucesién de subgrafos inducidos de G; Gy, ..., Gy tales que
k
I(TF ;x) = 1(Gs2) [ [ 1(Gis ). (1.6)

=1

En [6] se presenta una versién general de este resultado pero para
los fines de este trabajo no es necesario generalizar la definiciéon de un
arbol de caminos estables. El teorema anterior nos asegura ademas que
el polinomio de independecia de un grafo conectado G divide al polino-
mio de independencia de su arbol de caminos estables. Nuestro objetivo
serd utilizar este resultado y propiedades de la log-concavidad de poli-
nomios para asegurar la unimodalidad del polinomio de independencia
de algunos arboles.

1.5. Polinomios de independencia de arbo-
les de Fibonacci
Sea p, = I(F,;x) el polinomio de independencia del arbol de Fibo-
nacci T,,,n > 0. Del lema 1.4.1 con v = r,, la raiz natural del arbol de
Fibonacci F;,, obtenemos
Pn = Pn—2(Pn1 +2Pp_3pn-4), 1 >4 (1.7)

Cuyas condiciones iniciales son las siguientes.

po=1+x,

p1=1+uz,

p2 =1+ 3z + 22,

ps =14 5z + 622 + 223,
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0 1 2 3 n—3 n—2 n—1 n

Figura 1.8: El grafo G,

Vamos a definir un grafo auxiliar para escribir el polinomio de inde-
pendencia de los arboles de Fibonacci de una manera mas “atil”.

Paran > 0, definimos al grafo G,, con conjunto de vértices {0, 1, ...,n}
y con aristas E, = {{i,j}|0 < |i — j| < 2}\{{0,1}} (ver figura 1.8).

Sea p,, = I(Gy;x) el polinomio de independencia del grafo G,,,n > 0.
La siguiente es una factorizacién del polinomio p,, puede ser deducida
de [6], que probaremos por induccién.

Teorema 1.5.1. Para cada entero n > 1,
ﬁ fn—l n
1 AJn—1
Pn = <A> pr s (1-8)
Po i=2

donde fo =1,f1 =0y fu = fa1 + fu_z paran > 2.

Demostracion. Paran = 1,2, 3,4 célculos directos muestran que la ecua-
cién (1.8) se cumple.

Ahora supongamos que la ecuacién (1.8) se cumple para n > 5 vemos
que

Prt1l = PnPn1 + TPn_1P2_oPn—3

Definamos | = p,p,_1, tenemos que

A fn—l n f ) ]31 fn72 n—1 f )
l = ( ) Hﬁinft (ﬁo) H ﬁin—l—z

=2 =2

SE

N
=S
S

b1 fo—1+fn—2 n—1 it f .
> ﬁ’rflg Hﬁin—z n—1—1
=2

ﬁ fn n—1

1 A ~Jn —1

= <A) Pn pr i
p =2

0
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Ahora sea r = p,,_1p>_opn_3, Obtenemos

Z’j fn—2 n—1 f) 2fn—3 n—2 ﬁ fn—4 n—3
1 Afn—1—i 1 A2 fn—2—i 1 ~fn—3—i
r= (ﬁo) Hp{ ! (A> Hpif : <ﬁo) pr °

i=2 Po i=2 i=2

ﬁl frn—2+2fn_3+fn_a o Af o, n—3 f 2f i+ )
_ (ZA)O) pno 1pn1 Qﬁan H ﬁi‘nflfl n—2—itfn—3—i
=2

ZA) fn n—3

1 AJn i

= <A) Dr— ZPfL 1pff 2 pf e
Po ey

fn
() T

sustituimos [ y 7 y obtenemos

A\ Jn
p A fr1oi
Pn+1 = <ﬁl) (pn +xpn 2 H f e
0

=2

Recordemos que p,, + zPp—2 = Pnt1 v que fo = 1y f1 = 0 de donde

concluimos que
fn n+1

D1 Afnt1—i
Pn+1 = <A) p;

De la férmula anterior obtenemos que para n > 6, cada p,, tiene como
uno de sus factores py = 1+ 52 + 422 + 23 que solo tiene una raiz real.

Corolario 1.5.1. Para n > 6, el polinomio de independencia de F,,
tiene raices complejas.

Una generalizacién de los arboles de Fibonacci que surge de forma
natural es incrementar el niimero de condiciones iniciales.

Definicién 1.5.1. Un drbol de Tribonacci, T,, es un grafo enraizado
definido recursivamente como sigue:

1) To = K; cuya raiz es 1o € V(Ty),

7 = K; cuyaraiz es r; € V(T1),

1 = K, cuya raiz es 1 € V(T),

)
) Th
) T2
;) para n > 3, el arbol 7, se define como la unién disjunta de
Tn-1,Tn—2y Tn_3, junto con un nuevo vértice r, conectado con

las raices rp—1,7n—2 ¥ Tp—3.

111
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Figura 1.9: Arbol de Tribonacci Tg

Figura 1.10: El grafo G,

Sea p,, = I(T,;z) el polinomio de independencia del arbol de Tribo-
nacci 7,; n > 0. Del lema 1.4.1 con v = r,, la raiz natural del arbol de
Tribonacci 7, y la proposicién 1.4.2 tenemos

Pn = Pn—1Pn—2Pn—3 + xpn—zpi_gpi_4pi_5pn_6, n>"T. (19)

Con las siguientes condiciones iniciales:

p1:1+337
p2:1+$7
p3:1+1'7

ps =1+ 4z + 322 + 23,
ps =1+ Tz + 1522 + 1423 + 62* + 25,
pe = 1+ 13 + 6622 + 1752> + 2762° + 2762° + 1792° + 7427 + 182% + 22°.

Ahora para cada n > 0 definimos el grafo G,, (Ver figura 1.10) cuyo
conjunto de vértices es {1,2,...,n} y con aristas

B, = {ijl0 < [i = j1 < 3}\ {n(n — 1), n(n - 2), (n — 1)(n — 2)}.

Si pn, = I(Gn; x) es el polinomio de independencia del grafo G,,, n > 0.
Del lema 1.4.1 con v = n € G, tenemos

Pn = Pn—1+ TPn—4, n2=T. (1.10)

La siguiente factorizacién de p, puede ser deducida de [6] o puede ser
probada por induccién matematica.
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Teorema 1.5.2. Para cualquier entero n > 7.

— Un—-3 M
pp = (x4 1)t (?‘) Hﬁﬁ’"*i (1.11)
1=4

D2

Donde la sucesién {v,} se define por vg = 1,03 = 0,02 =1,y v, =
Up—1 + Upn—2 + v,—3 para n > 3; y la sucesién {t,} se define por t; =
2,to =4t =T, and t, =t,_1 +tph_o+1tnh_3 paran > 4.

Demostracion. Para n =17,8,9,10,12 calculos directos muestran que la
ecuacién (1.11) se cumple.
Paran > 13

Pn = Pn—1Pn—2Pn-3 + xpn—2p2—3p2—4pi—5pn—6~ (112)
Y param <n
3\ "
P = (.’E 4 1)tm—6 () Hﬁ;}m”’ (1.13)
P2 i=4
En la ecuacién (1.12) denotamos
ll = Pn—1Pn—2Pn—3
ly =ly = Tpn_2Pp 3Py _4Pp_5Pn—6

y en la ecuaciéon (1.13)

]53 vm=3 I ——
gm == 11 (1.14)

Entonces, tenemos

o= (z+ 1)l mHinstinog, g, ogn-s

= (I + 1)tn76gn—lgn—2gn—37

Yya que th—7+th-s+tn-o9=1th_¢ Yy

_ tn—8+2tn_9+3tn_10+2tn_11+tn— 2 3 2
12 = 117(1' + 1) 8 9 to 1 12gn—29n—3gn—4gn—59n—6

= (2 + 1) (290203919 —59n—6);
debido a lnog+2tn_g+3tn_10+2th_11 +tp_12 =tn_7+ln_g+ln_9g=
tn—6~

Al sustituir Iy, I3 y ¢m apropiadamente en las ecuaciones (1.12) y
(1.13) obtenemos

P =+ 1" (gy_19n—29n—3 + TGn—292_395 492 _59n—s) - (1.15)
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Como resultado de la ecuacién (1.15) tenemos una factorizaciéon de py,
a partir de la cual podemos trabajar con

9 = 9n-19n—29n-3 + wgn—2g1%—39?1—49721—59n—67 (1.16)

denotemos q1 = gn—19n—29n—3, @2 = TGn—292_395_ 4192 _59n—6 €n las

ecuaciones (1.16) y

— Um—3
P2

donde

ho = [ 90 (1.18)
=4

Ahora, tenemos
— VUp—4+Vn—5+Vn—¢6
D3
Q= () hn—1hn_2hp_3

D2

153 Un—3

= <_) hp—1hpn—2hn_3,
D2
ya que vp—gq4 +VUp—5+ Un—6 = Un-3 Y

Ps Vn—5+2Vn—6+3Vn—7+2Vn 8 +Vn—9
2 3 2
g2 =T ( ) hn—th73hn74hn75hn—6

(P37 2 13 32
=\ = xhn—th—Shn—élhn—Shn—‘a

debido a vy, _5+2v, _¢+3Vn 7420, _g+VUp_9 = Vn_4+VUp_5+Un_g = Up_3
Ademas por sustituir g1, g2 y h,, apropiadamente en las ecuaciones (1.16)
y (1.17) obtenemos

g = (2) (hn—lhn—th—?) + mhn_2h2_3hi_4hi_5hn—6) (119)

Ahora denotemos
h=hy 1hy ohy 3+ xh, oh?_3h3 _ h2 ch, 6 (1.20)

Hasta ahora hemos obtenido una factorizacién de p,, al sustituir q; y ¢o
en la ecuacién (1.19) y h y g en las ecuaciones (1.19) y (1.15) respecti-
vamente

ps\ "
pn = (x+ l)t"*6 (_3> h (1.21)
D2

En la ecuacién (1.20) denotamos

s1=hp_1hn2h, 3, (1.22)
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s9 = xhp_oh?_3h3 b2 _ h, . (1.23)

Por un lado

n—1 n—2 n—3
_ —Un—1—i —Un—2—i —Un—3—i
so= [T Lo 112
i=4 1=4 1=4
n—3 n—3 n—3
= — —Up—1—i —Un—2—3 —Un—3—i
= Pn—1Pn—2 pi pi pi
i=4 =4 =4

n—3
— — —Un—1—i =Un—2—4 —Un—3—;
= Pn—1Pn—2 H pin Zpin Zpin '
i=4

n—3

_ = —v U
= Pu1D2, [ 5
1=4

n—2
_ —Up—i
= Pn-1 I | pin !
i=4
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Ahora, por otro lado

SQ:prvn 2= "HPZUTL 3— 1H—3'Un 4-— 1H—2'Un 0—1H—U7L 6—i

=4
o Uy 24 2V 35 73vn 4 2V _5_; —Vp i
= -5 H P, H P, H H P, H P,
n—3 n—=6 n—=6
_ SUn—2—i —2Vp 3 3Up 4 2Vp_5—itUn—6-i
= Py _4Pps H Hpi Hpi Hpi
1=4 =4 1=4
n—2 n—6
=2 —3 —4 Uy, *27]71, 3—i Uy 3 i+2Vp 4 i +VUn_5_4
= TPp_3Pp—4Pn—5 H pz H H pl
=2 =4
n—=6
- =2 -4 -6 Sfn—2- —3Un—3-i+2Vn—4—i+VUn—5-:
— xpn_Qpn_gpn_len_s H n—2—1i sz n i n i n i
=4

n—=6
e 2 4 6 2V 2 i+2Vn_3_i+VUn_a_;
= &Pn—abry_sPn_aP_s | | P,

1=4

n—6
o= —2 —4 6 — VUp—1—i+Un_—2_i+Un_3_;
—xpn72pn73pn74pn75 H 2‘71, n—1—1 n—2—1 n—3—i

1=4

+1_fs n—i
= Ip{f 2177{3 3p£4 4 pi 5 H pv

n—2
I —~Un—i
= 2pn—a || B;
i=d

Asi, al sustituir s1 y s2 en la ecuacién (1.20) obtenemos

n—2
h=(pn1+aPna || 5;""
=4
n—2
— —~Un—i
= Pn D;
=4

Luego podemos multiplicar h por p.' ; y obtener

h = pppy- 1Hp”" '

|I—Unz
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Finalmente, por sustituir i en la ecuacién (1.21)

B Up_3 N
3 —~Un—i
pp = (z + 1) () pr

p2 i=4
|

Otra generalizacién que surge naturalmente son los grafos de tipo
Fibonacci T,,, que surgen al cambiar la condiciones inicales por grafos
arbitrarios ¥y = G con raiz rg, y ¥1 = H con raiz ry.

Para n > 0, definimos &,, como el grafo obtenido de G,,,G y H
por pegar a los vértices 0 y 1 de G,, las raices o y r1 respectivamente.
Sea g, = I(®;2) y p, = I(%,;x) los polinomios de independencia de
& y ¥ respectivamente, para n > 0. Tenemos una generalizaciéon de la
factorizacion dada por el Teorema 1.4.1.

Teorema 1.5.3. Para cualquier entero n > 1,

a1 fno1 o n .
Do = () Hqin*g (1.24)
=2

q0

donde f,, se define como sigue fo =1,f1 =0y fn = fu_1+ fn_2 para
n > 2.

Demostracion. Sean h = I(H;z) y g = I(G;z). Paran =1, py = h =
&, yaque g1 = ghy qo = g. Para n = 2, tenemos que p2 = g porque

Ts es isomorfo a Go. Para n = 3 tenemos que ps = h(ga + acgﬁ)7 donde
h =I(H — N[r1];x) y tambén podemos ver que g3 = ¢ + xhh asi

q1
p3 = hqz = () D3.
qo

Para n = 4 tenemos que py = p2(p3 + xp3po), podemos sustituir los tres
casos anteriores y obtenemos

2
q1 q1
P4 = q2 (po) pLC +x <qo> Po = hqa(qs + xgh)

Finalmente obtenemos que py = (Zjl)) q294

Asi tenemos que la ecuacién (1.21) se cumple para n = 1,2,3,4.
Ahora supongamos que la ecuacién (1.21) se cumple para n > 5 vemos
que

Pnt1 = PnPn—1+ TPn_1Pp_oPn-3

Primero sea [ = p,p,_1, entonces
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= (
f’Vl n— 1
— () In H qfn+1 i
qo
Después definimos r = p,,_1p?_5p,_3, tenemos,

Q1 fn 2 N— 1 f 2f‘n,—3 n—2 2f ql fn—4 f
:<qo> H 1117< > Hqin—2—z<qo> qusl

=2

¢ fn72+2fn73+fn 4 ) ; Y o
:(q()) qniqniqn]‘j} an11 n—2—i n—3—1

gE

fn—1 / frn—2n—1
n—i n—1—i
) H (QO) ZI;IQ o

fn71+fn2 nlf s
> anqn1 n—1—1i

gE

fn
@ i
— <> 20?100 qu o

qo

fn
frt+1—i
== qn—2 q;
(%) " H

sustituimos [ y 7 y obtenemos

fn -
0 nloi
Pn+1 = <q> (qn +xQn 2 H qf A
0

=2

Recordemos que ¢, + q¢n—2 = qn+1 vy que fo = 1y fi = 0 de donde

conclimos que
q fn n+1
1 ntl—i
Pn+1 = (qo) | | qu i

1=2
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Sincronia y sincronia
parcial

Deja que te abrace

deja que te diga porque

nada es como antes de que te pudiera tener
me has dado mds de lo que nunca imagine

Jorge Ruiz Flores, Calcetines.

El estudio de polinomios asociados a un grafo ha sido un area amplia-
mente explorada. En este trabajo nuestro objetivo es probar que los po-
linomios de independencia de ciertas familias de grafos son log-céncavos.

Una de las conjeturas mas importantes en el estudio de polinomios
relacionados a un grafo plantea que el polinomio de independencia de un
arbol es unimodal. Sin embargo, no existen suficientes resultados para
estudiar la unimodalidad de polinomios, pero sabemos que un polinomio
con coeficientes positivos y sin ceros internos que es log-céncavo es tam-
bién unimodal.

Aprovechando que los polinomios de indenpendencia de un grafo solo
tienen coeficientes positivos y no tienen ceros internos, nuestro interés
se centrara en estudiar propiedades que nos aseguren la log-convidad de
polinomios para utilizarlas en direcciéon de probar esta propiedad para
polinomios de independencia de familias de grafos.

21
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En este capitulo estudiaremos los conceptos de sincronia y domina-
cién radial y su relacién con el concepto de log-concavidad ademaés de
algunos resultados clasicos que nos permiten asegurar cuando algunas
operaciones de polinomios preservan dicha propiedad.

2.1. Sincronia parcial

El estudio de los polinomios estd fuertemente relacionado con pro-
piedades que cumplen la sucesiones de sus coeficientes.

Definicién 2.1.1. Una sucesién de ntimeros reales (ag, a1, as,...) es

i) logaritmicamente céncava (log-céncava) si a? > a;_1a;+1 para todo
i>1,

i1) unimodal si existe k € IN tal que ap < a3 < ag < ...ak-1 < ap >
Qfy1 2 Qg2 = ...

Un polinomio p = ag + a1x + ... + ap,x™ es log-céncavo o unimo-
dal si la sucesién de sus coeficientes lo es. Por ejemplo si tomamos
a G como el arbol de la figura 1.1 su polinomio de independencia,
I(G;x) = 14 92 + 2822 + 3723 + 202* + 42°, es log-céncavo y tam-
bién unimodal.

Denotemos por dp el grado del polinomio p y por dp el primer término
positivo del polinomio p, es decir, dp = min{k|ax # 0}, donde a; es un
coeficiente de p. Decimos que p es un polinomio sin ceros internos si para
op <14,5 < 9Op, a;a; # 0. Sea W el conjunto de los polinomios distintos
de cero con coeficientes reales y sin ceros internos. Entonces, tenemos las
siguientes propiedades.

Lema 2.1.1. Sean p,q € W. Entonces
i) pg €W,

i1) si ademds asumimos que dg < Odp, entonces p + g no tiene ceros
internos si y solo si dp < dq+ 1

El concepto de sincronia parcial definido en [19], nos permite explorar
la log-concavidad y por lo tanto la unimodalidad de algunas familias de
drboles. Sea R=°[x] el conjunto de polinomios con coeficientes reales no
negativos. La sincronia parcial se define sobre este conjunto.

Definicién 2.1.2. Sean p = Z aixty q= Z b;x" dos polinomios con

K3 1
coeficientes no negativos. Decimos que p y q estan parcialmente sincro-
nizados, y escribimos p ~, q, si

am+1bn71 + anflbm+1 < ambn + anbm (21)
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para cada m > n.

Por ejemplo si tomamos pyg = 1+ x el polinomio de independencia del
primer arbol de Fibonacci y p» = 1 + 3z + 22 el polinomio de indepen-
dencia del tercer arbol de Fibonacci podemos verificar que xpg ~p pa,
ademds como pg = p; también tenemos que xp; ~p po.

Sea L el conjunto de todos los polinomios log-céncavos en RZ%[x] que
no tienen ceros internos; ademds denotemos por £* el conjunto £ — {0}.
Originalmente el concepto de sincronia parcial fue definido sobre L, pero
resulta de utilidad extenderlo a RZ%[x], ademas se puede verificar que
~p es simétrica en R=[x] y reflexiva sobre £. Los siguientes teoremas
son probados en [19].

Teorema 2.1.1. Sean p,q,r € R=%z]. Si p ~, 7y q ~, r, entonces
pt+qrpr.

El teorema anterior funciona como una especie de acotacion. Mientras
que el siguiente nos asegura que la sincronia parcial es consistente con
el producto, siempre que se multiplique por un polinomio log-céncavo.

Teorema 2.1.2. Sean p,q,r € L*.Si p ~, g, entonces pr ~, qr.

Como vimos antes tenemos que xp; ~p, p2 y ademds p; € L, entonces
podemos obtener que zp? ~p P2P1-

La suma de polinomios log-céncavos no siempre resulta en un poli-
nomio log-céncavo. El siguiente teorema nos presenta condiciones sufi-
cientes para que la suma de polinomios preserve la log-concavidad.

Teorema 2.1.3. Sip,g€ Ly p~pq, entonces p+q € L.

Como ya verificamos zp? ~, pap1 y ademas tanto pap; como zp? son
log-céncavos, lo que nos permite probar que I(Ts;x) = pap; + xp? es
log-céncavo como consecuencia del teorema anterior.

Una propiedad que es importante en la prueba de algunos de nuestros
resultados principales se establece en el siguiente lema.

Lema 2.1.2. Si p € L, entonces p ~,, zp.

Demostracion. Como p no tiene ceros internos podemos escribirlo

donde cada a; > 0 para h < i < t. Tenemos que probar que

A +4+10n—2 < Aplm—1 (22)
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se cumple para m > n. Debemos considerar 3 casos i) h > n — 2, i)
h<n—-2ym<t yiii)h<n—2ym>t.

i) Tenemos que a,_2 = 0, entonces la ecuacién (2.2) se cumple.

1) Tenemos que t >m >m—12>...>n > h. Entonces t > m —2 >
m—32>...>n—22>h. Asi, podemos escribir

Am+1 < A y Qm < am — 1
Gm — Qm—1 A, — 1 A, —2

porque p € L. Si multiplicamos estas dos desigualdades obtenemos

Am+1 < Am

— )

Gm—1 Gm—2

con un proceso similar podemos obtener

a O — a a
m_Im 1 <...< Ynt2 <
A —2 Am—3 an + 1 Ap—2
por transitividad tenemos
Am+1 S (079
am Ap—2

o equivalentemente

G +10n—2 < aplm-1.
Con lo que verificamos que la ecuacién (2.2) se cumple.

iii) En este caso a,,+1 = 0. Entonces la ecuacién (2.2) se cumple.

2.2. Sincronia

Para definir el concepto de sincronia es necesario presentar algunos
conceptos.

Definicién 2.2.1. Sean p,q € W. Decimos que g domina radial parcial-
mente a p, vy lo denotamos por p < q, si

ar _ b
koo bk

— )
af—1 br—1

(2.3)

para min{dp, ¢} < k < mdx{9p, dq}
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Esta dominacién estd basada en el concepto de dominacion radial
presentado en [14] que se define formalmente como sigue.

Definicién 2.2.2. Sean p,q € W. El polinomio ¢ domina radialmente
a p, denotado por p < g, siysolosip=<qyq=zp.

Al eliminar la condicién ¢ < zp de la dominacién radial, obtenemos
un orden parcial. Para probar esta afirmacién presentamos el siguiente
lema.

Lema 2.2.1. Sea p,q € W tales que g < ¢, entonces
i) 9p < 0q,
i1) dp < dq.

La proposicion siguiente nos permite verificar que la dominacién ra-
dial parcial induce un orden parcial en un espacio proyectivo de W.

Proposicién 2.2.1. Sean p,q,r € W, entonces
i) p<p,
i) sip<qyq<r,entonces p < r,
iii) sip < ¢y ¢ < p, entonces p = ¢q para algin real c.

Demostracion. Podemos escribir
n n n
p= E apz®, g = g bpak, r = E cpa®
k=0 k=0 k=0

sin pérdida de generalidad (podemos agregar ceros en caso de requirlo).
i) Se sigue inmediatamente de la definicién.

i1) Por hipétesis tenemos que a;b;—1 < bja;—1 y bici—1 < ¢;bi—1 para
1 = 1,...,n. Debemos probar que a;c;—1 < a;—1¢; para i = 1,...,n.
Podemos calcular directamente que

9

ci—1a:bi—1 < ci1bja;—1 < cibi_1a;

si b1 # 0 podemos cancelar el factor b;_1 y obtener a;c;_1 < a;_1¢;;
ahora si b;_; = 0 tenemos dos casos i — 1 < dq 0 i — 1 > dq (porque
estamos trabajando con polinomios sin ceros internos). Si i — 1 < dgq
tenemos que i — 1 < dr ya que dq < Jr, entonces ¢;_1 = 0 y se cumple
que a;ci_1 < a;_1¢;. Ahora si i — 1 > Oq obtenemos que i — 1 > Jdp
debido a dp < dq, entonces a;_1 = 0 = a; y por lo tanto se cumple que
a;Ci—1 < Ai—1C;.
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ii1) Tenemos que dp < dq y dq < Op, entonces Ip = dq. Andlogamente
se verifica que dp = §¢. Ademas tenemos que

a a

ML TR para k= dp,...,dp

br+1 by
entonces a a
ap = lbk = ﬂbk, para k = dp, ..., 0p.

bk bép

Por lo tanto, p = cg donde ¢ = 3°* # 0. u
p

Pero nosotros no trabajamos con la propiedad antisimétrica por lo
que podemos concentrarnos en W.

Teorema 2.2.1. Sean p,q,r € RZ%[x].
i) Sip<qyp=<r,entonces p<xq+r,
i) sip<ryq=<r,entonces p+q < r.

También es posible verificar que la dominacién radial parcial se pre-
serva sobre la multiplicacién de polinomios.

Teorema 2.2.2. Sean p,q,7 € RZ%[z], si p < ¢ y 7 € L, entonces
pr < gqr

El orden parcial inducido por la proposicién 2.2.1 junto con los teore-
mas 2.2.1 y 2.2.2 son de gran utilidad para determinar lo log-concavidad
de polinomios de independencia que se estudia en el proximo capitulo.

Corolario 2.2.1. Sean p,q,r,s € W,sip<gq,r s,y q,r € L, entoces
pr< gs.

Directamente de la definiciéon tenemos la siguiente propiedad.
Propiedad 2.2.1. Sea p € W. Entonces p € L si y solo si p < xp.

Gracias a esto tenemos una prueba muy corta del siguiente resultado
clasico.

Corolario 2.2.2. Sean p,q € W. Si p,q € L, entonces pq € L.

Demostracion. Tenemos que p X xp y ¢ € L, entonces por el teorema
2.2.2 tenemos que pg < xpq. ]

Otro resultado que es consecuencia directa de la propiedad 2.2.1 es
el siguiente.

Corolario 2.2.3. Sip,q € W tal que p < ¢, entonces p,q € L.
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Demostracion. Tenemos que p < ¢ < xp, entonces por transitividad
tenemos p < xp. De donde p € L. Ademds p < q y = € L, entonces
Tp < xq nuevamente por transitividad ¢ < xzq y finalmente g € L. |

Sabemos que en general la suma de polinomios log-céncavos no siem-
pre resulta en un polinomio log-céncavo, por eso se ha trabajado para
obtener condiciones suficientes para que esto suceda. La siguiente es una
condicién natural para asegurar la log-concavidad de la suma.

Definicién 2.2.3. Sean p,q € W. Decimos que el polinomio p esta
sincronizado con ¢, y lo denotamos por p ~ ¢, si y solo si p < zq y
q < zp.

Por ejemplo tenemos que p(xr) = 1+ 2z + 22 y q(z) = z estdn
sincronizados, p ~ ¢. El concepto fue definido previamente en [14].
Corolario 2.2.4. Sean p,q € L tal que p ~ q. Entonces p+q € L.

Demostracion. Tenemos que p < xq y ademas p < zp por ser p log-
céncavo entonces p < z(p+ ¢q) andlogamente tenemos que ¢ < x(p+4q) y
finalmente podemos ver que p+ ¢ < x(p+¢) por lo tantop+¢g € L. R

Ahora retomando el ejemplo anterior obtenemos que p(x) 4+ ¢(x) =
1+2r+a22+x=1+3x+2%=1(Py;x) € L, yaque p,q € L y ademds
p ~ q. Es decir, el polnomio de independencia del camino de longitud 2
es log-concavo.

2.3. Otros resultados importantes

El siguiente lema nos permite probar la log-concavidad de familias
de grafos generales que se construyen de manera similar a los arboles de
Fibonacci.

Lema 2.3.1. Sea {qy, },>0 una sucesién de polinomios en R=%[z] tales
que ¢, = ¢n_1 + Tq,_3 paran > 3. Si

dn ~p TGn—2,qn ~p Tdn-1, Y qn € L (2.4)
se cumple para n = 2, 3,4, entonces (2.4) se cumple para n > 2.
También tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Sea {¢,},>0 una sucesién de polinomios log-céncavos en
RZ0[z] tales que q,, = ¢n_1 + ©q,_4 para n > 4. Si

In—1 = qn (2.5)
In = Tqn-1 (2.6)
In = Tqn—2 (2.7)

an €L (2.8)
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se cumplen para 6 < n < 11, entonces (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) se cumplen
para todan > 6

Demostracion. (2.5) Sea n > 10, gp—1 = @n-1 ya que ¢,—1 es log-
céneavo, ¥ gn—1 =< Tqn—3 = Tqn—4 por (2.5) y (2.7), entonces ¢p—1 = qn.

(2.6) Sea n > 10, ¢p—1 =< xqn—1 debido a que g,_1 es log-concavo,
Tdn—4 = Tdn—-3 < Tdn—2 = ZT{dn—1 poOr (25)5 entonces dn = T4n—1-

(27) Sea n > 107 dn—1 = XTdn—2 POr (26)7 Y T4n—4 = T4n—3 = Tdn—2
por (2.5), entonces ¢, = T¢n_2

(2.8) Sea n > 11, qp_2 = 22¢,_4 por (2.7) y 2qn_5 = 22qs_4 pPOT
(25)7 entonces dn—1 j x2qn—4~ Ahora Tdn—4 j Tdn—3 = Tdn—2 = Tdn—1,
entonces xq,_4 = T¢y_1, por lo tanto ¢,_1 ~ xg,_4. Finalmente g, € £
por (2.8).

|



Capitulo 3

Aplicaciones a
polinomios de
independecia

Yo daria un brazo por vos
pero a decir verdad

papd sabe ser muy tonto
mejor, dale la mano a mamd

Ivan Noble, Bienbenito.

En 1987 Alavi et. al. se preguntaron si el polinomio de independencia
de cualquier arbol era unimodal (ver [1]), debido a esto se ha estrablecido
una de las conjeturas més importantes en el estudio de polinomios rela-
cionados a un grafo. Desde entonces hasta ahora muchos investigadores
en el area han trabajado en direccién de probar la conjetura.

Al ser los arboles grafos tan diferentes y variados ha sido dificil verifi-
car totalmente la conjetura, razén por la cual muchos autores han optado
por encontrar familias de arboles cuyo polinomio de independencia sea
unimodal.

Otra de las dificultades con la que se han encontrado los investigado-

res, es que el concepto de unimodalidad no cuenta con muchas propie-
dades que nos permitan estudiarlo directamente. Por esto se ha optado

29
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por estudiar conceptos que estén relacionados con la unimodalidad de
polinomios como la log-concavidad o las raices reales.

En este capitulo usaremos el concepto de log-concavidad junto con
las propiedades estudiadas en el capitulo anterior para determinar la
log-concavidad del polinomio de independencia de familias de arboles y
grafos relacionados.

3.1. Aplicacién a concatenaciones de grafos

Nosotros estudiamos la log-concavidad de una sucesién de polinomios
{pn}n>0. en W definida por una recurrencia lineal de la forma

Pn = gPn-1+ Thpp—2, 1 >2 (3.1)

donde h,g € W. Este tipo de polinomios aparecen como polinomios

de independencia de las n-concatenaciones de grafos. De hecho, en [28],

prueban que el polinomio de independencia de las n-concatenaciones
cumple la siguiente recurrencia:
123t

(G, (v);x) = [L%J(G—v;x) H [I(G—v;x)+41‘[(G—N[v};x)cos2

s=1

ST
n+2]"
(3.2)
Para probar que I(G,, (v); ) es suficiente verificar que cada factor en
el lado derecho de la igualdad es log-concavo. Sin embargo para probar
que cada factor es log-concavo es suficiente probar que

ST
I(G —v;x) ~ 4zI(G — N [v]; 2 3.3
(G = i) ~ 421(G = N [o] ) cos® (33

estan sincronizados y I(G — v;z),42I(G — N [v]; ) cos? iz €L

Para probar la ecuacién (3.3) es suficiente probar que I(G — v;x) ~
zI(G — N [v];z) por la definicién de la dominacién radial parcial. Pro-
bamos la siguiente propiedad.

Propiedad 3.1.1. Sea G un grafo simple y v un vértice de G. Si I(G —
v;z),zl(G— N[v];z) € Ly I(G —v;z) ~ 2I(G — N [v]; ), entonces
I(G;, (v);x) € L.

Podemos aplicar este resultado a los grafos oruga.

Lema 3.1.1. Sea p; = I(Vk@);x), k > 0. Entonces pp ~ pr_1 para
k>1.

Demostracion. Sabemos que el polinomio de independencia de cada gra-

fo vertebrado Vk(m) es log-concavo para k > 0y m > 1 [28], en particular
el polinomio de las orugas es unimodal para k > 0. Ahora podemos
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verificar que el polinomio de independencia de las orugas cumple la si-
guiente recurrencia lineal py = (1 + 2)?(px—1 + 2pr—2), k > 2. De modo
que debemos probar lo siguiente

i) pr < X2pr—1,
1) Pr—1 < Dk

Para la prueba de ) revisar [4].

Vamos a proceder a probar i¢) por induccién. Para k = 1, tenemos que
po=1<143x+22=p;. Parak =2, p; = 14+3z+22 < 1+62+1022+
623 +2* = po. Tenemos que verificar pp_1 < (14+2)2(pp_1+2Pr_2) = i
Ahora sabemos pr_; € £y ademas 1 < (1 + x)2, entonces pr_;1 <
1+ x)zpk,l por el teorema 2.2.2. Después suponemos pr_3 < Dk_2
si multiplicamos ambos lados por & € L obtenemos xpr_3 < Tpr_2
(por el teorema 2.2.2 y usamos px_o < TPx_2 pues pr_o € L por el
teorema 2.2.1 pyp_o + xpr—3 < TPr—_2, por el corolario 2.2.1 obtenemos
pe—1 = (1+ Z)ka_g. Si volvemos a aplicar el teorema 2.2.1 tenemos
pe—1 < (L+2)%(pr—1 + TPk—2) = Pk- n

Una consecuencia directa del lema anterior es la siguiente.

Corolario 3.1.1. Sea v uno de los dos vértices de grado 3 en la oruga
Vk(2). Entonces, la n-concatenacién (Vk(z)); (v) tiene polinomio de inde-
pendencia log-concavo para k > 2y n > 0.

También podemos aplicar la propiedad 3.1.1 a los n-caminos con grafo
colgante G.

Corolario 3.1.2. Sea G un grafo simple enraizado con raiz w. Si I(G; z),
I(G—w;z) € Ly I(G;z) ~ zI(G — w;x), entonces el polinomio de
independencia I(P(G,w,n);z) del n-camino con grafo colgante G es
log-concavo, para n > 0.

Si, en el corolario anterior, cambiamos la sincronia por la dominacién
radial, obtenemos una construccién iterada. A continuacién, desarrolla-
mos esa idea.

Lema 3.1.2. Sea g, h € Ly {pn}n>0 una sucesién de polinomios que
cumplen la recurrencia (3.1) con condiciones iniciales pg = 1, p1 = g+zh.
Si h < g entonces p, € Ly gpn—1 < pp paran > 1.

Para establecer la construccion recursiva es importante identificar el
vértice a través del cual “uniremos” los grafos.

Definicién 3.1.1. Sea G un grafo simple y v un vértice de G. Decimos
que v es un vértice ancla si y solo si I(G —v;z) < I(G;x).
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Teorema 3.1.1. Sea G un grafo simple enraizado con raiz w. Sea v; el
vértice de P(G,w,n) como en la figura 3.1 y w un vértice ancla de G.
Entonces I(P(G,w,n);x) € L y v1 es vértice ancla de P(G,w,n) para
cualquier n > 1.

Figura 3.1: El grafo P(G,w,n).

El teorema 3.1.1 nos da un proceso iterado para la construccion de un
grafo con polinomio de indepencia log-céncavo. Tal construccién inicia
con un grafo simple y vértice ancla w. Primero se construye el ni-camino
con grafo colgante G, es decir, P(G, w,n1), para algin entero positivo ng
cuyo polinomio de independencia es log-concavo y tiene vértice ancla vy .
Después, para otro entero positivo ny, podemos construir un nuevo ns-
camino con grafo colgante P(G,w,n1), es decir, P(P(G,w,n1),ve,ns)
que también tiene polinomio de indepencia log-céncavo y un vértice an-
cla. Asi para una sucesién de enteros positivos ny,no, ..., n; denotamos
al grafo resultante por B(G,w,ny,na, ..., ng).

Corolario 3.1.3. Sea G un grafo simple w un vértice ancla de G. Si
I(G — w;x) < I(G;x), entonces, para cualquier sucesion finita de ente-
ros positivos nq,...,nk el grafo B(G, w,nq,...,n,) tiene polinomio de
independencia log-céncavo.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de grafos con vértice
ancla.

3.1.1. Puntos

Sea w el Gnico vértice de un grafo G = K7, entonces I(G—w;x) =1 <
142 = I(G;z), asi por el corolario 3.1.3 tenemos que para cualquier su-
cesién de enteros positivos ny,na, ..., ng, el arbol B(K1,ny,na, ..., nk)
tiene polinomio de independencia log-céncavo.

En la figura 3.2 se puede ver el grafo B(K;,w,4,1,1,2,2).

3.1.2. Caminos

Dado n un entero no negativo y P, el camino con n vértices. Deno-
tamos por p, al polinomio de independencia de P,.
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[T T
Figura 3.2: Arbol B(K;,w,4,1,1,2,2).

Lema 3.1.3. Sea n un entero positivo, entonces
7’) Pn-1 S_,pn; para n > 1;
”) Pn—2 S Pn, Para n > 2.

Proposiciéon 3.1.1. Sea n > 2 y v el vértice central de un camino Py,,.

Entonces
I(Poy, —v;z) S I(Poy; ).

Corolario 3.1.4. Sea v el vértice central de un camino P,,, donde
n > 2. Entonces, para cualquier sucesién de enteros positivos, el arbol
B(Pyy,,v,n1,n2,...,n;) tiene polinomio de independencia log-céncavo.
En particular los arboles tipo estrella B(Pay,,v,1,1,...,1) tienen poli-
nomio de independencia log-céncavo.

En la figura 3.3 se puede ver el 4rbol tipo estrella B(Pa,,v,1,1,...,1)
para enteros arbitrarios n y k.

k vértices

-— -

n — 1 vértices

n vértices

v

Figura 3.3: Grafos tipo estrella B(Py,,v,1,...,1) para enteros arbitra-
rios n y k.

3.2. Aplicaciones a arboles de Fibonnacci

Sea {F}, }n>0 la familia de arboles de Fibonacci y p,, el polinomio de
independencia del drbol de Fibonacci F},, entonces para n > 3

Pn+1 = Pn—1Pn + -’I/‘pi72pn73)~ (34)
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Figura 3.4: Arbol de Tribonacci Ty

Lema 3.2.1. Si p,_1,p, € £y n > 3. Entonces, p2_opn_3 < pu()
implica pn (2)pn-1(2) < Prt1-

Teorema 3.2.1. Sea p, = I(F,;x), n > 0. Entonces para n > 3,

Pn €L Y Dr_oPn-3 S Pn- (3.5)

Con esto hemos probado que el polinomio de independencia de los
arboles de Fibonacci es log-concavo pero ademés tenemos informacién
adicional.

Corolario 3.2.1. [4] Sea w,, la raiz del arbol de Fibonacci F,,
1) la raiz wy41 es un vértice ancla de F,, ;1 para n > 3,

i1) para cualquier sucesién de enteros positivos ki, ks, ..., Kk, €l po-
linomio de independencia de B(F,, 41, wnt1, k1, k2, ..., kn) es log-
coéncavo para n > 3.

En el capitulo anterior también exploramos el concepto de sincronia
parcial que nos permite demostrar mediante otros métodos la unimoda-
lidad del polinomio de independencia de los arboles de Fibonacci, pero
ademds nos permite construir otras generalizaciones de los mismos.

Teorema 3.2.2. Paran > 0, el polinomio de independecia de los arboles
de Fibonacci Fj, es log-concavo.

Demostracion. Para n = 0,1, el resultado es obvio. Para n > 2 es sufi-
ciente probar que cada factor p; en la ecuacién (1.8) del teorema 1.4.1
es log-concavo. Céalculos directos muestran que

Di ~p TDi—2,Di ~p TPi—1, Y Pi € L (3.6)

para i = 2,3,4. Ademés tenemos que p; cumple la recurrencia del lema
2.3.1, entonces p; € L. |

La primera generalizacién serd la que surge naturalmente de agre-
gar un grafo més a las condiciones iniciales para obtener un arbol de
Tribonacci como se muestra en la figura 3.4.



Capitulo 3. Aplicaciones a polinomios de independecia 35

Figura 3.5: Grafo tipo Fibonacci %3 con condiciones iniciales K3 y K4

Teorema 3.2.3. Para n > 1 el polinomio de independencia del arbol
de Tribonacci 7, is log-céncavo.

Demostracion. Paran = 1,2,3,4,5,6 calculo directos verifican esta pro-
piedad. Para n > 6 es suficiente probar que cada p;, for i > 4 en la
ecuacion (1.11) del teorema 1.5.2; es log-céncavo. Podemos probar que
(2.5), (2.6), (2.7), (2.8) se cumplen para i = 6, ...,11. Entonces, el le-
ma 2.3.2 muestra que p; € L para cada i > 6, ademads calculos directos
muestran que pg,ps € L. Finalmente de la (1.11) en el teorema 1.5.2,
Ppn € L paran > 7. [

La segunda generalizacién propuesta son los grafos tipo Fibonacci
(ver figura 3.5) que definimos en el capitulo 1. En este caso para verificar
que su polinomio de independencia es log-concavo basta probar que cada
factor ¢; en la ecuacion (1.24) del teorema 1.5.3 es log-céncavo. Note que
& =1I(H;xz) y el lema 2.3.1 nos da las condiciones bajo las cuales cada
factor g; es log-céncavo. Con estas consideraciones obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.4. Si I(H;z) € Ly Gn ~p TGn—2, ¢n ~p Tqn-1 Y qn €
L se cumplen para n = 2,3,4. Entonces para n > 1, el polinomio de
independencia p,, del grafo tipo Fibonacci ¥, con condiciones iniciales
G y H es log-concavo.

3.3. Aplicaciones a arboles de caminos es-
tables

Sea Ty = TE 1 el arbol de caminos estables de K5 y T = TK,g 0
donde K3 es el grafo obtenido de agregar un vértice 0 a K3 y unir 0 y 1
por una arista.

Ahora definimos T, = T'= el arbol de caminos estables de la
Ks,,_1(0),0

concatenacién n — 1 de K3 a través de 0, en la figura 3.6 se puede ver el

arbol TE ()0 Haciendo uso de la factorizacién probada en [6] es posible
34 s
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demostrar que esta familia de arboles tiene polinomio de independencia
log-céncavo.

; . A <
Figura 3.6: Arbol T)ng(o),o'

Sean p, = I(Ks,, (0);z) paran > 1y pg = I(K3;x), por el lema 1.4.2
se cumple que

Pn = po(Pn—1 + (1 + 2x)p,_2) para n > 2. (3.7)

Usaremos esta férmula para encontrar la factorizacién de I(T,;x)
propuesta en [6]

Teorema 3.3.1. Sea T, la familia arboles definidos anteriormente, en-
tonces

I(Ty;2) = pp(1+ )", paran > 1. (3.8)

Demostracion. Para n = 1,2 calculos directos muestran que se cumple
la ecuacién (3.8). Ahora para demostrar la férmula general procederemos
por induccién. Denotemos por ¢, = I(T,,;0) para x > 0; sabemos que
to = po(1 + x), entonces

tn = tn—1to + Ttn—ato(1l 4+ 22)(1 + z) (por el lema 1.4.1)
= pn 1 (L+2)" po(1 4 2) + 2pp_o(1 +2)" 2po(1 + 2)(1 + 22)(1 + )
= (1 +2)"(pnr + 2(1 + 22)pn—2)
=pn(l+ )"
|

Para verificar que t,, € L solo necesitamos probar que p, € L para
n > 0, en ese sentido tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.3.2. Sean p, = I(K3,,(0);z) paran > 1y pg = I(Ks;x),
entonces p, € L.

Demostracion. Note que 0 € K3, (0) es un vértice ancla, entonces p,, =
I(Ks, (0);x) = I(P(K3,w,n); z) € L por el corolario 3.1.1 |

Una consecuencia directa de este teorema es la log-concavidad de la
familia de polinomios t,,.

Corolario 3.3.1. T,, =T

s (0).0° entonces I(T,;z) € L.
3,_1(0),

Podemos generalizar este proceso para obtener las condiciones que
debe cumplir un grafo G de modo que el arbol de caminos estables de
las n-concatenaciones de G tenga polinomio de independecia log-céncavo.

Dado G un grafo con un orden sobre su conjunto de vértices, pa-
ra simplificar pensemos que sus vértices son un subconjunto de IN. Sea
u=1¢€V(G)y v =0 un nuevo vértice que agregamos a G a través de
la arista (0,1), para obtener G.

Denotemos por T,, = T , donde G, = G, (v) y Go = G. Finalmente
denotemos por t, = I(T,; ).
Entonces por el lema 1.4.1 tenemos que

tn = tn_1to + xt,_atoty, donde ty = I(T5,, — u;x). (3.9)

Si ademds denotamos por p, = I(Gn;2) v py = I(G — u; x), por el
teorema 1.4.3 tenemos que existen g, y g(, tales que t,, = p,g, para cada
n >0y ty = ppgy- Con todo lo anterior tenemos el resultado siguiente

Teorema 3.3.3. Sea la familia de grafos G; construida anteriormente. Si
go €L, g0 =91 =g,y u€ V(GQ) es un vértice ancla, entonces g, = gy,
gn € Ly t, € L para cada n > 0.

Demostracion. Sabemos (por el lema 1.4.2) que para n >0
Pn = pO(pn—l + xpé)pn—Q) (310)

y por la ecuacién (3.9) t2 = titg + wtot], si sustituimos ¢; = p;g; para
i =0,1,2 y t, = phg, obtenemos ta = p1g1Pogo + TPogopyy,- Ahora
usando la hipétesis

p292 = po(p1 + TPoP}) 9190 = P25 (3.11)

de donde g2 = g2 € L. Ahora supongamos que paran > 3 g, = gi y
gn € L, entonces

Pr419n+1 = tnt1 = tuto + Ttp_1tol; (3.12)
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sustuimos ¢; = p;g; y t(, = p(g(, para obtener

Pr+19n+1 = PndnP0do + TPn—19n—1P0goPo90 (3.13)

ahora por la hipétesis inductiva tenemos

Prt19nt1 = Po(Pn + TPn—1P0)90 90 = Pr+196 90 (3.14)

de donde gni1 = g4t ¥ gns1 € L.

Finalmente tanto p,4+1 como g,4+1 son log-concavos y por lo tanto
t, € L para cada n > 0. [ |

Para poder aplicar el teorema 3.3.3 primero vamos a verificar que los
arboles de caminos estables de los grafos completos cumplen la férmula
recursiva siguiente.

Lema 3.3.1. Si I(Tg, ;) =ty y I(Ky;x) = ky, entonces

n—2
L 1 (3.15)
=1

Demostracion. Note que t1 = k1 y to = ko. Ahora por el lema 1.4.1
tenemos tg = t2t1 + £L't1 = (kQ + ZL’)tl = k3t1.

Jj—2

Ahora supongamos que t; = p; H tg_l_i para 1 < j < n. Nueva-
i=1
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mente por el lema 1.4.1 tenemos que

n—1 n—2
tn = H tz +x H t?iliz
i=1 i=1
n—2 n—2
=tp [[tita ]t
1=1 =1
n—3 n—2 n—2
=koa [[t72 [[ta e [[ 60
i=1 i=1 i=1
n—3 n—3 n—2
— kn—ltn—2 H t;L—Q—'L H ti+x H t;’b—l—l
=1 =1 =1

n—3 n—2
n—1—1 n—1—1
=knatno [[ 17 2 [] 1
i=1 i=1
n—2 n—2
n—1—1 n—1—1
=k [] & +a ]
i=1 i=1

n—2

= (kno1+2) [t

=1

n—2
—1—4
k[T
i=1

Con la factorizacién dada por el lema 3.3.1 podemos verificar que los
polinomios de independencia de los arboles de caminos estables de los
grafos completos son log-concavos.

Lema 3.3.2. El polinomio de independencia I(Tf, o;x) € £ paran > 1.

Demostracion. Recordemos que I(K,;x) =14 nx € L paran > 1.
Para n = 1,2 tenemos que I(Tg, ;x) = [(Ky;2) € £
Ahora para n > 3, supongamos que I(Téi,o; z)Lparal <i<n-—1,
ademaés por el lema 3.3.1 tenemos que

n—2

(TR, giw) = I(Kp;2) [ [ I(TR, g52)" ',
i=1

de donde I(Tg, ,;x) € L. [ |
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Figura 3.7: Arbol de caminos estables T< ~(0).0
47

Finalmente podemos pensar en generalizar la familia presentada en

el teorema 3.3.2, si consideramos como casos iniciales Ty = Tr |y
I _ < .-
T, = TKW1 — r para obtener la familia de grafos T;, = TK"L; (0,0 (ver

figura 3.7), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. T, =TS _ (0).0’ €ntonces I(T,;z) € L.
Mn—1

Demostracion. Tenemos que Tp = Tje |, entonces por el lema 3.3.2
mos

m—2
I(Tp;z) = I(T;nul;o:) =I(Kp;x) H I(T;ﬁl; )™t e L
i=1
Ahora para Ty = T'= tenemos que

Kumg (0),0

I(Ty;x) = I(T;\ L x) = I(To; x) + xI(Ty — 70; 7)

Note que

m—1
Ty —ro;z) = [[ (TR, 152
i=1

-2

3

= I(TEWL—IJ; x)

—

I(sz,ﬁx)
1

I e
|

m m—2
= I(Kp-1;2) [ IT% o)™ 27 [ 1(TR 152)
1 1=1
-2
= I(Kp_1;2) I(Tg, ;)™ 1=
1

o
Il

3

?
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Ahora si en la construccion del teorema 3.3.3 hacemos G = K, tenemos
que 1 € K, es un vértice ancla (en general cualquier vértice de K,,, cum-

m—2
ple esta propiedad) y ademds go = g; = g1 = H I(T;j)l; )" e L

1=1
por el lema 3.3.2. Finalmente tenemos que I(T,;z) € L para cada
n > 0. [ |






Conclusiones y trabajo
futuro

Como mencionamos anteriormente en 1987 Alavi et. al. se pregunta-
ron si el polinomio de independencia de cualquier arbol es unimodal [1].
Atacar este problema directamente no es una tarea sencilla debido a la
variedad de grafos incluidos dentro de esta conjetura.

Al estudiar una variedad tan amplia de familias de arboles no siem-
pre es posible determinar una forma de calcular el polinomio de inde-
pendencia. Por lo que en muchos casos nos concentramos en probar la
unimodalidad de familias de drboles que tengan propiedades en comun.

En este trabajo haciendo uso de conceptos como sincronia parcial,
sincronia y dominacién radial. Estudiamos la log-concavidad de polino-
mios de independencia de familias de arboles, o grafos relacionados, cuya
construccién nos permite determinar férmulas para dichos polinomios.

Nos concentramos en la log-concavidad aprovechando que sabemos
que cualquier polonimio log-concavo con coeficientes positivos y sin ce-
ros internos es también unimodal. Para nuestro interés los polinomios de
independencia son polinomios sin ceros internos y con coeficientes posi-
tivos.

Hemos verificado la log-concavidad de arboles de Fibonacci y Tribo-
nacci, ademéas de una generalizaciéon de los primeros que no necesaria-
mente son arboles. Para esto aprovechamos la relacion existente entre la
sincronia parcial y la log-concavidad.

Anteriormente definimos el concepto de vértice ancla, para verificar
que el polinomio de independencia de una concatenaciéon de un grafo
(con algunas restricciones) a través de su vértice ancla es log-concavo.
Ahora combinamos este concepto con la construccién del drbol de cami-

43
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nos estables de un grafo (ver [6]), para determinar que el polinomio de
independencia del arbol de caminos estables de algunas concatenaciones
es también log-concavo bajo ciertas condiciones.

Nuestro objetivo es seguir trabajando en la direccién de determinar
la unimodalidad de familias de drboles para atacar la conjetura de Alavi
et. al.de manera parcial. Otro de nuestros objetivos es construir familias
de arboles cuyo polinomio de independencia sea log-concavo.
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