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Resumen

A lo largo de los siglos, la Matemática ha jugado un papel crucial en el desarrollo de
la civilización humana, pues entre otros alcances, ha permitido describir y predecir
sucesos del mundo real, mediante representaciones matemáticas. En este punto, es
válido enfatizar la importancia del Cálculo Diferencial e Integral para el estudio de
muchas de las leyes de la naturaleza.

En el presente trabajo se expone una aproximación a la derivada generalizada (con-
formable y no conformable), de orden fraccionario para 0 < α < 1. Bajo esta
perspectiva se generalizan algunos resultados del Cálculo clásico (Teorema de Rolle,
Teorema del Valor Medio, Teorema de Flett, entre otros). En la misma dirección,
se muestran algunas propiedades básicas del operador integral generalizado para
0 < α < 1. Además, se aplica la teoría desarrollada para estudiar un modelo gene-
ralizado de Gompertz asociado a un problema concreto de crecimiento económico.
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Capítulo 1

Introducción

Antecedentes, motivación y planteamiento del problema

Los orígenes del Cálculo Fraccionario se remontan a Newton y Leibniz, por lo que
esta rama del Análisis Matemático puede ser considerada tan antigua como el Cálcu-
lo clásico (ver [37]). El Cálculo Fraccionario extiende la derivación e integración a
órdenes no enteros arbitrarios, es decir, órdenes reales o incluso complejos. Dicho
cálculo en la actualidad, es utilizado con éxito para modelar una amplia gama de
fenómenos que ocurren en Física, Economía y la ciencia en general, ya que se ha
observado que la evolución temporal o espacial de muchos procesos reales puede des-
cribirse con mayor precisión cuando se introducen derivadas de orden fraccionario
(ver [8], [9], [26], [34], [39]).
La primera referencia sobre el Cálculo Fraccionario se remonta al 30 de septiembre de
1695 [29], cuando el Marqués de L'Hospital dirige una carta a Leibniz preguntándole
de la notación que usó para la derivada enésima de cierta función f(t),

dnf(t)

dtn
, (1.1)

y por el signi�cado que tendría dicha notación en el caso de ser n = 1/2. Leibniz
responde de manera visionaria: �esta aparente paradoja permitirá en el futuro
extraer interesantes consecuencias�.

En 1730 Euler propone las derivadas como tasa entre funciones y variables que
pueden expresarse algebraicamente, bajo esta perspectiva, la solución para órdenes
no enteros es el uso de interpolaciones.
En 1738 aparece la primera extensión de la derivada ordinaria en un artículo

escrito por Euler [10], observando que considerar la derivada dn

dxn
de la potencia xm

tenía sentido para p fraccionario. Partiendo de y = xm, procedió a determinar su
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Introducción

formulación para la derivada n-ésima:

dny

dxn
=

1 · 2 · 3 · · ·m
1 · 2 · 3 · · · (m− n)

xm−n

=

∫ 1

0

(− ln t)m dt∫ 1

0

(− ln t)m−n dt

xm−n. (1.2)

De esta forma, extiende (1.2) para el caso del orden fraccionario:

dpy

dxp
=

∫ 1

0

(− ln t)m dt∫ 1

0

(− ln t)m−p dt

xm−p, m > p, p ∈ R+. (1.3)

La función Gamma, denotada por Γ, es una generalización de la función factorial
para el plano complejo.

De�nición 1. Sea z ∈ C, Re(z) > 0. La función Gamma es de�nida como

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt. (1.4)

En 1819, Lacroix [27], siguiendo la idea de Euler, desarrolla la derivada de la
función potencia y = xm utilizando la notación de Legendre para la función Gamma.

dpy

dxp
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− p+ 1)
xm−p, (1.5)

donde para el caso particular y = x y p = 1/2 obtiene:

d1/2y

dt1/2
=

2
√
x√
π
, (1.6)

puesto que Γ(3/2) =
√
π

2
. Este resultado coincide con el que se obtendría utilizando

la actual de�nición de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Posteriormente, Fourier en 1822 [17] sugirió la utilización de su representación
integral para f(x), dando lugar a una de�nición de derivada fraccionaria.

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(α)

∫ ∞
−∞

cos(p(x− α))dp dα, (1.7)

3
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donde
dn

dxn
cos(p(x− α)) = pn cos

[
p(x− α) + n

π

2

]
. (1.8)

Reemplazando n por un u arbitrario, obtiene una generalización para el caso
ordinario:

du

dxu
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(α)dα

∫ +∞

−∞
pu cos

[
p(x− α) + u

π

2

]
dp. (1.9)

Abel, en 1823 [2, 3], presenta una aplicación concreta al denominado Cálculo
Fraccionario, al utilizar la derivada de orden 1/2 para resolver la ecuación integral∫ x

0

(x− t)−1/2f(t)dt = k, (1.10)

resultante de la formulación del problema de la Tautócrona, presentado por Huygens
en 1673.

La Ecuación (1.10) se conoce como Ecuación Integral de Abel, que salvo por
el factor multiplicativo 1

Γ(1/2)
, corresponde a la integral fraccionaria de orden 1/2

de Riemann-Liuoville de la función f(x). Abel escribió el lado izquierdo como√
π[ d

−1/2

dx−1/2 ]f(x), por lo que trabajó con ambos lados de la ecuación como

√
πf(x) =

[
d1/2

dx1/2

]
k.

La primera ecuación integral de la historia había sido resuelta. Se observan dos
hechos: se considera la suma de los órdenes y la derivada de una constante no es
cero.
El trabajo de Abel fue tan inspirador para Liuoville, quien en 1832 [32, 31] de�nió

la derivada fraccionaria partiendo del conocido resultado para las derivadas de orden
entero n de la función exponencial

dn

dxn
eax = aneax, (1.11)

donde a ∈ R, extendiendo luego este resultado para las derivadas de orden fraccio-
nario p

dp

dxp
eax = apeax. (1.12)

En la misma dirección, Liouville propone que la derivada de orden arbitrario de
una función que pueda expresarse como la serie de funciones exponenciales del tipo

f(x) =
∞∑
n=0

cne
anx, (1.13)

4



Introducción

tiene la forma
dpf

dxp
=
∞∑
n=0

cna
p
ne
anx. (1.14)

Esta fórmula se conoce como la primera de�nición de la derivada fraccionaria
de Liouville, con las desventajas de ser sólo aplicable a funciones expresables en la
forma (1.13) y para aquellos valores de p para los cuales la serie (1.14) converge.
Liouville adoptó otro método con el �n de de�nir la derivada de orden arbitrario
para las funciones del tipo x−a, con a ∈ R, a > 0 y x > 0. Considerando la integral

I =

∫ ∞
0

ua−1e−xudu, (1.15)

obtuvo

x−a =
1

Γ(a)
I. (1.16)

Aplicando el operador fraccionario
dp

dxp
a ambos miembros de (1.16), Liouville

obtiene

dp

dxp
x−a =

(−1)p

Γ(a)

∫ ∞
0

ua+p−1e−xudu

=
(−1)pΓ(a+ p)

Γ(a)
x−(a+p). (1.17)

Llegando así, a su segunda de�nición de derivada fraccionaria.

Pero ambas de�niciones eran de corto alcance, debido a ser válidas sólo para un
conjunto restringido de funciones. Luego de varios intentos para de�nir derivadas
fraccionarias, su atención se desplazó hacia la integral fraccionaria, pensando quizás
que de ésta se deduciría la de�nición de derivada como la de su operador inverso
izquierdo, en analogía al caso ordinario. En 1832, Liouville [32] obtuvo la fórmula

d−p

dx−p
f(x) =

1

(−1)pΓ(p)

∫ ∞
0

τ p−1f(x+ τ)dτ, Re(p) > 0, (1.18)

la cual, salvo por el término (−1)p, es conocida hoy en día como la de�nición de
Liouville por la derecha de la integral fraccionaria de orden p.

En 1832, Liouville escribió acerca de una generalización de la regla de Leibniz
sobre la enésima derivada de un producto:

Dvf(x)g(x) =
∞∑
n=0

(
v

n

)
Dnf(x)Dv−ng(x),

5



Introducción

donde Dn es el operador diferencial ordinario de orden n, Dv−n el operador
fraccionario y

(
v
n

)
el coe�ciente binomial expresado en términos de la función

Gamma.
Liouville amplió los coe�cientes en (1.14) como:

avn = ĺım
h→0

1

hv
(1− e−han)v, an ≥ 0,

(−1)vavn = ĺım
h→0

1

hv
(1− ehan)v, an < 0.

Y al sustituirlas en la (1.14), se obtiene:

dv

dxv
f(x) = ĺım

h→0
{ 1

hv

∞∑
n=0

[(−1)m
(
v

n

)
f(x−mh)]},

dv

dxv
f(x) = (−1)v ĺım

h→0
{ 1

hv

∞∑
n=0

[(−1)m
(
v

n

)
f(x+mh)]}

Estas fórmulas serían retomadas por Grünwald y Letnikov.
La actual de�nición de integral fraccionaria de Riemann-Liouville se debe al tra-

bajo de N. Ya. Sonine en 1870 [42], pero fue Laurent [28] quien en 1884 llegó a su
formulación de�nitiva. Para ello, ambos autores partieron de la conocida fórmula de
Cauchy para integral iterada (1.19).

d−nf(x)

dx−n
= Ina f(x)

=

∫ x

a

∫ τ1

a

· · ·
∫ τn−1

a

f(τ)dτdτn−1dτn−2 · · · dτ2dτ1

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt. (1.19)

Generalizando el factorial a través de la función Gamma, obtuvieron:

d−αf(x)

dx−α
= Iαa f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, Re(α) > 0. (1.20)

De�nición 2. Sea α ∈ R, α > 0 y n = dαe. El operador diferencial de Riemann-
Liouville de orden fraccionario α por la izquierda y por la derecha se de�nen por
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(ver [26])

RLDα
a+f(x) = DnIn−αa+ f(x)

=
1

Γ(n− α)
Dn

∫ x

a

f(t)

(x− t)1−n+α
dt. (1.21)

RLDα
b−f(x) = (−D)nIn−αb− f(x)

=
1

Γ(n− α)
(−D)n

∫ b

x

f(t)

(x− t)1−n+α
dt. (1.22)

Dado s ∈ R, denotamos como dse la parte entera mayor de s, i.e., el menor entero
mayor o igual a s, por el contrario bsc como la parte entera menor de s, o sea, el
mayor entero menor o igual a s.

De�nición 3. Sea α, a ∈ R con α, a > 0 y n = dαe el operador diferencial fraccio-
nario de Caputo de orden α se de�ne por

CDα
a f(x) = In−αa+ Dnf(x)

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

Dnf(t)

(a− t)1−n+α
dt. (1.23)

Riemann desarrolló su teoría del Cálculo Fraccionario cuando preparaba su tesis
doctoral, pero su obra fue publicada posteriormente en 1892. Buscó una generaliza-
ción de la serie de Taylor, en la que de�nió el n-ésimo coe�ciente diferencial de una
función f(x) como el coe�ciente que acompaña a hn en la expansión de f(x + h)
con potencias enteras de h. Así, generaliza esta de�nición a potencias no enteras y
sugiere que

f(x+ h) =
∞∑

n=−∞

cn+α(∂n+α
x f)(x)hn+α, (1.24)

es válido para n ∈ N, a ∈ R. El factor cn+α está determinado por la condición
∂β(∂αf) = ∂β+αf y encontró que ésta era 1

Γ(n+α+1)
. Riemann derivó entonces la

expresión (1.24) para α negativo:

∂αf =
1

Γ(−α)

∫ x

k

(x− t)−α−1f(t)dt+
∞∑
n=1

Kn
x−α−n

Γ(−n− α + 1)
, (1.25)

donde k,Kn son constantes.
En 1867, Anton Karl Grünwald [20], Aleksey Vasilievich Letnikov [30] en 1868,

proponen una nueva de�nición de derivada fraccionaria partiendo de la de�nición
clásica de derivada e iterando dicho operador n veces:

Dnf(x) = ĺım
h→0

h−n
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− kh), n ∈ N, (1.26)
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Introducción

donde (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

Γ(n+ 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)
· (1.27)

Esto les permitió obtener la derivada fraccionaria de orden α ∈ R.

GLDα
a f(x) = ĺım

h→0
h−α

bx−a
h
c∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x− kh), (1.28)

GLDα
a f(x) = ĺım

n→∞

(
x− a
n

)−α n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f

[
x− k

(
x− a
n

)]
, (1.29)

donde a < x.

Uno de los elementos de mayor relevancia que justi�can el estudio de las derivadas
fraccionarias locales es que las derivadas fraccionarias clásicas (Caputo, Riemann-
Leuville y Grünwald-Letnikov) no captan toda la información local. Por otro lado,
las derivadas fraccionarias clásicas Dα no satisfacen las siguientes propiedades:

1. La regla del producto (cociente) para dos funciones:

Dα(fg) = gDα(f) + fDα(g).

Dα(
f

g
) =

gDα(f)− fDα(g)

g2
, g 6= 0.

2. La regla de la cadena para composición de funciones:

Dα(f ◦ g)(t) = Dαf(g(t))Dαg(t).

3. La regla de índices en general:

DαDβ(f) = Dα+β(f).

En 2014, Khalil publica el artículo: A new de�nition of fractional derivative [23],
el cual es considerado por muchos la obra que da comienzo al estudio de la lla-
mada derivada fraccionaria conformable local. Así, para una función f , la derivada
fraccionaria conformable de orden α ∈ (0, 1] se de�ne por:

8
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De�nición 4. Dada una función f : [0,∞)→ R, la �derivada fraccionaria confor-
mable� de f de orden α es de�nida por

Tαf(t) = ĺım
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
, (1.30)

para todo t > 0, α ∈ (0, 1). Si f es α-diferenciable en algún intervalo (0, a) con
a > 0 y ĺım

t→0+
Tαf(t) existe, entonces

Tαf(0) = ĺım
t→0+

Tαf(t). (1.31)

Además, si la derivada fraccionaria conformable de f de orden α existe, entonces
decimos simplemente que f es α-diferenciable.

De�nición 5. Sean α ∈ (n, n+ 1], f una función n-diferenciable en t donde t > 0.
Entonces la derivada fraccionaria conformable de f de orden α es de�nida como

Tαf(t) = ĺım
ε→0

f (dαe−1)(t+ εt(dαe−α))− f (dαe)(t)

ε
. (1.32)

En la citada obra ([23]) se muestran los siguientes resultados.

Teorema 6. Si una función f : [0,∞) → R es α-diferenciable en t0 > 0 con
α ∈ (0, 1], entonces f es continua en t0.

Teorema 7. Sean α ∈ (0, 1] y f , g funciones α-diferenciables en t > 0. Entonces

1. Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g), para todo a, b ∈ R.

2. Tα(tp) = ptp−α para todo p ∈ R.

3. Tα(λ) = 0 para toda λ ∈ R.

4. Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f).

5. Tα(
f

g
) =

gTα(f)− fTα(g)

g2
, para g 6= 0.

6. Si f es diferenciable, entonces Tα(f)(t) = t1−α df
dt

(t).

En ese mismo año, Katugampola de�ne una nueva derivada en un artículo titulado:
A new fractional derivative with classical properties [25], de la siguiente manera:

9
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De�nición 8. Sea f : [0,∞)→ R. Entonces la derivada fraccionaria de f de orden
α es de�nida por

Dα(f)(t) = ĺım
ε→0

f(teεt
−α

)− f(t)

ε
, (1.33)

para t > 0 y α ∈ (0, 1). Si f es α-diferenciable en el intervalo (0, a) con a > 0 y
ĺım
t→0+
Dα(f)(t) existe, entonces

Dα(f)(0) = ĺım
t→0+
Dα(f)(t). (1.34)

Se obtienen resultados análogos a los teoremas descritos para el caso de la derivada
Tα con este nuevo enfoque.

Luego Karci propone la siguiente de�nición en un artículo llamado: Chain rule
for fractional order derivatives [24].

De�nición 9. Sea f : R→ R una función y α ∈ R. Entonces la derivada de orden
fraccionario α de f se de�ne como

f (α)(x) = ĺım
h→0

fα(x+ h)− fα(x)

(x+ h)α − xα
. (1.35)

Por otro lado, Tallafha en 2015 de�ne una derivada para funciones reales de varias
variables en un artículo titulado: Total and directional fractional derivatives [43],
tomando como base la idea de la derivada de Khalil [23].

De�nición 10. Sean f : Df ⊆ Rn → Rm una función, α ∈ (0, 1], u ∈ Rn un vector
no nulo y c ∈ Df . Entonces

Dα
f f(c) = ĺım

t→0

f (c+ t|c · u|α−1u)− f(c)

t
· (1.36)

Después Almeida et. al., proponen un nuevo tipo de derivada con un kernel en el
siguiente sentido [7]:

De�nición 11. Sea k : [a, b]→ R una función continua no negativa tal que k(t) 6= 0
para t > a. Dada una función f : [a, b] → R y α ∈ (0, 1), decimos que f es α-
diferenciable en t > a con respecto al kernel k si el límite

f (α)(t) = ĺım
ε→0

f(t+ ε k(t)1−α)− f(t)

ε
(1.37)

existe. La α-derivada en t = a se de�ne por

f (α)(a) = ĺım
t→a+

f (α)(t), (1.38)

si el límite existe.

10
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Los resultados obtenidos con la derivada fraccional conformable de Khalil [23],
fueron generalizados por Almeida et. al. en [7]. Notese que ĺımα→1D

αf(t) = f ′(t),
es decir, se veri�ca que Dαf(t) preserva el ángulo de la recta tangente a la curva,
hecho que no se satisface en los casos no conformables. Así, en 2018, Nápoles et.
al. en [19], publican la siguiente derivada local no conformable, abriendo una nueva
área de investigación en este sentido, ya que permite obtener resultados no clásicos
cuando α→ 1.

De�nición 12. Dada una función f : [0,∞) → R, la N-derivada de f de orden α
está de�nida por

N
(α)
1 f(t) = ĺım

ε→0

f(t+ εet
−α

)− f(t)

ε
, t > 0, α ∈ (0, 1). (1.39)

Si f es α-diferenciable en el intervalo (0, a) y ĺım
t→0+

N
(α)
1 f(t) existe, entonces

N
(α)
1 f(0) = ĺım

t→0+
N

(α)
1 f(t).

En el año 2019 se introduce la denominada Derivada Generalizada Local [11]
(conformable y no conformable) de la siguiente manera:

De�nición 13. Dado un intervalo I ⊆ R, f : I → R, α ∈ R+ y una función
continua positiva K(t, α) en I, la derivada Dα

Kf de f de orden α en t ∈ I es
de�nida por

Dα
Kf(t) = ĺım

h→0

1

hdαe

dαe∑
k=0

(−1)k
(
dαe
k

)
f
(
t− khK(t, α)

)
. (1.40)

Si a = mı́n{t ∈ I} (b = máx{t ∈ I} respectivamente), entonces Dα
Kf(a) (Dα

Kf(b))
es de�nida con h→ 0− (h→ 0+ respectivamente) en lugar de h→ 0 en el límite.

Si elegimos la función K(t, α) = tdαe−α, entonces obtenemos el siguiente caso
particular de Dα

K . Nótese primeramente que K(t, α) = tdαe−α = 1 para cada α ∈ N.

De�nición 14. Sean I un intervalo I ⊆ (0,∞), f : I → R y α ∈ R+. La derivada
conformable Dαf de f de orden α en el punto t ∈ I es de�nida por

Dαf(t) = ĺım
h→0

1

hdαe

dαe∑
k=0

(−1)k
(
dαe
k

)
f
(
t− khtdαe−α

)
. (1.41)

Sabemos por el Cálculo clásico que si f es una función de�nida en una vecindad
del punto t y existe Dnf(t), entonces

Dnf(t) = ĺım
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh). (1.42)
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La Derivada GeneralizadaDα
K , depende de un kernelK(t, α), incluyendo así varias

derivadas conformables y no conformables introducidas y estudiadas anteriormente
en la literatura cientí�ca. Para más información de la derivada generalizada, ver
[6, 12, 13, 14, 15, 16, 40].
Cabe resaltar los siguientes casos:

1. Si α ∈ (0, 1] y K(t, α) = t1−α, entonces se obtiene la derivada conformable
de�nida en [23], ver [1, 22, 25] para más información.

2. Si α ∈ (0, 1] y K(t, α) = k(t)1−α, entonces se obtiene la derivada conformable
general de�nida en [7].

3. Si α ∈ (0, 1] y K(t, α) = et
−α
, entonces se obtiene la derivada no conformable

de�nida en [19].

En función de lo antes expuesto, el problema de investigación que se resolvió fue el
siguiente: ¾Cómo generalizar teoremas del Cálculo clásico para la derivada
generalizada (conformable y no conformable)?
En esta tesis se trabajó con la De�nición 13 denominada Derivada Generalizada

de orden α > 0, en particular con 0 < α ≤ 1. Dicha de�nición permitió inferir
directamente las derivadas conformables y no conformables de cualquier orden posi-
tivo y calcular derivadas generalizadas de funciones de�nidas en cualquier conjunto
abierto de la recta real (y no sólo en la semirrecta positiva). Además, en esta tesis
se presentan resultados análogos a los del Cálculo clásico en el contexto de la Deri-
vada Generalizada. En tal dirección, los objetivos especí�cos alcanzados fueron los
siguientes:

Análisis de la evolución histórica de las derivadas fraccionarias clásicas.

Presentación de resultados análogos a teoremas del Cálculo clásico (Teore-
ma Rolle, Teorema del Valor Medio, Teorema de Flett, entre otros) para la
Derivada Generalizada.

La metodología seguida para la investigación, estuvo sustentada en las etapas de
trabajo siguientes:

Aproximación problémica;

Concreción;

Representación-Valoración.

12



Introducción

La etapa de Aproximación, constó de dos momentos básicos: identi�cación y for-
mulación del problema de investigación; para hacer explícito el problema de investi-
gación a resolver, hemos llevado a cabo una primera aproximación (identi�cación) al
problema de investigación. Así, en la misma dirección se realizó una nueva revisión
bibliográ�ca exhaustiva, para conocer los nuevos resultados y/o métodos utilizados
en el tema y se analizó las posibles técnicas empleadas por otros matemáticos, para
enfrentar estas problemáticas. En la etapa de Concreción, se puso en práctica los
métodos y estrategias seleccionadas, para la solución de los problemas (teoremas a
tratar) delimitados en la primera etapa. En la etapa de Representación-Valoración,
se redactó el informe de la tesis teniendo en cuenta los resultados (teoremas tra-
tados) con sus respectivas demostraciones. Así mismo, se valoraron los alcances
teórico-prácticos de los resultados de la investigación.

13



Capítulo 2

Propiedades Básicas de la Derivada
Generalizada con α ∈ (0, 1]

En este capítulo se muestran las principales propiedades y resultados asociados con
los operadores derivada e integral genaralizados con α ∈ (0, 1]. Para más información
sobre este tema ver [11, 12, 13, 14, 15, 16].

Teorema 15. Sean I ⊆ R un intervalo, f : I → R y α ∈ (0, 1]. Existe D1f en el
punto t ∈ I, si y sólo si f es Dα

K-diferenciable en t y Dα
Kf(t) = K(t, α)D1f(t).

Demostración. Suponemos primero que existe D1f en el punto t. Si tomamos q =
hK(t, α) en la de�nición de Dα

Kf , entonces obtenemos

Dα
Kf(t) = K(t, α) ĺım

q→0

f(t)− f(t− q)
q

= K(t, α)f ′(t).

El siguiente resultado contiene algunas propiedades básicas de la derivada Dα
K .

Teorema 16. Sean I ⊆ R un intervalo, f, g : I → R y α ∈ (0, 1]. Suponemos que
f, g son funciones Dα

K-diferenciables en t ∈ I. Entonces :

1. af + b g es Dα
K-diferenciable en t para todo a, b ∈ R, y Dα

K(af + b g)(t) =
aDα

Kf(t) + bDα
Kg(t).

2. fg es Dα
K-diferenciable en t y Dα

K(fg)(t) = f(t)Dα
Kg(t) + g(t)Dα

Kf(t).

3. Si g(t) 6= 0, entonces f/g es Dα
K-diferenciable en t y Dα

K(f
g
)(t) =

g(t)DαKf(t)−f(t)DαKg(t)

g(t)2
.

4. Dα
K(λ) = 0, para todo λ ∈ R.

14



Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

5. Dα
K(tp) = ptp−1K(t, α), para todo p ∈ R.

Demostración. [1] Por el Teorema 15 Dα
K(af + bg)(t) =

K(t, α) ĺımq→0
(af+bg)(t)−(af+bg)(t−q)

q
. Como f, g son Dα

K-diferenciables en t en-

tonces Dα
K(af + bg)(t) = K(t, α)(ĺımq→0

(af)(t)−(af)(t−q)
q

+ ĺımq→0
(bg)(t)−(bg)(t−q)

q
) =

Dα
K(af)(t) +Dα

K(bg)(t).

[4] Dα
K(λ)(t) = K(t, α) ĺımq→0

(λ)(t)−(λ)(t−q)
q

= 0.
El Teorema 15 nos da que f, g son funciones diferenciables en t y Dα

Kh(t) =
K(t, α)h′(t) para alguna función diferenciable h. Estos hechos implican las a�rma-
ciones [2] y [3].
Finalmente, como f(t) = tp es una función de clase C∞ en (0,∞), por el Teorema

15 se sigue que Dα
K(tp) = K(t, α)D(tp), lo cual demuestra la a�rmación [5].

Aunque el Teorema 15 proporciona una forma de obtener Dα
Kf , desafortunada-

mente, la regla de índices para derivadas iteradas no se cumple. En esta dirección,
proponemos una regla general con el �n de calcular las derivadas generalizadas ite-
radas.

Teorema 17. Sean I ⊆ (0,∞) un intervalo, t ∈ I, f : I → R, n ≥ 1 y
α1, α2, . . . , αn ∈ (0, 1]. Si existe f (n)(t) y K(n−i)(t, αi) para 1 ≤ i ≤ n− 1 entonces

Dαn
K · · ·D

α2
K D

α1
K f(t) = K(t, αn)bn−1,1(t),

donde
b0,m(t) = f (m)(t), 1 ≤ m ≤ n,

bk,m(t) =
m∑
j=0

(
m

j

)
K(j)(t, αk)× bk−1,m+1−j(t),

1 ≤ k ≤ n− 1 , 1 ≤ m ≤ n− k.

Demostración. Primero demostraremos por inducción sobre k, que existe bk,m(t)
para 1 ≤ k ≤ n− 1 y 1 ≤ m ≤ n− k.
Tenemos para k = 1 y 1 ≤ m ≤ n− 1,

b1,m(t) =
m∑
j=0

(
m

j

)
K(j)(t, α1)b0,m+1−j(t) =

m∑
j=0

(
m

j

)
K(j)(t, α1)f (m+1−j)(t).

Por hipótesis,K(j)(t, α1) existe para 1 ≤ j ≤ m ≤ n−1 y comom+1−j ≤ m+1 ≤
n entonces f (m+1−j)(t) existe tambien y entonces b1,m(t) existe para 1 ≤ m ≤ n− 1.
Asumimos ahora que la hipótesis de inducción se cumple para k−1 ≥ 1, i.e. bk−1,m(t)
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Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

existe para 1 ≤ m ≤ n− k + 1, y probemos que bk,m(t) existe para 1 ≤ m ≤ n− k.
Tenemos que

bk,m(t) =
m∑
j=0

(
m

j

)
K(j)(t, αk)bk−1,m+1−j(t).

Por hipótesis, K(j)(t, αk) existe para 1 ≤ j ≤ m ≤ n − k y como
m ≤ n − k < n − k + 1 entonces m + 1 − j ≤ m + 1 ≤ n − k + 1 y por la
hipótesis de inducción tenemos que bk−1,m+1−j(t) existe para 0 ≤ j ≤ m.

Demostraremos la fórmula D(bk,m) = bk,m+1 para 1 ≤ m ≤ n−k−1 por inducción
sobre 0 ≤ k ≤ n−1. La fórmula trivialmente se mantiene para k = 0 y 1 ≤ m ≤ n−1.
Asumamos que D(bk,m) = bk,m+1 para cada 0 ≤ k y 1 ≤ m ≤ n−k−1 con k < n−1
y demostraremos que D(bk+1,m) = bk+1,m+1 para 1 ≤ m ≤ n− k − 2 :

D(bk+1,m(t)) = D

(
m∑
i=0

(
m

i

)
K(i)(t, αk+1)bk,m+1−i(t)

)
=

m∑
i=0

(
m

i

)(
K(i)(t, αk+1)D(bk,m+1−i(t)) +K(i+1)(t, αk+1)bk,m+1−i(t)

)
=

m∑
j=0

(
m

j

)(
K(j)(t, αk+1)bk,m+2−j(t) +

m+1∑
j=1

(
m

j − 1

)
K(j)(t, αk+1)bk,m+2−j(t)

)
=

m+1∑
j=0

(
m+ 1

j

)
K(j)(t, αk+1)bk,m+2−j(t) = bk+1,m+1(t),

con m+ 1− j ≤ m+ 1 ≤ n− k − 1.
Probaremos ahora el teorema por inducción sobre n. Si n = 1 entonces por el

Teorema 15 Dα1
K = K(t, α1)f ′(t) = K(t, α1)b0,1(t), y la fórmula se mantiene en este

caso.
Asumimos ahora que la hipótesis de inducción se cumple para n− 1 ≥ 1 y proba-

remos para n. Por la hipótesis de inducción y el Teorema 15 Dαn
K D

αn−1

K · · ·Dα1
K f(t) =

Dαn
K (K(t, αn−1)bn−2,1(t)) = K(t, αn)[K(t, αn−1)D(bn−2,1(t))+K ′(t, αn−1)bn−2,1(t)] =

K(t, αn)[K(t, αn−1)bn−2,2(t) +K ′(t, αn−1)bn−2,1(t)] = K(t, αn)bn−1,1(t),
ya que 1 ≤ n− (n− 2)− 1 y la fórmula se cumple para n.

El Teorema 15 y teorema de Fermat del Cálculo clásico permiten obtener la si-
guiente generalización:

Proposición 18. Sea f una función con un extremo local en t0 que sea punto
interior. Si f es Dα

K-diferenciable en t0 para algún α ∈ (0, 1], entonces Dα
Kf(t0) = 0.
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Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

Demostración. Supongamos que f es Dα
K-diferenciable en t0 para α ∈ (0, 1], por lo

que:

Dα
Kf(t0) =Dα

Kf(t+0 ) = ĺım
h→ 0+

f(t0)− f(t0 − hK(t0, α))

h
≥ 0,

Dα
Kf(t0) =Dα

Kf(t−0 ) = ĺım
h→ 0−

f(t0)− f(t0 − hK(t0, α))

h
≤ 0.

Por tanto Dα
Kf(t0) = 0.

Un argumento similar al usado en la prueba del Teorema 16 proporciona la regla
de la cadena para la derivada generalizada.

Teorema 19. Sean α ∈ (0, 1], g una función Dα
K-diferenciable en t y f una función

diferenciable en g(t). Entonces f ◦ g es Dα
K-diferenciable en t y Dα

K(f ◦ g)(t) =
f ′(g(t))Dα

Kg(t).

Demostración. Sabemos que g es Dα
K-diferenciable en t, así por el Teorema 15, g

es diferenciable en t. Lo anterior nos indica que f ◦ g es diferenciable en t, como
α ∈ (0, 1], por el Teorema 15 se sigue que f ◦g es Dα

K-diferenciable en t y se satisface
la siguiente igualdad:
Dα
K(f ◦ g)(t) = K(t, α)D(f ◦ g)(t) = K(t, α)f ′(g(t))g′(t) = f ′(g(t))Dα

K(g(t)).

Teorema 20. Sean I ⊆ R un intervalo, f : I → R y α, β ∈ (0, 1]. Entonces f es
Dα
K-diferenciable en t ∈ I si y sólo si es Dβ

K-diferenciable en t y además

Dα
Kf(t) =

(K(t, α)

K(t, β)

)
Dβ
Kf(t).

Demostración. Si tomamos q = hK(t, α) en la de�nición de Dα
Kf , entonces obtene-

mos

Dα
Kf(t) = K(t, α) ĺım

q→0

f(t)− f(t− q)
q

=
(K(t, α)

K(t, β)

)
Dβ
Kf(t),

y existe Dα
Kf(t) si y sólo si existe Dβ

Kf(t).

Teorema 21. Sea f : [a, b] → R una función continua tal que f(a) = f(b) y f es
Dα
K-diferenciable en (a, b) para algún α ∈ (0, 1], entonces existe c ∈ (a, b) tal que

Dα
Kf(c) = 0.
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Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

Demostración. Ya que f es continua en [a, b] y f(a) = f(b), por el Teorema de
Weierstrass, hay al menos un punto extremo local c ∈ (a, b). Como f es Dα

K-
diferenciable en c con α ∈ (0, 1], tenemos lo siguiente

Dα
Kf(c) =Dα

Kf(c+) = ĺım
h→ 0+

f(c)− f(c− hK(c, α))

h

=Dα
Kf(c−) = ĺım

h→ 0−

f(c)− f(c− hK(c, α))

h
.

Como K(c, α) > 0 y c es un punto extremo local de f , concluimos que Dα
Kf(c+)

y que Dα
Kf(c−) tienen signos opuestos, por lo tanto la Proposición 18 nos permite

concluir que Dα
Kf(c) = 0.

Corolario 22. (Teorema de Rolle). Sea f : [a, b]→ R una función continua tal que
f(a) = f(b) y f es diferenciable en (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.

Teorema 23. Sea f : [a, b] → R una función continua que es Dα
K-diferenciable en

(a, b) para algún α ∈ (0, 1]. Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

c1−α

αK(c, α)
Dα
Kf(c) =

f(b)− f(a)

bα − aα
.

Demostración. Consideremos la función

g(t) = f(t)− f(a)− f(b)− f(a)

bα − aα
(tα − aα).

Esta función g satisface las hipótesis del Teorema 21 y además, existe c ∈ (a, b) tal
que Dα

Kg(c) = 0.
Entonces tenemos

Dα
Kf(t) = Dα

K

(
g(t) + f(a) +

f(b)− f(a)

bα − aα
(tα − aα)

)
= Dα

Kg(t) +
f(b)− f(a)

bα − aα
Dα
K(tα),

Dα
Kf(c) =

f(b)− f(a)

bα − aα
Dα
K(tα)(c).

Como α ∈ (0, 1], el Teorema 15 nos da Dα
K(tα) = K(t, α)α tα−1, así concluimos

Dα
Kf(c) = K(c, α)α cα−1f(b)− f(a)

bα − aα
.
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Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

Como caso particular del resultado anterior se obtiene el Teorema del Valor Medio
del Cálculo clásico.

Corolario 24. (Teorema de Valor Medio). Sea f : [a, b]→ R una función continua
y diferenciable en (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

En [23], los autores muestran algunos resultados equivalentes a otros bien conoci-
dos del Cálculo clásico para funciones diferenciables fraccionarias conformables, que
a continuación enunciaremos como corolarios de los Teoremas 21 y 23, respectiva-
mente.

Corolario 25. Sean a > 0 y f : [a, b]→ R una función dada que satisface:
1. f es continua en [a, b].
2. f es α-diferenciable en (a, b) para algún α ∈ (0, 1).
3. f(a) = f(b).
Entonces, existe c ∈ (a, b) tal que f (α)(c) = 0.

Corolario 26. Sean a > 0 y f : [a, b]→ R una función dada que satisface:
1. f es continua en [a, b].
2. f es α-diferenciable en (a, b) para algún α ∈ (0, 1).

Entonces, existe c ∈ (a, b) tal que f (α)(c) =
f(b)− f(a)
1
α
bα − 1

α
aα
·

Proposición 27. Sea f una función continua en [a, b], Dα
K-diferenciable en (a, b)

para algún α ∈ (0, 1] con λ, θ ∈ R donde λ y θ no son cero simultáneamente, entonces
existe c ∈ (a, b) tal que

Dα
Kf(c) =

K(c, α) [(θ − λ)f(c) + λf(b)− θf(a)]

λ(c− a) + θ(b− c)
. (2.1)

Demostración. Consideremos la función auxiliar

F (t) = λ(t− a)[f(t)− f(b)]− θ(t− b)[f(t)− f(a)].

La función F es continua en [a, b] y Dα
K-diferenciable en (a, b). Además, tenemos que

F (a) = F (b) = 0. Por el Teorema 21, existe c ∈ (a, b) tal que

Dα
KF (c) = 0.

Como
Dα
KF (t) = λK(t, α)[f(t)− f(b)] + λ(t− a)Dα

Kf(t)− θK(t, α)[f(t)− f(a)]− θ(t−
b)Dα

Kf(t)
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Propiedades Básicas de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

tenemos que
Dα
KF (c) = λK(c, α)[f(c)− f(b)] + λ(c− a)Dα

Kf(c)− θK(c, α)[f(c)− f(a)]− θ(c−

b)Dα
Kf(c) = 0,

así,

Dα
Kf(c) =

K(c, α) [(θ − λ)f(c) + λf(b)− θf(a)]

λ(c− a) + θ(b− c)
.

Concluyendo lo requerido.

Teorema 28. Sea f : [a, b] → R una función continua que es Dα
K-diferenciable

en (a, b) para algún α ∈ (0, 1]. Si Dα
Kf(t) = 0 para todo t ∈ (a, b), entonces f es

constante en [a, b].

Demostración. Sean s, t ∈ [a, b] con s 6= t.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s < t. Por el Teorema 23, existe

c ∈ (s, t) ⊆ (a, b) tal que

c1−α

αK(c, α)
Dα
Kf(c) =

f(t)− f(s)

tα − sα
.

Ya que Dα
Kf(c) = 0, concluimos que f(s) = f(t), por lo tanto, f es constante en

[a, b].

Corolario 29. Si f es una función continua en [a, b] que es Dα
K-diferenciable en

(a, b) para algún α ∈ (0, 1], entonces Dα
Kf(t) ≥ 0 (respectivamente, ≤ 0) si y sólo

si f es una función no decreciente (respectivamente, no creciente). Si Dα
Kf(t) > 0

(respectivamente, Dα
Kf(t) < 0), entonces f es una función estrictamente creciente

(respectivamente, decreciente).

Demostración. Sean s, t ∈ [a, b] con s 6= t.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s < t. Por el Teorema 23, existe

c ∈ (s, t) ⊆ (a, b) tal que

c1−α

αK(c, α)
Dα
Kf(c) =

f(t)− f(s)

tα − sα
.

Ya que Dα
Kf(c) ≥ 0, se concluye que f(s) ≤ f(t), por lo que f es no decreciente.

Para el resto de los casos la prueba es similar.
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Teorema 30. Sean f, g funciones continuas en [a, b], las cuales son Dα
K-

diferenciables en (a, b) para algún α ∈ (0, 1]. Si Dα
Kf(t) > Dα

Kg(t) para toda
t ∈ (a, b), entonces se veri�can las siguientes a�rmaciones:

(1) Si f(a) = g(a), entonces f(t) > g(t) para toda t ∈ [a, b].
(2) Si f(b) = g(b), entonces f(t) < g(t) para toda t ∈ [a, b].

Demostración. Consideremos la función h(t) = f(t)− g(t). Como h es una función
continua en [a, b] yDα

K-diferenciable en (a, b), el Teorema 16 nos indica queDα
Kh(t) =

Dα
Kf(t) − Dα

Kg(t) > 0 para toda t ∈ (a, b). Así, h es una función estrictamente
creciente por el Teorema 29. Por lo tanto, h(a) < h(t) < h(b) para cada t ∈ [a, b].
Si h(a) = f(a) − g(a) = 0, entonces f(t) − g(t) = h(t) > h(a) = 0 para cada

t ∈ [a, b].
Si h(b) = f(b) − g(b) = 0, entonces f(t) − g(t) = h(t) < h(b) = 0 para cada

t ∈ [a, b].

Teorema 31. Sea f una función real de�nida sobre [a, b], Dα
K-diferenciable en c ∈

(a, b) para algún α ∈ (0, 1] y Dα
Kf(c) > 0 ( Dα

Kf(c) < 0 ), existe δ > 0 tal que si
x ∈ [a, b] y c < x < c+ δ (c− δ < x < c) entonces f(c) < f(x).

Demostración. Por el Teorema 15, tenemos que Dα
Kf(c) = K(t, α)f ′(c).

Sea 0 < ε < f ′(c). Existe δ = δ(ε) tal que si x ∈ [a, b] y c < x < c + δ, tenemos
que

∣∣f(x)− f(c)

x− c
− f ′(c)

∣∣ < ε.

Así, se tiene que:

−ε < f(x)− f(c)

x− c
− f ′(c).

Ya que x− c > 0, lo anterior implica que

0 < [f ′(c)− ε](x− c) < f(x)− f(c)

El otro caso se demuestra de manera análoga.

Cabe destacar que el resultado puede ser obtenido de aplicar de forma adecuada
el Teorema 21 y resultados básicos del Cálculo clásico.

Teorema 32. Sean f, g : [a, b]→ R funciones continuas que son Dα
K-diferenciables

en (a, b) para algún α ∈ (0, 1]. Entonces existe c ∈ (a, b) tal que(
g(b)− g(a)

)
Dα
Kf(c) =

(
f(b)− f(a)

)
Dα
Kg(c).

Además, si g(a) 6= g(b) y Dα
Kg(c) 6= 0, entonces

Dα
Kf(c)

Dα
Kg(c)

=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.
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Demostración. De�namos

F (t) =
(
g(b)− g(a)

)(
f(t)− f(a)

)
−
(
f(b)− f(a)

)(
g(t)− g(a)

)
.

Como F satisface los supuestos del Teorema 21, existe c ∈ (a, b) tal que Dα
KF (c) = 0.

Por lo tanto,

Dα
KF (c) =

(
g(b)− g(a)

)
Dα
Kf(c)−

(
f(b)− f(a)

)
Dα
Kg(c) = 0,

concluyendo lo requerido.

Corolario 33. (Teorema de Valor Medio de Cauchy) Sean f, g : [a, b]→ R funciones
continuas que son diferenciables en (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que(

g(b)− g(a)
)
f ′(c) =

(
f(b)− f(a)

)
g′(c).

Además, si g(a) 6= g(b) y Dα
Kg(c) 6= 0, entonces

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Una versión general de la regla de Bernoulli-L'Hôpital se puede obtener como
consecuencia directa del Teorema 32.

Corolario 34. Sean f, g : [a, b]→ R funciones continuas que son Dα
K-diferenciables

en (a, b) tales que ĺım
t→a

f(t) = ĺım
t→a

g(t) = 0. Si existe ĺım
t→a

Dα
Kf(t)/Dα

Kg(t) para algún

α ∈ (0, 1], entonces

ĺım
t→a

f(t)

g(t)
= ĺım

t→a

Dα
Kf(t)

Dα
Kg(t)

.

Corolario 35. (Regla de L'Hôpital) Sean f, g funciones tales que ĺım
t→a

f(t) =

ĺım
t→a

g(t) = 0. Si existe ĺım
t→a

Dα
Kf(t)/Dα

Kg(t) para α = 1, entonces

ĺım
t→a

f(t)

g(t)
= ĺım

t→a

f ′(t)

g′(t)
.

Presentamos una versión generalizada del Teorema de Flett.

Teorema 36. Sea f : [a, b] → R una función Dα
K-diferenciable en [a, b] para algún

α ∈ (0, 1] tal que f ′(a) = f ′(b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

Dα
Kf(c)

K(c, α)
=
f(c)− f(a)

c− a
.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f ′(a) = f ′(b) = 0,
de no ser así, podríamos trabajar con f(t)− tf ′(a).
Consideremos la función

H(t) =

{
f(t)−f(a)

t−a , t 6= a,

0, t = a.

El Teorema 15 nos dice que H es una función continua en [a, b]; ya que f ′(a) = 0.
Por otro lado el Teorema 16 nos indica que H es Dα

K-diferenciable en (a, b], entonces
tenemos para a < t ≤ b,

Dα
KH(t) = Dα

K

[
f(t)− f(a)

t− a

]
= −(f(t)− f(a))K(t, α)

(t− a)2 +
Dα
Kf(t)

t− a
. (2.2)

Si H(b) = 0, entonces H(a) = H(b) y el resultado es una consecuencia inmediata
de (2.2) y el Teorema de Rolle (Teorema 21).
Supongamos que H(b) 6= 0. Podemos tomar H(b) > 0 (el caso H(b) < 0 es

similar). Como Dα
Kf(b) = 0, de (2.2) se sigue que

Dα
KH(b) = −H(b)K(b, α)

b− a
< 0.

Por el Teorema 31, existe c1 ∈ (a, b) tal que H(c1) > H(b). Como H es una
función continua en [a, c1] y 0 = H(a) < H(b) < H(c1), por el Teorema del Valor
Intermedio, existe c2 ∈ (a, c1) tal que H(c2) = H(b). A partir del Teorema de Rolle,
en [c2, b] tenemos

Dα
KH(c) = −(f(c)− f(a))K(c, α)

(c− a)2 +
Dα
Kf(c)

c− a
= 0.

De lo anterior se deduce el resultado.

Corolario 37. (Teorema de Flett) Sea f : [a, b]→ R una función Dα
K-diferenciable

en [a, b] para α = 1 tal que f ′(a) = f ′(b), entonces existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a
.

Corolario 38. Sean f, g : [a, b]→ R funciones Dα
K-diferenciables en [a, b] para algún

α ∈ (0, 1], con Dα
Kg(a) 6= 0, g(t) 6= g(a) para todo t ∈ (a, b], Dα

Kg(b) (g(b)− b(a)) > 0

y f ′(a)
g′(a)

= f ′(b)
g′(b)

. Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

(g(c)− g(a))Dα
Kf(c) = (f(c)− f(a))Dα

Kg(c).
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Sea Ω un conjunto abierto del espacio euclídeo Rn y sea f : Ω → C una función

medible en el sentido de Lebesgue. Si la integral de Lebesgue:
∫
B

|f |dx es �nita para

todo conjunto acotado B ⊂ Ω, con B ⊆ Ω, entonces f es una función localmente
integrable.
Sean I ⊆ R un intervalo, a, t ∈ I y α ∈ (0, 1]. En [16] el operador integral JαK,a es

de�nido para toda función localmente integrable f en I como

JαK,a(f)(t) =

∫ t

a

f(s)

K(s, α)
ds.

En [16] aparece el siguiente resultado.

Proposición 39. Sean I ⊆ R un intervalo, a ∈ I, α ∈ (0, 1] y f una función
diferenciable en I tal que f ′ es una función localmente integrable en I. Entonces
tenemos que para toda t ∈ I

JαK,a
(
Dα
K(f)

)
(t) = f(t)− f(a).

Demostración. Como f ′ es una función localmente integrable en I, el Teorema 15
nos indica que

JαK,a
(
Dα
K(f)

)
(t) =

∫ t

a

Dα
K(f)(s)

K(s, α)
ds =

∫ t

a

f ′(s)ds = f(t)− f(a),

concluyendo el resultado deseado.

En [23] se de�ne el operador integral JαK,a para la elección del kernel K dado por
K(t, α) = t1−α y [23, Theorem 3.1] muestra que

TαJαK1−α, a(f)(t) = f(t),

para cada función continua f en I, a, t ∈ I y α ∈ (0, 1]. La Proposición 40 (ver [16])
extiende a cualquier K esta importante igualdad.

Proposición 40. Sean I ⊆ R un intervalo, a ∈ I y α ∈ (0, 1]. Entonces

Dα
K

(
JαK,a(f)

)
(t) = f(t),

para toda función continua f en I y a, t ∈ I.

Para más información sobre el operador integral y sus aplicaciones ver [40, 16].
El siguiente resultado resume algunas propiedades elementales del operador integral
JαK,a.
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Teorema 41. Sean I ⊆ R un intervalo, a, b ∈ I y α ∈ (0, 1]. Supongamos que f, g
son funciones localmente integrables en I y k1, k2 ∈ R, entonces tenemos

1. JαK,a
(
k1f + k2g

)
(t) = k1J

α
K,af(t) + k2J

α
K,ag(t),

2. Si f ≥ g, entonces JαK,af(t) ≥ JαK,ag(t) para cada t ∈ I con t ≥ a,

3.
∣∣JαK,af(t)

∣∣ ≤ JαK,a |f | (t) para cada t ∈ I con t ≥ a,

4.
∫ b
a

f(s)
K(s,α)

ds = JαK,af(t)− JαK,bf(t) para cada t ∈ I.
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Capítulo 3

Aplicación de la Derivada
Generalizada con α ∈ (0, 1]

En junio de 1825, Gompertz escribió al matemático Francis Baily ofreciéndole
un artículo para la Royal Society, que trataba sobre una manera funcional de
ver la ley de la mortalidad humana y una nueva forma de determinar el valor de
la denominada "Life contigences", bajo la idea de que es posible que la muerte
sea fundamentalmente consecuencia de dos causas coexistentes; el componente
independiente de la edad, considerado como factor externo y el deterioro propio del
envejecimiento, lo que él denominaba como el agotamiento promedio del poder de
un hombre para evitar la muerte, el cual crece exponencialmente a medida que la
edad avanza.

Gompertz [18] menciona que los incrementos de las diferencias de los logaritmos
de la forma:

Log(Ln)−Log(Ln+m), Log(Ln+m)−Log(Ln+2m), · · · , Log(Ln+(k−1)m)−Log(Ln+km),

son constantes cuando Ln es una progresión geométrica y representa el número de
personas vivas que hay en una población de edad n. De tal forma que pudo adaptar
esta propuesta a algunas tablas de mortalidad disponibles en su tiempo.
Gompetz propone bajo la notación d · g qx como la intensidad de la mortalidad de

un sujeto de edad x, donde

log(g) = c,

q = p( 1

r
),

m = log(Ln)− log(Ln+r),
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Aplicación de la Derivada Generalizada con α ∈ (0, 1]

d =
La
ε
,

log(ε) =
m

1− qr
.

A partir de la idea anterior, se llega a: Y (x) = Ke−e
(a−bx)

, por lo que se buscó la
generalización del modelo a partir de la ecuación diferencial:

∂Y (x)

∂x
= bY (x)e(a−bx), (3.1)

que se puede reescribir como:

∂Y (x)

∂x
= bY (x) ln(

K

Y (x)
). (3.2)

El modelo de Gompertz tiene múltiples aplicaciones en diversas ramas de las
ciencias en general, por ejemplo; para la biomedicina se utiliza para modelar el
crecimiento de tumores [5], en el área biológica se utiliza para explicar el crecimiento
poblacional de bacterias [45, 44, 47], en el área demográ�ca [36, 38, 35, 21]. Además,
existen artículos que muestran una comparación del ajuste de los datos de interés
con distintos modelos incluyendo el de Gompertz [41, 46]. En particular, resulta
atinado plantear que recientemente el modelo de Gompertz ha sido aplicado con
éxito al estudio de los mercados y las �nanzas (ver [33, 4]).

Partiendo del modelo de ecuación diferencial (3.2), se da la siguiente ecuación
diferencial generalizada asociada al modelo de Gompertz.

Proposición 42. Sea α ∈ (0, 1], a, T > 0 y t0 ∈ I ⊆ R. Entonces la solución de la
ecuación diferencial generalizada de Gompertz

Dα
Ky(t) = ay(t)ln(

T

y(t)
), (3.3)

está dada por

y(t) = TeCe
−aJαK,t0

(1)(t)

(3.4)

con C ∈ R.

Demostración. Si y(t) está dada por (3.4), entonces de los Teoremas 16, 19 y la
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Proposición 40 se tiene

Dα
Ky(t) = TDα

K

(
eCe

−aJαK,t0
(1)(t)

)
= TK(t, α)

d

dt

(
eCe

−aJαK,t0
(1)(t)

)
= TK(t, α)eCe

−aJαK,t0
(1)(t) d

dt

(
Ce−aJ

α
K,t0

(1)(t)
)

= TK(t, α)eCe
−aJαK,t0

(1)(t)

Ce−aJ
α
K,t0

(1)(t) d

dt

(
−aJαK,t0(1)(t)

)
= TK(t, α)eCe

−aJαK,t0
(1)(t)

Ce−aJ
α
K,t0

(1)(t) (−aK−1(t, α)
)

= −aTeCe
−aJαK,t0

(1)(t)

Ce−aJ
α
K,t0

(1)(t)

= −ay(t)Ce−aJ
α
K,t0

(1)(t)

= −ay(t) ln

(
T

T
eCe

−aJαK,t0
(1)(t)

)
= −ay(t) ln

(
y(t)

T

)
= ay(t) ln

(
T

y(t)

)
y y(t) es una solución de (3.3).
Consideremos ahora el problema de valor inicial (3.3) con y(t0) = y0. Si elegimos

C = y0, entonces

y(t) = Tey0 e
−aJαK,t0

(1)(t)

(3.5)

satisface y(t0) = y0.
La solución única está dada por:

y(t) = Teln( y0T ) e
−aJαK,t0

(1)(t)

. (3.6)

Notemos que cuando α = 1 para derivadas generalizadas conformables o para el
caso en el que K(t, α) = 1 para cierto α ∈ (0, 1] entonces la solución a la ecuación
diferencial generalizada de Gompertz, es igual a la original, también notemos que
esta propuesta nos permite encontrar un mejor ajuste a los datos y no migrar a
otro modelo que pertenezca a la familia de curvas sigmoideas como lo pueden ser
las distribuciones Logisticas, Weibull o sus generalizaciones, entre otras.
A continuación se muestra una comparación de la solución de la ecuación diferen-

cial generalizada de Gompertz para distintos valores de α y para los kernel K(α, t) =
e(α−1)t y K(α, t) = e(1−α)t, tomando los valores de T = 1, t0 = 0, y0 = 0,02, a = 1.
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De tal forma para estos kernels y los valores dados, la solución del modelo de
Gompertz nos queda (Ver Figura 3.1):

y(t) = eln(0,02) e
− e

(α−1)t−1
α−1

, K(t, α) = e(1−α)t, (3.7)

y(t) = eln(0,02) e
− e

(1−α)t−1
1−α

, K(t, α) = e(α−1)t. (3.8)

Figura 3.1:

Nos basaremos en la aplicación que se realiza en [33], en la cual se aplica un
ajuste a datos del PIB de 4 países utilizando el modelo de Gompertz y un modelo
propuesto basado en el modelo de Gompertz. Se utilizarán datos del PIB de México
por sexenio a partir de 1934 a 2019 utilizando el modelo generalizado de Gompertz
para el kernel K(t, α) = e(1−α)t.
Se procede a realizar una normalización de los datos y posteriormente se hace el

ajuste con la Ecuación (3.6), para el Kernel K(t, α) = e(α−1)t:

y(t) = Teln( y0T ) e−a(
e(α−1)t−e(α−1)t0

α−1 )
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Con ayuda del programa Grace, se realiza un primer ajuste a los datos con la
ecuación propuesta y con una primera semilla inicial con valores cercanos a los
dados por las Ecuaciones (3.7) y (3.8) y para α = 1 se tiene el siguiente ajuste (Ver
Figura 3.2):

Figura 3.2:

Luego se agrega como variable el valor de α, llegando así a lo siguente (Ver Figura
3.3):
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Figura 3.3:

En la siguente �gura, se muestra el mejor ajuste para los datos (Ver Figura 3.4).
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Figura 3.4:
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Capítulo 4

Conclusión

En este trabajo se analizó la derivada generalizada(conformable y no confor-
mable). Notando que resultados conocidos y útiles en el cálculo son generalizados
cuando α ∈ (0, 1]. Destacando en este sentido la relevancia del Teorema 15 para
lograr lo antes mencionado. A continuación a modo de resumen se presentará una
tabla con los principales resultados obtenidos y sus análogos en el Cálculo Clásico.

Resumen de resultados
Nombre Cálculo Generalizado Cálculo Clásico
Propiedades
Algebrai-
cas

Dα
K(af + bg) = aDα

Kf + bDα
Kg (af + bg)′ = af ′ + bg′

Dα
K(fg)(t) = f(t)Dα

Kg(t) + g(t)Dα
Kf(t) (fg)′(t) = f(t)g′(t) + g(t)f ′(t)

Dα
K(f

g
)(t) =

g(t)DαKf(t)−f(t)DαKg(t)

g(t)2
(f
g
)′(t) = g(t)f ′(t)−f(t)g′(t)

g(t)2

Dα
K(a) = 0 f ′(a) = 0

Dα
K(tp) = Γ(p+1)

Γ(p−dαe+1)
tp−dαeK(t, α)dαe, α ∈ R+ tp = ptp−1

Dα
K(t−n) = (−1)dαe Γ(n+dαe)

Γ(n)
t−n−dαeK(t, α)dαe, α ∈

R+

Regla de
los índices

Dαn
K · · ·D

α2
K D

α1
K f(t) = K(t, αn)bn−1,1(t) f (n1) · · · f (nk) = f (

∑k
i=1 ni)
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Nombre Cálculo Generalizado Cálculo Clásico
Regla de la
Cadena

Dα
K(f ◦ g)(t) = f ′(g(t))Dα

Kg(t) (f ◦ g)′(t) = f ′(g(t))g′(t)

Teorema
de Rolle

∃c ∈ (a, b) tal que Dα
Kf(c) = 0 ∃c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0

Teorema
Valor
Medio

c1−α

αK(c,α)
Dα
Kf(c) = f(b)−f(a)

bα−aα f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

TVM
Cauchy

DαKf(c)

DαKg(c)
= f(b)−f(a)

g(b)−g(a)
. f ′(c)

g′(c)
= f(b)−f(a)

g(b)−g(a)

Regla de
L'Hôpital

ĺımt→a
f(t)
g(t)

= ĺımt→a
DαKf(t)

DαKg(t)
ĺımt→a

f(t)
g(t)

= ĺımt→a
f ′(t)
g′(t)

Teorema
de Flett

DαKf(c)

K(c,α)
= f(c)−f(a)

c−a f ′(c) = f(c)−f(a)
c−a

Teorema
Funda-
mental
Cálculo
integral

JαK,a
(
Dα
K(f)

)
(t) = f(t)− f(a)

∫ t
a
f ′(x)dx = f(t)− f(a)

TFC Dα
K

(
JαK,a(f)

)
(t) = f(t) (

∫ t
a
f(x)dx)′ = f(t)

Propiedades
Algebrai-
cas

JαK,a
(
k1f + k2g

)
(t) = k1J

α
K,af(t) + k2J

α
K,ag(t)

∫
(k1f(x) + k2g(x))dx =

k1

∫
f(x)dx+ k2

∫
g(x)dx

Si f ≥ g, JαK,af(t) ≥ JαK,ag(t) Si f ≥ g,
∫
f(x)dx ≥

∫
g(x)dx∣∣JαK,af(t)

∣∣ ≤ JαK,a |f | (t) |
∫
f(t)dt| ≤

∫
|f(t)|dt∫ b

a
f(s)
K(s,α)

ds = JαK,af(t)− JαK,bf(t)
∫ b
a
f(t)dt =

∫ b
a0
f(t)dt−

∫ a
a0
f(t)dt

Derivada
extremo
local

Dα
Kf(t0) = 0 f ′(t0) = 0

Derivada
cero es
constante

Si Dα
Kf = 0, f = c (T. 28) Si f ′ = 0, f = c

Monotonía Dα
Kf(t) ≥ 0⇔ f no decreciente (T.29) f ′(t) ≥ 0⇔ f no decreciente

Dα
Kf(t) ≤ 0⇔ f no creciente (T.29) f ′(t) ≤ 0⇔ f no creciente

Dα
Kf(t) > Dα

Kg(t) ⇔ f(t) > g(t)(f(t) < g(t)) (T.
30)

f ′(t) > g′(t) ⇔ f(t) >
g(t)(f(t) < g(t))

Dα
Kf(c) > 0⇒ f(c) < f(x) para c < x (T. 31) f ′(c) > 0 ⇒ f(c) < f(x) para

c < x

En este punto, nos cuestionamos si algunos de estos resultados se veri�can para

34



Conclusión

valores generales de α ∈ R+. Para esto, notemos primeramente que dado n > 1, Dnf
de�nido en (1.42) coincide con la derivada clásica cuando esta existe, permitiéndonos
demostrar sólo una implicación del Teorema 15 para α ∈ R+. Indicándonos que
podemos obtener resultados inesperados como los que se presentan a continuación
(ver [14]).

Proposición 43. Dado algún t0 ∈ R, existe una función Dα
K-diferenciable g : R→

R en t0 para cada α ∈ (1, 2] que no es continua en t0.

Somos del criterio que una vía para extender los resutados analizados en esta tesis
para α ∈ R+, es la siguente:

De�nición 44. Dado I ⊆ R un intervalo, n ∈ Z+ y f : I → R, decimos que f es
n-continua en t ∈ I si

ĺım
s→0

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ ks) = f(t).

Es claro que f es 1-continua si y sólo si es continua.

Teorema 45. Sea I ⊆ R un intervalo, f : I → R y α ∈ R+. Si f es Dα
K-diferenciable

en el punto t ∈ I, entonces f es dαe-continua en t.

Demostración. Tenemos que

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ks)−f(t) = −hdαe 1

−hdαe

[
n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ ks)− f(t)

]
.

(4.1)
Tomando j = k − 1 en,

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ ks)− f(t).

Se tiene,

=
n−1∑
j=0

(−1)j+2

(
n

j + 1

)
f
(
t+ (j + 1)s)− f(t) =

n∑
j=0

(−1)j+1

(
n

j

)
f
(
t+ js)

= −
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
f
(
t+ js).
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Haciendo la sustitución s = −hK(t, α) y del hecho que si n− 1 < α ≤ n→ dαe = n
se sigue que,

= −
dαe∑
j=0

(−1)j
(
dαe
j

)
f
(
t− jhK(t, α)).

Sustituyendo la expresión anterior en 4.1, se tiene,

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ks)−f(t) = −hdαe 1

−hdαe

− dαe∑
j=0

(−1)j
(
dαe
j

)
f
(
t− jhK(t, α))

 .
Aplicando que el límite del producto es el producto de los límites y la equivalencia
de que si s→ 0⇒ h→ 0 dado que K(t, α) nunca es idéntica a cero podemos aplicar
límites en ambos miembros y así obtener que:

ĺım
s→0

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ks)−f(t) = ĺım

h→0
−hdαe ĺım

h→0

1

−hdαe

− dαe∑
j=0

(−1)j
(
dαe
j

)
f
(
t− jhK(t, α))


ĺım
s→0

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ ks)− f(t) = 0 ∗Dα

Kf(t) = 0

⇒ ĺım
s→0

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
f
(
t+ ks) = f(t).

Concluyendo la demostración.

Trabajos futuros en esta línea de investigación son los siguientes:

Estudio de la derivada generalizada para α > 1.

Generalización de modelos diferenciales aplicados a Economía y Finanzas.
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