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Resumen

A lo largo de los siglos, la Matemética ha jugado un papel crucial en el desarrollo de
la civilizacién humana, pues entre otros alcances, ha permitido describir y predecir
sucesos del mundo real, mediante representaciones mateméticas. En este punto, es
valido enfatizar la importancia del Calculo Diferencial e Integral para el estudio de
muchas de las leyes de la naturaleza.

En el presente trabajo se expone una aproximacion a la derivada generalizada (con-
formable y no conformable), de orden fraccionario para 0 < a < 1. Bajo esta
perspectiva se generalizan algunos resultados del Calculo clasico (Teorema de Rolle,
Teorema del Valor Medio, Teorema de Flett, entre otros). En la misma direccion,
se muestran algunas propiedades basicas del operador integral generalizado para
0 < a < 1. Ademaés, se aplica la teoria desarrollada para estudiar un modelo gene-
ralizado de Gompertz asociado a un problema concreto de crecimiento econémico.



Capitulo 1
Introducciéon

Antecedentes, motivaciéon y planteamiento del problema

Los origenes del Calculo Fraccionario se remontan a Newton y Leibniz, por lo que
esta rama del Analisis Matematico puede ser considerada tan antigua como el Calcu-
lo clésico (ver [37]). El Célculo Fraccionario extiende la derivacion e integracion a
ordenes no enteros arbitrarios, es decir, 6rdenes reales o incluso complejos. Dicho
calculo en la actualidad, es utilizado con éxito para modelar una amplia gama de
fendmenos que ocurren en Fisica, Kconomia y la ciencia en general, ya que se ha
observado que la evolucion temporal o espacial de muchos procesos reales puede des-
cribirse con mayor precision cuando se introducen derivadas de orden fraccionario
(ver [8], [9], [26], [34], [39]).

La primera referencia sobre el Calculo Fraccionario se remonta al 30 de septiembre de
1695 |29], cuando el Marqués de L’Hospital dirige una carta a Leibniz preguntandole
de la notacion que usé para la derivada enésima de cierta funcion f(t),

d" f(t)

1.1
dtn -’ (1.1)

y por el significado que tendria dicha notaciéon en el caso de ser n = 1/2. Leibniz
responde de manera visionaria: “esta aparente paradoja permitird en el futuro
extraer interesantes consecuencias”.

En 1730 Euler propone las derivadas como tasa entre funciones y variables que
pueden expresarse algebraicamente, bajo esta perspectiva, la solucion para érdenes
no enteros es el uso de interpolaciones.

En 1738 aparece la primera extension de la derivada ordinaria en un articulo
escrito por Euler [10], observando que considerar la derivada ;i—nn de la potencia x™
tenfa sentido para p fraccionario. Partiendo de y = ™, procedié a determinar su
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Introduccion

formulacion para la derivada n-ésima:

d™y 1-2-3---m
dxm 1-2:3---(m—mn)

/ eyt
= = ", (1.2)

1
/ (—Int)"™ " dt
0

De esta forma, extiende (1.2) para el caso del orden fraccionario:

1
& / (—Int)" dt
4= o P m>p, peR. (1.3)

dav ~ ! ’
v /(—lnt)m_pdt
0

La funcion Gamma, denotada por I', es una generalizacion de la funcion factorial
para el plano complejo.

m—-n

X

Definicién 1. Sea z € C, Re(z) > 0. La funcidn Gamma es definida como

I(z) = /0 T ety (1.4)

En 1819, Lacroix [27], siguiendo la idea de Euler, desarrolla la derivada de la
funcion potencia y = 2™ utilizando la notacion de Legendre para la funcion Gamma.
d’y — T'(m+1)

- N gmep 1.
dep T'(m—p+ 1)x ’ (15)

donde para el caso particular y = x y p = 1/2 obtiene:

d?y 2z
det/2 /1’
N

puesto que I'(3/2) = *5*. Este resultado coincide con el que se obtendria utilizando
la actual definicién de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

(1.6)

Posteriormente, Fourier en 1822 [17] sugiri6 la utilizacién de su representacion
integral para f(z), dando lugar a una definicion de derivada fraccionaria.

fl) = 2 /Ooﬂa) /“Cos@(x_&))dpda, (1.7)

27 —00 —0o0
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Introduccion

donde

n

% cos(p(x — a)) = p" cos [p(:z: —a)+ ng] : (1.8)

Reemplazando n por un u arbitrario, obtiene una generalizacion para el caso
ordinario:

Pa@ = o [ ptwde [ preos oo -yt )b 19
r) = — a)do cos |p(z — ) +u—| dp. .
dzv 21 J_ o o b P 219

Abel, en 1823 [2, 3], presenta una aplicacion concreta al denominado Célculo
Fraccionario, al utilizar la derivada de orden 1/2 para resolver la ecuacion integral

/x(x — ) V2 f(t)dt = k, (1.10)

resultante de la formulacion del problema de la Tautocrona, presentado por Huygens
en 1673.

La Ecuacion (1.10) se conoce como Ecuacion Integral de Abel, que salvo por
el factor multiplicativo ﬁ, corresponde a la integral fraccionaria de orden 1/2
de Riemann-Liuoville de la funcién f(x). Abel escribi6 el lado izquierdo como

VA2 f (), por lo que trabajo con ambos lados de la ecuacion como

dx—1/2
d1/2
dl’1/2:|

V(o) = |

La primera ecuacion integral de la historia habia sido resuelta. Se observan dos
hechos: se considera la suma de los 6rdenes y la derivada de una constante no es
cero.

El trabajo de Abel fue tan inspirador para Liuoville, quien en 1832 [32, 31| definié
la derivada fraccionaria partiendo del conocido resultado para las derivadas de orden
entero n de la funcién exponencial

ﬁe‘” = a"e™ (1.11)

dz" ’ '
donde a € R, extendiendo luego este resultado para las derivadas de orden fraccio-
nario p

dP

dxP

En la misma direccién, Liouville propone que la derivada de orden arbitrario de
una funcién que pueda expresarse como la serie de funciones exponenciales del tipo

ax

= aPe"". (1.12)

f(z) = icnew, (1.13)
n=0
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Introduccion

tiene la forma

p
ij; cha” ant, (1.14)

Esta formula se conoce como la primera definicion de la derivada fraccionaria
de Liouwille, con las desventajas de ser solo aplicable a funciones expresables en la
forma (1.13) y para aquellos valores de p para los cuales la serie (1.14) converge.
Liouville adopt6 otro método con el fin de definir la derivada de orden arbitrario
para las funciones del tipo 7%, con a € R, a > 0 y x > 0. Considerando la integral

]:/ u e " du, (1.15)
0
obtuvo
. 1 (1.16)
T _= . .
['(a)
dr
Aplicando el operador fraccionario el ambos miembros de (1.16), Liouville
x
obtiene
dp —1)P [
— _re = ) / ut P ey
dxp L(a) J,
(=DPT(@+p) _(arp)
= a+p), 1.17

Llegando asi, a su sequnda definicion de deriwada fraccionaria.

Pero ambas definiciones eran de corto alcance, debido a ser validas s6lo para un
conjunto restringido de funciones. Luego de varios intentos para definir derivadas
fraccionarias, su atencion se desplazé hacia la integral fraccionaria, pensando quizas
que de ésta se deduciria la definicién de derivada como la de su operador inverso
izquierdo, en analogia al caso ordinario. En 1832, Liouville [32] obtuvo la férmula

a e
dx—pf(x):W/o U@y, Re(p) >0, (L18)

la cual, salvo por el término (—1)?, es conocida hoy en dia como la definicion de
Liouwville por la derecha de la integral fraccionaria de orden p.

En 1832, Liouville escribié acerca de una generalizacion de la regla de Leibniz
sobre la enésima derivada de un producto:

o

D*f)g(e) = 3 (1) D)D" gt

n=0
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Introduccion

donde D" es el operador diferencial ordinario de orden n, D'~" el operador
fraccionario y (Z) el coeficiente binomial expresado en términos de la funcién
Gamma.

Liouville ampli6 los coeficientes en (1.14) como:

1 h
. __ phan)\v >
a, illlg(l)hv(l e )Y, a, >0,

1
(—1)%a’ = lim —(1 — ¢"*)" a, < 0.

h—0 QY

Y al sustituirlas en la (1.14), se obtiene:

1) = Ji g D107 ()
dcivf(x) = (=1)" lim hi g[(_nm (Z) f(a +mh)]}

Estas formulas serian retomadas por Griinwald y Letnikov.

La actual definicion de integral fraccionaria de Riemann-Liouville se debe al tra-
bajo de N. Ya. Sonine en 1870 [42|, pero fue Laurent [28] quien en 1884 lleg6 a su
formulacion definitiva. Para ello, ambos autores partieron de la conocida formula de
Cauchy para integral iterada (1.19).

d™"f(x)

dx—m

:[”f)

— // / T)dTdT,_1dTy—2 - - - dTodTy

= — )"t 1.19
(n_l)/«c Y (1.19)
Generalizando el factorial a través de la funcion Gamma, obtuvieron:

a—f(z)

I rp) = L/:@—t)alf(t)dt, Re(a) > 0. (1.20)

(o)

Definicién 2. Sea o € R, o > 0 y n = [a|. El operador diferencial de Riemann-
Liouville de orden fraccionario o por la izquierda y por la derecha se definen por
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Introduccion

(ver [26])
BLpe f(z) = D"IM°f(z)

S S A G

a F(n - CY)D /a (m _ t)lfnJradt' (121)
"Dy f(z) = (=D)'I}=f(x)

IS Sy L O N

- F(n—a)( D) /x o piradt (1.22)

Dado s € R, denotamos como [s]| la parte entera mayor de s, i.e., el menor entero
mayor o igual a s, por el contrario |s| como la parte entera menor de s, o sea, el
mayor entero menor o igual a s.

Definicién 3. Sea a,a € R con a,a >0 yn = [« el operador diferencial fraccio-
nario de Caputo de orden « se define por

“Dif(x) = IrD"f(z)
B 1 T D f(t)
— ) / ( dt. (1.23)

I'n—« a —t)l-nto

Riemann desarrollo su teoria del Calculo Fraccionario cuando preparaba su tesis
doctoral, pero su obra fue publicada posteriormente en 1892. Busc6 una generaliza-
cion de la serie de Taylor, en la que definié el n-ésimo coeficiente diferencial de una
funcion f(x) como el coeficiente que acompana a h™ en la expansion de f(z + h)
con potencias enteras de h. Asi, generaliza esta definicién a potencias no enteras y
sugiere que

(o ¢]

flx+h)= Y cural@f)(x)h™e, (1.24)

n=—00
es valido para n € Nja € R. El factor ¢,y, estd determinado por la condicion
OP(0°f) = 9°F*f y encontr6é que ésta era m Riemann derivo entonces la
expresion (1.24) para « negativo:

1 ‘T*a*n

F(_&)/k (x—t)‘a‘lf(t)dt+;KnF<_n_a+ o (1.25)

donde k., K,, son constantes.

En 1867, Anton Karl Griinwald [20], Aleksey Vasilievich Letnikov [30] en 1868,
proponen una nueva definicion de derivada fraccionaria partiendo de la definicion
clasica de derivada e iterando dicho operador n veces:

9o f =

D"f(x) = lmh™ Y (—1)k(Z)f(x—kh), neN, (1.26)
k=0
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Introduccion

donde

ny n! B I'(n+1)
< ) T K(n—k)! Tk+1DIn—k+1) (1.27)

Esto les permiti6é obtener la derivada fraccionaria de orden o € R.

CLDO f(z) — mh—aLi (—1)k<2‘)f(x—kh), (1.28)
wopf) = Jim (S0) S0 () [k (20)] 0

donde a < z.

Uno de los elementos de mayor relevancia que justifican el estudio de las derivadas
fraccionarias locales es que las derivadas fraccionarias clasicas (Caputo, Riemann-
Leuville y Griinwald-Letnikov) no captan toda la informacion local. Por otro lado,
las derivadas fraccionarias clasicas D® no satisfacen las siguientes propiedades:

1. La regla del producto (cociente) para dos funciones:
D(fg) = gD*(f) + fD*(9).

pe(ly _ 9D°() = ID°(9)

g g*

, 9 #0.
2. La regla de la cadena para composicion de funciones:

D(fog)(t) = D*f(g(t))Dg(2).
3. La regla de indices en general:

DD(f) = D**P(f).

En 2014, Khalil publica el articulo: A new definition of fractional derivative 23],
el cual es considerado por muchos la obra que da comienzo al estudio de la lla-
mada derivada fraccionaria conformable local. Asi, para una funcién f, la derivada
fraccionaria conformable de orden « € (0, 1] se define por:

8



Introduccion

Definicién 4. Dada una funcion f : [0,00) — R, la “derivada fraccionaria confor-
mable” de f de orden o es definida por

T f(t) = ltm LD = SO (1.30)

e—0 g

para todo t > 0, a € (0,1). Si f es a-diferenciable en algun intervalo (0,a) con
a>0y h'rI}r T.f(t) eziste, entonces
t—0

T.f(0) = lim T.f(b). (1.31)

Ademas, si la derivada fraccionaria conformable de f de orden « existe, entonces
decimos simplemente que f es a-diferenciable.

Definicién 5. Sean o € (n,n+ 1|, f una funcidn n-diferenciable en t donde t > 0.
Entonces la derivada fraccionaria conformable de f de orden « es definida como

L) — tim FURT-D (¢ 4 gplTal-a)y _ p(lal)(p)

e—0 9

(1.32)

En la citada obra ([23|) se muestran los siguientes resultados.

Teorema 6. Si una funcion f : [0,00) — R es a-diferenciable en ty > 0 con
a € (0,1], entonces [ es continua en ty.

Teorema 7. Sean « € (0,1] y f, g funciones a-diferenciables en t > 0. Entonces
1. To(af 4+ bg) = aT,(f) + bTu(g), para todo a,b € R.
2. T, (t?) = pt*~* para todo p € R.
3. To(A) = 0 para toda X € R.

4. Ta(fg) = fTa<9) +9Ta(f)'

_ 9gTu(f) _QfToz(g> . para g # 0.

5. Tl p

6. Si f es diferenciable, entonces To(f)(t) = "% (t).

En ese mismo afio, Katugampola define una nueva derivada en un articulo titulado:
A new fractional derivative with classical properties [25], de la siguiente manera:

9



Introduccion

Definicion 8. Sea f : [0,00) — R. Entonces la derivada fraccionaria de f de orden
a es definida por

D)) = tim L) =) (1.33)

e—0 g

para t > 0y« € (0,1). Si f es a-diferenciable en el intervalo (0,a) con a > 0 y

lim D*(f)(t) existe, entonces
t—0t+

D(f)(0) = lm D(f)(t). (1.34)

t—0t+

Se obtienen resultados analogos a los teoremas descritos para el caso de la derivada
T, con este nuevo enfoque.

Luego Karci propone la siguiente definicion en un articulo llamado: Chain rule
for fractional order derivatives |24].

Definicién 9. Sea f: R — R una funcion y o € R. Entonces la derivada de orden
fraccionario o de [ se define como

f(a)(:c) — lim fex+h) - fa(x)

1.35
h—=0 (x4 h)* —z° (1.35)

Por otro lado, Tallatha en 2015 define una derivada para funciones reales de varias
variables en un articulo titulado: Total and directional fractional derivatives [43],
tomando como base la idea de la derivada de Khalil [23].

Definicion 10. Sean f: Dy C R™ — R™ una funcion, o € (0, 1], u € R™ un vector

no nulo y c € Dy. Entonces

D2 f(e) = 115% flc+tlc- u|:_1u) — flo)

(1.36)
Después Almeida et. al., proponen un nuevo tipo de derivada con un kernel en el
siguiente sentido [7]:

Definicién 11. Sea k : [a,b] — R una funcidn continua no negativa tal que k(t) # 0
para t > a. Dada una funcion f : [a,b) = R y a € (0,1), decimos que f es a-
diferenciable en t > a con respecto al kernel k si el limite

St k)~ £()

(@ () = §
£ (t) = lim A (1.37)
existe. La a-derivada en t = a se define por
() = 1im_f(2), (1.38)

t—at

si el limite existe.
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Introduccion

Los resultados obtenidos con la derivada fraccional conformable de Khalil [23],
fueron generalizados por Almeida et. al. en |7]. Notese que lim,_,; D*f(t) = f'(t),
es decir, se verifica que D*f(t) preserva el angulo de la recta tangente a la curva,
hecho que no se satisface en los casos no conformables. Asi, en 2018, Napoles et.
al. en [19], publican la siguiente derivada local no conformable, abriendo una nueva
area de investigacion en este sentido, ya que permite obtener resultados no clasicos
cuando o — 1.

Definicién 12. Dada una funcion f:[0,00) — R, la N-derivada de f de orden «
estd definida por
o t4ee) — f(t
N p(ty 1 LEEEE =IO g e (0,1). (1.39)

e—0 £

Si f es a-diferenciable en el intervalo (0,a) y lim Nl(a)f(t) existe, entonces
t—0

N f(0) = lim NV f(8).

En el ano 2019 se introduce la denominada Derivada Generalizada Local [11]
(conformable y no conformable) de la siguiente manera:

Definicion 13. Dado un intervalo I C R, f : I — R, o € R" y una funcién
continua positiva K(t,«) en I, la derivada D% f de f de orden o ent € I es
definida por

oy (0]
> (-1) ( . )f(t—th(t,a)). (1.40)

D?(f(t) = ,llll% plal

Sia=min{t € I} (b = max{t € I} respectivamente), entonces D% f(a) (D% f(b))
es definida con h — 0~ (h — 07 respectivamente) en lugar de h — 0 en el limite.

Si elegimos la funcion K(t,a) = t/*1=% entonces obtenemos el siguiente caso
particular de D%. Notese primeramente que K (t,a) = t/*1=® = 1 para cada a € N.

Definicion 14. Sean I un intervalo I C (0,00), f: I - R y o € R*. La derivada
conformable D f de f de orden o en el punto t € I es definida por
[a]

D f(t) = lim % > (—1)F (T) F(t = khtlel=2)., (1.41)

k=0
Sabemos por el Calculo clasico que si f es una funciéon definida en una vecindad
del punto t y existe D™ f(t), entonces

n

D f(t) = 1fmi2(—1)k(7;)f(t — kh). (1.42)

h—0 h"
k=0

11



Introduccion

La Derivada Generalizada D%, depende de un kernel K (¢, ), incluyendo asi varias
derivadas conformables y no conformables introducidas y estudiadas anteriormente
en la literatura cientifica. Para mas informaciéon de la derivada generalizada, ver
[6, 12, 13, 14, 15, 16, 40].

Cabe resaltar los siguientes casos:

1. Sia € (0,1] y K(t,a) = t'=*, entonces se obtiene la derivada conformable
definida en [23], ver [1, 22, 25] para méas informacion.

2. Sia e (0,1 y K(t,a) = k(t)'~*, entonces se obtiene la derivada conformable
general definida en [7].

3. Sia€ (0,1 y K(t,a) =€ ", entonces se obtiene la derivada no conformable
definida en [19].

En funciéon de lo antes expuesto, el problema de investigacion que se resolvio fue el
siguiente: ;Cémo generalizar teoremas del Calculo clasico para la derivada
generalizada (conformable y no conformable)?

En esta tesis se trabajo con la Definicién 13 denominada Derivada Generalizada
de orden o > 0, en particular con 0 < a < 1. Dicha definicion permitié inferir
directamente las derivadas conformables y no conformables de cualquier orden posi-
tivo y calcular derivadas generalizadas de funciones definidas en cualquier conjunto
abierto de la recta real (y no sélo en la semirrecta positiva). Ademads, en esta tesis
se presentan resultados andlogos a los del Calculo clasico en el contexto de la Deri-
vada Generalizada. En tal direccion, los objetivos especificos alcanzados fueron los
siguientes:

» Anélisis de la evolucion histérica de las derivadas fraccionarias clésicas.
» Presentacion de resultados anélogos a teoremas del Calculo clasico (Teore-

ma Rolle, Teorema del Valor Medio, Teorema de Flett, entre otros) para la
Derivada Generalizada.

La metodologia seguida para la investigacion, estuvo sustentada en las etapas de
trabajo siguientes:

= Aproximacién problémica;
= Concrecion;

= Representacion-Valoracion.

12



Introduccion

La etapa de Aproximacion, constd de dos momentos basicos: identificacion y for-
mulaciéon del problema de investigacion; para hacer explicito el problema de investi-
gacion a resolver, hemos llevado a cabo una primera aproximacién (identificacion) al
problema de investigacion. Asi, en la misma direccion se realiz6 una nueva revision
bibliografica exhaustiva, para conocer los nuevos resultados y/o métodos utilizados
en el tema y se analizo las posibles técnicas empleadas por otros matemaéticos, para
enfrentar estas probleméticas. En la etapa de Concrecion, se puso en practica los
métodos y estrategias seleccionadas, para la solucion de los problemas (teoremas a
tratar) delimitados en la primera etapa. En la etapa de Representacion-Valoracion,
se redact6 el informe de la tesis teniendo en cuenta los resultados (teoremas tra-
tados) con sus respectivas demostraciones. Asi mismo, se valoraron los alcances
teorico-practicos de los resultados de la investigacion.

13



Capitulo 2

Propiedades Basicas de la Derivada
Generalizada con a € (0, 1]

En este capitulo se muestran las principales propiedades y resultados asociados con
los operadores derivada e integral genaralizados con « € (0, 1]. Para més informacion
sobre este tema ver [11, 12, 13, 14, 15, 16].

Teorema 15. Sean I C R un intervalo, f : I — R y a € (0,1]. Eziste D'f en el
puntot € I, si y solo si f es D%-diferenciable en t y D% f(t) = K(t,a)D' f(t).

Demostracion. Suponemos primero que existe D! f en el punto ¢. Si tomamos g =
hK(t,«) en la definicion de D% f, entonces obtenemos

Dy f(t) = K(t,a) lim ft) = ft—q)

q—0 q

= K(t,a)f'(t).

[
El siguiente resultado contiene algunas propiedades bésicas de la derivada D$%.

Teorema 16. Sean [ C R un intervalo, f,g: I — R y a € (0,1]. Suponemos que
f,g son funciones D% -diferenciables en t € I. Entonces :

1. af + bg es D%-diferenciable en t para todo a,b € R, y D%(af +bg)(t) =
A DY () + b Digg(t).
2. fg es D%-diferenciable en t y D%(fg)(t) = f(t)D%g(t) + g(t) D% f(¢).

3. 8i g(t) # 0, entonces f/g es D%-diferenciable en t y Df‘((g)(t) =

g@t) D% f(t)—f () D5 g(t)
g(t)? )

4. D%(X) =0, para todo X € R.
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5. DY(tP) = ptP~ K (t, ), para todo p € R.

Demostracion. [1]  Por el  Teorema 15  D%(af + bg)(t) =

K(t, o) lim, 0 (af+bg)(t)_gaf+bg)(t_q). Como f,g son D%-diferenciables en ¢ en-

tonces D% (af + bg)(t) = K(t,o)(limg_q (af)(t)—éaf)(t—q) + limg_g (bg)(t)—((lbg)(t—q)) —
Diaf)O+DRO0).

[4] D3 (A\)(t) = K(t, ) lim,_, YI=IE=D — g

El Teorema 15 nos da que f,g son funciones diferenciables en t y D% h(t) =
K(t,a)h/(t) para alguna funcién diferenciable h. Estos hechos implican las afirma-
ciones [2] y [3].

Finalmente, como f(t) = t? es una funcion de clase C* en (0, 00), por el Teorema
15 se sigue que D% (t?) = K (t,«)D(t?), lo cual demuestra la afirmacion [5].

O

Aunque el Teorema 15 proporciona una forma de obtener D% f, desafortunada-
mente, la regla de indices para derivadas iteradas no se cumple. En esta direccion,
proponemos una regla general con el fin de calcular las derivadas generalizadas ite-
radas.

Teorema 17. Sean I C (0,00) un intervalo, t € I, f : 1 - R, n > 1y
a1, g, ... oy € (0,1]. 8 eziste fV(t) y KO (t, ;) para 1 < i <n — 1 entonces

D‘[X(n e D?{?D??f(t) = K(t, Oén>bn—1,1(t)7

donde
bom(t) = fI™(t),1 <m <,

m m A
be(t) = 3 (j )Km(t, ) X Birmis (1),
=0

1<k<n—-1,1<m<n-—k.
Demostracion. Primero demostraremos por inducciéon sobre k, que existe by, (t)

paral<k<n—-1lyl<m<n-—k.
Tenemos para k =1y 1 <m <n—1,

bn(®) = 3 (") KO b0 = 3 (1) KOt g0,

=0 j=0 \J

Por hipotesis, KU (¢, a;) existe paral < j <m < n—1ycomom+1—j < m+1 <
n entonces f(m+179)(¢) existe tambien y entonces by ,,(t) existe para 1 <m < n — 1.
Asumimos ahora que la hipotesis de induccion se cumple para k—1 > 1, 1.e. by_1 (%)
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existe para 1 <m <n —k+ 1, y probemos que by ,(t) existe para 1 <m <n — k.
Tenemos que

b (1) =) (m) KD(t, a1 m11-4(t)-

=0 \J

Por hipétesis, KU)(t,q;) existe para 1 < j < m < n — k y como
m<n—k<n—k+1lentonces m+1—7 < m+1<n—-—k+1yporla
hipotesis de induccion tenemos que bg_q ,,+1—;(t) existe para 0 < j < m.

Demostraremos la formula D(by ) = bg mt1 para 1 < m < n—k—1 por induccién
sobre 0 < k < n—1. La formula trivialmente se mantiene parak =0y 1 <m < n—1.
Asumamos que D(by ) = bgmy1 paracada0 <kyl<m<n—k—1lconk <n—1
y demostraremos que D(bgi1m) = bgi1mi1 paral <m <n—k—2:

D(karl,m(t)) =D (Z (?) K(i) (t? O‘k+1>bk,m+li<t)> =

1=0

NE

m . ;
( ; ) (K(Z) (t, ps1) D (bpmy1—i(t)) + KO (¢, W1 )b mr1—i (1)) =

i (j) (K(J) (t, Qg1 brymaa—j (1) + mzj (], T 1) KDt i1 )bpmsa; (t)) =

=0
m+1
m+1 ;
> ( i )K(j)(taak-i-l)bk,m-i-Q—j(t) = b1,m+1(8),

30

J=0

conm+1—7<m+1<n—Fk—1.

Probaremos ahora el teorema por induccion sobre n. Si n = 1 entonces por el
Teorema 15 D3 = K(t,aq1)f'(t) = K(t,01)bo1(t), y la formula se mantiene en este
caso.

Asumimos ahora que la hipotesis de induccién se cumple paran —1 > 1y proba-
remos para n. Por la hipotesis de induccion y el Teorema 15 DD ' -+ DR f(t) =
Dy (K (t, an1)bp—2.1(t)) = K(t, ) [K(t, Q1) D(br—2,1 (1)) + K' (£, 0n—1)bp—2,1(8)] =
K(t, ) [K(t, an—1)bn—22(t) + K'(t, tn_1)bp—21(t)] = K(t, an)bn—_11(t),

vaque 1 <n—(n—2)—1y laféormula se cumple para n.

m

El Teorema 15 y teorema de Fermat del Calculo clasico permiten obtener la si-
guiente generalizacion:

Proposicion 18. Sea f una funcion con un extremo local en to que sea punto
interior. Si f es D%-diferenciable en ty para algin o € (0, 1], entonces D% f(ty) = 0.

16
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Demostracion. Supongamos que f es D%-diferenciable en t, para a € (0, 1], por lo
que:

f(to) — f(to — hK(ty, a))

Df f(to) = D (1) = tim . >0
D?(f(to) _ D?{f@a) _ hEHéi f(tO) _ f(tOh_ hK(t07 a)) <0.
Por tanto D% f(to) = 0. O

Un argumento similar al usado en la prueba del Teorema 16 proporciona la regla
de la cadena para la derivada generalizada.

Teorema 19. Sean o € (0, 1], g una funcidn D$-diferenciable ent y f una funcion
diferenciable en g(t). Entonces f o g es D%-diferenciable en t y D% (f o g)(t) =

f'(g(t)) Dgg(t).

Demostracion. Sabemos que g es D%-diferenciable en ¢, asi por el Teorema 15, g
es diferenciable en t. Lo anterior nos indica que f o g es diferenciable en ¢, como
a € (0,1], por el Teorema 15 se sigue que fog es D%-diferenciable en ¢ y se satisface
la siguiente igualdad:

Dg(fog)(t) = K(t,a)D(fog)(t) = K(t,a)f'(9(t)g'(t) = f(9(t)) D (9(t)). O

Teorema 20. Sean I C R un intervalo, f: I — R y o, 8 € (0,1]. Entonces f es
D -diferenciable en t € I si y sdlo si es Df(—diferenciable ent y ademds

K(t,«)
K(t,5)

D/ (1) = (G0 ) D (1),

Demostracion. Si tomamos ¢ = hK (t,«) en la definicion de D% f, entonces obtene-
mos

D f(t) = K(t,a)lim f(t) — (J;(f )
_ K(t, o) 8
o <K<t’ﬁ>>DK (t),
y existe D% f(t) si y solo si existe D} f(t). -

Teorema 21. Sea f : [a,b] = R una funcion continua tal que f(a) = f(b) y f es
D% -diferenciable en (a,b) para algin o € (0,1], entonces existe ¢ € (a,b) tal que

D% f(e) = 0.
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Demostracion. Ya que f es continua en [a,b] v f(a) = f(b), por el Teorema de
Weierstrass, hay al menos un punto extremo local ¢ € (a,b). Como f es D%-
diferenciable en ¢ con a € (0, 1], tenemos lo siguiente

D%f@%=D%f@+)=hg%+f@)_fWAJUWaaD
= Dife) = 1 JOZSEIGD)

Como K(c,a) > 0y ¢ es un punto extremo local de f, concluimos que D% f(c*)
y que D% f(c™) tienen signos opuestos, por lo tanto la Proposicion 18 nos permite
concluir que D% f(c) = 0. O

Corolario 22. (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que
f(a) = f(b) y f es diferenciable en (a,b). Entonces ezxiste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 23. Sea f : [a,b] — R una funcion continua que es D$-diferenciable en
(a,b) para algin o € (0,1]. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

O D)~ f()
Cl{K(C,O_/)DKf() :

Demostracion. Consideremos la funcion

IO = @) 4

ba_aa

—a®).

Esta funcion g satisface las hipotesis del Teorema 21 y ademas, existe ¢ € (a,b) tal
que D%g(c) = 0.
Entonces tenemos

D%ﬂw::D%(ga»+fm>+fﬁiiiﬁﬂaa—a%)

ba_aa

f<b> B f((l) D%(ta),

ba_aa

= Dgg(t) +

f(b) = f(a)

Dif(e) = S0 D) ),

Como a € (0,1], el Teorema 15 nos da D (t%) = K(t,«) at®!, asf concluimos

w1 (D) = f(a)

ba_aoz

D% f(c) = K(c,a)ac
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Como caso particular del resultado anterior se obtiene el Teorema del Valor Medio
del Calculo clasico.

Corolario 24. (Teorema de Valor Medio). Sea f : [a,b] — R una funcidn continua
y diferenciable en (a,b). Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

£(0) = (@)

fle) ==

En |23], los autores muestran algunos resultados equivalentes a otros bien conoci-
dos del Calculo clasico para funciones diferenciables fraccionarias conformables, que
a continuacion enunciaremos como corolarios de los Teoremas 21 y 23, respectiva-
mente.

Corolario 25. Sean a >0 y f : [a,b] = R una funcion dada que satisface:
1. f es continua en [a,b].

2. [ es a-diferenciable en (a,b) para algin o € (0,1).

3. f(a) = f(b).

Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que f(¥)(c) = 0.

Corolario 26. Sean a >0 y f : [a,b] = R una funcidon dada que satisface:
1. f es continua en |a,b)].
2. [ es a-diferenciable en (a,b) para algin o € (0,1).

10) - fa)

Entonces, eziste ¢ € (a,b) tal que @ (c) = Tpo 1
~—hHo __ _a/a

Proposicion 27. Sea f una funcion continua en [a,b|, D%-diferenciable en (a,b)
para algin o« € (0,1] con X\, 0 € R donde X y 0 no son cero simultineamente, entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

K(e, ) [(6 = M) f(e) + Af(b) — 0f(a)]
AMc—a)+0(b—c)

Di f(c) = : (2.1)

Demostracion. Consideremos la funcién auxiliar

F(t) = Mt = a)[f(t) = f(O)] = 0(t = )[f(t) — f(a)].

La funcion F' es continua en [a, b] y D$%-diferenciable en (a,b). Ademas, tenemos que
F(a) = F(b) = 0. Por el Teorema 21, existe ¢ € (a,b) tal que

D% F(c)=0.

Como
DgF(t) = AK(t, a)[f(t) = f(0)] + Mt — a) Dy f(t) — 0K (¢, ) [ () — f(a)] — (¢ —
b)Di f ()
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tenemos que

D F(e) = AK (¢, @)[f(¢) = f(0)] + Ae = a) D f(¢) = 0K (c, a)[f(¢) — f(a)] = O(c -
b) D f(¢) = 0,

K(c,a)[(0 =N f(c) + Af(b) — 0f(a)]
AMc—a)+0(b—rc) ‘

D f(e) =

Concluyendo lo requerido.
O

Teorema 28. Sea [ : [a,b] — R una funcion continua que es D-diferenciable
en (a,b) para algin o € (0,1]. Si D% f(t) = 0 para todo t € (a,b), entonces [ es
constante en [a, b].

Demostracion. Sean s,t € [a,b] con s # t.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s < t. Por el Teorema 23, existe
c € (s,t) C(a,b) tal que

AT ey T = f(s)
aK(c,a) Dicfle) = te— s>

Ya que D% f(c) = 0, concluimos que f(s) = f(t), por lo tanto, f es constante en
a, b]. O

Corolario 29. Si f es una funcion continua en [a,b] que es D% -diferenciable en
(a,b) para algin o € (0,1], entonces D f(t) > 0 (respectivamente, < 0) si y sdlo
si f es una funcion no decreciente (respectivamente, no creciente). Si D% f(t) > 0
(respectivamente, D% f(t) < 0), entonces [ es una funcion estrictamente creciente
(respectivamente, decreciente).

Demostracion. Sean s,t € [a,b] con s # t.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s < t. Por el Teorema 23, existe
c e (s,t) C(a,b) tal que

ATy L) = f(s)
aK(e ) Dicfle) = t* — s>

Ya que D% f(c) > 0, se concluye que f(s) < f(t), por lo que f es no decreciente.
Para el resto de los casos la prueba es similar. O
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Teorema 30. Sean f,g funciones continuas en [a,b], las cuales son D%-
diferenciables en (a,b) para algin o € (0,1]. Si DY f(t) > D%g(t) para toda
t € (a,b), entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(1) Si f(a) = g(a), entonces f(t) > g(t) para toda t € |a,b).

(2) Si f(b) = g(b), entonces f(t) < g(t) para toda t € |a,b].

Demostracion. Consideremos la funcion h(t) = f(t) — g(t). Como h es una funcion
continua en [a, b] y D%-diferenciable en (a, b), el Teorema 16 nos indica que D%h(t) =
D3 f(t) — D%g(t) > 0 para toda t € (a,b). Asi, h es una funcién estrictamente
creciente por el Teorema 29. Por lo tanto, h(a) < h(t) < h(b) para cada t € [a, b].
Si h(a) = f(a) — g(a) = 0, entonces f(t) — g(t) = h(t) > h(a) = 0 para cada
t € |a,b].
Si h(b) = f(b) — g(b) = 0, entonces f(t) — g(t) = h(t) < h(b) = 0 para cada
t € la,bl. O
Teorema 31. Sea f una funcion real definida sobre [a,b], D% -diferenciable en c €
(a,b) para algin o € (0,1] y D% f(c) > 0 ( D% f(c) <0 ), existe 6 > 0 tal que si
rE€la,blyc<xz<cH+d (c—0d<z<c)entonces f(c) < f(x).
Demostracion. Por el Teorema 15, tenemos que D% f(c) = K(t, ) f'(c).

Sea 0 < € < f'(c). Existe 6 = d(e) tal que si x € [a,b] y ¢ < x < ¢+ §, tenemos
que

|f(xx):f<c) _f/(c)‘ < e
Asi, se tiene que:
—e < f(‘r;:f(c> _ f/(C).

Ya que x — ¢ > 0, lo anterior implica que
0<[f(c) —é(z—c) < flz) = flo)
El otro caso se demuestra de manera analoga. O]
Cabe destacar que el resultado puede ser obtenido de aplicar de forma adecuada
el Teorema 21 y resultados basicos del Calculo clasico.

Teorema 32. Sean f,g: [a,b] = R funciones continuas que son D% -diferenciables
en (a,b) para algin o« € (0,1]. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

(9(b) — g(a)) Dif(c) = (£(b) — f(a)) Dg(c).
Ademds, si g(a) # g(b) y D%g(c) # 0, entonces
Dy f(c) _ f(b) — f(a)

Dgg(c)  g(b) —g(a)
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Demostracion. Definamos

F(t) = (9(b) — g(a) (f(t) = f(a)) = (f(b) = f(a)) (9(t) — g(a)).

Como F satisface los supuestos del Teorema 21, existe ¢ € (a,b) tal que D% F(c) = 0.
Por lo tanto,

D F(c) = (g(b) = g(a)) D f(c) = (f(b) — f(a)) Dig(c) = 0,
concluyendo lo requerido. O]

Corolario 33. (Teorema de Valor Medio de Cauchy) Sean f, g : [a,b] — R funciones
continuas que son diferenciables en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

(9(b) = g(a)) f'(c) = (f(b) — f(a)) g'(0).
Ademds, si g(a) # g(b) y D%g(c) # 0, entonces
f'(e) _ f(b) = f(a)

g(c)  g(b) —gla)

Una version general de la regla de Bernoulli-L’Hopital se puede obtener como
consecuencia directa del Teorema 32.

Corolario 34. Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas que son D%--diferenciables
en (a,b) tales que %im f(t) = %im g(t) = 0. Si existe 7lfl'm D% f(t)/D%g(t) para algin
—a —a —a
a € (0,1], entonces
tim L) _ i DicS (D)
t—a g(t) t—a D‘])‘(g(t)

Corolario 35. (Regla de L’Hopital) Sean f,g funciones tales que P’mf(t) =
—a

ym g(t) = 0. Si existe %im D% f(t)/D%g(t) para o = 1, entonces

—a —a

lim @ = lim w
e g e g

Presentamos una version generalizada del Teorema de Flett.

Teorema 36. Sea f : [a,b] — R una funcion D$--diferenciable en [a,b] para algin
a € (0,1] tal que f'(a) = f'(b). Entonces existe c € (a,b) tal que

Dif(e) _ f(e) = fla)

K(c,a) c—a
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f'(a) = f/'(b) =0,
de no ser asi, podriamos trabajar con f(t) —tf’(a).
Consideremos la funcion

FOF@ 4,
H(t):{o tat’:a% ’

El Teorema 15 nos dice que H es una funcion continua en [a, b]; ya que f'(a) = 0.
Por otro lado el Teorema 16 nos indica que H es D%-diferenciable en (a, b, entonces
tenemos para a <t < b,

Dy H(t) = D [_f(ti = i(a)] - V) _(fia)))f(t’ o) %_JCS). (2.2)

Si H(b) = 0, entonces H(a) = H(b) y el resultado es una consecuencia inmediata
de (2.2) y el Teorema de Rolle (Teorema 21).

Supongamos que H(b) # 0. Podemos tomar H(b) > 0 (el caso H(b) < 0 es
similar). Como D% f(b) = 0, de (2.2) se sigue que

HOK((ba) _

DS H(b) = —

Por el Teorema 31, existe ¢; € (a,b) tal que H(c;) > H(b). Como H es una

funcion continua en [a,c¢;] y 0 = H(a) < H(b) < H(cy1), por el Teorema del Valor

Intermedio, existe ¢ € (a,c;) tal que H(ce) = H(b). A partir del Teorema de Rolle,
en [cy, b] tenemos

De () — Q) = @) Kle.) | Dif(e) _

(c—a)2 c—a

De lo anterior se deduce el resultado.
O

Corolario 37. (Teorema de Flett) Sea f : [a,b] — R una funcion D$--diferenciable
en [a,b] para a =1 tal que f'(a) = f'(b), entonces existe c € (a,b) tal que

f(e) = fla)

f'(e) =

Corolario 38. Sean f, g : [a,b] — R funciones D$.-diferenciables en [a,b] para algun

a € (0,1], con D¥-g(a) # 0, g(t) # g(a) para todo t € (a,b], D%g(b) (9(b) — b(a)) >0

Y g:és)) = ]gv:((g)) Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

(9(c) = g(a)) Di f(c) = (f(c) = f(a)) Dig(c).
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Sea () un conjunto abierto del espacio euclideo R" y sea f : 2 — C una funcion

medible en el sentido de Lebesgue. Si la integral de Lebesgue: / | f|dx es finita para
B

todo conjunto acotado B C €, con B C 2, entonces f es una funcién localmente
integrable.

Sean I C R un intervalo, a,t € I y a € (0,1]. En [16] el operador integral Ji , es
definido para toda funcién localmente integrable f en I como

Sa0e) = [ s

En [16] aparece el siguiente resultado.

Proposicion 39. Sean I C R un intervalo, a € I, a« € (0,1] y f una funcion
diferenciable en I tal que [’ es una funcion localmente integrable en I. Entonces
tenemos que para toda t € 1

Tica(DE (D)) = £(t) = f(a).

Demostracion. Como f’ es una funcion localmente integrable en I, el Teorema 15
nos indica que

I3 (D3 /Daf d—/f 1) - fa),

concluyendo el resultado deseado. O]

En [23] se define el operador integral Jg , para la eleccion del kernel K dado por
K(t,a) =t y [23, Theorem 3.1| muestra que

T Jga-a o (F) () = (1),

para cada funcién continua f en I, a,t € I y o € (0, 1]. La Proposicion 40 (ver [16])
extiende a cualquier K esta importante igualdad.

Proposicion 40. Sean I C R un intervalo, a € I y « € (0,1]. Entonces

Dig (Vg () (1) = f(2),
para toda funcion continua f en I ya,t € 1.
Para mas informacion sobre el operador integral y sus aplicaciones ver [40, 16].

El siguiente resultado resume algunas propiedades elementales del operador integral
JE o0
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Teorema 41. Sean I C R un intervalo, a,b € I y o € (0,1]. Supongamos que f, g
son funciones localmente integrables en I y ki, ko € R, entonces tenemos

1. J%,a(k.lf + ng) <t> = kl‘]%,af(t) + kQJfé,ag(t)a
2. 8i f > g, entonces Ji ,f(t) > Ji ,9(t) para cadat € I cont > a,

3. |Jg f@)| < Jge, | fI (t) para cada t € I con t > a,

4- fb Kfssz)x ds = Jg  f(t) = Jg,f(t) para cada t € I.




Capitulo 3

Aplicaciéon de la Derivada
Generalizada con a € (0, 1]

En junio de 1825, Gompertz escribié al matematico Francis Baily ofreciéndole
un articulo para la Royal Society, que trataba sobre una manera funcional de
ver la ley de la mortalidad humana y una nueva forma de determinar el valor de
la denominada "Life contigences", bajo la idea de que es posible que la muerte
sea fundamentalmente consecuencia de dos causas coexistentes; el componente
independiente de la edad, considerado como factor externo y el deterioro propio del
envejecimiento, lo que ¢él denominaba como el agotamiento promedio del poder de
un hombre para evitar la muerte, el cual crece exponencialmente a medida que la
edad avanza.

Gompertz [18] menciona que los incrementos de las diferencias de los logaritmos
de la forma:

LOg(Ln) - L0g<Ln+m)7 LOg(Lner) _LOQ(LnJer)a T LOg(Ln+(k—1)m> _Log(Ln+km)7

son constantes cuando L,, es una progresion geométrica y representa el nimero de
personas vivas que hay en una poblacion de edad n. De tal forma que pudo adaptar
esta propuesta a algunas tablas de mortalidad disponibles en su tiempo.

Gompetz propone bajo la notaciéon d - g como la intensidad de la mortalidad de
un sujeto de edad x, donde

log(g) = ¢,



Aplicacion de la Derivada Generalizada con « € (0, 1]

Lq
d==2
€
m
log(€) = .
og(e) = 1— 7

A partir de la idea anterior, se llega a: Y (z) = Ke_e<a7bw), por lo que se busco la
generalizacion del modelo a partir de la ecuacion diferencial:

Y (x)
ox

= bY (z)el*"), (3.1)
que se puede reescribir como:

oY (x) K
e —bY(x)ln(Y(x)

). (3.2)

El modelo de Gompertz tiene miltiples aplicaciones en diversas ramas de las
ciencias en general, por ejemplo; para la biomedicina se utiliza para modelar el
crecimiento de tumores [5], en el area bioldgica se utiliza para explicar el crecimiento
poblacional de bacterias [45, 44, 47|, en el drea demogréafica [36, 38, 35, 21|. Ademas,
existen articulos que muestran una comparaciéon del ajuste de los datos de interés
con distintos modelos incluyendo el de Gompertz [41, 46]. En particular, resulta
atinado plantear que recientemente el modelo de Gompertz ha sido aplicado con
éxito al estudio de los mercados y las finanzas (ver [33, 4]).

Partiendo del modelo de ecuacion diferencial (3.2), se da la siguiente ecuacion
diferencial generalizada asociada al modelo de Gompertz.

Proposicion 42. Sea a € (0,1], a,T > 0 y to € I CR. Entonces la solucion de la
ecuacion diferencial generalizada de Gompertz

T
D5y(t) = ay(t)in(—), 3.3
) = ay(0in o) (33
estd dada por
—aJ% , (1)(1)
y(t) = TeCe " (3.4)

con C € R.

Demostracion. Si y(t) esta dada por (3.4), entonces de los Teoremas 16, 19 y la
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Aplicacion de la Derivada Generalizada con « € (0, 1]

Proposicion 40 se tiene
Dyy(t) = TD¥ (@ce“"%,to““”)
@ =

d —aJf 4 (D®)
— TK(t,a)% (ece o )

_ TK(t, CY)€Ce_aJIOévt0(1)(t>% (Oe_a{]%’to(l)(t))

—aJ , () o d
= TK(t,a)e® ™" (76—“JKJOUJ“>5E (—aJg,, (1))

Ce MO (—aK~'(t, )
—aJf 4 (D)

= —aTe’* Ce k(D)

—aJf 1o (D®)

= TK(t,a)e

— _ay(t)cewc}i’é,to(l)(t)

T —aJg (D)
= —ay(t)In (Tece oo )

- —arto (1)

:amwm(i%)

v y(t) es una solucion de (3.3).
Consideremos ahora el problema de valor inicial (3.3) con y(ty) = yo. Si elegimos
C = 1o, entonces

y(t) = Tewoe R0 (3.5)
satisface y(to) = yo.
La solucién tnica esta dada por:
—aJ% 4 ()(1)
y(t) = Ten(F)e Mo (3.6)
O

Notemos que cuando o = 1 para derivadas generalizadas conformables o para el
caso en el que K(t,a) = 1 para cierto o € (0, 1] entonces la solucion a la ecuacion
diferencial generalizada de Gompertz, es igual a la original, también notemos que
esta propuesta nos permite encontrar un mejor ajuste a los datos y no migrar a
otro modelo que pertenezca a la familia de curvas sigmoideas como lo pueden ser
las distribuciones Logisticas, Weibull o sus generalizaciones, entre otras.

A continuacién se muestra una comparacion de la solucion de la ecuacion diferen-
cial generalizada de Gompertz para distintos valores de o y para los kernel K («, t) =
ety K(a,t) = 1= tomando los valores de T = 1,5 = 0, yo = 0,02, a = 1.
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De tal forma para estos kernels y los valores dados, la solucién del modelo de
Gompertz nos queda (Ver Figura 3.1):

e(131—1)7571

y(t) = eln(0.02) e o=t VK (t o) = el1—a)t, (3.7)
_e(l—a)t71

y(t) = en(0.02) - K(ta) = ela—Dt (3.8)
Figura 3.1:

Soluciones del modelo fraccionario de Gompertz

K(t,a) = gl1-aj
a=0.75
- =0
- — —=0.85

- - —n=

o=1

Nos basaremos en la aplicacion que se realiza en [33], en la cual se aplica un
ajuste a datos del PIB de 4 paises utilizando el modelo de Gompertz y un modelo
propuesto basado en el modelo de Gompertz. Se utilizardn datos del PIB de México
por sexenio a partir de 1934 a 2019 utilizando el modelo generalizado de Gompertz
para el kernel K (t,a) = (=),

Se procede a realizar una normalizacion de los datos y posteriormente se hace el
ajuste con la Ecuacion (3.6), para el Kernel K(t,a) = el@= Dt

(a=1)t_c(a=Dto |

—a(® a—1

y(t) = T (R
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Con ayuda del programa Grace, se realiza un primer ajuste a los datos con la
ecuacion propuesta y con una primera semilla inicial con valores cercanos a los
dados por las Ecuaciones (3.7) y (3.8) y para a = 1 se tiene el siguiente ajuste (Ver
Figura 3.2):

Figura 3.2:

Ajuste a PIB con modelo de Gompertz [raccionario

038 . ‘ . . ;
4
L a=1 /’ _
T =5.9019 &/
Yo = 0.0575 /
06— a=13324 // i
tp = 0.1091 p:
L /‘ ]
/
e
04— ® -
s
/
.
[ - -
"
02— -~ —
//ﬁ/
L - J
_-—’Qf’a
g ! . ! . !
0 0.2 0.4 0.6

(t-1934)/100

Luego se agrega como variable el valor de «, llegando asi a lo siguente (Ver Figura
3.3):
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Figura 3.3:
0.8 . , . . -
a = 0.9064 3
T = 22362 P4
o = 00145 8,
o a=21760 s
6= | g = 241051075 / ]
b
-
#
‘o
L
04 e —
rd
r
P
rd
&
/_/
e L
02 ~® —
-~
/10
r"',
-
e
R Sl ! . 1 . 1 !
0 0.2 0.4 0.6

(t-1934)/100

En la siguente figura, se muestra el mejor ajuste para los datos (Ver Figura 3.4).
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Figura 3.4:
1 T I T T T
: a = 06228
T = 1.6226
0.8 |, =3382x10"*
a=2022
L to = 0.011 8,
®
o 7
8 0.6 [ 7/
=) @//
Q ;
~ //
B 041 e
A ,
7
- 7
&
2+ @
0.2 o~
i e
- e
=
ob—®~ | . | . | .
0 0.2 0.4 0.6

(t-1934)/100
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Capitulo 4

Conclusi6n

En este trabajo se analizo la derivada generalizada(conformable y no confor-
mable). Notando que resultados conocidos y utiles en el calculo son generalizados
cuando « € (0, 1]. Destacando en este sentido la relevancia del Teorema 15 para
lograr lo antes mencionado. A continuaciéon a modo de resumen se presentara una
tabla con los principales resultados obtenidos y sus anélogos en el Calculo Clasico.

Resumen de resultados

Nombre Calculo Generalizado Calculo Clasico
Propiedades| D% (af + bg) = aD% f + bD%g (af +bg) =af + by
Algebrai-
cas

D5 (f9)(t) = (1) Dieg(t) + () D £ (1) (f9)(t) = F()g'(1) + g(0) /(1

« _ 9@®) D% f(#)—f(t)D%g(t) _ 9t f ) -f1g' (@)

Di()(t) = 22l 00k (5 (t) = LU0

Dic(a) = 0 f(a) =0

Dg(t?) = r(;jﬁil)tlj_m][((taOZ)W» a e RY tr = ptr~!

D?((t7") _ (_1)]'0[| F(Tllj(;[;ﬂ) t*n*ra][((t, a)]'o[\7 =

R+
Regla de D(Il(” T D?(zD?(lf(t) = K(tv an)bn—l,l(t) f(n1) e f(nk) = f(Zle ni)
los indices
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Nombre Calculo Generalizado Célculo Clasico
Regla de la | Dy (f o g)(t) = f'(g(t)) Dig(t) (fog)(t) = f(g(t)g'(t)
Cadena
Teorema de € (a,b) tal que D f(c) =0 de € (a,b) tal que f'(c) =0
de Rolle
Teorema, % D f(c) = % f'e) = W
Valor
Medio
r Dgfle) _ fO)—=f(a) f'(e) _ f()—f(a)
TVM Digle) ~ s®)g(a)° 7 ~ 9b-g(a
Cauchy
: ; J@) _ ¢ DEf® ; S _ ¢ JHO)

Regla . de | lim;_,q % = lim,_,, % lim;_,, % =lim,_,, g,—g)
L’Hopital

D% f(ce c)—f(a / c)—f(a
Teorema | 2522 = 10-7@ 7i(o) = T
de Flett
Teotema | g, (D5 (1)) () = 7(6) — /(0] TP @y = 1) — f(a)
Funda-
mental
Calculo
integral
TFC D5 (T (1)) = £(2) (f, f@)dz) = f(1)
Propiedades| Ji , (ki f + k2g) (t) = k1 Jgt o f () + ko TR 49(t) J(kif(z) +  kog(x))dx =
Algebrai- ki [ f(z)dx + ko [ g(z)dx
cas

i f 2 0, T uf (02 TR 90 Si f > g. [ f(@)de > [ gla)ds

oS (O] < T30 111 () ] Fed] < 1)l

bof(s o o b b a

Y Zksds = Ji S (1) = Tg o/ (1) [, fydt = [ feydt — [ f(t)dt
Derivada D% f(t) =0 f'(to) =0
extremo
local
Derivada | Si D% f =0, f =c (T. 28) Si ff=0,f=c
cero es
constante
Monotonia | D% f(t) > 0 < f no decreciente (T.29) f'(t) > 0 < f no decreciente

D% f(t) <0< f no creciente (T.29)

Dy f(t) > Dig(t) & f(t) > g()(f(t) < 9(t)) (T

30)

D% f(c) >0= f(c) < f(x) parac < z (T. 31)

f'(t) <0< f no creciente

f'le) > 0 = f(c) < f(x) para

c<x

En este punto, nos cuestionamos si algunos de estos resultados se verifican para
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valores generales de o € R*. Para esto, notemos primeramente que dadon > 1, D" f
definido en (1.42) coincide con la derivada clasica cuando esta existe, permitiéndonos
demostrar s6lo una implicacion del Teorema 15 para o € R*. Indicdndonos que
podemos obtener resultados inesperados como los que se presentan a continuacion
(ver [14]).

Proposicion 43. Dado algin ty € R, existe una funcion D%-diferenciable g : R —
R en ty para cada o € (1,2] que no es continua en t.

Somos del criterio que una via para extender los resutados analizados en esta tesis
para o € R™, es la siguente:

Definicién 44. Dado I C R un intervalo, n € Z* y f : I — R, decimos que [ es
n-continua ent € I si
lim » (—1)! (Z)f(t+ks) = f(t).

s—0

Es claro que f es 1-continua si y so6lo si es continua.

Teorema 45. Sea I C R un intervalo, f : I — Rya € RT. Si f es D}--diferenciable
en el punto t € I, entonces f es [a]-continua en t.

Demostracion. Tenemos que

3 (-1Ft (Z)f(t—f—ks)—f(t) — _plel _;M [Z(_l)kJrl <Z)f(t +ks) — f(t)]

k=1

Tomando 7 = k — 1 en,

Se tiene, )
- 7:<—1>f+2 (j1 )7+ G+ v - 0 - é(—w“( UGS
Sy
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Haciendo la sustitucion s = —hK(t,«) y del hecho quesin—1<a <n— [a] =n
se sigue que,

[o]
_ IREY; (0‘1 o o
> (j)f(t JhEK(t,a)).

Sustituyendo la expresion anterior en 4.1, se tiene,

n

[a]
S04 () (e p0 =~ i |- v (1) e - v,

k=1 §=0

Aplicando que el limite del producto es el producto de los limites y la equivalencia
de que si s - 0 = h — 0 dado que K (¢, «) nunca es idéntica a cero podemos aplicar
limites en ambos miembros y asi obtener que:

h—0 h—0 —
k=1 7=0

s—0

n

i S04 () 7(e - ks) = 10 =0 D31 (0) =0

n

= lim 3 (<1 (Z)f(t T ks) = f(1).

Concluyendo la demostracion. O

Trabajos futuros en esta linea de investigacion son los siguientes:
= Estudio de la derivada generalizada para o > 1.

» Generalizacion de modelos diferenciales aplicados a Economia y Finanzas.
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