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Alternativas en recuperaciéon de
fase

Resumen: En esta tesis presentamos un conjunto de alternativas de recupera-
cién de fase. Iniciamos con antecedentes tedricas del fendémeno de interferencia y
difraccion. Presentamos el fendmeno de difraccion junto con la teoria de Fourier y
la idea general de recuperacion de fase. Entonces, se da paso a la recuperacion de
fase por difraccién, con la explicaciéon tedrica de la funcionalidad de la lente delgada
dentro de un sistema Optico 4f y del algoritmo Gerchberg-Saxton, los cuales es-
tan completamente relacionados. Después se muestra la eficiencia del algoritmo con
ejemplos de simulaciones. Como aporte extra se hace una evaluacién experimental
usando mediciones de intensidad, presentando obstaculos en la ejecucion directa del
algoritmo.

Posteriormente, se estudia la recuperacion de fase por interferencia mostrando
la estimacién de luz de fondo la cual es un principal inconveniente para algunos
métodos de recuperacion por el fendémeno de interferencia. También presentamos
cinco métodos los cuales, en orden de interés, son Takeda, Brunning, Greivenkamp,
Gram-Schmidt y minimizacion del coeficiente de variacion. Es el tltimo método al
cual se le encontré una mayor aportacién al problema de recuperacién de fase por
interferencia, ya que es eficiente bajo complicaciones experimentales y de procesa-
miento computacional.

Los métodos de recuperacién de fase abordados fueron analizados de forma de-
tallada con su respectiva simulacién computacional. Adicionalmente, se realiza una
evaluacion experimental del método de minimizacién del coeficiente de variacion
usando dos interferogramas. A lo largo de la presentacion de los métodos de recu-
peracion por interferencia, se hace uso del desenvolvimiento de fase, es por eso que
se incluye el desarrollo tedrico de este.

Palabras clave: Fase, recuperacion, desenvolvimiento, algoritmo, di-
fraccion, interferencia, interferogramas.



Phase recovery alternatives

Abstract: In this thesis we present a set of phase recovery alternatives. We
begin with theoretical antecedents of the phenomenon of interference and diffraction.
We present the phenomenon of diffraction together with Fourier theory and the
general idea of phase recovery. Then, phase recovery by diffraction takes place, with
the theoretical explanation of the functionality of the thin lens within a 4f optical
system and the Gerchberg-Saxton algorithm, which are so completely related. The
efficiency of the algorithm is then shown with examples of simulations. As an extra
contribution, an experimental evaluation is made using intensity measurements,
presenting obstacles in the direct execution of the algorithm.

Subsequently, the phase recovery by interference is studied showing the estima-
tion of the background light which is the main drawback for some recovery methods
by the interference phenomenon. We also present five methods which, in order of
interest, are Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt, and minimization of
the coefficient of variation. It is the last method to which was found a greater con-
tribution to the phase recovery by interference problem , since it is efficient under
experimental complications and computational processing.

The phase recovery methods addressed were analyzed in detail with their res-
pective computational simulation. Additionally, an experimental evaluation of the
method of minimization of the coefficient of variation is carried out using two in-
terferograms. Throughout the presentation of the phase recovery methods by in-
terference, the unwrapped phase is used, that is why its theoretical development is
included.

Keywords: Phase, recovery, unwrap, algorithm, diffraction, interference, inter-
ferograms.
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Objetivos

Objetivo general
El objetivo de esta tesis es analizar la recuperacion de fase desde el punto de vista
de la difraccion y de la interferencia, asi como dar a conocer las ventajas y desven-
tajas de los métodos propuestos en este trabajo para finalmente encontrar el mejor
método de recuperaciéon de fase.

Objetivos particulares

= Desarrollo del algoritmo Gerchberg-Saxton y su implementaciéon en MATLAB
con criterios de convergencia para simulaciones computacionales.

» Analisis computacional de cinco métodos de recuperacién de fase por interfe-
rencia (Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt, y minimizacién del
coeficiente de variacion).

» Eliminacion de la luz de fondo en patrones de interferencia.

= Implementacién del algoritmo de desenvolvimiento de fase por minimos cua-
drados y redondeo.

II1
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Capitulo 1

Introduccion

Los avances en la comprension del mundo que nos rodea ha sido posible gracias a
las herramientas y métodos que permiten adquirir informacién sobre los fenémenos
que ocurren en la naturaleza. Un ejemplo clasico es la Teoria de la Relatividad de
Einstein desarrollada a partir de mediciones de alta precision de la velocidad de
la luz [1]. La necesidad de realizar mediciones sobre fenémenos fisicos ha sido de
importancia considerable en los ultimos cien anios. En particular, con la invencion
del laser a mediados del siglo pasado, cientificos de todo el mundo han revolucionado
la tecnologia con novedosos métodos de medicién optica. El impacto que ha tenido
la metrologia 6ptica va desde la microscopia por contraste de fase en aplicaciones
médicas hasta la espectroscopia para entender de qué estd hecho el universo [2].

En metrologia éptica, el uso de fuentes laser ha permitido explotar propiedades
de la luz (coherencia, polarizacién, longitud de onda, fase, etc), asi como métodos
de medicién dependientes de la cantidad fisica a medir, como es el caso de la in-
terferometria. Por otro lado, existen otras aplicaciones tales como la deflectometria
optica donde se emplean fuentes de luz blanca en lugar de fuentes laser. En otras
aplicaciones como interferometria de doble ventana y perfilometria por proyeccion
de franjas, ademas de elementos épticos convencionales, se emplean dispositivos
opto-electrénicos como las pantallas de cristal liquido y video-proyectores [3, 4].

En metrologia 6ptica, las propiedades épticas de la luz juegan un papel relevante.
Sin embargo, no en todos los casos es posible medir directamente alguna cantidad
relacionada con la luz. Por ejemplo, en una fotografia (grabacion en dos dimensiones
de una escena tridimensional) lo que se graba experimentalmente es la intensidad
de la luz en el plano de la pelicula fotografica. Como resultado se pierde toda la
informacién sobre fases relativas de la escena real [5].

En general, la recuperacion de fase es un tema crucial en problemas précticos
relacionados con reconstruccion de superficies, microscopia, mediciones de profundi-
dad, tomografia , y difraccién de rayos X [6, 7]. Sin embargo, reconstruir un objeto
tanto en amplitud como en fase ha sido dificil de conseguir.
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La forma mas simple de representar un campo de luz es
E(z,y) = A(z,y)e?™), (1.1)

donde A(z,y) es la amplitud del campo y ¢(x,y) la fase. La tecnologia actual de
sensores fotosensibles nos permite realizar mediciones de magnitud de un campo de
luz. Esto es, del campo de luz E(z,y) podremos detectar

I(z,y) = | E(z,y)[I
= E*(2,y)E(z,y) (1.2)
= A%(z,y),

donde [-]* denota el complejo conjugado. Observe que la informacién de fase ¢(x,y)
se pierde durante la grabacion [8].

La comunidad cientifica ha abordado el problema de recuperacién de fase y varias
técnicas exitosas han sido propuestas. En general, los métodos propuestos se pueden
clasificar en dos grupos que dependen del fenémeno de la luz que se use para deducir
la distribucién de fase; especificamente, difraccion e interferencia.

1.1. Recuperacién de fase por difraccion

Los métodos de extraccion de fase basados en difraccion explotan la capacidad
que de predecir como se propaga la luz. En estos métodos, se parte del hecho de
que la luz es una onda electromagnética y su propagaciéon se puede describir con
exactitud usando la teoria de difracciéon como se ilustra en la Fig. 1.1.

z

Fig. 1.1. Teoria de difraccion para determinar el campo de luz en el plano zy resul-
tante de la propagacion del campo de luz en el plano £7. Imagen tomada del libro

de Joseph W. Goodman [9].

A diferencia de la extraccién de fase basada en interferencia, los métodos basa-
dos en difraccion no requieren de un campo de luz de referencia. Esto representa
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ciertas ventajas experimentales que hacen posible su aplicacién en estudios tales
como andlisis de estructuras cristalinas por difraccién de rayos X [10]. La difraccién
no solo ocurre en materiales cristalinos, también ocurre en proteinas y muestras
nanoestructuradas. Asi, el analisis de intensidad de campos difractados permite la
obtencion de imagenes de alta resolucion sobre la estructura interna de este tipo de
muestras [11].

A grandes rasgos, los métodos de extraccion de fase basados en difraccion ana-
lizan la intensidad del campo de luz en varios planos. Matematicamente, considere
que

EO(xv y) = Aﬂ(xv y>€id)0(%y)7 (13)

es el campo de luz en el plano de entrada £n. Supongamos que T es el operador
que describe la difraccion y propagacion del campo de luz, entonces el campo de luz
detectado en el plano de deteccién xy estarda dado por

Ey(z,y) = T[Eo(w,y)}. (1.4)

El operador T puede estar definido como la transformada de Fresnel o la transfor-
mada de Fourier segiin se considere difraccién de campo cercano (Fresnel) o lejano
(Fraunhofer), respectivamente.

Debido a que en la préctica solo podemos realizar mediciones de intensidad,
entonces el problema de recuperacion de fase por difraccion se puede establecer
como sigue. Dadas las mediciones de intensidad

Io(z,y) = || Aoz, y)e @],

) (1.5)
Lz,y) = |T[Eo(z.v)]|| .
y el modelo de difraccién T, determine la funcién de fase ¢o(z,y) tal que
4 2
Lt y) = |7 [ Vo, o] (1.6

Experimentalmente, se capturan las distribuciones de intensidad del campo de luz
de interés en varios planos para analizar como el campo de luz se ha propagado. De
esta forma, conociendo el modelo de propagacion 7 y la intensidad del campo de luz
I(z,y) en dos o més planos, se determina la distribucion de fase que debe contener
el campo de luz analizado para reproducir los mapas de intensidad observados.

La relevancia de las aplicaciones desarrolladas en base a este enfoque ha motivado
la generacion de varias metodologias de recuperacion de fase basadas en difraccion
8, 12, 13]. En la actualidad, este es un tema de investigacién activo que trata de
resolver algunas dificultades de su implementacion. Por ejemplo, la ambigiiedad de
fase y la longitud de coherencia que obliga a que la fase del campo de luz analizado
no exceda una longitud de onda. Asimismo, la comunidad también busca resolver
limitaciones experimentales como la necesidad de desplazar elementos 6pticos del
arreglo experimental y los subsecuentes errores debido a inestabilidades mecanicas.
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Los métodos de recuperacién de fase por difraccion mas eficientes estan basa-
dos en el algoritmo iterativo propuesto por Gerchberg-Saxton [14]. En el capitulo
2.5 de esta tesis se realizara un estudio detallado sobre las propiedades del algorit-
mo de Gerchberg-Saxton, detalles de la implementacion, y su desempeno tanto en
simulaciones computacionales como en el procesamiento de datos experimentales.

1.2. Recuperacion de fase por interferencia

La fase de un campo de luz no se puede detectar usando solo mediciones de
intensidad. Sin embargo, cuando dos campos de luz se superponen, digamos

Ei(z,y) = Ai(z,y)e v,

4 1.7
By(z,y) = As(z,y)e ), (L)

entonces la intensidad resultante sera una funcién de la diferencia de fase entre los
campos superpuestos. Matematicamente,

I(z,y) = || Ex(z,y) + Ea(z,y)|”
= Ef(z,y)Er(z,y) + B3 (2, y) Ex(x,y) + 2E:1 (2, y) Ex(2, y) (1.8)

)
= A%(‘T,y) + Ag(x7y) + 2A1<$,y)A2(5L’,y) cos {(bl(may) - ¢2<$,y)],

I(z,y) = a(z,y) + bz, y) cos d(,y), (1.9)

donde I(x,y) es conocido como patron de franjas debido a la particular forma de
la intensidad resultante, a(x,y) = A3(x,y) + A3(x,y) es la luz de fondo, b(x,y) =
2A1(z,y)As(z,y) es la luz de modulacion, y

(b(I?y) :gzﬁl(x,y)—(bg(x,y) (110)

es la fase codificada en el patron de franjas. De esta forma, si usamos como referencia
el campo de luz Fy(x,y) y conocemos su fase ¢o(z,y), entonces se podra recuperar
la distribucion de fase ¢1(x,y) del campo de luz de interés. Los métodos de recupe-
racion de fase basados en esta idea son conocidos como métodos de extraccién de
fase por procesamiento de patrones de franjas [15].

El interferémetro de Michelson es un instrumento muy util para observar la
intensidad resultante de la interferencia de dos campos de luz [16]. En la Fig. 1.2
se muestra la construccion experimental del interferometro de Michelson. En la Fig.
1.3 se muestran patrones de franjas tipicos obtenidos con este interferémetro.

Cuando el espejo de referencia del interferometro de Michelson es trasladado
a lo largo del eje 6ptico, se introducirdn incrementos de fase constante conocidos
como corrimientos de fase. En las Figs. 1.3(a)-(c) se muestran tres patrones de
franjas con corrimiento de fase introducidos trasladando el espejo de referencia del



1. Introduccion

& = F
l:l JDS‘Yiphuse L: ,_ =
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Fig. 1.2. Arreglo experimental del interferémetro de Michelson.

interferometro. Estos patrones de franjas se pueden describir matematicamente como

Li(w,y) = al(,y) + b, y) cos |$(z,y) + 61,

I(x,y) = a(z,y) + b, y) cos [d(z,y) + b, (1.11)

L(w,y) = a(,y) + bla.y) cos [o(z,y) + 5],

donde el corrimiento de fase o, k = 1,2,--- ,n, es proporcional a la traslacion dada
al espejo de referencia. En los algoritmos clasicos, el corrimiento de fase se asume

conocido y se usa como referencia para calcular la luz de fondo a(z,y), b(z,y), vy
fase ¢(x,y) [17, 18].

Alternativamente, en lugar de realizar traslaciones axiales, se puede inclinar el
espejo de referencia del interferometro de Michelson. El resultado sera un patrén de
franjas con “corrimiento de fase espacial” como se muestra en la Fig. 1.3(d). Este
patrén de franjas se puede describir matematicamente como

I(z,y) = a(z,y) + b(x, y) cos {qﬁ(m, Y) + wex + wyy}, (1.12)

donde las frecuencias angulares w, y w, son proporcionales a la inclinacién dada
al espejo de referencia. Se puede mostrar que las frecuencias w, y w, trasladan
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(a) (b)

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fig. 1.3. Patrones de franjas tipicos generados con el interferémetro de Michelson.
(a)-(c) Patrones de franjas con corrimiento de fase introducido trasladando el espejo
de referencia. (d) Patrén de franjas con “corrimiento de fase espacial” introducido
inclinando el espejo de referencia.

convenientemente el contenido espectral de la funcién de fase ¢(z,y) en el plano
de Fourier. Asi, se puede usar la transformada de Fourier de I(z,y) para extraer la
fase de interés ¢(z,y) a través de un proceso de filtraje [19, 20]. Los detalles de este
método de recuperacion de fase usando solo un patrén de franjas con corrimiento
de fase espacial serd analizado en la seccién 3.2 de esta tesis.

El método de corrimiento de fase [17, 18] y el método de anélisis de Fourier
[19, 20] son enfoques clésicos de extraccion de fase basados en interferencia. En la
seccion 3 de esta tesis se presentaran los principios tedricos de operacion de estos
métodos.

Desde entonces, la extraccién de fase por procesamiento de patrones de franjas
ha sido un tema de investigacién muy activo [21, 22]. Recientemente, se han sugerido
alternativas a los métodos clasicos de extraccién de fase que incrementan la flexi-
bilidad y eficiencia de estos métodos. A continuacion se hace una breve descripcién
de las alternativas que seran analizadas en este trabajo de tesis.

La caracteristica mas restrictiva de los algoritmos de corrimiento de fase clasicos
es la necesidad de conocer el corrimiento de fase a priori. En muchas condiciones
experimentales, el corrimiento de fase es dificil de controlar. En estas aplicaciones,
los algoritmos clasicos de corrimiento de fase son inaplicables. Para afrontar este
problema, se han propuesto generalizados algoritmos que incluyen rutinas especia-



1. Introduccion

les para la estimacion de corrimiento de fase. Es por eso que en el capitulo 3 se
profundiza el problema de conocer el valor de corrimiento de fase analizando los
métodos de Takeda, Brunning y Gravenkamp. Asi como un especial andlisis del
método de Gram-Schmidt [23] y la alternativa de extraer la fase por medio de la
minimizacion del coeficiente de variacién [24] en la seccién 3.5

En general, los métodos de corrimiento de fase estan basados en la explotacion
de propiedades de los patrones de franjas. Por ejemplo, la ortogonalidad de los
patrones de franjas con corrimiento de fase [23] o que el valor esperado de una senal
cosenoidal es cero [25, 26]. Recientemente, se ha propuesto un enfoque diferente
basado en optimizacion que consiste en la minimizacion del coeficiente de variacion
de la luz de modulacién [27]. En la seccion 3.6 de esta tesis se analizaran los detalles
de esta nueva propuesta y se plantearan las ventajas y desventajas de este enfoque.

1.3. Estructura del documento

El contenido de esta tesis estd organizado en cuatro capitulos. El capitulo 1
realiza la introduccién de esta tesis. El capitulo 2 presenta la teoria detras de la
recuperacion de fase por el fenémeno de difraccion, el formalismo operacional usado
para la descripcion del arreglo 4f, la presentacion del algoritmo Gerchberg —Saxton,
y finalmente la implementaciéon computacional asi como la evaluacion experimental.
El capitulo 3 contiene la descripcién de métodos de recuperacion de fase por el
fenémeno de interferencia. En este capitulo se abordan 5 métodos en los cuales se
resaltan las ventajas y desventajas de estos, asi como sus respectivas simulaciones
computacionales. En este capitulo también se incluyen secciones donde se aborda la
estimacion de la luz de fondo, el desenvolvimiento de fase, el método de busqueda
por intervalos y el concepto de coeficiente de variacion. Finalmente, el capitulo 4
presenta las conclusiones de este trabajo sobre alternativas de recuperacion de fase
por el fenémeno de difraccién y por el fenémeno de interferencia.



Capitulo 2

Recuperacién de fase por
difraccién

En este capitulo se analizard el método de extraccién de fase por difraccion
usando el algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton. Iniciaremos con una breve in-
troduccién sobre la teoria de difraccion. Posteriormente, se abordara el algoritmo
iterativo de Gerchberg-Saxton. Se realizara la implementacién computacional y se
evaluara el rendimiento del algoritmo usando simulaciones computacionales y datos
experimentales.

2.1. El fenémeno de difraccion

La difraccién es un fendémeno caracteristico de cualquier onda, como las ondas
sonoras y las ondas electromagnéticas [28]. En el espacio libre, las ondas se pro-
pagan con direcciones radiales desde la fuente de emision. Sin embargo, cuando la
onda encuentra un obstaculo, las direcciones de propagacién dejan de ser rectas
observandose que las ondas “rodean” el obstaculo.

Newton consideraba que la luz estaba formada por trenes de pequenas particu-
las que viajaban en linea recta. Esta teoria predecia que se deberia observar una
sombra bien definida cuando la luz encuentra un obstaculo durante su propagacion.
Sin embargo, las observaciones experimentales realizadas por Thomas Young, que
consistia en hacer llegar hasta una pantalla la luz de un haz que pasa a través de
dos finisimas ranuras muy cercanas, mostraron que dos haces que se superponen
producen bandas luminosas alternadas con bandas oscuras. Este tipo de fenémenos
puede darse con ondas y nunca con particulas.

Para que Young se interesara sobre el cuestionamiento de la naturaleza de la
luz, hizo uso del principio de Huygens. En la teoria de Huygens, un frente de onda
esta compuesta por la contribucion de los frentes de onda provenientes de ondas
secundarias. En otras palabras, un frente de onda es la envolvente de las ondas
secundarias.



2. Recuperacion de fase por difracciéon

Un campo difractado por una abertura puede interpretarse entonces, como si
surgiera de fuentes puntuales secundarias ubicadas dentro de la propia abertura.
Para calcular el campo difractado podemos usar la suposicion de Fresnel que es una
consecuencia inherente de la naturaleza ondulatoria de la luz, como lo ide6 Kirchhoff.
Para esto es conveniente considerar a cada fuente puntual como una onda secundaria
con cierta amplitud y fase. Esto nos lleva a considerar el campo difractado como
una funciéon compleja.

La ventaja de usar funciones complejas para describir la difracciéon de la luz
es que permite usar herramientas matematicas potentes bien conocidas como la
convolucion y la transformada de Fourier. Esto nos permitira calcular el frente de
onda de un campo difractado a una distancia dada si se conoce la amplitud y la fase
del frente de onda de entrada [9].

2.2. Difraccion de Fresnel

Los avances de Huygens y Young se reunieron en 1818 cuando Augustin Jean
Fresnel realizd algunas suposiciones, bastante arbitrarias, sobre las amplitudes y
fases de las fuentes secundarias de Huygens. Fresnel considerd que las diversas on-
dulaciones interfieren mutuamente, y asi logré calcular la distribucién de la luz en
patrones de difraccién con excelente precisién [9]. A continuacién se ilustra breve-
mente el principio de Huygens-Fresnel.

Considere una abertura en el plano (£,7) iluminada en direcciéon +z como se
muestra en la Fig. 2.1. El campo de luz que alcanza el plano (z,y), paralelo a (£, 7),
puede calcularse usando el principio de Huygens-Fresnel como [9]

(jkro1)

Ur(Py) = le// U(p)EP cos fds, (2.1)

To1

donde 0 es el angulo entre la normal de salida 7 y el vector rg5; apuntando de Py a
Py.
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Py
T

Fig. 2.1. Geometria de la difraccién de Fresnel. Imagen tomada del libro de Joseph
W. Goodman [9].

De la Fig. 2.1 se puede ver que el termino cos # es exactamente dado por cosf =
z/ro1. Asi, podemos reescribir el principio de Huygens-Fresnel como

/\//U ) P jk”“)dgd (2.2)

donde 73, = 22 + (z — £)* + (y — n)?. Podemos aproximar la distancia g1, usando la

serie de Taylor v/1+b=1+b/2 —b*/8+ -+, como

1(z—¢€\" 1 (y—n\°
14 = — . 2.
+2<z>+2(z) (2:3)

Observe que la distancia ry; aparece en la integral de Huygens-Fresnel como am-
plitud (en el denominador) y como fase (dentro de la funciéon exponencial compleja).
Esta observacion permite discutir si es necesario usar la misma aproximacion en ca-
da caso, o si podemos usar diferentes aproximaciones y qué grado de aproximacion
serd suficiente.

Tor =~ 2

Es facil comprobar experimentalmente que la amplitud de un haz de luz pro-
pagandose cambia muy lentamente con la distancia z. Por el contrario, la fase de
un haz de luz cambia muy rapidamente con la distancia recorrida z. Con este ra-
zonamiento, podemos justificar una aproximacién de primer orden de 7y; para la
amplitud y una aproximacién de segundo orden para la fase. Por lo tanto, el campo
de luz difractado se puede expresar como

)= venen it [0+ o= e @a)

que es conocida como la integral de Huygens-Fresnel. La ecuacién (2.4) se puede
visualizar como la siguiente convolucion

Ula,y) = [ Ulemhta — &y — n)dgdn, (25)

10
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donde h(x,y) es el kernel de la convolucién dado por
ejkz

JAz

jk

hz,y) = exp [22(332 + yQ)] : (2.6)
Es posible desarrollar los binomios cuadrados en la exponencial compleja de la
Ec. (2.4) y factorizar el término exp[jk(z*+y?)/2z]. De esta forma se puede reescribir

el principio de Huygens-Fresnel como

Uz,y) = ieﬂ 25 (2% +y?) // z(£2+n2)} —j Az<x5+y’7)d§d77 (2.7)
JAz

que es conocida como difraccion de Fresnel. Cuando esta aproximaciéon es valida,

se dice que el observador esta en la region de difraccion de Fresnel, o de manera

equivalente en el campo cercano de la abertura. En la siguiente seccién analizaremos

el caso cuando la distancia entre la abertura es mayor, campo lejano, tal que se

pueden aplicar otras aproximaciones.

2.3. Difracciéon de Fraunhofer

Analizando nuevamente la funcién de fase en la funcién exponencial, vemos que
las ondas esféricas secundarias del principio Huygens-Fresnel pueden ser reemplaza-
das por ondas parabdlicas. De forma general, esta aproximacion sera valida cuando
la distancia de propagacién z es suficientemente grande como para que las ondas
esféricas secundarias puedan considerarse parabodlicas. Formalmente,

2 4 2
2> w (2.8)
2
Cuando esta aproximacion es valida, los cdlculos se simplifican considerablemente
como veremos a continuaciéon. Observe que en la difraccion de Fresnel dada por la
Ec. (2.7), se considera el producto del campo de intensidad observado U(z,y) con
una fase cuadratica; es decir,

U(&,m) exp lJQkZ (& + 772)] : (2.9)

Sin embargo, el factor de fase cuadratica exp[jk(£%+n?)/2z2] es aproximadamente la
unidad sobre toda la abertura. Por lo tanto, el campo observado se puede calcular
directamente (excepto un factor de fase multiplicativo) a través de la transformada
de Fourier

eIkzeiaz (Z°4Y%) oo o Jed
Uz,y) = Mz//_oo U(&,n) exp —JE(ISern) &dn, (2.10)

que es conocida como difraccion de Fraunhofer. En otras palabras, la distribuciéon
del campo éptico en el patrén de difraccion de Fraunhofer es la transformada de
Fourier de la distribucién del campo 6ptico sobre la abertura.

11



2. Recuperacion de fase por difracciéon

Las condiciones requeridas para la validez de la aproximaciéon de Fraunhofer
pueden llegara a ser extremas. Por ejemplo, para una longitud de onda de 600 nano-
metros (luz roja) y una abertura de 2.5 centimetros, la condicién es que z > 1600
metros. Aun con las condiciones tedricas, los patrones de difraccion de Fraunho-
fer se pueden observar a distancias mucho menores. Por ejemplo, usando una lente
positiva simple como se describe a continuacion.

2.4. Sistema Optico con lente delgada

En esta seccién emplearemos la teoria de difraccién que se ha expuesto en las
secciones previas para introducir la notacién operacional de la 6ptica de Fourier. Esto
nos ayudara expresar los desarrollos analiticos en una forma maés simple y compacta.
Por otro lado, se mostrard que una lente delgada simple puede ser empleada para
obtener una transformada de Fourier de un campo 6ptico.

2.4.1. Formalismo operacional

En etapas posteriores de esta tesis se desea determinar la distribucion de am-
plitud compleja en un plano de salida de un sistema 6ptico cuando se conoce la
distribuciéon en un plano de entrada. Por ejemplo, en la Fig. 2.2 se muestra un
campo de entrada U (p)) en el plano 1, y el respectivo campo de salida Us(ps) que
corresponde a la propagacion de U; a través de la distancia d. Para describir la pro-
pagacion de un campo de manera operacional se hace uso del concepto de difraccion
de Fresnel descrita por la ecuacion 2.7.

Sea la inegral de Huygens-Fresnel descrita como

L. exp(jkd ik(Py—p0)% . L\ o
Us(p2) = I‘;,()‘\]d)/exp <‘7(pQ2dpl)U1(p1)> dpy (2.11)

12
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n
PLANO 1
y
P1 PLANO 2
\ & .
P2
X
d

Fig. 2.2. Propagacion de un campo 6ptico desde un plano 1, hasta un plano 2.

Se desarrolla el lado derecho de la ecuaciéon 2.11, obteniendo lo siguiente
. exp(jkd) k jkp? kpy L\ Lo
U2(p2) = I;(){d (j p2> /U1 exp < 2d1> X exp <—j§2 .p1> dp1
exp(jkd) jkp3 jkp?
= —" U :
B N R A Y

Para el andlisis subsecuente, es conveniente realizar las siguientes definiciones.
Definimos un vector p de manera estandar como un radio vector transversal p =
xZ + yy. Asimismo, d es el espacio relativo entre el plano de entrada y el plano de
salida. También, ¥ es un vector independiente al que comunmente se le asocian las
variables de frecuencias. Finalmente, p = |p]. Con estas definiciones podemos definir
el operador de transformada de Fourier F sobre una funcién f(p) como

(2.12)

FUF@) = | £G) exp(=j2n - p)dp

— [ exp(—j2n7 - 5) f(5)dp (2.13)
= Ff(p).

También son de utilidad los operadores de escala V y fase cuadratica Q que
operan sobre una funcién f(p) y estdn definidos como

VIslf(p) = f(sp), (2.14)
con s pardmetro del operador, y
opls @) = e |1 7] 1 215)

13
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Con los operadores definidos, la ecuacién (2.12) se puede reescribir como

. exp(jkd) k jkp? .
Us(pa) = % (j p2> /U1 exp( d1> X exp( )\dpz p1> dpy

e 21 L kp? N
- %Q LJ /exp <—])\Zp2 -p1> exp <]2§1> Us(p1)dpy

E

(2.16)

Observe que la integral E en la ecuacion (2.16) es una transformada de Fourier
escalada. Asi, usando el operador escala, tenemos

Us(pa) = W@ [cll] V {Ald] F [exp <]§§%> U1(171)]
- =t9a[] [l relfJ o

La ecuacion (2.17) representa la propagacion del campo U; en el plano de entrada
a través de una distancia d hasta obtener el campo us en el plano de salida. Esta
fenémeno se puede expresar mas directamente usando el operador de propagacién
en el espacio libre definido como

(2.17)

N P

Una expresion alternativa para el operador de propagacion en el espacio libre
viene de la definicién elemental del fenomeno de difraccion. Recordemos que cada
punto de un campo 6ptico se comporta como una fuente puntual y su contribu-
cién se propaga de forma esférica. En la aproximacién paraxial, un frente de onda
esférico se aproxima a un frente de onda cuadratico. Ademds, en campo 6ptico di-
fractado, interfieren las contribuciones de todos los puntos en el campo de entrada.
Esto se puede escribir de forma simple como la convolucién de una fuente puntual
(aproximada por una fase cuadrética) con el campo de éptico de entrada; es decir,

exp(jkd) exp (ﬂﬁﬁ

Ualpo) = Y 2d

) ® Uy (p1), (2.19)

donde ® es el operador de convolucion. Usando propiedades de la transformada de
Fourier podemos obtener el espacio de frecuencias como

Fivat) = 7 | 2D e (B8] 101,

- Moy |~ ] 0 (2:20)

= eMQ[-\d] FUh(7)]
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De esta forma, aplicando la transformada de Fourier inversa, obtenemos el campo
difractado Us(ps) como

Us(pa) = F~ [Q |=N2d| F U ()] - (2.21)

De este analisis, se obtiene una segunda definicién del operador de difraccion en el
espacio libre como '
Rld) = e F1Q [-)\d| F. (2.22)

2.4.2. Lente delgada simple

En la Fig. 2.3 se muestra el esquema de una lente delgada donde U; y U] son el
campo de entrada y salida, respectivamente. Se sabe de la literatura, que una lente
delgada agrega un término de fase cuadrética al campo de entrada [9]. Asi, el campo
de salida se puede expresar como

Uie,y) = Ui(a, ) exp [—j;}(af ; y2>] . (2.23)

S

U,

Fig. 2.3. Lente delgada simple.

La ecuacién (2.23) se puede escribir de forma compacta como

Ul(z,y) = Q [—H Uiz, y), (2.24)

donde @ es un operador que agrega un término de fase cuadratica y esta definido
como

1 ks
Q l—f] = €Xp l_]Qf(x +y )] : (2.25)

De manera general una distribucién Uepirada, que incide sobre una lente delgada (u
otro elemento 6ptico delgado) emergera una como una distribucién Uy, dada por

Usalida - TUentraday (226)
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

donde T es un operador que representa la funciéon de transferencia de la lente o
cualquier otro sistema Optico en general.

Uentrada Usa.!ida

F Y
\J
A
"

a b

Fig. 2.4. Sistema 6ptico con una lente delgada de distancia focal f.

Considere la configuracion particular ilustrada en la Fig. 2.4. El campo éptico
de entrada se propaga por el espacio libre una distancia a, después atraviesa la lente
que induce un término de fase cuadratica, y posteriormente continia propagandose
en el espacio libre una distancia b. Para este sistema Optico simple, el operador T
esta definido matematicamente a través de la cadena de operadores

T —R[H)O l—H Rla). (2.27)

De la ecuacion (2.27) se pueden encontrar propiedades ttiles de la lente simple.
Por ejemplo, eligiendo apropiadamente a y b con respecto a la distancia focal de
la lente, el sistema Optico de la figura 2.4 puede formar la imagen del campo de
entrada, o se puede emplear para obtener la transformada de Fourier como veremos
a continuacion.

De la ecuacion (2.27), sustituimos el operador de propagacién R[a] y R[b] por
las definiciones en (2.22) y (2.18), respectivamente, obteniendo

7= 2h ) relfe[ ) el e

si b = f, los operadores Q en la parte central del lado derecho de la ecuacién se
cancelan. Entonces, el producto F~1F se cancelard también. Conmutando V con Q

se obtiene (e . X
e a
[y Q[f (“f)]vlv]f 22

Esta ecuacion es una transformada de Fourier con una escala y una fase cuadratica
que se pueden cancelar tomando a = f. En esta configuracién, de la ecuacion (2.29),

16
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se sigue que la lente simple obtiene la transformada de Fourier (escalada) del campo
de entrada; matematicamente,

- Ik(21) l 1 ] 2.30)
= — VI—|F 2.30
JAf S

Como podemos ver el sistema 6ptico generalizado con una lente, se considera como
un sistema Optico de construccion a bloques por los operadores. El cual puede co-
nectarse en cascada para construir un sistema 6ptico mas complejo. Por ejemplo, la
Fig. 2.5 un sistema 6ptico de dos lentes con distancia focal f. El plano intermedio
es considerado como el plano de Fourier, de difraccién o espacio de Frecuencias.

Uentrada Usatida

Fig. 2.5. Sistema 6ptico con dos lentes delgadas f.

Podemos observar que el sistema 6ptico es dos veces la configuracion de la Fig.2.4.
Es por eso que podemos llevar a cabo el analisis con el formalismo operacional.
Tenemos que el operador de transferencia esta dado por

k@H T q k2H T q
7=° vl ]J—“e vl ]]—“

YRS YRV PV
P Ly FF (2.31)
Ik(AF)
Por lo tato, la distribucion de salida se obtiene como
Ik(A))
Usalida - _)\TFV[_l]Uentrada (232)

Este resultado significa que el patrén de entrada se reproduce exactamente igual
pero al revés. De manera que esta propiedad que brinda esta configuracion es de
mucha ayuda para la siguiente seccion ya que se necesita las mediciones de intensidad
del plano imagen y el de difraccién para implementar el método de Gerchberg-
Saxton.
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2.5. Algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton

En experimentos de recuperacion de fase, es posible construir arreglos experi-
mentales para registrar la intensidad del haz de luz de interés en dos planos que
llamaremos: plano imagen y plano de difraccion. Usando la teoria de difraccion, se
puede obtener la solucion de los siguientes problemas.

= Dada la amplitud y fase del campo de luz en el plano imagen, calcular la
correspondiente amplitud y fase en el plano de difraccion.

= De forma similar, dada la amplitud y fase del campo de luz en el plano de
difraccién, calcular la correspondiente amplitud y fase en el plano imagen.

Para la solucién de los problemas anteriores, basta con resolver la integral de Fres-
nel. Sin embargo, se requiere conocer tanto la amplitud como la fase del campo.
Desafortunadamente, con la tecnologia actual no es posible sensar la fase de un haz
de luz. Sélo es posible realizar mediciones de intensidad (de la cual se obtiene la am-
plitud). Por lo tanto, la recuperacion de fase de un campo de luz se puede formular
como un nuevo problema de estimacion como se enuncia a continuacion.

= Dada la amplitud de un campo de luz en el plano imagen y el plano de difrac-
cién, calcular la fase en el plano imagen [29, 30].

Para resolver el problema de recuperacion de fase, iniciemos con el siguiente
analisis. Considere que una onda se propaga desde el plano imagen hasta el plano
de difraccién. Suponga que solo se conoce la amplitud de la onda en los dos planos.
Entonces, se debe hallar de alguna manera la funcién de fase desconocida de tal
forma que al introducirla en la integral de Fresnel se pueda reproducir las medidas
de amplitud conocidas.

Resolver la transformada de Fresnel implica una carga computacional que pue-
de ser considerable, especialmente para imégenes de alta resolucién (millones de
pixeles). Podemos reducir la carga computacional realizando las mediciones de in-
tensidad en dos planos elegidos convenientemente. Especificamente, el plano imagen
y su correspondiente plano de Fourier. En este caso, la recuperacion de fase se puede
realizar eficientemente usando la transformada de Fourier en el algoritmo iterativo
de Gerchberg-Saxton que se analizara en este capitulo.

Para realizar mediciones de intensidad en el plano de Fourier, podemos construir
un procesador 6ptico que recibe el campo de luz a analizar en el plano imagen
y la “propaga hasta el infinito” tal que en la salida del procesador se obtiene la
transformada de Fourier de la entrada (difracciéon de campo lejano). En este caso
particular, podemos sustituir la integral de Fresnel por la transformada de Fourier
para realizar los calculos de amplitud y fases necesarios. Este es el principio de
operacién del método de Gerchberg-Saxton [31].
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El enfoque de Gerchberg-Saxton ofrece enormes ventajas computacionales y de
implementacion. Numéricamente, la implementacién computacional es bastante efi-
ciente usando el algoritmo de transformada rapida de Fourier. Asimismo, la im-
plementacién experimental podria incluso solo requerir de una lente simple para
analizar frentes de onda obtenidos a través de fuentes laser.

En la Fig. 2.6 se muestra un diagrama de bloques que ilustra el algoritmo iterativo
de Gerchberg-Saxton. El algoritmo usa como entradas las intensidades

Li(z,y) e ID(z,y) (2.33)

medidas en el plano imagen y el plano de difraccién, respectivamente. Con esta
informacion, el algoritmo busca las funciones de fase

o(x,y) vy elx,y) (2.34)

tal que los campos resultantes,
pli
(2.35)
bli

satisfagan el modelo de difraccién. Los elementos constitutivos del algoritmo itera-
tivo de Gerchberg-Saxton son los siguientes:

1. Inicio.

2. Actualizacion en el plano de difraccion.

3. Actualizacién en el plano imagen.

4. Tteracion.

5. Paro.
A continuacién se describen los detalles de los cinco elementos que conforman el

algoritmo de Gerchberg-Saxton. El algoritmo de Gerchberg-Saxton es ilustrado me-
diante el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 2.6.

Observe que en la Figura 2.6 podemos darnos cuenta que el mecanismo del
diagrama de bloques se rige basicamente en el cambio de la distribuciéon de amplitud
cada vez que la transformada de Fourier se aplica, esto resulta en un cambio o una
actualizacién de la fase.
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INICIO

GENERADOR DE
FASE ALEATORIO
(—mA+m)

l

AMPLITUD TOMADA
DEL PLANO IMAGEN
FUNCION (AMP REF.)

NUEVA FUNCION
IGUAL A AMPLITUD REF.
POR FUNCION FASE

SOLO FUNCION DE LA
FASE CALCULADA

TFR

SOLO FUNCION DE

TFR

NUEVA FUNCION

LA FASE CALCULADA

— IGUAL A AMP REF.

POR FUNCION FASE

AMPLITUD TOMADA DEL
PLANO DE DIFRACCION
FUNCION(AMP REF.)

Fig. 2.6. Diagrama de bloques del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton para
recuperacion de fase por difraccién.

2.5.1. Inicio

Iniciamos en el plano imagen. Para construir el campo E, se propone una funcion
de fase con ntimeros aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo [—m, 7]
radianes. Matematicamente,

EO(I7 y) =V Il (ZL’, y) €xp [Z¢0<x7 y)] ) (236)

con la fase inicial
¢0($,y) ~ u(—ﬂ',ﬂ'), (237)

donde U(a, b) regresa niimeros aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo
la, b].

La funcién de fase inicial no debe ser necesariamente generada como ntmeros
aleatorios. Por el contrario, una funcién de fase inicial aproximada a la fase correcta
disminuira el nimero de iteraciones requerido para que el algoritmo reduzca el error
a un valor aceptable. Sin embargo, ciertas distribuciones de fase inicial podrian hacer
que el algoritmo falle. Por ejemplo, cuando el valor de fase es idéntico para todos los
pixeles y el patron de intensidad tanto en la imagen como en el plano de difraccion
posee simetria circular. Esto provocara que la distribuciéon de fase no cambie en la
transformacion de Fourier y por lo tanto el algoritmo falle al no poder modificar la
funcion de fase entre cada iteracion.
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2.5.2. Actualizacién en el plano de difraccién

Una vez construido el campo complejo Ey(z,y), se calcula el campo Gy(z,y)
correspondiente al plano de difraccion usando la transformada de Fourier como

Go(z,y) = Bo(w,y) exp ivo(w,y)] = F[Eo(z,y)]. (2.38)

El resultado es un nuevo campo complejo con amplitud By(x,y) v fase ¢q. De este
nuevo campo solo tenemos certeza de la amplitud (puesto que se conoce experi-
mentalmente a través de las mediciones de intensidad proporcionadas). Entonces,
actualizamos el campo complejo conservando solo la fase ¢ y sustituyendo la am-
plitud con la informaciéon experimental como

Go(z,y) =/ Lo(x, y) exp [io(z, y)] - (2.39)

Este paso finaliza con la obtencion del campo complejo “corregido” Go, que serd
usado en el siguiente paso del algoritmo.

2.5.3. Actualizacion en el plano imagen

Ahora, desde el plano de difraccién, podemos usar el campo complejo Gy para
calcular el campo complejo correspondiente en el plano imagen. Para ello, calculamos
la transformada inversa de Fourier como

Ey(z,y) = Ai(z,y) exp [id1(z,y)] = F[Go(z,y)]. (2.40)

Nuevamente, del campo F1(x,y) solo tenemos certeza de su amplitud. Por lo tanto,
conservamos la fase calculada ¢1(x,y) y sustituimos la amplitud calculada A;(x,y)
por la medicién experimental proporcionada; es decir,

E1<SL’, y) =4 ('Tv y) exp [Z¢1 (l’, y)] : (241)

El resultado de este paso es una nueva aproximaciéon de la funcién de fase que deberia
existir en el plano imagen que satisface el modelo de difraccién (Fraunhofer en este
caso).

2.5.4. Iteracion

El proceso de actualizaciéon del campo complejo en los planos imagen y difrac-
cién se puede repetir para mejorar iterativamente la fase estimada. Esto es, para la
k-ésima iteracion, tenemos disponible el campo complejo Ek(a:, y) en el plano ima-
gen. Entonces calculamos la correspondiente fase y campo complejo en el plano de
difraccién como

ka<x7y) = arg (f {Ek(xvy)}) >

Gr(z,y) =/ L(z,y) exp [iv(z,y)]

(2.42)
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donde arg(+) retorna el argumento o fase de la funcién compleja dada como entrada.
El bucle se cierra tomando el campo Gy(z,y) del plano de difraccién y regresar al
plano imagen calculando la correspondiente fase y campo complejo como

b (w,y) = arg (F' |Gl(e,9)]),

] (2.43)
Ek+1(x7 y) =V Il (ZE, y) €xp [Z.Qbk-‘rl (ZE, y)] :

De forma compacta, el proceso iterativo de recuperacion de fase del algoritmo
de Gerchberg-Saxton se puede describir como sigue. Dadas las intensidades I, I,
y la fase ¢ en el plano imagen, calculamos una nueva fase ¢, como

Gr41 = arg (.7-"1 {\/I;exp {z arg (.7-' \/Tlexp [ix] >H) : (2.44)

donde la dependencia explicita en (x,y) fue omitida por brevedad en la notacion.
En la Figura. 2.7 se presenta una descripcion grafica del bucle de iteracion del
algoritmo de Gerchberg-Saxton, recalcamos que una vez que se tiene una fase ¢y
esta se renombra como ¢y. Asi \/I_l participa como amplitud y ¢ como argumento
del campo E},.Después de construir Ej, de nuevo se aplica la transformada de Fourier.

w

~¢k~~m~l»»wg

G
“ = Pr+1e—fargl— F-1 — |Z|‘-'_‘
I

Fig. 2.7. Bucle de iteracion del algoritmo de Gerchberg-Saxton.

Como el campo resultante es complejo, en el codigo (ver Figura 2.8) se observa
que se utiliza la funcién angle lo que nos da la fase ¢, en la Figura 2.7 esta fase se
usa como argumento para construir el campo G, . Nuevamente como se indica en
la Figura 2.8,usamos la transformada inversa de Fourier ifft2 ,al campo complejo
obtenido extraemos la fase la cual hace que se inicie otra vez el ciclo.
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

1 function [phi,e,k] = gs_algorithm(Il,I2,n,tol,phid)
2 EG5_AL HM impl =1 he Gerchberg-Saxton

3 % I

4 %

= %

[ ESyntax

T % [phi,e, k] = gs_algorithm(Il,I2,n,tol,phi0)

2 %

9

10 = if nargin = 4

11 — phid = random({'uvnif', -pi, pi, size(Il)});
12 — end

13

14 — for k = 1:

15 = Etd = qrt(IlJ fexp (li*phi0) ;

16

17 = G = fftshifc (ffc2(Et0));

-
o
|

Gt = sgrc(I2).*expi(li*angle (G)):

—
o

20 — Etl = ifftz2(ifftshiftc(Gt)):

21 — phil = angle (Etl);

22

23 - e = mean{ (phili:) - phid{:))."2 );

%]
e
|

if & > tol

¥
[
|

phid = phil;

5]
o
|

else
break

[}
[T
[

end

]
i
|

end
phi = phil;

w
=1
|

315 end

Fig. 2.8. Implementacién en Matlab del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton
para la recuperacion de fase.

2.5.5. Paro

Para detener el proceso iterativo del algoritmo de Gerchberg-Saxton, se pueden
usar tres criterios. El primer criterio es la convergencia relativa de la fase calculada.
Este criterio detiene el algoritmo cuando se satisface

Z > [0, y) — dra(2,9)]” < e (2.45)

z=1y=1

donde M y N son el nimero de columnas y filas (pixeles) de la imagen, respecti-
vamente, y €, es un valor de tolerancia fijado por el usuario. El segundo criterio
considera el error cuadratico medio de las amplitudes calculadas. Este criterio de-
tiene el algoritmo cuando se satisface

ZZ[A ry) — A,y

z=1y=1
Do 2 (2.46)
+WZZ[[2 z,y) Bl?:(%?/)] < ey,

z=1y=1
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

donde €; es un valor determinado por el usuario. El tercer criterio de paro es el
numero maximo de iteraciones. Este criterio detiene el algoritmo cuando se satisface

k> n, (2.47)

donde n es el nimero maximo de iteraciones fijado por el usuario. En la practica es
tipico usar el primer y tercer criterio. El primer criterio considera directamente la
fase calculada (el cudl es el principal interés mas que la amplitud), mientras que el
tercer criterio impide que el algoritmo se ejecute indefinidamente cuando se pierde
la convergencia.

2.6. Evaluacién en simulacién por computadora

2.6.1. Amplitud continua

De la implementacion computacional mostrada en la Figura 2.8 observamos la
funcién de amplitud y de fase que se presentan en la Figura 2.9(a) y 2.9(b) respec-
tivamente. También podemos visualizar en 2D los planos imagen y de difraccion los
cuales fungen como entradas al algoritmo implementado en una funcién en Matlab.
Note que la amplitud usada es de forma continua.

(a)

©

)

DRSS
YN
NI

Amplitud
S
Fase

N

Fig. 2.9. Datos para la primera simulacién por computadora considerando una am-
plitud continua. (a) Amplitud del campo complejo en el plano imagen. (b) Fase del
campo en el plano imagen (a recuperar). (c¢) Intensidad en el plano imagen. (d)
Intensidad en el plano de difraccién. Los ejes xy en las Figs. (a)-(c) estan dados en
unidades de longitud, mientras que en la Fig. (d) los ejes uv estan dados en unidades
de frecuencia espacial.
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

Fig. 2.10. Resultados de la primera simulacién. (¢g) Fase inicial. (¢1)-(¢100) Fase
recuperada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100 itera-
ciones.

El desempeno del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton fue evaluado usando
una simulaciéon en computadora. Para ello, consideramos una amplitud continua de
la forma

Az, y) = 8¢ 25 +9"), (2.48)
y la fase en el plano imagen dada como
¢(x,y) =7 [3(1 — 2)2e = ~WHD* _ 10 (g — 2% - y5> e Y ;e_(“’“)LyQ ,

(2.49)
donde las variables independientes fueron definidas en el intervalo x,y € [—3,3]
con 128 muestras uniformemente distribuidas en cada eje coordenado. En las Figs.
2.9(a) y 2.9(b) se muestran las graficas de las funciones de amplitud A(z,y) y
fase ¢(z,y) definidas en las Ecs. (2.48) y (2.49). Con estas funciones, los campos
complejos E(z,y) y G(z,y) en los planos imagen y difraccién, respectivamente, se
construyeron como

E(z,y) = Az, y) explid(z, y)],

Glo,y) = FIE(r,y)) (2:50)

Las intensidades correspondientes en los planos de deteccion se determinaron como

Il(x7y) = ’E(.Z’,y>|2 +N(O7 1)7

2 3 (2.51)
Lz, y) = |Gz, y)|” + N (0,1 x 10°),
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

donde | - | indica el valor absoluto y N (i, o) genera nimeros aleatorios de media
cero y desviacion estandar o. Las intensidades resultantes se muestran en las Figs.

2.9(c) y 2.9(d).

¢ = 100

Fig. 2.11. Error de recuperacién de fase en la primera simulacion. (¢) Fase exacta
a recuperar. (¢199) Fase recuperada en cien iteraciones del algoritmo de Gerchberg-
Saxton. (¢ — ¢100) Error del proceso de recuperacion de fase.

Se considerd una fase inicial dada por

bola,y) = {0(e,9) + N0, 1) (252)

La fase inicial resultante se muestra en la Fig. 2.10(¢). Observe que se asume que
se cuenta con una aproximacion inicial de la fase. Mas adelante se hablara mas sobre
esta suposicion.

La recuperacién de fase al aplicar el algoritmo de Gerchberg-Saxton después
de 1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la Fig. 2.10(¢1)-(¢100). El error
en la recuperacion de fase se muestra en la Fig. 2.11. Observe que el error en la
recuperacion de fase tiende a cero en zonas de maxima amplitud del campo complejo.
Por el contrario, el error en la recuperacion de fase es mayor en regiones donde la
amplitud del campo es cercana a cero. Este comportamiento obedece al hecho de
que la intensidad es cero cuando la amplitud es cero, independientemente de su valor
de fase.

2.6.2. Amplitud discontinua

En esta simulacién usaremos la funcién de fase definida por la Ec. (2.49). Sin
embargo, ahora consideramos una amplitud discontinua definida como la apertura
cuadrada centrada en el origen dada por

8, max(|z[,[y]) > 2/5,

0, otro caso.

Alz,y) = { (2.53)

La gréafica de esta funcién de amplitud se muestra en la Fig. 2.12(a). Construimos
los campos complejos y los mapas de intensidad usando las Ecs. (2.50) y (2.51). Los
mapas de intensidad resultantes se muestran en las Figs. 2.12(b) y 2.12(c).

26



2. Recuperacion de fase por difracciéon

Los patrones de intensidad generados se proporcionan como entrada al algoritmo
de Gerchberg-Saxton usando la funcién de fase inicial dada en la Ec. (2.52). El
resultado del algoritmo después de 1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la
Fig. 2.13(¢1)-(¢100). Para fines ilustrativos, la funcién de fase exacta a recuperar se
muestra en la Fig. 2.13(¢) y el error en la recuperacién de fase se muestra en la Fig.
2.13(¢ — ¢100). Observe que, al igual que en la simulacién anterior, el algoritmo de
Gerchberg-Saxton se desempenia bien cuando los valores de amplitud son altos. Por
el contrario, para valores bajos de la funcién de amplitud (cero en esta simulacion),
el algoritmo es incapaz de determinar los valores de fase correctos debido a que
cualquier valor de fase puede reproducir un valor de intensidad cero porque ello
depende de la amplitud.

(b)

(a) -1

Amplitud

-1 -0.5 0 0.5 1
X Iz

Fig. 2.12. Datos para la segunda simulaciéon por computadora considerando una
amplitud discontinua. (a) Amplitud del campo complejo en el plano imagen dado
por la Ec. (2.53). (b) Intensidad en el plano imagen. (d) Intensidad en el plano de
difraccion.

Fig. 2.13. Resultados de la segunda simulacién. (¢g) Fase inicial. (¢1)-(¢100) Fa-
se recuperada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100
iteraciones. (¢) Fase exacta. (¢ — ¢100) Error de recuperacion de fase.
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

2.6.3. Amplitud continua y fase discontinua

Para la tercera simulacion, consideraremos nuevamente la amplitud continua
dada por la Ec. (2.48). Sin embargo, ahora usaremos una funcién de fase discontinua
dada como

2n(z,y) —2, x <0,
bly) = { ) (2.54)
dn(x,y) — 2, otro caso,
donde
1, 22+y*<4/5
n(z,y) = { TR <A/, (2.55)
0, otro caso.

La funcién de fase ¢(x,y) resultante se muestra en la Fig. 2.14(a). La funcién de
fase y la amplitud fueron usadas para determinar la intensidad en los planos imagen
y difraccién usando las Ecs. (2.50) y (2.51). La Fig. 2.14(b) y 2.14(c) muestran las
intensidades resultantes.

(a)

Fase
-~ donwn

Fig. 2.14. Datos de la tercera simulacion por computadora considerando una fase
discontinua. (a) Fase del campo complejo en el plano imagen dado por la Ec. (2.54).
(b) Intensidad en el plano imagen. (d) Intensidad en el plano de difraccién.

De forma similar a las simulaciones anteriores, los patrones de intensidad gene-
rados se proporcionan como entrada al algoritmo de Gerchberg-Saxton usando la
funcién de fase inicial dada en la Ec. (2.52). El resultado del algoritmo después de
1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la Fig. 2.13(¢1)-(¢100). Observe que, el
algoritmo de Gerchberg-Saxton es capaz de recuperar funciones de fase discontinuas
y la recuperacién solo se ve afectada por valores de amplitud bajos como se observo
desde las simulaciones anteriores.
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

Fig. 2.15. Resultados de la tercera simulacién. (¢g) Fase inicial. (¢1)-(¢100) Fase recu-
perada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100 iteraciones.
(¢) Fase exacta. (¢ — ¢100) Error de recuperacion de fase.

2.7. Evaluacion experimental y discusion

Plano de
Lente difraFcién
colimadora :
Laser I A i "
— U (D> <40
| | . .
T objeto i camara
Objetivo de |
microscopio

Fig. 2.16. Configuracion experimental del arreglo 6ptico de Fourier 4 f.

El algoritmo de Gerchberg-Saxton fue evaluado experimentalmente usando me-
diciones de intensidad capturadas con el sistema 4f. El arreglo experimental cons-
truido se muestra en la Fig. 2.16. Se emplearon dos lentes de 200 mm de distancia
focal. El sistema 4f fue iluminado con una onda plana generada con luz laser de
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

longitud de onda de 633 nm, un objetivo de microscopio, un pinhole de 10 pm, y
una lente colimadora de 250 mm de longitud focal. Las mediciones de intensidad
en el plano de Fourier y el plano de salida del sistema fueron realizadas con una
camara monocromatica Pixelink.

El objeto a analizar fue un pinhole de 500 um que se colocod en el plano de
entrada del sistema 4f. Entonces, la cdmara se coloco en el plano de Fourier para
realizar la captura la intensidad del plano de difraccion. Finalmente, la camara se
coloco en el plano de salida del sistema 4f para capturar la intensidad del plano
imagen. Las imagenes capturadas del objeto y el patrén de difraccién se muestran
en la Fig. 2.17.

En las imagenes capturadas se puede observar que existen tres problemas que
evitan la aplicacién directa del algoritmo de Gerchberg-Saxton.

Primero, en el plano de Fourier se observa saturaciéon debido al orden cero del
patron de difraccion. Este es un fenémeno bien conocido asociado a funciones de fase
constantes o cuasi-constantes. En el caso de que la funcion de fase sea constante,
su transformada de Fouerier es una delta de Diract. En la practica, se observa
un punto muy intenso que satura la camara. Asi las componentes de frecuencia
diferentes al orden cero dejan de ser visibles. Una forma de corregir este problema es
eliminando la zona saturada y sustituyendo por los niveles de intensidad obtenidos
por interpolacién empleado la zona de la imagen que no sufre saturacién. En el
Apéndice A se muestra el método de interpolacion empleado en esta tesis.

lente  lEser

U1 pinhole colimadora
[ 1

; L]
LA
£

@ cbietivode
microscopio

(c) (d)

Fig. 2.17. Arreglo experimental para medir (a) intensidad en el plano de Fourier,
y (b) intensidad en el plano de salida. Imdgenes experimentales capturadas del (c)
objeto (pinhole 500 pum), y (d) su correspodiente transformada de Fourier.
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2. Recuperacion de fase por difracciéon

Segundo, el algoritmo numérico de la transformada de Fourier emplea una es-
cala que no coinciden con la escala fisica observada en el plano de difraccion. Para
el algoritmo numérico de la transformada de Fourier, la escala es determinada en
funcién del tamano de la imagen de entrada. Por otro lado, la escala de la trans-
formada de Fourier obtenida por el sistema 4f depende de la longitud de onda del
laser y la longitud focal de la lente. Para aplicar el algoritmo de Gerchberg-Saxton,
es necesario reescalar las imagenes capturadas de tal forma que la escala empleada
por el algoritmo numérico del la transformada de Fourier y la escala inducida por
el sistema 4 f sean iguales.

Tercero, la configuracion experimental no es suficientemente flexible para indu-
cir funciones de fase conocidas. Por ejemplo, se hicieron pruebas con funciones de
fase constante empleando un pinhole. También se analizaron funciones de fase esfé-
ricos desenfocando la lente de colimacién. Sin embargo, no es tan directo analizar
funciones de fase més generales, incluso con discontinuidades.

En los experimentos realizados, no se encontré convergencia del algoritmo de
Gerchberg-Saxton debido a los tres inconvenientes descritos en los parrafos previos.
Es posible que el sistema 4f con doble ventana pueda ser de utilidad para continuar
el andlisis experimental del algoritmo de Gerchberg-Saxton.
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Capitulo 3

Recuperacién de fase por
interferencia

Como mencionamos anteriormente, en el capitulo introductorio, del analisis de
patrones de franjas se puede extraer la fase. Por lo tanto, en este capitulo describimos
el proceso preliminar al que estan sujetos los patrones de franjas con la eliminacion
de la luz de fondo, asi como la presentacion de diversos métodos para la recuperacion
de fase. Cada método muestra un ejemplo detallado que describe su relevancia.

3.1. Estimacion de la luz de fondo

Un patrén de franjas de la forma dada por la Ec. (1.11), o la Ec. (1.12), se puede
escribir en general como

[(l’,y) = a(xay) + b(xvy> cos [(I)(mayﬂ + n(x7y)7 (31)

donde n(x,y) es funcién aleatoria que representa ruido en el patrén de franjas, ante-
riormente mencionamos a las funciones a(x, y) y b(z, y) como funciones de intensidad
que en conjunto con la funcién ®(z,y) forman el patrén de franjas

En aplicaciones en donde la informacién de interés se codifica como una funcion
de fase, es necesario desarrollar métodos que obtengan la funcién de fase ®(z,y) a
partir de uno o més patrones de franjas I(z,y).

En la literatura, se han propuesto varios métodos de procesamiento de patrones
de franjas para extraccion de fase. como el método de Takeda [19][20], Brunning
[17], Greivenkamp [18], por mencionar algunos.

Los métodos reportados en la literatura pueden clasificarse de acuerdo a sus re-
querimientos, exactitud, y robustez al ruido. Sin embargo, una caracteristica comin
de todos los métodos de extraccion de fase, es la mejora de su rendimiento cuando
se aplican tareas de pre-procesamiento para eliminar ruido aleatorio e informacién
no deseada.
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Ya sea usando corrimiento de fase temporal o espacial la informacién extra que
aporta la luz de fondo y de modulaciéon resulta innecesaria para la obtencién de
informacion de fase, para solucionar esto se han propuesto varios métodos, entre
ellos filtrar el orden cero en el plano de Fourier hasta una normalizacién del patrén
de franjas.

Los métodos de extraccion de fase se enfrentan a dificultades en el proceso de
estimacion cuando los patrones de franjas presentan variaciones de intensidad no
deseadas. Por ejemplo, en un interferometro se observan variaciones de intensidad
debido a la naturaleza propia de la fuente de iluminacién laser. Estas variaciones se
reflejan en las funciones a(x,y) y b(x,y) que representan la luz de fondo y luz de
modulacién del patron de franjas, respectivamente.

Las funciones a(z,y) y b(x,y) suelen se funciones suaves y continuas, varian
lentamente en comparaciéon con el ruido aleatorio n(x,y), la variacién introducida
por el factor cosenoidal cos [®(z,y)] y/o factores cosenoidales ocasionados por fre-
cuencias portadoras. En seguida en la Fig. 3.1(a) mostramos un patrén de franjas
comun, asi como la luz de fondo del espectro en la Fig.3.1(b) y finalmente en la
Fig.3.1(c) graficamos los perfiles transversales tanto del patrén de franjas como el
de su funcién de luz de Fondo.

(b)

Fig. 3.1. (a) patrén de franjas comtinmente obtenido de un interferémetro de Michel-
son, (b)Luz de fondo extraida de un patrén de franjas, (¢) comparacion de variacién
de intensidad entre la luz de fondo y el patron.

El principal objetivo del anélisis de patrones de franjas es la extraccion de la fase
envuelta. Sin embargo, se puede ver la informacién de interés esta como argumento
de la funcién coseno multiplicada por la funcién de modulacién b(x,y),

b(x,y) cos ®(z,y) (3.2)

es por eso, que la mayoria de los métodos requieren solamente de la filtracion de la
luz de fondo a(zx,y). Para el caso de interferometria la luz de fondo obedece al perfil

33



3. Recuperacién de fase por interferencia

de intensidad de la fuente de iluminacién laser que se emplea. Se sabe de la literatura
que el perfil de intensidad de un laser es Gaussiano. Para el caso unidimensional el
perfil de intensidad tiene la forma

2

f(z) = ae’™, (3.3)
Entonces se puede aproximar en series de Taylor como sigue
f(z)=a+aBz®+ ;aﬁ%‘l + éaﬁ%ﬁ + - (3.4)
Por lo tanto, consideramos la funciéon luz de fondo como
a(z,y) = a(z,y), (3.5)
donde @ es un polinomio de aproximacion de la forma
a(z,y) = 1+ o + gy +ear® + o (3:6)

donde ¢;, i = 1,2,---, son los coeficientes de polinomio, mientras (x,y) son las
coordenadas espaciales en el patron de franjas.

Para estimar la funciéon a(z,y), empleamos el polinomio a(x,y) y el método de
minimos cuadrados el cual parte de construir una matriz de regresién A de dimensién
n X my un vector Ie R™, tal que ¢y € R" es una solucion de

A =T (3.7)

Entonces mateméticamente tenemos la siguiente ecuacion que muestra la estimacion
de parametros nos lleva a ajustar el polinomio a(x,y) (ver Apéndice A) y dando
como resultado la estimacion de la aproximacion de la luz de fondo.

-1 )
(ATA) ATT],

a(x,y) = A (3.8)

€0

las columnas de la matriz A son funciones base, las cuales pueden ser términos del
polinomios de Taylor de grado par, impar o ambas. Como ejemplo ilustrativo, a
continuacién construiremos un patréon de franjas y estimaremos la luz de fondo a
partir de los valores de intensidad resultantes.

Consideremos que la luz de fondo a(z,y), b(z,y), y ®(z,y) estan dadas por

a(2,9) = Agmpi €XP [— ("” _2‘60)2 LW _2‘%)2)] , (3.9)

con Agmp =50, 2o =0y yo =0,

b(x,y) = By — Bi(2* +4°), (3.10)
con Bp=10y By =5,y

O(a,y) =4 [ [ (x,y) + 82, (3.11)
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donde
2 2 2 2 1 2 2
L (2.y) =301 —z)e*~0+" —10 ("; — a2’ - y5> e v §e*(ff“) v (3.12)

es una combinacién de funciones gaussianas y que estd implementada en MATLAB
como la funcién picos (peaks(-)) [32]. Entonces, con la ecuacién (3.1) generamos
un patrén de franjas, donde el ruido aleatorio n(z,y) es de media cero y varianza
unitaria. La Fig. 3.2 (a) muestra el patrén de franjas resultante.

Para realizar la estimacion de la luz de fondo se requiere una matriz de regresion
definida como

Loa yoaf oy
1z yo a5 - 45

A= T T o7 (3.13)
Lowy oy @ 0y,

La tabla 3.1 describe los regresores de la matriz A. Como podemos ver, se tienen 45
columnas considerando los términos intermedios del polinomio asi como los grados
par e impar del polinomio, pues estos aportan una mejor estimacion.

Dada la ecuacién (3.8), podemos ver que obtendremos el vector ¢y con 45 ele-
mentos que a continuaciéon se muestran en la siguiente tabla 3.1

1 Término C; 7 Término G
polinomial polinomial

1 1 49.9383 | 24 xty? -2.0519
2 x 0.0922 | 25 33 -0.0019
3 Y -0.1589 | 26 22yt -1.7475
4 22 -23.9949 | 27 x1y° 0.0844
5 y? -24.5076 | 28 1" -0.6229
6 xy -0.1659 | 29 x’ -0.0228
7 3 -0.2606 | 30 2%y -0.0059
8 %y -0.1358 | 31 x> 0.0088
9 xy? 0.1821 | 32 xty? -0.0155
10 Tk 0.3871 | 33 3yt 0.0187
11 x? 4.6420 | 34 9P 0.0089
12 y* 5.4484 | 35 xy® -0.0004
13 x2y? 10.8760 | 36 Yy’ 0.0268
14 3y 0.3088 | 37 a8 -0.0529
15 Y3z -0.1403 | 38 'y 0.0187
16 x® 0.1502 | 39 209 0.1772
17 xty 0.0725 | 40 20y3 0.0074
18 x3y? -0.1073 | 41 ity 0.1393
19 x?y3 0.0016 | 42 3P -0.0067
20 ry? -0.0423 | 43 228 0.1125
21 P -0.1914 | 44 xy’ -0.0115
22 x® -0.1504 | 45 Y8 0.0284
23 25y -0.1433

Tabla 3.1. tabla de coeficientes
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Después de estimar los parametros ¢ la estimacion de la luz de fondo se encuentra
de manera practica y enseguida se muestra los resultados de esta estimacion en la
Fig. 3.2. Observemos en la Fig. 3.2(a) el patron de franjas sin eliminacién de la luz
de fondo, en la Fig. 3.2(b)la fase envuelta extraida después de quitar la luz de fondo,
3.2(c) la representacion de la luz de fondo exacta a(z,y) y la luz de fondo estimada
a(z,y), y finalmete 3.2(c) la diferencia de a(x,y) y @ como A(z,y).

(b)
2
15
El
05
D 0
05
1
15

5 \ EEEER
15 El 0.5 0 05 1 15
X

(© (d)

Intensidad

Fig. 3.2. Simulacién computacional de (a) patrén de franjas, (b) fase envuelta ex-
traida, (c¢) luz de fondo exacta a(x,y)y luz de fondo estimada a(z,y), (d) diferencia
entre luz de fondo estimada y luz de fondo exacta.

En experimentos de interferometria, los datos que resultan del fenémeno de inter-
ferencia son datos de intensidad del patréon de franjas. Con el proceso de estimacién
descrito se puede recuperar la luz fondo, que es necesaria para los métodos de ex-
traccion de fase que se veran mas adelante.

3.2. Meétodo de Takeda

El método de Takeda procesa patrones de franja analizando el espectro de Fou-
rier, resuelve algunos problemas como la determinacion del signo de fase y la limi-
tacion en la precision de los coeficientes de luz de fondo y modulacion.

A partir de las propiedades de Fourier, el método de takeda se centra en los
espectros resultantes de Fourier que estan separados por la frecuencia portadora,
para asi trasladar alguno de ellos en el origen y facilitar la transformada inversa de
Fourier. Finalmente se obtiene la informacién necesaria para determinar la fase.

Para establecer el proceso de este método es necesario presentar un patréon de
franjas como en la ecuacién (1.12) y de manera general como en la ecuacién (3.1).
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Donde la fase ® se observa como
O(z,y) = d(7,y) + wer + wyy. (3.14)
con w, = 27 fy, w, = 0.

Como se observa la ecuacién (3.14), w, tiene como estructura una frecuencia
portadora fy, esta se introduce comtinmente en mediciones 6pticas. Entonces para
facilitar la descripcién del método de Takeda reescribimos el patron de franjas de la
siguiente manera.

g(x,y) = a(z,y) + c(z,y) exp(2mifox) + c*(x, y) exp(—2mi fox), (3.15)

con ¢(x,y) = 3b(x,y) exp [ip(z, y)].
Utilizando la transformada de Fourier, tenemos la siguiente ecuacién donde las letras
mayusculas denotan el espectro de Fourier.

G(p,v) = A(p,v) + C(p — fo,v) + C* (1 + fo,v), (3.16)

En general, en el plano de Fourier, el espectro G(f) tiene 3 16bulos: El espectro
A(f) (orden cero) y l6bulos simétricos C'y C* centrados en +fy y — fo respectiva-
mente.

Eliminar el orden cero es el primer problema que se enfrenta el método, pues la
informacion de interés se encuentra en C' o en C*, se puede mencionar el anélisis de
la seccién 1.5 que es un enfoque que elimina el orden cero, por lo que, los patrones
a procesar seran de la forma.

9(x,y) = cos(¢(z,y) + 2 fox) (3.17)
Entonces, aplicando la transformada de Fourier, se tiene el siguiente espectro
G, v) = Clp— fo,v) +C*(n+ fo,v). (3.18)

Nos centramos en solo uno de los dos espectros que estan en la portadora. Lo
siguiente seria, siguiendo el método de Takeda, el traslado del espectro un fy sobre
el eje pu para obtener un espectro C'(u,v). No obstante, nos podemos dar cuenta
que hacer el traslado no es forzosamente necesario y el proceso de andlisis se puede
plantear de la siguiente manera.

Como hacer un traslado sobre el espacio de frecuencias es complicado en la
practica, simplemente dejamos el espectro en esa posicion y continuamos con la
implementacion, esto es la transformada inversa de Fourier (TIF) del espectro C'(u—
fo, V).

cog = F {C(u— fo,v)}. (3.19)
Veamos que ¢y = ¢(x — fo,y) y contiene informacién con respecto de ¢, por lo que,
basta con separar la parte real e imaginaria de coy y aplicar la tangente inversa para
obtener una distribucién de fase envuelta, que a su vez es también una distribucion
de fase desplazada y discontinua.

x

Geny = tan ™! (;Ez; ;) (3.20)
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Para analizar el funcionamiento del método de Takeda, realizamos una simula-
cién para extraer la funcién de fase a partir de un patrén de franjas con frecuencias
portadoras espaciales f, y f, en x, y respectivamente. Se considera la luz de fon-
do a(z,y) definida por la ecuacién (3.9) con Agpmpy = 200, g = —0.5y yo = 0.
Asi mismo, la luz de modulacién esta dada por la ecuaciéon (3.10) con By = 100 y
By = 0.2. Definimos la funcion de fase ® como en la ecuacién (3.14), que se ve como
argumento del coseno en las ecuaciones (1.12) y (3.1).

D(z,y) = d(2,y) + w,x + wyy
— 4 [] +m)7e + (21)9y,

De la ecuacién (3.1) definimos 7n(z,y) como una funcién de ruido aleatoria, con
distribucién normal de media p igual a 0 y desviacién estandar o igual a 50.

(3.21)

Como se menciono anteriormente, en el método de Takeda el proceso de filtraje
se simplifica usando patrones de franjas en los que la luz de fondo se ha eliminado.
Es decir, en el espectro de Fourier el 16bulo central (orden cero) es eliminado. En la
Fig. 3.3(a) podemos notar el espot en el patrén de franjas eso nos quiere decir que
aun no se ha eliminado la luz de fondo esto en consecuencia nos resulta el espectro
de Fourier de la Fig 3.3(b. Seguido de la implementacién computacional se muestra
en la Fig. 3.3(c) el patrén de franjas sin luz de fondo, asi como el espectro de Fourier
respectivo en la Fig 3.3(d).

%00

Fig. 3.3. (a) Patron de franjas con luz de fondo, (b) espectro de Fourier con orden
cero. (c) Eliminacién de la luz de fondo del patrén de franjas y (d) el espectro de
Fourier sin el orden cero.

De acuerdo con el método de Takeda, el siguiente paso es filtrar uno de los dos
l6bulos que estan en la Fig. 3.3 (d). Para esto se requiere de una méscara circular
que suprima la informaciéon no deseada del espectro de Fourier eso se observa en la
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Fig. 3.4(a). Al nuevo espectro se le aplica la transformada inversa de Fourier, con
ayuda del comando ifft (Inverse fast Fourier transform) de MATLAB. Siguiendo
las ecuaciones (3.19) y (3.20) encontramos una distribucién de fase envuelta con
portadora (ver Fig.3.4(b) ).

Fig. 3.4. (a) Filtraje del 16bulo +1, (b) distribucién de fase envuelta.

Para obtener la funcién de fase original con portadora, se debe realizar un proceso
de desenvolvimiento de fase que da como resultado la Fig. 3.5(a).

Existe en la literatura varios algoritmos para realizar el desenvolvimiento de fase
[33]. En el Apéndice B, se describe el método de desenvolvimiento de fase que se
utiliza en este trabajo.

Después se procede a restar la portadora que como vemos es un plano, facilmente
obtenemos la Fig.3.5(b). En la Fig.3.5(c) se muestra la fase exacta y finalmente en
la Fig. 3.5(d) la diferencia que existe entre la fase desenvuelta exacta y la estimada.

160-

140~

120-|

100-L..- B

(b)

Fig. 3.5. (a) Fase desenvuelta con la contribucién de las frecuencias portadoras. (b)
Fase desenvuelta sin la contribucion de las frecuencias portadoras. (c) Fase exacta.
(d) Error entre la fase exacta y fase estimada ((c)-(b)).
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3. Recuperacién de fase por interferencia

3.3. Brunning

Brunning aporta un andlisis al patrén de interferencia, adquirido por el frente de

onda de prueba y el de referencia, cuando representa la ecuaciéon de intensidad en
una serie de Fourier. Las propiedades de ortonormalidad proporcionan gran sencillez
para calcular los coeficientes de la serie, encontrando informacion del frente de onda
de prueba y por tanto de la fase.
Consideremos un interferémetro en el que uno de los brazos se coloca la superficie de
prueba que deseamos medir y en el otro brazo, un piezoeléctrico que aleja o acerca
un espejo. Suponiendo componentes perfectos, consideramos los frentes de onda de
referencia y de prueba, como en la ecuacion (1.7), respectivamente.

El(xv y) :Al(xv y) eXP(@'QSl(% y))?
Ey(z,y) =As(z,y) exp(¢2(7,y)),

con ¢1(z,y) = 2kl, pa(x,y) = 2kw(x,y). Donde k = 27/ y [ es la longitud desde
el divisor de haz hasta la superficie de referencia, y w(x,y) representa el perfil de
la superficie de prueba. De esto denotamos el patron de franjas como la ecuacion
(1.8), podemos ver que a(z,y) = A3(z,y) + A3(z,y) y b(z,y) = 241(z,y) As(z,y).
De manera general tenemos, otra vez, un patréon de la forma

(3.22)

I(z,y) = a(x,y) + b(x,y) cos(P), (3.23)

con & = 2k(w(x,y) —1).

Como la funcién de interés es w(x, y), se puede visualizar a I(z,y) como una funcién
sinusoidal de [ para todo (z,y) dentro del patrén de franjas.

El método de Brunning sugiere que la funcién I(z, y, [) se defina en series de Fourier,
consideremos entonces una representacion alternativa de la ecuacién 3.23,

I(x,y,1) 2 ag(x,y) + a1 (z,y) cos 2kl + by (z, y) sin 2kl. (3.24)

Como podemos ver la ecuacién (3.24) es una combinacién lineal de funciones com-
plejas relacionadas entre si, donde la frecuencia fundamental de esta serie, para el
caso continuo, es vy = 2w/T con T' = A/2 . Se entiende que los coeficientes son
funciones de x y y. Por comparacion el primer coeficiente de la serie corresponde a
la luz de fondo dada por la funcién a(z,y).

En los patrones de franjas capturados, los coeficientes ag, ai, b; para cada punto
(x,y) se encuentran cambiando secuencialmente por el cambio en la distancia [, co-
mo se muestra en las ecuaciones (3.23) y (3.24). Observe que [ cambia conforme se
desplaza la superficie de referencia en pasos de T'/n , es decir habrd un corrimiento
de fase temporal, el cual estarda dado por

n2’ (3.25)
1=1,2,...,np.

Con p el ntimero de periodos (después de n pasos, cada franja se desplazard un
periodo). Haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de las funciones trigo-
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3. Recuperacién de fase por interferencia

nométricas encontramos los coeficientes de la serie de la siguiente manera.

1 &
y)=—> I(z,y,l:) = A + A, (3.26)

np;3
a = — ZI z,y, ;) cos(2kl;) = 2A1 Ay cos(2kw(z, y)), (3.27)
by ( — Z[ x,y, ;) sin(2kl;) = 2A; Ag sin(2kw(z, y)), (3.28)

De las ecuaciones (3.27) y (3.28) obtenemos la formula de Brunning.

2kw(r,y) = tan" (b /ay) (3.29)

Con el fin de enriquecer el método de Brunning mostramos la siguiente simula-
cién. Definimos la luz de fondo como la ecuacién (3.9) con Ay = 200, 9 = —0.5
y yo = 0, la modulaciéon como la ecuacién (3.10) con By = 100, B; = 0.2. La fase
como

Pz, y) = wl(z,y) -1, (3.30)

con w(z,y) = 4H, [ = % conT =27, n=10,j=1,...,npy p = 3. Observe
que se generan patrones de franjas variando [. En adicién a la ecuacién (3.23) y
de acuerdo a la forma general de patrones de franjas dada por la ecuacién (3.1),
se incluye n(z,y) como una funcién de ruido aleatoria, con distribucién normal de
media p = 0y desviaciéon estandar o = 50. Enseguida mostramos los resultados de la
simulacién computacional usando como entrada los patrones generados y aplicando
el método de Brunning.

Primero tenemos en la Fig. 3.6(a) la funcién de luz de fondo en 3D, luego en la
Fig. 3.6(b) tenemos la funcién de modulacién en 3D, la Fig 3.6(c) muestra la fase
exacta en 3D representada por w(z,y). Debajo de estas en forma bidimensional se
tiene la Fig. 3.6(d) del patrén de franjas con la luz de fondo.
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(a) (b) ()

50 100 150 25(7) 250 300 350 400 50 100 150 2%] 250 300 350 400 50 100 150 2%) 250 300 350 400

Fig. 3.6. (a) funcién de luz de fondo, (b) funcién de modulacion, (c) fase w(z,y)
exacta, (d) patrén de franjas (interferencia), (e) fase w(x,y) envuelta estimada por
método de Brunning y (f) fase w(x,y) envuelta exacta

Como podemos ver en las Figs. 3.6(e) y 3.6(f) , la fase w(z,y) envuelta esti-
mada bidimensional es cualitativamente semejante a la fase envuelta exacta, para
demostrar que la recuperacion de fase envuelta fue bastante cercana se procede a
desenvolverla.

100

Fig. 3.7. (a) fase w(x,y) exacta, (b) fase desenvuelta calculada, (c)diferencia entre

(a) y (b)

Dsenvolvemos la fase en la Fig. 3.7(b) y la comparamos con la exacta en la Fig.
3.7(a) y representamos la diferencia con Aw(z,y) en la Fig. 3.7(c). Mencionando
los puntos principales del método tenemos que, Brunning visualiza la ecuacién de
intensidad como una serie de Fourier, los coeficientes de la serie son obtenidos de
una coleccién ordenada de patrones con corrimientos de fase igualmente espaciados
en el periodo. A partir de esto podemos observar que en la practica el traslado del
espejo es mecanicamente dificil de controlar, por lo tanto, el desplazamiento de la
franja en el periodo deseado no recae exactamente.

Siguiendo con la idea de utilizar varios patrones de franjas con corrimientos de

42
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fase controlados, podemos encontrar el método de Greivenkamp el cual utiliza menos
)
patrones de interferencia, este se describe en la siguiente seccion.

3.4. Greivenkamp

El método de Greivenkamp ofrece, una excelente resolucién de la medicion de fase
de manera automatica y una recopilacién de datos insensibles al ruido. Este método
se basa en un ajuste por minimos cuadrados, valido para enfoques con corrimiento
de fase. El corrimiento de fase entre dos haces es realizado, en el interferémetro
heterodino, por alguna traslacién de un espejo. La expresion del patron de intensidad
de un interferograma tiene la forma de la ecuacién (1.11). Por lo que definimos el
patrén de franjas como

I(z,y,6) = a(z,y) + b(z,y) cos D, (3.31)

Con ®(x,y) = ¢ — 0, ¢ la diferencia de fase desconocida entre los dos frentes de
onda, y d(z,y) es el corrimiento de fase variable entre los dos haces interferentes.

Los datos requeridos son una serie de interferogramas grabados con diferentes
corrimientos de fase. Para el corrimiento de fase es permitido variar linealmente la
fase sobre un rango de A durante las mediciones.

El interferograma de muestra es la integral de los patrones de intensidad de (§;—A/2)
a (0; + A/2)
1 [86+A/2
Ii(z,y) =

El corrimiento de fase en el centro de cada periodo de integracion es d;, y el termino
i es el factor de normalizacién que permite que la senal integrada promedio en
cada interferograma sea independiente de A. En el limite A — 0, se obtiene la
aproximacion del corrimiento de fase. Es decir, la fase se mantiene constante durante
la captura de un interferograma muestra.

El resultado de la ecuaciéon 3.32 es el siguiente.

I(x,y,8)ds 3.32
A Jsnp @0:0) (3.32)

Li(x,y) = a(z,y) — ib(m, y) {sin [p(z,y) — §; — A/2]
—sin[p(z,y) — & + A/2]}

(3.33)

Usando identidades trigonométricas obtenemos

() =a(z,y) ~ Kbl >{sm<¢< u) - ><§>

— cos(¢(z, ) sin 2) —~ [sm ¢(x,y) — ;) cos (2) 50
-]
=a(z,y) + b(z,y)sinc ( ) cos(¢ — ;)
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Al introducir corrimientos de fase se consigue la modulacién temporal del patrén de
franjas. Esta modulacion es sinusoidal en cada punto del patron como se muestra en
la ecuacion (3.34). Por lo que, integrar el interferograma, mientras se cambia la fase
entre los dos haces, es reducir la modulacién de las franjas registrado en el conjunto
de datos del interferograma. Para la interferometria heterodina se requiere, como ya
vimos, de interferogramas con diferentes corrimientos de fase. Los datos obtenidos
del patrén de interferencia, con la variaciéon sinusoidal con respecto de ¢;, pueden
ajustarse a una curva seno de periodo conocido pero de fase y amplitud variable.
Por lo tanto la fase desconocida ¢(x,y) puede determinarse con el uso del ajuste
por minimos cuadrados.

Consideremos una ventana de integracion en el limite cuando A — 0, esto reduce

.z sin(A /2 .z .
a la funcién smg /2/ ) a 1. Por lo que, la ecuacién para cada interferograma es de la
forma

Li(z,y) = alz,y) + b(z, y) cos(4(x, y)) cos(i) + b(z, y) sin(p(z,y)) sin(d;)  (3.35)

para n patrones de franjas tenemos

Li(z,y) = alz, y) + b(x, y) cos(¢(x,y)) cos(01) + b(z,y) sin(¢(x, y)) sin(61)
I(z,y) = a(z,y) + b(x, y) cos(d(x, y)) cos(d2) + b(x, y) sin(P(x, y)) sin(dy)

(3.36)
Li(z,y) = a(z,y) + b(z,y) cos(d(z, y)) cos(dn) + bz, y) sin(¢(z,y)) sin(dy)
De forma matricial tenemos
L(py) Li(p2) --- L(pn)
L(p1) IL(p2) L (p)
L) L) - L)
1 cos(dg sin(dg
1 008253 sinEélg a(ph) a(p)
= | : : b(pr) cos(p(p1)) --- b(pn)cos(d(pn))|  (3.37)
b(p1) sin(o(p1)) -+ b(pn)sin(¢(pn))

1 cos(0,-1) sin(d,_1)

A

c

Con un conjunto de n patrones de franjas que representa la matriz Y de tamaifio
n X Ny p; = [z;,y;]" representa cada coordenada espacial con i = 1,--- , N, donde
N representa el nimero de pixeles en cada patrén de franjas, A es una matriz de
tamano nx3 (matriz de regresion ) y C'de 3x N (vector de incdgnitas). Considerando
que AT A es una matriz no singular, la ecuacién a resolver es de la forma AC =Y,
que resolvemos usando el método de minimos cuadrados como

c1(p) 1
C=la@)| =(A74)  ATY. (3.38)

c3(p)
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Con el vector C' obtenemos de manera sencilla, la luz de fondo, la luz de modulacién
y la fase como

a(z,y) = c1(p), (3.39)
b(z,y) =/ (P) + A(p), (3.40)

y
tan ¢(z,y) = s(P) (3.41)

c2(p)

La fase se obtiene usando la ecuacién (3.41) aplicando la funcién arco-tangente. Sin
embargo, apareceran discontinuidades de 27 debido a la periodicidad de las funciones
trigonométricas. La fase discontinuo resultante es conocida como fase envuelta. Para
eliminar las discontinuidades de 27 y recuperar la fase de interés es necesario aplicar
un procedimiento de desenvolvimiento de fase [33].

A continuacién se presenta la simulacién del método aqui presentado. La luz de
fondo esta dada por la ecuacién (3.9) con Ay = 200, g = —0.5 y yo = 0. La
funcién de modulacién esta dada por la ecuacion (3.10), con By = 100, B; = 0.2.
La fase esta dada como

D(z,y) = ¢z, y) — 4, (3.42)

con 0 = 0,7,m, 37“ Observe que se generan cuatro patrones de franjas, los cuales
son correspondientes a la ecuacién (3.31). En adicién a esta y de acuerdo a la forma
general de patrones de franjas dada por la ecuacién (3.1), se incluye n(x,y) como
una funcién de ruido aleatoria, con distribucién normal de media ¢ = 0 y desviacién
estandar o = 50. Este conjunto de patrones son procesados por la ecuaciéon (3.38).

Como se menciona anteriormente, de los patrones de franjas obtenidos al variar
d (ver Figs. 3.8(a)-(d)) se construye una ecuacién matricial. La cual se resuelve por
el método de minimos cuadrados y del cual se obtiene la luz de fondo, la luz de
modulacion y la fase envuelta. Esta ultima se observa en la Fig. 3.8(e).
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(a) (b) (c)

200! e 200 e 200

50 100 150 Z.OTO 250 300 350 400 50 100 150 2%) 250 300 350 400 50 100 150 20$0 250 300 350 400

(d) (e) (f)
200 \ il 200 i ; ". =200

50 100 150 2%) 250 300 350 400 50 100 150 2&9 250 300 350 400 50 100 150 Z&I‘J 250 300 350 400

Fig. 3.8. Patrones de franjas con diferentes corrimientos de fase, (a) 6 = 0, (b)
d=m/2,(c) § =m, (d) § = 37/2. (e) Fase envuelta ¢ estimada, (f) fase envuelta ¢
exacta.

Dsenvolvemos la fase en la Fig. 3.9(b) y la comparamos con la exacta en la Fig.
3.9(a) y representamos la diferencia con ¢ — ¢. Para el ejemplo aqui planteado,
se observa una convergencia a la fase exacta no mayor a m ( ver Fig. 3.9(c))con
solo cuatro patrones de interferencia, esto indica una mayor facilidad en la parte
experimental, al contrario, a Brunning que se necesitan varias tomas.

(@) (b) ()

Fig. 3.9. (a) Fase desenvuelta exacta, (b)fase desenvuelta estimada, (c) diferencia
entre la grifica (a) y (b).

Por otro lado, tanto el método de Brunning como el de Greivenkamp si bien
ofrecen obtener la luz de modulacion y la luz de fondo, esto se contrarresta con
capturas de patrones con corrimientos de fase controlados en los que debe existir un
cierto orden.

Existen métodos a parte de Takeda que, aunque necesitan la eliminacion de la
luz de fondo, resultan mas sencillos en la practica, tal es el caso del método de
Gram-Schmidth que requiere de dos interferogramas.
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3.5. Gram-Schmidt

La demodulacién por el método de Gram-Schmith parte de mostrar que cualquier
interferograma, filtrando la luz de fondo, se puede descomponer en dos senales, las
cuales contienen la informacion necesaria para construir el mapa de fase. Siguiendo
esta linea se demuestra que a partir de dos interferoframas con corrimiento de fase
se pueden formar otros dos de caracter ortonormal, por tanto, la suma de estos
seguird siendo una senial ortonormal, quedando entonces una senal con elementos
bien definidos para usarlos en la busqueda de la fase.

Partimos de describir un interferoframa con corrimiento de fase temporal como
se ve en la ecuacién (1.11), para este método se necesitard de dos interferogramas
Li(z,y) e Iy(z,y) con §; y d3 sus corrimientos de fase temporal respectivamente.
Generalizando podemos describir a los interforegramas como

I, = a + b(cos[¢] cos[d,] — sin[¢] sin[d,]) . (3.43)
Agrupando términos se tiene lo siguiente
I, =a+a,l.+ B.1, (3.44)

con n € [1,2] , a, = cos[d,], Bn = sin[d,], I. = beos[p] y I, = —bsin[¢]. Vemos
entonces que cualquier interferograma puede ser descompuesto en tres senales. Ti-
picamente la luz de fondo es una senal suave y como hemos demostrado al inicio
del capitulo esta se puede filtrar. Sin embargo, en algunos casos la luz de fondo se
puede descomponer en dos senales. Como lo mencionamos al inicio de la seccion, se
necesita encontrar una base de interferogramas ortonormalizados, a partir de inter-
ferogramas muestra, utilizando el método de Gram-Schmidt. Este método toma un
conjunto finito de vectores S = {uy,...,u;} y generamos de este un conjunto orto-
normal S = {4, ...,ux}, con k < j.Como nuestro conjunto S tiene dos vectores, se
puede mostrar en seguida el proceso que consiste en tres pasos. Primero, tomamos
uno de los dos vectores y lo normalizamos.

iy = uy/\/(ug, ug) = uy/||ug]- (3.45)

Después ortogonalizamos u, con respecto al vector 7, substrayendo su proyeccion
como sigue
U2 = Uy — <U2, U~1> . U~1. (346)

Finalmente, obtenemos 5y dividiendo 7, por su norma como

UNQ :ag/\/<ﬁ2,a2> :ﬁg/H'ELQH, (347)

el operador (.,.) es determinado por la definicién del producto interior. Para el
producto interior de dos interferogramas, nosotros lo definimos como

Nz Ny

<Il(l'7y)7[2($ay>> = Zzll(x>y)12(xay)7 (348)

z=1y=1
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donde N, y N, corresponden a las columnas y filas de la imagen, respectivamente.
Entonces siguiendo los pasos de ortonormalizacién, tenemos dos senales ortonorma-
les I, e I, de dos interferogramas (con luz de fondo filtrada) I; e I5. Siguiendo con
el método GS descrito en las ecuaciones 3.45,3.46 y 3.47, se tiene lo siguiente

b cos(9)
VI, 0 (beos(6))”

I, = beos(p) /Ky = (3.49)

Si consideramos 0; = 0y d9 = 6 = (d2 — d1) vemos que no se pierde la generalidad ya
que estos corrimientos de fase no introduce términos relevantes en la recuperacion
de fase. Sumado a esto, usando la ecuacion 3.46, que es el segundo paso del método
GS, obtenemos la versién ortonormal I, de la siguiente manera.

I, = beos(¢ + 6)

_ (i zy: b* cos(¢ + 0) Cos(qﬁ)) beos(¢)/ki (3.50)

z=1y=1

Ahora bien, si consideramos tener mas de una franja en los interferogramas, podemos
usar la aproximacion | 2=, Z;V:yl cos?(¢) cos(8) [>| 0=, Zi/v:yl cos(¢) sin(¢) sin(0) |,
por lo que reescribimos la ecuaciéon 3.50 como

A

Ib = —bsin(¢) sin(4) (3.51)

Finalmente, obtenemos I dividiendo /5 por su norma. De la ecuacién 3.46 tenemos

Nz Ny

Iy = —bsin(¢)/ky = —bsin(¢)/ 22 (bsin(g))” (3.52)

r=1y=1

Note que I tiene valores bajos si d esta cerca de cero o m. En este caso, la senal es
afectada por ruido. Por otro lado, la fase modulada puede ser recuperada con una
funcién arcotangente

o= arctan(—fg/fl). (3.53)

Para analizar el funcionamiento de este método se propone la siguiente simulacién de
extraccion de fase usando patrones de franjas. La luz de fondo no se incluye en este
método pues se considera que ya ha sido filtrada. En la practica, la luz de fondo de
puede estimar y eliminar de los patrones de franjas usando el método de estimacién
visto en la seccion 3.1. La funcién de modulacién estd dada por la ecuacién (3.10),
con By = 100 y By = 0.2 la visualizacién de la funcién estd en la Fig 3.10(a) . La
fase estd dada como

O(z,y) = ¢(z,y) + 0k, k=0,1, (3.54)

con ¢(z,y) =4 H(x, Y), 6o = 0, 91 = 2. Se agrega una funciéon de ruido aleatorio
n(z,y) con distribucién normal de media 1 = 0 y desviacién estandar o = 15.
Con estos valores se producen los dos interferogramas que se muestran en las Figs.
3.10(b) y 3.10(c). Estos patrones de franjas simulados se toman como entrada para
el método Gram-Schmidt de recuperacién de fase envuelta. Recordemos que los
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3. Recuperacién de fase por interferencia

patrones tienen corrimientos de fase delta; = 0 y deltay = 2 y aunque la diferencia
de estos no esta cerca de pi o de 0, conocer los corrimientos no es necesario.

®)
50
= 150 .
\i 100 P 200k 1
© g ‘ 250 @ ‘ o F
o - §

~—— a e, s
y 00 €T 50 100 150 ZBxD 250 300 350 400

50 100 150 ZOwO 250 300 350 400

Fig. 3.10. (a) Funcién de modulacién. (b) y (c¢) Dos patrones de franjas usados en
simulacion para probar el método de Gram-Schmidt.

Como sabemos el proceso de ortonormalizacién es llevado por las ecuaciones
(3.49), (3.51) y (3.52). El patrén ortonormalizado I, estd en la Fig. 3.11(a), el
patrén ortonormalizadol, esté representado en la Fig.3.11(b), La fase envuelta bi-
dimensional estimada por Gram-Schmidt se muestra en la Fig. 3.11(c) y finalmente
la fase envuelta exacta en la Fig.3.11(d)

2008

Fig. 3.11. (a)-(b) Patrén de franjas ortonormalizados I, I, (c) fase envuelta esti-
mada por el método de Gram-Schmidt, (d) fase envuelta exacta.

De acuerdo con el método de Gram- Schmidt, establecido por los autores en [23],
si se tiene mas de una franja en los interferograms se usa la siguiente aproximacion.

ky =2 ks (3.55)

En el ejemplo que se simula en en este trabajo, visiblemtente la fase envuelta
recuperada es muy diferente a la exacta (ver figura 3.11(c)). Podemos inferir que

49



3. Recuperacién de fase por interferencia

debido al ruido, establecido en la simulacién, la aproximacién de normas no se
cumple. Es por eso que se prosigue al desenvolvimiento de fase, en la Fig.3.12(b), en
la Fig.3.12(a) se muestra la fase exacta y finalmente en la Fig. 3.12(c) la diferencia
que existe entre la fase desenvuelta exacta y la estimada que se denota como ¢ — ¢.

(a) (b) (c)

Fig. 3.12. (a) Fase desenvuelta exacta, (b) Fase desenvuelta estimada, (c) diferencia
entre (a) y (b)

Note que la fase estimada puede coincidir en algunas dimensiones espaciales
como la altura, sin embargo, son claras las curvas de nivel sobre la superficie, lo que
hace que la recuperacion de fase no sea suave. Durante la simulacién computacional
se puede notar que tal efecto corresponde al cociente de las normas ki y ko. Es
decir, mientras k;/ks # 1 las curvas de nivel aparecen y se vuelven mas marcadas
con forme aumenta el ruido.

Podemos ver que el método en la practica resulta ser sencillo, al solo capturar dos
patrones de franjas, pero es en la parte del proceso numérico donde se ve afectado
la recuperacion de fase. Es el método en general el que no prevé la participacion del
ruido como un efecto en contra de la recuperacion de fase.

En el analisis a diversos métodos a lo largo de este trabajo hemos visto tanto
mejoras como fallas en la recuperacion de fase. Sin embargo, la bisqueda de un buen
método no acabaria sin antes mencionar el método basado en la minimizacion del
coeficiente de variacion el cual hace de la recuperacion de fase un proceso simple,
sobre este método se habla a continuacion.

3.6. Minimizacion del coeficiente de variacion

Antes de comenzar con la descripcion y el analisis, es necesario definir algunas
herramientas que son usadas por el método, estas son el método de busqueda y
el concepto de coeficiente de variacién. Segun los autores en [27] se recomienda el
clasico algoritmo de busqueda de Fibonacci, pero se llega al mismo fin usando la
optimizacién de busqueda por intervalos.
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3.6.1. Optimizaciéon por busqueda en intervalos

Consideremos un problema de optimizacién de la forma

minimaizar x
) /(@) (3.56)
sujeto a x € ).

La funcién f : R™ — R que se desea minimizar es una funcién de valor real llamada
funcién objetivo, y @ es un vector de variables independientes

x = [r1, 29,0, €R™ (3.57)

Las variables x1,...,x, son denominadas variables de decision. El conjunto {2 es
un subconjunto de R", llamado conjunto de restricciones o conjunto factible. Este
problema de optimizaciéon se puede ver como un problema de decisiéon que implica
encontrar el “mejor” vector @ de las variables de decision, sobre todos los vectores
posibles en 2. Por el “mejor” vector nos referimos a aquel que resulta en el valor mas
pequeno de la funciéon objetivo. Este vector se denomina minimizador de f sobre €.

Los métodos de busqueda son aquellos que nos permiten determinar el minimi-
zador de una funcién. Como ejemplo se usan funciones en una dimension de la forma
f : R — R sobre un intervalo cerrado [ag, b]. Si asumimos la propiedad unimodal de
la funcién objetivo f, se considera entonces que se tiene solo un tinico minimizador
local como se muestra en la figura 3.13.

f(x)

dp bo
Fig. 3.13. Funcién unimodal.

Los métodos en general estan basados en la evaluacion de la funcion objetivo f
en diferentes puntos en el intervalo [ag, bp]. Elegimos estos puntos de manera que
se pueda lograr una aproximacion al minimizador de f en el menor nimero de
evaluaciones posibles. Nuestro objetivo es reducir progresivamente el rango hasta
que el minimizador este “ajustado” con suficiente precision. Considere una funciéon
unimodal f de una sola variable en el intervalo [ag, b]. Si evaluamos f en un solo
punto intermedio del intervalo, no podemos reducir el rango dentro del cual sabemos
se encuentra el minimizador. Tenemos que evaluar f en dos puntos intermedios como
se muestra en la Fig. 3.14.
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Fig. 3.14. Evaluacién de la funcién objetivo en dos puntos intermedios.

Elegimos los puntos intermedios de forma que la reduccién del rango sea simé-
trica, de manera que

a; — ag = bg - b1 = p(bo - ao), (358)

donde

1
P<3y (3.59)

Siguiendo la ecuacién 3.58, evaluamos f en los puntos intermedios. Si f(a;) < f(b1),
entonces el minimizador debe caer en el rango [ag, b;]. Por el contrario, si f(a;) >
f(b1), entonces el minimizador es localizado en [aq, by] (ver Fig. 3.15).

flx)

f(by) ---4y-------+
flay) [~

I

Tay by by

Q
[S)
=

Fig. 3.15. Caso donde f(ay) < f(b1); el minimizador z* € [ag, by].

Comenzamos con el rango reducido de incertidumbre, se repite el proceso y, de
manera similar, encontramos dos nuevos puntos, sea as y by, usando el mismo valor
p < % como se ve anteriormente. Sin embargo, si queremos minimizar el nimero de
evaluaciones de la funciéon objetivo mientras se reduce la amplitud del intervalo de
incertidumbre, se hace lo siguiente.

Suponga, que f(a;) < f(by), como la Fig. 3.15. Entonces, sabemos que x* €
lag, by]. Debido a que a; ya estd en el intervalo de incertidumbre y f(a;) ya se
conoce, podemos hacer coincidir a; con by. Por lo tanto, seria necesario solamente
una nueva evaluacién de f en ay. Para encontrar el valor de p que de como resultado
una sola evaluacion de f, puede consultar la Fig. 3.16.
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] a; a; = b, by by

bo _a():l

Fig. 3.16. Seleccion del valor p para que se tenga una nueva evaluacion de f.

De manera general, imagine que el rango original ag, by es de longitud unitaria.
Entonces, para tener solo una nueva evaluacién de f es suficiente elegir p tal que

p(bl — Cl()) = bl — bg. (360)
Yaque by —ag=1—py b —by=1—2p, tenemos

p(l—p)=1-2p. (3.61)

De forma cuadratica se tiene
PP —3p+1=0. (3.62)

La solucién es

3+2‘/5, p= 3_\/3. (3.63)

i 1
Puesto que se requiere p < 5 se toma

p1 =

p=7 ~ 0.382 (3.64)
Observe que
-1
1—p— \/52 , (3.65)
y 5
— -1 1-
p__B3-V5_Vi-l_1-p (3.66)
1—p V5-1 2 1
resultando 1
P —p
—_— = 3.67
1 (3.67)

Entonces, dividir un rango en razon de p entre 1 — p es similar al efecto de que la
razéon del segmento mas corto entre mas largo sea igual a la razén del mas largo
entre la suma de los dos. Esta regla fue referida por los antiguos gedmetras griegos
como la seccion Aurea. El uso de esta regla de la seccion Aurea significa que en cada
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etapa de la reduccién del rango de incertidumbre (excepto la primera), la funcién
objetivo f solo necesita ser evaluada en un nuevo punto. El rango de incertidumbre
se reduce a la relacién 1 — p ~ 0.61803 en cada etapa. Entonces, para N pasos de
reduccién usando el método de la seccion Aurea se reduce el rango por un factor de

(1—p)N ~ (0.61803)". (3.68)

Ejemplo 3.6.1 Usamos el método de busqueda de textitseccion Aurea para encontrar
el valor de x que minimiza

f(z) = a* — 142° + 602 — 70w (3.69)

en el rango [0,2]. Localizamos el valor de x en un rango de 0.3. Después de N pasos
el rango [0,2] es reducido por (0.61803)" escogemos N tal que

(0.61803)" < 0.3/2. (3.70)
Para cuatro pasos de reduccion, N=4 tenemos lo siguiente.

Iteracion 1. Se evalia la funcion (3.111) en dos puntos intermedios aq y by.

a; = ag + p(bo — ao) = 07639,

3.71
b1 = ag + (1 — p)(bo — Go) = 1236, ( )
donde p = (3 —/5)/2. Calculamos
= —24.36
fla) ’ (3.72)
F(by) = —18.96.

FEsto significa que f(ay) < f(b1), asi que el intervalo de incertidumbre es reducido a

[ao, br] = [0,1.236)]. (3.73)

Iteracion 2. Escogemos by de manera que coincida con ay, y [ evalie solo al
valor
as = ag + p(bl — (10) = 04721, (374)

tenemos entonces que
flas) = —21.10,
f(b2) = f(a1) = —24.36.
Ahora, f(by) < f(az), asi que el intervalo de incertidumbre es reducido a

a2, by] = [0.4721,1.236). (3.76)

(3.75)

De esta misma manera se obtienen las siquientes iteraciones, obteniendo un inter-
valo reducido de
lag, b3] = [0.6525,0.9443]. (3.77)

Asi como este método, para minimizar una funcion, existen otros de mayor com-
plejidad estos pueden ser revisados en [36]. Por su sencillez, en este trabajo de tesis,
usamos la optimizaciéon por busqueda en intervalos sobre la funcién de coeficiente
de variacion, que se aborda en la siguiente seccion.
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3.6.2. Coeficiente de variacion

Para una mayor comprension del método de extraccion de fase que se abor-
dard en esta seccion, revisaremos brevemente algunos conceptos de probabilidad
importantes. Nos referimos a un experimento aleatorio, al experimento en el que el
resultado no se puede predecir, representando los posibles resultados en un conjunto
de eventos {A}. Es decir, si repetimos el experimento N veces y un evento especi-
fico A ocurre n veces, entoces, la frecuencia con la que ocurre A es dada por n/N.
Entonces la probabilidad del evento A se define como

P(A) = lim — (3.78)

Intuitivamente podemos construir un modelo estadistico que esperamos represente
el experimento. El modelo estadistico debe juzgarse sobre la base de la precisién
al describir el comportamiento de los resultados experimentales en muchos ensayos.
Con esto introducimos el concepto de variable aleatoria. Para cada posible evento A
del experimento aleatorio se le asigna un numero real u(A). Es decir, la variable U
costa de todos los posibles u(A). La variable U es discreta si los resultados consisten
en un conjunto discreto de niimeros posibles y continua si los resultados pueden
encontrarse en cualquier lugar de un continuo de valores posibles. Para cualquiera
de los casos la funcién de distribucién de probabilidades se define por

Fyy = Prob{U < u}, (3.79)

En otras palabras la ecuacién (3.79) significa la probabilidad de que la variable U
asuma un valor menor o igual al valor especifico u. Cuando U cae entre dos limites
a < U < b la probabilidad esta dada por

Prob{a < U < b} = Fy(b) — Fy(a). (3.80)

Derivamos a continuacion la funcién de densidad para una variable aleatoria U

Fy(u) — Fy(u — Au)

Py(u) = Alziglo A , (3.81)
para un Auwu suficientemente pequeno se tiene
Py(u) = Prob{u — Au < U < u}. (3.82)
Propiedades fundamentales de Fy(u)
Py >0; /O:o Py(u)du = 1, (3.83)
b
Prob{a < U < b} = / Py (u)du, (3.84)
la funcién ¢ con la propiedad de
(u—ug) =0 U F# Up,
(3.85)

/_O:O g(u)d(u — ug)du =g(uy,)
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Promedio estadistico.

Sea g(u) una funcioén tal que para cada nimero real u se asigna un nuevo nimero
real g(u). Si u representa el valor de una variable aleatoria, g(u) es también el valor
de una variable aleatoria. Definimos el promedio estadistico (valor medio, valor
esperado) de g(u) por

3(u) = Elgw)] 2 [ glw)Pu(u)du. (3.56)

—00

Momentos de variable aleatoria.

Las propiedades mas simples del promedio de una variable aleatoria son sus
momentos, que si existen se obtienen estableciendo

g(u) =u". (3.87)

De la ecuacion (3.86) tenemos de manera particular el primer momento (valor medio,
valor esperado)

i = Elu] = /o:o w Py (u)du, (3.88)

y el segundo momento (valor medio cuadrético)
— o
u? = E[u?] = / u? Py (u)du. (3.89)
—o0
Frecuentemente, las fluctuaciones de una variable aleatoria sobre su media son de

gran interés, en cuyos casos nos concentramos en los momentos centrales, obtenidos
con

g9(u) = (u—1u)", (3.90)
De mas importancia es el segundo momento central, o varianza, definido por
o* = El(u—af] = [ (u—0)*Pu(u)du, (3.91)
donde 02 es conocida como varianza, y
o= /E[(u—1u)?| (3.92)

es la desviacion estandar.

Existe una variedad de situaciones en las que es de interés la dispersiéon de
datos, mas que su valor medio u otro momento central. En algunas aplicaciones,
es de utilidad considerar medidas de dispersién. Para este propésito es apropiado
conocer una medida de dispersion dividida por la medida apropiada de tendencia
central, en vez de una medida bruta de dispersion. La desviacion estandar podria ser
util para esta finalidad. Més atun, se podria considerar usar la desviacién estandar
normalizada al valor medio de la senal; es decir,

El(u —u)?]

((u) = TR (3.93)
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que es conocida en la literatura como coeficiente de variacion. En esta medida, el
valor medio representa el contenido de informacién de la senal, mientras que la
desviacién estandar representa ruido y otras senales de interferencia.

Vale la pena resaltar que el coeficiente de variacién esta relacionado con la re-
lacion senal-ruido (SNR, por la siglas en inglés Signal-to-noise Ratio), que es otra
medida ampliamente usada en la literatura definida como

Elul 1

SNR = SEECERO) (3.94)

Observe que para la SNR, la desviacion estandar no es importante en si misma, sino
solo en comparacion con la media. Se puede ver que el coeficiente de variacion esta
relacionado con la SNR como el reciproco. Por ejemplo, una senal (u otro grupo de
valores de medicién) con un CV de 0.02 tiene un SNR de 50. Mejores datos significan
un valor mas alto para el SNR y un valor més bajo para el CV.

Propiedades del valor medio, desviacion estandar, y el coeficiente de
variacién

A continuacién se describen brevemente algunas propiedades importantes del
valor medio, la desviacion estandar, y el coeficiente de variacion.

= Propiedades del valor medio. Sea Y = aX + b una transformacién lineal de
X, donde el factor a representa un cambio de escala y b es una traslacion.
Entonces, el valor medio de Y esta dado como

E[Y] = aE[X] +b. (3.95)

= Propiedades de la desviacion estandar. Sea Y = aX + b una transformacién
lineal de X, donde a y b son escalares constantes. Entonces, la desviacion

estandar de Y esta dada por
oy = aoy, (3.96)

donde ox es la desviacién estandar de X. Es decir, la desviacién estandar es
invariante con respecto al cambio de origen dado por b.

» Propiedades de CV. Sea Y = aX un cambio de escala de X. Entonces, el
coeficiente de variacién de Y esta dado por

¢(Y)

ao x

" aE[X]

= ((X). (3.97)

Es decir, el coeficiente de variacién es invariante con respecto al cambio de
escala a. El coeficiente de variacién es positivo cuando el valor medio es positivo
y negativo cuando el valor medio es negativo. El coeficiente de variaciéon no
esta definido cuando el valor medio es cero.
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3.6.3. Luz de modulacion b(z,y) y fase ¢(x,y)

En metrologia 6ptica moderna, cada vez es mas importante la exactitud en apli-
caciones tales como medicion de frentes de onda y reconstruccién de perfiles tridi-
mensionales, entre otros. El método de corrimiento de fase ha demostrado alcanzar
niveles altos de exactitud. En este método, es critico conocer los corrimientos de
fase entre dos patrones de franjas. Sin embargo, en la practica, los corrimientos de
fase se introducen mecanicamente, o son afectados por vibraciones y turbulencias
del ambiente experimental. Esto provoca que los corrimientos de fase reales no coin-
cidan con los corrimientos de fase esperados. Como resultado, la calidad de la fase
recuperada sera baja.

En teoria, demodular la informacion de fase de un solo patrén se realiza de
manera sencilla, pero en la practica nos encontramos con ambigiiedades de signo en
los resultados de fase. En los tltimos afios se ha trabajado sobre la posibilidad de
realizar la extraccién de fase usando solo dos patrones de franjas con un corrimiento
de fase. A continuacion, se describird el principio teérico de la extraccion de fase
usando solo dos patrones de franjas.

Dos patrones de franjas con un corrimiento de fase entre ellos estdn dados ma-
tematicamente por

Li(z,y) = a(z,y) + b(x,y) cos [(x, y)],
IQ(‘Ta y) = CL(J,’, y) + b(fL’, y) COs [¢(xv y) + a] .

Observe que, por cada punto (x,y), se tienen tres incognitas: a, b, y ¢. Sin embargo,
solo se tienen dos restricciones I e I5. Por lo que el problema no tiene solucién en
el sentido clasico. Sin embargo, es posible realizar la extraccion de fase eliminando
la luz de fondo como se describe a continuacién.

(3.98)

Existen métodos de estimacion de la luz de fondo y luz de modulaciéon conocidos
como normalizacidn de patrones de franjas [37]. Asi, el problema de extraccién de
fase se puede resolver usando solo dos patrones de franjas si se estima, y elimina,
previamente la luz de fondo a(z,y). Esto se puede realizar aplicando un método de
normalizacion de patrones de franjas. En la seccién 3.1, se presentd un método para
la estimacion de la luz de fondo. Usando este método, se puede estimar la luz de
fondo a(x,y) y eliminarla de los patrones de franjas como I(z,y) — a(z,y). Asi, a
través de la eliminacion previa de la luz de fondo, podemos asumir que los patrones
de franjas son de la forma

Il<x>y) = b(x,y) cos [¢(x>y)] )
I2<x7y) = b([L‘,y) cos [¢(x7y) + Oé] .

Usando la propiedad trigonométrica cos({ —¢) = cos £ cos ¢—sin £ sin ¢, las ecuaciones
(3.99) se convierten en

Il(xa y) = b(l’, y) COs ¢7
Iy(x,y) = b(x,y) (cos ¢ cos a — sin ¢ sin ) (3.100)

= b(z,y) cos ¢ cos a — b(x, y) sin ¢ sin a.

(3.99)
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3. Recuperacién de fase por interferencia

La ecuacién (3.100) se escribe de manera matricial como

L |1 0 bcos ¢

l[J - [cosa —sina] [bsinqﬁ] ' (3.101)
—— —_—

Y A o

La ecuacion (3.101) tiene la forma de A© =Y. La cual su soluciéon O esta dada por
0= (A)""Y. (3.102)

Entonces, se procede a calcular A~!

1
~ det(A)

A1 (cof(A))T, (3.103)
donde det(A) es el determinante de la matriz A y cof(A) es la matriz de cofactores de

A. El determinante de A es det(A) = —sin a.. Por otro lado, la matriz de cofactores
de A esta dada por

cof(A) = | S T (3.104)
0 1
Entonces, obtenemos la matriz inversa de A como
1 e
A= — l S e O] . (3.105)
—sina |—cosa 1

De la ecuaciones (3.105) y (3.102) tenemos los iguiente

bcosp| 1 0 I
[bsirw} B [cosa/ sin o —1/sina] [Ij ‘ (3.1006)

De la ecuacion (3.106) podemos encontrar la luz de modulacién b(z,y) como sigue

b(z,y) = \/(b cos )2 + (bsin ¢)?

(3.107)
= \/112 + (I,/tana — I/ sina)”.

De la misma forma, se tiene que la fase ¢(x,y) y los patrones de franjas, I; e I,
estan relacionados por

bsing
bcosgp

I/ tana — I,/ si
tan ¢ = 1/ ano‘f 2/ sina (3.108)
1

Por lo tanto, la fase (envuelta) se obtiene usando la funcién arco tangente como

Ii/tana — I/ sin«
I

¢, = atan (3.109)

Observe que las ecuaciones (3.107) y (3.109) dependen de conocer « este valor se
puede obtener de forma sencilla minimizando la funcién de modulacién (3.109). Este
proceso se describe de manera detallada en la siguiente subseccién
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3. Recuperacién de fase por interferencia

3.6.4. Minimizacién del coeficiente de variacién de b(x,y)

En la secciéon anterior, se mostré como calcular la fase envuelta usando dos
patrones de franjas con un corrimiento de fase entre ellos a través de la ecuacién
(3.109). Sin embargo, es importante resaltar que se requiere conocer el corrimiento
de fase a. En la préctica, este corrimiento de fase es desconocido, o no se conoce con
precisién. Si en la ecuacion (3.107) se usa un corrimiento de fase inexacto, entonces
la luz de modulacién resultante b(x,y) exhibird franjas remanentes. Sabemos que la
luz de modulacién no debe presentar franjas. Ademas, las franjas incrementaran la
varianza de la luz de fondo. Es por eso que se puede usar el coeficiente de variacion
de b(x,y) para probar qué tan exacto es el corrimiento de fase. La idea es determinar
un corrimiento de fase tal que elimine las franjas en la luz de modulacién. Esto es
equivalente a decir que se debe encontrar un corrimiento de fase « tal que minimice
el coeficiente de variacién de la luz de modulacién. Cuando se encuentra el valor de «
que minimiza el coeficiente de variacion de b(x,y), entonces se podra calcular la fase
envuelta usando la ecuacién (3.109). En esta seccién, mostraremos cémo calcular
el corrimiento de fase a aplicando el principio de minimizacién del coeficiente de
variacion.

o = argmin g(b(l’, y))

= argmin ¢ (\/112 + ([1/tana — I/ sina)2)

(3.110)

3.6.5. Evaluacién por simulacién

Para analizar el método de minimizacion del coeficiente de variacion realizamos
una simulacién para extraer la funcién de fase a partir de dos patrones de franjas
con un corrimiento o = 1.5 rad entre ellos. Se considera que la luz de fondo ha
sido filtrada en los patrones de franjas (ver Figs 3.17(b) y 3.17)(c)) por lo que los
patrones de franjas son de la forma dada por la ecuacion (3.99). De la misma forma
que en el método de Gram-Shmidt el conocer el corrimiento de fase de los patrones
no es necesario ya que ese es el objetivo de minimizar el coeficiente de variacién

La funcién de la luz de modulacion estd dada por la ecuacion (3.10) (ver Fig.
3.17(a)), con By = 100 y B; = 0.2. Definimos la ecuacién de fase como ¢(z,y) =

4 Z z . De la ecuacién (3.1) definimos n(z,y) como una funcién de ruido aleatorio,
con distribuciéon normal de media cero y desviacion estandar o = 30.

60



3. Recuperacién de fase por interferencia
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Fig. 3.17. (a) Funcién luz de modulacién, (b) Patrén de franjas I; y (c¢) Patron de

franjas I5.

Para encontrar el valor del corrimiento de fase, minimizamos la funcién

= <<b<x7 Y, a))

f(@)

(3.111)

El minimo de la funcién f(«) se encuentra usando el método de optimizacién por
bisqueda en intervalos. El intervalo inicial para la busqueda es [0, 7| radianes, el
niimero maximo de iteraciones fue fijado a 50, y la exactitud requerida fue 1 x 10~*
radianes. Los resultados en cada iteracion calculados se muestran en la tabla 3.2.

Observe que la exactitud requerida se alcanz6 en 22 iteraciones

Iteracion Intervalo

1 [0, 1.9416]

2 [ 0.74163, 1.9416]
3 [1.2, 1.9416]
4 [1.2, 1.6583]

5 [1.3751, 1.6583]
6 [1.4833, 1.6583]
7 [1.4833, 1.5915]
8 [ 1.4833, 1.5501]
9 [1.5088, 1.5501]
10 [ 1.5088, 1.5343]
11 [1.5186, 1.5343 |
12 [ 1.5186, 1.5283]
13 [1.5223, 1.5283 |
14 [ 1.5246, 1.5283 |
15 [1.5246, 1.5269 |
16 [1.5246, 1.526 |
17 [1.5251, 1.526 |
18 [1.5251, 1.5257]
19 [1.5253, 1.5257 |
20 [1.5253, 1.5255 |
21 [1.5254, 1.5255 |
22 [1.5254, 1.5255 |

Tabla 3.2. Tabla de intervalos por iteracion.

El dltimo intervalo obtenido por la iteraciéon ntimero 22 tenemos como resultado
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3. Recuperacién de fase por interferencia

la mejor aproximacion del valor de «, dado por el promedio de

o= a”;b” = 1.52545. (3.112)
Con este valor de a obtenemos la fase envuelta dada por la ecuacién (3.109).La
fase envuelta ¢, (2, %) exacta y la estimadag, (z,y) estan representadas en las Figs.
3.18(a), y 3.18(b) respectivamente. Observe que las diferencias en la Fig. 3.18(c)
son debido al ruido aleatorio en las zonas de discontinuidad que aparecen debido al
efecto de envolvimiento. La Fig. 3.18(d) representa la fase envuelta exacta, la Fig.
3.18(e) es la estimada. Note que al obtener la diferencia de las dos (ver Fig.3.18(f))da
como resultado una distribucién uniforme y casi plana sobre el plano ¢ — ¢=0.

(a) (b) (c)

34\ 310 iy
2, - s i } HH 4 ‘
= . m i
& R "“ I\LM
4 . i
400 S . ~ 400 400 40 " 400
200 - 00 200 ~ 200
Y 00 T Y 00 T
(d) (e) (U]
40 40 4
P ‘ /Szo ‘ -2
\E:B/ 0 g o I o
-2 “ e 20 - . )
40 v 40 v 4
400 400 400
400 ) 400 - 40
200 200 2000 200 e
Yy oo z Yy oo z Yy oo z

Fig. 3.18. (a) Fase envuelta ¢,, exacta, (b) fase envuelta ¢,, estimada, (c) diferencia
entre (a) y (b), (d) fase desenvuelta ¢ exacta, (e) fase desenvuelta ¢ estimada y (f)
diferencia entre (d) y (e).

A diferencia de los deméas métodos, este tiene la capacidad de recuperar la fase
con solo dos patrones de franjas, con corrimiento de fase desconocido y con un ruido
adicional. Teniendo en cuenta las ventajas del método, basado en la minimizacién
del coeficiente de variacion, se da paso a emplearlo libremente sobre interferogramas
experimentales.

3.6.6. Evaluaciéon usando patrones experimentales

En esta seccién analizamos dos patrones de franjas experimentales que tienen un
corrimiento de fase a.. Estos patrones de franjas fueron obtenidos experimentalmente
usando un interferémetro de Michelson, iluminado con una fuente léser [38]. La Fig.
3.19 ilustra el arreglo experimental empleado, mientras que las Figs. 3.20(a) y 3.20(b)
muestran dos patrones de franjas experimentales.
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Espejo 2

Divisor de haz

Espejo 1

Pantalla

Fig. 3.19. Interferémetro de Michelson.

El primer paso en el proceso de extraccién de fase por minimizacién del coefi-
ciente de variacion, es remover la luz de fondo de los patrones de franjas dando como
resultado los patrones I y I} presentados en las Figs 3.20(c) y 3.20(d). Para esto se
utiliza el método de estimacion de la luz de fondo que se present6 en la seccion 3.1.

Fig. 3.20. (a) y (b) Patrones de franjas I; e I. (¢) y (d) Patrones de franjas I] e I,
correspondientes a I; e I sin luz de fondo.

De la misma forma que en la seccién 3.6.5 se utiliza el método de optimizacion
por buisqueda en intervalos. El intervalo inicial para la biisqueda es [0, 7] radianes, el
nimero méaximo de iteraciones fue fijado a 50, y la exactitud requerida fue 1 x 10~*
radianes. Los resultados calculados en cada iteracién se muestran en la tabla 3.3.
Observe que la exactitud requerida se alcanzé en 22 iteraciones
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Iteracién Intervalo
1 [1.2, 3.1416]
2 [1.2,2.4]
3 [1.6583, 2.4]
4 [1.6583, 2.1167]
5 [1.8334, 2.1167]
6 [1.9416, 2.1167]
7 [1.9416, 2.0498]
8 [1.9829, 2.0498]
9 [2.0085, 2.0498]
10 [2.0085, 2.034]
11 [2.0182, 2.034]

Iteracién Intervalo
12 [2.0182, 2.028]
13 [2.022, 2.028]
14 [2.0243, 2.028]
15 2.0243, 2.0266
16 2.0243, 2.0257
17 2.0248, 2.0257

[ ]
| |
18 | [2.0248, 2.0254]
[ ]
[ ]
[ ]

19 2.0248, 2.0252
20 2.0249, 2.0252
21 2.0249, 2.0251

22 [2.025, 2.0251]
Tabla 3.3. Intervalos de buisqueda por cada iteracién.

El intervalo final es empleado para calcular el corrimiento de fase como

b
o= 0“22;22 = 2.02505. (3.113)

El valor de corrimiento de fase resultante es empleado para obtener la fase envuelta
usando la ecuacién (3.109). La Fig. 3.21(a) muestra la fase envuelta resultante ¢,
contenida entre —7 y 4+ esto concuerda perfectamente con la literatura en referencia
a otros métodos.

Fig. 3.21. (a) Fase ¢,, envuelta experimental y (b) fase ¢ desenvuelta experimental.
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3. Recuperacién de fase por interferencia

Como comprobacién observamos en la figura 3.21 (b) la superficie paraboloide
eliptica como fase desenvuelta ¢, esta superficie es acorde a los interferogramas
experimentales.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, se abordé el problema de recuperacion de fase con el analisis de
seis alternativas abarcando tanto el enfoque de difraccion como el de interferencia.
De experimentos basados en difraccion, se reporta en la literatura que frecuente-
mente la mayoria de ellos hacen referencia al trabajo de Gerchberg y Saxton, por
lo que, en este trabajo se analiz6 el algoritmo iterativo Gercherg-Saxton. Por otro
lado, de las aplicaciones basadas en el fendmeno de interferencia se analizaron cinco
algoritmos de corrimiento de fase.

Los principios tedricos en los que esta basado el algoritmo de Gerchberg-Saxton
fueron presentados en detalle. Posteriormente, el algoritmo fue evaluado a través de
simulaciones por computadora, por medio del software MATLAB, usando diferentes
funciones de amplitud y fase. En la simulaciéon se pudo notar que la linealidad de
la transformada rapida de Fourier acoplé perfectamente las amplitudes simuladas
del plano imagen y del plano de difraccion arrojando la fase esperada. Finalmente,
se propuso una configuracién experimental para evaluar el algoritmo de Gerchberg-
Saxton empleando patrones de intensidad experimentales.

Durante la evaluacién experimental, se encontraron aspectos que dificultaron el
buen funcionamiento del algoritmo. Algunos de ellos fueron: (1) la saturacién de
los pixeles en las imagenes de intensidad experimentales, (2) el escalamiento en la
aproximaciéon del patron de difraccion generada de manera estandar por la transfor-
mada répida de Fourier, (3) defiencias en la alineacién de la cdmara para captura
de imdgenes, y (4) dificultades para introducir funciones de fase arbitrarias. El co-
nocimiento de estas dificultades es de esencial importancia para trabajos futuros,
si se requiere trabajar con métodos de recuperacion de fase con patrones de difrac-
cién o espectros de Fourier experimentales. En esta tesis, se propuso una soluciéon
al problema de saturacion la cual se describe en el apendice A.

Los cinco métodos de recuperacién de fase basados en el fenémeno de interfe-
rencia fueron: Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt y minimizacion del
coeficiente de variacion. Para analizar el método de Takeda, de manera computacio-
nal, se gener6 un patrén de franjas con corrimiento de fase espacial, asi como el
espectro de Fourier del patron. Takeda indica que uno de los 6rdenes +1 o —1 debe
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trasladarse al origen para obtener la fase envuelta, pero en este trabajo se propuso
que era mas viable que la frecuencia portadora permaneciera hasta el proceso de
desenvolvimiento de fase y después restarla. Como se observé este método requirio
de solo un patrén de franjas, pero esta ventaja se traduce en un inconveniente si se
quiere utilizar de manera experimental, ya que el traslado de ordenes o eliminacion
de frecuencias portadoras no es un proceso flexible.

Para el analisis de los métodos de Brunning y Greivenkamp se requirié de generar
varios patrones de franjas, estos patrones de franjas fueron generados computacio-
nalmente de acuerdo a la teoria de patrones de interferencia con corrimiento de fase
temporal. Para Brunning los corrimientos de fase temporal requieren tener la mis-
ma diferencia entre ellos. Este método mejora la recuperacion de fase mientras la
cantidad de patrones de franjas aumente, lo que resulta un obstaculo experimental.

Por otro lado, el método de Greivenkamp permite que los corrimientos de fase
temporales utilizados pueden tener diferentes valores, es decir no requiere de un
orden. Este hecho, experimentalmente, se convierte en un proceso mas simple. Sin
embargo, tanto Greivenkamp como Brunning requieren de conocer exactamente el
valor de los corrimientos temporales. Es por eso que el método de Gram- Schmith
fue analizado en este trabajo pues este requiere de solo dos interferogramas.

En anélisis del método de Gram-Schmith se considerd utilizar solo un corrimiento
de fase. Después de un proceso de ortonormalizacion se recuperé la fase envuelta.
El disminuir notablemente la cantidad de patrones de franjas experimentalmente
es de mucha ayuda. Sin embargo, observamos que ain quedaria la interrogante de
conocer el valor del corrimiento de fase.

Finalmente la simulacion del método de minimizacion del coeficiente de variacion
de la funcion modulacion, requirié como entrada solo dos patrones de franjas, de
igual manera estos fueron generados por corrimiento de fase temporal, pero sin
conocer el corrimiento entre los patrones. De la misma forma que los otros métodos
la fase envuelta recuperada puede desenvolverse de manera sencilla. A parte de que
solo son dos patrones de franjas, lo que reduce problemas expermentales de montaje
y ruido, este método aporta una ventaja superior a las deméas. Esta ventaja es la
de, sin conocer con exactitud el corrimiento de fase, recuperar la fase envuelta con
éxito como en los demas métodos. En otras palabras, es mas conveniente usar el
método de minimizacion del coeficiente de variacion en la practica. En este trabajo
se comprobo la utilidad de este método con dos patrones de franjas experimentales.

En esta tesis, en la seccion 3.1, se destacé que para el procesamiento de los pa-
trones de franjas es necesario eliminar la luz de fondo definida como a(z,y). En
esta tesis se describio detalladamente como se estima la luz de fondo para luego
eliminarla de los patrénes. De igual forma se describi6 el proceso para el desenvol-
vimiento de fase requerido en cada uno de los métodos. Este proceso se desarrolld
en el Apéndice B de esta tesis.
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Apéndice A

Ajuste de saturacién por minimos cuadrados

La interpolacion se hace usando minimos cuadrados. Como primer paso se de-
termina el modelo tedrico del patron de difraccién con datos experimentales. Para
esto se usan tres puntos importantes para la preparacién de la interpolacion.

= Datos de entrada y salida del proceso
= Un modelo tedrico

» Un criterio (minimos cuadrados).
El criterio significa que tanto un modelo se ajusta a los datos experimentales.

El modelo es basado en variables observables y de parametros. Especificamente
la estimacion de esos parametros, cuando estos son constantes, se basa en el vector
parametro soluciéon 6 que es tinico y minimo. Fijémonos en la ecuacién

Y = AG +1 (1)

Donde Y son los datos experimentales obtenidos, Af el modelo y 17 el ruido. Defini-
mos entonces el vector error como

E=Y —Af (2)

Por otro lado, se tiene que el problema de estimacién se soluciona encontrando el
argumento que minimiza el funcional. El funcional es dado de la siguiente manera.

&=E"E= (Y- Af) (Y- Af) (3)

—YTY — 20T ATY + 6T AT AG

Para minimizar el funcional &(6) derivamos e igualamos a cero. Consideremos
que AT A es simétrica por lo que el gradiente queda de la siguiente manera

%C;: — —2ATY +24TA0 =0 (4)
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Y si aparte AT 4 es no singular entonces
6= (ATA) " ATY (5)

Por otra, parte realizando una expansiéon en serie de Taylor del vector error alrededor
de 0 tenemos lo siguiente.

E'~ E(0y) + Ju(0o)(0 — 6o) (6)
Donde E(fy) =Y — A,
9 o
hww=55V—A9 (7)
=4
00

Si definimos a Af como una funcién de variables observables y de pardmetros, te-
nemos lo siguiente.

Je(00) = —J¢(00) (8)

Si cambiamos a (0 —6y) = h, el funcional de minimos cuadrados se puede aproximar
entonces como.

& ~ ETE — 20" JF(00)E + h" I} Jsh (9)
De lo anterior obtenemos el minimo con @.

6= o+ T} [V = £(,00) (10)

De los principios antes mencionados, implementamos el ajuste por minimos cua-
drados de datos recabados por la medicion experimental con el modelo del patréon de
difracciéon de una abertura circular. Partimos en considerar la funcién Bessel para
la construcciéon del modelo. Haciendo uso de la ecuacion

1 2m 2
B{cire(r)} = 2 /o pr'JO(T’)dr' = Jl(pr) (11)
Consideramos el patron de difracciéon de la forma
9 2
f@):a+bljf9”] (12)

conr =/(x —x9)? + (y — yp)? v el vector de pardmetros como
VI 2+ (y—v)?y p

=t
I
£ o

(13)
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Procedemos a calcular J; (el cambio de la literal J fue para no confundirse con la
funcion Bessel) de la siguiente manera

0
TJr=— 14
i aef (14)
0 0 0 0 0

“lod @ s o’ o
Para obtener el funcional hacemos uso de la siguiente propiedad de la funciéon Bessel.
d n
o [Jn(ax)] = ady—1(az) — ;Jn(ax) (15)

De esto podemos calcular los elementos del funcional

8bf =1

abf _ 2]1(w7”) 2

2 _4le <) [2.Jg(wr) — 212en)] (16)
d%o = 4b (2‘];(;”) % —Jo(wr)%—M

D f = dp (22ln) 3 (=) [l—Jo(wr) + 2”‘”]]

Con lo anterior se puede crear un algoritom con un codigo de la siguiente forma;

e=0.001

for k=1:N
Yh=Bessel Fun(r,theta 0)
E=datos -Yh

J= Jacobiano_sistema(r,theta_0)
theta = theta 0 + J’E
if norm(theta - theta_0)<=e
break
end
theta_O=theta
end

A continuacién se presenta la interpolacién con datos experimentales.

300 300

200 m 200 .

100 100

0.l 0.l
1500 o 1500

1500 1500

Fig. 1. Restauracion de niveles de intensidad en pixeles saturados.

70



Apéndice B

Desenvolvimiento de fase

Los algoritmos se pueden clasificar en dos grupos, desenvolvimiento temporal y
desenvolvimiento espacial. Los algoritmos de desenvolvimiento de fase temporal son
simples y robustos frente a ruido pero requieren mas de un mapa de fase para traba-
jar. Por otro lado, los algoritmos de desenvolvimiento de fase espacial requieren un
unico mapa de fase. A continuacién, abordaremos el problema de desenvolvimiento
de fase espacial.

El funcionamiento de los algoritmos de desenvolvimiento de fase espacial se pude
describir como la accion de sumar o restar multiplos de 27, conocidos como saltos
de fase. Si P(x,y) es el mapa de fase envuelto, este es representado como

1"('r7y) = Qﬁ(]?,y) - 27T]€(Jf7y), (17)

donde k(z,y) es una funcién de valor entero con la cual definimos el término de
salto de fase como 27k(x,y).

Esta es una funcién constante a trozos y su gradiente 2rVk(x, y) es cero a trozos.
Por lo que, si a la ecuacién (17) aplicamos el operador gradiente, esta se transforma
de a cuerdo al método de Itoh [34] en lo siguiente

Vo(r,y) =WI[Vb(z,y)], (18)

donde el operador W envuelve a la fase ¢(x,y) en el intervalo de [—m, 7). En la
ecuacién (18) se observa que la funcién de saltos de fase es eliminada, por lo que es
conveniente trabajar sobre V27k(zx,y), resolver para 2wk(z,y) y sustituir el resul-
tado en la ecuacién (17) para obtener la fase desenvuelta.

Se observa que V1 tiene una infinidad de valores posibles, mientras que Vk(z, y)
es un conjunto finito de valores posibles que podemos llamar como

D ={-1,0,+1}, (19)

el cual define los valores de la derivada de la funcién de saltos de fase (D = —1 para
saltos de fase de m a —m, D = 0 cuando no hay salto de fase, D = +1 para salto de
fase de —m a 7).

71



4. Conclusiones y trabajo futuro

Consideremos P (z,y), é(z,y) v k(x,y) funciones discretas representadas por
matrices de tamano M x N. Entonces, definir el gradiente de una funcion discreta
se ve de la siguiente forma. Sea f una funcién discreta, su gradiente esta dado como

o1~ i) 1)

donde L, y L, son los operadores de diferencias finitas a lo largo de las direcciones
x vy y. Con el fin de aproximar las derivadas, provenientes del gradiente, se define
los operadores de diferencias finitas como

Le=| . - , (21)

-1 1 (N=1)xN

L, = . (22)

-1 1 (M—1)xM

La definicién de L, y L, es suficiente para que L1L, y LgLy sean matrices de
tamano N x N y M x M respectivamente, las cuales son usadas durante el proceso
de descripcién teorica.

Se calcula el gradiente de la fase envuelta dada por la ecuacion (17) y el resultado
se divide por 27w. A continuacién se aplica el operador de redondeo obteniendo.

redondeo (1V1|)) = redondeo (1V¢ — Vk)

2T 2T (23)

= redondeo (1V¢> — Vk.
27

Observe que al aplicar el operador redondeo(-) no se afecta al Vk puesto que esta
es ya una funcién de valor entero. Consideramos la condiciéon de Nyquist,

Vo(e,y)l <7 Va,y. (24)
Si se cumple la condicién (24), entonces | 22| es menor que 1/2 para todo z,y. Por
lo tanto, redondeo (%) = 0. Es decir, el término Vk es la componente entera de

(27) Por lo tanto podemos encontrar el campo Vk de la siguiente forma

Vk = [Zj = —redondeo <217TV1])> : (25)

De la ecuacién (25) se procede a obtener k, esto se formula como el siguiente pro-
blema de optimizaciéon por minimos cuadrados

min { [k, — RLZ|% + Ik, — LyF[%) (26)

donde || - || es la norma de Frobenius, k, y k, estan dadas en la ecuacién (25).
Con este enfoque, el método de minimos cuadrados permite encontrar una funcién
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k, como aquella cuyas derivadas se aproximan a las derivadas encontradas en (25).
Aplicando la definiciéon de la norma de Frobenius, desarrollamos el funcional a mi-
nimizar como

ke = RLEIE + lky — LyblE = tr { (ko — KLT) (ko — ELT)" }

o { (= L) (3 — L,F)'}

donde tr(-) indica la traza de la matriz. Expandiendo términos, la ecuacién (27) se
puede reescribir como

(27)

ko — KL\ + Ilky — LyEl3 = tr {kohl — ko Lok — RLTEL + KLY Lok}
+to {kyky — kyk" L] — Lykky + LkE"LY |, (28)

Para encontrar el minimo, derivamos con respecto a k e igualamos a cero. El resul-
tado de este procedimiento es la ecuacion

Ly Lyk+ kL] L, — Ly ky — kyLy = 0. (29)

Esta ecuacion se puede resolver para k de manera estable y iinica usando los eigen-
valores de LZLy y LTL,. La ecuacién (29), se puede reescribir en forma compacta
como

Ak +kB=C, (30)

donde A= L]L,, B=L.L,y C = Lk, + k;L,. La ecuacién (30) es conocida en
la literatura como Ecuacion de Lyapunov [35].

Para resolver numéricamente la ecuacién de Lyapunov, se hace una simplifica-
cién de la ecuacién matricial original (30) mediante transformaciones de semejan-
za. Definimos a UXV7T como la descomposicién en valores singulares de B. Don-
de B es una matriz simétrica, U y V son matrices ortogonales iguales y > =

diagonal (01, -- - ,0x) es una matriz cuadrada diagonal con o; los valores singulares
de B. De acuerdo con esto, multiplicamos el lado derecho de (30) por U y obtenemos
AkU + kEBU = CU. (31)

Usando el hecho de que B = IB con I = UU T podemos escribir la ecuaciéon (31)
como AkU + kUUTBU = CU, y reescribirla como

AK + KY = D, (32)

donde K = kU y D = CU. Se puede resolver para K la ecuacién modificada (32)
analizando las columnas de la matriz K. Un camino para resolver esta ecuacién es
aplicando directamente el producto matricial de Kronecker. Para esto tenemos las
siguientes definiciones.

Definicién .1 Sea A una matriz m x n y B una matriz de s X t, el producto de
Kronecker A ® B es de tamano ms x nt y se define como sigue

OCHB st O(lnB
A@B=(aB)=| + .  |. (33)
o‘mlB e (xmnB
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Una de las propiedades mas importantes de este producto es el de convertir matrices
a vectores columna y se define a continuacion.

Definicién .2 Sea A, ; la j-ésima columna de la matriz A, entonces el vector co-
lumna VECA se define como

A*,l
VECA=| : |, (34)
A
con los elementos del vector definidos como
A*,l = [0(11 Kop + - aml]Tu
(35)
A*,n - [cxln Kop, * *+ ocmn]T .
De esta definicién se tiene el siguiente teorema.
Teorema .1 Sean A y B matrices con diferentes dimensiones. Entonces
VEC(AB) = (I; ® A) VECB (36)
36

= (BT ® Im> VECA.

De acuerdo con la definicién dada por la ecuaciéon (34) y el teorema dado por la
ecuacién (36) podemos aplicarlo a la ecuacién (32), donde las matrices Ky D son
de tamano M x N, A de tamano M x M y ¥ de N x N, quedando como

AK + K¥ =D,
(Iy ® A) VECK + (ET ® IM) VECK = VECD. (37)
De este modo encontramos el vector columna de K como sigue
VecK = (Iy® A+ 5T @ 1) VecD (38)
Para visualizar esta operacion describimos los productos de Kronecker como sigue
[(Wann - (Daww 0an - (0a] ]
(Darn -+ (Dann| (Oary -+ (O)anar],y
In® A= f T |
Oan - (O C[Wan - (Daws
[(Oars -+ (0)ann] y, (Darn -+ (Danmwmr] gy
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a(1) - a(0) (1) - (0)(0)
a(0) - ()], 00 - O],
ST @ Iy = f ' f . (39)

(1) - (0)(0) ox(1) o ow(0)

OO - O], on(0) - on(1)] oy

Como podemos observar las matrices descritas en la ecuacién (39) son de tamano
MN x MN por lo que quedan bien definidas para aplicar la inversa de la suma de
estas al vector columna VECD, el cual esta definido como

D*,l dl

VECD = : : (40)
D*7N dN
Y de forma similar, el resultado de la ecuacién (38), el vector columna de K, queda
descrito como

K1 K1
VECK = =|: (41)
K. n KN
Observe que calcular la i-ésima columna se consigue con la siguiente ecuacion
R; = (A—f—O'i[)ildi, (42)

coni=1,2,..., N. Cuando todas la columnas son calculadas, se esta resolviendo la
ecuacién (30) con k = KUT. Debido a que el procedimiento numérico para resolver
k arroja valores reales, el redondeo se aplica nuevamente para obtener k (valores
enteros). Se encuentra finalmente la funcién de saltos dada por &, con lo cual el de-
senvolvimiento de fase se da por medio de la ecuacion (17) , escribiéndose finalmente
como

¢ = + 2rk. (43)

Observe que la integracién numérica es el aspecto mas importante en la solu-
cién del problema de desenvolvimiento de fase. En el método de desenvolvimiento
visto aqui, implica la solucién de la ecuacion de Lyapunov donde las matrices A y
B se puede interpretar como el operador de “doble derivada parcial” a lo largo de
los ejes x, y, respectivamente. Como en cualquier proceso de integraciéon numérica,
la solucion depende de la condicion inicial. Esto provoca que la fase desenvuelta
sea relativa; es decir, que la fase estd afectada por la adiciéon de una constante de
integracion arbitraria desconocida. La constante de integracién se puede encontrar
indicando el valor de la fase en algin punto conocido. Sin embargo, en varias apli-
caciones practicas es suficiente con conocer la fase desenvuelta relativa.
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