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Alternativas en recuperación de
fase

Resumen: En esta tesis presentamos un conjunto de alternativas de recupera-
ción de fase. Iniciamos con antecedentes teóricas del fenómeno de interferencia y
difracción. Presentamos el fenómeno de difracción junto con la teoría de Fourier y
la idea general de recuperación de fase. Entonces, se da paso a la recuperación de
fase por difracción, con la explicación teórica de la funcionalidad de la lente delgada
dentro de un sistema óptico 4f y del algoritmo Gerchberg-Saxton, los cuales es-
tán completamente relacionados. Después se muestra la eficiencia del algoritmo con
ejemplos de simulaciones. Como aporte extra se hace una evaluación experimental
usando mediciones de intensidad, presentando obstáculos en la ejecución directa del
algoritmo.

Posteriormente, se estudia la recuperación de fase por interferencia mostrando
la estimación de luz de fondo la cual es un principal inconveniente para algunos
métodos de recuperación por el fenómeno de interferencia. También presentamos
cinco métodos los cuales, en orden de interés, son Takeda, Brunning, Greivenkamp,
Gram-Schmidt y minimización del coeficiente de variación. Es el último método al
cual se le encontró una mayor aportación al problema de recuperación de fase por
interferencia, ya que es eficiente bajo complicaciones experimentales y de procesa-
miento computacional.

Los métodos de recuperación de fase abordados fueron analizados de forma de-
tallada con su respectiva simulación computacional. Adicionalmente, se realiza una
evaluación experimental del método de minimización del coeficiente de variación
usando dos interferogramas. A lo largo de la presentación de los métodos de recu-
peración por interferencia, se hace uso del desenvolvimiento de fase, es por eso que
se incluye el desarrollo teórico de este.

Palabras clave: Fase, recuperación, desenvolvimiento, algoritmo, di-
fracción, interferencia, interferogramas.
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Phase recovery alternatives

Abstract: In this thesis we present a set of phase recovery alternatives. We
begin with theoretical antecedents of the phenomenon of interference and diffraction.
We present the phenomenon of diffraction together with Fourier theory and the
general idea of phase recovery. Then, phase recovery by diffraction takes place, with
the theoretical explanation of the functionality of the thin lens within a 4f optical
system and the Gerchberg-Saxton algorithm, which are so completely related. The
efficiency of the algorithm is then shown with examples of simulations. As an extra
contribution, an experimental evaluation is made using intensity measurements,
presenting obstacles in the direct execution of the algorithm.

Subsequently, the phase recovery by interference is studied showing the estima-
tion of the background light which is the main drawback for some recovery methods
by the interference phenomenon. We also present five methods which, in order of
interest, are Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt, and minimization of
the coefficient of variation. It is the last method to which was found a greater con-
tribution to the phase recovery by interference problem , since it is efficient under
experimental complications and computational processing.

The phase recovery methods addressed were analyzed in detail with their res-
pective computational simulation. Additionally, an experimental evaluation of the
method of minimization of the coefficient of variation is carried out using two in-
terferograms. Throughout the presentation of the phase recovery methods by in-
terference, the unwrapped phase is used, that is why its theoretical development is
included.

Keywords: Phase, recovery, unwrap, algorithm, diffraction, interference, inter-
ferograms.
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Objetivos

Objetivo general
El objetivo de esta tesis es analizar la recuperación de fase desde el punto de vista
de la difracción y de la interferencia, así como dar a conocer las ventajas y desven-
tajas de los métodos propuestos en este trabajo para finalmente encontrar el mejor
método de recuperación de fase.

Objetivos particulares

Desarrollo del algoritmo Gerchberg-Saxton y su implementación en MATLAB
con criterios de convergencia para simulaciones computacionales.

Análisis computacional de cinco métodos de recuperación de fase por interfe-
rencia (Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt, y minimización del
coeficiente de variación).

Eliminación de la luz de fondo en patrones de interferencia.

Implementación del algoritmo de desenvolvimiento de fase por mínimos cua-
drados y redondeo.
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Capítulo 1

Introducción

Los avances en la comprensión del mundo que nos rodea ha sido posible gracias a
las herramientas y métodos que permiten adquirir información sobre los fenómenos
que ocurren en la naturaleza. Un ejemplo clásico es la Teoría de la Relatividad de
Einstein desarrollada a partir de mediciones de alta precisión de la velocidad de
la luz [1]. La necesidad de realizar mediciones sobre fenómenos físicos ha sido de
importancia considerable en los últimos cien años. En particular, con la invención
del láser a mediados del siglo pasado, científicos de todo el mundo han revolucionado
la tecnología con novedosos métodos de medición óptica. El impacto que ha tenido
la metrología óptica va desde la microscopía por contraste de fase en aplicaciones
médicas hasta la espectroscopía para entender de qué está hecho el universo [2].

En metrología óptica, el uso de fuentes láser ha permitido explotar propiedades
de la luz (coherencia, polarización, longitud de onda, fase, etc), así como métodos
de medición dependientes de la cantidad física a medir, como es el caso de la in-
terferometría. Por otro lado, existen otras aplicaciones tales como la deflectometría
óptica donde se emplean fuentes de luz blanca en lugar de fuentes láser. En otras
aplicaciones como interferometría de doble ventana y perfilometría por proyección
de franjas, además de elementos ópticos convencionales, se emplean dispositivos
opto-electrónicos como las pantallas de cristal líquido y video-proyectores [3, 4].

En metrología óptica, las propiedades ópticas de la luz juegan un papel relevante.
Sin embargo, no en todos los casos es posible medir directamente alguna cantidad
relacionada con la luz. Por ejemplo, en una fotografía (grabación en dos dimensiones
de una escena tridimensional) lo que se graba experimentalmente es la intensidad
de la luz en el plano de la película fotográfica. Como resultado se pierde toda la
información sobre fases relativas de la escena real [5].

En general, la recuperación de fase es un tema crucial en problemas prácticos
relacionados con reconstrucción de superficies, microscopía, mediciones de profundi-
dad, tomografía , y difracción de rayos X [6, 7]. Sin embargo, reconstruir un objeto
tanto en amplitud como en fase ha sido difícil de conseguir.
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1. Introducción

La forma más simple de representar un campo de luz es

E(x, y) = A(x, y)eiφ(x,y), (1.1)

donde A(x, y) es la amplitud del campo y φ(x, y) la fase. La tecnología actual de
sensores fotosensibles nos permite realizar mediciones de magnitud de un campo de
luz. Esto es, del campo de luz E(x, y) podremos detectar

I(x, y) = ‖E(x, y)‖2

= E∗(x, y)E(x, y)
= A2(x, y),

(1.2)

donde [·]∗ denota el complejo conjugado. Observe que la información de fase φ(x, y)
se pierde durante la grabación [8].

La comunidad científica ha abordado el problema de recuperación de fase y varias
técnicas exitosas han sido propuestas. En general, los métodos propuestos se pueden
clasificar en dos grupos que dependen del fenómeno de la luz que se use para deducir
la distribución de fase; específicamente, difracción e interferencia.

1.1. Recuperación de fase por difracción

Los métodos de extracción de fase basados en difracción explotan la capacidad
que de predecir cómo se propaga la luz. En estos métodos, se parte del hecho de
que la luz es una onda electromagnética y su propagación se puede describir con
exactitud usando la teoría de difracción como se ilustra en la Fig. 1.1.

Fig. 1.1. Teoría de difracción para determinar el campo de luz en el plano xy resul-
tante de la propagación del campo de luz en el plano ξη. Imagen tomada del libro
de Joseph W. Goodman [9].

A diferencia de la extracción de fase basada en interferencia, los métodos basa-
dos en difracción no requieren de un campo de luz de referencia. Esto representa
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1. Introducción

ciertas ventajas experimentales que hacen posible su aplicación en estudios tales
como análisis de estructuras cristalinas por difracción de rayos X [10]. La difracción
no solo ocurre en materiales cristalinos, también ocurre en proteínas y muestras
nanoestructuradas. Así, el análisis de intensidad de campos difractados permite la
obtención de imágenes de alta resolución sobre la estructura interna de este tipo de
muestras [11].

A grandes rasgos, los métodos de extracción de fase basados en difracción ana-
lizan la intensidad del campo de luz en varios planos. Matemáticamente, considere
que

E0(x, y) = A0(x, y)eiφ0(x,y), (1.3)

es el campo de luz en el plano de entrada ξη. Supongamos que T es el operador
que describe la difracción y propagación del campo de luz, entonces el campo de luz
detectado en el plano de detección xy estará dado por

E1(x, y) = T
[
E0(x, y)

]
. (1.4)

El operador T puede estar definido como la transformada de Fresnel o la transfor-
mada de Fourier según se considere difracción de campo cercano (Fresnel) o lejano
(Fraunhofer), respectivamente.

Debido a que en la práctica solo podemos realizar mediciones de intensidad,
entonces el problema de recuperación de fase por difracción se puede establecer
como sigue. Dadas las mediciones de intensidad

I0(x, y) =
∥∥∥A0(x, y)eiφ0(x,y)

∥∥∥2
,

I1(x, y) =
∥∥∥T [E0(x, y)

]∥∥∥2
,

(1.5)

y el modelo de difracción T , determine la función de fase φ0(x, y) tal que

I1(x, y) =
∥∥∥∥T [√I0(x, y)eiφ0(x,y)

]∥∥∥∥2
. (1.6)

Experimentalmente, se capturan las distribuciones de intensidad del campo de luz
de interés en varios planos para analizar cómo el campo de luz se ha propagado. De
esta forma, conociendo el modelo de propagación T y la intensidad del campo de luz
I(x, y) en dos o más planos, se determina la distribución de fase que debe contener
el campo de luz analizado para reproducir los mapas de intensidad observados.

La relevancia de las aplicaciones desarrolladas en base a este enfoque ha motivado
la generación de varias metodologías de recuperación de fase basadas en difracción
[8, 12, 13]. En la actualidad, este es un tema de investigación activo que trata de
resolver algunas dificultades de su implementación. Por ejemplo, la ambigüedad de
fase y la longitud de coherencia que obliga a que la fase del campo de luz analizado
no exceda una longitud de onda. Asimismo, la comunidad también busca resolver
limitaciones experimentales como la necesidad de desplazar elementos ópticos del
arreglo experimental y los subsecuentes errores debido a inestabilidades mecánicas.
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1. Introducción

Los métodos de recuperación de fase por difracción más eficientes están basa-
dos en el algoritmo iterativo propuesto por Gerchberg-Saxton [14]. En el capítulo
2.5 de esta tesis se realizará un estudio detallado sobre las propiedades del algorit-
mo de Gerchberg-Saxton, detalles de la implementación, y su desempeño tanto en
simulaciones computacionales como en el procesamiento de datos experimentales.

1.2. Recuperación de fase por interferencia

La fase de un campo de luz no se puede detectar usando solo mediciones de
intensidad. Sin embargo, cuando dos campos de luz se superponen, digamos

E1(x, y) = A1(x, y)eiφ1(x,y),

E2(x, y) = A2(x, y)eiφ2(x,y),
(1.7)

entonces la intensidad resultante será una función de la diferencia de fase entre los
campos superpuestos. Matemáticamente,

I(x, y) = ‖E1(x, y) + E2(x, y)‖2

= E∗1(x, y)E1(x, y) + E∗2(x, y)E2(x, y) + 2E1(x, y)E2(x, y)
= A2

1(x, y) + A2
2(x, y) + 2A1(x, y)A2(x, y) cos

[
φ1(x, y)− φ2(x, y)

]
,

(1.8)

o
I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cosφ(x, y), (1.9)

donde I(x, y) es conocido como patrón de franjas debido a la particular forma de
la intensidad resultante, a(x, y) = A2

1(x, y) + A2
2(x, y) es la luz de fondo, b(x, y) =

2A1(x, y)A2(x, y) es la luz de modulación, y

φ(x, y) = φ1(x, y)− φ2(x, y) (1.10)

es la fase codificada en el patrón de franjas. De esta forma, si usamos como referencia
el campo de luz E2(x, y) y conocemos su fase φ2(x, y), entonces se podrá recuperar
la distribución de fase φ1(x, y) del campo de luz de interés. Los métodos de recupe-
ración de fase basados en esta idea son conocidos como métodos de extracción de
fase por procesamiento de patrones de franjas [15].

El interferómetro de Michelson es un instrumento muy útil para observar la
intensidad resultante de la interferencia de dos campos de luz [16]. En la Fig. 1.2
se muestra la construcción experimental del interferómetro de Michelson. En la Fig.
1.3 se muestran patrones de franjas típicos obtenidos con este interferómetro.

Cuando el espejo de referencia del interferómetro de Michelson es trasladado
a lo largo del eje óptico, se introducirán incrementos de fase constante conocidos
como corrimientos de fase. En las Figs. 1.3(a)-(c) se muestran tres patrones de
franjas con corrimiento de fase introducidos trasladando el espejo de referencia del
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1. Introducción

Fig. 1.2. Arreglo experimental del interferómetro de Michelson.

interferómetro. Estos patrones de franjas se pueden describir matemáticamente como

I1(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos
[
φ(x, y) + δ1

]
,

I2(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos
[
φ(x, y) + δ2

]
,

...
In(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos

[
φ(x, y) + δn

]
,

(1.11)

donde el corrimiento de fase δk, k = 1, 2, · · · , n, es proporcional a la traslación dada
al espejo de referencia. En los algoritmos clásicos, el corrimiento de fase se asume
conocido y se usa como referencia para calcular la luz de fondo a(x, y), b(x, y), y
fase φ(x, y) [17, 18].

Alternativamente, en lugar de realizar traslaciones axiales, se puede inclinar el
espejo de referencia del interferómetro de Michelson. El resultado sera un patrón de
franjas con “corrimiento de fase espacial” como se muestra en la Fig. 1.3(d). Este
patrón de franjas se puede describir matemáticamente como

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos
[
φ(x, y) + ωxx+ ωyy

]
, (1.12)

donde las frecuencias angulares ωx y ωy son proporcionales a la inclinación dada
al espejo de referencia. Se puede mostrar que las frecuencias ωx y ωy trasladan

5



1. Introducción

Fig. 1.3. Patrones de franjas típicos generados con el interferómetro de Michelson.
(a)-(c) Patrones de franjas con corrimiento de fase introducido trasladando el espejo
de referencia. (d) Patrón de franjas con “corrimiento de fase espacial” introducido
inclinando el espejo de referencia.

convenientemente el contenido espectral de la función de fase φ(x, y) en el plano
de Fourier. Así, se puede usar la transformada de Fourier de I(x, y) para extraer la
fase de interés φ(x, y) a través de un proceso de filtraje [19, 20]. Los detalles de este
método de recuperación de fase usando solo un patrón de franjas con corrimiento
de fase espacial será analizado en la sección 3.2 de esta tesis.

El método de corrimiento de fase [17, 18] y el método de análisis de Fourier
[19, 20] son enfoques clásicos de extracción de fase basados en interferencia. En la
sección 3 de esta tesis se presentarán los principios teóricos de operación de estos
métodos.

Desde entonces, la extracción de fase por procesamiento de patrones de franjas
ha sido un tema de investigación muy activo [21, 22]. Recientemente, se han sugerido
alternativas a los métodos clásicos de extracción de fase que incrementan la flexi-
bilidad y eficiencia de estos métodos. A continuación se hace una breve descripción
de las alternativas que serán analizadas en este trabajo de tesis.

La característica más restrictiva de los algoritmos de corrimiento de fase clásicos
es la necesidad de conocer el corrimiento de fase a priori. En muchas condiciones
experimentales, el corrimiento de fase es difícil de controlar. En estas aplicaciones,
los algoritmos clásicos de corrimiento de fase son inaplicables. Para afrontar este
problema, se han propuesto generalizados algoritmos que incluyen rutinas especia-

6



1. Introducción

les para la estimación de corrimiento de fase. Es por eso que en el capitulo 3 se
profundiza el problema de conocer el valor de corrimiento de fase analizando los
métodos de Takeda, Brunning y Gravenkamp. Así como un especial análisis del
método de Gram-Schmidt [23] y la alternativa de extraer la fase por medio de la
minimización del coeficiente de variación [24] en la sección 3.5

En general, los métodos de corrimiento de fase están basados en la explotación
de propiedades de los patrones de franjas. Por ejemplo, la ortogonalidad de los
patrones de franjas con corrimiento de fase [23] o que el valor esperado de una señal
cosenoidal es cero [25, 26]. Recientemente, se ha propuesto un enfoque diferente
basado en optimización que consiste en la minimización del coeficiente de variación
de la luz de modulación [27]. En la sección 3.6 de esta tesis se analizarán los detalles
de esta nueva propuesta y se plantearán las ventajas y desventajas de este enfoque.

1.3. Estructura del documento

El contenido de esta tesis está organizado en cuatro capítulos. El capítulo 1
realiza la introducción de esta tesis. El capítulo 2 presenta la teoría detrás de la
recuperación de fase por el fenómeno de difracción, el formalismo operacional usado
para la descripción del arreglo 4f, la presentación del algoritmo Gerchberg –Saxton,
y finalmente la implementación computacional así como la evaluación experimental.
El capítulo 3 contiene la descripción de métodos de recuperación de fase por el
fenómeno de interferencia. En este capítulo se abordan 5 métodos en los cuales se
resaltan las ventajas y desventajas de estos, así como sus respectivas simulaciones
computacionales. En este capítulo también se incluyen secciones donde se aborda la
estimación de la luz de fondo, el desenvolvimiento de fase, el método de búsqueda
por intervalos y el concepto de coeficiente de variación. Finalmente, el capítulo 4
presenta las conclusiones de este trabajo sobre alternativas de recuperación de fase
por el fenómeno de difracción y por el fenómeno de interferencia.
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Capítulo 2

Recuperación de fase por
difracción

En este capítulo se analizará el método de extracción de fase por difracción
usando el algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton. Iniciaremos con una breve in-
troducción sobre la teoría de difracción. Posteriormente, se abordará el algoritmo
iterativo de Gerchberg-Saxton. Se realizará la implementación computacional y se
evaluará el rendimiento del algoritmo usando simulaciones computacionales y datos
experimentales.

2.1. El fenómeno de difracción

La difracción es un fenómeno característico de cualquier onda, como las ondas
sonoras y las ondas electromagnéticas [28]. En el espacio libre, las ondas se pro-
pagan con direcciones radiales desde la fuente de emisión. Sin embargo, cuando la
onda encuentra un obstáculo, las direcciones de propagación dejan de ser rectas
observándose que las ondas “rodean” el obstáculo.

Newton consideraba que la luz estaba formada por trenes de pequeñas partícu-
las que viajaban en línea recta. Esta teoría predecía que se debería observar una
sombra bien definida cuando la luz encuentra un obstáculo durante su propagación.
Sin embargo, las observaciones experimentales realizadas por Thomas Young, que
consistía en hacer llegar hasta una pantalla la luz de un haz que pasa a través de
dos finísimas ranuras muy cercanas, mostraron que dos haces que se superponen
producen bandas luminosas alternadas con bandas oscuras. Este tipo de fenómenos
puede darse con ondas y nunca con partículas.

Para que Young se interesara sobre el cuestionamiento de la naturaleza de la
luz, hizo uso del principio de Huygens. En la teoría de Huygens, un frente de onda
está compuesta por la contribución de los frentes de onda provenientes de ondas
secundarias. En otras palabras, un frente de onda es la envolvente de las ondas
secundarias.

8



2. Recuperación de fase por difracción

Un campo difractado por una abertura puede interpretarse entonces, como si
surgiera de fuentes puntuales secundarias ubicadas dentro de la propia abertura.
Para calcular el campo difractado podemos usar la suposición de Fresnel que es una
consecuencia inherente de la naturaleza ondulatoria de la luz, como lo ideó Kirchhoff.
Para esto es conveniente considerar a cada fuente puntual como una onda secundaria
con cierta amplitud y fase. Esto nos lleva a considerar el campo difractado como
una función compleja.

La ventaja de usar funciones complejas para describir la difracción de la luz
es que permite usar herramientas matemáticas potentes bien conocidas como la
convolución y la transformada de Fourier. Esto nos permitirá calcular el frente de
onda de un campo difractado a una distancia dada si se conoce la amplitud y la fase
del frente de onda de entrada [9].

2.2. Difracción de Fresnel

Los avances de Huygens y Young se reunieron en 1818 cuando Augustin Jean
Fresnel realizó algunas suposiciones, bastante arbitrarias, sobre las amplitudes y
fases de las fuentes secundarias de Huygens. Fresnel consideró que las diversas on-
dulaciones interfieren mutuamente, y así logró calcular la distribución de la luz en
patrones de difracción con excelente precisión [9]. A continuación se ilustra breve-
mente el principio de Huygens-Fresnel.

Considere una abertura en el plano (ξ, η) iluminada en dirección +z como se
muestra en la Fig. 2.1. El campo de luz que alcanza el plano (x, y), paralelo a (ξ, η),
puede calcularse usando el principio de Huygens-Fresnel como [9]

UI(P0) = 1
jλ

∫∫
Σ

U(P1)exp(jkr01)
r01

cos θds, (2.1)

donde θ es el ángulo entre la normal de salida n̂ y el vector ~r01 apuntando de P0 a
P1.

9



2. Recuperación de fase por difracción

Fig. 2.1. Geometría de la difracción de Fresnel. Imagen tomada del libro de Joseph
W. Goodman [9].

De la Fig. 2.1 se puede ver que el termino cos θ es exactamente dado por cos θ =
z/r01. Así, podemos reescribir el principio de Huygens-Fresnel como

U(x, y) = 1
jλ

∫∫
Σ

U(ξ, η)exp(jkr01)
r2

01
dξdη, (2.2)

donde r2
01 = z2 + (x− ξ)2 + (y− η)2. Podemos aproximar la distancia r01, usando la

serie de Taylor
√

1 + b = 1 + b/2− b2/8 + · · · , como

r01 ≈ z

1 + 1
2

(
x− ξ
z

)2

+ 1
2

(
y − η
z

)2
 . (2.3)

Observe que la distancia r01 aparece en la integral de Huygens-Fresnel como am-
plitud (en el denominador) y como fase (dentro de la función exponencial compleja).
Esta observación permite discutir si es necesario usar la misma aproximación en ca-
da caso, o si podemos usar diferentes aproximaciones y qué grado de aproximación
será suficiente.

Es fácil comprobar experimentalmente que la amplitud de un haz de luz pro-
pagándose cambia muy lentamente con la distancia z. Por el contrario, la fase de
un haz de luz cambia muy rápidamente con la distancia recorrida z. Con este ra-
zonamiento, podemos justificar una aproximación de primer orden de r01 para la
amplitud y una aproximación de segundo orden para la fase. Por lo tanto, el campo
de luz difractado se puede expresar como

U(x, y) = ejkz

jλ

∫∫ ∞
−∞

U(ξ, η) exp
{
j
k

2z
[
(x− ξ)2 + (y − η)2

]}
dξdη, (2.4)

que es conocida como la integral de Huygens-Fresnel. La ecuación (2.4) se puede
visualizar como la siguiente convolución

U(x, y) =
∫∫ ∞
−∞

U(ξ, η)h(x− ξ, y − η)dξdη, (2.5)

10



2. Recuperación de fase por difracción

donde h(x, y) es el kernel de la convolución dado por

h(x, y) = ejkz

jλz
exp

[
jk

2z (x2 + y2)
]
. (2.6)

Es posible desarrollar los binomios cuadrados en la exponencial compleja de la
Ec. (2.4) y factorizar el término exp[jk(x2+y2)/2z]. De esta forma se puede reescribir
el principio de Huygens-Fresnel como

U(x, y) = ejkz

jλz
ej

k
2z (x2+y2)

∫∫ ∞
−∞

{
U(ξ, η)ej k2z (ξ2+η2)

}
e−j

2π
λz

(xξ+yη)dξdη, (2.7)

que es conocida como difracción de Fresnel. Cuando esta aproximación es válida,
se dice que el observador está en la región de difracción de Fresnel, o de manera
equivalente en el campo cercano de la abertura. En la siguiente sección analizaremos
el caso cuando la distancia entre la abertura es mayor, campo lejano, tal que se
pueden aplicar otras aproximaciones.

2.3. Difracción de Fraunhofer

Analizando nuevamente la función de fase en la función exponencial, vemos que
las ondas esféricas secundarias del principio Huygens-Fresnel pueden ser reemplaza-
das por ondas parabólicas. De forma general, esta aproximación será válida cuando
la distancia de propagación z es suficientemente grande como para que las ondas
esféricas secundarias puedan considerarse parabólicas. Formalmente,

z � k(ξ2 + η2)max
2 . (2.8)

Cuando esta aproximación es válida, los cálculos se simplifican considerablemente
como veremos a continuación. Observe que en la difracción de Fresnel dada por la
Ec. (2.7), se considera el producto del campo de intensidad observado U(x, y) con
una fase cuadrática; es decir,

U(ξ, η) exp
[
j
k

2z
(
ξ2 + η2

)]
. (2.9)

Sin embargo, el factor de fase cuadrática exp[jk(ξ2 +η2)/2z] es aproximadamente la
unidad sobre toda la abertura. Por lo tanto, el campo observado se puede calcular
directamente (excepto un factor de fase multiplicativo) a través de la transformada
de Fourier

U(x, y) = ejkzej
k

2z (x2+y2)

jλz

∫∫ ∞
−∞

U(ξ, η) exp
[
−j 2π

λz
(xξ + yη)

]
dξdη, (2.10)

que es conocida como difracción de Fraunhofer. En otras palabras, la distribución
del campo óptico en el patrón de difracción de Fraunhofer es la transformada de
Fourier de la distribución del campo óptico sobre la abertura.
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2. Recuperación de fase por difracción

Las condiciones requeridas para la validez de la aproximación de Fraunhofer
pueden llegara a ser extremas. Por ejemplo, para una longitud de onda de 600 nanó-
metros (luz roja) y una abertura de 2.5 centímetros, la condición es que z � 1600
metros. Aún con las condiciones teóricas, los patrones de difracción de Fraunho-
fer se pueden observar a distancias mucho menores. Por ejemplo, usando una lente
positiva simple como se describe a continuación.

2.4. Sistema óptico con lente delgada

En esta sección emplearemos la teoría de difracción que se ha expuesto en las
secciones previas para introducir la notación operacional de la óptica de Fourier. Esto
nos ayudara expresar los desarrollos analíticos en una forma más simple y compacta.
Por otro lado, se mostrará que una lente delgada simple puede ser empleada para
obtener una transformada de Fourier de un campo óptico.

2.4.1. Formalismo operacional

En etapas posteriores de esta tesis se desea determinar la distribución de am-
plitud compleja en un plano de salida de un sistema óptico cuando se conoce la
distribución en un plano de entrada. Por ejemplo, en la Fig. 2.2 se muestra un
campo de entrada U1(~p1) en el plano 1, y el respectivo campo de salida U2(~p2) que
corresponde a la propagación de U1 a través de la distancia d. Para describir la pro-
pagación de un campo de manera operacional se hace uso del concepto de difracción
de Fresnel descrita por la ecuación 2.7.

Sea la inegral de Huygens-Fresnel descrita como

U2(~p2) = exp(jkd)
jλd

∫
exp

(
jk (~p2 − ~p1)2

2d U1(~p1)
)
d~p1 (2.11)
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2. Recuperación de fase por difracción

𝑧

𝑑

𝒑𝟏

𝒑𝟐
𝜉

𝜂

𝑥

𝑦

PLANO 1

PLANO 2

Fig. 2.2. Propagación de un campo óptico desde un plano 1, hasta un plano 2.

Se desarrolla el lado derecho de la ecuación 2.11, obteniendo lo siguiente

U2(~p2) = exp(jkd)
jλd

exp
(
jkp2

2
2d

)∫
U1(~p1) exp

(
jkp2

1
2d

)
× exp

(
−j k~p2

d
· ~p1

)
d~p1

= exp(jkd)
jλd

exp
(
jkp2

2
2d

)
F
{
U1(~p1) exp

(
jkp2

1
2d

)}
.

(2.12)

Para el análisis subsecuente, es conveniente realizar las siguientes definiciones.
Definimos un vector ~p de manera estándar como un radio vector transversal ~p =
xx̂ + yŷ. Asimismo, d es el espacio relativo entre el plano de entrada y el plano de
salida. También, ~v es un vector independiente al que comúnmente se le asocian las
variables de frecuencias. Finalmente, p = |~p|. Con estas definiciones podemos definir
el operador de transformada de Fourier F sobre una función f(~p) como

F [f(~p)] =
∫
f(~p) exp(−j2π~v · ~p)d~p

=
∫

exp(−j2π~v · ~p)f(~p)d~p

= Ff(~p).

(2.13)

También son de utilidad los operadores de escala V y fase cuadrática Q que
operan sobre una función f(~p) y están definidos como

V [s]f(~p) = f(s~p), (2.14)

con s parámetro del operador, y

Q[a]f(~p) = exp
[
j
ak

2 p2
]
f(~p). (2.15)
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2. Recuperación de fase por difracción

Con los operadores definidos, la ecuación (2.12) se puede reescribir como

U2(~p2) = exp(jkd)
jλd

exp
(
jkp2

2
2d

)∫
U1(~p1) exp

(
jkp2

1
2d

)
× exp

(
−j 2π

λd
~p2 · ~p1

)
d~p1

= exp(jkd)
jλd

Q
[1
d

] ∫
exp

(
−j 2π

λd
~p2 · ~p1

)
exp

(
jkp2

1
2d

)
U1(~p1)d~p1︸ ︷︷ ︸

E

(2.16)

Observe que la integral E en la ecuación (2.16) es una transformada de Fourier
escalada. Así, usando el operador escala, tenemos

U2(~p2) = exp(jkd)
jλd

Q
[1
d

]
V
[ 1
λd

]
F
[
exp

(
jkp2

1
2d

)
U1(~p1)

]

= exp(jkd)
jλd

Q
[1
d

]
V
[ 1
λd

]
FQ

[1
d

]
U1(~p1).

(2.17)

La ecuación (2.17) representa la propagación del campo U1 en el plano de entrada
a través de una distancia d hasta obtener el campo u2 en el plano de salida. Esta
fenómeno se puede expresar más directamente usando el operador de propagación
en el espacio libre definido como

R[d] = exp(jkd)
jλd

Q
[1
d

]
V
[ 1
λd

]
FQ

[1
d

]
. (2.18)

Una expresión alternativa para el operador de propagación en el espacio libre
viene de la definición elemental del fenómeno de difracción. Recordemos que cada
punto de un campo óptico se comporta como una fuente puntual y su contribu-
ción se propaga de forma esférica. En la aproximación paraxial, un frente de onda
esférico se aproxima a un frente de onda cuadrático. Además, en campo óptico di-
fractado, interfieren las contribuciones de todos los puntos en el campo de entrada.
Esto se puede escribir de forma simple como la convolución de una fuente puntual
(aproximada por una fase cuadrática) con el campo de óptico de entrada; es decir,

U2(~p2) = exp(jkd)
jλd

exp
(
jkp2

2
2d

)
⊗ U1(~p1), (2.19)

donde ⊗ es el operador de convolución. Usando propiedades de la transformada de
Fourier podemos obtener el espacio de frecuencias como

F [U2(~p2)] = F
[

exp(jkd)
jλd

exp
(
jkp2

2
2d

)]
F [U1(~p1)]

= ejkd exp
[
−k2λ

2dp2
2

]
F [U1(~p1)]

= ejkdQ
[
−λ2d

]
F [U1(~p1)] .

(2.20)
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2. Recuperación de fase por difracción

De esta forma, aplicando la transformada de Fourier inversa, obtenemos el campo
difractado U2(~p2) como

U2(~p2) = F−1
[
ejkdQ

[
−λ2d

]
F [U1(~p1)]

]
. (2.21)

De este análisis, se obtiene una segunda definición del operador de difracción en el
espacio libre como

R[d] = ejkdF−1Q
[
−λ2d

]
F . (2.22)

2.4.2. Lente delgada simple

En la Fig. 2.3 se muestra el esquema de una lente delgada donde Ul y U ′l son el
campo de entrada y salida, respectivamente. Se sabe de la literatura, que una lente
delgada agrega un término de fase cuadrática al campo de entrada [9]. Así, el campo
de salida se puede expresar como

U ′l (x, y) = Ul(x, y) exp
[
−j k2f (x2 + y2)

]
. (2.23)

Fig. 2.3. Lente delgada simple.

La ecuación (2.23) se puede escribir de forma compacta como

U ′l (x, y) = Q
[
− 1
f

]
Ul(x, y), (2.24)

donde Q es un operador que agrega un término de fase cuadrática y está definido
como

Q
[
− 1
f

]
= exp

[
−j k2f (x2 + y2)

]
. (2.25)

De manera general una distribución Uentrada, que incide sobre una lente delgada (u
otro elemento óptico delgado) emergerá una como una distribución Usalida dada por

Usalida = T Uentrada, (2.26)
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2. Recuperación de fase por difracción

donde T es un operador que representa la función de transferencia de la lente o
cualquier otro sistema óptico en general.

Fig. 2.4. Sistema óptico con una lente delgada de distancia focal f .

Considere la configuración particular ilustrada en la Fig. 2.4. El campo óptico
de entrada se propaga por el espacio libre una distancia a, después atraviesa la lente
que induce un término de fase cuadrática, y posteriormente continúa propagándose
en el espacio libre una distancia b. Para este sistema óptico simple, el operador T
está definido matemáticamente a través de la cadena de operadores

T = R[b]Q
[
− 1
f

]
R[a]. (2.27)

De la ecuación (2.27) se pueden encontrar propiedades útiles de la lente simple.
Por ejemplo, eligiendo apropiadamente a y b con respecto a la distancia focal de
la lente, el sistema óptico de la figura 2.4 puede formar la imagen del campo de
entrada, o se puede emplear para obtener la transformada de Fourier como veremos
a continuación.

De la ecuación (2.27), sustituimos el operador de propagación R[a] y R[b] por
las definiciones en (2.22) y (2.18), respectivamente, obteniendo

T = ejk(b+a)

jλb
Q
[1
b

]
V
[ 1
λb

]
FQ

[1
b

]
Q
[
− 1
f

]
F−1Q

[
−λ2a

]
F , (2.28)

si b = f , los operadores Q en la parte central del lado derecho de la ecuación se
cancelan. Entonces, el producto F−1F se cancelará también. Conmutando V con Q
se obtiene

T = ejk(f+a)

jλf
Q
[

1
f

(
1− a

f

)]
V
[

1
λf

]
F (2.29)

Esta ecuación es una transformada de Fourier con una escala y una fase cuadrática
que se pueden cancelar tomando a = f . En esta configuración, de la ecuación (2.29),
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2. Recuperación de fase por difracción

se sigue que la lente simple obtiene la transformada de Fourier (escalada) del campo
de entrada; matemáticamente,

T = ejk(2f)

jλf
V
[

1
λf

]
F (2.30)

Como podemos ver el sistema óptico generalizado con una lente, se considera como
un sistema óptico de construcción a bloques por los operadores. El cual puede co-
nectarse en cascada para construir un sistema óptico más complejo. Por ejemplo, la
Fig. 2.5 un sistema óptico de dos lentes con distancia focal f . El plano intermedio
es considerado como el plano de Fourier, de difracción o espacio de Frecuencias.

𝑈𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎𝑈𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎

𝑓 𝑓 𝑓 𝑓

Fig. 2.5. Sistema óptico con dos lentes delgadas f .

Podemos observar que el sistema óptico es dos veces la configuración de la Fig.2.4.
Es por eso que podemos llevar a cabo el análisis con el formalismo operacional.
Tenemos que el operador de transferencia esta dado por

T = ejk(2f)

jλf
V
[

1
λf

]
F e

jk(2f)

jλf
V
[

1
λf

]
F

= −e
jk(4f)

λ2f 2 V
[

1
λf

]
V [λf ]FF

= −e
jk(4f)

λ2f 2 V [−1]

(2.31)

Por lo tato, la distribución de salida se obtiene como

Usalida = −e
jk(4f)

λ2f 2 V [−1]Uentrada (2.32)

Este resultado significa que el patrón de entrada se reproduce exactamente igual
pero al revés. De manera que esta propiedad que brinda esta configuración es de
mucha ayuda para la siguiente sección ya que se necesita las mediciones de intensidad
del plano imagen y el de difracción para implementar el método de Gerchberg-
Saxton.
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2. Recuperación de fase por difracción

2.5. Algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton

En experimentos de recuperación de fase, es posible construir arreglos experi-
mentales para registrar la intensidad del haz de luz de interés en dos planos que
llamaremos: plano imagen y plano de difracción. Usando la teoría de difracción, se
puede obtener la solución de los siguientes problemas.

Dada la amplitud y fase del campo de luz en el plano imagen, calcular la
correspondiente amplitud y fase en el plano de difracción.

De forma similar, dada la amplitud y fase del campo de luz en el plano de
difracción, calcular la correspondiente amplitud y fase en el plano imagen.

Para la solución de los problemas anteriores, basta con resolver la integral de Fres-
nel. Sin embargo, se requiere conocer tanto la amplitud como la fase del campo.
Desafortunadamente, con la tecnología actual no es posible sensar la fase de un haz
de luz. Sólo es posible realizar mediciones de intensidad (de la cual se obtiene la am-
plitud). Por lo tanto, la recuperación de fase de un campo de luz se puede formular
como un nuevo problema de estimación como se enuncia a continuación.

Dada la amplitud de un campo de luz en el plano imagen y el plano de difrac-
ción, calcular la fase en el plano imagen [29, 30].

Para resolver el problema de recuperación de fase, iniciemos con el siguiente
análisis. Considere que una onda se propaga desde el plano imagen hasta el plano
de difracción. Suponga que solo se conoce la amplitud de la onda en los dos planos.
Entonces, se debe hallar de alguna manera la función de fase desconocida de tal
forma que al introducirla en la integral de Fresnel se pueda reproducir las medidas
de amplitud conocidas.

Resolver la transformada de Fresnel implica una carga computacional que pue-
de ser considerable, especialmente para imágenes de alta resolución (millones de
píxeles). Podemos reducir la carga computacional realizando las mediciones de in-
tensidad en dos planos elegidos convenientemente. Específicamente, el plano imagen
y su correspondiente plano de Fourier. En este caso, la recuperación de fase se puede
realizar eficientemente usando la transformada de Fourier en el algoritmo iterativo
de Gerchberg-Saxton que se analizará en este capítulo.

Para realizar mediciones de intensidad en el plano de Fourier, podemos construir
un procesador óptico que recibe el campo de luz a analizar en el plano imagen
y la “propaga hasta el infinito” tal que en la salida del procesador se obtiene la
transformada de Fourier de la entrada (difracción de campo lejano). En este caso
particular, podemos sustituir la integral de Fresnel por la transformada de Fourier
para realizar los cálculos de amplitud y fases necesarios. Este es el principio de
operación del método de Gerchberg-Saxton [31].
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2. Recuperación de fase por difracción

El enfoque de Gerchberg-Saxton ofrece enormes ventajas computacionales y de
implementación. Numéricamente, la implementación computacional es bastante efi-
ciente usando el algoritmo de transformada rápida de Fourier. Asimismo, la im-
plementación experimental podría incluso solo requerir de una lente simple para
analizar frentes de onda obtenidos a través de fuentes láser.

En la Fig. 2.6 se muestra un diagrama de bloques que ilustra el algoritmo iterativo
de Gerchberg-Saxton. El algoritmo usa como entradas las intensidades

I1(x, y) e I2(x, y) (2.33)

medidas en el plano imagen y el plano de difracción, respectivamente. Con esta
información, el algoritmo busca las funciones de fase

φ(x, y) y ϕ(x, y) (2.34)

tal que los campos resultantes,

E(x, y) =
√
I1(x, y) exp [iφ(x, y)] y

G(x, y) =
√
I2(x, y) exp [iϕ(x, y)] ,

(2.35)

satisfagan el modelo de difracción. Los elementos constitutivos del algoritmo itera-
tivo de Gerchberg-Saxton son los siguientes:

1. Inicio.

2. Actualización en el plano de difracción.

3. Actualización en el plano imagen.

4. Iteración.

5. Paro.

A continuación se describen los detalles de los cinco elementos que conforman el
algoritmo de Gerchberg-Saxton. El algoritmo de Gerchberg-Saxton es ilustrado me-
diante el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 2.6.

Observe que en la Figura 2.6 podemos darnos cuenta que el mecanismo del
diagrama de bloques se rige básicamente en el cambio de la distribución de amplitud
cada vez que la transformada de Fourier se aplica, esto resulta en un cambio o una
actualización de la fase.
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2. Recuperación de fase por difracción

INICIO

GENERADOR DE 

FASE ALEATORIO

(−𝜋 A + 𝜋)

AMPLITUD TOMADA 

DEL PLANO IMAGEN 

FUNCIÓN (AMP REF.)

NUEVA FUNCIÓN 

IGUAL A AMPLITUD REF.

POR FUNCIÓN FASE

SOLO FUNCIÓN DE LA 

FASE CALCULADA

TFR TFR

SOLO FUNCIÓN DE 

LA FASE CALCULADA

NUEVA FUNCIÓN 

IGUAL A AMP REF.

POR FUNCIÓN FASE

AMPLITUD TOMADA DEL

PLANO DE DIFRACCION 

FUNCIÓN(AMP REF.)

Fig. 2.6. Diagrama de bloques del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton para
recuperación de fase por difracción.

2.5.1. Inicio

Iniciamos en el plano imagen. Para construir el campo E, se propone una función
de fase con números aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo [−π, π]
radianes. Matemáticamente,

E0(x, y) =
√
I1(x, y) exp [iφ0(x, y)] , (2.36)

con la fase inicial
φ0(x, y) ∼ U(−π, π), (2.37)

donde U(a, b) regresa números aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo
[a, b].

La función de fase inicial no debe ser necesariamente generada como números
aleatorios. Por el contrario, una función de fase inicial aproximada a la fase correcta
disminuirá el número de iteraciones requerido para que el algoritmo reduzca el error
a un valor aceptable. Sin embargo, ciertas distribuciones de fase inicial podrían hacer
que el algoritmo falle. Por ejemplo, cuando el valor de fase es idéntico para todos los
pixeles y el patrón de intensidad tanto en la imagen como en el plano de difracción
posee simetría circular. Esto provocará que la distribución de fase no cambie en la
transformación de Fourier y por lo tanto el algoritmo falle al no poder modificar la
función de fase entre cada iteración.
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2. Recuperación de fase por difracción

2.5.2. Actualización en el plano de difracción

Una vez construido el campo complejo E0(x, y), se calcula el campo G0(x, y)
correspondiente al plano de difracción usando la transformada de Fourier como

G0(x, y) = B0(x, y) exp [iϕ0(x, y)] = F [E0(x, y)]. (2.38)

El resultado es un nuevo campo complejo con amplitud B0(x, y) y fase ϕ0. De este
nuevo campo solo tenemos certeza de la amplitud (puesto que se conoce experi-
mentalmente a través de las mediciones de intensidad proporcionadas). Entonces,
actualizamos el campo complejo conservando solo la fase ϕ0 y sustituyendo la am-
plitud con la información experimental como

G̃0(x, y) =
√
I2(x, y) exp [iϕ0(x, y)] . (2.39)

Este paso finaliza con la obtención del campo complejo “corregido” G̃0, que será
usado en el siguiente paso del algoritmo.

2.5.3. Actualización en el plano imagen

Ahora, desde el plano de difracción, podemos usar el campo complejo G̃0 para
calcular el campo complejo correspondiente en el plano imagen. Para ello, calculamos
la transformada inversa de Fourier como

E1(x, y) = A1(x, y) exp [iφ1(x, y)] = F−1[G̃0(x, y)]. (2.40)

Nuevamente, del campo E1(x, y) solo tenemos certeza de su amplitud. Por lo tanto,
conservamos la fase calculada φ1(x, y) y sustituimos la amplitud calculada A1(x, y)
por la medición experimental proporcionada; es decir,

Ẽ1(x, y) =
√
I1(x, y) exp [iφ1(x, y)] . (2.41)

El resultado de este paso es una nueva aproximación de la función de fase que debería
existir en el plano imagen que satisface el modelo de difracción (Fraunhofer en este
caso).

2.5.4. Iteración

El proceso de actualización del campo complejo en los planos imagen y difrac-
ción se puede repetir para mejorar iterativamente la fase estimada. Esto es, para la
k-ésima iteración, tenemos disponible el campo complejo Ẽk(x, y) en el plano ima-
gen. Entonces calculamos la correspondiente fase y campo complejo en el plano de
difracción como

ϕk(x, y) = arg
(
F
[
Ẽk(x, y)

])
,

G̃k(x, y) =
√
I2(x, y) exp [iϕk(x, y)] ,

(2.42)
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2. Recuperación de fase por difracción

donde arg(·) retorna el argumento o fase de la función compleja dada como entrada.
El bucle se cierra tomando el campo G̃k(x, y) del plano de difracción y regresar al
plano imagen calculando la correspondiente fase y campo complejo como

φk+1(x, y) = arg
(
F−1

[
G̃k(x, y)

])
,

Ẽk+1(x, y) =
√
I1(x, y) exp [iφk+1(x, y)] .

(2.43)

De forma compacta, el proceso iterativo de recuperación de fase del algoritmo
de Gerchberg-Saxton se puede describir como sigue. Dadas las intensidades I1, I2,
y la fase φk en el plano imagen, calculamos una nueva fase φk+1 como

φk+1 = arg
(
F−1

[√
I2 exp

[
i arg

(
F
[√
I1 exp [iφk]

])]])
, (2.44)

donde la dependencia explícita en (x, y) fue omitida por brevedad en la notación.
En la Figura. 2.7 se presenta una descripción gráfica del bucle de iteración del
algoritmo de Gerchberg-Saxton, recalcamos que una vez que se tiene una fase φk+1
esta se renombra como φk. Así

√
I1 participa como amplitud y φk como argumento

del campo Ẽk.Después de construir Ẽk de nuevo se aplica la transformada de Fourier.

Fig. 2.7. Bucle de iteración del algoritmo de Gerchberg-Saxton.

Como el campo resultante es complejo, en el codigo (ver Figura 2.8) se observa
que se utiliza la función angle lo que nos da la fase ϕk en la Figura 2.7 esta fase se
usa como argumento para construir el campo G̃k . Nuevamente como se indica en
la Figura 2.8,usamos la transformada inversa de Fourier ifft2 ,al campo complejo
obtenido extraemos la fase la cual hace que se inicie otra vez el ciclo.
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2. Recuperación de fase por difracción

Fig. 2.8. Implementación en Matlab del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton
para la recuperación de fase.

2.5.5. Paro

Para detener el proceso iterativo del algoritmo de Gerchberg-Saxton, se pueden
usar tres criterios. El primer criterio es la convergencia relativa de la fase calculada.
Este criterio detiene el algoritmo cuando se satisface

1
MN

M∑
x=1

N∑
y=1

[
φk(x, y)− φk−1(x, y)

]2
≤ εφ, (2.45)

donde M y N son el número de columnas y filas (pixeles) de la imagen, respecti-
vamente, y εφ es un valor de tolerancia fijado por el usuario. El segundo criterio
considera el error cuadrático medio de las amplitudes calculadas. Este criterio de-
tiene el algoritmo cuando se satisface

1
MN

M∑
x=1

N∑
y=1

[
I1(x, y)− A2

k(x, y)
]2

+ 1
MN

M∑
x=1

N∑
y=1

[
I2(x, y)−B2

k(x, y)
]2
≤ εI ,

(2.46)
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2. Recuperación de fase por difracción

donde εI es un valor determinado por el usuario. El tercer criterio de paro es el
número máximo de iteraciones. Este criterio detiene el algoritmo cuando se satisface

k > n, (2.47)

donde n es el número máximo de iteraciones fijado por el usuario. En la práctica es
típico usar el primer y tercer criterio. El primer criterio considera directamente la
fase calculada (el cuál es el principal interés más que la amplitud), mientras que el
tercer criterio impide que el algoritmo se ejecute indefinidamente cuando se pierde
la convergencia.

2.6. Evaluación en simulación por computadora

2.6.1. Amplitud continua

De la implementación computacional mostrada en la Figura 2.8 observamos la
función de amplitud y de fase que se presentan en la Figura 2.9(a) y 2.9(b) respec-
tivamente. También podemos visualizar en 2D los planos imagen y de difracción los
cuales fungen como entradas al algoritmo implementado en una función en Matlab.
Note que la amplitud usada es de forma continua.

Fig. 2.9. Datos para la primera simulación por computadora considerando una am-
plitud continua. (a) Amplitud del campo complejo en el plano imagen. (b) Fase del
campo en el plano imagen (a recuperar). (c) Intensidad en el plano imagen. (d)
Intensidad en el plano de difracción. Los ejes xy en las Figs. (a)-(c) están dados en
unidades de longitud, mientras que en la Fig. (d) los ejes µν están dados en unidades
de frecuencia espacial.
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2. Recuperación de fase por difracción

Fig. 2.10. Resultados de la primera simulación. (φ0) Fase inicial. (φ1)-(φ100) Fase
recuperada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100 itera-
ciones.

El desempeño del algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton fue evaluado usando
una simulación en computadora. Para ello, consideramos una amplitud continua de
la forma

A(x, y) = 8e− 3
2 (x2+y2), (2.48)

y la fase en el plano imagen dada como

φ(x, y) = π
[
3(1− x)2e−x

2−(y+1)2 − 10
(
x

5 − x
3 − y5

)
e−x

2−y2 − 1
3e
−(x+1)2−y2

]
,

(2.49)
donde las variables independientes fueron definidas en el intervalo x, y ∈ [−3, 3]
con 128 muestras uniformemente distribuidas en cada eje coordenado. En las Figs.
2.9(a) y 2.9(b) se muestran las gráficas de las funciones de amplitud A(x, y) y
fase φ(x, y) definidas en las Ecs. (2.48) y (2.49). Con estas funciones, los campos
complejos E(x, y) y G(x, y) en los planos imagen y difracción, respectivamente, se
construyeron como

E(x, y) = A(x, y) exp[iφ(x, y)],
G(x, y) = F [E(x, y)].

(2.50)

Las intensidades correspondientes en los planos de detección se determinaron como

I1(x, y) = |E(x, y)|2 +N (0, 1),
I2(x, y) = |G(x, y)|2 +N (0, 1× 103),

(2.51)
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2. Recuperación de fase por difracción

donde | · | indica el valor absoluto y N (µ, σ) genera números aleatorios de media
cero y desviación estándar σ. Las intensidades resultantes se muestran en las Figs.
2.9(c) y 2.9(d).

Fig. 2.11. Error de recuperación de fase en la primera simulación. (φ) Fase exacta
a recuperar. (φ100) Fase recuperada en cien iteraciones del algoritmo de Gerchberg-
Saxton. (φ− φ100) Error del proceso de recuperación de fase.

Se consideró una fase inicial dada por

φ0(x, y) = 1
4φ(x, y) +N (0, 1). (2.52)

La fase inicial resultante se muestra en la Fig. 2.10(φ0). Observe que se asume que
se cuenta con una aproximación inicial de la fase. Más adelante se hablará más sobre
esta suposición.

La recuperación de fase al aplicar el algoritmo de Gerchberg-Saxton después
de 1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la Fig. 2.10(φ1)-(φ100). El error
en la recuperación de fase se muestra en la Fig. 2.11. Observe que el error en la
recuperación de fase tiende a cero en zonas de máxima amplitud del campo complejo.
Por el contrario, el error en la recuperación de fase es mayor en regiones donde la
amplitud del campo es cercana a cero. Este comportamiento obedece al hecho de
que la intensidad es cero cuando la amplitud es cero, independientemente de su valor
de fase.

2.6.2. Amplitud discontinua

En esta simulación usaremos la función de fase definida por la Ec. (2.49). Sin
embargo, ahora consideramos una amplitud discontinua definida como la apertura
cuadrada centrada en el origen dada por

A(x, y) =

8, máx(|x|, |y|) > 2/5,
0, otro caso.

(2.53)

La gráfica de esta función de amplitud se muestra en la Fig. 2.12(a). Construimos
los campos complejos y los mapas de intensidad usando las Ecs. (2.50) y (2.51). Los
mapas de intensidad resultantes se muestran en las Figs. 2.12(b) y 2.12(c).
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2. Recuperación de fase por difracción

Los patrones de intensidad generados se proporcionan como entrada al algoritmo
de Gerchberg-Saxton usando la función de fase inicial dada en la Ec. (2.52). El
resultado del algoritmo después de 1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la
Fig. 2.13(φ1)-(φ100). Para fines ilustrativos, la función de fase exacta a recuperar se
muestra en la Fig. 2.13(φ) y el error en la recuperación de fase se muestra en la Fig.
2.13(φ− φ100). Observe que, al igual que en la simulación anterior, el algoritmo de
Gerchberg-Saxton se desempeña bien cuando los valores de amplitud son altos. Por
el contrario, para valores bajos de la función de amplitud (cero en esta simulación),
el algoritmo es incapaz de determinar los valores de fase correctos debido a que
cualquier valor de fase puede reproducir un valor de intensidad cero porque ello
depende de la amplitud.

Fig. 2.12. Datos para la segunda simulación por computadora considerando una
amplitud discontinua. (a) Amplitud del campo complejo en el plano imagen dado
por la Ec. (2.53). (b) Intensidad en el plano imagen. (d) Intensidad en el plano de
difracción.

Fig. 2.13. Resultados de la segunda simulación. (φ0) Fase inicial. (φ1)-(φ100) Fa-
se recuperada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100
iteraciones. (φ) Fase exacta. (φ− φ100) Error de recuperación de fase.
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2. Recuperación de fase por difracción

2.6.3. Amplitud continua y fase discontinua

Para la tercera simulación, consideraremos nuevamente la amplitud continua
dada por la Ec. (2.48). Sin embargo, ahora usaremos una función de fase discontinua
dada como

φ(x, y) =

2n(x, y)− 2, x < 0,
4n(x, y)− 2, otro caso,

(2.54)

donde

n(x, y) =

1, x2 + y2 < 4/5,
0, otro caso.

(2.55)

La función de fase φ(x, y) resultante se muestra en la Fig. 2.14(a). La función de
fase y la amplitud fueron usadas para determinar la intensidad en los planos imagen
y difracción usando las Ecs. (2.50) y (2.51). La Fig. 2.14(b) y 2.14(c) muestran las
intensidades resultantes.

Fig. 2.14. Datos de la tercera simulación por computadora considerando una fase
discontinua. (a) Fase del campo complejo en el plano imagen dado por la Ec. (2.54).
(b) Intensidad en el plano imagen. (d) Intensidad en el plano de difracción.

De forma similar a las simulaciones anteriores, los patrones de intensidad gene-
rados se proporcionan como entrada al algoritmo de Gerchberg-Saxton usando la
función de fase inicial dada en la Ec. (2.52). El resultado del algoritmo después de
1, 10, 40, 70, y 100 iteraciones se muestra en la Fig. 2.13(φ1)-(φ100). Observe que, el
algoritmo de Gerchberg-Saxton es capaz de recuperar funciones de fase discontinuas
y la recuperación solo se ve afectada por valores de amplitud bajos como se observó
desde las simulaciones anteriores.
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2. Recuperación de fase por difracción

Fig. 2.15. Resultados de la tercera simulación. (φ0) Fase inicial. (φ1)-(φ100) Fase recu-
perada por el algoritmo de Gerchberg-Saxton usando 1, 10, 40, 70 y 100 iteraciones.
(φ) Fase exacta. (φ− φ100) Error de recuperación de fase.

2.7. Evaluación experimental y discusión

Objetivo de 
microscopio 

Lente 
colimadora 

Láser 

objeto

Plano de 
difracción 

cámara

Fig. 2.16. Configuración experimental del arreglo óptico de Fourier 4f .

El algoritmo de Gerchberg-Saxton fue evaluado experimentalmente usando me-
diciones de intensidad capturadas con el sistema 4f . El arreglo experimental cons-
truido se muestra en la Fig. 2.16. Se emplearon dos lentes de 200 mm de distancia
focal. El sistema 4f fue iluminado con una onda plana generada con luz láser de
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2. Recuperación de fase por difracción

longitud de onda de 633 nm, un objetivo de microscopio, un pinhole de 10 µm, y
una lente colimadora de 250 mm de longitud focal. Las mediciones de intensidad
en el plano de Fourier y el plano de salida del sistema fueron realizadas con una
cámara monocromática Pixelink.

El objeto a analizar fue un pinhole de 500 µm que se colocó en el plano de
entrada del sistema 4f . Entonces, la cámara se colocó en el plano de Fourier para
realizar la captura la intensidad del plano de difracción. Finalmente, la cámara se
colocó en el plano de salida del sistema 4f para capturar la intensidad del plano
imagen. Las imágenes capturadas del objeto y el patrón de difracción se muestran
en la Fig. 2.17.

En las imágenes capturadas se puede observar que existen tres problemas que
evitan la aplicación directa del algoritmo de Gerchberg-Saxton.

Primero, en el plano de Fourier se observa saturación debido al orden cero del
patrón de difracción. Este es un fenómeno bien conocido asociado a funciones de fase
constantes o cuasi-constantes. En el caso de que la función de fase sea constante,
su transformada de Fouerier es una delta de Diract. En la práctica, se observa
un punto muy intenso que satura la cámara. Así las componentes de frecuencia
diferentes al orden cero dejan de ser visibles. Una forma de corregir este problema es
eliminando la zona saturada y sustituyendo por los niveles de intensidad obtenidos
por interpolación empleado la zona de la imagen que no sufre saturación. En el
Apéndice A se muestra el método de interpolación empleado en esta tesis.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.17. Arreglo experimental para medir (a) intensidad en el plano de Fourier,
y (b) intensidad en el plano de salida. Imágenes experimentales capturadas del (c)
objeto (pinhole 500 µm), y (d) su correspodiente transformada de Fourier.
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2. Recuperación de fase por difracción

Segundo, el algoritmo numérico de la transformada de Fourier emplea una es-
cala que no coinciden con la escala física observada en el plano de difracción. Para
el algoritmo numérico de la transformada de Fourier, la escala es determinada en
función del tamaño de la imagen de entrada. Por otro lado, la escala de la trans-
formada de Fourier obtenida por el sistema 4f depende de la longitud de onda del
láser y la longitud focal de la lente. Para aplicar el algoritmo de Gerchberg-Saxton,
es necesario reescalar las imágenes capturadas de tal forma que la escala empleada
por el algoritmo numérico del la transformada de Fourier y la escala inducida por
el sistema 4f sean iguales.

Tercero, la configuración experimental no es suficientemente flexible para indu-
cir funciones de fase conocidas. Por ejemplo, se hicieron pruebas con funciones de
fase constante empleando un pinhole. También se analizaron funciones de fase esfé-
ricos desenfocando la lente de colimación. Sin embargo, no es tan directo analizar
funciones de fase más generales, incluso con discontinuidades.

En los experimentos realizados, no se encontró convergencia del algoritmo de
Gerchberg-Saxton debido a los tres inconvenientes descritos en los párrafos previos.
Es posible que el sistema 4f con doble ventana pueda ser de utilidad para continuar
el análisis experimental del algoritmo de Gerchberg-Saxton.
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Capítulo 3

Recuperación de fase por
interferencia

Como mencionamos anteriormente, en el capítulo introductorio, del análisis de
patrones de franjas se puede extraer la fase. Por lo tanto, en este capítulo describimos
el proceso preliminar al que están sujetos los patrones de franjas con la eliminación
de la luz de fondo, así como la presentación de diversos métodos para la recuperación
de fase. Cada método muestra un ejemplo detallado que describe su relevancia.

3.1. Estimación de la luz de fondo

Un patrón de franjas de la forma dada por la Ec. (1.11), o la Ec. (1.12), se puede
escribir en general como

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [Φ(x, y)] + n(x, y), (3.1)

donde n(x, y) es función aleatoria que representa ruido en el patrón de franjas, ante-
riormente mencionamos a las funciones a(x, y) y b(x, y) como funciones de intensidad
que en conjunto con la función Φ(x, y) forman el patrón de franjas

En aplicaciones en donde la información de interés se codifica como una función
de fase, es necesario desarrollar métodos que obtengan la función de fase Φ(x, y) a
partir de uno o más patrones de franjas I(x, y).

En la literatura, se han propuesto varios métodos de procesamiento de patrones
de franjas para extracción de fase. como el método de Takeda [19][20], Brunning
[17], Greivenkamp [18], por mencionar algunos.

Los métodos reportados en la literatura pueden clasificarse de acuerdo a sus re-
querimientos, exactitud, y robustez al ruido. Sin embargo, una característica común
de todos los métodos de extracción de fase, es la mejora de su rendimiento cuando
se aplican tareas de pre-procesamiento para eliminar ruido aleatorio e información
no deseada.
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3. Recuperación de fase por interferencia

Ya sea usando corrimiento de fase temporal o espacial la información extra que
aporta la luz de fondo y de modulación resulta innecesaria para la obtención de
información de fase, para solucionar esto se han propuesto varios métodos, entre
ellos filtrar el orden cero en el plano de Fourier hasta una normalización del patrón
de franjas.

Los métodos de extracción de fase se enfrentan a dificultades en el proceso de
estimación cuando los patrones de franjas presentan variaciones de intensidad no
deseadas. Por ejemplo, en un interferómetro se observan variaciones de intensidad
debido a la naturaleza propia de la fuente de iluminación láser. Estas variaciones se
reflejan en las funciones a(x, y) y b(x, y) que representan la luz de fondo y luz de
modulación del patrón de franjas, respectivamente.

Las funciones a(x, y) y b(x, y) suelen se funciones suaves y continuas, varían
lentamente en comparación con el ruido aleatorio n(x, y), la variación introducida
por el factor cosenoidal cos [Φ(x, y)] y/o factores cosenoidales ocasionados por fre-
cuencias portadoras. En seguida en la Fig. 3.1(a) mostramos un patrón de franjas
común, así como la luz de fondo del espectro en la Fig.3.1(b) y finalmente en la
Fig.3.1(c) graficamos los perfiles transversales tanto del patrón de franjas como el
de su función de luz de Fondo.

Fig. 3.1. (a) patrón de franjas comúnmente obtenido de un interferómetro de Michel-
son, (b)Luz de fondo extraída de un patrón de franjas, (c) comparación de variación
de intensidad entre la luz de fondo y el patrón.

El principal objetivo del análisis de patrones de franjas es la extracción de la fase
envuelta. Sin embargo, se puede ver la información de interés esta como argumento
de la función coseno multiplicada por la función de modulación b(x, y),

b(x, y) cos Φ(x, y) (3.2)
es por eso, que la mayoría de los métodos requieren solamente de la filtración de la
luz de fondo a(x, y). Para el caso de interferometría la luz de fondo obedece al perfil
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de intensidad de la fuente de iluminación láser que se emplea. Se sabe de la literatura
que el perfil de intensidad de un láser es Gaussiano. Para el caso unidimensional el
perfil de intensidad tiene la forma

f(x) = αeβx
2
, (3.3)

Entonces se puede aproximar en series de Taylor como sigue

f(x) = α + αβx2 + 1
2αβ

2x4 + 1
6αβ

3x6 + · · · (3.4)

Por lo tanto, consideramos la función luz de fondo como

a(x, y) = ã(x, y), (3.5)

donde ã es un polinomio de aproximación de la forma

ã(x, y) = c1 + c2x+ c3y + c4x
2 + · · · , (3.6)

donde ci, i = 1, 2, · · · , son los coeficientes de polinomio, mientras (x, y) son las
coordenadas espaciales en el patrón de franjas.
Para estimar la función a(x, y), empleamos el polinomio ã(x, y) y el método de
mínimos cuadrados el cual parte de construir una matriz de regresión A de dimensión
n×m y un vector ~I ∈ Rm, tal que ~c0 ∈ Rn es una solución de

A~c0 = ~I (3.7)

Entonces matemáticamente tenemos la siguiente ecuación que muestra la estimación
de parámetros nos lleva a ajustar el polinomio ã(x, y) (ver Apéndice A) y dando
como resultado la estimación de la aproximación de la luz de fondo.

ã(x, y) = A
[(
ATA

)−1
AT ~I

]
︸ ︷︷ ︸

~c0

, (3.8)

las columnas de la matriz A son funciones base, las cuales pueden ser términos del
polinomios de Taylor de grado par, impar o ambas. Como ejemplo ilustrativo, a
continuación construiremos un patrón de franjas y estimaremos la luz de fondo a
partir de los valores de intensidad resultantes.

Consideremos que la luz de fondo a(x, y), b(x, y), y Φ(x, y) están dadas por

a(x, y) = Aampl exp
[
−
(

(x− x0)2

2 + (y − y0)2

2

)]
, (3.9)

con Aampl = 50, x0 = 0 y y0 = 0,

b(x, y) = B0 −B1(x2 + y2), (3.10)

con B0 = 10 y B1 = 5, y

Φ(x, y) = 4Π (x, y) + 8x, (3.11)
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donde

Π (x, y) = 3(1−x)2e−x
2−(y+1)2 − 10

(
x

5 − x
3 − y5

)
e−x

2−y2 − 1
3e
−(x+1)2−y2

, (3.12)

es una combinación de funciones gaussianas y que está implementada en MATLAB
como la función picos (peaks(·)) [32]. Entonces, con la ecuación (3.1) generamos
un patrón de franjas, donde el ruido aleatorio n(x, y) es de media cero y varianza
unitaria. La Fig. 3.2 (a) muestra el patrón de franjas resultante.

Para realizar la estimación de la luz de fondo se requiere una matriz de regresión
definida como

A =


1 x1 y1 x2

1 · · · y8
1

1 x2 y2 x2
2 · · · y8

2
... ... ... . . . ...
1 xn yn x2

n · · · y8
n

 . (3.13)

La tabla 3.1 describe los regresores de la matriz A. Como podemos ver, se tienen 45
columnas considerando los términos intermedios del polinomio así como los grados
par e impar del polinomio, pues estos aportan una mejor estimación.

Dada la ecuación (3.8), podemos ver que obtendremos el vector ~c0 con 45 ele-
mentos que a continuación se muestran en la siguiente tabla 3.1

i Término ci i Término ci
polinomial polinomial

1 1 49.9383 24 x4y2 -2.0519
2 x 0.0922 25 x3y3 -0.0019
3 y -0.1589 26 x2y4 -1.7475
4 x2 -23.9949 27 xy5 0.0844
5 y2 -24.5076 28 y6 -0.6229
6 xy -0.1659 29 x7 -0.0228
7 x3 -0.2606 30 x6y -0.0059
8 x2y -0.1358 31 x5y2 0.0088
9 xy2 0.1821 32 x4y3 -0.0155
10 y3 0.3871 33 x3y4 0.0187
11 x4 4.6420 34 x2y5 0.0089
12 y4 5.4484 35 xy6 -0.0004
13 x2y2 10.8760 36 y7 0.0268
14 x3y 0.3088 37 x8 -0.0529
15 y3x -0.1403 38 x7y 0.0187
16 x5 0.1502 39 x6y2 0.1772
17 x4y 0.0725 40 x5y3 0.0074
18 x3y2 -0.1073 41 x4y4 0.1393
19 x2y3 0.0016 42 x3y5 -0.0067
20 xy4 -0.0423 43 x2y6 0.1125
21 y5 -0.1914 44 xy7 -0.0115
22 x6 -0.1504 45 y8 0.0284
23 x5y -0.1433

Tabla 3.1. tabla de coeficientes
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Después de estimar los parámetros ~c0 la estimación de la luz de fondo se encuentra
de manera practica y enseguida se muestra los resultados de esta estimación en la
Fig. 3.2. Observemos en la Fig. 3.2(a) el patrón de franjas sin eliminación de la luz
de fondo, en la Fig. 3.2(b)la fase envuelta extraida después de quitar la luz de fondo,
3.2(c) la representación de la luz de fondo exacta a(x, y) y la luz de fondo estimada
ã(x, y), y finalmete 3.2(c) la diferencia de a(x, y) y ã como ∆(x, y).

Fig. 3.2. Simulación computacional de (a) patrón de franjas, (b) fase envuelta ex-
traída, (c) luz de fondo exacta a(x, y)y luz de fondo estimada ã(x, y), (d) diferencia
entre luz de fondo estimada y luz de fondo exacta.

En experimentos de interferometría, los datos que resultan del fenómeno de inter-
ferencia son datos de intensidad del patrón de franjas. Con el proceso de estimación
descrito se puede recuperar la luz fondo, que es necesaria para los métodos de ex-
tracción de fase que se verán más adelante.

3.2. Método de Takeda

El método de Takeda procesa patrones de franja analizando el espectro de Fou-
rier, resuelve algunos problemas como la determinación del signo de fase y la limi-
tación en la precisión de los coeficientes de luz de fondo y modulación.

A partir de las propiedades de Fourier, el método de takeda se centra en los
espectros resultantes de Fourier que están separados por la frecuencia portadora,
para así trasladar alguno de ellos en el origen y facilitar la transformada inversa de
Fourier. Finalmente se obtiene la información necesaria para determinar la fase.

Para establecer el proceso de este método es necesario presentar un patrón de
franjas como en la ecuación (1.12) y de manera general como en la ecuación (3.1).
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Donde la fase Φ se observa como

Φ(x, y) = φ(x, y) + wxx+ wyy. (3.14)

con wx = 2πf0, wy = 0.

Como se observa la ecuación (3.14), wx tiene como estructura una frecuencia
portadora f0, esta se introduce comúnmente en mediciones ópticas. Entonces para
facilitar la descripción del método de Takeda reescribimos el patrón de franjas de la
siguiente manera.

g(x, y) = a(x, y) + c(x, y) exp(2πif0x) + c∗(x, y) exp(−2πif0x), (3.15)

con c(x, y) = 1
2b(x, y) exp [iφ(x, y)].

Utilizando la transformada de Fourier, tenemos la siguiente ecuación donde las letras
mayúsculas denotan el espectro de Fourier.

G(µ, ν) = A(µ, ν) + C(µ− f0, ν) + C∗(µ+ f0, ν), (3.16)

En general, en el plano de Fourier, el espectro G(f) tiene 3 lóbulos: El espectro
A(f) (orden cero) y lóbulos simétricos C y C∗ centrados en +f0 y −f0 respectiva-
mente.

Eliminar el orden cero es el primer problema que se enfrenta el método, pues la
información de interés se encuentra en C o en C∗, se puede mencionar el análisis de
la sección 1.5 que es un enfoque que elimina el orden cero, por lo que, los patrones
a procesar serán de la forma.

g(x, y) = cos(φ(x, y) + 2πf0x) (3.17)

Entonces, aplicando la transformada de Fourier, se tiene el siguiente espectro

G(µ, ν) = C(µ− f0, ν) + C∗(µ+ f0, ν). (3.18)

Nos centramos en solo uno de los dos espectros que están en la portadora. Lo
siguiente seria, siguiendo el método de Takeda, el traslado del espectro un f0 sobre
el eje µ para obtener un espectro C(µ, ν). No obstante, nos podemos dar cuenta
que hacer el traslado no es forzosamente necesario y el proceso de análisis se puede
plantear de la siguiente manera.

Como hacer un traslado sobre el espacio de frecuencias es complicado en la
practica, simplemente dejamos el espectro en esa posición y continuamos con la
implementación, esto es la transformada inversa de Fourier (TIF) del espectro C(µ−
f0, ν).

c0f = F−1 {C(µ− f0, ν)} . (3.19)
Veamos que c0f = c(x− f0, y) y contiene información con respecto de φ, por lo que,
basta con separar la parte real e imaginaria de c0f y aplicar la tangente inversa para
obtener una distribución de fase envuelta, que a su vez es también una distribución
de fase desplazada y discontinua.

φenv = tan−1
(
=(c0f )
<(c0f )

)
(3.20)
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Para analizar el funcionamiento del método de Takeda, realizamos una simula-
ción para extraer la función de fase a partir de un patrón de franjas con frecuencias
portadoras espaciales fx y fy en x, y respectivamente. Se considera la luz de fon-
do a(x, y) definida por la ecuación (3.9) con Aampl = 200, x0 = −0.5 y y0 = 0.
Así mismo, la luz de modulación esta dada por la ecuación (3.10) con B0 = 100 y
B1 = 0.2. Definimos la función de fase Φ como en la ecuación (3.14), que se ve como
argumento del coseno en las ecuaciones (1.12) y (3.1).

Φ(x, y) = φ(x, y) + wxx+ wyy

= 4Π +(2π)7x+ (2π)9y,
(3.21)

De la ecuación (3.1) definimos η(x, y) como una función de ruido aleatoria, con
distribución normal de media µ igual a 0 y desviación estándar σ igual a 50.

Como se menciono anteriormente, en el método de Takeda el proceso de filtraje
se simplifica usando patrones de franjas en los que la luz de fondo se ha eliminado.
Es decir, en el espectro de Fourier el lóbulo central (orden cero) es eliminado. En la
Fig. 3.3(a) podemos notar el espot en el patrón de franjas eso nos quiere decir que
aún no se ha eliminado la luz de fondo esto en consecuencia nos resulta el espectro
de Fourier de la Fig 3.3(b. Seguido de la implementación computacional se muestra
en la Fig. 3.3(c) el patrón de franjas sin luz de fondo, así como el espectro de Fourier
respectivo en la Fig 3.3(d).

Fig. 3.3. (a) Patrón de franjas con luz de fondo, (b) espectro de Fourier con orden
cero. (c) Eliminación de la luz de fondo del patrón de franjas y (d) el espectro de
Fourier sin el orden cero.

De acuerdo con el método de Takeda, el siguiente paso es filtrar uno de los dos
lóbulos que están en la Fig. 3.3 (d). Para esto se requiere de una máscara circular
que suprima la información no deseada del espectro de Fourier eso se observa en la
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Fig. 3.4(a). Al nuevo espectro se le aplica la transformada inversa de Fourier, con
ayuda del comando ifft (Inverse fast Fourier transform) de MATLAB. Siguiendo
las ecuaciones (3.19) y (3.20) encontramos una distribución de fase envuelta con
portadora (ver Fig.3.4(b) ).

Fig. 3.4. (a) Filtraje del lóbulo +1, (b) distribución de fase envuelta.

Para obtener la función de fase original con portadora, se debe realizar un proceso
de desenvolvimiento de fase que da como resultado la Fig. 3.5(a).

Existe en la literatura varios algoritmos para realizar el desenvolvimiento de fase
[33]. En el Apéndice B, se describe el método de desenvolvimiento de fase que se
utiliza en este trabajo.

Después se procede a restar la portadora que como vemos es un plano, fácilmente
obtenemos la Fig.3.5(b). En la Fig.3.5(c) se muestra la fase exacta y finalmente en
la Fig. 3.5(d) la diferencia que existe entre la fase desenvuelta exacta y la estimada.

Fig. 3.5. (a) Fase desenvuelta con la contribución de las frecuencias portadoras. (b)
Fase desenvuelta sin la contribución de las frecuencias portadoras. (c) Fase exacta.
(d) Error entre la fase exacta y fase estimada ((c)-(b)).
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3.3. Brunning

Brunning aporta un análisis al patrón de interferencia, adquirido por el frente de
onda de prueba y el de referencia, cuando representa la ecuación de intensidad en
una serie de Fourier. Las propiedades de ortonormalidad proporcionan gran sencillez
para calcular los coeficientes de la serie, encontrando información del frente de onda
de prueba y por tanto de la fase.
Consideremos un interferómetro en el que uno de los brazos se coloca la superficie de
prueba que deseamos medir y en el otro brazo, un piezoeléctrico que aleja o acerca
un espejo. Suponiendo componentes perfectos, consideramos los frentes de onda de
referencia y de prueba, como en la ecuación (1.7), respectivamente.

E1(x, y) =A1(x, y) exp(iφ1(x, y)),
E2(x, y) =A2(x, y) exp(φ2(x, y)),

(3.22)

con φ1(x, y) = 2kl, φ2(x, y) = 2kω(x, y). Donde k = 2π/λ y l es la longitud desde
el divisor de haz hasta la superficie de referencia, y ω(x, y) representa el perfil de
la superficie de prueba. De esto denotamos el patrón de franjas como la ecuación
(1.8), podemos ver que a(x, y) = A2

1(x, y) + A2
2(x, y) y b(x, y) = 2A1(x, y)A2(x, y).

De manera general tenemos, otra vez, un patrón de la forma

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(Φ), (3.23)

con Φ = 2k(ω(x, y)− l).
Como la función de interés es w(x, y), se puede visualizar a I(x, y) como una función
sinusoidal de l para todo (x, y) dentro del patrón de franjas.
El método de Brunning sugiere que la función I(x, y, l) se defina en series de Fourier,
consideremos entonces una representación alternativa de la ecuación 3.23,

I(x, y, l) , a0(x, y) + a1(x, y) cos 2kl + b1(x, y) sin 2kl. (3.24)
Como podemos ver la ecuación (3.24) es una combinación lineal de funciones com-
plejas relacionadas entre si, donde la frecuencia fundamental de esta serie, para el
caso continuo, es ν0 = 2π/T con T = λ/2 . Se entiende que los coeficientes son
funciones de x y y. Por comparación el primer coeficiente de la serie corresponde a
la luz de fondo dada por la función a(x, y).
En los patrones de franjas capturados, los coeficientes a0, a1, b1 para cada punto
(x, y) se encuentran cambiando secuencialmente por el cambio en la distancia l, co-
mo se muestra en las ecuaciones (3.23) y (3.24). Observe que l cambia conforme se
desplaza la superficie de referencia en pasos de T/n , es decir habrá un corrimiento
de fase temporal, el cual estará dado por

l = li = i

n

λ

2 ,

i = 1, 2, ..., np.
(3.25)

Con p el número de periodos (después de n pasos, cada franja se desplazará un
periodo). Haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de las funciones trigo-
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nométricas encontramos los coeficientes de la serie de la siguiente manera.

a0(x, y) = 1
np

np∑
i=1

I(x, y, li) = A2
1 + A2

2, (3.26)

a1(x, y) = 1
np

np∑
i=1

I(x, y, li) cos(2kli) = 2A1A2 cos(2kω(x, y)), (3.27)

b1(x, y) = 1
np

np∑
i=1

I(x, y, li) sin(2kli) = 2A1A2 sin(2kω(x, y)), (3.28)

De las ecuaciones (3.27) y (3.28) obtenemos la fórmula de Brunning.

2kω(x, y) = tan−1(b1/a1) (3.29)

Con el fin de enriquecer el método de Brunning mostramos la siguiente simula-
ción. Definimos la luz de fondo como la ecuación (3.9) con Aampl = 200, x0 = −0.5
y y0 = 0, la modulación como la ecuación (3.10) con B0 = 100, B1 = 0.2. La fase
como

Φ(x, y) = ω(x, y)− l, (3.30)

con ω(x, y) = 4Π , l = jT
n

con T = 2π, n = 10, j = 1, ..., np y p = 3. Observe
que se generan patrones de franjas variando l. En adición a la ecuación (3.23) y
de acuerdo a la forma general de patrones de franjas dada por la ecuación (3.1),
se incluye η(x, y) como una función de ruido aleatoria, con distribución normal de
media µ = 0 y desviación estándar σ = 50. Enseguida mostramos los resultados de la
simulación computacional usando como entrada los patrones generados y aplicando
el método de Brunning.

Primero tenemos en la Fig. 3.6(a) la función de luz de fondo en 3D, luego en la
Fig. 3.6(b) tenemos la función de modulación en 3D, la Fig 3.6(c) muestra la fase
exacta en 3D representada por ω(x, y). Debajo de estas en forma bidimensional se
tiene la Fig. 3.6(d) del patrón de franjas con la luz de fondo.
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Fig. 3.6. (a) función de luz de fondo, (b) función de modulación, (c) fase ω(x, y)
exacta, (d) patrón de franjas (interferencia), (e) fase ω(x, y) envuelta estimada por
método de Brunning y (f) fase ω(x, y) envuelta exacta

Como podemos ver en las Figs. 3.6(e) y 3.6(f) , la fase ω(x, y) envuelta esti-
mada bidimensional es cualitativamente semejante a la fase envuelta exacta, para
demostrar que la recuperación de fase envuelta fue bastante cercana se procede a
desenvolverla.

Fig. 3.7. (a) fase ω(x, y) exacta, (b) fase desenvuelta calculada, (c)diferencia entre
(a) y (b)

Dsenvolvemos la fase en la Fig. 3.7(b) y la comparamos con la exacta en la Fig.
3.7(a) y representamos la diferencia con ∆ω(x, y) en la Fig. 3.7(c). Mencionando
los puntos principales del método tenemos que, Brunning visualiza la ecuación de
intensidad como una serie de Fourier, los coeficientes de la serie son obtenidos de
una colección ordenada de patrones con corrimientos de fase igualmente espaciados
en el periodo. A partir de esto podemos observar que en la practica el traslado del
espejo es mecánicamente difícil de controlar, por lo tanto, el desplazamiento de la
franja en el periodo deseado no recae exactamente.

Siguiendo con la idea de utilizar varios patrones de franjas con corrimientos de
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fase controlados, podemos encontrar el método de Greivenkamp el cual utiliza menos
patrones de interferencia, este se describe en la siguiente sección.

3.4. Greivenkamp

El método de Greivenkamp ofrece, una excelente resolución de la medición de fase
de manera automática y una recopilación de datos insensibles al ruido. Este método
se basa en un ajuste por mínimos cuadrados, valido para enfoques con corrimiento
de fase. El corrimiento de fase entre dos haces es realizado, en el interferómetro
heterodino, por alguna traslación de un espejo. La expresión del patrón de intensidad
de un interferograma tiene la forma de la ecuación (1.11). Por lo que definimos el
patrón de franjas como

I(x, y, δ) = a(x, y) + b(x, y) cos Φ, (3.31)

Con Φ(x, y) = φ − δ, φ la diferencia de fase desconocida entre los dos frentes de
onda, y δ(x, y) es el corrimiento de fase variable entre los dos haces interferentes.

Los datos requeridos son una serie de interferogramas grabados con diferentes
corrimientos de fase. Para el corrimiento de fase es permitido variar linealmente la
fase sobre un rango de ∆ durante las mediciones.
El interferograma de muestra es la integral de los patrones de intensidad de (δi−∆/2)
a (δi + ∆/2)

Ii(x, y) = 1
∆

∫ δi+∆/2

δi−∆/2
I(x, y, δ)dδ (3.32)

El corrimiento de fase en el centro de cada periodo de integración es δi, y el termino
1
∆ es el factor de normalización que permite que la señal integrada promedio en
cada interferograma sea independiente de ∆. En el limite ∆ → 0, se obtiene la
aproximación del corrimiento de fase. Es decir, la fase se mantiene constante durante
la captura de un interferograma muestra.
El resultado de la ecuación 3.32 es el siguiente.

Ii(x, y) = a(x, y)− 1
∆b(x, y) {sin [φ(x, y)− δi −∆/2]

− sin [φ(x, y)− δi + ∆/2]}
(3.33)

Usando identidades trigonométricas obtenemos

Ii(x, y) =a(x, y)− 1
∆b(x, y)

{
sin(φ(x, y)− δi) cos

(
∆
2

)

− cos(φ(x, y)− δi) sin
(

∆
2

)
−
[
sin(φ(x, y)− δi) cos

(
∆
2

)

+ cos(φ(x, y)− δi) sin
(

∆
2

)]}

=a(x, y) + b(x, y)sinc
(

∆
2

)
cos(φ(x, y)− δi)

(3.34)
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Al introducir corrimientos de fase se consigue la modulación temporal del patrón de
franjas. Esta modulación es sinusoidal en cada punto del patrón como se muestra en
la ecuación (3.34). Por lo que, integrar el interferograma, mientras se cambia la fase
entre los dos haces, es reducir la modulación de las franjas registrado en el conjunto
de datos del interferograma. Para la interferometría heterodina se requiere, como ya
vimos, de interferogramas con diferentes corrimientos de fase. Los datos obtenidos
del patrón de interferencia, con la variación sinusoidal con respecto de δi, pueden
ajustarse a una curva seno de periodo conocido pero de fase y amplitud variable.
Por lo tanto la fase desconocida φ(x, y) puede determinarse con el uso del ajuste
por mínimos cuadrados.
Consideremos una ventana de integración en el limite cuando ∆ → 0, esto reduce
a la función sin(∆/2)

∆/2 a 1. Por lo que, la ecuación para cada interferograma es de la
forma

Ii(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y)) cos(δi) + b(x, y) sin(φ(x, y)) sin(δi) (3.35)

para n patrones de franjas tenemos

I1(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y)) cos(δ1) + b(x, y) sin(φ(x, y)) sin(δ1)
I2(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y)) cos(δ2) + b(x, y) sin(φ(x, y)) sin(δ2)

...
In(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y)) cos(δn) + b(x, y) sin(φ(x, y)) sin(δn)

(3.36)

De forma matricial tenemos
I1(~p1) I1(~p2) · · · I1(~pN)
I2(~p1) I2(~p2) · · · I2(~pN)

... ... . . . ...
In(~p1) In(~p2) · · · In(~pN)


︸ ︷︷ ︸

Y

=


1 cos(δ0) sin(δ0)
1 cos(δ1) sin(δ1)
... ... ...
1 cos(δn−1) sin(δn−1)


︸ ︷︷ ︸

A

 a(~p1) · · · a(~pN)
b(~p1) cos(φ(~p1)) · · · b(~pN) cos(φ(~pN))
b(~p1) sin(φ(~p1)) · · · b(~pN) sin(φ(~pN))


︸ ︷︷ ︸

C

(3.37)

Con un conjunto de n patrones de franjas que representa la matriz Y de tamaño
n×N y ~pi = [xi, yi]T representa cada coordenada espacial con i = 1, · · · , N , donde
N representa el número de píxeles en cada patrón de franjas, A es una matriz de
tamaño n×3 (matriz de regresión ) y C de 3×N (vector de incógnitas). Considerando
que ATA es una matriz no singular, la ecuación a resolver es de la forma AC = Y ,
que resolvemos usando el método de mínimos cuadrados como

C =

c1(~p)
c2(~p)
c3(~p)

 =
(
ATA

)−1
ATY. (3.38)
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3. Recuperación de fase por interferencia

Con el vector C obtenemos de manera sencilla, la luz de fondo, la luz de modulación
y la fase como

a(x, y) = c1(~p), (3.39)

b(x, y) =
√
c2

2(~p) + c2
3(~p), (3.40)

y
tanφ(x, y) = c3(~p)

c2(~p) . (3.41)

La fase se obtiene usando la ecuación (3.41) aplicando la función arco-tangente. Sin
embargo, aparecerán discontinuidades de 2π debido a la periodicidad de las funciones
trigonométricas. La fase discontinuo resultante es conocida como fase envuelta. Para
eliminar las discontinuidades de 2π y recuperar la fase de interés es necesario aplicar
un procedimiento de desenvolvimiento de fase [33].

A continuación se presenta la simulación del método aquí presentado. La luz de
fondo esta dada por la ecuación (3.9) con Aampl = 200, x0 = −0.5 y y0 = 0. La
función de modulación esta dada por la ecuación (3.10), con B0 = 100, B1 = 0.2.
La fase esta dada como

Φ(x, y) = φ(x, y)− δ, (3.42)

con δ = 0, π2 , π,
3π
2 . Observe que se generan cuatro patrones de franjas, los cuales

son correspondientes a la ecuación (3.31). En adición a esta y de acuerdo a la forma
general de patrones de franjas dada por la ecuación (3.1), se incluye η(x, y) como
una función de ruido aleatoria, con distribución normal de media µ = 0 y desviación
estándar σ = 50. Este conjunto de patrones son procesados por la ecuación (3.38).

Como se menciona anteriormente, de los patrones de franjas obtenidos al variar
δ (ver Figs. 3.8(a)-(d)) se construye una ecuación matricial. La cual se resuelve por
el método de mínimos cuadrados y del cual se obtiene la luz de fondo, la luz de
modulación y la fase envuelta. Esta ultima se observa en la Fig. 3.8(e).
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3. Recuperación de fase por interferencia

Fig. 3.8. Patrones de franjas con diferentes corrimientos de fase, (a) δ = 0, (b)
δ = π/2, (c) δ = π, (d) δ = 3π/2. (e) Fase envuelta φ estimada, (f) fase envuelta φ
exacta.

Dsenvolvemos la fase en la Fig. 3.9(b) y la comparamos con la exacta en la Fig.
3.9(a) y representamos la diferencia con φ − φ̄. Para el ejemplo aquí planteado,
se observa una convergencia a la fase exacta no mayor a π ( ver Fig. 3.9(c))con
solo cuatro patrones de interferencia, esto indica una mayor facilidad en la parte
experimental, al contrario, a Brunning que se necesitan varias tomas.

Fig. 3.9. (a) Fase desenvuelta exacta, (b)fase desenvuelta estimada, (c) diferencia
entre la gráfica (a) y (b).

Por otro lado, tanto el método de Brunning como el de Greivenkamp si bien
ofrecen obtener la luz de modulación y la luz de fondo, esto se contrarresta con
capturas de patrones con corrimientos de fase controlados en los que debe existir un
cierto orden.

Existen métodos a parte de Takeda que, aunque necesitan la eliminación de la
luz de fondo, resultan más sencillos en la práctica, tal es el caso del método de
Gram-Schmidth que requiere de dos interferogramas.
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3.5. Gram-Schmidt

La demodulación por el método de Gram-Schmith parte de mostrar que cualquier
interferograma, filtrando la luz de fondo, se puede descomponer en dos señales, las
cuales contienen la información necesaria para construir el mapa de fase. Siguiendo
esta línea se demuestra que a partir de dos interferoframas con corrimiento de fase
se pueden formar otros dos de carácter ortonormal, por tanto, la suma de estos
seguirá siendo una señal ortonormal, quedando entonces una señal con elementos
bien definidos para usarlos en la búsqueda de la fase.

Partimos de describir un interferoframa con corrimiento de fase temporal como
se ve en la ecuación (1.11), para este método se necesitará de dos interferogramas
I1(x, y) e I2(x, y) con δ1 y δ2 sus corrimientos de fase temporal respectivamente.
Generalizando podemos describir a los interforegramas como

In = a+ b (cos[φ] cos[δn]− sin[φ] sin[δn]) . (3.43)

Agrupando términos se tiene lo siguiente

In = a+ anIc + βnIs, (3.44)

con n ∈ [1, 2] , an = cos[δn], βn = sin[δn], Ic = b cos[φ] y Is = −b sin[φ]. Vemos
entonces que cualquier interferograma puede ser descompuesto en tres señales. Tí-
picamente la luz de fondo es una señal suave y como hemos demostrado al inicio
del capitulo esta se puede filtrar. Sin embargo, en algunos casos la luz de fondo se
puede descomponer en dos señales. Como lo mencionamos al inicio de la sección, se
necesita encontrar una base de interferogramas ortonormalizados, a partir de inter-
ferogramas muestra, utilizando el método de Gram-Schmidt. Este método toma un
conjunto finito de vectores S = {u1, ..., uj} y generamos de este un conjunto orto-
normal S̃ = {ũ1, ..., ũk}, con k ≤ j.Como nuestro conjunto S tiene dos vectores, se
puede mostrar en seguida el proceso que consiste en tres pasos. Primero, tomamos
uno de los dos vectores y lo normalizamos.

ũ1 = u1/
√
〈u1, u1〉 = u1/‖u1‖. (3.45)

Después ortogonalizamos u2 con respecto al vector ũ1, substrayendo su proyección
como sigue

û2 = u2 − 〈u2, ũ1〉 · ũ1. (3.46)

Finalmente, obtenemos ũ2 dividiendo û2 por su norma como

ũ2 = û2/
√
〈û2, û2〉 = û2/‖û2‖, (3.47)

el operador 〈., .〉 es determinado por la definición del producto interior. Para el
producto interior de dos interferogramas, nosotros lo definimos como

〈I1(x, y), I2(x, y)〉 =
Nx∑
x=1

Ny∑
y=1

I1(x, y)I2(x, y), (3.48)
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donde Nx y Ny corresponden a las columnas y filas de la imagen, respectivamente.
Entonces siguiendo los pasos de ortonormalización, tenemos dos señales ortonorma-
les Ĩ1 e Ĩ2 de dos interferogramas (con luz de fondo filtrada) I1 e I2. Siguiendo con
el método GS descrito en las ecuaciones 3.45,3.46 y 3.47, se tiene lo siguiente

Ĩ1 = b cos(φ)/k1 = b cos(φ)√∑Nx
x=1

∑Ny
y=1 (b cos(φ))2

(3.49)

Si consideramos δ1 = 0 y δ2 = δ = (δ2−δ1) vemos que no se pierde la generalidad ya
que estos corrimientos de fase no introduce términos relevantes en la recuperación
de fase. Sumado a esto, usando la ecuación 3.46, que es el segundo paso del método
GS, obtenemos la versión ortonormal Ĩ2 de la siguiente manera.

Î2 = b cos(φ+ δ)

−

 Nx∑
x=1

Ny∑
y=1

b2 cos(φ+ δ) cos(φ)
 b cos(φ)/k2

1
(3.50)

Ahora bien, si consideramos tener mas de una franja en los interferogramas, podemos
usar la aproximación | ∑Nx

x=1
∑Ny
y=1 cos2(φ) cos(δ) |�| ∑Nx

x=1
∑Ny
y=1 cos(φ) sin(φ) sin(δ) |,

por lo que reescribimos la ecuación 3.50 como

Î2 ∼= −b sin(φ) sin(δ) (3.51)

Finalmente, obtenemos Ĩ2 dividiendo Î2 por su norma. De la ecuación 3.46 tenemos

Ĩ2 = −b sin(φ)/k2 = −b sin(φ)/

√√√√√ Nx∑
x=1

Ny∑
y=1

(b sin(φ))2 (3.52)

Note que Î2 tiene valores bajos si δ esta cerca de cero o π. En este caso, la señal es
afectada por ruido. Por otro lado, la fase modulada puede ser recuperada con una
función arcotangente

φ ∼= arctan(−Ĩ2/Ĩ1). (3.53)
Para analizar el funcionamiento de este método se propone la siguiente simulación de
extracción de fase usando patrones de franjas. La luz de fondo no se incluye en este
método pues se considera que ya ha sido filtrada. En la practica, la luz de fondo de
puede estimar y eliminar de los patrones de franjas usando el método de estimación
visto en la sección 3.1. La función de modulación está dada por la ecuación (3.10),
con B0 = 100 y B1 = 0.2 la visualización de la función está en la Fig 3.10(a) . La
fase está dada como

Φ(x, y) = φ(x, y) + δk, k = 0, 1, (3.54)

con φ(x, y) = 4Π (x, y), δ0 = 0, δ1 = 2. Se agrega una función de ruido aleatorio
η(x, y) con distribución normal de media µ = 0 y desviación estándar σ = 15.
Con estos valores se producen los dos interferogramas que se muestran en las Figs.
3.10(b) y 3.10(c). Estos patrones de franjas simulados se toman como entrada para
el método Gram-Schmidt de recuperación de fase envuelta. Recordemos que los
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patrones tienen corrimientos de fase delta1 = 0 y delta2 = 2 y aunque la diferencia
de estos no está cerca de pi o de 0, conocer los corrimientos no es necesario.

Fig. 3.10. (a) Función de modulación. (b) y (c) Dos patrones de franjas usados en
simulación para probar el método de Gram-Schmidt.

Como sabemos el proceso de ortonormalización es llevado por las ecuaciones
(3.49), (3.51) y (3.52). El patrón ortonormalizado Ĩ1 está en la Fig. 3.11(a), el
patrón ortonormalizadoĨ2 está representado en la Fig.3.11(b), La fase envuelta bi-
dimensional estimada por Gram-Schmidt se muestra en la Fig. 3.11(c) y finalmente
la fase envuelta exacta en la Fig.3.11(d)

Fig. 3.11. (a)-(b) Patrón de franjas ortonormalizados Ĩ1, Ĩ2, (c) fase envuelta esti-
mada por el método de Gram-Schmidt, (d) fase envuelta exacta.

De acuerdo con el método de Gram- Schmidt, establecido por los autores en [23],
si se tiene mas de una franja en los interferograms se usa la siguiente aproximación.

k1 ∼= k2 (3.55)

En el ejemplo que se simula en en este trabajo, visiblemtente la fase envuelta
recuperada es muy diferente a la exacta (ver figura 3.11(c)). Podemos inferir que
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debido al ruido, establecido en la simulación, la aproximación de normas no se
cumple. Es por eso que se prosigue al desenvolvimiento de fase, en la Fig.3.12(b), en
la Fig.3.12(a) se muestra la fase exacta y finalmente en la Fig. 3.12(c) la diferencia
que existe entre la fase desenvuelta exacta y la estimada que se denota como φ− φ̄.

Fig. 3.12. (a) Fase desenvuelta exacta, (b) Fase desenvuelta estimada, (c) diferencia
entre (a) y (b)

Note que la fase estimada puede coincidir en algunas dimensiones espaciales
como la altura, sin embargo, son claras las curvas de nivel sobre la superficie, lo que
hace que la recuperación de fase no sea suave. Durante la simulación computacional
se puede notar que tal efecto corresponde al cociente de las normas k1 y k2. Es
decir, mientras k1/k2 6= 1 las curvas de nivel aparecen y se vuelven más marcadas
con forme aumenta el ruido.

Podemos ver que el método en la práctica resulta ser sencillo, al solo capturar dos
patrones de franjas, pero es en la parte del proceso numérico donde se ve afectado
la recuperación de fase. Es el método en general el que no prevé la participación del
ruido como un efecto en contra de la recuperación de fase.

En el análisis a diversos métodos a lo largo de este trabajo hemos visto tanto
mejoras como fallas en la recuperación de fase. Sin embargo, la búsqueda de un buen
método no acabaría sin antes mencionar el método basado en la minimización del
coeficiente de variación el cual hace de la recuperación de fase un proceso simple,
sobre este método se habla a continuación.

3.6. Minimización del coeficiente de variación

Antes de comenzar con la descripción y el análisis, es necesario definir algunas
herramientas que son usadas por el método, estas son el método de búsqueda y
el concepto de coeficiente de variación. Según los autores en [27] se recomienda el
clásico algoritmo de búsqueda de Fibonacci, pero se llega al mismo fin usando la
optimización de búsqueda por intervalos.
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3.6.1. Optimización por búsqueda en intervalos

Consideremos un problema de optimización de la forma

minimizar f(x)
sujeto a x ∈ Ω.

(3.56)

La función f : Rn → R que se desea minimizar es una función de valor real llamada
función objetivo, y x es un vector de variables independientes

x = [x1, x2, ..., xn]T ∈ Rn. (3.57)

Las variables x1, ..., xn son denominadas variables de decisión. El conjunto Ω es
un subconjunto de Rn, llamado conjunto de restricciones o conjunto factible. Este
problema de optimización se puede ver como un problema de decisión que implica
encontrar el “mejor” vector x de las variables de decisión, sobre todos los vectores
posibles en Ω. Por el “mejor” vector nos referimos a aquel que resulta en el valor más
pequeño de la función objetivo. Este vector se denomina minimizador de f sobre Ω.

Los métodos de búsqueda son aquellos que nos permiten determinar el minimi-
zador de una función. Como ejemplo se usan funciones en una dimensión de la forma
f : R→ R sobre un intervalo cerrado [a0, b0]. Si asumimos la propiedad unimodal de
la función objetivo f , se considera entonces que se tiene solo un único minimizador
local como se muestra en la figura 3.13.

b0a0

f(x)

Fig. 3.13. Función unimodal.

Los métodos en general están basados en la evaluación de la función objetivo f
en diferentes puntos en el intervalo [a0, b0]. Elegimos estos puntos de manera que
se pueda lograr una aproximación al minimizador de f en el menor número de
evaluaciones posibles. Nuestro objetivo es reducir progresivamente el rango hasta
que el minimizador este “ajustado” con suficiente precisión. Considere una función
unimodal f de una sola variable en el intervalo [a0, b0]. Si evaluamos f en un solo
punto intermedio del intervalo, no podemos reducir el rango dentro del cual sabemos
se encuentra el minimizador. Tenemos que evaluar f en dos puntos intermedios como
se muestra en la Fig. 3.14.
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Fig. 3.14. Evaluación de la función objetivo en dos puntos intermedios.

Elegimos los puntos intermedios de forma que la reducción del rango sea simé-
trica, de manera que

a1 − a0 = b0 − b1 = ρ(b0 − a0), (3.58)

donde
ρ <

1
2 . (3.59)

Siguiendo la ecuación 3.58, evaluamos f en los puntos intermedios. Si f(a1) < f(b1),
entonces el minimizador debe caer en el rango [a0, b1]. Por el contrario, si f(a1) ≥
f(b1), entonces el minimizador es localizado en [a1, b0] (ver Fig. 3.15).

Fig. 3.15. Caso donde f(a1) < f(b1); el minimizador x∗ ∈ [a0, b1].

Comenzamos con el rango reducido de incertidumbre, se repite el proceso y, de
manera similar, encontramos dos nuevos puntos, sea a2 y b2, usando el mismo valor
ρ < 1

2 como se ve anteriormente. Sin embargo, si queremos minimizar el número de
evaluaciones de la función objetivo mientras se reduce la amplitud del intervalo de
incertidumbre, se hace lo siguiente.

Suponga, que f(a1) < f(b1), como la Fig. 3.15. Entonces, sabemos que x∗ ∈
[a0, b1]. Debido a que a1 ya está en el intervalo de incertidumbre y f(a1) ya se
conoce, podemos hacer coincidir a1 con b2. Por lo tanto, sería necesario solamente
una nueva evaluación de f en a2. Para encontrar el valor de ρ que de como resultado
una sola evaluación de f , puede consultar la Fig. 3.16.
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Fig. 3.16. Selección del valor ρ para que se tenga una nueva evaluación de f .

De manera general, imagine que el rango original a0, b0 es de longitud unitaria.
Entonces, para tener solo una nueva evaluación de f es suficiente elegir ρ tal que

ρ(b1 − a0) = b1 − b2. (3.60)

Ya que b1 − a0 = 1− ρ y b1 − b2 = 1− 2ρ, tenemos

ρ(1− ρ) = 1− 2ρ. (3.61)

De forma cuadrática se tiene
ρ2 − 3ρ+ 1 = 0. (3.62)

La solución es
ρ1 = 3 +

√
5

2 , ρ = 3−
√

5
2 . (3.63)

Puesto que se requiere ρ < 1
2 se toma

ρ = 3−
√

5
2 ≈ 0.382 (3.64)

Observe que

1− ρ =
√

5− 1
2 , (3.65)

y
ρ

1− ρ = 3−
√

5√
5− 1

=
√

5− 1
2 = 1− ρ

1 , (3.66)

resultando
ρ

1− ρ = 1− ρ
1 . (3.67)

Entonces, dividir un rango en razón de ρ entre 1 − ρ es similar al efecto de que la
razón del segmento mas corto entre mas largo sea igual a la razón del mas largo
entre la suma de los dos. Esta regla fue referida por los antiguos geómetras griegos
como la sección Áurea. El uso de esta regla de la sección Áurea significa que en cada
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etapa de la reducción del rango de incertidumbre (excepto la primera), la función
objetivo f solo necesita ser evaluada en un nuevo punto. El rango de incertidumbre
se reduce a la relación 1 − ρ ≈ 0.61803 en cada etapa. Entonces, para N pasos de
reducción usando el método de la sección Áurea se reduce el rango por un factor de

(1− ρ)N ≈ (0.61803)N . (3.68)

Ejemplo 3.6.1 Usamos el método de busqueda de textitsección Áurea para encontrar
el valor de x que minimiza

f(x) = x4 − 14x3 + 60x2 − 70x (3.69)

en el rango [0,2]. Localizamos el valor de x en un rango de 0.3. Después de N pasos
el rango [0, 2] es reducido por (0.61803)Nescogemos N tal que

(0.61803)N ≤ 0.3/2. (3.70)

Para cuatro pasos de reducción, N=4 tenemos lo siguiente.

Iteración 1. Se evalúa la función (3.111) en dos puntos intermedios a1 y b1.

a1 = a0 + ρ(b0 − a0) = 0.7639,
b1 = a0 + (1− ρ)(b0 − a0) = 1.236,

(3.71)

donde ρ = (3−
√

5)/2. Calculamos

f(a1) = −24.36,
f(b1) = −18.96.

(3.72)

Esto significa que f(a1) < f(b1), así que el intervalo de incertidumbre es reducido a

[a0, b1] = [0, 1.236]. (3.73)

Iteración 2. Escogemos b2 de manera que coincida con a1, y f evalúe solo al
valor

a2 = a0 + ρ(b1 − a0) = 0.4721, (3.74)
tenemos entonces que

f(a2) = −21.10,
f(b2) = f(a1) = −24.36.

(3.75)

Ahora, f(b2) < f(a2), así que el intervalo de incertidumbre es reducido a

[a2, b1] = [0.4721, 1.236]. (3.76)

De esta misma manera se obtienen las siguientes iteraciones, obteniendo un inter-
valo reducido de

[a4, b3] = [0.6525, 0.9443]. (3.77)

Así como este método, para minimizar una función, existen otros de mayor com-
plejidad estos pueden ser revisados en [36]. Por su sencillez, en este trabajo de tesis,
usamos la optimización por búsqueda en intervalos sobre la función de coeficiente
de variación, que se aborda en la siguiente sección.
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3.6.2. Coeficiente de variación

Para una mayor comprensión del método de extracción de fase que se abor-
dará en esta sección, revisaremos brevemente algunos conceptos de probabilidad
importantes. Nos referimos a un experimento aleatorio, al experimento en el que el
resultado no se puede predecir, representando los posibles resultados en un conjunto
de eventos {A}. Es decir, si repetimos el experimento N veces y un evento especi-
fico A ocurre n veces, entoces, la frecuencia con la que ocurre A es dada por n/N .
Entonces la probabilidad del evento A se define como

P (A) = ĺım
N→∞

n

N
(3.78)

Intuitivamente podemos construir un modelo estadístico que esperamos represente
el experimento. El modelo estadístico debe juzgarse sobre la base de la precisión
al describir el comportamiento de los resultados experimentales en muchos ensayos.
Con esto introducimos el concepto de variable aleatoria. Para cada posible evento A
del experimento aleatorio se le asigna un numero real u(A). Es decir, la variable U
costa de todos los posibles u(A). La variable U es discreta si los resultados consisten
en un conjunto discreto de números posibles y continua si los resultados pueden
encontrarse en cualquier lugar de un continuo de valores posibles. Para cualquiera
de los casos la función de distribución de probabilidades se define por

FU = Prob{U ≤ u}, (3.79)

En otras palabras la ecuación (3.79) significa la probabilidad de que la variable U
asuma un valor menor o igual al valor especifico u. Cuando U cae entre dos limites
a < U ≤ b la probabilidad esta dada por

Prob{a < U ≤ b} = FU(b)− FU(a). (3.80)

Derivamos a continuación la función de densidad para una variable aleatoria U

PU(u) = ĺım
∆u→0

FU(u)− FU(u−∆u)
∆u , (3.81)

para un ∆u suficientemente pequeño se tiene

PU(u) ∼= Prob{u−∆u < U ≤ u}. (3.82)

Propiedades fundamentales de FU(u)

PU ≥ 0;
∫ ∞
−∞

PU(u)du = 1, (3.83)

Prob{a < U ≤ b} =
∫ b

a
PU(u)du, (3.84)

la función δ con la propiedad de

δ(u− uk) = 0 u 6= uk,∫ ∞
−∞

g(u)δ(u− uk)du =g(ūk)
(3.85)
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3. Recuperación de fase por interferencia

Promedio estadístico.

Sea g(u) una función tal que para cada número real u se asigna un nuevo número
real g(u). Si u representa el valor de una variable aleatoria, g(u) es también el valor
de una variable aleatoria. Definimos el promedio estadístico (valor medio, valor
esperado) de g(u) por

ḡ(u) = E [g(u)] ,
∫ ∞
−∞

g(u)PU(u)du, (3.86)

Momentos de variable aleatoria.

Las propiedades más simples del promedio de una variable aleatoria son sus
momentos, que si existen se obtienen estableciendo

g(u) = un. (3.87)

De la ecuación (3.86) tenemos de manera particular el primer momento (valor medio,
valor esperado)

ū = E[u] =
∫ ∞
−∞

uPU(u)du, (3.88)

y el segundo momento (valor medio cuadrático)

ū2 = E[u2] =
∫ ∞
−∞

u2PU(u)du. (3.89)

Frecuentemente, las fluctuaciones de una variable aleatoria sobre su media son de
gran interés, en cuyos casos nos concentramos en los momentos centrales, obtenidos
con

g(u) = (u− ū)n, (3.90)
De más importancia es el segundo momento central, o varianza, definido por

σ2 = E[(u− ū)2] =
∫ ∞
−∞

(u− ū)2PU(u)du, (3.91)

donde σ2 es conocida como varianza, y

σ =
√
E[(u− ū)2] (3.92)

es la desviación estándar.

Existe una variedad de situaciones en las que es de interés la dispersión de
datos, más que su valor medio u otro momento central. En algunas aplicaciones,
es de utilidad considerar medidas de dispersión. Para este propósito es apropiado
conocer una medida de dispersión dividida por la medida apropiada de tendencia
central, en vez de una medida bruta de dispersión. La desviación estándar podría ser
útil para esta finalidad. Más aún, se podría considerar usar la desviación estándar
normalizada al valor medio de la señal; es decir,

ζ(u) =

√
E[(u− ū)2]
E[u] , (3.93)
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que es conocida en la literatura como coeficiente de variación. En esta medida, el
valor medio representa el contenido de información de la señal, mientras que la
desviación estándar representa ruido y otras señales de interferencia.

Vale la pena resaltar que el coeficiente de variación está relacionado con la re-
lación señal-ruido (SNR, por la siglas en inglés Signal-to-noise Ratio), que es otra
medida ampliamente usada en la literatura definida como

SNR = E[u]√
E[(u− ū)2]

= 1
ζ(u) . (3.94)

Observe que para la SNR, la desviación estándar no es importante en sí misma, sino
solo en comparación con la media. Se puede ver que el coeficiente de variación está
relacionado con la SNR como el recíproco. Por ejemplo, una señal (u otro grupo de
valores de medición) con un CV de 0.02 tiene un SNR de 50. Mejores datos significan
un valor más alto para el SNR y un valor más bajo para el CV.

Propiedades del valor medio, desviación estándar, y el coeficiente de
variación

A continuación se describen brevemente algunas propiedades importantes del
valor medio, la desviación estándar, y el coeficiente de variación.

Propiedades del valor medio. Sea Y = aX + b una transformación lineal de
X, donde el factor a representa un cambio de escala y b es una traslación.
Entonces, el valor medio de Y está dado como

E[Y ] = aE[X] + b. (3.95)

Propiedades de la desviación estándar. Sea Y = aX + b una transformación
lineal de X, donde a y b son escalares constantes. Entonces, la desviación
estándar de Y está dada por

σY = aσX , (3.96)

donde σX es la desviación estándar de X. Es decir, la desviación estándar es
invariante con respecto al cambio de origen dado por b.

Propiedades de CV. Sea Y = aX un cambio de escala de X. Entonces, el
coeficiente de variación de Y está dado por

ζ(Y ) = aσX
aE[X] = ζ(X). (3.97)

Es decir, el coeficiente de variación es invariante con respecto al cambio de
escala a. El coeficiente de variación es positivo cuando el valor medio es positivo
y negativo cuando el valor medio es negativo. El coeficiente de variación no
esta definido cuando el valor medio es cero.
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3.6.3. Luz de modulación b(x, y) y fase φ(x, y)

En metrología óptica moderna, cada vez es más importante la exactitud en apli-
caciones tales como medición de frentes de onda y reconstrucción de perfiles tridi-
mensionales, entre otros. El método de corrimiento de fase ha demostrado alcanzar
niveles altos de exactitud. En este método, es crítico conocer los corrimientos de
fase entre dos patrones de franjas. Sin embargo, en la práctica, los corrimientos de
fase se introducen mecánicamente, o son afectados por vibraciones y turbulencias
del ambiente experimental. Esto provoca que los corrimientos de fase reales no coin-
cidan con los corrimientos de fase esperados. Como resultado, la calidad de la fase
recuperada será baja.

En teoría, demodular la información de fase de un solo patrón se realiza de
manera sencilla, pero en la práctica nos encontramos con ambigüedades de signo en
los resultados de fase. En los últimos años se ha trabajado sobre la posibilidad de
realizar la extracción de fase usando solo dos patrones de franjas con un corrimiento
de fase. A continuación, se describirá el principio teórico de la extracción de fase
usando solo dos patrones de franjas.

Dos patrones de franjas con un corrimiento de fase entre ellos están dados ma-
temáticamente por

I1(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y)] ,
I2(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [φ(x, y) + α] .

(3.98)

Observe que, por cada punto (x, y), se tienen tres incógnitas: a, b, y φ. Sin embargo,
solo se tienen dos restricciones I1 e I2. Por lo que el problema no tiene solución en
el sentido clásico. Sin embargo, es posible realizar la extracción de fase eliminando
la luz de fondo como se describe a continuación.

Existen métodos de estimación de la luz de fondo y luz de modulación conocidos
como normalización de patrones de franjas [37]. Así, el problema de extracción de
fase se puede resolver usando solo dos patrones de franjas si se estima, y elimina,
previamente la luz de fondo a(x, y). Esto se puede realizar aplicando un método de
normalización de patrones de franjas. En la sección 3.1, se presentó un método para
la estimación de la luz de fondo. Usando este método, se puede estimar la luz de
fondo a(x, y) y eliminarla de los patrones de franjas como I(x, y) − a(x, y). Así, a
través de la eliminación previa de la luz de fondo, podemos asumir que los patrones
de franjas son de la forma

I1(x, y) = b(x, y) cos [φ(x, y)] ,
I2(x, y) = b(x, y) cos [φ(x, y) + α] .

(3.99)

Usando la propiedad trigonométrica cos(ξ−ς) = cos ξ cos ς−sin ξ sin ς, las ecuaciones
(3.99) se convierten en

I1(x, y) = b(x, y) cosφ,
I2(x, y) = b(x, y) (cosφ cosα− sinφ sinα)

= b(x, y) cosφ cosα− b(x, y) sinφ sinα.
(3.100)
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La ecuación (3.100) se escribe de manera matricial como[
I1
I2

]
︸ ︷︷ ︸
Y

=
[

1 0
cosα − sinα

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
b cosφ
b sinφ

]
︸ ︷︷ ︸

Θ

. (3.101)

La ecuación (3.101) tiene la forma de AΘ = Y . La cual su solución Θ esta dada por

Θ = (A)−1 Y. (3.102)

Entonces, se procede a calcular A−1

A−1 = 1
det(A) (cof(A))T , (3.103)

donde det(A) es el determinante de la matriz A y cof(A) es la matriz de cofactores de
A. El determinante de A es det(A) = − sinα. Por otro lado, la matriz de cofactores
de A esta dada por

cof(A) =
[
− sinα − cosα

0 1

]
. (3.104)

Entonces, obtenemos la matriz inversa de A como

A−1 = 1
− sinα

[
− sinα 0
− cosα 1

]
. (3.105)

De la ecuaciones (3.105) y (3.102) tenemos los iguiente[
b cosφ
b sinφ

]
=
[

1 0
cosα/ sinα −1/ sinα

] [
I1
I2

]
. (3.106)

De la ecuación (3.106) podemos encontrar la luz de modulación b(x, y) como sigue

b(x, y) =
√

(b cosφ)2 + (b sinφ)2

=
√
I2

1 + (I1/ tanα− I2/ sinα)2.
(3.107)

De la misma forma, se tiene que la fase φ(x, y) y los patrones de franjas, I1 e I2,
están relacionados por

b sinφ
b cosφ = tanφ = I1/ tanα− I2/ sinα

I1
. (3.108)

Por lo tanto, la fase (envuelta) se obtiene usando la función arco tangente como

φw = atan
[
I1/ tanα− I2/ sinα

I1

]
. (3.109)

Observe que las ecuaciones (3.107) y (3.109) dependen de conocer α este valor se
puede obtener de forma sencilla minimizando la función de modulación (3.109). Este
proceso se describe de manera detallada en la siguiente subsección
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3.6.4. Minimización del coeficiente de variación de b(x, y)

En la sección anterior, se mostró cómo calcular la fase envuelta usando dos
patrones de franjas con un corrimiento de fase entre ellos a través de la ecuación
(3.109). Sin embargo, es importante resaltar que se requiere conocer el corrimiento
de fase α. En la práctica, este corrimiento de fase es desconocido, o no se conoce con
precisión. Si en la ecuación (3.107) se usa un corrimiento de fase inexacto, entonces
la luz de modulación resultante b(x, y) exhibirá franjas remanentes. Sabemos que la
luz de modulación no debe presentar franjas. Además, las franjas incrementarán la
varianza de la luz de fondo. Es por eso que se puede usar el coeficiente de variación
de b(x, y) para probar qué tan exacto es el corrimiento de fase. La idea es determinar
un corrimiento de fase tal que elimine las franjas en la luz de modulación. Esto es
equivalente a decir que se debe encontrar un corrimiento de fase α tal que minimice
el coeficiente de variación de la luz de modulación. Cuando se encuentra el valor de α
que minimiza el coeficiente de variación de b(x, y), entonces se podrá calcular la fase
envuelta usando la ecuación (3.109). En esta sección, mostraremos cómo calcular
el corrimiento de fase α aplicando el principio de minimización del coeficiente de
variación.

α = argmin
α

ζ(b(x, y))

= argmin
α

ζ
(√

I2
1 + (I1/ tanα− I2/ sinα)2

) (3.110)

3.6.5. Evaluación por simulación

Para analizar el método de minimización del coeficiente de variación realizamos
una simulación para extraer la función de fase a partir de dos patrones de franjas
con un corrimiento α = 1.5 rad entre ellos. Se considera que la luz de fondo ha
sido filtrada en los patrones de franjas (ver Figs 3.17(b) y 3.17)(c)) por lo que los
patrones de franjas son de la forma dada por la ecuación (3.99). De la misma forma
que en el método de Gram-Shmidt el conocer el corrimiento de fase de los patrones
no es necesario ya que ese es el objetivo de minimizar el coeficiente de variación

La función de la luz de modulación está dada por la ecuación (3.10) (ver Fig.
3.17(a)), con B0 = 100 y B1 = 0.2. Definimos la ecuación de fase como φ(x, y) =
4Π . De la ecuación (3.1) definimos η(x, y) como una función de ruido aleatorio,
con distribución normal de media cero y desviación estándar σ = 30.
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Fig. 3.17. (a) Función luz de modulación, (b) Patrón de franjas I1 y (c) Patrón de
franjas I2.

Para encontrar el valor del corrimiento de fase, minimizamos la función

f(α) = ζ(b(x, y, α)). (3.111)

El mínimo de la función f(α) se encuentra usando el método de optimización por
búsqueda en intervalos. El intervalo inicial para la búsqueda es [0, π] radianes, el
número máximo de iteraciones fue fijado a 50, y la exactitud requerida fue 1× 10−4

radianes. Los resultados en cada iteración calculados se muestran en la tabla 3.2.
Observe que la exactitud requerida se alcanzó en 22 iteraciones

Iteración Intervalo
1 [ 0, 1.9416]
2 [ 0.74163, 1.9416]
3 [1.2, 1.9416]
4 [1.2, 1.6583]
5 [1.3751, 1.6583]
6 [1.4833, 1.6583]
7 [1.4833, 1.5915]
8 [ 1.4833, 1.5501]
9 [1.5088, 1.5501]
10 [ 1.5088, 1.5343]
11 [1.5186, 1.5343 ]
12 [ 1.5186, 1.5283]
13 [1.5223, 1.5283 ]
14 [ 1.5246, 1.5283 ]
15 [1.5246, 1.5269 ]
16 [1.5246, 1.526 ]
17 [1.5251, 1.526 ]
18 [1.5251, 1.5257]
19 [1.5253, 1.5257 ]
20 [1.5253, 1.5255 ]
21 [1.5254, 1.5255 ]
22 [1.5254, 1.5255 ]

Tabla 3.2. Tabla de intervalos por iteración.

El último intervalo obtenido por la iteración número 22 tenemos como resultado
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la mejor aproximación del valor de α, dado por el promedio de

α = a22 + b22

2 = 1.52545. (3.112)

Con este valor de α obtenemos la fase envuelta dada por la ecuación (3.109).La
fase envuelta φw(x, y) exacta y la estimadaφ̄w(x, y) están representadas en las Figs.
3.18(a), y 3.18(b) respectivamente. Observe que las diferencias en la Fig. 3.18(c)
son debido al ruido aleatorio en las zonas de discontinuidad que aparecen debido al
efecto de envolvimiento. La Fig. 3.18(d) representa la fase envuelta exacta, la Fig.
3.18(e) es la estimada. Note que al obtener la diferencia de las dos (ver Fig.3.18(f))da
como resultado una distribución uniforme y casi plana sobre el plano φ̄− φ̄=0.

Fig. 3.18. (a) Fase envuelta φw exacta, (b) fase envuelta φ̄w estimada, (c) diferencia
entre (a) y (b), (d) fase desenvuelta φ exacta, (e) fase desenvuelta φ̄ estimada y (f)
diferencia entre (d) y (e).

A diferencia de los demás métodos, este tiene la capacidad de recuperar la fase
con solo dos patrones de franjas, con corrimiento de fase desconocido y con un ruido
adicional. Teniendo en cuenta las ventajas del método, basado en la minimización
del coeficiente de variación, se da paso a emplearlo libremente sobre interferogramas
experimentales.

3.6.6. Evaluación usando patrones experimentales

En esta sección analizamos dos patrones de franjas experimentales que tienen un
corrimiento de fase α. Estos patrones de franjas fueron obtenidos experimentalmente
usando un interferómetro de Michelson, iluminado con una fuente láser [38]. La Fig.
3.19 ilustra el arreglo experimental empleado, mientras que las Figs. 3.20(a) y 3.20(b)
muestran dos patrones de franjas experimentales.
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Fig. 3.19. Interferómetro de Michelson.

El primer paso en el proceso de extracción de fase por minimización del coefi-
ciente de variación, es remover la luz de fondo de los patrones de franjas dando como
resultado los patrones I ′1 y I ′2 presentados en las Figs 3.20(c) y 3.20(d). Para esto se
utiliza el método de estimación de la luz de fondo que se presentó en la sección 3.1.

Fig. 3.20. (a) y (b) Patrones de franjas I1 e I2. (c) y (d) Patrones de franjas I ′1 e I ′2,
correspondientes a I1 e I2 sin luz de fondo.

De la misma forma que en la sección 3.6.5 se utiliza el método de optimización
por búsqueda en intervalos. El intervalo inicial para la búsqueda es [0, π] radianes, el
número máximo de iteraciones fue fijado a 50, y la exactitud requerida fue 1× 10−4

radianes. Los resultados calculados en cada iteración se muestran en la tabla 3.3.
Observe que la exactitud requerida se alcanzó en 22 iteraciones
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Iteración Intervalo
1 [1.2, 3.1416]
2 [1.2, 2.4 ]
3 [1.6583, 2.4]
4 [1.6583, 2.1167]
5 [1.8334, 2.1167]
6 [1.9416, 2.1167]
7 [1.9416, 2.0498]
8 [1.9829, 2.0498]
9 [2.0085, 2.0498]
10 [2.0085, 2.034]
11 [2.0182, 2.034]

Iteración Intervalo
12 [2.0182, 2.028]
13 [2.022, 2.028]
14 [2.0243, 2.028]
15 [2.0243, 2.0266]
16 [2.0243, 2.0257]
17 [2.0248, 2.0257]
18 [2.0248, 2.0254]
19 [2.0248, 2.0252]
20 [2.0249, 2.0252]
21 [2.0249, 2.0251]
22 [2.025, 2.0251]

Tabla 3.3. Intervalos de búsqueda por cada iteración.

El intervalo final es empleado para calcular el corrimiento de fase como

α = a22 + b22

2 = 2.02505. (3.113)

El valor de corrimiento de fase resultante es empleado para obtener la fase envuelta
usando la ecuación (3.109). La Fig. 3.21(a) muestra la fase envuelta resultante φw
contenida entre−π y +π esto concuerda perfectamente con la literatura en referencia
a otros métodos.

Fig. 3.21. (a) Fase φw envuelta experimental y (b) fase φ desenvuelta experimental.
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Como comprobación observamos en la figura 3.21 (b) la superficie paraboloide
eliptica como fase desenvuelta φ, esta superficie es acorde a los interferogramas
experimentales.
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Capítulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, se abordó el problema de recuperación de fase con el análisis de
seis alternativas abarcando tanto el enfoque de difracción como el de interferencia.
De experimentos basados en difracción, se reporta en la literatura que frecuente-
mente la mayoría de ellos hacen referencia al trabajo de Gerchberg y Saxton, por
lo que, en este trabajo se analizó el algoritmo iterativo Gercherg-Saxton. Por otro
lado, de las aplicaciones basadas en el fenómeno de interferencia se analizaron cinco
algoritmos de corrimiento de fase.

Los principios teóricos en los que está basado el algoritmo de Gerchberg-Saxton
fueron presentados en detalle. Posteriormente, el algoritmo fue evaluado a través de
simulaciones por computadora, por medio del software MATLAB, usando diferentes
funciones de amplitud y fase. En la simulación se pudo notar que la linealidad de
la transformada rápida de Fourier acopló perfectamente las amplitudes simuladas
del plano imagen y del plano de difracción arrojando la fase esperada. Finalmente,
se propuso una configuración experimental para evaluar el algoritmo de Gerchberg-
Saxton empleando patrones de intensidad experimentales.

Durante la evaluación experimental, se encontraron aspectos que dificultaron el
buen funcionamiento del algoritmo. Algunos de ellos fueron: (1) la saturación de
los pixeles en las imágenes de intensidad experimentales, (2) el escalamiento en la
aproximación del patrón de difracción generada de manera estándar por la transfor-
mada rápida de Fourier, (3) defiencias en la alineación de la cámara para captura
de imágenes, y (4) dificultades para introducir funciones de fase arbitrarias. El co-
nocimiento de estas dificultades es de esencial importancia para trabajos futuros,
si se requiere trabajar con métodos de recuperación de fase con patrones de difrac-
ción o espectros de Fourier experimentales. En esta tesis, se propuso una solución
al problema de saturación la cual se describe en el apendice A.

Los cinco métodos de recuperación de fase basados en el fenómeno de interfe-
rencia fueron: Takeda, Brunning, Greivenkamp, Gram-Schmidt y minimización del
coeficiente de variación. Para analizar el método de Takeda, de manera computacio-
nal, se generó un patrón de franjas con corrimiento de fase espacial, así como el
espectro de Fourier del patrón. Takeda indica que uno de los órdenes +1 o −1 debe
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trasladarse al origen para obtener la fase envuelta, pero en este trabajo se propuso
que era más viable que la frecuencia portadora permaneciera hasta el proceso de
desenvolvimiento de fase y después restarla. Como se observó este método requirió
de solo un patrón de franjas, pero esta ventaja se traduce en un inconveniente si se
quiere utilizar de manera experimental, ya que el traslado de ordenes o eliminación
de frecuencias portadoras no es un proceso flexible.

Para el análisis de los métodos de Brunning y Greivenkamp se requirió de generar
varios patrones de franjas, estos patrones de franjas fueron generados computacio-
nalmente de acuerdo a la teoría de patrones de interferencia con corrimiento de fase
temporal. Para Brunning los corrimientos de fase temporal requieren tener la mis-
ma diferencia entre ellos. Este método mejora la recuperación de fase mientras la
cantidad de patrones de franjas aumente, lo que resulta un obstáculo experimental.

Por otro lado, el método de Greivenkamp permite que los corrimientos de fase
temporales utilizados pueden tener diferentes valores, es decir no requiere de un
orden. Este hecho, experimentalmente, se convierte en un proceso más simple. Sin
embargo, tanto Greivenkamp como Brunning requieren de conocer exactamente el
valor de los corrimientos temporales. Es por eso que el método de Gram- Schmith
fue analizado en este trabajo pues este requiere de solo dos interferogramas.

En análisis del método de Gram-Schmith se consideró utilizar solo un corrimiento
de fase. Después de un proceso de ortonormalización se recuperó la fase envuelta.
El disminuir notablemente la cantidad de patrones de franjas experimentalmente
es de mucha ayuda. Sin embargo, observamos que aún quedaría la interrogante de
conocer el valor del corrimiento de fase.

Finalmente la simulación del método de minimización del coeficiente de variación
de la función modulación, requirió como entrada solo dos patrones de franjas, de
igual manera estos fueron generados por corrimiento de fase temporal, pero sin
conocer el corrimiento entre los patrones. De la misma forma que los otros métodos
la fase envuelta recuperada puede desenvolverse de manera sencilla. A parte de que
solo son dos patrones de franjas, lo que reduce problemas expermentales de montaje
y ruido, este método aporta una ventaja superior a las demás. Esta ventaja es la
de, sin conocer con exactitud el corrimiento de fase, recuperar la fase envuelta con
éxito como en los demás métodos. En otras palabras, es más conveniente usar el
método de minimización del coeficiente de variación en la práctica. En este trabajo
se comprobó la utilidad de este método con dos patrones de franjas experimentales.

En esta tesis, en la sección 3.1, se destacó que para el procesamiento de los pa-
trones de franjas es necesario eliminar la luz de fondo definida como a(x, y). En
esta tesis se describio detalladamente como se estima la luz de fondo para luego
eliminarla de los patrónes. De igual forma se describió el proceso para el desenvol-
vimiento de fase requerido en cada uno de los métodos. Este proceso se desarrolló
en el Apéndice B de esta tesis.
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Apéndice A

Ajuste de saturación por mínimos cuadrados

La interpolación se hace usando mínimos cuadrados. Como primer paso se de-
termina el modelo teórico del patrón de difracción con datos experimentales. Para
esto se usan tres puntos importantes para la preparación de la interpolación.

Datos de entrada y salida del proceso

Un modelo teórico

Un criterio (mínimos cuadrados).
El criterio significa que tanto un modelo se ajusta a los datos experimentales.

El modelo es basado en variables observables y de parámetros. Específicamente
la estimación de esos parámetros, cuando estos son constantes, se basa en el vector
parámetro solución ~θ que es único y mínimo. Fijémonos en la ecuación

~Y = A~θ + η (1)

Donde ~Y son los datos experimentales obtenidos, A~θ el modelo y ~η el ruido. Defini-
mos entonces el vector error como

~E = ~Y − A~θ (2)

Por otro lado, se tiene que el problema de estimación se soluciona encontrando el
argumento que minimiza el funcional. El funcional es dado de la siguiente manera.

S = ~ET ~E =
(
~Y − A~θ

)T (~Y − A~θ) (3)

= ~Y T ~Y − 2~θTAT ~Y + ~θTATA~θ

Para minimizar el funcional S(~θ) derivamos e igualamos a cero. Consideremos
que ~AT ~A es simétrica por lo que el gradiente queda de la siguiente manera

∂S

∂~θ
= −2AT ~Y + 2ATA~θ = ~0 (4)
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Y si aparte ~AT ~A es no singular entonces

~θ =
(
ATA

)−1
AT ~Y (5)

Por otra, parte realizando una expansión en serie de Taylor del vector error alrededor
de ~θ tenemos lo siguiente.

~E ≈ ~E(~θ0) + JE(~θ0)(~θ − ~θ0) (6)

Donde ~E(~θ0) = ~Y − A~θ0

JE(~θ0) = ∂

∂~θ

[
~Y − A~θ

]
(7)

= − ∂

∂~θ
A~θ

Si definimos a A~θ como una función de variables observables y de parámetros, te-
nemos lo siguiente.

JE(~θ0) = −Jf (~θ0) (8)

Si cambiamos a (~θ−~θ0) = ~h, el funcional de mínimos cuadrados se puede aproximar
entonces como.

S ≈ ~ET ~E − 2~hTJTf (~θ0) ~E + ~hTJTf Jf
~h (9)

De lo anterior obtenemos el mínimo con ~θ.
~θ = ~θ0 + J†f

[
~Y − f(·, ~θ0)

]
(10)

De los principios antes mencionados, implementamos el ajuste por mínimos cua-
drados de datos recabados por la medición experimental con el modelo del patrón de
difracción de una abertura circular. Partimos en considerar la función Bessel para
la construcción del modelo. Haciendo uso de la ecuación

B {circ(r)} = 1
2πρ2

∫ 2πρ

0
r′J0(r′)dr′ = J1(2πρ)

ρ
(11)

Consideramos el patrón de difracción de la forma

f(r) = a+ b

[
2J1(ωr)

r

]2

(12)

con r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 y el vector de parámetros como

~θ =


a
b
ω
x0
y0

 (13)

69



4. Conclusiones y trabajo futuro

Procedemos a calcular Jf (el cambio de la literal J fue para no confundirse con la
función Bessel) de la siguiente manera

Jf = ∂

∂~θ
f (14)

=
[
∂

∂a
f

∂

∂b
f

∂

∂ω
f

∂

∂x0
f

∂

∂y0
f

]
Para obtener el funcional hacemos uso de la siguiente propiedad de la función Bessel.

d

dx
[Jn(ax)] = aJn−1(ax)− n

x
Jn(ax) (15)

De esto podemos calcular los elementos del funcional

∂
∂b
f = 1

∂
∂b
f =

[
2J1(ωr)

r

]2
∂
∂ω
f = 4bJ1(ωr)

r

[
2J0(ωr)− J1(2ωr)

ωr

]
∂
∂x0
f = 4b

(
2J1(ωr)
ωr

)
(x−x0)
r2

[
−J0(ωr) + 2J1(ωr)

r

]
∂
∂y0
f = 4b

(
2J1(ωr)
ωr

)
(y−y0)
r2

[
−J0(ωr) + 2J1(ωr)

r

]
(16)

Con lo anterior se puede crear un algoritom con un codigo de la siguiente forma;

e=0.001
for k=1:N

Yh=Bessel_Fun(r,theta_0)
E=datos -Yh
J= Jacobiano_sistema(r,theta_0)
theta = theta_0 + J’E

if norm(theta - theta_0)<=e
break

end
theta_0=theta

end

A continuación se presenta la interpolación con datos experimentales.

Fig. 1. Restauración de niveles de intensidad en pixeles saturados.
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Apéndice B

Desenvolvimiento de fase

Los algoritmos se pueden clasificar en dos grupos, desenvolvimiento temporal y
desenvolvimiento espacial. Los algoritmos de desenvolvimiento de fase temporal son
simples y robustos frente a ruido pero requieren más de un mapa de fase para traba-
jar. Por otro lado, los algoritmos de desenvolvimiento de fase espacial requieren un
único mapa de fase. A continuación, abordaremos el problema de desenvolvimiento
de fase espacial.

El funcionamiento de los algoritmos de desenvolvimiento de fase espacial se pude
describir como la acción de sumar o restar múltiplos de 2π, conocidos como saltos
de fase. Si ψ(x, y) es el mapa de fase envuelto, este es representado como

ψ(x, y) = φ(x, y)− 2πk(x, y), (17)

donde k(x, y) es una función de valor entero con la cual definimos el término de
salto de fase como 2πk(x, y).

Esta es una función constante a trozos y su gradiente 2π∇k(x, y) es cero a trozos.
Por lo que, si a la ecuación (17) aplicamos el operador gradiente, esta se transforma
de a cuerdo al método de Itoh [34] en lo siguiente

∇φ(x, y) =W [∇ψ(x, y)] , (18)

donde el operador W envuelve a la fase φ(x, y) en el intervalo de [−π, π]. En la
ecuación (18) se observa que la función de saltos de fase es eliminada, por lo que es
conveniente trabajar sobre ∇2πk(x, y), resolver para 2πk(x, y) y sustituir el resul-
tado en la ecuación (17) para obtener la fase desenvuelta.

Se observa que∇ψ tiene una infinidad de valores posibles, mientras que∇k(x, y)
es un conjunto finito de valores posibles que podemos llamar como

D = {−1, 0,+1}, (19)

el cual define los valores de la derivada de la función de saltos de fase (D = −1 para
saltos de fase de π a −π, D = 0 cuando no hay salto de fase, D = +1 para salto de
fase de −π a π).
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Consideremos ψ(x, y), φ(x, y) y k(x, y) funciones discretas representadas por
matrices de tamaño M ×N . Entonces, definir el gradiente de una función discreta
se ve de la siguiente forma. Sea f una función discreta, su gradiente esta dado como

∇f =
[
∂f/∂x
∂f/∂y

]
=
[
fLTx
Lyf

]
, (20)

donde Lx y Ly son los operadores de diferencias finitas a lo largo de las direcciones
x y y. Con el fin de aproximar las derivadas, provenientes del gradiente, se define
los operadores de diferencias finitas como

Lx =


−1 1

. . . . . .
−1 1


(N−1)×N

, (21)

Ly =


−1 1

. . . . . .
−1 1


(M−1)×M

. (22)

La definición de Lx y Ly es suficiente para que LTxLx y LTy Ly sean matrices de
tamaño N ×N y M ×M respectivamente, las cuales son usadas durante el proceso
de descripción teórica.

Se calcula el gradiente de la fase envuelta dada por la ecuación (17) y el resultado
se divide por 2π. A continuación se aplica el operador de redondeo obteniendo.

redondeo
( 1

2π∇ψ
)

= redondeo
( 1

2π∇φ−∇k
)

= redondeo
( 1

2π∇φ
)
−∇k.

(23)

Observe que al aplicar el operador redondeo(·) no se afecta al ∇k puesto que esta
es ya una función de valor entero. Consideramos la condición de Nyquist,

|∇φ(x, y)| < π ∀x, y. (24)

Si se cumple la condición (24), entonces |∇φ2π | es menor que 1/2 para todo x, y. Por
lo tanto, redondeo

(
∇φ
2π

)
= 0. Es decir, el término ∇k es la componente entera de(

∇ψ
2π

)
. Por lo tanto podemos encontrar el campo ∇k de la siguiente forma

∇k =
[
kx
ky

]
= −redondeo

( 1
2π∇ψ

)
. (25)

De la ecuación (25) se procede a obtener k, esto se formula como el siguiente pro-
blema de optimización por mínimos cuadrados

mı́n
k

{
‖kx − k̃LTx ‖2

F + ‖ky − Lyk̃‖2
F

}
, (26)

donde ‖ · ‖F es la norma de Frobenius, kx y ky están dadas en la ecuación (25).
Con este enfoque, el método de mínimos cuadrados permite encontrar una función

72



4. Conclusiones y trabajo futuro

k̃, como aquella cuyas derivadas se aproximan a las derivadas encontradas en (25).
Aplicando la definición de la norma de Frobenius, desarrollamos el funcional a mi-
nimizar como

‖kx − k̃LTx ‖2
F + ‖ky − Lyk̃‖2

F = tr
{(
kx − k̃LTx

) (
kx − k̃LTx

)T}
+ tr

{(
ky − Lyk̃

) (
ky − Lyk̃

)T}
,

(27)

donde tr(·) indica la traza de la matriz. Expandiendo términos, la ecuación (27) se
puede reescribir como

‖kx − k̃LTx ‖2
F + ‖ky − Lyk̃‖2

F = tr
{
kxk

T
x − kxLxk̃T − k̃LTx kTx + k̃LTxLxk̃

T
}

+ tr
{
kyk

T
y − kyk̃TLTy − Lyk̃kTy + Lyk̃k̃

TLTy
}
, (28)

Para encontrar el mínimo, derivamos con respecto a k̃ e igualamos a cero. El resul-
tado de este procedimiento es la ecuación

LTy Lyk̃ + k̃LTxLx − LTy ky − kxLx = 0. (29)

Esta ecuación se puede resolver para k̃ de manera estable y única usando los eigen-
valores de LTy Ly y LTxLx. La ecuación (29), se puede reescribir en forma compacta
como

Ak̃ + k̃B = C, (30)
donde A = LTy Ly, B = LTxLx y C = LTy ky + kxLx. La ecuación (30) es conocida en
la literatura como Ecuación de Lyapunov [35].

Para resolver numéricamente la ecuación de Lyapunov, se hace una simplifica-
ción de la ecuación matricial original (30) mediante transformaciones de semejan-
za. Definimos a UΣV T como la descomposición en valores singulares de B. Don-
de B es una matriz simétrica, U y V son matrices ortogonales iguales y Σ =
diagonal (σ1, · · · , σN) es una matriz cuadrada diagonal con σi los valores singulares
de B. De acuerdo con esto, multiplicamos el lado derecho de (30) por U y obtenemos

Ak̃U + k̃BU = CU. (31)

Usando el hecho de que B = IB con I = UUT , podemos escribir la ecuación (31)
como Ak̃U + k̃UUTBU = CU , y reescribirla como

AK +KΣ = D, (32)

donde K = k̃U y D = CU . Se puede resolver para K la ecuación modificada (32)
analizando las columnas de la matriz K. Un camino para resolver esta ecuación es
aplicando directamente el producto matricial de Kronecker. Para esto tenemos las
siguientes definiciones.

Definición .1 Sea A una matriz m × n y B una matriz de s × t, el producto de
Kronecker A⊗ B es de tamaño ms× nt y se define como sigue

A⊗ B = (αijB) =


α11B · · · α1nB
... . . . ...

αm1B · · · αmnB

 . (33)
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Una de las propiedades más importantes de este producto es el de convertir matrices
a vectores columna y se define a continuación.

Definición .2 Sea A∗,j la j-ésima columna de la matriz A, entonces el vector co-
lumna VecA se define como

VecA =


A∗,1
...
A∗,n

 , (34)

con los elementos del vector definidos como

A∗,1 = [α11 α21 · · · αm1]T ,
... ...

A∗,n = [α1n α2n · · · αmn]T .

(35)

De esta definición se tiene el siguiente teorema.

Teorema .1 Sean A y B matrices con diferentes dimensiones. Entonces

Vec(AB) = (It ⊗A) VecB
=
(
BT ⊗ Im

)
VecA.

(36)

De acuerdo con la definición dada por la ecuación (34) y el teorema dado por la
ecuación (36) podemos aplicarlo a la ecuación (32), donde las matrices K y D son
de tamaño M ×N , A de tamaño M ×M y Σ de N ×N , quedando como

AK +KΣ = D,

(IN ⊗ A) VecK +
(
ΣT ⊗ IM

)
VecK = VecD.

(37)

De este modo encontramos el vector columna de K como sigue

VecK =
(
IN ⊗ A+ ΣT ⊗ IM

)−1
VecD (38)

Para visualizar esta operación describimos los productos de Kronecker como sigue

IN ⊗ A =




(1)a11 · · · (1)a1M

... . . . ...
(1)aM1 · · · (1)aMM


11

· · · · · ·


(0)a11 · · · (0)a1M

... . . . ...
(0)aM1 · · · (0)aMM


1N... . . . ...

... . . . ...
(0)a11 · · · (0)a1M

... . . . ...
(0)aM1 · · · (0)aMM


N1

· · · · · ·


(1)a11 · · · (1)a1M

... . . . ...
(1)aM1 · · · (1)aMM


NN



,
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ΣT ⊗ IM =




σ1(1) · · · σ1(0)
... . . . ...

σ1(0) · · · σ1(1)


11

· · · · · ·


(0)(1) · · · (0)(0)

... . . . ...
(0)(0) · · · (0)(1)


1N... . . . ...

... . . . ...
(0)(1) · · · (0)(0)

... . . . ...
(0)(0) · · · (0)(1)


N1

· · · · · ·


σN(1) · · · σN(0)

... . . . ...
σN(0) · · · σN(1)


NN



. (39)

Como podemos observar las matrices descritas en la ecuación (39) son de tamaño
MN ×MN por lo que quedan bien definidas para aplicar la inversa de la suma de
estas al vector columna VecD, el cual esta definido como

VecD =


D∗,1
...

D∗,N

 =


d1
...
dN

 . (40)

Y de forma similar, el resultado de la ecuación (38), el vector columna de K, queda
descrito como

VecK =


K∗,1
...

K∗,N

 =


κ1
...
κN

 . (41)

Observe que calcular la i-ésima columna se consigue con la siguiente ecuación

κi = (A+ σiI)−1di, (42)

con i = 1, 2, ..., N . Cuando todas la columnas son calculadas, se está resolviendo la
ecuación (30) con k̃ = KUT . Debido a que el procedimiento numérico para resolver
k̃ arroja valores reales, el redondeo se aplica nuevamente para obtener k̄ (valores
enteros). Se encuentra finalmente la función de saltos dada por k̄, con lo cual el de-
senvolvimiento de fase se da por medio de la ecuación (17) , escribiéndose finalmente
como

φ = ψ+ 2πk̄. (43)

Observe que la integración numérica es el aspecto más importante en la solu-
ción del problema de desenvolvimiento de fase. En el método de desenvolvimiento
visto aquí, implica la solución de la ecuación de Lyapunov donde las matrices A y
B se puede interpretar como el operador de “doble derivada parcial” a lo largo de
los ejes x, y, respectivamente. Como en cualquier proceso de integración numérica,
la solución depende de la condición inicial. Esto provoca que la fase desenvuelta
sea relativa; es decir, que la fase está afectada por la adición de una constante de
integración arbitraria desconocida. La constante de integración se puede encontrar
indicando el valor de la fase en algún punto conocido. Sin embargo, en varias apli-
caciones prácticas es suficiente con conocer la fase desenvuelta relativa.
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