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Introduccion

El contenido de esta tesis pertenece a la rama de la Matematica conocida
como Topologia, especificamente al drea de Teoria de Continuos, en esta drea se
ha estudiado ampliamente el relevante tema de unicidad de hiperespacios.

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. El conjunto
de los enteros positivos lo denotamos por N.

Dado un continuo X y n € N se consideran clases de subconjuntos de X que
poseen alguna propiedad especifica, a estas clases se les llama hiperespacios. Los
hiperespacios mas conocidos de X son:

2X = {AC X: A es un subconjunto cerrado y no vacio de X},
F,(X) = {A€2X: Atiene alo més n puntos }, y
Cn(X) = {Ae€2¥: Atiene alo mds n componentes}.

Note que Fy(X) = {{z}: x € X}. Todos estos hiperespacios son considerados
con la métrica de Hausdorff H [?, Theorem 2.2]. El hiperespacio F,(X) se llama
n-ésimo producto simétrico de X.

En 1979 Sam B. Nadler, Jr. introdujo el hiperespacio suspension de un con-
tinuo X, HS}(X) (véase [?]). Después en 2004, Sergio Macias introdujo el n-
ésimo hiperespacio suspension de un continuo X, HS(X), donde n € N con
n > 2 (véase [?7]). Mds adn, en 2008, Juan Carlos Macias introdujo el n-ésimo
pseudo-hiperespacio suspension de un continuo X, HST(X) (véase [?]). El estu-
dio del (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo X, HS" (X), donde
n,m € N, y n > m, es una generalizacion y ha ganado interés recientemente
(véase [7]).

El n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo X lo introdujo en
el 2010 por Franco Barragan Mendoza, considerado como el espacio cociente
F,(X)/F(X), denotado por SF,(X), que se obtiene de F,,(X) al identificar a
F(X) a un punto, con la topologia cociente (véase [?]).

Dado un continuo X, el simbolo gx denota la proyeccién natural gx : Fy,(X) —
SF,(X),y Fx denota el elemento gx (F1(X)). Note que ¢x | g, (x)—r, (x): Fn(X)—
Fi(X) — SF,(X) — {Fx} es un homeomorfismo. Escribimos ¢% en lugar de
(IX|Fn(X)—F1(X)'

Para un continuo X, sea H(X) cualquiera de los hiperespacio mencionados
anteriormente. Decimos que X tiene hiperespacio unico H(X) si la siguiente
implicacién se cumple: si Y es un continuo y H(X) es homeomorfo a H(Y),
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entonces X es homeomorfo a Y. El interés de esta tesis sigue la linea de inves-
tigacion del problema 77, para el caso particular de las graficas finitas.

Problema 0.1. Para n € N con n > 2, encontrar condiciones necesarias iy
suficientes para que un continuo X tenga hiperespacio inico SF,(X).

El problema de encontrar condiciones que se satisfacen en un continuo X pa-
ra que él tenga hiperespacio unico H(X) ha sido ampliamente estudiado (véase

(71120, 170, 120, (20020 120, [20-02D)-

Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir como la unién finita
de arcos de tal manera que sean ajenos o se intersectan en uno o en ambos
puntos extremos.

En el caso particular de las gréaficas finitas se conocen los siguientes resulta-
dos:

(a) Si X es una grafica finita y n € N, entonces X tiene hiperespacio unico
F,(X) (véase [?, Corolario 5.9]).

(b) Si X es una grafica finita distinto de un arco o de una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio tnico C7(X) (véase [?, Teorema 1]

v [2, 9.1]).

(¢) SiX esuna grifica finitay n € N con n > 2, entonces X tiene hiperespacio
unico Cp (X) (véase [?] y [?, Teorema 3.8]).

(d) Si X es una grifica finita y n,m € N con n > m, entonces X tiene
hiperespacio dnico HSJ,(X) (véase [?, Teorema 3.6], [?, Teorema 3.2], y
[?, Teorema 5.7]).

Con relacion al Problema 7?7, el objetivo de esta tesis es probar:

Si X es una gréfica finita y n € N con n > 4, entonces X tiene hiperespacio
tnico SF,(X) (véase Teorema ?7).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Nociones generales

A lo largo de este trabajo se condirerara la siguiente notacién. Si X es un
espacio topolégico y A un subconjunto de X, los simbolos clx (A), bdx(4) e
int x (A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en X,
respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|. Como
es usual, los simbolos (), R, N y R?, representan el conjunto vacio, los ntimeros
reales, los niimeros enteros positivos y el plano euclidiano, respectivamente.

Sean X un espacio topolégico y p € X; un subconjunto V de X es una
vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X tal quepe U C V.

Sean X un espacio métrico, con métrica d, p € X, A C X y € > 0. La bola
abierta en X con centro en p y radio € es el conjunto {x € X : d(p,x) < €}, se
denota por Bx(p,e) aunque escribimos B(p,e) cuando no exista confusién. La
nube de radio € alrededor de A: {z € X : d(z,a) < ¢, para algin a € A}, se
denota por Nx (e, A) aunque escribimos N (g, A) cuando no exista confusion.

Sean X un espacio topolégico y p € X. El espacio X es localmente conexo
en p si para cada conjunto abierto U en X tal que p € U, existe un conjunto
abierto y conexo V en X tal que p € V C U. Si X es localmente conexo en cada
uno de sus puntos decimos que X es localmente conexo.

Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Sea n € N. Consideramos que la métrica de R™ es la euclideana ||z||,,. Una
n-celda es un espacio topolégico homeomorfo a la bola unitaria B,(0,1) =
{z € R": ||z|]|, < 1}. Una curva cerrada simple es un espacio topoldgico
homeomorfo a la circunferencia unitaria S = {x € R? : ||z||2 = 1}.

Un espacio topolégico X es arco-conexo, si para cualesquiera x,y € X con
x # y, existe un arco contenido en X que une a x y y.

Sea X un espacio topolégico. Si x € X, el espacio X es localmente arco-
conexo en z si para cualquier abierto U de X tal que z € U, existe V abierto de
X y arco-conexo tal que x € V C U. El espacio X es localmente arco-conexo
si es localmente arco-conexo en cada uno de sus puntos.
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1.2. Continuos

En bastantes ramas de la matematica, como en el andlisis matematico y la
teoria de la medida, las propiedades de conexidad y compacidad son muy ttiles
porque se preservan bajo funciones continuas y propiedades que se dan de ma-
nera local en estos espacios se dan de manera global, por estas y otras razones es
importante e interesante el estudio de los continuos. En esta seccién, se expresan
los continuos que estaremos trabajando dando ejemplos con ilustraciones que
los representen.

Un continuo X es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Sean X un continuo, p € X y f un numero cardinal. Decimos que p tiene
orden en X menor o igual a 3, denotado por ord(p, X) < 3, si p tiene una base
de vecindades B en X tal que |bdx (U)| < 8, para cada U € B. Decimos que p
tiene orden en X igual a 3 (ord(p, X) = f) si ord(p,X) < By ord(p,X) &
a para todo nimero cardinal o < f. Sean E(X) = {z € X: ord(z,X) =
1}, O(X) = {z € X:ord(z,X) =2}y R(X) = {z € X:ord(x,X) > 3}.
Los elementos de E(X) (respectivamente, O(X) y R(X)) son llamados puntos
extremos (respectivamente, puntos ordinarios y puntos de ramificacién)
de X.

Una grafica finita es un continuo que es la union finita de arcos tales que
dos a dos son ajenos o se intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos.

Figura 1.1: Grafica finita.

Sean € N, con n > 3. Un n-odo simple Y es la unién de n arcos Ly, ..., L,
de Y tales que L; N L; = {v} si i # j y v es un punto extremo de los arcos L;,
para cada i € {1,...,n}. El punto v es el vértice del n-odo simple Y. Un 3-odo
simple es llamado triodo simple.
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Figura 1.2: Continuo que no es una grafica finita.

Figura 1.3: Triodo simple

Dada una grafica finita X, un ciclo en X es una curva cerrada simple J en
X tal que J — {a} es un subconjunto abierto de X, para algin a € J. Un arco
libre en X es un arco o en X con puntos extremos p y ¢ tales que o — {p, q}
es abierto en X. Un arco libre maximal en X es un arco libre en X que es
maximal, con respecto a la inclusién. Sean
Ar(X)={J C X: J es un ciclo en X},
Ap(X)={J C X: J es un arco libre maximal tal que |J N R(X)| =1},
Ag(X)={J C X: J es un arco libre maximal en X} U Ar(X).
Los elementos de Ag(X) son las aristas de la grafica finita X.

Dado un continuo X, los conceptos que siguen fueron introducidos en [?,
pégs. 1583 y 1584]:

G(X)={pe X: existe una gréfica finita G en X tal que p € intx(G)},
P(X) =X - G(X),
X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso en X.

Ejemplo 1.1. Para cada n € N, sea [(O, 2%) , (1,2—171)} el segmento de recta
que une los puntos (0, 2—%) Y (1, 2%) en R2. Para para cada k € {0, ...,2"} sea
[(37:0) (35, 57=r) ] Sean

=) (5)]
x=Yao|(og) (7))

Luego,
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es un continuo casi enrejado, véase la Figura 77.

[ [ [ [ [
T T T T T

) N N N N N N

Figura 1.4: Continuo casi enrejado

Lema 1.2. Si X es una grdfica finita, entonces G(X)— R(X) es un subconjunto
denso de X.

Demostracion. Note que G(X) = X y por [?, Teorema 9.10], R(X) es un con-
junto finito. Veamos que X C clx(G(X) — R(X)).

Sea p € R(X). Para cada n € N consideramos a p, € Bx(p, =) — R(X).
Como la sucesién {p, }nen converge a p, entonces p € clx(G(X) — R(X)). Asi,
R(X) C clx(G(X) — R(X)). Esto implica que

X =6(X) = (9(X) = R(X)) U R(X) C clx(9(X) = R(X)).

Por tanto, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de X. O

1.3. Hiperespacios de un continuo

Dado un continuo X, los hiperespacios del continuo X son clases de sub-
conjuntos de X que cumplen cierta propiedad especifica.

Dados un continuo X y n € N, consideremos los hiperespacios de X siguien-
tes.

2X = {AC X :Aesno vacioy es cerrado de X},
F.(X) = {A€2X: A tiene alo més n puntos},
Cn(X {A € 2% A tiene a lo mas n componentes}.

S—
|

Todos estos hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff H
[?, Teorema 2.2]. El hiperespacio F,(X) es el n-ésimo producto simétrico
de X y C,(X) es el n-ésimo hiperespacio de X. Escribimos simplemente
C(X) para denotar a Cy(X). Es claro que C(X) es la clase de los subcontinuos
de X, conocido como el hiperespacio de los subcontinuos de X. Note que
F1(X) ={{z}: v € X} es una copia isométrica de X.
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Sean X un continuo, n,” € Ny A;,..., A, subconjuntos no vacios de X. El
vietdricode Ay, ..., A, denotado por (Aq,..., A,) el conjunto (Ay, ..., A.)exN
F,(X), donde (A1,...,A,)x, es el conjunto

{BGQX:BC UAiyBﬂAi#V)paracadaie{l,...,r}}.

i=1

Teorema 1.3. [?, Teorema 1.2] Si X es un continuo con una topologia T,
entonces la coleccion

{(S1,.-,8r)ox: S; € T para cada i € {1,...,r},7 € N},
es una base para la topologia para 2.

La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 7?7 es conocida
como la topologia de Vietoris.

Dada una gréfica finita X y n € N con n > 2, consideramos
No(X)={Ae F(X)—F,1(X): ANRX)=0}y
R,(Z)={A€ F,(Z): ANR(Z) # 0}.

Lema 1.4. Si X es una grdfica finita y n € N, con n > 2, entonces Np(X) es
un subconjunto denso de Fy,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y no vacio de F,(X). Por Lema
22, UN(Fu(X)—F,1(X)) # 0. Sea A e UN(F,(X) — F,,—1(X)) y supongamos
que A = {p1,...,pn}. Como U es abierto de F,(X), existe un r; > 0 tal que
BFn(X)(Aa Tl) cu.

Sea § = min{d(p;,p;): i,j € {1,...,n} donde i # j}. Sea r = min{ry, 3}.
Note que Bx(pi,r) N Bx(pj,r) = 0, donde p;,p; € Ay i # j. Como X es
una gréfica finita, por Lema ??, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de
X. Asi, para cada i € {1,...,n}, Bx(pi,7) N (G(X) — R(X)) # 0. Asi, existe
b; € Bx(pi, )N (G(X) — R(X)) para cada i € {1,...,n}. Sea B = {by,...,by}.
Esto implica que B € Bp, (x)(A,7) CU y B € Np(X). Asi, U NN, (X) # 0.
Por tanto, NV, (X) es un subconjunto denso de F,,(X). O

Lema 1.5. Si X es un continuo yn € N, conn > 2, entonces F,,(X)—F,_1(X)
es denso en F,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de F,(X) y A € U arbitrario,
digamos A = {a1,...,an}, para algin m < n.

Caso 1. Si m = n, entonces A € (F,(X) — F,—1(X)) NU.

Caso 2. Si m < n, como U es abierto en F,(X), existe r > 0 tal que
Bp,(x)(A,r) C U. Por [?, Proposicién 2.22], existen am+1,...,a, € Bx(ai,r)
distintos de aq,...,am. Sea B = {a1,...,Qm,Gm41,---,an}. Como H(A, B) <
r, se tiene que B € By, (x)(A,r) CU,y por tanto B € (F,,(X) — F,_1(X))NU.

Por lo tanto, F,,(X) — F,—1(X) es denso en F,(X). O
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El n-ésimo producto
simétrico suspension

Sean X un continuo y n € N con n > 2. El n-ésimo producto simétrico
suspensién de X, denotado por SF,,(X), es el espacio cociente

SFn(X) = Fn<X)/F1<X)

que se obtiene de F,(X) al identificar a F;(X) a un punto, con la topologia
cociente, véase [?].

La funcién cociente gy es la proyeccién natural ¢y : Fp(X) = SF(X) y Fx
denota el elemento g (F1(X)).

Dado un continuo X y n € N con n > 2, la restriccién de gy al subespacio
F,(X) — F1(X) es un homeomorfismo, es decir,

Ux|F(x)—F(x): Fu(X) = F1(X) — SF,(X) — {Fx}

es un homeomorfismo.
De ahora en adelante, escribimos

qx = qx Fp(X)—F1(X)-

El siguiente resultado es uno de los primeros en el estudio del n-ésimo pro-
ducto simétrico suspension. Demostrado por Franco Barran.

Teorema 2.1. [?7, Teorema 5.2] Sean X un continuo y n € N, con n > 2.
Entonces X es localmente conezo si y solo si SF,(X) es localmente conexo.

2.1. El segundo producto simétrico suspension
del arco
Vamos a considerar a X como el continuo [0,1]. A continuacién, presenta-

mos un modelo del n-ésimo producto simétrico suspensién de X para el caso
particular cuando n = 2.
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Ejemplo 2.2. Sea X un arco. En [?, pdg. 51] se demuestra que un modelo para
el hiperespacio F»(X) es el tridngulo en el plano con vértices en (0,0),(0,1) y
(1,1), el cual es una 2-celda, donde Fy(X) es homeomorfo al segmento que une
el punto (0,0) con el punto (1,1). Si identificamos F1(X) a un punto, obtenemos
un espacio homeomorfo a este tridngulo. Asi, el hiperespacio SF»(X), también
es una 2-celda. La Figura 7?7 ilustra lo dicho.

Fi(X)

“qx(F1(X))
X Fy(X) SF(X) = Fy(X)/F(X)

Figura 2.1: El segundo producto simétrico suspension del arco.

2.2. El segundo producto simétrico suspension
del triodo simple

Ahora consideramos a T' como el continuo que se conoce como triodo simple.
A continuacién, presentamos el n-ésimo producto simétrico suspensién de T para
el caso particular cuando n = 2.

Ejemplo 2.3. En [?, pdg. 55] se demuestra que un modelo para el hiperespacio
F5(T) es el espacio que se muestra en la Figura 7?7, el cual es una 2-celda Dy
que contiene tres 2-celdas, D1, D+ y Ds, pegadas de tal manera que Dy N D;
es un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion D1 N Dy N D3 es un punto
p. Ademds, F1(T) estd contenido en la frontera como variedad de Dy, Do, D3 y
Fi(T)N Dy = {p}. Asi, al identificar F1(T) a un punto, obtenemos un espacio
homeomorfo a Fa(T). Por tanto, SF5(T) es homeomorfo a F5(T). En la Figura
?7? podemos observar un bosquejo de como se llega al espacio SFy(T).

2.3. El espacio &,(X)

Sean X un continuo y n € N. Consideramos el siguiente subespacio de
F.(X):

En(X) ={A € F,,(X): A tiene una vecindad en F,,(X) que es una n-celda}.
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4@4 4;

T Fy(T) SFy(T) = F2(T)/F1(T)

Figura 2.2: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

Lema 2.4. Si X es un continuo y n € N, entonces £,(X) es un subconjunto

abierto de F, (X).

Demostracion. Si B € &,(X), entonces existe una n-celda M en F,(X) tal
que B € intg, (x)(M). Asi, existe un subconjunto abierto U de F,,(X) tal que
B €U C intp, (x)(M) C M. Sea B; € U — {B}. Esto implica que B; € U C
intp, (x)(M) € M. Como M es una n-celda en F,,(X), entonces By € &,(X).
Por tanto, U C &,(X). Asi, £,(X) es un subconjunto abierto de F,(X). O

Lema 2.5. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces N, (X) C £,(X).

Demostracion. Sea A € N, (X). Supongamos que A = {p1,...,pn}. Como p; &
R(X) para cada i € {1,...,n} y X es una gréfica finita, podemor encontrar
J1,...,Jn arcos ajenos por pares de X tal que (J1 U---UJ,)NR(X) =0y
p; € intx(J;) para cada i € {1,...,n}.

Note que, la asociacién que manda (ti1,...,t,) al conjunto {t1,...,t,} es
un homeomorfismo. Asi, J; X - - x J, es homeomorfo a (Jy, ..., J,). Por tanto,
(Ji,...,Jn) es una n-celda y es vecindad de A en F,,(X). Por tanto, A € &,(X).
Luego, N, (X) C &,(X). O

Teorema 2.6. [?7, Lema 3.1] Si X es un continuo localmente conexo y A €
En(X), entonces ningin punto de A es el vértice de un triodo simple de X.

El siguiente resultado es una caracterizacion de graficas finitas, el cual nos
ayuda en la prueba del resultado principal de la seccién Familia SF,, (X)- cerra-
da.

Teorema 2.7. [?, Teorema 3.4] Un continuo localmente conexo X es una grdfi-
ca finita si y solo si para algin (para cada) n € N, £,(X) es un subconjunto
abierto y denso de F,(X) con un nidmero finito de componentes.

Teorema 2.8. [?, Teorema 3.5] Sea X un continuo localmente conexo tal que
En(X) es un subconjunto denso en F,(X), donde n € N conn > 4. Si A €
F,_1(X), entonces no existe vecindades de A en F,(X) encajables en R™.

Teorema 2.9. Si X es una grdfica finita yn € N, conn > 4, entonces E,(X) =
N (X).
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Demostracion. Por Lema 77, N,(X) C &€,(X).

Sea A € &,(X). Por Teorema 7?7, no existen puntos de A que sean el vértice
de un triodo simple de X, es decir, AN R(X) = @. Como X es una grafica
finita, por Teorema ??, £,(X) es un subconjunto denso de F,(X). Supongamos
que A € F,_1(X). Por Teorema ??, no existen vecindades de A en F,(X)
encajables en R™, lo cual es una contradiccién ya que A € &,(X). Esto implica
que A € F,(X) — F,,—1(X). Por tanto, A € N,,(X). Asi, &£,(X) =N, (X). O

De ahora en adelante, cuando nos referimos a X como una grafica finita,

significa que X tiene E, ..., E,, aristas, con m € N.

Sean X una gréfica finita y n € N. Dados iy,...,4, € NU {0} tales que
i1+ -+, = n, consideramos K x (i1, . .., iy, ) como el subconjunto de F, (X) tal
que cada elemento de Kx (i1,...,4,,) tiene exactamente ¢; puntos en el interior
de la arista Ej, para cada j € {1,...,m}, es decir, A € Kx(i1,...,%y,) implica
que i; = [ANintx (E;)].

En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notacién. Dados j,1 € {1,...,m} sean
K:g( :’Cx(il,...,im) si ij =Ny

Kx (1) = Kx(ir,...,im) sij# Ly ij+i =n.
Note que, K% C (intx(E;)) v clp, x)(Kk) = (E;).

Lema 2.10. Si X es una grdfica finita, entonces las siguientes resultados se
cumplen.

(a) Kx(i1,...,im) es arco conexo.

(b) Kx (i1, yim) NKx (1, ln) =0 si y solo si existe j € {1,...,m} tal
que i; # ;.

(¢) Kx(i1,..-,im) es un subconjunto abierto de £,(X).

Demostracion. (a). Sea A,B € Kx(i1,...,im), con A # B. Sea M = {j €
{1,...,m}:i; # 0}. Fijamos j € M. Notemos que B Nintx(E;) # 0. Sea
A; = Anintx(E;) y B; = BnNintx(E;). Luego, A; y B; son conjuntos no
vacios, |A,| = |B,| = i; y A;,B; € (intx(E;)). Sea L el mtervalo de la recta
real el cual es homeomorfo a intx (E;). Identificamos intx (E;) con L.
Supongamos que A; = {a1,...,a;,} y Bj = {b1,...,b;;}, donde a; < ... <
ai; y by < ... <by. Consideramos la funcién wi: [0, 1] (intx (E;)) deﬁmda
como (t) = {tby +a1(1 —1t),...,tb;, + a;;(1 —t)}, para cada t € [0, 1]. Sean
to € [0,1] y e > 0. Es claro que, la funcién «;(t) = tb, + a;(1 — t) es continua
en ty, para cada [ € {1,...,4;}. Luego, existe §; > 0 tal que si t € [0,1] y
[to—t| < |61, entonces d(au(to), ai(t)) < €o. Sea dg = min{dy,...,d;,}. Sit € [0,1]
¥ |to — t| < do, entonces d(oy(to),u(t)) < eo, para cada | € {1,...,4;}. Asi,
pi(to) C Neo,ps(1)) v w;(t) C Neo,p;(to)). Luego H (puj(to), p ()) < &o-
Por tanto, u; es continua. Notemos que p;(0) = A; y p;(1) = B;. Méas atn,
|pj(t)] = ij, para cada t € [0,1]. Luego, la funcién p : [0,1] — ICX(il,...,im)
definida como u(t) = J{u;(t): j € M}, para cada t € [0 1], es continua. Asf,
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©([0,1]) es un continuo localmente conexo. Como A, B € ([0, 1]), existe un arco
con puntos extremos A, B. Por tanto, se cumple (a).

(b). Supongamos que A € Kx (i1,...,im)Kx(l1,...,ly). Por unlado, |[AN
intx (E;)| =14, y por otro lado, tenemos que |A Nintx (E;)| = ;, para cada j €
{1,...,m}. Asi, i; = [;, para cada j € {1,...,m}. Por tanto, Kx(i1,...,imn) =
’CX(lla RS lm)

(c). Sea A € Kx(i1,--.,im). Esto implica que A € N, (X). Por Lema ?7,
A€ & (X). Asi, Kx (i1, im) C En(X). Supongamos que A = {ay,...,a,}.
Sean I4,...,1I, arcos ajenos por pares de X tales que I; N R(X) = 0 y a; €
intx (I;), para cada ¢ € {1,...,n}. Luego, A € (intx(I1),...,intx(l,)). Como
(I1,...,I) es homeomorfo a Iy X --- X I, tenemos que (intx (I1),...,intx(I,))
es un subconjunto abierto de &, (X). Note que, si B € (intx([1),...,intx(,))—
{A}, entonces |B| = n. Dado j € {1,...,m}, como |ANintx (E;)| = i;, entonces
intx (E;) contiene ¢; de los arcos I, ..., I,. Digamos que intx (E;) contiene los
arcos Iy,... 7Iij- Asi, BN intx(Il) C intx(Ej), ....,BnN intx(Iij) C intx(Ej).
Como los arcos I, ..., I, son ajenos por pares, tenemos que |BNintx (E;)| = i .
Esto implica que B € Kx (i1, ...,%m). Asi, tenemos (intx(y),...,intx(I,)) C
Kx(i1,...,im). Por tanto, Kx (i1, ...,%m,) es un subconjunto abierto de &,(X).

O

El siguente resultado nos dice cémo son las componentes del subespacio
En(X), para una gréfica finita X.

Teorema 2.11. Sean € N conn > 4. Si X es una grdfica finita, entonces las
componentes de £,(X) son los conjuntos de la forma:

Kx (i1, yim)-
Demostracion. Supongamos que X es una gréafica finita y n € N con n > 4. Note
que Kx (i1, im) C Np(X). Asi, la unién de los conjuntos Kx (i1, ...,im) es

un subconjunto de N, (X). Sea A € N, (X). Para cada k € {1,...,m}, sea
Iy, = |ANintx(Eg)|. Como |A| = n, entonces Iy + -+ + I, = n. Asi, A €
Kx(l1,...,ln). Luego, N;,(X) es un subconjunto de la unién de los conjuntos
Kx(i1,...,im). Por tanto, M, (X) es la unién de los conjuntos Kx (i1, .- ,im)-
Por el Lema ??, tenemos que &,(X) es la unién de los conjuntos Cx (i1, ..., im).
Por el Lema ?7?, los conjuntos Kx (i1, ...,,) son abiertos, conexos y ajenos por
pares de &,(X), y por tanto, éstos son las componentes de &,(X). O



Capitulo 3

Unicidad del n-ésimo
producto simétrico
suspension

Este capitulo estda formado por las siguientes secciones: en la Seccién ?7,
se demuestra que la clase de las graficas finitas es SF),-cerrada. En la Seccion
7?7, se demuestra la unicidad del n-ésimo producto simétrio suspensién en un
arco y en una curva cerrada simple. En la seccion 77, se demuestra la unicidad
del n-ésimo producto simétrio suspensién en una 6, grafica. Finalmente, en la
seccion 77, se demuestra la unicidad del n-ésimo producto simétrio suspension
en una grafica finita.

En la literatura, [?], [?], [?], [?], [?], se puede observar que un camino para
conocer continuos que tienen hiperespacio tnico es explorar el concepto de H-
cerrada. Parte del trabajo en el que estamos interesados es el problema que
sigue:

Problema 3.1. Determinar las clases de continuos que sean H-cerradas.

En relacion al Problema ?7?, en el caso particular de las graficas finitas se
conocen los siguientes resultados:

(a) La clase de las graficas finitas es Co-cerrada (véase [?, pag. 356]).

(b) Para cada n € N con n > 3, la clase de las gréficas finitas es C),-cerrada
(véase [?, Teorema 3.8, pag. 186]).

(c) Para cada n € N. La clase de las gréficas finitas es F,-cerrada (véase [?,
Corolario 3.5]).

(d) Para cadan € N. La clase de las gréficas finitas es HS,,-cerrada (véase [?,
Teorema 3.2]).

11
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(e) Para cada n,m € N con n < m. La clase de las gréficas finitas es HSJ-
cerrada (véase [?, Teorema 3.3]).

En relacion con el Problema 77, en este capitulo se exponen dos resultados:

(f) Seam € Nconn > 4.Si X y Y son continuos tales que SF,,(X) es homeo-
morfo a SF,(Y), entonces X es un continuo localmente conexo casi enrejado si
y solo si Y es un continuo localmente conexo casi enrejado (véase el Teorema
77).

(g) Seam € Nconn > 4. Si X yY son continuos tales que SF,(X) es
homeomorfo a SF,(Y), entonces X es grafica finita si y solo si Y es grafica
finita (véase el Teorema ?77).

3.1. Familia SF,—cerrada.

Como primer paso para probar que las graficas finitas tienen n-ésimo pro-
ducto simétrico suspensién 1inico, se demuestra la propiedad que se conoce como
SF,,-cerrada.

Dado un continuo X, denotamos por H(X) un hiperespacio de X. Una clase
de continuos A es H-cerrada si para cualesquiera X € A y Y un continuo tal que
H(X) es homeomorfo a H(Y), se cumple que Y € A.

En esta seccién se demuestra: (i) que la familias de los continuos localmente
conexos casi enrejado es SF,- cerrada, Teorema 77,y (ii) que la familia de las
graficas finitas es SF),- cerrada, vea Teorema 77.

Lema 3.2. Sean X una grdfica finita yn € N con n > 4.

(a) Si A € clp, (x)(Kx(i1,...,im)), entonces |[ANintx (E;)| < ij, para cada

je{l,...,m}.
(b) La tnica componente de £,(X) contenida en clp, (x)(Kx(i1,...,im)) es
’Cx(il, . 7im).
Demostracion. (a) Sea A € clp, (x)(Kx(i1,...,im)). Supongamos que existe

j € {l,...,m} tal que |A Nintx(E;)| > ;. Sea {Ax}}2, una sucesién en
Kx (i1, ...,1m) que converge a A. Notemos que [AN E;| > |[ANintx (E;)| > i;.
Por otro lado, la sucesién {A, N E;}72, converge a ANE; y |AyNE;| =i; lo
cual es una contradiccién.

(b) Por Teorema ??, Kx(i1,...,4m) es una componente de &,(X) contenida
en clp, (x)(Kx(i1,...,%m)). Supongamos que existe Kx (I1,...,ln) componente
de &,(X) distinto de Kx (i1,...,im) contenida en clp, x)(Kx (i1,...,%m)). Por
Lema ??(b), existe jo € {1,...,m} tal que i, # ;.

Caso 1. ij, <lj,.

Sea A € Kx(l,...,lm). Esto implica que [;, = [ANintx(E},)|. Como A €
clp, (x)(Kx(i1,...,im)), por (a), [ANintx (£, )| < ij,. Asi, [;, < ij, lo cual es
una contradiccion.

Case 2. i;, > ;.
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Esto implica que existe j; € {1,...,m} tal que i;, <l;,. De manera similar
como en el Caso 1, tenemos una contradiccion. O]

Teorema 3.3. [?, Teorema 3.1] Para un continuo localmente conexo X las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) X es casi enrejado.
(b) Para cada n € N, £,(X) es un subconjunto denso de F,(X).
(c) Cada subconjunto abierto y no vacio de X contiene un arco libre de X.

Teorema 3.4. Sean € N conn > 4. Si X es un continuo localmente conexo
casi enrejado, entonces no existen vecindades de Fx en SF,(X) encajables en
R™.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de SF,(X) tal que Fx € U. Por
un lado, U — {Fx} es un subconjunto abierto de SF,(X), y como la funcién
cociente g% es continua, entonces (q% )~ (U — {Fx}) es un subconjunto abierto
de F,(X). Sea V = (¢%) " (U — {Fx}). Sea {a} € F;(X). Como ¢x es continua,
existe un § > 0 tal que

ax(Bp,(x)({a},d)) CU. (3.1)

Como X es conexo, la cardinalidad de Bx(a,d) no es finito. Asi, podemos
tomar b € Bx(a,d) tal que b # a. Luego, {a,b} € Bp,(x)({a},d). Por (?7),
g% {a,b}) € U. Mas atn, ¢ ({a,b}) e U — {Fx}. Asi, {a,b} € V.

Como X es un continuo localmente conexo casi enrejado, por Teorema 77,
&, (X) es un subconjunto denso de F,,(X). Como {a,b} € F,,_1(X) y V es una
vecindad de {a,b} en F,(X), por Teorema ?7?, tenemos que V no es encajable
en R™. Asi, ¢5% (V) =U — {Fx}, no es encajable en R". Como U — {Fx} C U,
tenemos que U no es encajable en R™. O

Teorema 3.5. [?, Proposicidn 1] Sean X un continuo y k € N.

(a) SiV C X es una k-celda y U es un subconjunto abierto de X tal que
UNV #0, entonces existe una k-celda T tal que T C UNV.

(b) SiV C X estal que V= I® y U es un subconjunto abierto de X tal que
UNV #0, entonces U NV contiene un espacio homeomorfo a I*°.

Dado n € N con n > 2 y un continuo Z, consideramos la siguiente notacion.

SE(Z2)={A¢€
SF,(Z): A tiene una vecindad en SF),(Z) la cual es una n-celda}.

Observacién 3.6. Sean € N con n > 4.

(a) Si Z es un continuo, entonces SE,(Z) es un subconjunto abierto de
SF.(Z).

(b) Si X es una grifica finita, entonces las componentes de SE,(X) son los
conjuntos de la forma:
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O (Kx (i1, ...y im)).

Teorema 3.7. Sean X, Y continuos localmente conexos casi enrejados yn € N,
conn > 4.

(a) Entonces ¢3 (E,(Y)) = SEL(Y).

(b) Si h: SF,(X) — SF,(Y) es un homeomorfismo, entonces h(q%x(A)) #
Fy, para cada A € &,(X).

Demostracion. (a)Por el Teorema 7?7, £,(Y) C F,(Y)—F1(Y). Sean A € £,(Y)
y U una vecindad de A en F,(Y) tal que U es una n-celda. Por el Teorema ?7?,
podemos suponer que Y C F,(Y) — F1(Y). Como ¢} es un homeomorfismo,
¢y (U) es una vecindad de g3 (A) en SF,,(Y) la cual es una n-celda. Asi, ¢3-(A) €
SEL(Y). Por tanto, g3 (£,(Y)) C SEL(Y).

Por otro lado, por el Teorema ??, Fy ¢ SE,(Y). Asi, SE,(Y) C SF,.(Y) —
{Fy}. Como ¢j- es un homeomorfismo, de manera similar al parrafo anterior,

(b) Se sigue del Teorema ?? y el inciso (a). O

Lema 3.8. Sean € N conn >4. Si X yY son grdficas finitas y h : SF,(X) —
SF,(Y) es un homeomorfismo, entonces £,(X) = (¢% ) (h ™1 (q5 (En(Y))).

Demostracion. Por el Teorema ?7(a), tenemos que
Gy (En(Y)) = SE(Y) = (SEn(X)) = h(gk (En(X)))-
O

Lema 3.9. Sean X un continuo y n € N. Entonces £,(X) es un subconjunto
denso de F,,(X) si y solo si SE,(X) es un subconjunto denso de SF,(X).

Demostracion. Como g% : F(X)—F1(X) — SF,(X)—{Fx} es un homeomor-
fismo, entonces ¢ (€, (X) — F1(X)) = SEL(X) — {Fx}. Asi, £,(X) — F1(X) es
un subconjunto denso de F,(X) — Fy(X) siy solo si S€,(X) — {Fx} es un sub-
conjunto denso de SF,(X) — {Fx}. Asi, el resultado se sigue del hecho de que
F,(X)—F1(X) es denso en F,,(X) y SF,(X)—{Fx} es denso en SF,(X). O

Lema 3.10. Sean X yY continuos tales que SF,,(X) es homeomorfo a SF,(Y),
para alginn € N conn > 4. Entonces X es un continuo localmente conexo casi
enrejado si y solo st Y es un continuo localmente conexo casi enrejado.

Demostracion. Sea h: SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo y supongamos
que X es un continuo localmente conexo casi enrejado. Por el Teorema 77, Y es
un continuo localmente conexo. Por el Teorema ?7?, tenemos que &,(X) es un
subconjunto denso de F, (X) y asi, por el Lema ??, S&,,(X) es un subconjunto
denso de SF,(X). Asi, h(S€,(X)) es un subconjunto denso de SF,,(Y’). Como
hMSEL(X)) = SEL(Y), por el Lema ??, tenemos que &,(Y') es un subconjunto
denso de F,(Y). Asi, por el Teorema ??, Y es un continuo localmente conexo
casi enrejado. O



3.2 En los espacios [ y ! 15

Teorema 3.11. Sean € N conn > 4. Si X,Y son continuos tales que SF,(X)
es homeomorfo a SF,(Y), entonces X es grdfica finita si y solo si Y es grdfica
finita.

Demostracion. Supongamos que X es una grafica finita. Por el Teorema 77,
tenemos que &,(X) es un subconjunto denso de F,,(X) con un niimero finito
de componentes. Por Lema ?7?, tenemos que S&,(X) es un subconjunto denso
de SF,(X); més ain, por Teorema ?? (a), S€,(X) tiene un nimero finito de
componentes. Asi, S€,(Y) es un subconjunto denso de SF,(Y) con un nimero
finito de componentes. Por otro lado, por el Lema 7?7, Y es un continuo lo-
calmente conexo casi enrejado. Por el Lema ?? y Teorema ?? (a), tenemos que
E,(Y) es un subconjunto denso de F,(Y") con un nimero finito de componentes.
Por el Teorema ?7?, Y es una grafica finita. O

El Teorema 7?7 demuestra lo que se conoce como: la clase de las graficas
finitas es SF,,-cerrada.

3.2. En los espacios [ y S!

Sea m € N con m > 3. Una 6, grafica es la unién de m arcos Fy, ..., Ep,
compartiendo los mismos puntos extremos u y v y que satisfacen que F; N E; =
{u,v}, para i # j. Véase [?, p. 221].

Lema 3.12. Seann € N, conn > 2, y X una grdfica finita con R(X) # 0.
Si X no es una 0,, grifica, entonces

(N{clsr, x)(ax (K%)) : Bj € As(X)} = {Fx}.

Si X es una 0, grdfica, entonces
N{clsr, x)(ax (K%)) : Bj € As(X)} = {Fx, qx ({u,v})}.

Demostracion. Sean E; € Ag(X) y p € intx(E;). Como {p} se puede apro-
ximar por elementos de IC&, tenemos que {p} € chn(X)(IC%(). Asi, Fx €
clsr, (x)(gx (K%)). Luego, Fx € ﬂ{clSFn(X)(qX(lCﬂ()) : Ej € Ag(X)}. Ademds,
si X es una 6, grafica, entonces u,v € Ej, para cada j € {1,...,m}. Co-
mo n > 2, podemos aproximarnos a {u,v} con elementos de ICg(. Esto impli-
ca que {u,v} € Can(X)(’Cg()- Asi, gx ({u,v}) € CISFH(X)(qX(ICi()). Por tanto,
ax ({u,v}) € N{elsp, (x) (ax (K)) : Ej € As(X)}.

Supongamos que existe x € ({clsp, (x)(ax (K%)) : E; € As(X)} — {Fx}.
Sea A € F,(X) — F1(X) tal que ¢x(A) = x. Como X es una gréfica finita y
R(X) # 0, sabemos que [As(X)| > 2y [N As(X)| < 2. Dado E; € Ag(X),
existe una sucesion {4;}32, en K% tal que {gx(4;)}32, converge a x. Asi, la
sucesién {A4;}22, converge a A. Luego, A C E;. Por tanto,

Ac)As(X). (32)
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Como |A| > 2, por (?7), tenemos que | [ As(X)| = 2. Asi, |[A| = 2.

Si X no es una 6, gréfica, tenemos que | [ As(X)| < 2. Por (??), tenemos
que |A| < 2, lo cual es una contradiccién. Por tanto, tal x no existe. Por tanto,
N{clsk, (x)(ax (%)) : Ej € As(X)} = {Fx}.

Si X es una 6, grafica, tenemos que (| Ag(X) = {u,v}. Como A C () Ag(X)
y A ¢ Fi(X), entonces A = {u,v}. Asi, tenemos que x = ¢x({u,v}). Por
tanto, x € {Fx,qx({u,v})}. Asi, N{clsr,(x)(ax(K%)) © E;j € As(X)} =
{Fx,ax({u,v})}. 0

Lema 3.13. Sea Y un continuo localmente conezo.
(a) SiY es homeomorfo a[0,1] 0 a S*, yn € {2,3}, entonces E,(Y) = F,(Y).
(b) Si R(Y)# 0 yn €N, entonces E,(Y) C F(Y).

Demostracion. (a) Como R(Y) =0, por [?, Lema 5.1, F,,(Y) C &,(Y).
(b) Como R(Y) # 0, por Teorema 77, £,(Y) C F,(Y). O

Teorema 3.14. [?, Teorema 2.5] Sean X un continuo localmente conezro y
neN. Si Ae F,(X) yU es una vecindad de A en F,,(X), entonces existe una
coleccion finita Vi, ..., V|4 de subconjuntos ajenos por pares, abiertos y conexos
de X tales que A € (V1,...,V]a)) Cintp, (x)(U).

Dada una variedad M, la frontera como variedad de M la denotamos por

oM.

Teorema 3.15. Sean Y un continuo yn € N con n > 2.

(a) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,([0,1]), entonces Y es un arco.

(b) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,(S'), entonces Y es una curva cerrada
simple.

Demostracion. Durante toda la prueba vamos a considerar a X como el espacio
[0,1] o el espacio S' y sea h : SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo. Por
Teorema ?7, tenemos que Y es un continuo localmente conexo.

Caso 1. n € {2,3}.

Lo primero que haremos en este caso es demostrar que R(Y) = (). Para hacer
esto, supongamos que existe a; € R(Y) y sea az € Y — {a1}. Si gy ({a1,a2}) =
h(Fx), entonces gy ({a1,a}) # h(Fx), para cada a € Y — {a1,as}. Por tanto,
podemos suponer que gy ({a1,a2}) # h(Fx). Sea A = {a1,a2}. Notemos que
h=Hay (A)) € SF.(X) — {Fx, h™ (Fy)}. Asf, (q%) (A (gv (4))) € Fu(X) —
Fi(X). Como R(X) = 0, por Lema ??(a), (¢%) *(h7(gv(A))) € E.(X). Asi,
existe una vecindad U de (¢%)~'(h!(qv(A))) en F,(X) — Fi(X) la cual es
una n-celda. Luego, ¢x(U) es una n-celda y es vecindad de h™!(gy(A)) en
SF,(X) — {Fx}. Por tanto, existe una vecindad U’ de h='(qy (A)) la cual es
una n-celda tal que U’ C qx (U)N(SE,(X) —{Fx,h 1 (Fy)}). Asf, h(U’) es una
n-celda y es vecindad de gy (A) en SF,(Y) — {h(Fx), Fy}. Asi, (¢;-)"(h(UL"))
es una n-celda y es vecindad de A en F,(Y) — F1(Y). Por tanto, A € &,(Y).
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Por otro lado, por Teorema ??, A ¢ £,(Y). Asi, tenemos una contradiccién. Por
tanto, Y es un arco o una curva cerrada simple

(Caso n = 2) Como SF5(S') es homeomorfo al Plano Proyectivo Real RP?
y SF5([0,1]) es homeomorfo a [0,1]? ([?, Ejemplos 3.1 y 3.3]), tenemos que Y’
es homeomorfo a X.

(Caso n = 3) Como SF»(S1) se puede encajar en SF3(S?), entonces SF3(St)
no es encajable en R3. Por otro lado, un modelo para F3([0,1]) es una esfera
unitaria (véase [?, Section 3]), donde Fi([0,1]) es un didmetro. Asi, SF5([0,1])
se puede encajar en R3. Por tanto, Y es homeomorfo a X.

Caso 2. n > 4.
Por Teorema 77, Y es una grafica finita.

Como |Ag(X)| =1, por Lema ??, tenemos que &,(X) tiene una tnica com-
ponente. Por Lema ??, £,(Y) es conexo. Asi, |As(Y)| = 1. Por tanto, Y es un
arco o una curva cerrada simple.

Afirmacién 1. Si B € &,(S') y M es una vecindad de B en F,,(S') la cual es
una n-celda, entonces B estd en el interior como variedad de M.

Prueba de la Afirmacién 1. Como R(S') = 0, por [?, Corolario 4.4], tenemos
que B € F,(S') — F,_1(S!). Por Teorema ??, existen subconjuntos abiertos
y conexos ajenos por pares Vi,...,V, de S! tales que B € (Vi,...,V,) C
int g, (51y(M). Notemos que V; es homeomorfo a (0,1), para cada i € {1,...,n}.
Asi, (Vi,...,V,) es homeomorfo a (0,1)". Luego, B estd en el interior como
variedad de M.

Afirmacién 2. Si A € £,([0,1]) y An{0,1} # 0, entonces existe una vecindad
M de A en F,(]0,1]) la cual es una n-celda tal que A € OM.

Prueba de la Afirmacién 2. Supongamos que 0 € A. Como A € &,([0,1]), en-
tonces A € F,([0,1]) — F,—1([0,1]). Asi, A = {0,a2,...,a,}, donde as,...,a,
son puntos distintos en [0,1]. Sean aq,...,a, en [0,1] arcos ajenos por pa-
res tales que 0 € intjg (1), a2 € intjgj(a2),...,an € intp 1j(ay,). Sea M =
(a1,...,an). Asi, A € intp, ((0,1)(M). Notemos que M es una n-celda la cual es
vecindad de A en F,,([0,1]). Como 0 € day, tenemos que A € IM. Por tanto,
se cumple la Afirmacién 2.

Por la Afiramacién 1 y la Afirmacién 2, tenemos que &,(S*) no es homeomor-
fo a £,([0,1]). Por Lema ??, tenemos que &,(X) es homeomorfo a &,(Y). Como
Y es un arco o una curva cerrada simple, se concluye que X es homeomorfo a
Y. O

3.3. En una 0,, grafica

De ahora en adelante, cuando Y sea una grafica finita, significa que Y tiene
Ei,...,E/, aristas, con m’ € N.

Ahora, el siguiente resultado nos muestra una fuerte relacién entre los ele-
mentos de Ag(X) con los elementos de Ag(Y"), para dos gréficas finitas X, Y.

Teorema 3.16. Sean X, Y grdficas finitas, n € N conn >4 y h: SF,(X) —
SF,(Y) un homeomorfismo. Entonces se cumple lo siguiente:
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(a) Para cada E; € Ag(X), tenemos que h(qX(ngg)) = qy(IC{}‘), para algin
B, € As(Y).

(b) La relacion Ej — E es una biyeccion entre As(X) y As(Y).

Demostracion. (a) Sea E; € Ag(X). Por los Teoremas ?? y 7?7, tenemos que
h(gx (K%)) = qv (Ky (i1, ..., im)), para alguna componente Ky (i1, ..., %) de
E,(Y). Vamos a considerar el conjunto M’ = {j € {1,...,m'} : i; # 0} y sea

r’ = |M’|. Por conveniencia, supongamos que M’ = {j1,...,j} y notemos que
Ky (i1, ... ip) C (inty (E,), ..., inty (£} )). Vamos a demostrar que r’ = 1.
Para esto supongamos que 1’ > 2.

Afirmacion. intFn(y)(Clpn(y)(ICy(il, ey im/))) = /Cy(il, . ,im/).

Prueba de la afirmacion. Notemos que
/Cy(il, e ,’im/) C intF”(y)(CIF”(y)(’Cy(il, . ,im/))).

Vamos a demostrar que intp, vy (clg, (v)(Ky (i1, ..., im))) C Ky (i1,...,0ims).
Para probar esto, sea A € intp, (v)(clg, (v)(Ky (i1,...,im’))). Vamos a probar
que ( ) AﬁR( )_0 y (ii) Aan(Y) _anl(Y)'

Demostremos (i). Supongamos que existe p € AN R(Y). Sea r > 0.

Como A € clp, (v)(Ky (i1, ... ,im’)), existe B € Ky (i1,...,%m/) de tal mane-
ra que H(A, B) < 7. Asf, existe un punto b € B de tal manera que dy (p,b) <
Como B € (inty(Ej ),...,inty (B} ), existe £, € {E],...,E} } tal que
b € inty (E.). Comop € R( ), existe E| € As( ) — {E } tal quep € Ej.
Sea ¢ € inty (Fj) — B tal que dy(c,p) < 2 y sea C = (B — {b}) U {c}. Como
dy (¢c,b) < §, tenemos que H(C,B) < §. Asi, H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C) <
r. Mas atn, |C Ninty (E})| = 1+ |B Ninty (E})|. Como B € Ky (i1,...,im’),

tenemos que |C N inty(E})| = 1+ i;. Por Lema ?7?(a), tenemos que C' ¢
Can(y) (Ky (815 -y mr))-
Asi, A & intp, (vy(clp, (v)(Ky(i1,...,im))), lo cual es una contradiccién.

Por tanto, AN R(Y) = (). Luego, (i) se cumple.

Demostremos (ii). Supongamos que A € F,,_1(Y). Como AN R(Y) = ), te-
nemos que A € (inty (£ ), ..., inty (£} ) Nelp, vy (Ky (i1, .. ,im’)). Por Lema
?7?(a), tenemos que |ANinty (E£})| < i;, para cada j € M'. Como A € F,,_1(Y),
existe un elemento j, € M’ tal que |A Ninty (£ )| < ij,. Como 1" > 2, po-
demos tomar js € M’ — {jx}. Sean | = n — |A] y r > 0. Eligiendo puntos
distintos por pares by,...,b € inty(E] ) — A tales que H(A, B) < r, donde
B = AU{by,...,b}. Notemos que |BN mty(E’)\ = |ANinty (E})|, para cada
JE M’ — {]s}

Supongamos que |B M inty (£ )| < i;,. Notemos que

B = Z|anty(E;)|
JEM’

S° [Bninty(E)| + |BNinty (E},)| +|B Ninty (E})]
JEM'—{ji.js}

ST |Aninty (B))| + |ANinty (E),)| +|B N inty (B} ).
JEM'—{jr,js}
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Por Lema ??(a) y como |[A Ninty (E}, )| < i, , se sigue que

1Bl < Y i ANty (B + i,
JEM' —{jr.js}
< Z ij + ijk + ijs'
jeM/_{jkajs}
Como Z i; = n, tenemos que |B| < n lo cual es una contradiccién.
jeM’

Esto implica que |B N inty (£’ )| > i;,. Luego, por el Lema ?? (a), B ¢
clp, vy (Ky (i1, ..., im’)). Asi, dado r > 0, B(A,7) & clp, vy(Ky (i1, ... 0m)).
Por tanto, A ¢ intp, (v)(clp, (v)(Ky (i1, ...,im))) lo cual es una contradiccion.
Por tanto, A € F,(Y) — F,_1(Y). Luego, (ii) se cumple.

De acuerdo con [?, Corolario 4.4], A € £,(Y"). Sea C la componente de &,(Y)
que contiene a A. Por Lema ?7?, tenemos que C es un subconjunto abierto de
F,(Y). Como A € clp, (v)(Ky (i1, ..., im)), entonces C N Ky (i1,...,im:) # 0.
Por Teorema ??, tenemos que C = Ky (i1,...,im/). Asl, A € Ky (i1,...,0m).
Por tanto, intp, (v)(clp, (vy(Ky (i1, ..., im))) C Ky (i1, ..., im’). Esto completa
la prueba de la Afirmacién.

Consideremos A € F,(X) tal que h(¢gx(A)) = Fy y A" € F,(Y) tal que
h=(qy(A")) = Fx. Sean F = F,,(X) — (F1(X)U{A}), F' = F,(Y) — (Fy(Y)U
{A’}), v g el homeomorfismo (qy|#)~!oho (¢x|r) de F en F'. Notemos que
ICg( C F, por la parte (b) del Teorema ??. Asi, Ky (i1,...,im ) C F'. Co-
mo clx(K%) = (E;) N F, tenemos que intx(clz(K%)) = (intx(E;)) N F. Por
la Afirmacién y como F’ es un subconjunto abierto de F,(Y), tenemos que
int]:/ (Cl]:/ (Ky(il, “ee ,im/)))

= intz(clp, () (Ky (i1, ..o im)) N F')

= intFn(y)(CIFn(y)(’CY(ila"~aim’))m]:/)m]:/

= intFn(Y)(Can(Y) (Ky(il, ey Zm’))) N intFn(y) (.7:/) N F'
= intFn(y)(Can(Y)(ICY(ih---aim’)))ﬂ]:/

= Ky(il,...,im/)ﬂ]:/

= Ky(ir,- . ims).

Notemos que: g(int = (clz(K%)) = int 7 (clz (Ky (i1, - . ., imr))). Asi, tenemos
lo siguiente g((intx (E;)) N F) = Ky (i1,...,im), lo cual contradice al hecho de
que g(K%) = Ky (i1,...,im’), pues int #(clz(K%)) # K% . Por tanto, ' = 1.

(b) Como ICg( es asociado a IC{,”’, entonces F; es asociado a E;»h. Supongamos
que Ej es asociado a Ej y que Ej = Ej . Esto implica que, IC{}L = IC%?. Asi,
G (K38) = g (KK4). Por la parte (a), tenemos que h(g% (K%)) = h(g% (KY)), v
esto implica que g% (K% ) = ¢%(KY%). Por tanto, K% = K. Asi, tenemos que
E; = B O

El siguiente resultado muestra que las 6, graficas tienen n-ésimo producto
simétrico suspensién 1nico.
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Teorema 3.17. Sean m,n € N con n > 4. Si X es una 0,, grdfica, entonces
X tiene n-ésimo producto simétrico suspension 1unico.

Demostracion. Sean Y un continuo tal que h: SF,(X) — SF,(Y) es un ho-
meomorfismo. Por el Teorema 7?7, Y es una grafica finita. Por el Teorema 77,
R(Y) # 0. Recordar que Ef,...,E! , son las aristas de Y, para algin m’ € N.
Por la parte (b) del Teorema 77, tenemos que la asociacién Ej; +— E} es una
biyeccién entre Ag(X) y Ag(Y), es decir, m = m/. Mds ain, por el Lema 7?7 y
la parte (a) del Teorema ?7:

2 = H{Fx,qx({u,v})}|
= [h({Fx,qx({uw,v})})]
= |h(m{CISFn(X)(QX(ICg()) Ej € As(X)})|
= [Mclse,v)(h(q ( %{))) Ej e As(X)}|
= |clsr,(v)(av (K3")) : E GAS(Y)}\-

Asi, por el Lema ??, Y es una 6, grafica. Por tanto, Y es homeomorfo a X. [

3.4. En una grafica finita

En esta seccidn, demostramos la unicidad del n-ésimo producto simétrico
suspension para cualquier gréafica finita.

Teorema 3.18. Sea X es una grdfica finita tal que R(X) # 0 y X no es una
O grdfica. Sin € N conn >4, Y wuna grdfica finita y h: SF,(X) — SF,(Y)
un homeoforfismo, entonces h(Fx) = Fy.

Si también suponemos:

(1) Ej € Ar(X) siy solo si B, € Ap(Y) y
(2) Ej € Ap(X) siy solo si B, € Ap(Y),
entonces X is homeomorphic to Y .

Demostracion. Por el Lema 77,

(elsr, o) (ax (K%) : Bj € As(X)} = {Fx}. (3.3)

Por el Teorema 7?7, Y no es homeomorfo a una 6,,, grafica, con m’ € N. Asi
que, por el Lema 77,

ﬂ{Clan(Y) (av (K3)) - E; € As(Y)} = {Fv}. (3.4)

Por (??), por Teorema ?? (a) y por (?7?), tenemos que

h{Fx}) = Mclsp, ) (hlax(K%))) : Ej € As(X)}
= ?{CI}SFW(Y)(CIY(’C%) 1 Ej € As(Y)}
= FY
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Por tanto, h(Fx) = Fy.

Notemos que, si A € F,,(X)—F;(X), entonces gx(A) # Fx. Asi, h(gx(A)) #
Fy . Por tanto, existe By € F,(Y)—F1(Y) tal que gy (Ba) = h(gx(A)), es decir,
la funcién

g=(¢5) " ohogk: Fu(X) - Fi(X) = F,(Y) — Fi(Y),

dada por g(A) = B4, es un homeomorfismo.
Para cada E; € Ag(X), sea

K:n(Ej,X) = ClF (X)(IC ) Fl(X)

De acuerdo al Teorema ??, tenemos que h(qx(K%)) = gy (Ki), para algin
E € As(Y), donde K3! C (inty (EY,)).
Afirmacién 1. Sea E; € Ag(X). Entonces

(D) 9(Kn(Ej, X)) = Kn(Ej,, V).
(I [E; N R(X)[ = |Ej, N R(Y)].
(IIT) Si A € K,,(E;, X), entonces |AN R(X)| = |g(A) N R(Y)|.
(IV) SiA,BeK, ( X) tales que ANR(X) = {p} y BAR(X) = {p}, entonces

g(A) N R(Y) = ( )N R(Y).

Prueba de la Afirmacion 1.
(I) Como g es un homeomorfismo, por Teorema ?? (a), tenemos lo siguiente

9(Kn(Ej, X)) = g(clp,(x) (K%) — F1(X))
g(CIFn,(X)—F1(X)(_ICg())
clp, (v)-r () (KY)

CIF (y)(lcjh) — Fl(Y)

= K.(F,,Y).

In?

Por tanto se cumple (I).

(IT) Esto se sigue de (1) y (2).

(ITT) Sea A € K, (Ej, X).

Notemos que |A N R(X)| = 0 siy solosi A € intp,(x)((E;)) siy solo si
g(A) €intp, (y)(<E )) siysolosi|g(A) NR(Y)| = 0.
Caso 1. Supongamos que |[E; NR(X)|=1.

Por (II), note que [E} N R(Y)| = 1. Luego, |[AN R(X)| = 1 si y solo si
A € bdp, (x)({(Ej)) — F1(X) siy solosi g(A) € bdg, (v)((E],)) — F1(Y) si y solo
si|g(A)NR(Y)| =1.

Caso 2. Supongamos que |E; N R(X)| = 2.
Sea {p,q} = E;NR(X), con p # ¢. Por (1) y (2), tenemos que E;h NR(Y) =
{p',q'}, donde p’ # ¢'. Consideremos lo siguiente en F,(X).

Ai = {B € bdp,x)((Ej)) = F1(X) : BN R(X) = {p}},
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As = {B € bdp, (x)((E;)) — Fi(X) : BN R(X) = {q}},
As = {B € bdg, (x)((E;)) — Fi(X) : BN R(X) = {p,q}}.

Notemos que bdg, (x)((Ej)) — F1(X) = A1 U Ay U A3. De manera similar,
definimos en F,(Y), Aj, Ay, A, para obtener ban(y)(<E;-h>) —F(Y) =AU
Ay U As.

De lo anterior obtenemos lo siguiente: (i) A1, A2 son subconjuntos abiertos de
bdp, (x)({(E;)) — F1(X). De manera natural, A;,A; son subconjuntos abiertos
de bdpn(y)((E;h)) — F1(Y). (ii) el interior de A3 en bdp, (x)({(E;)) — F1(X) es
vacio. De manera natural, el interior de Az en bd Fo(Y) ((E;h>) — F1(Y) es vacio.

Como g(bdp, (x)((Ej))—F1(X)) = ban(y)(<EJ/-h>) —F(Y), entonces g(A; U
As) € AJUAUA;. Por (i) y (i), tenemos que g(A; UAy) C A UA,. De manera
similar, obtenemos que g~ (A} U Ay) C Ay U Ag. Asi, g(A; U Ay) = Aj U Ay,
Luego, g(As) = As. Es decir, [ANR(X)| = |g(A)NR(Y)|. Por tanto, se cumple
(I10).

(IV) Supongamos que A = {p,a1,...,as} vy B = {p,b1,...,b} tales que
I <s.

Sea a;: [0,1] — E; una funcién continua tal que ;(0) = a; y a;(1) = b;,
para cada ¢ € {1,...,{}. Dado ¢ € {1,...,1}, como a;,b; € intx(E;) podemos
suponer que «;(t) ¢ R(X), para cada t € [0, 1].

Sil < s, sea ag: [0,1] — E; una funcién continua tal que ay(0) = ax
y arp(l) = p, para cada k € {{+1,...,s}. Dado k € {l +1,...,s}, como
a, € intx (E;), podemos suponer que oy (t) ¢ R(X), para cada t € [0,1).

La funcién «a: [0,1] — K,(E;, X) definida por a(t) = {p} UU_{a(®)},
para cada t € [0,1] es continua. Ademds, a(0) = A y a(l) = B. Note que
p € a(t)NR(X), paracadat € [0,1]. Dado t € (0,1), sea w € a(t)NR(X). Thus,
w=powée J_{a(t)} Siw e J,_{ai(t)}, entonces existe sy € {1,...,s}
tal que o, (t) = w. Asi, as,(t) € R(X), lo cual es una contradiccién. Por tanto,
w = p. Luego, a(t) N R(X) = {p}, para cada t € [0,1]. Por (III), tenemos que
19(4) N R(Y)[ = 1. Sea {p'} = g(4) 0 R(Y).

Sea T = {t € [0,1] : p' € g(a(t))}. Notemos que T es un subconjunto
cerrado del [0,1] y 0 € T. Supongamos que T # [0,1]. Sea to = inf([0,1] — T')
y sea {t;}$2, una sucesién de elementos en [0,1] — T la cual converge a t.
Sea w € B N R(Y) — {p'}. Entonces w € g(a(t;)), para cada i € N. Como
{g(a(t;))}2, converge a g(a(ty)), tenemos que w € g(a(tp)). Como tg € T,
tenemos que w,p’ € g(a(ty)), lo cual es una contradiccién, ya que por (III),
lg(a(te)) N R(Y)| = 1. Asi, T = [0,1]. Por tanto, g(B) N R(Y) = {p'}. Asi,
g(A)NR(Y) = g(B) N R(Y). Esto completa la prueba de la Afirmacién 1.

Vamos a definir una biyeccién entre R(X) y R(Y).

Sea p € R(X) y supongamos que p € Fy. Sea A € K, (E1,X) fijo tal que
AN R(X) = {p}. Por Afirmacién 1 (I), g(A) € K, (£1,,Y). Por Afirmacion 1
(III), |[g(A) N R(Y)| = 1. Sea p’ € Y tal que {p'} = g(A) N R(Y"). Notemos que
p € Ey,.
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Vamos a probar que p’ no depende de la eleccién de A ni de la eleccién de
Ey, es decir,sit € {2,...,m} estal que p € E; y B € K,,(Et, X) de tal manera
que BN R(X) = {p}, entonces g(B) N R(Y) = {p'}. Para probar esto, vamos a
considerar Ey, E;, Ay B como los acabamos de mencionar.

Por Afirmacién 1 (1), g(B) € K, (E;,,Y) y por Afirmacién 1 (III), [g(B) N
R(Y)|=1.Sea ¢’ €Y tal que ¢ = g(B) " R(Y) y note que ¢’ € Ej}, .

Tenemos que probar ¢’ = p'.

Fijamos ¢t € {2,...,m} tal que i1 +i; = n. Como Kx(1,t) es una componente
de £,(X), entonces g(Kx(1,t)) es una componente de &,(Y"). Por [?, Lema 4.1],
existe una componente (inty (Ej ),...,inty (£] ))) de F,,(Y) — R, (Y) tal que

g(Kx(1,6)) C (inty (E},),...,inty (E},)). (3.5)

Afirmacién 2. Existen z,s € {l1,...,l,»} tales que £, = E}, and E = E} .

Prueba de la afirmacidon 2. Sean a € intx(E1) y C = {p,a}. Asi, C €
clp, (x)(Kx(1,t)) N Kn(Ey, X). Por (??) y por Afirmacién 1 (I), tenemos que
g(C) € clp, vy ({inty (E] ), ... 7inty(El’r,)>)ﬁICn(E'ih,Y). Por Afirmacién 1 (III),
[9(CYNR(Y)| = 1. Como h(Fx) = Fy, tenemos que g(C) ¢ F1(Y). Asi, de
9(C) € Kyn(E1,,Y), tenemos que g(C) Ninty (E7, ) # 0. Si Ej, # EY, para cada
j€{li,..., L}, entonces g(C) ¢ clp, (v)({inty (£} ),...,inty (E] ,))), lo cual es
una contradiccién. Asi, existe z € {l1,...,l+} tal que E. = E7 . De una manera
similar, existe s € {l1,...,l»} tal que E] = E}, . Esto completa la prueba de la
Afirmacién 2.

Ahora, de (??) y la Afirmacién 2, se mantiene la siguiente:

g(’Cx(L t)) C <inty(E£h), inty(E;/h), . ,il’lty(El/T/ )> (36)

Afirmacién 3. p',¢' € E;, NE, .
Prueba de la afirmacion 3. Fijamos C € clp, (x)(Kx(1,t)) N K, (£, X) tal
que C N R(X) = {p}. Por Afirmacién 1 (III), [¢(C) N R(Y)| = 1. Como
C € K, (E1,X), por Afirmacién 1 (IV), g(C)NR(Y) = {p'}. Por (??) y por Afir-
macién 1 (I), g(C) € (inty (E1, ), inty (£}, ), ..., inty (£ ,))NK,(E1,,Y). Como
9(C) € Ku(E1,,Y) y 9(C)NR(Y) = {p'}, entonces g(C) — {p'} C inty(Ej],).
Como g¢(C) € (inty (EY, ), inty (E}, ), ..., inty (E] ,)), entonces g(C) N Ej, # 0.
Ast, g(C)NE;, = {p'}. Luego, p’ € E}, .

De una manera similar, si fijamos D € clp, (x)(Kx(1,t)) NI, (Ez, X) tal que
DN R(X) = {p}, entonces g(D) N E], ={q'}. Asi, ¢ € E,.

Por tanto, p’, ¢’ € E], N E}, . Esto completa la prueba de la Afirmacién 3.

Sea P = {Ej S AS(X) IpeE EJ} y k= |P‘

Supongamos que p’ # ¢’

Sea E; € P. Fijamos C € K,,(E;, X) tal que CNR(X) = {p}. Por Afirmacién
1 (I), [g(C) N R(Y)| = 1. Sea px € Y tal que g(C) N R(Y) = {px}. Note que
px € E}h. Al tomar E; en lugar de E; en las Afirmaciones 2 y 3 tenemos que
p',px € B}, N B}, . De manera similar, se obtiene que ¢', px € Ej, N, . Asi,

p',q € ), para cada E; € P. (3.7)
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Como Y no es una 0y, grifica, existe £\ € As(Y) talque p’ € B, y ¢ ¢ E),,
op ¢ B\, yq € E),, . Es suficiente considerar solo el caso en que p' € E}, y
q' ¢ B, . El otro caso también nos conduce a una contradiccién.

Recordemos que AN R(X) = {p} y p € E;. Més aun, sabemos que g(A) N
R(Y) = {p'} v g(A) € K, (£1,,Y). Tomamos B’ € K,(E},,Y) tal que B'N
R(Y) = {p'}. Por la Afirmacién 1 (I1I), |g~5(B) N R(X)| = 1. Sea ¢; € X tal
que g 1 (B')NR(X) = {q1}. Notemos que ¢q; € E).

Dado que Y satisface condiciones métricas como X, con argumentos similares
como en la Afirmacién 2 y Afirmacién 3, obtenemos que p,q1 € F1 N Ey. Asi,
Ex €P. Por (7?),p',q' € EY,, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, ¢’ = p/.

Sea P' = {E] € As(Y) : p' € E}}. Por tanto, Ej € P siy solosi B} € P'.
Asi, |P| = |P’|. Con esta dltima igualdad y las hipétesis (a), (b), tenemos que
ord(p, X) = ord(p',Y).

Como p’ no depende de la eleccién de E; € P ni del elemento B € K,,(E;, X),
lo denotamos como py,. De esta manera, tenemos una funién ¢: R(X) — R(Y)
dada por ¢(p) = py. Notemos que ¢ satisface la siguiente propiedad:

Sipe R(X)y A e K,(E;,X) tal que AN R(X) = {p}, entonces g(A) €
Kn(E5,,Y) tal que g(A) N R(Y) = {ps}.

De acuerdo al Teorema 7?7, X y Y satisfacen condiciones simétricas. Con
argumentos similares, podemos definir la funcién ¢ : R(Y) — R(X), dada por
o(q) = qp-1, la cual satisface que:

Sige R(Y)y B e K,(E],,Y) tal que BN R(Y) = {q}, entonces g~ (B) €
Kn(E;j, X) tal que g7 (B) N R(X) = {gn-1}-

Por las propiedades que satisfacen ¢ y ¢, obtenemos que ¢ es la inversa de
. Por tanto, ¢ es una biyeccién entre R(X) y R(Y).

Ahora, podemos extender ¢ a un homeomorfismo entre X y Y.

Tomamos E; € Ag(X). Notemos que |E; N R(X)| = 2 implica que E; es un
arco. Sea p y ¢ los puntos extremos de E;. Entonces {p,q} = E; N R(X). Por
Afirmacién 1 (II), £} es un arco con puntos extremos ¢(p) y ¢(gq). Podemos
considerar un homeomorfismo ¢;: E; — E} tal que ¢;(p) = ¢(p) v ¢;(q) =
©(q). En el caso de que |E; N R(X)| = 1, digamos que E; N R(X) = {w},
sabemos que E? N R(Y) = {¢(w)}. Por (a) y (b), existe un homeomorfismo
wj By — Ej tal que pj(w) = p(w).

Asi, definimos ¢ : X — Y como ¢(x) = ¢;(x), si « € E;. Por [?, Teorema
9.4, pdg. 83], ¢ es un homeomorfismo entre X y Y. O

Con el teorema siguiente tenemos por terminado la unicidad del n-ésimo
producto simétrico suspensién para las gréficas finitas.

Teorema 3.19. Sea n € N con n > 4. Si X es una grdfica finita tal que
R(X) # 0 y X no es una 0, grdfica, entonces X tiene n-ésimo producto simétri-
CO SuSpension Unico.

Demostracion. Sean Y un continuo y h: SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfis-
mo. Como X es una grafica finita, por el Teorema 7?7, Y es una gréafica finita.
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Como R(X) # 0, por el Teorema ??, R(Y) # 0. Como X no es una 6, grafica
para cada m € N, por el Teorema 77, tenemos que Y no es una 0,,, grafica para
cada m’ € N.

Sea E; € Ag(X). Por el Teorema 7?7, podemos encontrar £ € Ag(Y) tal
que h(gx (K%)) = qv (K3*). Esto implica que h(gx ((E;)) —{Fx }) = av ((E},)) —
{Fy}. Por la primera parte del Teorema ??, tenemos que h(gx ((E;))) = qv ((E7, ))-
Consideramos el homeomorfismo h* = hlg, (&,)) * ¢x ((E;)) — qv ((E),)). Co-
mo gx ({£;)) es homeomorfo a SF,,(E;) y gy ((E},)) es homeomorfo a SF, (E}, ),
por el Teorema 7?7, tenemos que F; es ciclo si y solo si E;-h es un ciclo y Ej es
un arco si y solo si E’-h €s un arco.

Sea Ej € Ag(X). Por el parrafo anterior, tenemos que Ej es un arco.
Vamos a probar que Ej € Ag(Y). Supongamos que Ej ¢ Ap(Y). Sea g :
F.(X) - F(X) = F,(Y) — F1(Y) la funcién definida como g(A) = (¢3) ' o
hog%(A). Como E; € Ag(X), entonces |E; N R(X)| = 1. Sean p,a € X los
puntos extremos de F; de tal manera que E; N R(X) = {p}. Elegimos puntos
as,...,an € intx(E;) —{a} ajenos por pares. Sea A = {a, as, ..., a,}. Notemos
que A € IC&. Por el Teorema ?7, tenemos que g(4) € IC{,’L. Como E; es un
arco, usando la Afirmacién 2 del Teorema 77, existe una vecindad M de A en
F,(E;) la cual es una n-celda y A € 9M. Por el Teorema ??, podemos suponer
que M C IC&. Asi, g(M) es una vecindad de g(A) la cual es una n-celda y
g(A) € g(M). Como g(A) € K, tenemos que |g(A)| = n. Por el Teorema ?7?,
existen subconjuntos ajenos por pares, abiertos y conexos Vi,...,V,, de Ej/»h tal
que g(A) € (V1,...,V,) C intFn(E;h)(g(M)). Como Ej, ¢ Ap(Y)y g(A) € K3,
entonces g(A) no tiene puntos extremos de £ . Mds atin, podemos suponer que
ViNR(Y) = 0, para cada i € {1,...,n}. Asi, cada V; es homeomorfo a (0,1).
Por tanto, (V1,...,V,) es homeomorfo a (0,1)". Luego, g(A4) ¢ dg(M), lo cual
es una contradiccién. Por tanto, £} € Agp(Y).

De manera similar podemos probar que si £ € Ag(Y), entonces E; €
Ag(X).

Asi, tenemos probado las condiciones (1) y (2) del Teorema ??. Por tanto,
X es homeomorfo a Y. O

Como consecuencia de los Teoremas 77, 77 y 7?7, tenemos nuestro resultado
principal.

Teorema 3.20. Si X es una grdfica finita y n € N, con n > 4, entonces X
tiene n-ésimo producto simétrico suspension Unico.

Demostracion. Si R(X) = (), por el Teorema ?? X tiene n-ésimo producto
simétrico suspensién uinico.

Si X es una 6, grafica, por el Teorema 77 X tiene n-ésimo producto simétri-
co suspension unico.

Si R(X) # 0 y X no es una 6, gréafica, por el Teorema ?? X tiene n-ésimo
producto simétrico suspensién inico. O



Conclusiones

Los resultados mas importantes de este trabajo, son fundamentales para po-
der llegar a demostrar que las graficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico
suspensién tunico.

* Si X es una gréafica finita y n € N con n > 4, entonces las componentes
de &,(X) son los conjuntos de la forma:

Kx(its ... im).

Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado y n € N, con n > 4,
entonces no existen vecindades de Fx en SF,(X) encajables en R™.

* Sean € Nconn > 4. Si X,Y son continuos tales que SF,(X) es ho-
meomorfo a SF,(Y), entonces X es grafica finita si y solo si Y es gréfica
finita.

* Sean n € N, con n > 2, y X una gréfica finita con R(X) # 0.

Si X no es la gréfica 6,,, entonces

({clsr, x)(ax (K%)) : Bj € As(X)} = {Fx}.

Si X es la grafica 6,,, entonces

(Melsr, () (ax (KX)) : By € As(X)} = {Fx, ax ({u, v})}.
Sean Y un continuo y n € N con n > 2.

(a) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,([0,1]), entonces ¥ es homeomorfo
a [0, 1].

(b) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,(S'), entonces Y es homeomorfo a
St

* Sean X, Y gréficas finitas, n € Nconn > 2y h: SF,(X) = SF,(Y) un
homeomorfismo. Entonces se cumple lo siguiente:

26
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(a) Para cada E; € Ag(X), tenemos que h(qX(ICﬁ()) = qy(IC{,h), para
algin E} € As(Y).

a relacién E; — E’ es una biyeccién entre Ag and Ag(Y).
b) La relacién E; — E} bi i6 As(X) and Ag(Y

* Sean m,n € N conn > 4. Si X es la gréfica 6,,, entonces X tiene n-ésimo
producto simétrico suspensién tinico.

* Sea X es una gréfica finita tal que R(X) # 0 y X no es la gréifica 6,,.
Sin € Nconn > 4,Y una grifica finita y h: SF,(X) — SF,(Y) un
homeoforfismo, entonces h(Fx) = Fy.

Si también suponemos:
(1) Ej € Ar(X) siysolosi B} € Ag(Y) y
(2) Ej € Ap(X) siysolosi £ € Ag(Y),

entonces X es homeomorfo a Y.

* Sean € Nconn >4.Si X es una grafica finita tal que R(X) # 0 y X no
es la grafica 0,,, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico suspension
tnico.

Si X es una gréfica finita y n € N, con n > 4, entonces X tiene n-ésimo
producto simétrico suspensién unico.

Problema 3.21. Para futuros trabajos se pretende resolver los casos para cuan-
don=2yn=3.
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