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Introduccion

La frase “categoria conveniente de espacios topologicos” antecede a Steen-
rod [9] por varios anos; la introduccién de Brown [4] dice: It may be turn out
that the category of Hausdorff k-spaces is adequate and convenient for all
purposes of topology. Los requerimientos para que una categoria sea conve-
niente se enuncian en Brown [2]. A pesar de que usualmente se piensa en
Steenrod en realidad Brown [3] fue el primero en probar que los k-espacios
Hausdorft formaban lo que hoy en dia es llamado una categoria cartesia-
namente cerrada, influenciado por Cohen [7]. Una categoria conveniente de
espacios topoldgicos es una subcategoria € de la categoria Top de todos
los espacios topoldgicos que es plena y repleta tal que cumple las siguientes
condiciones:

(a) Todo complejo CW es un objeto de €;
(b) € es cartesianamente cerrada;
(¢) € es completa y cocompleta.

Se debe notar que los limites y colimites en ¥ no necesariamente coinci-
den con los correspondientes limites y colimites en Top, excepto bajo ciertas
condiciones. Algunas categorias convenientes son reflexivas o coreflexivas en
Top, las cuales son cerradas bajo limites o colimites respectivamente. Por
otro lado, los productos de objetos de ¥ en Top no estan en € necesaria-
mente, por lo cual en esta situacién el producto en % y el producto en Top
no coinciden necesariamente. Este es el caso particular de los espacios com-
pactamente generados, mas auin, el “producto compactamente generado” es
a veces preferido ante el producto usual en Top, por ejemplo, si X y Y son
complejos CW, el producto usual no necesariamente es un complejo CW,
pero si lo es con el producto compactamente generado [10].
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En el libro Categories for the Working Mathematician de Saunders Mac
Lane al final de la seccién dedicada al estudio de los espacios Hausdorff com-
pactamente generados nos dice: “...this suggests in Top we have been studying
the wrong mathematical objects. The right ones are the spaces in CGH”. Los
espacios compactamente generados fueron originalmente llamados k-espacios
por la palabra germana kompakt y fueron estudiados por Hurewicz; y se
pueden encontrar en General Topology de Kelley, Topology de Dugundji y
Rational Homotopy Theory de Felix, Halperin y Thomas. La motivacién pa-
ra su estudio a mayor profundidad inicio en la década de los sesenta pues la
categoria usual de espacios topoldgicos tenia deficiencias, en contraposicion
con los espacios topoldgicos usuales, los espacios compactamente generados
forman una categoria cartesianamente cerrada, siendo suficientemente gene-
rales aun para la mayoria de los propositos de la topologia general, formando
una categoria conveniente de espacios topoldgicos [15].

La nocién de espacios débilmente Hausdorff fue introducida por M. C.
McCord [12] para remediar la inconveniencia de trabajar con la categoria de
espacios Hausdorff. En [12] McCord nos dice que: The paper [15] of Steenrod
shows why it is convenient to work in the category of compactly generated
Hausdorff spaces. In some contexts, though, the requirement of the Hausdorff
condition can be a problem, because certain standard operations on spaces can
lead outside the category. For example, if (X, A) is a closed pair of spaces in
the category, X/A may not be in the category. There is a more general pro-
blem for adjunction spaces, and a problem for unions of expanding sequences.
In the presence of certain extra conditions (see [15]) one can be guaranteed
that the spaces remain in the category. But in some situations these condi-
tions may be absent or difficult to verify. I have learned from J. C. Moore how
one can slightly enlarge the category so that it has better closure properties,
but still has the convenient technical properties in [15]. We proceed as fo-
llows... Este agrandamiento se refiere justamente a trabajar con espacios que
son debilmente Hausdorff en lugar de los espacios Hausdorff como veremos
en la primer seccién de esta tesis. Hoy en dia los espacios compactamente
generados han llegando a ser usados en la fundamentacién de la topologia
algebraica y la teoria de homotopias en conjunto con la propiedad de ser
débilmente Hausdorff, dando lugar a su forma mas moderna como espacios
compactamente generados débilmente Hausdorff (CGWH) gracias a McCord
[12].

Inicialmente esta tesis estaba pensada para abordar el estudio de teoria
musical desde un punto de vista matematico, en particular el articulo [6], de
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ahi la necesidad de estudiar la categoria conveniente de espacios CGWH. Se-
guiremos el trabajo de Strickland [16], que me parece una visién condensada
y moderna de esta categoria.



Capitulo 1

Espacios CGWH

1.1 Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que un subcon-
junto Y C X es k-cerrado si para cada espacio K que sea compacto y Haus-
dorff y cada funcién continua u : K — X, «='(Y) es cerrado en K. Deno-
taremos por u a la familia de cerrados de (X, 7) y por k(u) a la familia de
k-cerrados, ademéas notemos que p C k().

1.2 Lema. Sea X € Set y n C P(X) tal que:
(a) X,0 €.
(b) La interseccién de cualquier subfamilia de 7 estd en 7.

(¢) La unién de cualquier subfamilia finita de n estd en 7.

Entonces 7 = {X \ U|U € n} es una topologia en X y n es la familia de
cerrados de (X, 7).

1.3 Corolario. Sea (X, 7) un espacio topolégico y n := k(u) la familia de
k-cerrados respecto a 7, entonces k(1) := {X \ U|U € n} es una topologia
en X y 7 es la familia de cerrados de (X, k(7)). Notemos que k(7) es una
topologia més fina que 7, es decir 7 C k(7).

Demostracion. Es claro que 1 cumple el inciso (a) del lema anterior, pro-
baremos los incisos restantes. Sean K un espacio compacto y Hausdorff,
u : K — X una funcién continua y {A4;} una subfamilia de 1. Notemos
que u ' ((N;iey Ai) = Nicy v (A;) es una interseccién de cerrados en K, por
lo tanto (),c; A; € 1. Ahora supongamos que {A;} es una subfamilia finita,
entonces u ' (U,c; 4i) = Uiy v~ ' (A4;) es una unién finita de cerrados en K,
por lo tanto (J,.; 4; € 7. O



1.4 Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. En lo que sigue denota-
remos kX = (X, k(7)). Diremos que X es compactamente generado (CG) si
T = k(7), es decir, si (X,7) = kX.

1.5 Definiciéon. Sea X un espacio topolégico. Diremos que es débilmente
Hausdorff (WH) si para cada espacio K que sea compacto y Hausdorff y cada
funcién continua u : K — X, u(K) es cerrado en X.

1.6 Ejemplo. Sea X un conjunto no numerable con la topologia conumera-
ble, la topologia que consiste del conjunto vacio y todos los subconjuntos de
X que tienen complemento numerable, veamos que es un espacio WH pero
no es un espacio Hausdorff. Sean A y B subconjuntos abiertos de X y su-
pongamos que son disjuntos, luego A N B también es abierto en X entonces
X\ (AN B) = X es numerable pero esto es una contradiccién ya que X es no
numerable, por lo tanto cualesquiera dos subconjuntos abiertos de X tienen
interseccién distinta del vacio, por lo tanto X no es un espacio Hausdorff. Por
otro lado, supongamos que C' es un subconjunto compacto e infinito de X y
sea {ay, fnen una sucesion infinita de elementos distintos de C'. Consideremos
los subconjuntos abiertos V,,, = X \{am1n fnen de X con m € N, los cuales sa-
tisfacen que V,,,, C V},,, si my < ma. Tenemos que {V,,,|m € N} es una cubier-
ta abierta de C, entonces existe una subcubierta finita {V,,|i € {0,..., N}}
de C, sin perdida de generalidad supongamos que m; < m;y;. Entonces C'
estd contenido en Ufio Vin: = Viny DETO Uy Gpi1s - & Viny 10 que es una
contradiccion, por lo tanto los subconjuntos compactos de X son finitos. Sean
K un espacio compacto y Hausdorff y u : K — X una funcién continua, en-
tonces u(K) es compacto en X, se sigue que u(K) es finito y por lo tanto
numerable, entonces u(K) es cerrado en X.

1.7 Observacion. Sea X un espacio topoldgico. Si X es Hausdorff entonces
sus subconjuntos compactos son cerrados; si X es compacto entonces sus
subconjuntos cerrados son compactos.

1.8 Lema. Sea X un espacio topoldgico: X es compacto y Hausdorff =
X es compacto, regular y Hausdorff = X es normal y Hausdorff = X es
localmente compacto.

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [14]. O

1.9 Corolario. Todo espacio Hausdorff es WH.



Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff, K un espacio compacto y Haus-
dorff y u : K — X una funcién continua. Sabemos que u(K) es compacto y
por ser X Hausdorff, u(K) es cerrado. O

1.10 Lema. Sea X un espacio WH.
(a) Cada subconjunto unitario es cerrado (y por lo tanto 77).

(b) Si K es compacto y Hausdorff y u : K — X es continua, entonces u(K)
es compacto y Hausdorff respecto a la topologia heredada de X.

(¢) Un subconjunto Y C X es k-cerrado si y s6lo si Y N K es cerrado en K
para cada subconjunto K C X que sea compacto y Hausdorff respecto
a la topologia heredada de X.

Demostracion. (a)Sean x € X, el subespacio {r} C X que es compacto y
Hausdorff y la inclusién ¢ : {x} — X que es una funcién continua. Como X
es WH se tiene que «({z}) = {z} es cerrado en X.

(b)Veamos que u(K) es Hausdorff. Sean a,b € u(K) tal que a # b, luego {a}
y {b} son cerrados en X por (a), por lo tanto cerrados en u(K) asi u=*(a) y
u~!(b) son subconjuntos cerrados y disjuntos en K. Por el lema 1.8 existen
abiertos disjuntos U y V en K tal que v '(a) CU y u='(b) C V. Sean

U= {z € uw(K)u'(z) CU}
= {z € w(K)|ju(z) (U = 0}
= {z € u(K)|z ¢ u(U)}
= u(K) \ u(U°)
V'ii={r cu(K)lu(z) CV}
= {z € u(K)[u " (z) |V =0}

= {z e u(K)lz ¢ u(V)}
= u(K) \ u(V°)

(1.2)

Por la manera en que definimos U’ y V' sabemos que a € U’, b € V' y que
U’y V' son disjuntos. Por otro lado U€ es cerrado y por lo tanto compacto,
entonces u(U€) es compacto y por lo tanto cerrado, luego u(K) \ u(U¢) es
abierto en u(K); de la misma manera u(K) \ u(V°) es abierto en u(K). Asi
hemos encontrado abiertos disjuntos para a y b respectivamente, por lo tanto
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u(K') es Hausdorff.

(¢)Sea Y € X un k-cerrado y K C X como en la hipdtesis, veamos que
Y N K es cerrado en K. Sea + : K — X la inclusién que es continua, por lo
tanto . 1(Y) =Y N K es cerrado en K. Ahora si suponemos que Y N K es
cerrado en K C X compacto y Hausdorff, veamos que Y es k-cerrado en X.
Sea K’ un espacio compacto y Hausdorff y u : K’ — X una funcién continua.
Por el inciso (b), u(K’) € X es compacto y Hausdorff, entonces u(K') NY
es cerrado en u(K’), luego (V) = (Y Nu(K’)) es cerrado en K’, por
lo tanto Y es k-cerrado. O

1.11 Definicién. Sea X un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X.
Decimos que Y es secuencialmente cerrado si cada vez que una sucesion
{yn} en Y converja a un punto x en X, se cumple que = también estd en Y;
claramente cada subespacio cerrado es secuencialmente cerrado. Decimos que
X es un espacio secuencial si cada subconjunto secuencialmente cerrado es
cerrado. También diremos que X es primero contable si cada punto tiene una
base contable de vecindades. Es facil ver que los espacios métricos son primero
contables y que los espacios primero contables son espacios secuenciales.

1.12 Proposiciéon. Todo espacio secuencial es CG.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio secuencial, mostraremos que 7 = k(7),
o lo que es lo mismo, ver que cada k-cerrado es cerrado, para esto nos basta
ver que cada k-cerrado es secuencialmente cerrado. Sea Y C X un k-cerrado
y {yn} una sucesién en Y que converge a z € X. Sea K = NU {o0} la
compactificacién a un punto de Ny u : K — X definida por u(n) = y, y
u(oo0) = x. Notemos que u es continua pues si A es un conjunto abierto en

X:

(a) Six ¢ A entonces co ¢ u'(A) y ut(A) C N que discreto, por lo tanto
u~t(A) es abierto en K.

(b) Si x € A entonces existe ng € N tal que para todo n > ng, y, € A,
entonces u ' (A) es de la forma (n, 0c] que es abierto en K.

Como Y es k-cerrado y K es compacto y Hausdorff, u™H(Y) es cerrado en K,
de esto se sigue que N C N C 1Y), entonces oo € u=}(Y), luego z € Y,
por lo tanto Y es secuencialmente cerrado. O

1.13 Proposicién. Todo espacio localmente compacto y Hausdorff es CGWH.
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Demostracion. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Haus-
dorff y sea Y C X un k-cerrado, para mostrar que X es CG basta mostrar
que Y es cerrado. Sea z € Y, veamos que z € Y. Por ser X localmente
compacto existe una vecindad U de z tal que K = U es compacto. Sea V
otra vecindad de x, se sigue que V N K también es vecindad de x y como x
estien Y, VNKNY # 0, por lo tanto x € K NY. Por otro lado, como K es
compacto y Hausdorff, Y es k-cerrado y la inclusién ¢ : K — X es continua,
1Y) = KNY es cerrado en K, entonces z € Y. O

1.14 Lema. Si K es compacto y Hausdorff entonces una funciéon v : K — X
es continua respecto a 7 si y sélo si es continua respecto a k(7), con 7 una
topologia sobre X.

Demostracion. Ya sabemos que 7 C k(7), haciendo claro que si u es continua
respecto a k(7) también lo es respecto a 7. Ahora, supongamos u es continua
respecto a T, necesitamos probar que la preimagen bajo u de cada k-cerrado
es cerrada en K. Sea Y un k-cerrado que por definicién cumple que u='(Y)
es cerrado en K, por lo tanto u es continua respecto a k(7). O

1.15 Corolario. Para todo espacio X se cumple que k2X = kX diciéndonos
que kX es compactamente generado.

Demostracion. Sea Y un k-cerrado de X, veamos que es k-cerrado en kX.
Sea K un espacio compacto y Hausdorff y v : K — kX una funcién continua,
por el lema 1.14 v : K — X es continua y por ser Y un k-cerrado de X,
u~}(Y) es cerrado en K, por lo tanto Y es k-cerrado en kX . O

1.16 Corolario. Sean X un espacio CG y (Y, 7) un espacio cualquiera. Una
funcién f : X — Y es continua si y sélo si es continua respecto a la topologia
k(T).

Demostracion. Supongamos que f: X — Y es continua respecto a k(1) que
es una topologia més fina que 7, es claro que f es continua respecto a la
topologia 7.

Ahora supongamos que f : X — Y es continuay Z C Y es un k-cerrado,
demostraremos que f~!(Z) es cerrado en X. Sea K un espacio compacto y
Hausdorff y u : K — X una funcién continua, se sigue que fu: K — Y es
continua y como Z es k-cerrado, (fu) '(Z) = u 1 (f~1(Z)) es cerrado en K,
esto implica que f~(Z) es k-cerrado en X que es lo mismo que ser cerrado
en X, por lo tanto f es continua respecto a la topologia k(7). O
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1.17 Proposicién. Sean X un espacio CG y Y un espacio cualquiera. En-
tonces f : X — Y es una funcién continua si y sélo si fu : K — Y es
continua para cada espacio K que sea compacto y Hausdorff y cada funcion
continua u : K — X.

Demostracion. Si f es continua es inmediato que fu es continua. Ahora
supongamos que fu es continua. Sea Z C Y cerrado, entonces (fu)™'(Z) =
u t(f~H(Z)) es cerrado en K, esto implica que f~1(Z) es k-cerrado en X que
es lo mismo que ser cerrado en X, por lo tanto f es continua. O

1.18 Proposicién. Si 7y 7 son topologias sobre X tales que 7 C ~y entonces
k() C k(7).

Demostracion. Sea Y C X un k-cerrado respecto a 7, queremos ver que es
k-cerrado respecto a . Sea K un espacio compacto y Hausdorff y v : K — X
continua respecto a 7y, como 7 es una topologia mas fina que 7, u es continua
respecto a 7 y como Y es k-cerrado respecto a 7, u=1(Y) es cerrado en K,
por lo tanto Y es k-cerrado respecto a 7. O



Capitulo 2

Nuevos espacios por viejos

2.1 Proposicién. Si X es un espacio CG y E es una relacién de equivalencia
sobre X entonces el espacio cociente Y = X/FE es CG.

Demostracion. Sea q : X — Y la funcién cociente. Sea Z un k-cerrado en
Y, veamos que es cerrado. Por el corolario 1.16, ¢ : X — kY es continua,
entonces ¢ 1(Z) es cerrado en X, y por ser ¢ funcién cociente, ¢71(Z) es
cerrado si y solo si Z es cerrado en Y. O

2.2 Proposicién. Si{X;};c; es una familia de espacios CG, la unién disjunta
X =[] X; también lo es.

Demostracion. Sea Z C X un k-cerrado, veremos que Z es cerrado en X.
Notemos que Z es de la forma [[ Z;, con Z; = Z N X;. Primero mostremos
que cada Z; es k-cerrado en X;. Sea K un espacio compacto y Hausdorff,
u : K — X, una funcion continua e ¢; : X; — X la inclusion, tenemos que
tiu: K — X es continua, entonces (v;u)H(Z) = u=1(Z;) es cerrado en K por
ser Z un k-cerrado en X, por lo tanto Z; es k-cerrado en X;. Sea (x,j) € X
tal que (z,j) ¢ Z, se tiene que x € X; y © ¢ Z;, entonces existe un abierto
U; en X que contiene a x y no toca a Z;, luego ¢;(U;) = U; es un abierto en
X que contiene a x y no toca a Z, por lo tanto Z es cerrado en X. O]

2.3 Definicion. Dados dos espacios X y Y, escribiremos X xq Y para de-
notar al espacio producto equipado con la topologia usual del producto. Este
espacio no necesariamente sera CG aun cuando X y Y lo sean. Asi definire-
mos X XY = k(X XoY). Similarmente, dada una familia indicada (posible-
mente infinita) de espacios X; escribiremos [ ; X; para el producto de estos
espacios con la topologfa usual del producto y []; X; = k(] ,; Xi)-
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2.4 Proposicién. Sea {X;} una familia de espacios CG. Entonces las pro-
yecciones m; : [ [, X; — X, son continuas. Mas aun, para cada espacio Y que
sea CG, una funcién f : Y — [] X; es continua si y sélo si cada componente
fi = mio f es continua. (Esto significa que [[, X; es el producto de los objetos
X; en la categoria CTop de espacios CG.)

Demostracion. Sabemos que las proyecciones ; : [[,; X; — X, son continuas
y que dado un abierto en X;, su preimagen en [[,.X; es abierta, pero la
topologfa en [[, X; es mds fina, entonces la preimagen de X; en [[, X; es
abierta, por lo tanto las proyecciones m; : [ [, X; — X; son continuas.

Si f es continua, es inmediato que cada f; es continua. Ahora supongamos que
fi = m; o f es continua, pero esta afirmacion sigue siendo valida si pensamos
en f:Y — Ho,i X;, esto implica que f es continua y por el corolario 1.16,
f:Y = k(]],,; Xi) es continua. O

2.5 Lema. (Lema del tubo). Dados dos espacios X y Y, con X compacto, y
un elemento de Y y U un abierto en X XY tal que X xo{y} C U, entonces
existe una vecindad V de y en Y tal que X xqV CU.

Demostracion. Para cada z € X, (x,y) € U. Al ser U es abierto, existen
vecindades abiertas U, en X y V, en Y de x y y respectivamente tal que
(x,y) € Uy xoV, CU. Como X es compacto existe una cubierta finita de ve-
cindades {U,,, ..., Uy, } tales que X = J_, U,,. Sea V =, V;, claramente
V' es una vecindad abierta de y tal que X xqV C U. O

2.6 Proposicién. Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff y
Y es un espacio CG entonces X XY es un espacio CG y por lo tanto
X XY =X xY.

Demostracion. Sea Z C X XY un k-cerrado, veamos que Z es cerrado en
X X Y. Por la proposicién 1.13 X es CGWH. Supongamos que (x,y) ¢ Z,
demostraremos que existe una vecindad abierta de (x,y) disjunta con Z. Sea
iyt X = X %Y dada por i,(z') = (2/,y). Veamos que iy_l(Z) es k-cerrado
en X. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K — X continua, luego
u=(i;'(Z)) = (iyu)~"(Z) que es cerrado en K por ser Z un k-cerrado en
X Xo Y, por lo tanto i;l(Z) es k-cerrado, y por lo tanto cerrado en X. Como
x & i, (Z), existe un abierto U* disjunto de i, '(Z) que contiene a z, luego
por ser X localmente compacto, existe una vecindad abierta U de x talque
U es compacto y U C U*, por lo tanto Uﬂi;l(Z) = (), o lo que es lo mismo,
Ux{yyNZ =10. Ahorasea V ={y € Y|U x {y/}( Z = 0}, afirmamos que
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V es abierto en Y. Por ser Y un espacio CG, sera suficiente ver que para un
espacio K que sea compacto y Hausdorff y una funcién continua u : K — Y,
u~1(V) es abierto en K. Llamemos Z’ a la preimagen de Z bajo la funcién
exu: UxgK — X xoY. Al ser Z un k-cerrado, Z' es cerrado en el compacto
y Hausdorff U x K, por lo tanto es compacto, se sigue que la proyeccién de
Z' en K es compacta, por lo tanto es cerrada. Notemos que dicha proyeccién
es el conjunto de los a € K tal que existe 7' € U para el cual (2/,u(a)) € Z;
por otro lado u~'(V) es el conjunto de los a € K tal que para toda 2’ € U,
(x,u(a)) ¢ Z. Claramente estos conjuntos son complementarios, por lo tanto
u~ (V) es abierto en K como se deseaba mostrar. Asi, U X,V es un abierto
que contiene a (x,y) y que no intersecta a Z. Por lo tanto Z es cerrado en
X XoY. O

2.7 Proposicién. Supongamos que X y Y son ambos primeros contables (y
por lo tanto espacios CG). Entonces X XY también es primero contable y
por consiguiente CG, asi X xqY = X x Y.

Demostracion. Sea un elemento (z,y) € X XY, podemos elegir una base
contable de vecindades U; de x en X, y una base contable de vecindades V;
de y en Y. Entonces las vecindades U; x( V; forman una base contable de
vecindades de (x,y) en X xo Y. O

2.8 Definicion. Sean X y Y espacios CG. Para cada espacio K que sea
compacto y Hausdorff, cada funcién v : K — X y cada abierto U C Y,
escribiremos

W(u, K,U) = {f: X = Y|fu(K) C U}. (2.1)

Si K es un subsepacio compacto de X y u : K — X es la inclusién, escribire-
mos W (K, U) en lugar de W (u, K, U). Escribiremos Cy(X,Y") para el espacio
topoldgico cuyo conjunto subyacente es el de las funciones continuas de X a 'Y
equipado con la topologia mas pequena para la cual los conjuntos W (u, K, U)

forman una subbase (esta topologia es llamada compacto — abierta). Escri-
biremos C'(X,Y) = kCp(X,Y).

2.9 Observacién. Si Z es un subespacio cerrado de Y entonces C(X, Z) es
cerrado en C(X,Y), pues C(X, Z) =, W({z}, Z°)°.

Demostracion. En efecto, cada W ({x}, Z¢)¢ es cerrado en Cy(X,Y") y por lo
tanto es k-cerrado, entonces es cerrado en C'(X, Y'). Por otro lado W ({z}, Z¢)*
es el conjunto las funciones {f : X — Y| f(x) € Z}, entonces (), W({z}, Z°)°

9



es el conjunto {f : X — Y|f(X) C Z} = C(X, Z) y como es una interseccién
de cerrados, C'(X, Z) es cerrado en C(X,Y). O

2.10 Lema. Si g : Y — Z es una funciéon continua, entonces también lo es
gx : C(X,Y) — C(X, Z) definida por g.(t) = got. Si f : W — X es continua,
entonces también lo es f*: C(X,Y) — C(W,Y) definida por f*(t) =to f.

Demostracion. Pensemos en la funcién g, : Co(X,Y) — Co(X, Z) y consi-
deremos un espacio K que sea compacto y Hausdorff, una funcién continua
u: K — X y un subconjunto abierto U de Z, tenemos que

gt Wu, K,U)) ={t: X = Y|gtu(K) C U}
={t: X = Y|tu(K) C g (U)} (2.2)
=W(u, K, g_l(U)).

Esto quiere decir que la preimagen de los subbasicos de Cy(X, Z) son sub-
basicos de Cy(X,Y), entonces las preimagenes de abiertos de Cy(X, Z) son
abiertas en Cy(X,Y) y por lo tanto abiertas en C(X,Y’). Entonces se tie-
ne que g, : C(X,Y) — Cy(X,Z) es continua, luego por el corolario 1.16,
g : C(X,Y) — C(X, Z) es continua. La demostracién de que f* es continua
es analoga. O]

2.11 Proposicién. Definamos las funciones evxy : X x C(X,Y) = Y y
njxy Y — C(X,X xY) dadas por ev(z, f) = f(x) y inj(y)(z) = (z,y).
Entonces las funciones evxy y injxy son continuas.

Demostracién. Primero demostremos que la funcién inj y . Por el corolario
1.16 serd suficiente demostrar que la funcion injyy : Y — Co(X, X x Y)
es continua, o equivalentemente, que inj}}Y(W(u, K,U)) es abierta en Y
para K un espacio compacto y Hausdorff, v : K — X continua y U sub-
conjunto abierto de X x Y. Como Y es CG sélo debemos mostrar que
vil(mj)—(}Y(W(u, K,U))) es abierta en L, con L un espacio compacto y Haus-
dorft y v : L = Y continua. Notemos que u xv : K x L — X XY es continua
y por lo tanto (u x v)~}(U) es abierto en K x L. Definamos ahora el conjunto
M ={be LK x {b} C (ux v)"YU)}, afirmamos que M es abierto en L.
Tomemos un elemento b € M y veamos que existe una vecindad abierta V'
de b tal que V' C M. Por el lema del tubo existe una vecindad V' de b tal que
K xV C(uxv) " (U).Seaa € V, es claro que K x {a} C (uxv)~1(U), por
lo tanto a € M y V C M, se sigue que M es abierto en L. Ahora notemos
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que inj 'y (W(u, K,U)) = {y € Y|u(K) x {y} € U} y también notemos que
v (inj 5y (W (u, K,U))) = {b € LIK x {b} C (ux v)"'(U)} = M, por lo
tanto v~ (inj xy (W (u, K, U))) que es abierto en L como se querfa.

Ahora veamos que evyy es continua. Sea U un abierto en Y, demostraremos
que ev}}Y(U) es abierto. Como X x C(X,Y) es CG, serd suficiente ver que
V = ul(ev ! (U)) es abierto en K, con K un espacio compacto y Haus-
dorff y u : K — X x C(X,Y) una funcién continua. Sean v : K — X y
w: K — C(X,Y) las componentes de u, de aqui que

V ={bc K|(v(b),w(d)) € ev }(U)}

= {b € Klw(b)(v(b)) € U}. (2:3)

Sea a € V. Como w(a) o v es continua, L' = (w(a) o v)~'(U) es abierto en
K y por lo tanto a € L', entonces por ser K localmente compacto, pues es
compacto y Hausdorff, podemos encontrar una vecindad abierta L* de a tal
que L = L* es compacto y L C L', se sigue que w(a)v(L) C U. Esto implica
que w(a) € W(v,L,U) C C(X,Y). Como w : K — C(X,Y) es continua, el
conjunto N = w= (W (v, L,U)) que es igual a {b € K|w(b)(v(L)) C U} es
una vecindad abierta de @ en K. Afirmamos que L(\N C V. Seabe L[N,
entonces w(b)(v(b)) € w(b)(v(L)) C U, por lo tanto b € V. Asi L[| N es una
vecindad abierta de a contenida en V mostrando que V' es abierto en K. [J

2.12 Observacion. Recordemos que un par de funtores F' : &/ — Ay
G : B — o son adjuntos (F - G) si Homg(F(A),B) = Hom (A, G(B))
naturalmente para cada A € Ob(«7) y B € Ob(A). Esto significa que hay un
isomorfismo natural entre los funtores

Homgyg(F(), ): o x 2 — Set

y
Homy(,G()): o x B — Set

contravariantes en la primer entrada y covariante en la segunda entrada.
También recordemos que una categoria 27 es cartesianamente cerrada si para
cada A € Ob(/), el funtor

(xA): o/ > o

tiene adjunto derecho. En algunas categorias importantes como Set el ad-
junto derecho serd el funtor

Homy (A, ): o — .
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2.13 Proposicién. Existe un homeomorfismo adjxy,z : C(X,C(Y, 2Z))
C(X x Y,2) dado por adjxys())(w,5) = [(2)(y) para cada f + X
(Y, 7).

_>
_>

Demostracion. Escribamos D(X,Y) para el conjunto de todas las funcio-
nes (posiblemente discontinuas) que van de X a Y. Definamos la funcién
adjyy , + D(X,D(Y,Z)) — D(X x Y,Z) con la regla de asociacién evi-
dente y veamos que es biyectiva. Sean f, f' € D(X, D(Y, Z) funciones tales
que adj’'(f) = adj’'(f’'), esto quiere decir que para cada (z,y) € X X Y,
f(@)(y) = f'(z)(y), de ahi que f = f’, por lo tanto adj’ es inyectiva. Sea
g: X xY — Z, veamos que existe g € D(X,D(Y, 7)) tal que adj’(g) = g.
Definamos g(x) = g(z, ) : Y — Z, entonces adj’(g)(x,y) = g(x)(y) = g(z,y),
por lo tanto adj’ es sobreyectiva.

Ahora veamos que adj’ manda elementos de C'(X,C(Y, 7)) a elementos de
C(X xY,Z).Sean f € D(X,D(Y,Z))y g=adj'(f) € D(X xY,Z), afirma-
mos que g es continua si y solo si:

(1) f(z):Y — Z es continua para cada x € X, de modo que f pueda ser
considerada una funcién de X a C(Y, Z);

(2) f es continua cuando la consideramos como una funcién de X a C'(Y, Z).

Si f cumple ambas condiciones podemos ver que g es lo mismo que la com-
posicion
fx1ly evy,z

XxY C(Y,Z)x Y Z

que es continua por ser una composicion de continuas. Por el otro lado,
supongamos que g es continua. Sea x € X y consideremos la funcién continua
ir Y — X x Y dada por i,(y) = (z,y), luego g o i,(y) = g(z,y) = f(2)(y)
para cada y € Y, entonces f(x) = g o i, es continua, méas aun f es la
composicion

nJy, x

X CY,X xY)—= C(Y, Z)

pues parax € X yy € Y, g.oinjy x(z)(y) = g(z,y) = f(z)(y), entonces g.o
injy x(z) = f(x). Por lo tanto f es continua por ser igual a una composicién
de funciones continuas.

Hasta ahora hemos visto que adjxy,z : C(X,C(Y,Z)) = C(X x Y, Z) estd
bien definida y es una biyeccién, ahora veamos que es continua. Primero
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notemos que la funcién adj)}’ly,z C(X xY,Z) = C(X,C(Y, Z)) esta dada
por adj)}}x 2(9)(x) =g(x, ): Y — Z. Consideremos las funciones continuas

evy,z €VX,C(Y,Z)

Y x C(Y, Z) Z y X xC(X,C(Y,2)) C(Y,2)
Llamemos h a la composicién
Y x X x O(X,C(Y, 2)) 200Dy oy, z) 2% g

dada por h(y,z, f) = f(z)(y), evidentemente continua por ser composicién
de continuas. Consideremos

—1
o x 0(v,2)),XxY.2

CCX,CY,2)x X xY,Z)—=C(C(X,C(Y,2)),C(X xY, 7)),

tenemos que adjyy. ,(h)(f)(z,y) = h(, , f)(z,y) = f(x)(y) pero esto es jus-
tamente adjx y z(f)(z,y) y como vimos antes, adj ' manda continuas en con-

tinuas, por lo tanto adjx,y,z es continua. Para terminar veamos que adj)}ly 7
también es continua.Consideremos las funciones

evX xY,Z

XxYxC(XxY,Z)

1
adJXXC(XxY,Z),Y,Z

C(X x C(X x Y, Z),C(Y, 2))

CXxC(XxY,Z)xY,Z)

CC(XxY,Z)yx X,C(Y,Z)) = C(C(X xY,2),C(X,C(Y,Z2)))

Ao (xxY,Z),X,C(Y,Z)

Tenemos que

adj)_(ic()(xy,z)xz(erUXxKZ)(:E7g) = evxxvz(, 7, 9) = g(z, ). (2.4)
Ahora
adjé(IXxY,Z),X,O(Y,Z)(adj)_(GC(XxY,Z),Y,Z(evaY,Z))(9)(95) =g(z, ) (2.5)

pero esto no es mas que adj)_(}y’ ~(9)(x), igual que antes, hemos demostrado
que adj)}}K » es continua. Por lo tanto adjx y z es homeomorfismo. O
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2.14 Corolario. La categoria CTop de espacios CG es cartesianamente
cerrada.

Demostracion. Probaremos que los funtores ( xY'), C(Y, ) : CTop — CTop
son adjuntos (( xY) 4 C(Y, )) para cada Y € Ob(CTop), para ello es
suficiente probar que existe un isomorfismo natural 7 entre los funtores

C(C( xY), ): CTop x CTop — Set

C(,C(Y, ))CTop x CTop — Set,

esto significa que, para cada X, Z € Ob(CTop), exista un homeomorfismo
nxz:C(X xY,Z)—C(X,C(Y,Z))
pero este es justamente adjx y,z. L]

2.15 Proposicion. Un espacio X que es CG, es WH si y sélo si el subespacio
diagonal Ax = {(z,x)|x € X} es cerrado en X x X.

Demostracion. Supongamos X es WH, veamos que el subespacio diagonal
es cerrado en X X X. Recordemos del lema 1.10 que si un espacio es WH
implica que es T;. Consideremos un espacio K que es compacto y Hausdorft
yu= (v,w): K - X x X una funcién continua. Serd suficiente mostrar
que v '(Ax) = {k € K|v(k) = w(k)} es cerrado en K. Sea a ¢ u™'(Ax),
entonces v(a) # w(a). Demostraremos que existe una vecindad abierta de
a en K disjunta de u='(Ax). Por ser X T}, {w(a)} es cerrado en X, luego
entonces U = v~ ({w(a)}¢) = {b € K|v(b) # w(a)} es una vecindad abierta
de a. Por ser K un espacio compacto y Hausdorff, es un espacio localmente
compacto, entonces existe una vecindad abierta V de a tal que V C U, de
aqui se sigue que w(a) ¢ v(V). Notemos que a esta en el conjunto W =
wl(v(V)?) = {k € Klw(k) ¢ v(V)}. Por ser V compacto y Hausdorff
y por ser X WH, v(V) es cerrado en X y por lo tanto W abierto en K.
Afirmamos que (V NW)Nu ' (Ayx) = 0. En efecto, si b € VN W se sigue
que w(b) ¢ v(V) y v(b) € v(V), esto implica que v(b) # w(b), por lo tanto
u(b) = (v(b),w(b)) ¢ Ax. Esto demuestra que existe una vecindad abierta
V N W de a disjunta de u™'(Ax), por lo tanto Ax es cerrado en X x X.

Ahora supongamos que Ax es cerrado en X x X y mostremos que X es WH.

Sean K un espacio compacto y Hausdorff y una funcion continua v : K — X.
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Dado otro espacio L que sea compacto y Hausdorff y otra funcién continua
v: L — X definamos M = {(a,b) € K x Ljv(a) = w(b)} C K x L. Este
conjunto también puede ser visto como (u,v) '(Ax) que es cerrado y por
lo tanto compacto pues K X L es compacto y Hausdorff. Se sigue que la
proyeccion sobre L de M es compacta y por lo tanto cerrada en L, aun mas
(M) = {l € Ljv(l) = u(k) para algin k € K} = v~!(u(K)), por lo tanto
u(K) es un k-cerrado de X que es lo mismo que ser cerrado en X, por lo
tanto X es WH. [

2.16 Corolario. Si X y Y son espacios CGWH Yy f,g: X — Y son funciones
continuas entonces {z € X|f(z) = g(z)} = (f,9) ' (Ay) es cerrado en X.

2.17 Corolario. El producto de una familia arbitraria de espacios CGWH
(con topologia CG) es CGWH.

Demostracion. Consideremos el producto X = [],.; X; y las proyecciones
candnicas m; : X — X;. Ya sabemos que Ay, es cerrado en X; y que la
funcion m; x m; : X x X — X; x X, es continua, entonces sera cerrado en
X x X el conjunto D; = (m; x ;)" (Ax,) = {((z:), (n:)) € X x X|z; = y;}.
Notemos que (V,c; Di = {((7), (z:))|(z:) € X} = Ax que es cerrado en
X x X, por lo tanto X es un espacio WH. O]

2.18 Proposicién. Sean X y Y espacios CG y F una relaciéon de equiva-
lencia sobre X. Sea E’ la relacion de equivalencia sobre X x Y definida por
(o, Y0)E' (x1,y1) siy sblo si zoExy y yo = y1. Entonces la biyeccién obvia
(X XY)/E' — (X/E) x Y es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean q: X — X/Ey ¢ : X xY — (X xY)/E’ las funciones
cociente. Tenemos la funcién ¢ x 1y : X x Y — (X/E) x Y. Notemos que

sl (l’oay0>El(I1,yl)7 q X ]-Y(x()ay()) = (x_07y0) = (x_17y1> =4qX ]-Y(xluyl)?
entonces ¢ X ly respeta la relacion E’, luego ¢ x 1y induce una funcién

continua f : (X xY)/E" — (X/E) xY dada por f((x,y)) = (Z,y). Por otro
lado consideremos los homeomorfismos

.1
ade,Y,(XxY)/E’

C(X x Y, (X x Y)/E)—————+(C(X,C0(Y, (X x Y)/E"))

ade/E,Y,(XxY 4

C(X/E,C(Y,(X x Y)/E")) —2L0(X/E x Y, (X x Y)/E')
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Tenemos que adj ' (¢')(z)(y) = (x,y). Notemos que si zoFEz;, entonces para
cada y €Y, (z0,y) = (21,y), entonces adj~'(¢')(z0) = adj~(¢')(x1), por lo
tanto adj~'(¢') respeta la relaciéon E, induciendo asi una funcién continua

g : X/E — C(Y,(X xY)/E') dada por ¢'(T)(y) = (z,y) que esta bien
definida pues si xoEx1, (x9,y) = (r1,y) para cada y € Y. Ahora llamemos
g a la funcién adjx /ey, xxvye(9) : (X/E) xY — (X xY)/E', dada por
9(@,y) = (z,y). Es claro que gf = 1xxv)er v f9=1x/B)xv- O

2.19 Definicién. Una funcién f : X — Y es una funcién cociente si es
sobreyectiva, y Y tiene la topologia cociente respecto a X. Explicitamente,
nos referimos a que un subconjunto es cerrado en Y si y sélo si su preimagen
bajo f es cerrada en X. Es claro que la composicion de funciones cocientes
es una funcién cociente.

2.20 Observacion. Si f: X — Y es una funcién continua y sobreyectiva y
es abierta o cerrada, entonces f es una funcién cociente.

2.21 Proposiciéon. Si f: W — X y g: Y — Z son funciones cociente de
espacios CG, entonces f x g : W xY — X x Z también es una funcién
cociente.

Demostracion. Primero veamos que la funcion f x 1y : W XY — X XY es
una funcién cociente. Sea U C X x Y, demostraremos que U es cerrado en
X xY siysélosi(fx1y) Y (U) es cerradoen W x Y.

(1) Supongamos que U es cerrado en X X Y, entonces U es un k-cerrado.
Sean K un espacio compacto y Hausdorff y u : K — W xY una funcién
continua, se sigue que (f x ly) o u es una funcién continua, entonces
u H((f x 1y)~1(U)) es cerrado en K lo que implica que (f x 1y) ' (U)
es k-cerrado en W x Y, que es lo mismo que ser cerrado en W x Y.

(2) Supongamos que (f x 1y)~'(U) es cerrado en W x Y. Usaremos la
construccién vista en la proposicion 2.18. Sea E la relacion de equiva-
lencia en W x Y tal que (wo, yo) E(w1,y1) siy solo si f(wy) = f(wy) y
yo=1w1 ysea f: WxY — (WxY)/FE la funcién cociente. Definamos
¢: (WxY)/E — X xY dada por ¢((w,y)) = (f(w),y). Notemos que
(f x 1y)"HU) = (f") (e }(U)), entonces (f') " (o 1 (U)) es cerrado
en W x Y, pero esto pasa si y sélo si ¢ 1 (U) es cerrado en (W xY)/E
y como ¢ es el homeomorfismo del que se habla en la proposicién 2.18,

0o Y (U) =U es cerradoen X x Y.

16



De la misma manera se demuestra que 1x X g: X XY — Z x Y es funcion
cociente, ademds f x g = (1x x g)o(f x 1y), por lo tanto es funcién cociente.
O

2.22 Corolario. Sea E una relacion de equivalencia sobre un espacio X que
es CG. Entonces X/FE es WH si y sélo si E es cerrado en X x X.

Demostracion. De la proposicién 2.15 sabemos que X/E es WH si y sélo si
Ax/p es cerrado en X/E x X/E. Sea g : X — X/E la funcién cociente. De
la proposicién 2.21 sabemos que g X ¢ : X x X — X/FE x X/E es cociente,
entonces Ay, es cerrado en X/Ex X /E siy sélosi (gxq) ' (Ax/g) es cerrado
en X x X. Notemos que (¢xq) ' (Ax/p) = {(z,y) € XxX|q(z) =q(y)} = E.
Por lo tanto X/FE es WH si y s6lo si F es cerrado en X x X. O

2.23 Proposicion. Sea X un espacio CG. Entonces existe una relacion de
equivalencia cerrada F sobre X que es la mas pequena. Si denotamos h.X =
X/FE entonces h define un funtor de los espacios CG a los espacios CGWH,
que es adjunto izquierdo de la inclusion de los espacios CGWH a los espacios
CG. En otras palabras, cualquier morfismo de X a un espacio CGWH se
factoriza univocamente a través de h.X.

Demostracion. Sea R el conjunto de todas las relaciones de equivalencia
cerradas R sobre X, i.e., R es cerrada como subconjunto de X x X. Este
conjunto no es vacio pues al menos la relacién R = X x X estd en él. Es fécil
ver que £ = [ R es una relacién de equivalencia sobre X y que es cerrada;
claramente la mas pequena. Por la proposicién 2.22 sabemos que hX = X/FE
es un espacio CGWH. Si Y es un espacio CGWH y f: X — Y es una funciéon
continua entonces R’ = {(z,2') € X x X|f(z) = f(z)} = (f x /)" (Ay)
es una relacion de equivalencia cerrada sobre X, pues al ser Y un espacio
CGWH, Ay es cerrado en Y, por lo tanto R’ es cerrado en X x X. Se
sigue que £ C R'. Definamos f° : hX — Y dada por f°(Z) = f(x) que
estd bien definida pues si T = ¥ entonces xFEy, luego xR’y lo que significa
que f(z) = f(y), por lo tanto f°(Z) = f°(y). De lo anterior tenemos que
f=f°oq,conq: X — hX la funcién cociente, entonces por tener hX la
topologia final respecto a X y ¢ y ser f continua, f° es continua.




Ahora veamos que en efecto h define un funtor. Sean X y Y espacios CG
con sus correspondientes funciones cocientes ¢ : X = hX y ¢ :Y = hY,y
sea f: X — Y, definamos h(f) = (¢’ o f)° que claramente hace conmutar el
siguiente diagrama:

Xy T oy
N A
hX

entonces h(f) estd bien definida. Que h respeta identidades y composiciones
es inmediato, por lo tanto h es un funtor. Por ultimo demostremos que h
es adjunto izquierdo de la inclusion de los espacios CGWH en los espacios
CG, para esto es suficiente mostrar que existe un isomorfismo natural 7 :
C(h, )— C(,t)) con ¢ la inclusién de la que hablamos, pero esto es lo
mismo que para cualquier espacio X que sea CG y cualquier espacio Y que
sea CGWH exista una biyeccién nyy : C(X,Y) — C(hX,Y) que definiremos
por n(f) = f° para f : X — Y. Es claro, por la construccién de f°, que nxy
es biyectiva. O

No se demostrara aqui pero la categoria CTop de espacios CG es una
subcategoria plena y bicompleta de Top, esto quiere decir que cada vez que
se tenga un diagrama pequeno D : I — CG, y considerando la inclusion
F : CG — Top, podemos encontrar el limite (colimite) L de F'o D y mostrar
que L es un espacio CG, entonces CG tiene limites y colimites para diagramas
pequenos.

2.24 Corolario. La categoria de espacios CGWH tiene colimites para dia-
gramas pequenos, que se obtienen de aplicar h al colimite calculado en la
categoria de espacios CG.

Demostracion. Sea D : I — CGW H un diagrama y consideremos la inclu-
sion ¢« : CGWH — CG@G, entonces podemos encontrar el colimite de ¢ o D,
pero por ser h el adjunto izquierdo de ¢, h preserva colimites [11], por lo tanto
h(L) es el colimite de D. O

2.25 Proposicion. Si X es un espacio CG y Y es un espacio CGWH en-
tonces C'(X,Y) es un espacio CGWH. Por lo tanto la categoria de espacios
CGWH es cartesianamente cerrada.

Demostracion. Por definicion C(X,Y) es un espacio CG, sélo necesitamos
ver que es un espacio WH, o lo que es lo mismo, que A¢(xy) es cerrado
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en C(X,Y) x C(X,Y). Definamos ev, : C(X,Y) — Y por ev,(f) = f(z)
para f € C(X,Y). Para todo subconjunto abierto U de Y se va a tener
que ev; {(U) = {f : X - Y|f({z}) C U} = W({z},U) que es abierto en
C(X,Y), por lo tanto ev, es continua. Notemos que (ev, X ev,) '(Ay) =

{(f;9)lf(x) = g(x)}, entonces M, (evy X eva) ™' (Ay) = {(f,9)lf = g} =
Ac(x,yy que es cerrado en C(X,Y) x C(X,Y) pues Ay es cerrado. O

2.26 Definicién. Sea X un espacio CGWH (con topologia ), y sea Y un
subconjunto de X. Denotaremos por & la topologia de subespacio ordinarfa
sobre Y y denotemos &y = k(£2); llamaremos a esta topologia la topologia
de subespacio CGWH. Sea ty : Y — X la inclusién. Como & C &y, se tiene
que ty es continua respecto a &y y £.

2.27 Lema. Si Y es cerrado o abierto entonces &y = 2.

Demostracion. Supongamos que Y es cerrado. Sea U un k-cerrado de Y,
K un espacio compacto y Hausdorff y u : K — X continua. Notemos que
ul¥ : K — Y es continua, entonces (u|¥)"}(U) = u=1(U) es cerrada en K,
por lo tanto U es un k-cerrado de X y por ende cerrado en X, entonces
Y NU = U es un elemento de &), por lo tanto U es cerrado en Y y & = &Y.
Ahora supongamos que Y es abierto. Sea F' un k-cerrado, tenemos que mos-
trar que I’ es cerrado en Y, esto es lo mismo que mostrar que V =Y — F
es abierto en Y pero esto es lo mismo que mostrar que V' es abierto en X.
Como X es CG basta con ver que ! (V) es abierto en K, para K un espacio
compacto y Hausdorff y v : K — X una funcién continua. Sea a € u=1(V),
mostraremos que existe una vecindad abierta de a contenida en u~!(V'). Co-
mo Y es abierto y v (V) C v }(Y), u ' (Y) es vecindad abierta de a en
K. Por ser K compacto y Hausdorff, K es localmente compacto, entonces
existe una vecindad abierta N de a tal que N C u~'(Y) y N es compacta y
Hausdorff. Sea v = u| : N — X que es continua. Como v(N) C Y tenemos
que v~'(F) es cerrado en N, esto implica que v~!(V) es abierto en N pues
v~ 1 (V)¢ = v }(F). Notemos que v (V) = {n € N|n € u=(V)} pero este
conjunto no es mas que N Nu~'(V), de esto se sigue que v 4(V)N N =
u™ (V)N N es abierto en N y por lo tanto en K, luego u= (V) N N es la
vecindad abierta de a contenida en u~(V) que buscdbamos, por lo tanto
u™! (V) es abierto en K. O

2.28 Definicion. Se dice que una funcién continua ¢ : ¥ — X de espa-
cios CGWH es una inmersién si es inyectiva, y la funciéon inducida por 1,
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Y — i(Y), es un homeomorfismo dado que le demos a i(Y") la topologia de
subespacio CGWH heredada de X. Si Y es subconjunto de X, la inclusién
t:Y — X también es una inmersion.

2.29 Corolario. Sea i : Y — X una inmersién, i(Y) es cerrado en X siy
sélo si para cada subconjunto cerrado U C Y, i(U) es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que i(Y') es cerrado en X, queremos demostrar
que i(U) es cerrado en X, pero esto es lo mismo que demostrar que es cerrado
en i(Y). Como (YY) tiene topologia CG por el lema 2.27, es suficiente ver
que, para un espacio K que es compacto y Hausdorff y una funcién continua
u: K —i(Y), u'(i(U)) es cerrado en K. Sea ¢ : i(Y) — Y el homeomor-
fismo del que se habld, entonces pu : K — Y es continua y por lo tanto
u ™ (U)) = u=1(i(U)) es cerrado en K. Ahora, si i envia subconjuntos
cerrados de Y en subconjuntos cerrados de X es claro que i(Y') es cerrado
en X. O]

2.30 Definicién. Sii:Y — X es una inmersion tal que i(Y') es cerrado en
X se dird que ¢ es una inmersion cerrada.

2.31 Lema. Sea i :Y — X una funcién continua e inyectiva entre espacios
CGWH. Entonces 7 es una inmersion si y sélo si tiene la siguiente propiedad:
si T es un espacio CGWH vy f: T — Y es tal que if : T — X es continua,
entonces f es continua.

Demostracion. Denotemos por P(i) la sentencia de que ¢ cumple con la pro-
piedad mencionada antes.

Primero demostremos que si Y es subconjunto de X e+ : Y — X es la inclu-
sién, entonces P(i) es cierta. Sea T' un espacio CGWH y sea f : T — Y tal
que f es continua. Sea U C X cerrado, entonces f~1(+=1(U)) = f~H({UNY)
es cerrado en T, esto implica que f es continua respecto a la topologia &3
(que es la topologia de subespacio ordinaria), entonces f es continua respecto
a y. Ahora sii:Y — X es una inmersién, demostremos que P(i) es cierta.
Sea T un espacio CGWH y f: T — Y tal que if es continua. Consideremos
el homeomorfismo ¢ : Y — i(Y) y la inclusién ¢ : i(Y) — X. Tenemos que
if = wpf, entonces como se cumple P(i), ¢f es continua y como ¢ es ho-
meomorfismo, f es continua y por lo tanto se cumple P(7).

Ahora supongamos que se cumple P(7), demostraremos que ¢ es una inmer-
sién. Sea ¢ : Y — i(Y) definida por ¢(y) = i(y) que claramente es una
biyeccién, demostraremos que es homeomorfismo. Consideremos la inclusién
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t:4(Y) — X y notemos que i = 1p y que ¢ = i~ 1. Como se cumple P(i)
¥y, como ya vimos para la inclusién ¢, se cumple P(i), entonces ¢ y ¢! son
continuas, por lo tanto ¢ es una inmersion. O

2.32 Corolario. Sean i : Y — X y r : X — Y funciones continuas entre
espacios CGWH tales que ri = 1y. Entonces ¢ es una inmersion cerrada y r
es una funcién cociente.

Demostracion. Sea f : T — Y una funcién tal que if es continua, entonces
rif = f es continua, por el lema 2.31 i es una inmersién. Ahora veamos que
i(Y) = (ir, 1x) ' (Ax) que es cerrado en X. Sea z € i(Y'), entonces existe
y € Y tal que i(y) = z, de esto se sigue que ir(x) = iri(y) = x, por lo tanto
r € (ir,1x)"'(Ax). Ahora supongamos que x € (ir,1x) *(Ax), entonces
ir(x) = x, pero esto nos dice que existe r(z) en Y tal que i(r(z)) = z, por lo
tanto x € i(Y'). De lo anterior se sigue que i(Y") es cerrado en X, por lo tanto
7 es una inmersion cerrada. Ahora veamos que r es una funcién cociente. Es
claro que r es una funcion sobreyectiva. Sea A C Y, demostraremos que A es
cerrado si y sélo si r71(A) es cerrado. Es claro que si A es cerrado entonces
su preimagen es cerrada en X. Supongamos que r~!(A) es cerrado en X,
entonces i~ (r~1(A)) = (ri)'(A) = A es cerrado en Y, por lo tanto r es una
funcién cociente. O

2.33 Proposicién. La categoria % de espacios CGWH tiene limites para
todos los diagramas pequenos, y el funtor que olvida U : % — Set los
preserva.

Demostracion. Sea D : I — %/ un diagrama. Como Top es una categoria
completa tiene todos los limites de diagramas pequenos. El limite para el
diagrama U D va a ser el conjunto

X = {() € [ Xilfigr (1) = 3} (2.6)

coni,j € Ob(I), mij, € Homy(i,j), X; = UD(i) y fijr = UD(myj,). Démosle
la topologia de producto CGWH a [ [ X; y probemos que X es un subsespacio
cerrado. Consideremos la funcién (fi;. o m, 1x, o) : [[Xi — X; x Xj v
notemos que Ai,j = {(ZEZ) € HXz|fz]fr(xz) = LUj} = (fijr o T, ]-Xj 0] Wj)_l(AXj)
es un subconjunto cerrado en [[ X; y que X = ﬂ” A, j, por lo tanto X es
cerrado en [ X;. Si le damos a X la topologia de supespacio, por el lema
2.27, X es un espacio CGWH siendo el limite de D. ]
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2.34 Proposicion. Sean i : X — Y y j: Y — Z funciones continuas entre
espacios CGWH.

(a) Siiy j son inmersiones entonces ji también lo es.

(c

(d) Si ji es una inmersion cerrada entonces i también lo es.

(b) Si iy j son inmersiones cerradas entonces ji también lo es.
) Si ji es una inmersion entonces ¢ también lo es.

Demostracion. (a) Sea f: T — Y una funcién tal que jif es continua, como
j es inmersion se tiene que if es continua, pero una vez mas y como % es
inmersion, f es continua y por lo tanto ji es una inmersion.

(b) Debemos demostrar que ji(X) es cerrado en Z. Como i es una inmersion
cerrada se tiene que i(X) es cerrado en Y y por el corolario 2.29 j(i(X)) es
cerrado en Z.

(c) Sea f: T — Y una funcién tal que if es continua. Como if es continua
entonces jif es continua y por ser j¢ una inmersiéon, f es continua, por lo
tanto ¢ es una inmersion.

(d) Demostraremos que i(X) es cerrado en Y. Llamemos Y’ = j7!(ji(X)),
entonces como ji(X) es cerrado en Z, Y’ es cerrado en Y, ademés i(X) C Y.
Seat: Y’ — Y lainclusién y sea i’ = i|*" : X — Y’ notemos que i = 1i’. Por
otro lado, sea y € Y’, entonces para algin x € X, j(y) = ji(z) y como ji es
inyectiva, esta x, que denotaremos por r(y), es unica. Definamos r : Y' — X
de la manera obvia y notemos que ji(y) = j(y) = jir(y), luego ju = jir.
Como ju es continua, jir es continua y por ser ji inmersion, r es continua.
Ahora notemos que ji = jui' = jiri' y para x € X ji(z) = jird'(x), como ji
es inyectiva se tiene que x = ri'(x), entonces ri’ = 1x. Por el corolario 2.32
se tiene que i’ es una inmersién cerrada, ademds como ¢(Y”’) = Y’ es cerrado
en Y, ¢ es una inclusion cerrada, de esto se sigue que ti’ = 7 es una inmersién
cerrada por el inciso (b). O

2.35 Proposicién. Sean X, Y y Z espacios CGWH, y sea i : X — Y una
inmersién. Entonces la funcién ¢ x 17 : X x Z — Y X Z también es una
inmersion. Si ¢ es una inmersion cerrada, también lo es i X 1.

Demostracion. Sea (u,v) : W — X x Z una funcién tal que (i x 1) o
(u,v) = (iu,v) es continua, se sigue que iu y v son continuas y por ser i una
inmersién entonces u es continua, por lo tanto (u,v) es continua e i X 17 es
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una inmersion. Si ¢ es una inmersién cerrada entonces i(X) es cerrada en Y,
se sigue que ¢(X) x Z es cerrado en Y x Z, por lo tanto ix 7 es una inmersién
cerrada. O

2.36 Proposiciéon. Supongamos que tenemos un cuadrado pullback como
se muestra abajo, en el cual 7 es una inmersién. Entonces ¢’ también es una
inmersién. Mds aun, si 7 es una inmersion cerrada también lo es 7'

-/

Xy

f! f

X Y

7
Demostracion. Sea u : W — X' una funcién tal que i'u es continua, vamos
a demostrar que u es continua. Se sigue que fi'u es continua, entonces i f’u
también es continua, luego como 7 es una inmersiéon f’u es continua. Ahora te-
nemos que i'u 'y f'u son continuas, entonces, por ser el diagrama un cuadrado
pullback, u es continua, por lo tanto ¢ es una inmersién. Por tltimo, suponga-
mos que i es una inmersién cerrada. Demostremos que ¢/ (X’) = f~1(i(X)) que
es cerrado en Y. Sea y' € ¢/(X’), entonces existe 2’ € X’ tal que i'(z') = ¢/,
luego fi'(z') = f(y'), entonces if'(x') = f(y'), por lo tanto f(y') € i(X), de
aqui que ¥’ € f~1(i(X)). Ahora supongamos que ¥ € f~1(i(X)), entonces
f(y') € i(X), esto implica que existe z € X tal que i(x) = f(y'), por pro-
piedades del pullback, existe ' € X' tal que i'(z') = ¢/ y f'(2') = =, por lo
tanto y' € '(X’). Por lo tanto ¢ es una inmersién cerrada. O

2.37 Lema. Si el diagrama

w—"1 . x
g h
Y 7

es un pullback de conjuntos y f es una inmersion cerrada, entonces es un
pullback de espacios CGWH.
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Demostracion. Como es un pullback de conjuntos, entonces
W= {(z,y) € X x Y|h(z) = k(y)} = (h, k)" (A2), (2.7)

f=mx|lwy g=my|lw. Notemos que W es cerrado en X X Y, entonces si le
damos la topologia de subespacio CGWH, por el lema 2.27, W es un espacio
CGWH vy es el pullback en la categoria de espacios CGWH. ]

2.38 Proposicién. Supongamos que tenemos un cuadrado pushout como
se muestra abajo, en el cual i es una inclusion cerrada. Entonces j también
es una inclusién cerrada, y el cuadrado también es pullback. Mas aun, el
pushout se creo en la categoria Set.

0% : X

Y A

J

Demostracion. Para facilitar esta prueba, como i es una inclusion cerrada,
vamos a tratar a W como un subespacio cerrado de X y a ¢ como la inclusion.
Primero vamos a construir el pushout de i y f en Set. Sea Z' = (X -W)[[Y
y definamos una funcién p : X [[Y — Z’ dada por p(z) = x si x ¢ W,
p(x) = f(x) siz € Wy p(y) = y. Ahora demos la relacién de equivalencia
E ={(a,b) € (X][Y)?*p(a) = p(b)} y notemos Z' = (X [[Y)/FE, més aun,
p manda a cada elemento a su clase de equivalencia. Definamos ¢’ : X — 2’
y 7 Y = Z' como ¢ = pux y j' = piy como se muestra en el siguiente
diagrama.

: X

A

X H Y g
p
2%
Z/
jl

Veamos que es un cuadrado pushout. Sean ¢” : X — Z" y 7" : Y — Z” tales
que ¢"i = j"f, entonces la funcién v : Z' — Z” dada por u(z) = ¢"(x) si

f
Y
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x g W, u(x)=j"(f(x)) siz e Wyu(y) =j"(y) paray € Y, es la tunica tal
que 7" =wuj'y ¢" = ug’, por lo tanto el cuadrado es pushout. Ahora queremos
ver que Z' es un espacio CGWH, ya sabemos que es CG, demostraremos que
es WH y para esto es suficiente ver que E es una relacién de equivalencia
cerrada en X [[Y. Consideremos el conjunto

G = (lw, )W) ={(w,y) e W x Y]y = f(w)} (2.8)

y veamos que es cerrado en W x Y, pero esto es lo mismo que demostrar
que es k-cerrado en W x Y. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y
a=(8,7): K - W x Y una funcién continua entonces

a (G) = {k € K|fB(k=~(k))} = (fB,7) " (Ay) (2.9)

que es cerrado en K. De lo anterior se sigue que G es cerradoen W x Y y
como W es un subespacio cerrado de X, G también es cerrado en X x Y.
Sea G' = {(y,x) € Y x X|(z,y) € G} que es cerrado en Y x X. Sea

Eo = {(w,w) € W x WIf(w) = f(w))} = (f x )(Ay)  (210)

que es cerrado en W x W y por ende en X X X y sea

E = (AxUE) ]G] ] Ay (2.11)

que es un subconjunto cerrado de X2 [[(X xY) [J(Y x X)[[Y? = (X [[Y)>
Demostremos que E; = E. Sea (a,b) € E; entonces:

(a) Si (a,b) € Ax U Ey entonces a = b o f(a) = f(b), en ambos casos
p(a) = p(b) y por lo tanto (a,b) € E.

(b) Si (a,b) € G entonces a € Wy b= f(a), luego p(a) = f(a) = b= p(b),
por lo tanto (a,b) € E.

(c) Si (a,b) € G' podemos ver que (a,b) € E de manera andloga al inciso

(b).

(d) Si (a,b) € Ay entonces a = b € Y, por lo tanto p(a) = p(b) y asi
(a,b) € E.
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Por lo tanto E; C E. Ver que EF C E; es inmediato, por lo tanto £ es una
relacion de equivalencia cerrada en X [[Y. Asi Z’ es un espacio CGWH y
es el pushout en la categoria % de espacios CGWH, ademés que la funcion
cociente correspondiente es p : X [[Y — (X ][Y)/E. Entonces podemos
identificar Z con Z’, j con j' y g con ¢'. Veamos que j' es una inmer-
sion cerrada. Es claro que j° = piy es inyectiva por como estd definida p,
ademds Y — j/(Y) =Y es un homeomorfismo, entonces por definicién j’ es
una inmersion. Sea F' un subconjunto cerrado de Y, entonces se tiene que
p Y(F) =p 'j'(F)) = FU f~Y(F) un subconjunto cerrado de X []Y, en-
tonces j'(F) es cerrado en Z’; esto nos dice que j envia subconjuntos cerrados
de Y en subconjuntos cerrados de Z’, entonces j' es una inmersién cerrada,
por lo tanto 7 es una inmersién cerrada. Por ultimo veamos que el diagrama

144 : X
f g’
Y 7'

s/

J

es pullback. Sean u; : U = Y y uy : U — X funciones tales que g'us = j'uq,
necesitamos demostrar que existe una funcién unica v : U — W tal que
u; = fuy uy = iu pero estd funcién no es mds que u = up|" : U — W,
por lo tanto es un cuadrado pullback y por el lema 2.37 es un pullback de

espacios CGWH. n

2.39 Proposicién. Consideremos un cuadrado pullback en %7 como se mues-
tra abajo, en el cual ¢ es una funcion cociente. Entonces p también es una
funcién cociente.

[ e
p q
v 7z

g

Demostracion. Primero consideremos el caso especial donde ¢ es una in-
mersion cerrada. La proposicién 2.29 nos dice que f también es una in-
mersién cerrada. Como el pullback lo hemos creado en Set sabemos que
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W ={(z,y) € X xY|q(z) = g9(y)} vy que f = 7x|lw ¥y p = my|w. Primero
demostraremos que p es sobreyectiva y que para todo F' C Y se cumple
que ¢ 'g(F) = fp~'(F). Sea y € Y, entonces g(y) € Z, luego por ser
q sobreyectiva, existe x € X tal que g(z) = ¢(y) pero esto nos dice que
(x,y) € W, entonces p(x,y) = y, por lo tanto p es sobreyectiva. Ahora sea
F CY.Seaz € q 'g(F) entonces q(x) € g(F), entonces existe y € F tal que
g(y) = q(z), de esto se sigue que (x,y) € W, més aun (x,y) € p~(F), por lo
tanto f(x,y) = x € fp~'(F). Por otro lado, sea z € fp~*(F), entonces existe
y € Y tal que (z,y) € p~1(F) C W pero esto es lo mismo que exista y € Y tal
que p(z,y) =y € F'y f(z,y) = z, de esto se sigue que g(z) = g(y) € g(F),
por lo tanto x € ¢ 'g(F). Ahora supongamos que p~!(F) es cerrado en W,
como f es una inmersién cerrada, fp~'(F) = ¢ 1g(F) es cerrado en X, luego
por ser ¢ una funcién cociente, g(F') es cerrado en Z. Como ¢ es una inmer-
sién, es una funcién inyectiva, de aqui que g~*g(F) = F es cerrado en Y, por
lo tanto p es una funcién cociente. Ahora para el caso general consideremos
el diagrama

(f,p)

|74 X xY

P ley

Y Z XY
(9:1y)

Notemos que el pullback de (g,1y) y ¢ X 1y es el conjunto
W' ={(z,y,y) € X xY xY|(z,y) e WAy =y} (2.12)

con las funciones r : W/ — X x Y y s: W — Y dadas por r(z,y,y) = (x,y)
y s(z,y,y) = y. Es claro que podemos identificar W con W', r con (f,p) y s
con p, por lo tanto el cuadrado anterior es pullback. Por la proposicion 2.21
la funcién ¢ x 1y es una funcién cociente. Consideremos la funcion continua
Ty : Z X Y y notemos que 7y o (g,1ly) = ly, entonces por el corolario 2.32
(g,1y) es una inmersién cerrada, entonces p es una funcién cociente usando
el argumento anterior del caso especial. O

2.40 Proposicién. Sean X, Y y Z espacios CGWH, y sea 7 : X — Y
una inmersién. Entonces la funcién i, : C(Z, X) — C(Z,Y) también es una
inmersion. Mas aun, si ¢ es una inmersién cerrada también lo es i,.
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Demostracion. Consideremos f : T — C(Z,X) tal que i.f : T — C(Z,Y)
es continua, vamos a demostrar que f es continua. Consideremos los homeo-

morfismos
adjr,zy

C(T,C(Z,Y)) C(T % Z,Y)

adjr,z,x

C(T,C(Z, X)) C(T x 7, X).

Como i,f es una funcién continua entonces adjrzy(i.f) : T x Z — Y,
dada por adjrzy (i.f)(t,2) = i.f(t)(z) = (i o f(t))(2), es continua, pero
esto no es més que la composicién i o adjrzx(f) : T x Z — Y dada por
ioadirzx(f)(t,z) = i(f(t)(z)) = (i o f(t))(z). Por ser i una inmersion,
adjr z x(f) es continua pero esto implica que f es continua, por lo tanto i,
es inmersién. Si ¢ es una inmersién cerrada se cumple que i(X) es cerrado
en Y y podemos pensar a X e i(X) como el mismo subespacio cerrado de
Y, entonces tiene sentido decir que C(Z,i(X)) = i.(C(Z, X)), luego por la
observacién 2.9 C(Z,i(X)) = i.(C(Z, X)) es cerrado en C(Z,Y), por lo tanto
14« es una inmersion cerrada. O

2.41 Definicion. Sea X un espacio CGWH, y sea Y un subespacio cerrado

de X. Definimos X/Y como el espacio que hace el diagrama abajo a la
izquierda un cuadrado pushout:

Y I{ 0} : XTJ{o0} Y . X

{1} : XY {1} ———X/Y

Por la proposicién 2.38, el pushout es creado en la categoria Set, y el cuadra-
do también es pullback. Por estar construido en Set, X/Y = (X —Y)[]{0}
junto con la funcién cociente ¢ : X [[{0} [[{1} — X/Y dada por ¢(z) ==
siz & Y[{0}, ¢(x) =1siz e Y][{0} y ¢(1) =1, entonces ¢ = ¢ o Lx {0}
y z=¢ou. SiY = 0 entonces X/Y = X [[{0}, de otra manera el cua-
drado de la derecha también es pushout y pullback. Definimos una funcién
p: X][{0} — X/Y dado por p(z) = 1, entonces {x € X|p(z) = q(z)} =
Y TJ{0}.
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2.42 Observacién. Si ' C X es un subconjunto cerrado entonces ¢~ (q(F))
esigual a F' (si FNY = () o es igual a FNY. De cualquier manera ¢~ (q(F’))
es cerrado en X, ademas no es dificil probar que ¢ es una funcién cociente,
por lo tanto g(F') es cerrado mostrando que ¢ es una funcién cerrada.
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Capitulo 3

Limites y regularidad

En este capitulo tendremos un punto de vista mas categorico de la cate-
goria 7% . De ahora en adelante la palabra espacio se va a referir a un espacio
CGWH a menos que se especifique otra cosa.

3.1. Regularidad

Sea C una categoria con limites y colimites finitos. Cada pareja de mor-
fismos f,g : A — B tienen igualador y coigualador. Vamos a escribir eq(f)
para el igualador de los morfismos fmy, fmy : A x A — By coeq(f) para el
coigualador de 7 f, 7o f : A — BU B. Si existe algin morfismoq: Y — Ax A
(¢: BUB —Y) tal que fmiq = fmaq (g1 f = qmaf) entonces existe un tnico
morfismo 5 : Y — eq(f) (B : coeq(f) — Y) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

» fm Tf »
eq(f)—AxA__B A2 BUB——coeq(f)
BT fre ! :ﬂ
| 1 1 ¥
Y Y
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Y

m2q \GQ(JC) =
-l
Notemos que eq(f) = (f x f)7'(Ap) = {(a1,a2) € A x A|f(a1) = f(az)}
y coeq(f) = (B — f(A))[IB = B][B/E junto con la funcién cocien-
te p: B][[B — (B — f(A))]]B dada por p(b,1) = (b,1) si b ¢ f(A),
p(b,1) = (b,2) sib € f(A) y p(b,2) = (b,2), y la relacién de equivalencia
E ={((b,9),(t,5)) € (B B)*|p(b,1) = p(b, j)} donde i, € {1,2}.

3.1 Definicién. Un morfismo f : B — C' es un epimorfismo regular si es el
coigualador de alguna pareja de morfismos g, h : A — B, o equivalentemente
si es el coigualador de la pareja de morfismos mp, mop : eq(f) — B. Dual-
mente, f es un monomorfismo regular si es el igualador de alguna pareja de
morfismos g, h : C' — D, o equivalentemente si es el igualador de la pareja
de morfismos pry, pry : C' — coeq(f). Decimos que una categoria es regular si
cada morfismo puede ser factorizado como un epimorfismo regular seguido de
un monomorfismo, y pullbacks de epimorfismos regulares son epimorfismos
regulares. Decimos que es coregular si cada morfismo puede ser factorizado
como un epimorfismo seguido de un monomorfismo regular, y pushouts de
monomorfismos regulares son monomorfismos regulares. Birregular significa
regular y coregular.

3.2 Teorema.

(a) Un morfismo en % es un monomorfismo si y sélo si es inyectivo; es un
epimorfismo si y sélo si tiene imagen densa.

(b) Un morfismo en % es un monomorfismo regular si y sélo si es una
inmersién cerrada.

(¢) Un morfismo en % es un epimorfismo regular si y sélo si es un morfismo
cociente.

(d) El producto, coproducto y la composiciéon de monomorfismos (regula-
res) es un monomorfismo (regular).
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(e) El coproducto, el producto finito y la composicién de epimorfismos
(regulares) es un epimorfismo (regular).

(f) % es birregular.

Demostracion. (a)Sea f: A — B un morfismo en % .

“="Supongamos que f es monomorfismo. Por definiciéon, f es monomorfis-
mo si y sblosi f.: Z (X, A) — % (X, B) es inyectiva para cada X € Ob(% ).
Sea X = {x}, para cada a € A tenemos una funciéon z, : X — A tal que
zq(x) = a, entonces para ay, as, € A, fu(xe,) = f2a, = fTa, = fi(Tqa,) impli-
ca que T,, = X4, y de esto se sigue que a; = ag, por lo tanto f es inyectiva.
“<” Ahora supongamos que f es inyectiva. Sean g,h € % (X, A) tales que
fg = fh, entonces para cada z € X tenemos que f(h(z)) = f(g(z)), luego
h(z) = g(z), de esto se sigue que h = g y por lo tanto f es un monomorfismo.
“="Supongamos que f es epimorfismo. Llamemos A’ := f(A). De la defini-
cién 2.41 tenemos el par de morfismos p,q : B — B/A’ dados por ¢q(b) = b
sibg¢ A, qb) =1sibe A ypb) = 1. Es claro que pf = ¢qf y por ser f
epimorfismo, p = ¢, de aqui que A’ = B.

“«<" Ahora supongamos que f tiene imagen densa. Sean h,g : B — C mor-
fismos tales que hf = gf. Notemos que f(A) C eq(h,g) = (9 x h) " (Ac) ¥y
(g9 x h)"Y(A¢) es cerrado en B, entonces f(A) = f(A) = B, luego entonces
(9 x h)™Y(A¢) = B, por lo tanto h = g.

(b)Sea f: A — B un morfismo en % .
“="Supongamos que f es un monomorfismo regular, entonces existen un
par de morfismos g,h : B — C tal que A = eq(g,h). Seal : X — A un
morfismo en Set tal que fl es un morfismo en %/ (una funcién continua). Es
claro que gfl = hfl, por lo tanto existe un tnico morfismo I’ : X — A en %
tal que fI' = fl, pero es justamente [, por lo tanto [ es morfismo en % y f
es inmersion.

g
A-Ll.p—¢C

h
I'=l fl

X

Ahora como A = eq(g,h) = (g x h)"1(Ap) que es cerrado en By f(A) = A,
f es inmersion cerrada.

“<="Sea f : A — B una inmersion cerrada, entonces podemos pensar en A
como un subconjunto cerrado de B y en f como la inclusién. Recordemos los
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morfismos de la definicién 2.41 y notemos que f : A — B es el igualador de
p,q : B — B/A pues si existiera un morfismo g : X — B tal que qg = pyg
podemos encontrar un tinico morfismo 5 : X — A definido por f(z) = g(x)

tal que g = f3.
f p
—>B ~B/A
q
g

if;/

(c)Sea f: A — B un morfismo en % .

“="Supongamos que f es epimorfismo regular, entonces es el coigualador de
alguna pareja de morfismos g, h : X — A. Existen relaciones de equivalencia
cerradas R C A x A tal que contengan a S = {(g(x),h(x))|z € X}, por
ejemplo R = A x A. Sea R la interseccién de tales relaciones, claramente
una relacion de equivalencia cerrada también. Tenemos el morfismo cociente
q:A— A/R con A/R en % pues por ser R cerrada en A x A, A/R es
WH y por estar A en %, A/R estd en % . Esta construccién es precisamente
la de coigualador en Set, un tipo particular de pushout y como ya hemos
visto podemos construir pushouts en Set y ver que funcionan en la categoria
U , entonces q : A — A/R es el coigulador de g y h, por lo tanto podemos
identificar f con ¢ y B con A/R, por lo tanto f es un morfismo cociente.
“<"Sea f : A — B un morfismo cociente, entonces existe alguna relacion de
equivalencia R en A x A tal que B = A/R, con R cerrada pues B = A/R es
WH. Es claro que B es el coigualador de las proyecciones 7y, me : R — A pues
si existiera otro morfismo g : A — X tal que gm; = gmy podemos encontrar
un unico morfismo 5 : A/R — X dado por 3(a) = g(a) tal que g = 5f.

R;A—f>B

BN

X

(d)Sean (JJAi,m) y (IIBi,p:i) los productos de las familias (A;)icr v
(B;)ier vy para cada i € I existe f; : A; — B;, entonces el producto [] f; es el
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unico morfismo que hace conmutar al diagrama:

5 Pj

Veamos que si cada f; es monomorfismo entonces [[ f; es monomorfismo.
Sean g,h : X — ][] A; morfismos tales que [] fig = [] fih, luego entonces
pi 1 fig = p; 11 fih, esto implica que f;m;g = f;m;h, por ser f; un mono-
morfismo mjg = m;h para cada j € I, por lo tanto h = g, asi [[ f; es un
monomorfismo. Ahora supongamos que cada f; : A; — B; es un monomor-
fismo regular, entonces es el igualador para alguna pareja de morfismos:

. h;
fj Bj

eq(hy, g;) = 4; Cj

9j

Sea ([]Ci, 0:) el producto de la familia (C;);cr, notemos que el siguiente
diagrama conmuta respectivamente:

. [Th:
HAiLHBi HCi

[Tg:

5 Pj Qj

Cj

95

por lo tanto [[¢; [[ fi = [1 ki [] fi- Queremos ver que [] A;, junto con [] f;,
es el igualador de [[h; vy []¢:- Supongamos que existe ¢ : X — []B;

un morfismo tal que [[h;p = [] gip, entonces o; [Thip = 0; [ gip, luego
hipje = g;p;p, de esto se sigue que existe un unico morfismo 3; : X — A;
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que hace conmutar el siguiente diagrama:

A iL &
j B, Cj
A 9i
|
1 Bj H Bz
|
| /
| 2
X

Definamos un morfismo 5 : X — [ A; dado por f(x) = (B;(z)) que esté bien

definida y es continua por la proposicion 2.4. Notemos que § hace conmutar
el diagrama

X

M\
[17 [T

[TA:

[1B

[1C:

[Tg:

Qj

C;

9j

pues p; = f;B; = fjmif = p; |1 f: para cada j € I, entonces ¢ = [] f;5.
Es fécil ver que 8 es tnico, por lo tanto [] fi : [[ Ai — [] B;: es el igualador
de [Thi y [1g:-

Ahora sean ([[ Ai,m) v (I Bi, pi) los coproductos de las familias (A4;)icr v
(B;)ier v para cada i € I existe un morfismo f; : A; — B;, el coproducto
1 fi es el tinico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

7 Pj

fi J
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Veamos que [ ] f; es monomorfismo si cada f; es monomorfismo. Supongamos
que existen g,h : X — [[A; tales que [] fig = [] fih. Sea x € X, enton-
ces [[ fig(x) = (b,7) =[] fih(x) para algin (b,7) € [] B;, esto implica que
g(z),h(z) € A; y que f;(g(x)) = fj(h(z)), como f; es monomorfismo (inyec-
tivo) se tiene que h(x) = g(x) y como esto se hizo para cualquier z € X se
cumple que h = g, por lo tanto [ [ f; es un monomorfismo. Ahora supongamos
que cada f; : A; — B; es monomorfismo regular, entonces es el igualador
para alguna pareja de morfismos:

. h;
fi B

J

GQ(h% gj) = Aj

C;

95

Sea ([ Ci, 0;) el coproducto de la familia (C;);e;, notemos que el siguiente
diagrama conmuta respectivamente:

. LI Ah:
T A Hx [ B [1C

19

5 ] Qj

h;

A B, C;

95

por lo tanto [[g: [ fi = 1R[] fi- Sea ¢ : X — [] B; un morfismo tal que
[T hie =[] gip. Sea x € X, entonces p(z) = (b, j) para algin (b,j) € [[ B,
luego (h;(b),j) = (g;(b),j) y como A; = eq(g;, h;) = {b € Bjlg;(b) = h;(b)}
se tiene que b € A;. Definimos 8 : X — [[ 4; dado por B(x) = ¢(z), notemos
que hace conmutar el siguiente diagrama:

11/ LI h:
T4 [1B; [1C;
A [Lg:
|
|
8 ©
|
|
X

Es claro que ( es continua por la manera en que la definimos y es facil ver
que es tnico, por lo tanto [] f; : [[ A: — [[ B; es el igualador de [[ h; v [] ¢:-
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Ya sabemos que la composicion de monomorfismos es un monomorfismo,
por tltimo veremos que la composicion de monomorfismos regulares es un
monomorfismo regular. Sean f : A — By g : B — C monomorfismos
regulares, entonces se cumple que son los igualadores de pry, p1e, 071, v 07
como se muestra en los siguientes diagramas.

f "
eq(pmi, pr2) = A——= B coeq(f)
T2

071
eq(om1, 0m2) = B~ C ——Z coeq(g)

oT2

Veremos que gf : A — C es el igualador de 71 y 775 como se muestra en el
diagrama:

TT1
A ¢ = coeq(gf)

T2

eq(rm,rm) = A

Los morfismos p : B][[ B — coeq(f), 0: C][C — coeq(g) y r: C][C —
coeq(gf) son los morfismos cociente correspondientes y 71 y 72 son las inclusio-
nes correspondientes. Notemos que coeq(gf) C coeq(g) y que rmgf = rmagf.
Sea ¢ : X — C un morfismo tal que rmp = rmp. Sea r € X, entonces
rrip(z) = rrp(z), esto quiere decir que (¢(x),1) v (¢(x),2) estén en la
misma clase de equivalencia en coeq(gf) (esto nos dice que ¢(x) € gf(A))
por lo tanto estdn en la misma clase de equivalencia en coeq(g), entonces
omip(z) = omp(x), luego existe un dnico morfismo a : X — B que hace
conmutar al siguiente diagrama:

oT1

coeq(g)

oT2

B—1—C
A
|
|
“
|
|
X

Ahora sea z € X, se tiene que a(z) € B, veamos que a(z) € f(A). Como

o(x) = ga(z) vy ¢(x) € gf(A) entonces ga(z) € gf(A), entonces a(z) €

f(A) pues g es monomorfismo. De lo anterior tenemos que pma = pna,
entonces existe un tnico morfismo 5 : X — A que hace conmutar el siguiente
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diagrama:

f PT1
A B coeq(f)
A pT2
|
5 S
|
|
X

Combinando los resultados anteriores tenemos que ¢ = ga = g f 3, entonces
[ es el inico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

A— e 0 coeq(g)

rT2

|
d
|
|
X

por lo tanto gf : A — C es el igualador de rmy y r7o.

(e)La demostracién de que el coproducto de epimorfismos (regulares) es
epimorfismo (regular) es del mismo estilo que el inciso anterior. Ahora de la
proposicion 2.21 obtenemos que el producto finito de morfismos cociente es
morfismo cociente, entonces el producto finito de epimorfismos regulares es
epimorfismo regular y como sabemos, un epimorfismo regular es un epimor-
fismo, entonces el producto finito de epimorfismos (regulares) es epimorfismo
(regular). Por tultimo la composicién de morfismos cocientes es morfismo co-
ciente, luego la composicion de epimorfismos regulares es epimorfismo regular
y también la composicion de epimorfismos es epimorfismo.

(f) Sea f: A — B,y denotemos R = eq(f) = (f x f)"'(Ag) que es una
relacién de equivalencia cerrada en A, también denotemos C' = f(A) con la
topologia heredada de B. Veamos que f se puede factorizar de la siguiente
manera

A—2t A R—F2 ~C— B

con ¢, ¢ e ¢ los morfismos evidentes y ¢g un epimorfismo, ¢ un monomorfis-
mo regular, ¢ un epimorfismo regular y 2@ un monomorfismo. Es claro que
vq(A) = f(A), entonces pq(A) = f(A) = C, luego ¢q tiene imagen densa,
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por lo tanto es epimorfismo. Es claro que ¢ es una inmersion cerrada, por lo
tanto es monomorfismo regular. De nuevo como los morfismos cocientes son
los epimorfismos regulares, g es un epimorfismo regular. Por ultimo es claro
que 7 y ¢ son inyectivos, entonces iy es inyectivo y por lo tanto monomorfis-
mo. De la proposicién 2.39 tenemos que pullbacks de epimorfismos regulares
son epimorfismos regulares, asi U es regular. De la proposicién 2.38 tenemos
que pushouts de monomorfismos regulares son monomorfismos regulares, asi
U es birregular. O]

3.2. Colimites filtrados
3.3 Definicién. Se dice que una categoria I esta filtrada si

(a) I#0.

(b) Para cualquier par de objetos 7,7 € Ob(I) existe otro objeto k y mor-
fismosu:t—kyv:j—kenl.

(c) Para cualquier par de morfismos w,v : ¢ — j en [ existe otro morfismo
w:j — ken I tal que wu = wv.

3.4 Lema. Sea [ una categoria filtrada y D : I — % un diagrama de
inmersiones cerradas entre espacios {X;}ies, con colimite X. Entonces el
conjunto subyacente de X es el colimite de los conjuntos subyacentes de
cada X, y los morfismos X — X, son inmersiones cerradas.

Demostracion. Primero veamos que si w,v : ¢ — j son morfismos en I,
entonces D(u), D(v) : X; — X, que llamaremos f, y f,, son iguales. Por el
inciso (c) de la definicién anterior existe w : j — k en [ tal que wu = wv, de
esto se sigue que D(w)D(u) = D(wu) = D(wv) = D(w)D(v), por lo tanto
fwlu = Juwfo Sea z € X, se sigue que fi,(fu(x)) = fu(fo(x)), luego por ser
fw una inmersién cerrada, f, es inyectiva, entonces f,(x) = f,(z), por lo
tanto f, = f,. Ahora supongamos que ¢, j, k son objetos en I y que existen
morfismos u : ¢ — k y v : 7 — k. Definamos el conjunto

Ry = {(2,y) € Xi x Xjlfulz) = fuy)} = (fu, o) (Ax,) (3.1)

que es cerrado en X; x X;. Notemos que este conjunto es independiente de
la eleccién de uw v v, pues si v’ : i — k y v’ : j — k son otros morfismo, se
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cumple que f, = fuo v fo = fo. En el caso en el que i = j = k podemos
tomar u = v = 1;, as{f R}, = Ax,. Supongamos que existe w : k — k' y
veamos que

{(z,y) € Xi x Xj|fu(fu(®)) = fu(fo(y))}

' (3.2)
= {(xay) € Xz X X]'fu(x) = fv(y)} '
por ser f, inyectiva, pero esto es lo mismo que Rfjf = Rf] Incluso si no exis-
tiera un morfismo k — k', lo anterior es cierto. Como estamos considerando
Rf; , esto estd definido respecto a las funciones de la forma i — k' y j — k' asi
que consideremos funciones v’ : i — k' y v/ : j — K/, luego por el inciso (b)
de la definicién, existe un objeto k” y morfismos w : k — k" y w' : k' — k.
De todo lo anterior podemos ver que Rfj = Rff = Rf]f . Escribiremos R;; para
este conjunto. Ahora para los conjuntos R;; y Rjj, veamos que si (z,y) € R;;
y (y,2) € Rjj, entonces (z,z) € R;,. Consideremos los morfismos u : i — m,
v:j—=>m,v :j—>m yu : k— m entonces existen un objeto m” y
morfismos w : m — m” y w' : m" — m”, todo esto ilustrado en el siguiente
diagrama:

. u v
1 m 7
b L lvl
m// - m/
w
T’u‘,
k

Notemos que fwu (ZL‘) = fwv (y) Yy fw’v’ (y) = fw’u’(z)7 pero fwv = fw’v’a entonces
fwu(z) = furw(2), por lo tanto (z, z) € Ry.

Ahora vamos a construir el colimite X. Denotemos T = [ [, X;, no es dificil ver
que T x T =], ; Xi x Xj. Sea R = [[, ; Ryj, es claro que (7;,7;) "' (R) = Ry
cerrado en X; x X; para cada 4, j € I, entonces R es cerrado en T'xT', mds aun
es una relacién de equivalencia cerrada en T', entonces X = T'/ R es un espacio
CGWH. Sea ¢q : T — X el correspondiente morfismo cociente y definamos
@i+ X; — X dado por ¢;(z) = qr;(z). Veamos que en efecto X junto con las
funciones y;, es el colimite deseado. Primero veamos que si v : i — j es un
morfismo en I, ¢, f, = ¢;. Consideremos R;; = (fu, 1Xj)_1(AXj) y notemos
que (z, fu(z)) € R;; para z € X;, por otro lado ¢;(fu.(z)) = ¢(fu(x),]) ¥
@i(x) = q(z,i) pero como (z, fu(x)) € R;;, sus clases de equivalencia bajo
¢ son la misma, o sea que ¢(z,i) = ¢(fu.(x),J), por lo tanto yp; = ¢, f, para
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cada 7,7 € I. Ahora supongamos que existen un conjunto Y y morfismos
¢; + X; — Y tal que ¢; = ¢,f, , debemos mostrar que existe un tnico
morfismo € : X — Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

X —I X,

Sea (z,1) € X y definamos €(z,1) = ¢;(x) y veamos que es independiente
del representante de clase. Sea (y,j) € X tal que (z,i) = (y,7), se sigue
que (x,y) € R;;, entonces f,(z) = y, por lo tanto ¢;(z) = ¢;(y) v € estd
bien definido. No es dificil ver que € es tnico, por lo tanto X es el colimite
y lo hemos construido en Set y como hemos visto antes, esté es también
el colimite en % . Nos falta demostrar que los morfismos ¢; son inmersiones
cerradas en Set, i.e., cada ¢; es inyectivo y manda cerrados en cerrados. Sean
z,y € X; tal que ¢;(x) = ¢;(y), esto quiere decir que (z,i) = (y,7) que es lo
mismo que decir que (z,y) € R;; = dx,, por lo tanto x = y y ¢; es inyectiva.
Por tltimo, sea F' C X; cerrado, veamos que ¢;(F) es cerrado en X, para
esto es suficiente ver que 7; (¢ (¢i(F))) = X; N ¢ (pi(F)) es cerrado en
X, para cada j € I. Notemos que

X;Nq H(pilF)) = {z € Xj|3y € F 2 q(x,5) = qly9)}- (3.3)

Por otro lado tomemos objetos y morfismos u : ¢ - ky v :j — ken I,
entonces tenemos que f,'(f.(F)) son las € X; tal que existe y € F que
cumple que f,(z) = fu(y), de esto se sigue que (y,x) € R;; C R, entonces
q(x,7) = q(y,1), por lo tanto

[ (fu(F)) = {z € Xj|3y € F 2 q(x,5) = q(y, 1)} (3.4)
que es cerrado en X; por ser f, y f, inmersiones cerradas, por lo tanto ¢; es
una inmersion cerrada. O

3.5 Definicion.

(a) Una clase dirigida hacia arriba es una clase parcialmente ordenada con
la propiedad de que para cada pareja de elementos existe una cota
superior.
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(b) Cualquier funtor que va de una clase dirigida hacia arriba (considerada
como categorfa) hacfa una categorfa ¢ es llamada un sistema directo

en €.

(c) SiI esuna clase dirigida hacia arriba, D : I — % es una sistema directo
en €y (L,{l;}icr) es el colimite de D, entonces (L, {l;}icr) es aveces
llamado el limite directo de D y denotado L = lim D;.

—1

(d) Diremos que % tiene limites directos si para cada conjunto I que sea
dirigido hacia arriba, cada funtor D : I — % tiene colimite.

3.6 Definicién. Decimos que un diagrama filtrado {A;} de inmersiones ce-
rradas estd fuertemente filtrado si cada subconjunto compacto de (A, {@; }ier) =
lim A; estd en algtin ¢;(A4;).

—i

3.7 Lema. Sea {A;} un sistema dirigido y (A4, ¢;) = lim A;. Supongamos que
—1
existen conjuntos disjuntos B; tal que cada A; es la unién disjunta de una

cantidad finita de estos conjuntos. Entonces la familia { A4;} esta fuertemente
filtrada.

Demostracion. Si I es una clase dirigida hacia arriba no es dificil ver que
es una categoria filtrada. Demostremos que el diagrama estd fuertemente
filtrado. Sea C' C A un subconjunto compacto. Para cada j tal que B;NC # ()
escojamos b; € B; N C. Sea D el conjunto de todas estas b; y sean £ C D
y cualquier 7, entonces E N A; es finito y como A; es CGWH, es una unién
finita de cerrados, por lo tanto cerrado en A;. Como ya hemos visto antes
E es cerrado en A si y sélo si ¢; '(E) = EN A; es cerrado en A; para cada
1 € I, por lo tanto E es cerrado en A. Como lo anterior es valido para cada
subconjunto de D, tenemos que D es un subconjunto discreto y cerrado en
C' que es compacto, esto implica que D es compacto en C' y por lo tanto es
finito. De lo anterior se sigue que C' estd contenido en alguna unién finita de
B;’s. Ahora consideremos a los A;’s que intersectan esta unién, como {A4;}
es un diagrama dirigido hacia arriba podemos encontrar un A; que contiene
a todos estos B;’s y por lo tanto C' C A;. ]

3.8 Corolario. Una sucesién de inmersiones cerradas estd fuertemente filtra-
da. El diagrama de subcomplejos finitos de un complejo CW esta fuertemente
filtrado.
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Demostracion. En el primer caso tomemos B; = A;— A;_1; en el segundo caso
tomemos a los B;’s como las células abiertas del complejo CW y apliquemos
el resultado anterior. O

3.9 Lema. Sea {4,;};c; una familia dirigida de subconjuntos cerrados de B,
y escribamos A = UA; C B. Consideremos las condiciones

(a) A es cerrado en B,y es homeomorfo a lim A;.
—1

(b) Para cada conjunto compacto C' C B, tenemos que CNA = C N A;
para algin ¢ € I.

Entonces (b) implica (a), y si {A;} esta fuertemente filtrada, (a) implica (b).
Demostracion. “(b)=-(a)”:Primero veamos que A es cerrado en B. Sean K
un espacio compacto y Hausdorff y u : K — B una funcién continua, como
B es WH, u(K) es cerrado y compacto en B, entonces u(K)NA = u(K)NA;,
para algin i € I, que es cerrado en u(K) pues A; es cerrado en B. Ahora
notemos que

ut(A) = {k € K|u(k) (K)n A}
={k € K|u(k) (K)N A;}
={ke Klkeu'(u(K)N4)}
=u N (u(K)N A)
que claramente es cerrado en K, por lo tanto A es cerrado en B. Ahora
veamos que A es homeomorfo a 11_{111 A;. Como {4;} es una familia dirigida,

cu
cu

(3.5)

los morfismos entre los elementos de la familia son inclusiones, asi notamos
que los elementos de lim A; = (UA;)/R son de la forma {(a,i)|la € A;}
—1

mostrando que hay una biyeccién entre A y lim A; que manda a (a,i) en a.
—1

Sea D C A tal que D N A; es cerrado en A y por lo tanto en B para cada
1 € I, veamos que D es cerrado en A. Para esto es suficiente ver que es cerrado
en B. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K — B una funcién
continua. Como u(K) es compacto en B, podemos elegir una ¢ € I tal que
u(K)NA = u(K)NA; que es cerrado en u(K), luego DNu(K) = DNu(K)NA;
que también es cerrado en u(K) pues DN A; es cerrado en B. Ahora notemos
que

uw (D) ={k e K|u(k) € DNu(K)}
={ke Klkeu ' (DNu(K))} (3.6)
=u (D Nu(K))
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que claramente es cerrado en K, por lo tanto D es cerrado en B y por ende en
A. De esto podemos ver que A tiene topologia final respecto a las inclusiones
A; — A, de aqui se ve que la biyeccion de la que se hablé antes es un
homeomorfismo.

“(a)=(b)”:Ahora supongamos que {4;} estd fuertemente filtrada. Sea C' C
B compacto. Como A es cerrado en B, C' N A es compacto, ademas como
A = lim A; es un colimite fuertemente filtrado, sabemos que CNA C A; para

—1
algin ¢ € I, por lo tanto C N A =CnN A, para algin i € [. ]

3.10 Lema. Si X es compacto, entonces el funtor C'(X, ) preserva colimites
fuertemente filtrados de inmersiones cerradas.

Demostracion. Sea {A;}ie; un diagrama fuertemente filtrado con colimite

(A, {@i}).

Im Aj
N
A

A= (]A;)/R con R la minima relacién de equivalencia que contiene todas
las parejas ((ao, 1), (a1,7)) € || Ai x || A; tal que existe f,, : A; — A; tal que
fm(ao) = a1. De la proposicién 2.40 y del hecho que C(X, ) tiene adjunto
izquierdo se sigue que el diagrama {C(X, A;) }icr es de inmersiones cerradas
y que existe el colimite (11_{111 C(X, Ai), ¢i)icr en % .

A

C(X, A;) . O(X, A;)

1im C(X, A;)
—1

lim C(X, A;) = (|C(X, A;))/R donde R’ es la minima relacion de equivalen-
—
cia que contiene a todas las parejas ((go, ), (91, 7)) € L C(X, 4;) x| ] C(X, 4;)

tal que existe f,, : A; = A; tal que f,,,,(g0) = fingo = 1
Sean g € C(X, A;) v fm : A; = A; y notemos que

i Sme(9) = i fmg = ©ig = ¢i.(9) (3.7)
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entonces existe una dnica funcién continua b : lim C'(X, 4;) — C(X, A) que
—1
hace conmutar el siguiente diagrama:

fm*

C(X, A))

C(X, A)

Dado (g,17) € lim C'(X, A;) definamos b(g,7) = ¢;g y veamos que es indepen-
—1

diente del representante de clase. Sean (go,7) = (¢g1,4) € lim C(X, 4;), en-
—i

tonces, sin perdida de generalidad, existe f,, : A; = A; tal que f,,(g0) = 91,
entonces

b(gO7 Z) = Yigdo = SOjfmgo = Yig1 = b(th) (3-8)

por lo tanto b esta bien definida. Ahora veamos que es b es una biyeccion.
Sean (g()?i)v (917]) S Hm C<X> Az) tales que b(g(bz) = b(gla.j)a esto qUiere
—1

decir que ;g0 = ¢;j91. Sea x € X, entonces ¢;(go(x)) = ¢;j(g1(2)), de esto se
sigue que (go(x),i) = (g1(z), j) en A, esto significa que existe f,, : A; — A,
tal que f,(go(x)) = ¢1(x) y como x fue cualquier elemento de X, f,,g0 = g1,
lo que significa que (go,%) = (g1,7), por lo tanto b es inyectiva. Ahora sea
h: X — A, como tiene imagen compacta en A, de la definiciéon de diagrama
fuertemente filtrado sabemos que existe alguna i € I tal que h(X) C p;(4;),
veamos que existe (gp,i) € lg? C(X,4A;) tal que b(gn,i) = h. Definamos

gn : X — A; por gn(z) = a tal que h(z) = (a,i), claramente @;g, = h.
Veamos que g, es continua. Sea D C A; cerrado, notemos que g, YD) =
h='(p;(D)), entonces es suficiente mostrar que ¢;(D) es cerrado en A pero
esto pasa si y sélo si goj’l(goi(D)) es cerrado en A; para cada j € I. Como
todas las funciones de la forma f,, : Ai =+ A; y fi : A; — A, son inmersiones
cerradas se cumple que goj_l(gai(D ) es igual a D, a A; N D o al conjunto

vacio, todos cerrados, entonces g}jl(D) es cerrado en X, por lo tanto g; es
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continua y b(g,7) = h concluyendo de esto que b es biyectiva. Ahora para
mostrar que b es un homeomorfismo consideremos otro espacio compacto W
y los homeomorfismos de la proposicién 2.13. Definamos los morfismos del
siguiente diagrama:

lim C(W, C(X, 4;)) —= C(W, lim C(X, A;)) “— C(W, C(X, A))
—1 —1

C(W x X, A)

[

Itm C(W x X, A;)

a(a, i) = (adjw.x .a,(), 1)

¢(a7 Z) = ¢i04
4(5) = adji A(9) 39
c(9,1) = pig

Dado que W x X es compacto, el morfismo c esta definido de manera analoga
a by por lo tanto también es una biyeccién. Los morfismos a y d son biyectivos
por la manera en que estan definidos. El morfismos ¢ es una biyeccion, esto
se demuestra de manera analoga a como se demostré que b era una biyeccion.

Veamos que el diagrama conmuta. Sea («, i) € lim C(W, C(X, 4;)), entonces
—1

b*gb(aa Z) = bQSZOé = @i &

dea(a, i) = adjy' a(piadjw x.a,(a))

Ambos morfismos elementos de C(W,C(X, A)). Sean w € W y z € X,
entonces

(3.10)

beg(a, i) (w)(z) = pi(w)(x) = (a(w)(z),7)

dea(a, i)(w)(x) = adjyx A(piadjwx.a,(@))(w)(@)
= QpiadjW,X,Ai(a)(wy ) (3.11)
= pi(a(w)(x))
= (a(w)(x), 1)

mostrando que el diagrama conmuta. Como b es inyectiva se tiene que b, es un
monomorfismo y como el diagrama conmuta, b, es un epimorfismo, por ende
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una biyeccion. Como todo espacio es un colimite de espacios compactos [9],
concluimos que C(W,1im C(X, A;)) ~ C(W,C(X, A)) también para espacios
—1

W que no son compactos. Ahora del lema de Yoneda tenemos la inmersién
de Yoneda

Y 1 [Cim C(X, A7), ), C(C(X, A), )] = C(C(X, A),lim C(X, 4)) (3.12)

definido por Y(1) = Mim c(x,4,) (Lim c(x,4,))- Sea n una transformacién natural
en [C(lim C(X, A;), ),C(C(X,A), )] que definimos de la siguiente manera,
—i
nz(a)(h) = a(b™'(h)) para h € C(X,A), a € CHmC(X,A;),Z) y Z un
—i

espacio. Entonces
Y (1) = Mimox,a0 (Limo(x,a) + C(X, A) = T C(X, 4)) (3.13)

estd dada por lymc(x,a0 (b7 (h)) = b7'(h) para h € C(X, A). Claramente

Y (n) = b~', por lo tanto b™! es continua y por lo tanto C'(X, A) es homeo-
morfo a 11'_1}17;1 C(X, 4.

Por 1ltimo veamos que todo subconjunto compacto de C(X,A) estd en
bp;(C(X, A;)) para algina ¢ € I. Sea K C C(X, A) compacto. Consideremos
el morfismo evaluacién ev : K x X — A dado por ev(f,z) = f(z) € A. Es
claro que ev( K x X) es un subespacio compacto de A, entonces esta contenido
en ;(A;) paraalgin i € I, de aqui que f(X) C p;(4;) paracada f € K. Para

cada x € X existe ay,) € A; tal que f(x) = (as(), ). Definamos g : X — A;

dada por g(x) = ay(y), es claro que p;9(x) = pi(asm)) = (ap@), i) = f(z), por
lo tanto f = bg;(g) € bp;(C(X, A;)), esto significa que K C bp;(C(X, 4;)).
Asi, el diagrama {C'(X, A;)} estd fuertemente filtrado. O

3.11 Lema. Considere un diagrama de la forma

i i io
Ag—2= A ——= A,

0

By—— By —— DBy

Jo J1 J2

en el cual todas las flechas son inmersiones cerradas y todos los cuadrados
son pullbacks de conjuntos (y por lo tanto de espacios por el lema 2.37).
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Denotemos por A, v By a los colimites obvios. Entonces el diagrama

Ay Pk Ay

fk foo

By, B

Pk
es un cuadrado pullback de inmersiones cerradas.

Demostracion. Por el lema 3.4, Ay, y By son los colimites de los conjuntos
subyacentes de los espacios Ay y By respectivamente y los morfismos ¢y y ¢y
son inmersiones cerradas, con k € N. Consideremos el siguiente diagrama:

1
Ay, : Apy1
\Lpi <p7
T Ao Sr+1
I
I
| .
Jk
By, — By
&l\ ¢k+l
N
Bw

como ¢ fr = Gpr1frr1ix, entonces existe un unico morfismo fo @ Ase — Boo
tal que ¢pfr = foolor. Primero notemos que los elementos de A, son de la
forma {(a, k), (a,k+1),..} con k el menor niimero natural tal que a € Ay; lo
analogo pasa con los elementos de B,,. Sean X y los morfismos g : X — A,
y h: X — By, tal que el diagrama




conmuta. Demostraremos que existe € : X — A; que hace conmutar el
diagrama. Sea x € X, entonces

9(@) = {(az, D), (a1 + 1), .}
Fro(9(2)) = {(aa,7), (a0, + 1), .} (3.14)
on(h(2)) = {(h(x), ), (h(2), s+ 1),..}

Como fwo(g(z)) = ¢r(h(x)), tenemos que h(zx) = a,, s = ry s < k, de
aqui que a, € Aj. Definamos € tal que para x € X, e(x) = a,, que es la
funcién que necesitabamos, por lo tanto el diagrama es un cuadrado pullback
de conjuntos y por el lema 2.37 pullback de espacios. Resta ver que f., es
una inmersién cerrada, primero veamos que es inyectiva. Sean ag, a7 € A,
existe k& € N tal que ag,a; € Ay, y supongamos que foo(ag) = fool(@),
entonces foowr(ao) = footor(ar), de esto se sigue que ¢y fr(ao) = drfr(ar)
pero esto implica que ay = a1, por lo tanto f. es inyectiva. Ahora veamos
que manda subconjuntos cerrados de A, en subconjuntos cerrados en B..
Sea C' C A, cerrado, queremos demostrar que f(C) es cerrado en By,
para ello es suficiente ver que ¢, ' (foo(C)) es cerrado en By, para cada k € N.
Notemos que

fi (@ (f(C))) = {a € Axlfila) € ¢, (f(C))}
= {a € Ap|orfr(a) € f(C)}
= {a € Ai|fxir(a) € fou(C)} (3.15)
= {a € Axlpr(a) € C}
= ¢, (C) C A

es cerrado en Ay, entonces fi(fi (6, (f(0)))) = ¢, (f(C)) es cerrado
en By, para toda k € N, por lo tanto fo(C) es cerrado en By, y asi fu es
una inmersién cerrada. O

3.12 Corolario. Sea {A, [} un diagrama de inmersiones cerradas indicado
por N2, tal que cada cuadrado

Ak Aty

41 +1,0+1
Apy Apt1y

20



es un pullback. Definamos A, Aroco ¥ Asoco como los colimites obvios.
Entonces el diagrama resultante indicado por N> U {oo} nuevamente consiste
de cuadrados pullback de inmersiones cerradas.

o1
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Apéndice A

Complejos CW

A.1 Definiciéon. Si X y Y son espacios topolégicos, AC Xy f: A=Y
una funcién continua, el espacio de adjuncién Y Uy X es el espacio Y LY X/ ~
donde ~ es la relacién que pega a X con Y a través de f, i.e., es la relacion
de equivalencia generada por x ~ysiysélosiz € Ay f(x) =y.

A.2 Proposicion. Si X y Y son espacios topolégicos, AC Xy f:A—=Y
una funcién continua, m : A - X, 71 : X - YUY yj:Y =->YUX
inclusiones y p : Y U X — Y Uy X la funcién cociente, entonces el siguiente
diagrama es un cuadrado pushout:

f

/Y

YUX

[N

Demostracion. Sean Z un espacio topoldgico y un par de funciones continuas
g:Y = Zvyh:X — Z tales que gf = hm. Necesitamos encontrar una
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funcién continua € : Y Uy X — Z que haga conmutar el diagrama

A ! Y

Definamos € por €(Z) = gf(x)siz € A, €(T) = h(z)siz € X—Aye(®) = g(y)
siy € Y. Es claro que g = epj y h = ept, resta probar que € es continua.
Sea C' C Z un subconjunto cerrado. Notemos que (epi)~'(C) = h™1(C) y
(epj)~1(C) = g7}(C) son cerrados en X y Y respectivamente, por lo tanto
e 1(C) es cerrado en Y Uy X. O

A.3 Definicién. Si f: A — Y es continua y A C X, se dice que Y Uy X
conserva la propiedad topoldgica P si, el que X y Y cumplan la propiedad
P, implica que Y Uy X cumple la propiedad P.

A.4 Proposicion. Si f : A — Y es continua y A C X un subconjunto
cerrado, entonces Y Uy X conserva las propiedades de ser T} y ser normal.

Demostracion. Primero recordemos que un espacio topoldgico es Tj si y s6lo
si cada uno de sus subconjuntos unitarios es un cerrado. Sean X y Y espacios
Ti, f : A — Y una funcién continuay A C X conexo. Sea a € YUy X, veamos
que {z} es cerrado, para esto es suficiente mostrar que (pi)~'({a}) es cerrado
en X y que (pj)~'({a}) es cerrado en Y. Notemos que (pi)~'({a}) es de la
forma {z € X|f(x) = a}, {z} o 0, todos subconjuntos cerrados en X, por
su parte (pj)~!({x}) siempre es un subconjunto unitario de Y. Por lo tanto
{z} escerradoen Y Uy X y Y Uy X es 7.

Ahora supongamos que X y Y son espacios normales. Sean F'y G sub-
conjuntos cerrados y disjuntos en Y Uy X, entonces (pj) " (F) y (pj) ' (G)
son cerrados y disjuntos en Y. Por el lema de Urysohn existe una funcién
continua ¢y : Y — [ tal que:

_Jo sty e(pi)Tt(F)
SOY(y)_{l siy € (pj)~H(G)
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Sean B = (pi)”(F)U AU (pi)"'(G) que es un subconjunto cerrado de X y
v B — I tal que:

0 siz € (pi)~'(F)
P(z) = < oy o f(x) size A
1 siz € (pi) Q)

Notemos que ¥ es continua pues si C' es un subconjunto cerrado de I entonces

(py f)7H(C) 5i0,1¢ C
(0 = (pi) "' (F) U (0, f)7(C) sideC y 1¢C
(y /) HC) U (pi)~H(G) si0¢C y 1eC

(pi)"H(F) U (g f)"H(C)U (pi)H(G)  si0,1€C
es cerrado en B. Ahora por ser B cerrado en X y X normal, el teorema de
de extension de Tietze nos dice que existe una extension ¢x : X — [ tal que

vx|p =1
Consideremos la funcién continua (py, ¢x) : Y U X — I. Notemos que si
z,y € Y U X son tales que p(x) = p(y) (y = f(x)) tenemos que

(v, px)(2) = px ()
= py(f(2))
= oy (y)
= (v, vx) ()

entonces, como Y Uy X tiene la topologia final respecto a X UY y p, existe
una unica funcién continua que hace conmutar el siguiente diagrama [14]:

(A1)

VUX (@Ysox/
YU X

Entonces se cumple que o(F) = o(p(p™(F))) = (¢v, ex)(p~ (F)) = {0},
de manera andloga ¢(G) = {1}, asi por el lema de Urysohn Y Uy X es

normal. O

A.5 Definicién. Sea {0, }22, una familia de conjuntos ajenos tal que og # .
Consideremos, inductivamente, una familia de espacios topolégicos {P,}>2,
de la siguiente manera:
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a. Py = oy con la topologia discreta.

b. Supongamos construido P,_;. Si o,, = ) entonces P, = P,_;. Si o # ()
entonces para cada x € o, consideremos S?~! = §"1 D~ pn oy
supongamos definida una funcién continua ¢, : S*™' — P, ;. Defi-
namos X, := [[,c, D An := [l e, S5 fa : An = Py tal que

falgn-1 = @2 ¥y Poi= Py Uy, X

An(—> Xn
fn pan
Pnfl piPn—l Pn

Se dice que P, se obtiene pegando n-células a P,_; a través de la familia de
funciones {¢,|r € 0,}. Definimos P := (U P, 7) donde 7 es la topologia
final respecto a la familia de inclusiones {j, : P, — P}°,. P se llama
complejo CW definido por {0,} ¥ {¥¢}econ, n=01,.., estds tltimas llamadas
funciones caracteristicas del complejo CW. Para cada n € N, P, se llama el
n-esqueleto de P. Si existe n tal que o, = () para toda m > n, diremos que
P tiene dimensién n. Si para toda n existe m > n tal que o, # () entonces
diremos que la dimensién de P es oo.

A.6 Ejemplos.

1.5i 09 = {2}, 0, = {y} y 00 = 0 para m # 0y m # n. Entonces se
tiene que P = P, = S™. En este caso P, 1 = {z}, A, = S;_l, X,=Dyy
fn es la funcién constante que manda todo elemento en x. Recordemos que
existen funciones hy : Dy — Sy~! — R™ y hy = S — {(1,0,...)} — R™ que
son homeomorfismos. Definamos h : D — S™ dada por h(z) = hy 'hi(2) si
2 ¢ Sp~ty h(z) =(1,0,...) si z € Sp~', que también es un homeomorfismo,
y r:{z} — S" dada por r(z) = (1,0, ...). Mostraremos que el cuadrado

Syl ——— D}

fn h

{t} ———>5"
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es pushout. Sean Y un espacio topoldgico y funciones continuas ' : Dj} — Y
y " :{xz} — Y tales que hacen conmutar el diagrama

Sy ——— Dy

Mostraremos que existe una funcién continua € : S™ — Y que hace conmutar
el diagrama anterior. Definamos € dado por €(b) = K'h=1(b) si b # (1,0, ...)
y €(b) = 1'(x) si b = (1,0,...). Es claro que eh = h' y er = 7’. Por tltimo
veamos que ¢ es continua. Sea C' C Z cerrado, entonces h/~1(C') = h~1e 1 (C)
es cerrado en Dy, de esto se sigue que e 1(C) es cerrado en S™, por lo tanto
€ es continua. Asi hemos mostrado que P, = S™.

2.51 09 = {z}, 0, = {y}, ons1 = {2}, oy = O con m ¢ {O,n,n+ 1} y
¢, : S® — P, un homeomorfismo. Entonces P = P, ;; = D", En este caso

X1 =DM Ay =Sy fu+ 1=, ysabemos que P, = S", entonces
tenemos el cuadrado pushout
S prtl
fn+1
Sm P,

Recordemos que P, 1 = S™ Uy, ,, D™, y en este caso cada elemento de S
est4 identificado con uno y sélo un elemento de S™, entonces P, = D"t

3. Sea o = {n}, entonces Py = {0} y P, = S'. Definamos ¢y : S} — S*
tal que para cada z € S5 (pensado como nimero complejo) ¢q(z) = 22, en
este caso tenemos que X, = D3, Ay = S5, fo = 2. Notemos que en S*Uy, D3,

los elementos de la frontera de D3 se identifican con el elemento de la frontera
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diametralmente opuesto, siendo esto claramente la construccién de RP?, el
espacio proyectivo real de dimensién 2, por lo tanto P, = RP%. Recordemos
que hay dos formas de construir el espacio proyectivo real de dimension n:

(a) Empezamos con la esfera unitaria S™ en R™™! e identificamos cada
elemento con el diametralmente opuesto.

(b) Empezamos con el disco unitario D" en R™ e identificamos cada elemen-
to de su frontera con el elemento de la frontera que es diametralmente
opuesto.

Ahora veamos que si ¢, : S7! — B, ; = RP" ! = §"71/ ~ donde ~ es la
relacién de equivalencia que pega puntos diametralmente opuestos y ¢, la
funcién cociente correspondiente entonces F,, = RP". En este caso X,, = D],

An = ngl y fn = Pn-

CH Dy
fn
71/ ~ "1/ ~ Uy, D

Notemos que en S !/ ~ U; D" se identifica cada elemento de la frontera
de D] con el elemento de la frontera diametralmente opuesto, por lo tanto
P, =RP".

A.7 Proposicién. Si P es un complejo CW entonces, P, es cerrado en P
para toda m € {0,1,...}.

Demostracién. Primero, P, es cerrado en P,y si (pip,) ' (P,) = P, es ce-
rrado en P11 y (pix,,,) '(P,) = A, es cerrado en X, por lo tanto P, es
cerrado en P, 1. Ahora si m > n, veamos que P, es cerrado en P,,, para
esto necesitamos probar que (pip,_,) ' (P,) = P, es cerrado en P,,_; y que
(pix, ) *(P,) C A, es cerrado en X,,, esto tltimo siendo cierto. Como se
puede notar deberemos probar que P, es cerrado en cada esqueleto de dimen-
sién mayor a n 'y menor o igual a m, este proceso es finito y termina cuando
probamos que P, es cerrado en P, .1, pero esto ya lo hemos probado, por lo
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tanto P, es cerrado en P,,. Por ultimo consideremos la familia de inclusiones
{jn : P, — P}, y notemos que

P, sin>m

P, sin<m
por lo tanto j,!(P,) es cerrado en P, para todo n € N, por lo tanto P, es
cerrado en P. 0

Notemos que pip, _, : P,_1 — P, es una inmersién y como pip, ,(P,_1) es
cerrado en P,, pip, , es una inmersion cerrada, entonces podemos pensar a
P,,_1 como subespacio de P,. Esto serd de utilidad para demostrar que todo
complejo CW es un espacio CG.

A.8 Proposicion. Si P es un complejo CW entonces P es normal y Haus-
dorff.

Demostracion. Primero veamos que P es Ti. Es claro que Py es T}, demos-
traremos inductivamente que todo P,, es Tj. Supongamos que P, es 11 y
notemos que X, ;1 también lo es, luego entonces por la proposicién A.4 sa-
bemos que P, Uy, ., Xpi1 = Poy1 es Ty. Sea © € P entonces j,*(z) es un
subconjunto unitario o es vacio en P,, esto implica que {z} es cerrado, por
lo tanto P es Tj.

Ahora veamos que P es normal. De manera analoga al parrafo anterior
se prueba inductivamente que P, es normal para toda n € N. Por el lema de
Urysonh, dado que P, es normal, existe una funciéon continua f, : P,y — [

tal que
0 six e FNP,_
fn—l(x) = . '
1 siye GNP,

Sea B:=(FNP,)UP,_1U(GNPF,)yseag,: B— I dada por

0 sire FNP,
gn<x) = fn—l(x) Si MRS Pn—l
1 sicre GNP,

que esta bien definida. Veamos que g, es continua. Sea C' C [ un subconjunto
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cerrado, entonces

i (C) si0,1¢C
- (C) (FNP,)U £ (C) si0eC y 1¢C
" (@)U (GNP si0¢C y 1eC

(FNP)UfH(CYUu(GNP,) si0,1eC

es cerrado en B, por lo tanto g, es continua. Luego por ser P, normal y B
cerrado en P,, por el teorema de extension de Tietze, existe f, : P, — [
continua tal que f,|p = g,. Definamos f : P — I tal que hace conmutar el
diagrama

b

~

P

Sea C' C I un subconjunto cerrado, como (fj,) ' (C) = f,71(C) es cerrado
en P, se tiene que f~1(C) es cerrado en Py por lo tanto f es continua, todo
esto basado en el hecho de que P tiene la topologia final respecto a la familia
de inclusiones {j, : P, — P}>,. Es claro que f(F) =0y f(G) = 1, por lo
tanto P es normal. Por tltimo sean z,y € P, por ser P un espacio Ty, {z}
y {y} son subconjuntos cerrados de P, luego por ser P un espacio normal
existen abiertos disjuntos que contienen a {x} y {y} respectivamente, por lo
tanto P es Hausdorff. O]

Py

A.9 Definicién. Sea P un complejo CW y zq € o, consideremos el diagra-
ma conmutativo:

.
o

n w n Jn
IntD3, D! P,
u v »
HIEU” ([ntDZ) Mmn Hmean Dg X, HSEEC"n D: U P’ﬂ—l

donde v, m,, w y u son las inclusiones correspondientes. Entonces:

L. eyy := jno @y, cw(IntD} ) se llama la n-célula abierta de P correspon-
diente a xg.

60



2. 849 1= Jn 0 @y, (Dy,) se llama la n-célula cerrada de P correspondiente
a Ig.

A.10 Observacion. Si zy € gy, entonces eg, = S, = {Zo}-
A.11 Proposicion. Si P es un complejo CW y x € o, entonces:
(a) e, es abierto en P, aunque no necesariamente en P.
(b) s, =€, en P.

Demostracion.

(a)e, = pix, myu(IntD?) y es claro que u y piy, m, son inmersiones cerradas,
por lo tanto e, es abierto en P,.

(b)Sea x € 0,. Sin =0, e, = {x} que es cerrado en P por ser Hausdorff,
luego {z} = e, C e, C s, = {z}. Sin > 0, como D! es compacto y P es
Hausdorff, s, = j, o ¢%(D?) es cerrado, por lo tanto &, C s,. Por otro lado

= jn 0 @ (w(IntDE)) C jn o Pt (w(Int D)) (A2)

=e,

]

A.12 Proposicion. Todo complejo CW es la unién ajena de sus células
abiertas.

Demostracion. Sea P un complejo CW, P = U2 (P, v P,_1 C P,, entonces
P =PyU(U>,P, — P, 1), una unién disjunta. Notemos que

Py =p(Poa U] D2) = Poy Up(] [ IntDy) (A.3)

es una unién disjunta, se sigue que

P, =P U(J e (A.4)
§€on
por lo tanto
P = Po U (Ugegneg)zozl (A5)
O
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A.13 Observacion. Si P es un complejo CW y x € o, entonces, para toda
m > n, existe r" : s, — P, tal que el siguiente diagrama conmuta:

§p——-———>P
.
P,

A.14 Observacion. Si P es un complejo CW entonces, para toda m =
0,1, .., Py, tiene la topologfa final respecto a la familia {r" : s, — P, }zeon.n<m-|0]

A.15 Corolario. Si P es un complejo CW entonces tiene la topologia final
respecto a la familia {7,720 : s, — P}>2,.

A.16 Definicién. Si P es un complejo CW y @Q C P, se dice que ) es un
subcomplejo de P si cumple que:

1. Q #10.
2. Si para alguna célula abierta e, de P, Q Ne, # 0, entonces s, C Q.

A.17 Proposicién. Si @) es un subcomplejo de Py {e,, }ics es la familia de
células abiertas que intersectan a @), entonces ) = U;erer, = UicrSy,-

Demostracion. Uiers,, € Q C Ujerer, € UierSa, - O

A.18 Ejemplos.
1.P es subcomplejo de si mismo.

2.Paran € {0,1,...}, P, es subcomplejo de P.

A.19 Proposicién. Si P es un complejo CW y {Q;}ic; es una familia de
subcomplejos de P, entonces:

(a) U;er@; es subcomplejo de P.
(b) Si NierQ; # 0 entonces N;e;Q; es subcomplejo de P.

Demostracion.

(a)Si (U;erQ;) Ne, # () entonces existe i € I tal que Q; Ne, # (), se sigue que
Se € Qi C UierQ.

(b)Si M @Q; # 0y (NMiesQ;) Ney # 0 entonces, para toda i € I, e, NQ; # 0,
por lo tanto s, C @Q); para toda ¢ € I, entonces s, C N;crQ; O]
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A.20 Definicion. Si P es un complejo CW y X C P, denotaremos por
C(X) a la interseccién de todos los subcomplejos de P que contienen a X.

A.21 Proposicion. Si P es un complejo CW y X C P es compacto entonces
X intersecta solo a un numero finito de células abiertas de P.

Demostracion. Primero veamos el caso cuando X C P,. Sea {e,, }icr €l con-
junto de n-células abiertas que intersectan a X, y para toda i € I, sea
Y € e, N X. Sean A = {y;}icr v B C A, entonces si x € 0, con m < n,
(r™)~Y(B) = BN s, es vacio o unitario, por lo tanto es cerrado por ser P
un espacio 7. Por la observacién A.14 B es cerrado en P, pero por ser P,
cerrado en P, B también es cerrado en P y como B fue cualquier subcon-
junto de A, se sigue que A es cerrado en P, ademas es discreto y como X es
compacto, A debe ser finito. Por lo tanto X sélo intersecta un nimero finito
de n-células abiertas con n = N.

Ahora para el caso general sea {e,, };cs la familia de células abiertas que inter-
sectan a X,y paratodai € I, seay; € e,,NX.Sean A = {y;}icr, BC Ay s,
una n-célula cerrada de P, entonces BN s, = (BNe,)U(BNp(S?71)). Pero
BnNe, es vacio o unitario, y como ¢,(S7™!) es compacto y ¢,(S?!) C P, 4,
por la primer parte de la demostracién ,(S"™!) intersecta a un nimero
finito de células abiertas de P. Como B tiene a lo mas un punto en cada
célula abierta de P se sigue que B N ¢, (S?!) es finito, por lo tanto B N s,
es finito. ]

Ahora veremos que los complejos CW son compactamente generados.
A.22 Proposicion. D" es un espacio CG.

Demostracion. Sea 7 la topologia sobre D™ inducida por la topologia usual
(formada por los subconjuntos cerrados) en R™. Sabemos que 7 C k(7),
veamos que k(1) C 7. Sea A € k(1) y consideremos 1 : D® — D", como D"
es compacto y Ty, 171(A) = A es cerrado en D", por lo tanto A € 7 y asf
k(1) = 7, o lo que es lo mismo, D" es un espacio CG. ]

A.23 Corolario. X, =] D? es un espacio CG.

TEON

Demostracion. La prueba sale directamente de la proposiciéon 2.2. [

A.24 Proposicion. Todo complejo CW es un espacio CG.
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Demostracion. Sea P un complejo CW. Primero veamos que todo esqueleto
de dimensién n es un espacio CG. Sea 7 la topologia en F,, sabemos que
7 C k(7), pero por ser 7 la topologia discreta k(7) C 7, por lo tanto Py es
CG. Ahora demostraremos que si P, ; es CG, entonces P, es CG. Por la
proposiciéon 2.2, P,_; UX,, es CG y por la proposicién 2.1, P,_; Uy, X,, = P,
es CG. Ahora veamos que P es un espacio CG. Haremos uso del lema 3.9.
Notemos que la familia { P, } ey junto con los morfismos pjp, es una familia
dirigida de subconjuntos cerrados de P. Por otro lado, sea C' C P compacto,
entonces C' intersecta a un numero finito de células abiertas de P, de aqui
que existe n € N tal que C C P,, de aqui se sigue que BNC = P, NC.
Entonces por el lema 3.9 P es homeomorfo a hmP Como cada P, es CG,

por el corolario 2.24 el colimite hm P, es un espamo CGWH, por lo tanto P
es un espacio CGWH. O
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