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Introducción

La frase “categoŕıa conveniente de espacios topológicos” antecede a Steen-
rod [9] por varios años; la introducción de Brown [4] dice: It may be turn out
that the category of Hausdorff k-spaces is adequate and convenient for all
purposes of topology. Los requerimientos para que una categoŕıa sea conve-
niente se enuncian en Brown [2]. A pesar de que usualmente se piensa en
Steenrod en realidad Brown [3] fue el primero en probar que los k-espacios
Hausdorff formaban lo que hoy en d́ıa es llamado una categoŕıa cartesia-
namente cerrada, influenciado por Cohen [7]. Una categoŕıa conveniente de
espacios topológicos es una subcategoŕıa C de la categoŕıa Top de todos
los espacios topológicos que es plena y repleta tal que cumple las siguientes
condiciones:

(a) Todo complejo CW es un objeto de C ;

(b) C es cartesianamente cerrada;

(c) C es completa y cocompleta.

Se debe notar que los ĺımites y coĺımites en C no necesariamente coinci-
den con los correspondientes ĺımites y coĺımites en Top, excepto bajo ciertas
condiciones. Algunas categoŕıas convenientes son reflexivas o coreflexivas en
Top, las cuales son cerradas bajo ĺımites o coĺımites respectivamente. Por
otro lado, los productos de objetos de C en Top no están en C necesaria-
mente, por lo cual en esta situación el producto en C y el producto en Top
no coinciden necesariamente. Este es el caso particular de los espacios com-
pactamente generados, más aún, el “producto compactamente generado” es
a veces preferido ante el producto usual en Top, por ejemplo, si X y Y son
complejos CW, el producto usual no necesariamente es un complejo CW,
pero si lo es con el producto compactamente generado [10].
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En el libro Categories for the Working Mathematician de Saunders Mac
Lane al final de la sección dedicada al estudio de los espacios Hausdorff com-
pactamente generados nos dice:“...this suggests in Top we have been studying
the wrong mathematical objects. The right ones are the spaces in CGH ”. Los
espacios compactamente generados fueron originalmente llamados k-espacios
por la palabra germana kompakt y fueron estudiados por Hurewicz; y se
pueden encontrar en General Topology de Kelley, Topology de Dugundji y
Rational Homotopy Theory de Felix, Halperin y Thomas. La motivación pa-
ra su estudio a mayor profundidad inicio en la década de los sesenta pues la
categoŕıa usual de espacios topológicos teńıa deficiencias, en contraposición
con los espacios topológicos usuales, los espacios compactamente generados
forman una categoŕıa cartesianamente cerrada, siendo suficientemente gene-
rales aun para la mayoŕıa de los propósitos de la topoloǵıa general, formando
una categoŕıa conveniente de espacios topológicos [15].

La noción de espacios débilmente Hausdorff fue introducida por M. C.
McCord [12] para remediar la inconveniencia de trabajar con la categoŕıa de
espacios Hausdorff. En [12] McCord nos dice que: The paper [15] of Steenrod
shows why it is convenient to work in the category of compactly generated
Hausdorff spaces. In some contexts, though, the requirement of the Hausdorff
condition can be a problem, because certain standard operations on spaces can
lead outside the category. For example, if (X,A) is a closed pair of spaces in
the category, X/A may not be in the category. There is a more general pro-
blem for adjunction spaces, and a problem for unions of expanding sequences.
In the presence of certain extra conditions (see [15]) one can be guaranteed
that the spaces remain in the category. But in some situations these condi-
tions may be absent or difficult to verify. I have learned from J. C. Moore how
one can slightly enlarge the category so that it has better closure properties,
but still has the convenient technical properties in [15]. We proceed as fo-
llows... Este agrandamiento se refiere justamente a trabajar con espacios que
son debilmente Hausdorff en lugar de los espacios Hausdorff como veremos
en la primer sección de esta tesis. Hoy en d́ıa los espacios compactamente
generados han llegando a ser usados en la fundamentación de la topoloǵıa
algebraica y la teoŕıa de homotoṕıas en conjunto con la propiedad de ser
débilmente Hausdorff, dando lugar a su forma más moderna como espacios
compactamente generados débilmente Hausdorff (CGWH) gracias a McCord
[12].

Inicialmente está tesis estaba pensada para abordar el estudio de teoŕıa
musical desde un punto de vista matemático, en particular el art́ıculo [6], de
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ah́ı la necesidad de estudiar la categoŕıa conveniente de espacios CGWH. Se-
guiremos el trabajo de Strickland [16], que me parece una visión condensada
y moderna de esta categoŕıa.
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Caṕıtulo 1

Espacios CGWH

1.1 Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que un subcon-
junto Y ⊆ X es k-cerrado si para cada espacio K que sea compacto y Haus-
dorff y cada función continua u : K → X, u−1(Y ) es cerrado en K. Deno-
taremos por µ a la familia de cerrados de (X, τ) y por k(µ) a la familia de
k-cerrados, además notemos que µ ⊆ k(µ).

1.2 Lema. Sea X ∈ Set y η ⊆ P(X) tal que:

(a) X, ∅ ∈ η.

(b) La intersección de cualquier subfamilia de η está en η.

(c) La unión de cualquier subfamilia finita de η está en η.

Entonces τ = {X \ U |U ∈ η} es una topoloǵıa en X y η es la familia de
cerrados de (X, τ).

1.3 Corolario. Sea (X, τ) un espacio topológico y η := k(µ) la familia de
k-cerrados respecto a τ , entonces k(τ) := {X \ U |U ∈ η} es una topoloǵıa
en X y η es la familia de cerrados de (X, k(τ)). Notemos que k(τ) es una
topoloǵıa más fina que τ , es decir τ ⊆ k(τ).

Demostración. Es claro que η cumple el inciso (a) del lema anterior, pro-
baremos los incisos restantes. Sean K un espacio compacto y Hausdorff,
u : K → X una función continua y {Ai} una subfamilia de η. Notemos
que u−1(

⋂
i∈I Ai) =

⋂
i∈I u

−1(Ai) es una intersección de cerrados en K, por
lo tanto

⋂
i∈I Ai ∈ η. Ahora supongamos que {Ai} es una subfamilia finita,

entonces u−1(
⋃

i∈I Ai) =
⋃

i∈I u
−1(Ai) es una unión finita de cerrados en K,

por lo tanto
⋃

i∈I Ai ∈ η.
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1.4 Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. En lo que sigue denota-
remos kX = (X, k(τ)). Diremos que X es compactamente generado (CG) si
τ = k(τ), es decir, si (X, τ) = kX.

1.5 Definición. Sea X un espacio topológico. Diremos que es débilmente
Hausdorff (WH) si para cada espacio K que sea compacto y Hausdorff y cada
función continua u : K → X, u(K) es cerrado en X.

1.6 Ejemplo. Sea X un conjunto no numerable con la topoloǵıa conumera-
ble, la topoloǵıa que consiste del conjunto vaćıo y todos los subconjuntos de
X que tienen complemento numerable, veamos que es un espacio WH pero
no es un espacio Hausdorff. Sean A y B subconjuntos abiertos de X y su-
pongamos que son disjuntos, luego A ∩B también es abierto en X entonces
X \ (A∩B) = X es numerable pero esto es una contradicción ya que X es no
numerable, por lo tanto cualesquiera dos subconjuntos abiertos de X tienen
intersección distinta del vaćıo, por lo tanto X no es un espacio Hausdorff. Por
otro lado, supongamos que C es un subconjunto compacto e infinito de X y
sea {an}n∈N una sucesión infinita de elementos distintos de C. Consideremos
los subconjuntos abiertos Vm = X\{am+n}n∈N deX conm ∈ N, los cuales sa-
tisfacen que Vm1 ⊆ Vm2 si m1 ≤ m2. Tenemos que {Vm|m ∈ N} es una cubier-
ta abierta de C, entonces existe una subcubierta finita {Vmi

|i ∈ {0, ..., N}}
de C, sin perdida de generalidad supongamos que mi < mi+1. Entonces C
está contenido en

⋃N
i=0 Vmi

= VmN
pero amN

, amN+1, ... /∈ VmN
lo que es una

contradicción, por lo tanto los subconjuntos compactos de X son finitos. Sean
K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → X una función continua, en-
tonces u(K) es compacto en X, se sigue que u(K) es finito y por lo tanto
numerable, entonces u(K) es cerrado en X.

1.7 Observación. Sea X un espacio topológico. Si X es Hausdorff entonces
sus subconjuntos compactos son cerrados; si X es compacto entonces sus
subconjuntos cerrados son compactos.

1.8 Lema. Sea X un espacio topológico: X es compacto y Hausdorff ⇒
X es compacto, regular y Hausdorff ⇒ X es normal y Hausdorff ⇒ X es
localmente compacto.

Demostración. La demostración se puede encontrar en [14].

1.9 Corolario. Todo espacio Hausdorff es WH.
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Demostración. Sea X un espacio Hausdorff, K un espacio compacto y Haus-
dorff y u : K → X una función continua. Sabemos que u(K) es compacto y
por ser X Hausdorff, u(K) es cerrado.

1.10 Lema. Sea X un espacio WH.

(a) Cada subconjunto unitario es cerrado (y por lo tanto T1).

(b) Si K es compacto y Hausdorff y u : K → X es continua, entonces u(K)
es compacto y Hausdorff respecto a la topoloǵıa heredada de X.

(c) Un subconjunto Y ⊆ X es k-cerrado si y sólo si Y ∩K es cerrado en K
para cada subconjunto K ⊆ X que sea compacto y Hausdorff respecto
a la topoloǵıa heredada de X.

Demostración. (a)Sean x ∈ X, el subespacio {x} ⊆ X que es compacto y
Hausdorff y la inclusión ι : {x} → X que es una función continua. Como X
es WH se tiene que ι({x}) = {x} es cerrado en X.
(b)Veamos que u(K) es Hausdorff. Sean a, b ∈ u(K) tal que a ̸= b, luego {a}
y {b} son cerrados en X por (a), por lo tanto cerrados en u(K) aśı u−1(a) y
u−1(b) son subconjuntos cerrados y disjuntos en K. Por el lema 1.8 existen
abiertos disjuntos U y V en K tal que u−1(a) ⊆ U y u−1(b) ⊆ V . Sean

U ′ := {x ∈ u(K)|u−1(x) ⊆ U}

= {x ∈ u(K)|u−1(x)
⋂

U c = ∅}

= {x ∈ u(K)|x /∈ u(U c)}
= u(K) \ u(U c)

(1.1)

V ′ := {x ∈ u(K)|u−1(x) ⊆ V }

= {x ∈ u(K)|u−1(x)
⋂

V c = ∅}

= {x ∈ u(K)|x /∈ u(V c)}
= u(K) \ u(V c)

(1.2)

Por la manera en que definimos U ′ y V ′ sabemos que a ∈ U ′, b ∈ V ′ y que
U ′ y V ′ son disjuntos. Por otro lado U c es cerrado y por lo tanto compacto,
entonces u(U c) es compacto y por lo tanto cerrado, luego u(K) \ u(U c) es
abierto en u(K); de la misma manera u(K) \ u(V c) es abierto en u(K). Aśı
hemos encontrado abiertos disjuntos para a y b respectivamente, por lo tanto
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u(K) es Hausdorff.
(c)Sea Y ⊆ X un k-cerrado y K ⊆ X como en la hipótesis, veamos que
Y ∩K es cerrado en K. Sea ι : K → X la inclusión que es continua, por lo
tanto ι−1(Y ) = Y ∩K es cerrado en K. Ahora si suponemos que Y ∩K es
cerrado en K ⊆ X compacto y Hausdorff, veamos que Y es k-cerrado en X.
Sea K ′ un espacio compacto y Hausdorff y u : K ′ → X una función continua.
Por el inciso (b), u(K ′) ⊆ X es compacto y Hausdorff, entonces u(K ′) ∩ Y
es cerrado en u(K ′), luego u−1(Y ) = u−1(Y ∩ u(K ′)) es cerrado en K ′, por
lo tanto Y es k-cerrado.

1.11 Definición. Sea X un espacio topológico y Y un subconjunto de X.
Decimos que Y es secuencialmente cerrado si cada vez que una sucesión
{yn} en Y converja a un punto x en X, se cumple que x también está en Y ;
claramente cada subespacio cerrado es secuencialmente cerrado. Decimos que
X es un espacio secuencial si cada subconjunto secuencialmente cerrado es
cerrado. También diremos que X es primero contable si cada punto tiene una
base contable de vecindades. Es fácil ver que los espacios métricos son primero
contables y que los espacios primero contables son espacios secuenciales.

1.12 Proposición. Todo espacio secuencial es CG.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio secuencial, mostraremos que τ = k(τ),
o lo que es lo mismo, ver que cada k-cerrado es cerrado, para esto nos basta
ver que cada k-cerrado es secuencialmente cerrado. Sea Y ⊆ X un k-cerrado
y {yn} una sucesión en Y que converge a x ∈ X. Sea K = N ∪ {∞} la
compactificación a un punto de N y u : K → X definida por u(n) = yn y
u(∞) = x. Notemos que u es continua pues si A es un conjunto abierto en
X:

(a) Si x /∈ A entonces ∞ /∈ u−1(A) y u−1(A) ⊆ N que discreto, por lo tanto
u−1(A) es abierto en K.

(b) Si x ∈ A entonces existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, yn ∈ A,
entonces u−1(A) es de la forma (n,∞] que es abierto en K.

Como Y es k-cerrado y K es compacto y Hausdorff, u−1(Y ) es cerrado en K,
de esto se sigue que N ⊆ N ⊆ u−1(Y ), entonces ∞ ∈ u−1(Y ), luego x ∈ Y ,
por lo tanto Y es secuencialmente cerrado.

1.13 Proposición. Todo espacio localmente compacto y Hausdorff es CGWH.
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Demostración. Sea X un espacio topológico localmente compacto y Haus-
dorff y sea Y ⊆ X un k-cerrado, para mostrar que X es CG basta mostrar
que Y es cerrado. Sea x ∈ Y , veamos que x ∈ Y . Por ser X localmente
compacto existe una vecindad U de x tal que K = U es compacto. Sea V
otra vecindad de x, se sigue que V ∩K también es vecindad de x y como x
está en Y , V ∩K ∩Y ̸= ∅, por lo tanto x ∈ K ∩ Y . Por otro lado, como K es
compacto y Hausdorff, Y es k-cerrado y la inclusión ι : K → X es continua,
ι−1(Y ) = K ∩ Y es cerrado en K, entonces x ∈ Y .

1.14 Lema. Si K es compacto y Hausdorff entonces una función u : K → X
es continua respecto a τ si y sólo si es continua respecto a k(τ), con τ una
topoloǵıa sobre X.

Demostración. Ya sabemos que τ ⊆ k(τ), haciendo claro que si u es continua
respecto a k(τ) también lo es respecto a τ . Ahora, supongamos u es continua
respecto a τ , necesitamos probar que la preimagen bajo u de cada k-cerrado
es cerrada en K. Sea Y un k-cerrado que por definición cumple que u−1(Y )
es cerrado en K, por lo tanto u es continua respecto a k(τ).

1.15 Corolario. Para todo espacio X se cumple que k2X = kX diciéndonos
que kX es compactamente generado.

Demostración. Sea Y un k-cerrado de X, veamos que es k-cerrado en kX.
Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → kX una función continua,
por el lema 1.14 u : K → X es continua y por ser Y un k-cerrado de X,
u−1(Y ) es cerrado en K, por lo tanto Y es k-cerrado en kX.

1.16 Corolario. Sean X un espacio CG y (Y, τ) un espacio cualquiera. Una
función f : X → Y es continua si y sólo si es continua respecto a la topoloǵıa
k(τ).

Demostración. Supongamos que f : X → Y es continua respecto a k(τ) que
es una topoloǵıa más fina que τ , es claro que f es continua respecto a la
topoloǵıa τ .
Ahora supongamos que f : X → Y es continua y Z ⊆ Y es un k-cerrado,
demostraremos que f−1(Z) es cerrado en X. Sea K un espacio compacto y
Hausdorff y u : K → X una función continua, se sigue que fu : K → Y es
continua y como Z es k-cerrado, (fu)−1(Z) = u−1(f−1(Z)) es cerrado en K,
esto implica que f−1(Z) es k-cerrado en X que es lo mismo que ser cerrado
en X, por lo tanto f es continua respecto a la topoloǵıa k(τ).
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1.17 Proposición. Sean X un espacio CG y Y un espacio cualquiera. En-
tonces f : X → Y es una función continua si y sólo si fu : K → Y es
continua para cada espacio K que sea compacto y Hausdorff y cada función
continua u : K → X.

Demostración. Si f es continua es inmediato que fu es continua. Ahora
supongamos que fu es continua. Sea Z ⊆ Y cerrado, entonces (fu)−1(Z) =
u−1(f−1(Z)) es cerrado en K, esto implica que f−1(Z) es k-cerrado en X que
es lo mismo que ser cerrado en X, por lo tanto f es continua.

1.18 Proposición. Si τ y γ son topoloǵıas sobre X tales que τ ⊆ γ entonces
k(τ) ⊆ k(γ).

Demostración. Sea Y ⊆ X un k-cerrado respecto a τ , queremos ver que es
k-cerrado respecto a γ. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → X
continua respecto a γ, como γ es una topoloǵıa más fina que τ , u es continua
respecto a τ y como Y es k-cerrado respecto a τ , u−1(Y ) es cerrado en K,
por lo tanto Y es k-cerrado respecto a γ.
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Caṕıtulo 2

Nuevos espacios por viejos

2.1 Proposición. Si X es un espacio CG y E es una relación de equivalencia
sobre X entonces el espacio cociente Y = X/E es CG.

Demostración. Sea q : X → Y la función cociente. Sea Z un k-cerrado en
Y , veamos que es cerrado. Por el corolario 1.16, q : X → kY es continua,
entonces q−1(Z) es cerrado en X, y por ser q función cociente, q−1(Z) es
cerrado si y sólo si Z es cerrado en Y .

2.2 Proposición. Si {Xi}i∈I es una familia de espacios CG, la unión disjunta
X =

∐
Xi también lo es.

Demostración. Sea Z ⊆ X un k-cerrado, veremos que Z es cerrado en X.
Notemos que Z es de la forma

∐
Zi, con Zi = Z ∩ Xi. Primero mostremos

que cada Zi es k-cerrado en Xi. Sea K un espacio compacto y Hausdorff,
u : K → Xi una función continua e ιi : Xi → X la inclusión, tenemos que
ιiu : K → X es continua, entonces (ιiu)

−1(Z) = u−1(Zi) es cerrado en K por
ser Z un k-cerrado en X, por lo tanto Zi es k-cerrado en Xi. Sea (x, j) ∈ X
tal que (x, j) /∈ Z, se tiene que x ∈ Xj y x /∈ Zj, entonces existe un abierto
Uj en Xj que contiene a x y no toca a Zj, luego ιj(Uj) = Uj es un abierto en
X que contiene a x y no toca a Z, por lo tanto Z es cerrado en X.

2.3 Definición. Dados dos espacios X y Y , escribiremos X ×0 Y para de-
notar al espacio producto equipado con la topoloǵıa usual del producto. Este
espacio no necesariamente sera CG aun cuando X y Y lo sean. Aśı definire-
mos X × Y = k(X ×0 Y ). Similarmente, dada una familia indicada (posible-
mente infinita) de espacios Xi escribiremos

∏
0,iXi para el producto de estos

espacios con la topoloǵıa usual del producto y
∏

iXi = k(
∏

0,iXi).
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2.4 Proposición. Sea {Xi} una familia de espacios CG. Entonces las pro-
yecciones πi :

∏
iXi → Xi son continuas. Más aun, para cada espacio Y que

sea CG, una función f : Y →
∏
Xi es continua si y sólo si cada componente

fi = πi◦f es continua. (Esto significa que
∏

iXi es el producto de los objetos
Xi en la categoŕıa CTop de espacios CG.)

Demostración. Sabemos que las proyecciones πi :
∏

0,iXi → Xi son continuas
y que dado un abierto en Xi, su preimagen en

∏
0,iXi es abierta, pero la

topoloǵıa en
∏

iXi es más fina, entonces la preimagen de Xi en
∏

iXi es
abierta, por lo tanto las proyecciones πi :

∏
iXi → Xi son continuas.

Si f es continua, es inmediato que cada fi es continua. Ahora supongamos que
fi = πi ◦ f es continua, pero esta afirmación sigue siendo valida si pensamos
en f : Y →

∏
0,iXi, esto implica que f es continua y por el corolario 1.16,

f : Y → k(
∏

0,iXi) es continua.

2.5 Lema. (Lema del tubo). Dados dos espacios X y Y , con X compacto, y
un elemento de Y y U un abierto en X ×0 Y tal que X ×0 {y} ⊆ U , entonces
existe una vecindad V de y en Y tal que X ×0 V ⊆ U .

Demostración. Para cada x ∈ X, (x, y) ∈ U . Al ser U es abierto, existen
vecindades abiertas Ux en X y Vy en Y de x y y respectivamente tal que
(x, y) ∈ Ux×0 Vy ⊆ U . Como X es compacto existe una cubierta finita de ve-
cindades {Ux1 , ..., Uxn} tales que X =

⋃n
i=1 Uxi

. Sea V =
⋂n

i=1 Vi, claramente
V es una vecindad abierta de y tal que X ×0 V ⊆ U .

2.6 Proposición. Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff y
Y es un espacio CG entonces X ×0 Y es un espacio CG y por lo tanto
X ×0 Y = X × Y .

Demostración. Sea Z ⊆ X ×0 Y un k-cerrado, veamos que Z es cerrado en
X ×0 Y . Por la proposición 1.13 X es CGWH. Supongamos que (x, y) /∈ Z,
demostraremos que existe una vecindad abierta de (x, y) disjunta con Z. Sea
iy : X → X ×0 Y dada por iy(x

′) = (x′, y). Veamos que i−1
y (Z) es k-cerrado

en X. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → X continua, luego
u−1(i−1

y (Z)) = (iyu)
−1(Z) que es cerrado en K por ser Z un k-cerrado en

X×0 Y , por lo tanto i−1
y (Z) es k-cerrado, y por lo tanto cerrado en X. Como

x /∈ i−1
y (Z), existe un abierto U∗ disjunto de i−1

y (Z) que contiene a x, luego
por ser X localmente compacto, existe una vecindad abierta U de x talque
U es compacto y U ⊆ U∗, por lo tanto U

⋂
i−1
y (Z) = ∅, o lo que es lo mismo,

U ×{y} ∩Z = ∅. Ahora sea V = {y′ ∈ Y |U ×{y′}
⋂
Z = ∅}, afirmamos que
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V es abierto en Y . Por ser Y un espacio CG, será suficiente ver que para un
espacio K que sea compacto y Hausdorff y una función continua u : K → Y ,
u−1(V ) es abierto en K. Llamemos Z ′ a la preimagen de Z bajo la función
ι×u : U×0K → X×0Y . Al ser Z un k-cerrado, Z ′ es cerrado en el compacto
y Hausdorff U ×0K, por lo tanto es compacto, se sigue que la proyección de
Z ′ en K es compacta, por lo tanto es cerrada. Notemos que dicha proyección
es el conjunto de los a ∈ K tal que existe x′ ∈ U para el cual (x′, u(a)) ∈ Z;
por otro lado u−1(V ) es el conjunto de los a ∈ K tal que para toda x′ ∈ U ,
(x, u(a)) /∈ Z. Claramente estos conjuntos son complementarios, por lo tanto
u−1(V ) es abierto en K como se deseaba mostrar. Aśı, U ×0 V es un abierto
que contiene a (x, y) y que no intersecta a Z. Por lo tanto Z es cerrado en
X ×0 Y .

2.7 Proposición. Supongamos que X y Y son ambos primeros contables (y
por lo tanto espacios CG). Entonces X ×0 Y también es primero contable y
por consiguiente CG, aśı X ×0 Y = X × Y .

Demostración. Sea un elemento (x, y) ∈ X ×0 Y , podemos elegir una base
contable de vecindades Ui de x en X, y una base contable de vecindades Vj
de y en Y . Entonces las vecindades Ui ×0 Vj forman una base contable de
vecindades de (x, y) en X ×0 Y .

2.8 Definición. Sean X y Y espacios CG. Para cada espacio K que sea
compacto y Hausdorff, cada función u : K → X y cada abierto U ⊆ Y ,
escribiremos

W (u,K, U) = {f : X → Y |fu(K) ⊆ U}. (2.1)

Si K es un subsepacio compacto de X y u : K → X es la inclusión, escribire-
mosW (K,U) en lugar deW (u,K, U). Escribiremos C0(X, Y ) para el espacio
topológico cuyo conjunto subyacente es el de las funciones continuas deX a Y
equipado con la topoloǵıa más pequeña para la cual los conjuntosW (u,K, U)
forman una subbase (esta topoloǵıa es llamada compacto − abierta). Escri-
biremos C(X, Y ) = kC0(X, Y ).

2.9 Observación. Si Z es un subespacio cerrado de Y entonces C(X,Z) es
cerrado en C(X, Y ), pues C(X,Z) =

⋂
xW ({x}, Zc)c.

Demostración. En efecto, cada W ({x}, Zc)c es cerrado en C0(X, Y ) y por lo
tanto es k-cerrado, entonces es cerrado en C(X, Y ). Por otro ladoW ({x}, Zc)c

es el conjunto las funciones {f : X → Y |f(x) ∈ Z}, entonces
⋂

xW ({x}, Zc)c
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es el conjunto {f : X → Y |f(X) ⊆ Z} = C(X,Z) y como es una intersección
de cerrados, C(X,Z) es cerrado en C(X, Y ).

2.10 Lema. Si g : Y → Z es una función continua, entonces también lo es
g∗ : C(X, Y ) → C(X,Z) definida por g∗(t) = g◦t. Si f : W → X es continua,
entonces también lo es f ∗ : C(X, Y ) → C(W,Y ) definida por f ∗(t) = t ◦ f .

Demostración. Pensemos en la función g∗ : C0(X, Y ) → C0(X,Z) y consi-
deremos un espacio K que sea compacto y Hausdorff, una función continua
u : K → X y un subconjunto abierto U de Z, tenemos que

g−1
∗ (W (u,K, U)) = {t : X → Y |gtu(K) ⊆ U}

= {t : X → Y |tu(K) ⊆ g−1(U)}
= W (u,K, g−1(U)).

(2.2)

Esto quiere decir que la preimagen de los subbasicos de C0(X,Z) son sub-
basicos de C0(X, Y ), entonces las preimagenes de abiertos de C0(X,Z) son
abiertas en C0(X, Y ) y por lo tanto abiertas en C(X, Y ). Entonces se tie-
ne que g∗ : C(X, Y ) → C0(X,Z) es continua, luego por el corolario 1.16,
g∗ : C(X, Y ) → C(X,Z) es continua. La demostración de que f ∗ es continua
es análoga.

2.11 Proposición. Definamos las funciones evX,Y : X × C(X, Y ) → Y y
injX,Y : Y → C(X,X × Y ) dadas por ev(x, f) = f(x) y inj (y)(x) = (x, y).
Entonces las funciones evX,Y y injX,Y son continuas.

Demostración. Primero demostremos que la función injX,Y . Por el corolario
1.16 será suficiente demostrar que la función injX,Y : Y → C0(X,X × Y )

es continua, o equivalentemente, que inj−1
X,Y (W (u,K, U)) es abierta en Y

para K un espacio compacto y Hausdorff, u : K → X continua y U sub-
conjunto abierto de X × Y . Como Y es CG sólo debemos mostrar que
v−1(inj−1

X,Y (W (u,K, U))) es abierta en L, con L un espacio compacto y Haus-
dorff y v : L→ Y continua. Notemos que u×v : K×L→ X×Y es continua
y por lo tanto (u×v)−1(U) es abierto en K×L. Definamos ahora el conjunto
M = {b ∈ L|K × {b} ⊆ (u × v)−1(U)}, afirmamos que M es abierto en L.
Tomemos un elemento b ∈ M y veamos que existe una vecindad abierta V
de b tal que V ⊆M . Por el lema del tubo existe una vecindad V de b tal que
K×V ⊆ (u× v)−1(U). Sea a ∈ V , es claro que K×{a} ⊆ (u× v)−1(U), por
lo tanto a ∈ M y V ⊆ M , se sigue que M es abierto en L. Ahora notemos
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que inj−1
X,Y (W (u,K, U)) = {y ∈ Y |u(K)×{y} ⊆ U} y también notemos que

v−1(inj−1
X,Y (W (u,K, U))) = {b ∈ L|K × {b} ⊆ (u × v)−1(U)} = M , por lo

tanto v−1(inj−1
X,Y (W (u,K, U))) que es abierto en L como se queŕıa.

Ahora veamos que evX,Y es continua. Sea U un abierto en Y , demostraremos
que ev−1

X,Y (U) es abierto. Como X × C(X, Y ) es CG, será suficiente ver que
V = u−1(ev−1(U)) es abierto en K, con K un espacio compacto y Haus-
dorff y u : K → X × C(X, Y ) una función continua. Sean v : K → X y
w : K → C(X, Y ) las componentes de u, de aqúı que

V = {b ∈ K|(v(b), w(b)) ∈ ev−1(U)}
= {b ∈ K|w(b)(v(b)) ∈ U}.

(2.3)

Sea a ∈ V . Como w(a) ◦ v es continua, L′ = (w(a) ◦ v)−1(U) es abierto en
K y por lo tanto a ∈ L′, entonces por ser K localmente compacto, pues es
compacto y Hausdorff, podemos encontrar una vecindad abierta L∗ de a tal
que L = L∗ es compacto y L ⊆ L′, se sigue que w(a)v(L) ⊆ U . Esto implica
que w(a) ∈ W (v, L, U) ⊆ C(X, Y ). Como w : K → C(X, Y ) es continua, el
conjunto N = w−1(W (v, L, U)) que es igual a {b ∈ K|w(b)(v(L)) ⊆ U} es
una vecindad abierta de a en K. Afirmamos que L

⋂
N ⊆ V . Sea b ∈ L

⋂
N ,

entonces w(b)(v(b)) ∈ w(b)(v(L)) ⊆ U , por lo tanto b ∈ V . Aśı L
⋂
N es una

vecindad abierta de a contenida en V mostrando que V es abierto en K.

2.12 Observación. Recordemos que un par de funtores F : A → B y
G : B → A son adjuntos (F ⊣ G) si HomB(F (A), B) ∼= HomA (A,G(B))
naturalmente para cada A ∈ Ob(A ) y B ∈ Ob(B). Esto significa que hay un
isomorfismo natural entre los funtores

HomB(F ( ), ) : A × B → Set

y
HomA ( , G( )) : A × B → Set

contravariantes en la primer entrada y covariante en la segunda entrada.
También recordemos que una categoŕıa A es cartesianamente cerrada si para
cada A ∈ Ob(A ), el funtor

( ×A) : A → A

tiene adjunto derecho. En algunas categoŕıas importantes como Set el ad-
junto derecho será el funtor

HomA (A, ) : A → A .
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2.13 Proposición. Existe un homeomorfismo adjX,Y,Z : C(X,C(Y, Z)) →
C(X × Y, Z) dado por adjX,Y,Z(f)(x, y) = f(x)(y) para cada f : X →
C(Y, Z).

Demostración. Escribamos D(X, Y ) para el conjunto de todas las funcio-
nes (posiblemente discontinuas) que van de X a Y . Definamos la función
adj′X,Y,Z : D(X,D(Y, Z)) → D(X × Y, Z) con la regla de asociación evi-
dente y veamos que es biyectiva. Sean f, f ′ ∈ D(X,D(Y, Z) funciones tales
que adj′(f) = adj′(f ′), esto quiere decir que para cada (x, y) ∈ X × Y ,
f(x)(y) = f ′(x)(y), de ah́ı que f = f ′, por lo tanto adj′ es inyectiva. Sea
g : X × Y → Z, veamos que existe g ∈ D(X,D(Y, Z)) tal que adj′(g) = g.
Definamos g(x) = g(x, ) : Y → Z, entonces adj′(g)(x, y) = g(x)(y) = g(x, y),
por lo tanto adj′ es sobreyectiva.
Ahora veamos que adj′ manda elementos de C(X,C(Y, Z)) a elementos de
C(X × Y, Z). Sean f ∈ D(X,D(Y, Z)) y g = adj′(f) ∈ D(X × Y, Z), afirma-
mos que g es continua si y sólo si:

(1) f(x) : Y → Z es continua para cada x ∈ X, de modo que f pueda ser
considerada una función de X a C(Y, Z);

(2) f es continua cuando la consideramos como una función deX a C(Y, Z).

Si f cumple ambas condiciones podemos ver que g es lo mismo que la com-
posición

X × Y
f×1Y // C(Y, Z)× Y

evY,Z // Z

que es continua por ser una composición de continuas. Por el otro lado,
supongamos que g es continua. Sea x ∈ X y consideremos la función continua
ix : Y → X × Y dada por ix(y) = (x, y), luego g ◦ ix(y) = g(x, y) = f(x)(y)
para cada y ∈ Y , entonces f(x) = g ◦ ix es continua, más aun f es la
composición

X
injY,X // C(Y,X × Y )

g∗ // C(Y, Z)

pues para x ∈ X y y ∈ Y , g∗ ◦ injY,X(x)(y) = g(x, y) = f(x)(y), entonces g∗ ◦
injY,X(x) = f(x). Por lo tanto f es continua por ser igual a una composición
de funciones continuas.
Hasta ahora hemos visto que adjX,Y,Z : C(X,C(Y, Z)) → C(X × Y, Z) está
bien definida y es una biyección, ahora veamos que es continua. Primero
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notemos que la función adj−1
X,Y,Z : C(X × Y, Z) → C(X,C(Y, Z)) está dada

por adj−1
X,Y,Z(g)(x) = g(x, ) : Y → Z. Consideremos las funciones continuas

Y × C(Y, Z)
evY,Z // Z y X × C(X,C(Y, Z))

evX,C(Y,Z) // C(Y, Z)

Llamemos h a la composición

Y ×X × C(X,C(Y, Z))
1Y ×evX,C(Y,Z) // Y × C(Y, Z)

evY,Z // Z

dada por h(y, x, f) = f(x)(y), evidentemente continua por ser composición
de continuas. Consideremos

C(C(X,C(Y, Z))×X × Y, Z)
adj−1

C(X,C(Y,Z)),X×Y,Z// C(C(X,C(Y, Z)), C(X × Y, Z)),

tenemos que adj−1
X,Y,Z(h)(f)(x, y) = h( , , f)(x, y) = f(x)(y) pero esto es jus-

tamente adjX,Y,Z(f)(x, y) y como vimos antes, adj−1 manda continuas en con-
tinuas, por lo tanto adjX,Y,Z es continua. Para terminar veamos que adj−1

X,Y,Z

también es continua.Consideremos las funciones

X × Y × C(X × Y, Z)
evX×Y,Z // Z

C(X × C(X × Y, Z)× Y, Z)
adj−1

X×C(X×Y,Z),Y,Z// C(X × C(X × Y, Z), C(Y, Z))

C(C(X × Y, Z)×X,C(Y, Z))
adj−1

C(X×Y,Z),X,C(Y,Z)

// C(C(X × Y, Z), C(X,C(Y, Z)))

Tenemos que

adj−1
X×C(X×Y,Z),Y,Z(evX×Y,Z)(x, g) = evX×Y,Z( , x, g) = g(x, ). (2.4)

Ahora

adj−1
C(X×Y,Z),X,C(Y,Z)(adj

−1
X×C(X×Y,Z),Y,Z(evX×Y,Z))(g)(x) = g(x, ) (2.5)

pero esto no es más que adj−1
X,Y,Z(g)(x), igual que antes, hemos demostrado

que adj−1
X,Y,Z es continua. Por lo tanto adjX,Y,Z es homeomorfismo.
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2.14 Corolario. La categoŕıa CTop de espacios CG es cartesianamente
cerrada.

Demostración. Probaremos que los funtores ( ×Y ), C(Y, ) : CTop → CTop
son adjuntos (( ×Y ) ⊣ C(Y, )) para cada Y ∈ Ob(CTop), para ello es
suficiente probar que existe un isomorfismo natural η entre los funtores

C(C( ×Y ), ) : CTop×CTop → Set

y
C( , C(Y, ))CTop×CTop → Set,

esto significa que, para cada X,Z ∈ Ob(CTop), exista un homeomorfismo

ηX,Z : C(X × Y, Z) → C(X,C(Y, Z))

pero este es justamente adjX,Y,Z .

2.15 Proposición. Un espacio X que es CG, es WH si y sólo si el subespacio
diagonal ∆X = {(x, x)|x ∈ X} es cerrado en X ×X.

Demostración. Supongamos X es WH, veamos que el subespacio diagonal
es cerrado en X × X. Recordemos del lema 1.10 que si un espacio es WH
implica que es T1. Consideremos un espacio K que es compacto y Hausdorff
y u = (v, w) : K → X × X una función continua. Será suficiente mostrar
que u−1(∆X) = {k ∈ K|v(k) = w(k)} es cerrado en K. Sea a /∈ u−1(∆X),
entonces v(a) ̸= w(a). Demostraremos que existe una vecindad abierta de
a en K disjunta de u−1(∆X). Por ser X T1, {w(a)} es cerrado en X, luego
entonces U = v−1({w(a)}c) = {b ∈ K|v(b) ̸= w(a)} es una vecindad abierta
de a. Por ser K un espacio compacto y Hausdorff, es un espacio localmente
compacto, entonces existe una vecindad abierta V de a tal que V ⊆ U , de
aqúı se sigue que w(a) /∈ v(V ). Notemos que a esta en el conjunto W =
w−1(v(V )c) = {k ∈ K|w(k) /∈ v(V )}. Por ser V compacto y Hausdorff
y por ser X WH, v(V ) es cerrado en X y por lo tanto W abierto en K.
Afirmamos que (V ∩W ) ∩ u−1(∆X) = ∅. En efecto, si b ∈ V ∩W se sigue
que w(b) /∈ v(V ) y v(b) ∈ v(V ), esto implica que v(b) ̸= w(b), por lo tanto
u(b) = (v(b), w(b)) /∈ ∆X . Esto demuestra que existe una vecindad abierta
V ∩W de a disjunta de u−1(∆X), por lo tanto ∆X es cerrado en X ×X.
Ahora supongamos que ∆X es cerrado en X×X y mostremos que X es WH.
Sean K un espacio compacto y Hausdorff y una función continua u : K → X.
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Dado otro espacio L que sea compacto y Hausdorff y otra función continua
v : L → X definamos M = {(a, b) ∈ K × L|v(a) = w(b)} ⊆ K × L. Este
conjunto también puede ser visto como (u, v)−1(∆X) que es cerrado y por
lo tanto compacto pues K × L es compacto y Hausdorff. Se sigue que la
proyección sobre L de M es compacta y por lo tanto cerrada en L, aun más
πL(M) = {l ∈ L|v(l) = u(k) para algún k ∈ K} = v−1(u(K)), por lo tanto
u(K) es un k-cerrado de X que es lo mismo que ser cerrado en X, por lo
tanto X es WH.

2.16 Corolario. Si X y Y son espacios CGWH y f, g : X → Y son funciones
continuas entonces {x ∈ X|f(x) = g(x)} = (f, g)−1(∆Y ) es cerrado en X.

2.17 Corolario. El producto de una familia arbitraria de espacios CGWH
(con topoloǵıa CG) es CGWH.

Demostración. Consideremos el producto X =
∏

i∈I Xi y las proyecciones
canónicas πi : X → Xi. Ya sabemos que ∆Xi

es cerrado en Xi y que la
función πi × πi : X × X → Xi × Xi es continua, entonces será cerrado en
X ×X el conjunto Dj = (πj × πj)

−1(∆Xj
) = {((xi), (yi)) ∈ X ×X|xj = yj}.

Notemos que
⋂

i∈I Di = {((xi), (xi))|(xi) ∈ X} = ∆X que es cerrado en
X ×X, por lo tanto X es un espacio WH.

2.18 Proposición. Sean X y Y espacios CG y E una relación de equiva-
lencia sobre X. Sea E ′ la relación de equivalencia sobre X × Y definida por
(x0, y0)E

′(x1, y1) si y sólo si x0Ex1 y y0 = y1. Entonces la biyección obvia
(X × Y )/E ′ → (X/E)× Y es un homeomorfismo.

Demostración. Sean q : X → X/E y q′ : X ×Y → (X ×Y )/E ′ las funciones
cociente. Tenemos la función q × 1Y : X × Y → (X/E) × Y . Notemos que
si (x0, y0)E

′(x1, y1), q × 1Y (x0, y0) = (x0, y0) = (x1, y1) = q × 1Y (x1, y1),
entonces q × 1Y respeta la relación E ′, luego q × 1Y induce una función
continua f : (X × Y )/E ′ → (X/E)× Y dada por f((x, y)) = (x, y). Por otro
lado consideremos los homeomorfismos

C(X × Y, (X × Y )/E ′)
adj−1

X,Y,(X×Y )/E′
// C(X,C(Y, (X × Y )/E ′))

C(X/E,C(Y, (X × Y )/E ′))
adjX/E,Y,(X×Y )/E′

// C(X/E × Y, (X × Y )/E ′)
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Tenemos que adj−1(q′)(x)(y) = (x, y). Notemos que si x0Ex1, entonces para
cada y ∈ Y , (x0, y) = (x1, y), entonces adj

−1(q′)(x0) = adj−1(q′)(x1), por lo
tanto adj−1(q′) respeta la relación E, induciendo aśı una función continua
g′ : X/E → C(Y, (X × Y )/E ′) dada por g′(x)(y) = (x, y) que está bien
definida pues si x0Ex1, (x0, y) = (x1, y) para cada y ∈ Y . Ahora llamemos
g a la función adjX/E,Y,(X×Y )/E′(g′) : (X/E) × Y → (X × Y )/E ′, dada por

g(x, y) = (x, y). Es claro que gf = 1(X×Y )/E′ y fg = 1(X/E)×Y .

2.19 Definición. Una función f : X → Y es una función cociente si es
sobreyectiva, y Y tiene la topoloǵıa cociente respecto a X. Expĺıcitamente,
nos referimos a que un subconjunto es cerrado en Y si y sólo si su preimagen
bajo f es cerrada en X. Es claro que la composición de funciones cocientes
es una función cociente.

2.20 Observación. Si f : X → Y es una función continua y sobreyectiva y
es abierta o cerrada, entonces f es una función cociente.

2.21 Proposición. Si f : W → X y g : Y → Z son funciones cociente de
espacios CG, entonces f × g : W × Y → X × Z también es una función
cociente.

Demostración. Primero veamos que la función f × 1Y : W × Y → X × Y es
una función cociente. Sea U ⊆ X × Y , demostraremos que U es cerrado en
X × Y si y sólo si (f × 1Y )

−1(U) es cerrado en W × Y .

(1) Supongamos que U es cerrado en X × Y , entonces U es un k-cerrado.
SeanK un espacio compacto y Hausdorff y u : K → W×Y una función
continua, se sigue que (f × 1Y ) ◦ u es una función continua, entonces
u−1((f × 1Y )

−1(U)) es cerrado en K lo que implica que (f × 1Y )
−1(U)

es k-cerrado en W × Y , que es lo mismo que ser cerrado en W × Y .

(2) Supongamos que (f × 1Y )
−1(U) es cerrado en W × Y . Usaremos la

construcción vista en la proposición 2.18. Sea E la relación de equiva-
lencia en W × Y tal que (w0, y0)E(w1, y1) si y sólo si f(w0) = f(w1) y
y0 = y1 y sea f ′ : W ×Y → (W ×Y )/E la función cociente. Definamos
φ : (W ×Y )/E → X×Y dada por φ((w, y)) = (f(w), y). Notemos que
(f × 1Y )

−1(U) = (f ′)−1(φ−1(U)), entonces (f ′)−1(φ−1(U)) es cerrado
en W ×Y , pero esto pasa si y sólo si φ−1(U) es cerrado en (W ×Y )/E
y como φ es el homeomorfismo del que se habla en la proposición 2.18,
φφ−1(U) = U es cerrado en X × Y .
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De la misma manera se demuestra que 1X × g : X × Y → Z × Y es función
cociente, además f×g = (1X ×g)◦ (f×1Y ), por lo tanto es función cociente.

2.22 Corolario. Sea E una relación de equivalencia sobre un espacio X que
es CG. Entonces X/E es WH si y sólo si E es cerrado en X ×X.

Demostración. De la proposición 2.15 sabemos que X/E es WH si y sólo si
∆X/E es cerrado en X/E ×X/E. Sea q : X → X/E la función cociente. De
la proposición 2.21 sabemos que q × q : X ×X → X/E ×X/E es cociente,
entonces ∆X/E es cerrado enX/E×X/E si y sólo si (q×q)−1(∆X/E) es cerrado
enX×X. Notemos que (q×q)−1(∆X/E) = {(x, y) ∈ X×X|q(x) = q(y)} = E.
Por lo tanto X/E es WH si y sólo si E es cerrado en X ×X.

2.23 Proposición. Sea X un espacio CG. Entonces existe una relación de
equivalencia cerrada E sobre X que es la más pequeña. Si denotamos hX =
X/E entonces h define un funtor de los espacios CG a los espacios CGWH,
que es adjunto izquierdo de la inclusión de los espacios CGWH a los espacios
CG. En otras palabras, cualquier morfismo de X a un espacio CGWH se
factoriza uńıvocamente a través de hX.

Demostración. Sea R el conjunto de todas las relaciones de equivalencia
cerradas R sobre X, i.e., R es cerrada como subconjunto de X × X. Este
conjunto no es vaćıo pues al menos la relación R = X×X está en él. Es fácil
ver que E =

⋂
RR es una relación de equivalencia sobre X y que es cerrada;

claramente la más pequeña. Por la proposición 2.22 sabemos que hX = X/E
es un espacio CGWH. Si Y es un espacio CGWH y f : X → Y es una función
continua entonces R′ = {(x, x′) ∈ X × X|f(x) = f(x′)} = (f × f)−1(∆Y )
es una relación de equivalencia cerrada sobre X, pues al ser Y un espacio
CGWH, ∆Y es cerrado en Y , por lo tanto R′ es cerrado en X × X. Se
sigue que E ⊆ R′. Definamos f ◦ : hX → Y dada por f ◦(x) = f(x) que
está bien definida pues si x = y entonces xEy, luego xR′y lo que significa
que f(x) = f(y), por lo tanto f ◦(x) = f ◦(y). De lo anterior tenemos que
f = f ◦ ◦ q, con q : X → hX la función cociente, entonces por tener hX la
topoloǵıa final respecto a X y q y ser f continua, f ◦ es continua.

X
f //

q %%

Y

hX = X/E
f◦

99
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Ahora veamos que en efecto h define un funtor. Sean X y Y espacios CG
con sus correspondientes funciones cocientes q : X → hX y q′ : Y → hY , y
sea f : X → Y , definamos h(f) = (q′ ◦ f)◦ que claramente hace conmutar el
siguiente diagrama:

X
f //

q !!

Y
q′ // hY

hX
(q′◦f)◦

<<

entonces h(f) está bien definida. Que h respeta identidades y composiciones
es inmediato, por lo tanto h es un funtor. Por último demostremos que h
es adjunto izquierdo de la inclusión de los espacios CGWH en los espacios
CG, para esto es suficiente mostrar que existe un isomorfismo natural η :
C(h , ) → C( , ι( )) con ι la inclusión de la que hablamos, pero esto es lo
mismo que para cualquier espacio X que sea CG y cualquier espacio Y que
sea CGWH exista una biyección ηX,Y : C(X, Y ) → C(hX, Y ) que definiremos
por η(f) = f ◦ para f : X → Y . Es claro, por la construcción de f ◦, que ηX,Y

es biyectiva.

No se demostrará aqúı pero la categoŕıa CTop de espacios CG es una
subcategoŕıa plena y bicompleta de Top, esto quiere decir que cada vez que
se tenga un diagrama pequeño D : I → CG, y considerando la inclusión
F : CG→ Top, podemos encontrar el ĺımite (coĺımite) L de F ◦D y mostrar
que L es un espacio CG, entonces CG tiene ĺımites y coĺımites para diagramas
pequeños.

2.24 Corolario. La categoŕıa de espacios CGWH tiene coĺımites para dia-
gramas pequeños, que se obtienen de aplicar h al coĺımite calculado en la
categoŕıa de espacios CG.

Demostración. Sea D : I → CGWH un diagrama y consideremos la inclu-
sión ι : CGWH → CG, entonces podemos encontrar el coĺımite de ι ◦ D,
pero por ser h el adjunto izquierdo de ι, h preserva coĺımites [11], por lo tanto
h(L) es el coĺımite de D.

2.25 Proposición. Si X es un espacio CG y Y es un espacio CGWH en-
tonces C(X, Y ) es un espacio CGWH. Por lo tanto la categoŕıa de espacios
CGWH es cartesianamente cerrada.

Demostración. Por definición C(X, Y ) es un espacio CG, sólo necesitamos
ver que es un espacio WH, o lo que es lo mismo, que ∆C(X,Y ) es cerrado
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en C(X, Y ) × C(X, Y ). Definamos evx : C(X, Y ) → Y por evx(f) = f(x)
para f ∈ C(X, Y ). Para todo subconjunto abierto U de Y se va a tener
que ev−1

x (U) = {f : X → Y |f({x}) ⊆ U} = W ({x}, U) que es abierto en
C(X, Y ), por lo tanto evx es continua. Notemos que (evx × evx)

−1(∆Y ) =
{(f, g)|f(x) = g(x)}, entonces

⋂
x(evx × evx)

−1(∆Y ) = {(f, g)|f = g} =
∆C(X,Y ) que es cerrado en C(X, Y )× C(X, Y ) pues ∆Y es cerrado.

2.26 Definición. Sea X un espacio CGWH (con topoloǵıa ξ), y sea Y un
subconjunto de X. Denotaremos por ξ0Y la topoloǵıa de subespacio ordinaŕıa
sobre Y y denotemos ξY = k(ξ0Y ); llamaremos a esta topoloǵıa la topoloǵıa
de subespacio CGWH. Sea ιY : Y → X la inclusión. Como ξ0Y ⊆ ξY , se tiene
que ιY es continua respecto a ξY y ξ.

2.27 Lema. Si Y es cerrado o abierto entonces ξY = ξ0Y .

Demostración. Supongamos que Y es cerrado. Sea U un k-cerrado de Y ,
K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → X continua. Notemos que
u|Y : K → Y es continua, entonces (u|Y )−1(U) = u−1(U) es cerrada en K,
por lo tanto U es un k-cerrado de X y por ende cerrado en X, entonces
Y ∩U = U es un elemento de ξ0Y , por lo tanto U es cerrado en Y y ξY = ξ0Y .
Ahora supongamos que Y es abierto. Sea F un k-cerrado, tenemos que mos-
trar que F es cerrado en Y , esto es lo mismo que mostrar que V = Y − F
es abierto en Y pero esto es lo mismo que mostrar que V es abierto en X.
Como X es CG basta con ver que u−1(V ) es abierto en K, para K un espacio
compacto y Hausdorff y u : K → X una función continua. Sea a ∈ u−1(V ),
mostraremos que existe una vecindad abierta de a contenida en u−1(V ). Co-
mo Y es abierto y u−1(V ) ⊆ u−1(Y ), u−1(Y ) es vecindad abierta de a en
K. Por ser K compacto y Hausdorff, K es localmente compacto, entonces
existe una vecindad abierta N de a tal que N ⊆ u−1(Y ) y N es compacta y
Hausdorff. Sea v = u|N : N → X que es continua. Como v(N) ⊆ Y tenemos
que v−1(F ) es cerrado en N , esto implica que v−1(V ) es abierto en N pues
v−1(V )c = v−1(F ). Notemos que v−1(V ) = {n ∈ N |n ∈ u−1(V )} pero este
conjunto no es más que N ∩ u−1(V ), de esto se sigue que v−1(V ) ∩ N =
u−1(V ) ∩ N es abierto en N y por lo tanto en K, luego u−1(V ) ∩ N es la
vecindad abierta de a contenida en u−1(V ) que buscábamos, por lo tanto
u−1(V ) es abierto en K.

2.28 Definición. Se dice que una función continua i : Y → X de espa-
cios CGWH es una inmersión si es inyectiva, y la función inducida por i,
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Y → i(Y ), es un homeomorfismo dado que le demos a i(Y ) la topoloǵıa de
subespacio CGWH heredada de X. Si Y es subconjunto de X, la inclusión
ι : Y → X también es una inmersión.

2.29 Corolario. Sea i : Y → X una inmersión, i(Y ) es cerrado en X si y
sólo si para cada subconjunto cerrado U ⊆ Y , i(U) es cerrado en X.

Demostración. Supongamos que i(Y ) es cerrado en X, queremos demostrar
que i(U) es cerrado en X, pero esto es lo mismo que demostrar que es cerrado
en i(Y ). Como i(Y ) tiene topoloǵıa CG por el lema 2.27, es suficiente ver
que, para un espacio K que es compacto y Hausdorff y una función continua
u : K → i(Y ), u−1(i(U)) es cerrado en K. Sea φ : i(Y ) → Y el homeomor-
fismo del que se habló, entonces φu : K → Y es continua y por lo tanto
u−1(φ−1(U)) = u−1(i(U)) es cerrado en K. Ahora, si i env́ıa subconjuntos
cerrados de Y en subconjuntos cerrados de X es claro que i(Y ) es cerrado
en X.

2.30 Definición. Si i : Y → X es una inmersión tal que i(Y ) es cerrado en
X se dirá que i es una inmersión cerrada.

2.31 Lema. Sea i : Y → X una función continua e inyectiva entre espacios
CGWH. Entonces i es una inmersión si y sólo si tiene la siguiente propiedad:
si T es un espacio CGWH y f : T → Y es tal que if : T → X es continua,
entonces f es continua.

Demostración. Denotemos por P (i) la sentencia de que i cumple con la pro-
piedad mencionada antes.
Primero demostremos que si Y es subconjunto de X e ι : Y → X es la inclu-
sión, entonces P (ι) es cierta. Sea T un espacio CGWH y sea f : T → Y tal
que ιf es continua. Sea U ⊆ X cerrado, entonces f−1(ι−1(U)) = f−1(U ∩ Y )
es cerrado en T , esto implica que f es continua respecto a la topoloǵıa ξ0Y
(que es la topoloǵıa de subespacio ordinaria), entonces f es continua respecto
a ξY . Ahora si i : Y → X es una inmersión, demostremos que P (i) es cierta.
Sea T un espacio CGWH y f : T → Y tal que if es continua. Consideremos
el homeomorfismo φ : Y → i(Y ) y la inclusión ι : i(Y ) → X. Tenemos que
if = ιφf , entonces como se cumple P (ι), φf es continua y como φ es ho-
meomorfismo, f es continua y por lo tanto se cumple P (i).
Ahora supongamos que se cumple P (i), demostraremos que i es una inmer-
sión. Sea φ : Y → i(Y ) definida por φ(y) = i(y) que claramente es una
biyección, demostraremos que es homeomorfismo. Consideremos la inclusión

20



ι : i(Y ) → X y notemos que i = ιφ y que ι = iφ−1. Como se cumple P (i)
y, como ya vimos para la inclusión ι, se cumple P (ι), entonces φ y φ−1 son
continuas, por lo tanto i es una inmersión.

2.32 Corolario. Sean i : Y → X y r : X → Y funciones continuas entre
espacios CGWH tales que ri = 1Y . Entonces i es una inmersión cerrada y r
es una función cociente.

Demostración. Sea f : T → Y una función tal que if es continua, entonces
rif = f es continua, por el lema 2.31 i es una inmersión. Ahora veamos que
i(Y ) = (ir, 1X)

−1(∆X) que es cerrado en X. Sea x ∈ i(Y ), entonces existe
y ∈ Y tal que i(y) = x, de esto se sigue que ir(x) = iri(y) = x, por lo tanto
x ∈ (ir, 1X)

−1(∆X). Ahora supongamos que x ∈ (ir, 1X)
−1(∆X), entonces

ir(x) = x, pero esto nos dice que existe r(x) en Y tal que i(r(x)) = x, por lo
tanto x ∈ i(Y ). De lo anterior se sigue que i(Y ) es cerrado en X, por lo tanto
i es una inmersión cerrada. Ahora veamos que r es una función cociente. Es
claro que r es una función sobreyectiva. Sea A ⊆ Y , demostraremos que A es
cerrado si y sólo si r−1(A) es cerrado. Es claro que si A es cerrado entonces
su preimagen es cerrada en X. Supongamos que r−1(A) es cerrado en X,
entonces i−1(r−1(A)) = (ri)−1(A) = A es cerrado en Y , por lo tanto r es una
función cociente.

2.33 Proposición. La categoŕıa U de espacios CGWH tiene ĺımites para
todos los diagramas pequeños, y el funtor que olvida U : U → Set los
preserva.

Demostración. Sea D : I → U un diagrama. Como Top es una categoŕıa
completa tiene todos los ĺımites de diagramas pequeños. El ĺımite para el
diagrama UD va a ser el conjunto

X = {(xi) ∈
∏

Xi|fijr(xi) = xj}i,j,r (2.6)

con i, j ∈ Ob(I),mijr ∈ HomI(i, j), Xi = UD(i) y fijr = UD(mijr). Démosle
la topoloǵıa de producto CGWH a

∏
Xi y probemos que X es un subsespacio

cerrado. Consideremos la función (fijr ◦ πi, 1Xj
◦ πj) :

∏
Xi → Xj × Xj y

notemos que Ai,j = {(xi) ∈
∏
Xi|fijr(xi) = xj} = (fijr ◦ πi, 1Xj

◦ πj)−1(∆Xj
)

es un subconjunto cerrado en
∏
Xi y que X =

⋂
i,j Ai,j, por lo tanto X es

cerrado en
∏
Xi. Si le damos a X la topoloǵıa de supespacio, por el lema

2.27, X es un espacio CGWH siendo el ĺımite de D.
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2.34 Proposición. Sean i : X → Y y j : Y → Z funciones continuas entre
espacios CGWH.

(a) Si i y j son inmersiones entonces ji también lo es.

(b) Si i y j son inmersiones cerradas entonces ji también lo es.

(c) Si ji es una inmersión entonces i también lo es.

(d) Si ji es una inmersión cerrada entonces i también lo es.

Demostración. (a) Sea f : T → Y una función tal que jif es continua, como
j es inmersión se tiene que if es continua, pero una vez más y como i es
inmersión, f es continua y por lo tanto ji es una inmersión.
(b) Debemos demostrar que ji(X) es cerrado en Z. Como i es una inmersión
cerrada se tiene que i(X) es cerrado en Y y por el corolario 2.29 j(i(X)) es
cerrado en Z.
(c) Sea f : T → Y una función tal que if es continua. Como if es continua
entonces jif es continua y por ser ji una inmersión, f es continua, por lo
tanto i es una inmersión.
(d) Demostraremos que i(X) es cerrado en Y . Llamemos Y ′ = j−1(ji(X)),
entonces como ji(X) es cerrado en Z, Y ′ es cerrado en Y , además i(X) ⊆ Y ′.
Sea ι : Y ′ → Y la inclusión y sea i′ = i|Y ′

: X → Y ′, notemos que i = ιi′. Por
otro lado, sea y ∈ Y ′, entonces para algún x ∈ X, j(y) = ji(x) y como ji es
inyectiva, esta x, que denotaremos por r(y), es única. Definamos r : Y ′ → X
de la manera obvia y notemos que jι(y) = j(y) = jir(y), luego jι = jir.
Como jι es continua, jir es continua y por ser ji inmersión, r es continua.
Ahora notemos que ji = jιi′ = jiri′ y para x ∈ X ji(x) = jiri′(x), como ji
es inyectiva se tiene que x = ri′(x), entonces ri′ = 1X . Por el corolario 2.32
se tiene que i′ es una inmersión cerrada, además como ι(Y ′) = Y ′ es cerrado
en Y , ι es una inclusión cerrada, de esto se sigue que ιi′ = i es una inmersión
cerrada por el inciso (b).

2.35 Proposición. Sean X, Y y Z espacios CGWH, y sea i : X → Y una
inmersión. Entonces la función i × 1Z : X × Z → Y × Z también es una
inmersión. Si i es una inmersión cerrada, también lo es i× 1Z .

Demostración. Sea (u, v) : W → X × Z una función tal que (i × 1Z) ◦
(u, v) = (iu, v) es continua, se sigue que iu y v son continuas y por ser i una
inmersión entonces u es continua, por lo tanto (u, v) es continua e i× 1Z es
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una inmersión. Si i es una inmersión cerrada entonces i(X) es cerrada en Y ,
se sigue que i(X)×Z es cerrado en Y ×Z, por lo tanto i×Z es una inmersión
cerrada.

2.36 Proposición. Supongamos que tenemos un cuadrado pullback como
se muestra abajo, en el cual i es una inmersión. Entonces i′ también es una
inmersión. Más aun, si i es una inmersión cerrada también lo es i′.

X ′ i′ //

f ′

��

Y ′

f

��
X

i
// Y

Demostración. Sea u : W → X ′ una función tal que i′u es continua, vamos
a demostrar que u es continua. Se sigue que fi′u es continua, entonces if ′u
también es continua, luego como i es una inmersión f ′u es continua. Ahora te-
nemos que i′u y f ′u son continuas, entonces, por ser el diagrama un cuadrado
pullback, u es continua, por lo tanto i′ es una inmersión. Por último, suponga-
mos que i es una inmersión cerrada. Demostremos que i′(X ′) = f−1(i(X)) que
es cerrado en Y ′. Sea y′ ∈ i′(X ′), entonces existe x′ ∈ X ′ tal que i′(x′) = y′,
luego fi′(x′) = f(y′), entonces if ′(x′) = f(y′), por lo tanto f(y′) ∈ i(X), de
aqúı que y′ ∈ f−1(i(X)). Ahora supongamos que y′ ∈ f−1(i(X)), entonces
f(y′) ∈ i(X), esto implica que existe x ∈ X tal que i(x) = f(y′), por pro-
piedades del pullback, existe x′ ∈ X ′ tal que i′(x′) = y′ y f ′(x′) = x, por lo
tanto y′ ∈ i′(X ′). Por lo tanto i′ es una inmersión cerrada.

2.37 Lema. Si el diagrama

W
f //

g

��

X

h

��
Y

k
// Z

es un pullback de conjuntos y f es una inmersión cerrada, entonces es un
pullback de espacios CGWH.
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Demostración. Como es un pullback de conjuntos, entonces

W = {(x, y) ∈ X × Y |h(x) = k(y)} = (h, k)−1(∆Z), (2.7)

f = πX |W y g = πY |W . Notemos que W es cerrado en X × Y , entonces si le
damos la topoloǵıa de subespacio CGWH, por el lema 2.27, W es un espacio
CGWH y es el pullback en la categoŕıa de espacios CGWH.

2.38 Proposición. Supongamos que tenemos un cuadrado pushout como
se muestra abajo, en el cual i es una inclusión cerrada. Entonces j también
es una inclusión cerrada, y el cuadrado también es pullback. Más aun, el
pushout se creo en la categoŕıa Set.

W i //

f

��

X

g

��
Y

j
// Z

Demostración. Para facilitar esta prueba, como i es una inclusión cerrada,
vamos a tratar aW como un subespacio cerrado de X y a i como la inclusión.
Primero vamos a construir el pushout de i y f en Set. Sea Z ′ = (X−W )

∐
Y

y definamos una función p : X
∐
Y → Z ′ dada por p(x) = x si x /∈ W ,

p(x) = f(x) si x ∈ W y p(y) = y. Ahora demos la relación de equivalencia
E = {(a, b) ∈ (X

∐
Y )2|p(a) = p(b)} y notemos Z ′ = (X

∐
Y )/E, más aun,

p manda a cada elemento a su clase de equivalencia. Definamos g′ : X → Z ′

y j′ : Y → Z ′ como g′ = pιX y j′ = pιY como se muestra en el siguiente
diagrama.

W
i //

f

��

X

g′

��

ιX{{
X

∐
Y

p

##
Y

j′
//

ιY

;;

Z ′

Veamos que es un cuadrado pushout. Sean g′′ : X → Z ′′ y j′′ : Y → Z ′′ tales
que g′′i = j′′f , entonces la función u : Z ′ → Z ′′ dada por u(x) = g′′(x) si
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x /∈ W , u(x) = j′′(f(x)) si x ∈ W y u(y) = j′′(y) para y ∈ Y , es la única tal
que j′′ = uj′ y g′′ = ug′, por lo tanto el cuadrado es pushout. Ahora queremos
ver que Z ′ es un espacio CGWH, ya sabemos que es CG, demostraremos que
es WH y para esto es suficiente ver que E es una relación de equivalencia
cerrada en X

∐
Y . Consideremos el conjunto

G = (1W , f)(W ) = {(w, y) ∈ W × Y |y = f(w)} (2.8)

y veamos que es cerrado en W × Y , pero esto es lo mismo que demostrar
que es k-cerrado en W × Y . Sea K un espacio compacto y Hausdorff y
α = (β, γ) : K → W × Y una función continua entonces

α−1(G) = {k ∈ K|fβ(k = γ(k))} = (fβ, γ)−1(∆Y ) (2.9)

que es cerrado en K. De lo anterior se sigue que G es cerrado en W × Y y
como W es un subespacio cerrado de X, G también es cerrado en X × Y .
Sea G′ = {(y, x) ∈ Y ×X|(x, y) ∈ G} que es cerrado en Y ×X. Sea

E0 = {(w,w′) ∈ W ×W |f(w) = f(w′)} = (f × f)−1(∆Y ) (2.10)

que es cerrado en W ×W y por ende en X ×X, y sea

E1 = (∆X ∪ E0)
∐

G
∐

G′
∐

∆Y (2.11)

que es un subconjunto cerrado deX2
∐
(X×Y )

∐
(Y ×X)

∐
Y 2 = (X

∐
Y )2.

Demostremos que E1 = E. Sea (a, b) ∈ E1 entonces:

(a) Si (a, b) ∈ ∆X ∪ E0 entonces a = b o f(a) = f(b), en ambos casos
p(a) = p(b) y por lo tanto (a, b) ∈ E.

(b) Si (a, b) ∈ G entonces a ∈ W y b = f(a), luego p(a) = f(a) = b = p(b),
por lo tanto (a, b) ∈ E.

(c) Si (a, b) ∈ G′ podemos ver que (a, b) ∈ E de manera análoga al inciso
(b).

(d) Si (a, b) ∈ ∆Y entonces a = b ∈ Y , por lo tanto p(a) = p(b) y aśı
(a, b) ∈ E.
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Por lo tanto E1 ⊆ E. Ver que E ⊆ E1 es inmediato, por lo tanto E es una
relación de equivalencia cerrada en X

∐
Y . Aśı Z ′ es un espacio CGWH y

es el pushout en la categoŕıa U de espacios CGWH, además que la función
cociente correspondiente es p : X

∐
Y → (X

∐
Y )/E. Entonces podemos

identificar Z con Z ′, j con j′ y g con g′. Veamos que j′ es una inmer-
sión cerrada. Es claro que j′ = pιY es inyectiva por como está definida p,
además Y → j′(Y ) = Y es un homeomorfismo, entonces por definición j′ es
una inmersión. Sea F un subconjunto cerrado de Y , entonces se tiene que
p−1(F ) = p−1(j′(F )) = F ∪ f−1(F ) un subconjunto cerrado de X

∐
Y , en-

tonces j′(F ) es cerrado en Z ′, esto nos dice que j env́ıa subconjuntos cerrados
de Y en subconjuntos cerrados de Z ′, entonces j′ es una inmersión cerrada,
por lo tanto j es una inmersión cerrada. Por último veamos que el diagrama

W
i //

f

��

X

g′

��
Y

j′
// Z ′

es pullback. Sean u1 : U → Y y u2 : U → X funciones tales que g′u2 = j′u1,
necesitamos demostrar que existe una función única u : U → W tal que
u1 = fu y u2 = iu pero está función no es más que u = u2|W : U → W ,
por lo tanto es un cuadrado pullback y por el lema 2.37 es un pullback de
espacios CGWH.

2.39 Proposición. Consideremos un cuadrado pullback en U como se mues-
tra abajo, en el cual q es una función cociente. Entonces p también es una
función cociente.

W
f //

p

��

X

q

��
Y g

// Z

Demostración. Primero consideremos el caso especial donde g es una in-
mersión cerrada. La proposición 2.29 nos dice que f también es una in-
mersión cerrada. Como el pullback lo hemos creado en Set sabemos que
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W = {(x, y) ∈ X × Y |q(x) = g(y)} y que f = πX |W y p = πY |W . Primero
demostraremos que p es sobreyectiva y que para todo F ⊆ Y se cumple
que q−1g(F ) = fp−1(F ). Sea y ∈ Y , entonces g(y) ∈ Z, luego por ser
q sobreyectiva, existe x ∈ X tal que q(x) = g(y) pero esto nos dice que
(x, y) ∈ W , entonces p(x, y) = y, por lo tanto p es sobreyectiva. Ahora sea
F ⊆ Y . Sea x ∈ q−1g(F ) entonces q(x) ∈ g(F ), entonces existe y ∈ F tal que
g(y) = q(x), de esto se sigue que (x, y) ∈ W , más aun (x, y) ∈ p−1(F ), por lo
tanto f(x, y) = x ∈ fp−1(F ). Por otro lado, sea x ∈ fp−1(F ), entonces existe
y ∈ Y tal que (x, y) ∈ p−1(F ) ⊆ W pero esto es lo mismo que exista y ∈ Y tal
que p(x, y) = y ∈ F y f(x, y) = x, de esto se sigue que q(x) = g(y) ∈ g(F ),
por lo tanto x ∈ q−1g(F ). Ahora supongamos que p−1(F ) es cerrado en W ,
como f es una inmersión cerrada, fp−1(F ) = q−1g(F ) es cerrado en X, luego
por ser q una función cociente, g(F ) es cerrado en Z. Como g es una inmer-
sión, es una función inyectiva, de aqúı que g−1g(F ) = F es cerrado en Y , por
lo tanto p es una función cociente. Ahora para el caso general consideremos
el diagrama

W
(f,p) //

p

��

X × Y

q×1Y

��
Y

(g,1Y )
// Z × Y

Notemos que el pullback de (g, 1Y ) y q × 1Y es el conjunto

W ′ = {(x, y, y′) ∈ X × Y × Y |(x, y) ∈ W ∧ y′ = y} (2.12)

con las funciones r : W ′ → X ×Y y s : W ′ → Y dadas por r(x, y, y) = (x, y)
y s(x, y, y) = y. Es claro que podemos identificar W con W ′, r con (f, p) y s
con p, por lo tanto el cuadrado anterior es pullback. Por la proposición 2.21
la función q × 1Y es una función cociente. Consideremos la función continua
πY : Z × Y y notemos que πY ◦ (g, 1Y ) = 1Y , entonces por el corolario 2.32
(g, 1Y ) es una inmersión cerrada, entonces p es una función cociente usando
el argumento anterior del caso especial.

2.40 Proposición. Sean X, Y y Z espacios CGWH, y sea i : X → Y
una inmersión. Entonces la función i∗ : C(Z,X) → C(Z, Y ) también es una
inmersión. Más aun, si i es una inmersión cerrada también lo es i∗.
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Demostración. Consideremos f : T → C(Z,X) tal que i∗f : T → C(Z, Y )
es continua, vamos a demostrar que f es continua. Consideremos los homeo-
morfismos

C(T,C(Z, Y ))
adjT,Z,Y // C(T × Z, Y )

C(T,C(Z,X))
adjT,Z,X // C(T × Z,X).

Como i∗f es una función continua entonces adjT,Z,Y (i∗f) : T × Z → Y ,
dada por adjT,Z,Y (i∗f)(t, z) = i∗f(t)(z) = (i ◦ f(t))(z), es continua, pero
esto no es más que la composición i ◦ adjT,Z,X(f) : T × Z → Y dada por
i ◦ adjT,Z,X(f)(t, z) = i(f(t)(z)) = (i ◦ f(t))(z). Por ser i una inmersión,
adjT,Z,X(f) es continua pero esto implica que f es continua, por lo tanto i∗
es inmersión. Si i es una inmersión cerrada se cumple que i(X) es cerrado
en Y y podemos pensar a X e i(X) como el mismo subespacio cerrado de
Y , entonces tiene sentido decir que C(Z, i(X)) = i∗(C(Z,X)), luego por la
observación 2.9 C(Z, i(X)) = i∗(C(Z,X)) es cerrado en C(Z, Y ), por lo tanto
i∗ es una inmersión cerrada.

2.41 Definición. Sea X un espacio CGWH, y sea Y un subespacio cerrado
de X. Definimos X/Y como el espacio que hace el diagrama abajo a la
izquierda un cuadrado pushout:

Y
∐
{ 0}

c

��

i // X
∐
{0}

q

��

Y i //

��

X

��
{1} z

// X/Y {1} z
// X/Y

Por la proposición 2.38, el pushout es creado en la categoŕıa Set, y el cuadra-
do también es pullback. Por estar construido en Set, X/Y = (X − Y )

∐
{0}

junto con la función cociente ϕ : X
∐
{0}

∐
{1} → X/Y dada por ϕ(x) = x

si x /∈ Y
∐
{0}, ϕ(x) = 1 si x ∈ Y

∐
{0} y ϕ(1) = 1, entonces q = ϕ ◦ ιX ∐

{0}
y z = ϕ ◦ ι{1}. Si Y = ∅ entonces X/Y = X

∐
{0}, de otra manera el cua-

drado de la derecha también es pushout y pullback. Definimos una función
p : X

∐
{0} → X/Y dado por p(x) = 1, entonces {x ∈ X|p(x) = q(x)} =

Y
∐
{0}.
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2.42 Observación. Si F ⊆ X es un subconjunto cerrado entonces q−1(q(F ))
es igual a F (si F ∩Y = ∅) o es igual a F ∩Y . De cualquier manera q−1(q(F ))
es cerrado en X, además no es dif́ıcil probar que q es una función cociente,
por lo tanto q(F ) es cerrado mostrando que q es una función cerrada.
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Caṕıtulo 3

Ĺımites y regularidad

En este capitulo tendremos un punto de vista más categórico de la cate-
goŕıa U . De ahora en adelante la palabra espacio se va a referir a un espacio
CGWH a menos que se especifique otra cosa.

3.1. Regularidad

Sea C una categoŕıa con ĺımites y coĺımites finitos. Cada pareja de mor-
fismos f, g : A → B tienen igualador y coigualador. Vamos a escribir eq(f)
para el igualador de los morfismos fπ1, fπ2 : A × A → B y coeq(f) para el
coigualador de τ1f, τ2f : A→ B⊔B. Si existe algún morfismo q : Y → A×A
(q : B⊔B → Y ) tal que fπ1q = fπ2q (qτ1f = qτ2f) entonces existe un único
morfismo β : Y → eq(f) (β : coeq(f) → Y ) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

eq(f)
p // A× A

fπ1 //

fπ2

// B A
τ1f //

τ2f
// B ⊔B p //

q
%%

coeq(f)

β
��

Y

β

OO

q

::

Y
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o

Y
β

""
π2q

��

π1q

((

A
f //

f
��

B

pτ1
��

qτ1

��

eq(f)
π1p //

π2p

��

A

f
��

B pτ2
//

qτ2
))

coeq(f)
β

##
A

f
// B Y

Notemos que eq(f) = (f × f)−1(∆B) = {(a1, a2) ∈ A×A|f(a1) = f(a2)}
y coeq(f) = (B − f(A))

∐
B = B

∐
B/E junto con la función cocien-

te p : B
∐
B → (B − f(A))

∐
B dada por p(b, 1) = (b, 1) si b /∈ f(A),

p(b, 1) = (b, 2) si b ∈ f(A) y p(b, 2) = (b, 2), y la relación de equivalencia
E = {((b, i), (b′, j)) ∈ (B

∐
B)2|p(b, i) = p(b, j)} donde i, j ∈ {1, 2}.

3.1 Definición. Un morfismo f : B → C es un epimorfismo regular si es el
coigualador de alguna pareja de morfismos g, h : A→ B, o equivalentemente
si es el coigualador de la pareja de morfismos π1p, π2p : eq(f) → B. Dual-
mente, f es un monomorfismo regular si es el igualador de alguna pareja de
morfismos g, h : C → D, o equivalentemente si es el igualador de la pareja
de morfismos pτ1, pτ2 : C → coeq(f). Decimos que una categoŕıa es regular si
cada morfismo puede ser factorizado como un epimorfismo regular seguido de
un monomorfismo, y pullbacks de epimorfismos regulares son epimorfismos
regulares. Decimos que es coregular si cada morfismo puede ser factorizado
como un epimorfismo seguido de un monomorfismo regular, y pushouts de
monomorfismos regulares son monomorfismos regulares. Birregular significa
regular y coregular.

3.2 Teorema.

(a) Un morfismo en U es un monomorfismo si y sólo si es inyectivo; es un
epimorfismo si y sólo si tiene imagen densa.

(b) Un morfismo en U es un monomorfismo regular si y sólo si es una
inmersión cerrada.

(c) Un morfismo en U es un epimorfismo regular si y sólo si es un morfismo
cociente.

(d) El producto, coproducto y la composición de monomorfismos (regula-
res) es un monomorfismo (regular).
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(e) El coproducto, el producto finito y la composición de epimorfismos
(regulares) es un epimorfismo (regular).

(f) U es birregular.

Demostración. (a)Sea f : A→ B un morfismo en U .
“⇒”Supongamos que f es monomorfismo. Por definición, f es monomorfis-
mo si y sólo si f∗ : U (X,A) → U (X,B) es inyectiva para cada X ∈ Ob(U ).
Sea X = {x}, para cada a ∈ A tenemos una función xa : X → A tal que
xa(x) = a, entonces para a1, a2,∈ A, f∗(xa1) = fxa1 = fxa2 = f∗(xa2) impli-
ca que xa1 = xa2 y de esto se sigue que a1 = a2, por lo tanto f es inyectiva.
“⇐”Ahora supongamos que f es inyectiva. Sean g, h ∈ U (X,A) tales que
fg = fh, entonces para cada x ∈ X tenemos que f(h(x)) = f(g(x)), luego
h(x) = g(x), de esto se sigue que h = g y por lo tanto f es un monomorfismo.
“⇒”Supongamos que f es epimorfismo. Llamemos A′ := f(A). De la defini-
ción 2.41 tenemos el par de morfismos p, q : B → B/A′ dados por q(b) = b
si b /∈ A′, q(b) = 1 si b ∈ A′ y p(b) = 1. Es claro que pf = qf y por ser f
epimorfismo, p = q, de aqúı que A′ = B.
“⇐”Ahora supongamos que f tiene imagen densa. Sean h, g : B → C mor-
fismos tales que hf = gf . Notemos que f(A) ⊆ eq(h, g) = (g × h)−1(∆C) y
(g × h)−1(∆C) es cerrado en B, entonces f(A) = f(A) = B, luego entonces
(g × h)−1(∆C) = B, por lo tanto h = g.

(b)Sea f : A→ B un morfismo en U .
“⇒”Supongamos que f es un monomorfismo regular, entonces existen un
par de morfismos g, h : B → C tal que A = eq(g, h). Sea l : X → A un
morfismo en Set tal que fl es un morfismo en U (una función continua). Es
claro que gfl = hfl, por lo tanto existe un único morfismo l′ : X → A en U
tal que fl′ = fl, pero es justamente l, por lo tanto l es morfismo en U y f
es inmersión.

A
f // B

g //

h
// C

X

l′=l

OO

fl

>>

Ahora como A = eq(g, h) = (g× h)−1(∆B) que es cerrado en B y f(A) = A,
f es inmersión cerrada.
“⇐”Sea f : A → B una inmersión cerrada, entonces podemos pensar en A
como un subconjunto cerrado de B y en f como la inclusión. Recordemos los
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morfismos de la definición 2.41 y notemos que f : A → B es el igualador de
p, q : B → B/A pues si existiera un morfismo g : X → B tal que qg = pg
podemos encontrar un único morfismo β : X → A definido por β(x) = g(x)
tal que g = fβ.

A
f // B

p //

q
// B/A

X

β

OO

g

??

(c)Sea f : A→ B un morfismo en U .
“⇒”Supongamos que f es epimorfismo regular, entonces es el coigualador de
alguna pareja de morfismos g, h : X → A. Existen relaciones de equivalencia
cerradas R ⊆ A × A tal que contengan a S = {(g(x), h(x))|x ∈ X}, por
ejemplo R = A × A. Sea R la intersección de tales relaciones, claramente
una relación de equivalencia cerrada también. Tenemos el morfismo cociente
q : A → A/R con A/R en U pues por ser R cerrada en A × A, A/R es
WH y por estar A en U , A/R está en U . Está construcción es precisamente
la de coigualador en Set, un tipo particular de pushout y como ya hemos
visto podemos construir pushouts en Set y ver que funcionan en la categoŕıa
U , entonces q : A → A/R es el coigulador de g y h, por lo tanto podemos
identificar f con q y B con A/R, por lo tanto f es un morfismo cociente.
“⇐”Sea f : A→ B un morfismo cociente, entonces existe alguna relación de
equivalencia R en A×A tal que B = A/R, con R cerrada pues B = A/R es
WH. Es claro que B es el coigualador de las proyecciones π1, π2 : R → A pues
si existiera otro morfismo g : A → X tal que gπ1 = gπ2 podemos encontrar
un único morfismo β : A/R → X dado por β(a) = g(a) tal que g = βf .

R
π1 //

π2

// A

g   

f // B

β
��
X

(d)Sean (
∏
Ai, πi) y (

∏
Bi, ρi) los productos de las familias (Ai)i∈I y

(Bi)i∈I y para cada i ∈ I existe fi : Ai → Bi, entonces el producto
∏
fi es el
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único morfismo que hace conmutar al diagrama:

∏
Ai

πj

��

∏
fi //

∏
Bi

ρj

��
Aj fj

// Bj

Veamos que si cada fj es monomorfismo entonces
∏
fi es monomorfismo.

Sean g, h : X →
∏
Ai morfismos tales que

∏
fig =

∏
fih, luego entonces

ρj
∏
fig = ρj

∏
fih, esto implica que fjπjg = fjπjh, por ser fj un mono-

morfismo πjg = πjh para cada j ∈ I, por lo tanto h = g, aśı
∏
fi es un

monomorfismo. Ahora supongamos que cada fj : Aj → Bj es un monomor-
fismo regular, entonces es el igualador para alguna pareja de morfismos:

eq(hj, gj) = Aj

fj // Bj

hj //

gj
// Cj

Sea (
∏
Ci, ϱi) el producto de la familia (Ci)i∈I , notemos que el siguiente

diagrama conmuta respectivamente:

∏
Ai

∏
fi //

πj

��

∏
Bi

∏
hi //∏
gi

//

ρj

��

∏
Ci

ϱj

��
Aj

fj // Bj

hj //

gj
// Cj

por lo tanto
∏
gi
∏
fi =

∏
hi

∏
fi. Queremos ver que

∏
Ai, junto con

∏
fi,

es el igualador de
∏
hi y

∏
gi. Supongamos que existe φ : X →

∏
Bi

un morfismo tal que
∏
hiφ =

∏
giφ, entonces ϱj

∏
hiφ = ϱj

∏
giφ, luego

hjρjφ = gjρjφ, de esto se sigue que existe un único morfismo βj : X → Aj
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que hace conmutar el siguiente diagrama:

Aj

fj // Bj

hi //

gi
// Cj

∏
Bi

ρj

==

X

βj

OO

φ

<<

Definamos un morfismo β : X →
∏
Ai dado por β(x) = (βi(x)) que está bien

definida y es continua por la proposición 2.4. Notemos que β hace conmutar
el diagrama

X

βj

��

β

""

φ

**∏
Ai

∏
fi //

πj

��

∏
Bi

∏
hi //∏
gi

//

ρj

��

∏
Ci

ϱj

��
Aj

fj // Bj

hj //

gj
// Cj

pues ρjφ = fjβj = fjπjβ = ρj
∏
fiβ para cada j ∈ I, entonces φ =

∏
fiβ.

Es fácil ver que β es único, por lo tanto
∏
fi :

∏
Ai →

∏
Bi es el igualador

de
∏
hi y

∏
gi.

Ahora sean (
∐
Ai, πi) y (

∐
Bi, ρi) los coproductos de las familias (Ai)i∈I y

(Bi)i∈I y para cada i ∈ I existe un morfismo fi : Ai → Bi, el coproducto∐
fi es el único morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

∐
Ai

∐
fi //

∐
Bi

Aj

πj

OO

fj
// Bj

ρj

OO
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Veamos que
∐
fi es monomorfismo si cada fi es monomorfismo. Supongamos

que existen g, h : X →
∐
Ai tales que

∐
fig =

∐
fih. Sea x ∈ X, enton-

ces
∐
fig(x) = (b, j) =

∐
fih(x) para algún (b, j) ∈

∐
Bi, esto implica que

g(x), h(x) ∈ Aj y que fj(g(x)) = fj(h(x)), como fj es monomorfismo (inyec-
tivo) se tiene que h(x) = g(x) y como esto se hizo para cualquier x ∈ X se
cumple que h = g, por lo tanto

∐
fi es un monomorfismo. Ahora supongamos

que cada fj : Aj → Bj es monomorfismo regular, entonces es el igualador
para alguna pareja de morfismos:

eq(hj, gj) = Aj

fj // Bj

hj //

gj
// Cj

Sea (
∐
Ci, ϱi) el coproducto de la familia (Ci)i∈I , notemos que el siguiente

diagrama conmuta respectivamente:

∐
Ai

∐
fi //

∐
Bi

∐
hi //∐
gi

//
∐
Ci

Aj

πj

OO

fj // Bj

ρj

OO

hj //

gj
// Cj

ϱj

OO

por lo tanto
∐
gi
∐
fi =

∐
hi

∐
fi. Sea φ : X →

∐
Bi un morfismo tal que∐

hiφ =
∐
giφ. Sea x ∈ X, entonces φ(x) = (b, j) para algún (b, j) ∈

∐
Bi,

luego (hj(b), j) = (gj(b), j) y como Aj = eq(gj, hj) = {b ∈ Bj|gj(b) = hj(b)}
se tiene que b ∈ Aj. Definimos β : X →

∐
Ai dado por β(x) = φ(x), notemos

que hace conmutar el siguiente diagrama:

∐
Aj

∐
fj //

∐
Bj

∐
hi //∐
gi

//
∐
Cj

X

β

OO

φ

<<

Es claro que β es continua por la manera en que la definimos y es fácil ver
que es único, por lo tanto

∐
fi :

∐
Ai →

∐
Bi es el igualador de

∐
hi y

∐
gi.

37



Ya sabemos que la composición de monomorfismos es un monomorfismo,
por último veremos que la composición de monomorfismos regulares es un
monomorfismo regular. Sean f : A → B y g : B → C monomorfismos
regulares, entonces se cumple que son los igualadores de ρτ1, ρτ2, ϱτ1, y ϱτ2
como se muestra en los siguientes diagramas.

eq(ρτ1, ρτ2) = A
f // B

ρτ2
//

ρτ1//
coeq(f)

y

eq(ϱτ1, ϱτ2) = B
g // C

ϱτ2
//

ϱτ1//
coeq(g)

Veremos que gf : A → C es el igualador de rτ1 y rτ2 como se muestra en el
diagrama:

eq(rτ1, rτ2) = A
gf // C

rτ2
//

rτ1//
coeq(gf)

Los morfismos ρ : B
∐
B → coeq(f), ϱ : C

∐
C → coeq(g) y r : C

∐
C →

coeq(gf) son los morfismos cociente correspondientes y τ1 y τ2 son las inclusio-
nes correspondientes. Notemos que coeq(gf) ⊆ coeq(g) y que rτ1gf = rτ2gf .
Sea φ : X → C un morfismo tal que rτ1φ = rτ2φ. Sea x ∈ X, entonces
rτ1φ(x) = rτ2φ(x), esto quiere decir que (φ(x), 1) y (φ(x), 2) están en la
misma clase de equivalencia en coeq(gf) (esto nos dice que φ(x) ∈ gf(A))
por lo tanto están en la misma clase de equivalencia en coeq(g), entonces
ϱτ1φ(x) = ϱτ2φ(x), luego existe un único morfismo α : X → B que hace
conmutar al siguiente diagrama:

B
g // C

ϱτ2
//

ϱτ1 //
coeq(g)

X

α

OO

φ

??

Ahora sea x ∈ X, se tiene que α(x) ∈ B, veamos que α(x) ∈ f(A). Como
φ(x) = gα(x) y φ(x) ∈ gf(A) entonces gα(x) ∈ gf(A), entonces α(x) ∈
f(A) pues g es monomorfismo. De lo anterior tenemos que ρτ1α = ρτ2α,
entonces existe un único morfismo β : X → A que hace conmutar el siguiente
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diagrama:

A
f // B

ρτ2
//

ρτ1 //
coeq(f)

X

β

OO

α

??

Combinando los resultados anteriores tenemos que φ = gα = gfβ, entonces
β es el único morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
gf // C

rτ2
//

rτ1 //
coeq(gf)

X

β

OO

φ

??

por lo tanto gf : A→ C es el igualador de rτ1 y rτ2.

(e)La demostración de que el coproducto de epimorfismos (regulares) es
epimorfismo (regular) es del mismo estilo que el inciso anterior. Ahora de la
proposición 2.21 obtenemos que el producto finito de morfismos cociente es
morfismo cociente, entonces el producto finito de epimorfismos regulares es
epimorfismo regular y como sabemos, un epimorfismo regular es un epimor-
fismo, entonces el producto finito de epimorfismos (regulares) es epimorfismo
(regular). Por último la composición de morfismos cocientes es morfismo co-
ciente, luego la composición de epimorfismos regulares es epimorfismo regular
y también la composición de epimorfismos es epimorfismo.

(f) Sea f : A → B, y denotemos R = eq(f) = (f × f)−1(∆B) que es una
relación de equivalencia cerrada en A, también denotemos C = f(A) con la
topoloǵıa heredada de B. Veamos que f se puede factorizar de la siguiente
manera

A
q // A/R

φ // C
i // B

con q, φ e i los morfismos evidentes y φq un epimorfismo, i un monomorfis-
mo regular, q un epimorfismo regular y iφ un monomorfismo. Es claro que
φq(A) = f(A), entonces φq(A) = f(A) = C, luego φq tiene imagen densa,
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por lo tanto es epimorfismo. Es claro que i es una inmersión cerrada, por lo
tanto es monomorfismo regular. De nuevo como los morfismos cocientes son
los epimorfismos regulares, q es un epimorfismo regular. Por último es claro
que i y φ son inyectivos, entonces iφ es inyectivo y por lo tanto monomorfis-
mo. De la proposición 2.39 tenemos que pullbacks de epimorfismos regulares
son epimorfismos regulares, aśı U es regular. De la proposición 2.38 tenemos
que pushouts de monomorfismos regulares son monomorfismos regulares, aśı
U es birregular.

3.2. Coĺımites filtrados

3.3 Definición. Se dice que una categoŕıa I está filtrada si

(a) I ̸= ∅.

(b) Para cualquier par de objetos i, j ∈ Ob(I) existe otro objeto k y mor-
fismos u : i→ k y v : j → k en I.

(c) Para cualquier par de morfismos u, v : i→ j en I existe otro morfismo
w : j → k en I tal que wu = wv.

3.4 Lema. Sea I una categoŕıa filtrada y D : I → U un diagrama de
inmersiones cerradas entre espacios {Xi}i∈I , con coĺımite X. Entonces el
conjunto subyacente de X es el coĺımite de los conjuntos subyacentes de
cada Xi, y los morfismos X → Xi son inmersiones cerradas.

Demostración. Primero veamos que si u, v : i → j son morfismos en I,
entonces D(u), D(v) : Xi → Xj, que llamaremos fu y fv, son iguales. Por el
inciso (c) de la definición anterior existe w : j → k en I tal que wu = wv, de
esto se sigue que D(w)D(u) = D(wu) = D(wv) = D(w)D(v), por lo tanto
fwfu = fwfv. Sea x ∈ Xi, se sigue que fw(fu(x)) = fw(fv(x)), luego por ser
fw una inmersión cerrada, fw es inyectiva, entonces fu(x) = fv(x), por lo
tanto fu = fv. Ahora supongamos que i, j, k son objetos en I y que existen
morfismos u : i→ k y v : j → k. Definamos el conjunto

Rk
ij = {(x, y) ∈ Xi ×Xj|fu(x) = fv(y)} = (fu, fv)

−1(∆Xk
) (3.1)

que es cerrado en Xi × Xj. Notemos que este conjunto es independiente de
la elección de u y v, pues si u′ : i → k y v′ : j → k son otros morfismo, se
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cumple que fu = fu′ y fv = fv′ . En el caso en el que i = j = k podemos
tomar u = v = 1i, aśı R

i
ii = ∆Xi

. Supongamos que existe w : k → k′ y
veamos que

{(x, y) ∈ Xi ×Xj|fw(fu(x)) = fw(fv(y))}
= {(x, y) ∈ Xi ×Xj|fu(x) = fv(y)}

(3.2)

por ser fw inyectiva, pero esto es lo mismo que Rk′
ij = Rk

ij. Incluso si no exis-
tiera un morfismo k → k′, lo anterior es cierto. Como estamos considerando
Rk′

ij , esto está definido respecto a las funciones de la forma i→ k′ y j → k′ aśı
que consideremos funciones u′ : i → k′ y v′ : j → k′, luego por el inciso (b)
de la definición, existe un objeto k′′ y morfismos w : k → k′′ y w′ : k′ → k′′.
De todo lo anterior podemos ver que Rk

ij = Rk′′
ij = Rk′

ij . Escribiremos Rij para
este conjunto. Ahora para los conjuntos Rij y Rjk, veamos que si (x, y) ∈ Rij

y (y, z) ∈ Rjk entonces (x, z) ∈ Rik. Consideremos los morfismos u : i → m,
v : j → m, v′ : j → m′ y u′ : k → m′, entonces existen un objeto m′′ y
morfismos w : m → m′′ y w′ : m′ → m′′, todo esto ilustrado en el siguiente
diagrama:

i
u //m

w
��

j
voo

v′

��
m′′ m′

w′
oo

k

u′

OO

Notemos que fwu(x) = fwv(y) y fw′v′(y) = fw′u′(z), pero fwv = fw′v′ , entonces
fwu(x) = fw′u′(z), por lo tanto (x, z) ∈ Rik.
Ahora vamos a construir el coĺımiteX. Denotemos T =

∐
iXi, no es dif́ıcil ver

que T × T =
∐

i,j Xi ×Xj. Sea R =
∐

i,j Rij, es claro que (τi, τj)
−1(R) = Rij

cerrado enXi×Xj para cada i, j ∈ I, entonces R es cerrado en T×T , más aun
es una relación de equivalencia cerrada en T , entoncesX = T/R es un espacio
CGWH. Sea q : T → X el correspondiente morfismo cociente y definamos
φi : Xi → X dado por φi(x) = qτi(x). Veamos que en efecto X junto con las
funciones φi, es el coĺımite deseado. Primero veamos que si u : i → j es un
morfismo en I, φjfu = φi. Consideremos Rij = (fu, 1Xj

)−1(∆Xj
) y notemos

que (x, fu(x)) ∈ Rij para x ∈ Xi, por otro lado φj(fu(x)) = q(fu(x), j) y
φi(x) = q(x, i) pero como (x, fu(x)) ∈ Rij, sus clases de equivalencia bajo
q son la misma, o sea que q(x, i) = q(fu(x), j), por lo tanto φi = φjfu para
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cada i, j ∈ I. Ahora supongamos que existen un conjunto Y y morfismos
ϕi : Xi → Y tal que ϕi = ϕjfu , debemos mostrar que existe un único
morfismo ϵ : X → Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

Xi
fu //

φi

  
ϕi

��

Xj
φj

~~
ϕj

��

X

ϵ
��
Y

Sea (x, i) ∈ X y definamos ϵ(x, i) = ϕi(x) y veamos que es independiente
del representante de clase. Sea (y, j) ∈ X tal que (x, i) = (y, j), se sigue
que (x, y) ∈ Rij, entonces fu(x) = y, por lo tanto ϕi(x) = ϕj(y) y ϵ está
bien definido. No es dif́ıcil ver que ϵ es único, por lo tanto X es el coĺımite
y lo hemos construido en Set y como hemos visto antes, esté es también
el coĺımite en U . Nos falta demostrar que los morfismos φi son inmersiones
cerradas en Set, i.e., cada φi es inyectivo y manda cerrados en cerrados. Sean
x, y ∈ Xi tal que φi(x) = φi(y), esto quiere decir que (x, i) = (y, i) que es lo
mismo que decir que (x, y) ∈ Rii = δXi

, por lo tanto x = y y φi es inyectiva.
Por último, sea F ⊆ Xi cerrado, veamos que φi(F ) es cerrado en X, para
esto es suficiente ver que τ−1

j (q−1(φi(F ))) = Xj ∩ q−1(φi(F )) es cerrado en
Xj para cada j ∈ I. Notemos que

Xj ∩ q−1(φi(F )) = {x ∈ Xj|∃y ∈ F : q(x, j) = q(y, i)}. (3.3)

Por otro lado tomemos objetos y morfismos u : i → k y v : j → k en I,
entonces tenemos que f−1

v (fu(F )) son las x ∈ Xj tal que existe y ∈ F que
cumple que fv(x) = fu(y), de esto se sigue que (y, x) ∈ Rij ⊆ R, entonces
q(x, j) = q(y, i), por lo tanto

f−1
v (fu(F )) = {x ∈ Xj|∃y ∈ F : q(x, j) = q(y, i)} (3.4)

que es cerrado en Xj por ser fu y fv inmersiones cerradas, por lo tanto φi es
una inmersión cerrada.

3.5 Definición.

(a) Una clase dirigida haćıa arriba es una clase parcialmente ordenada con
la propiedad de que para cada pareja de elementos existe una cota
superior.
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(b) Cualquier funtor que va de una clase dirigida hacia arriba (considerada
como categoŕıa) haćıa una categoŕıa C es llamada un sistema directo
en C .

(c) Si I es una clase dirigida haćıa arriba,D : I → C es una sistema directo
en C y (L, {li}i∈I) es el coĺımite de D, entonces (L, {li}i∈I) es aveces
llamado el ĺımite directo de D y denotado L = ĺım

→i
Di.

(d) Diremos que C tiene ĺımites directos si para cada conjunto I que sea
dirigido haćıa arriba, cada funtor D : I → C tiene coĺımite.

3.6 Definición. Decimos que un diagrama filtrado {Ai} de inmersiones ce-
rradas está fuertemente filtrado si cada subconjunto compacto de (A, {φi}i∈I) =
ĺım
→i

Ai está en algún φi(Ai).

3.7 Lema. Sea {Ai} un sistema dirigido y (A,φi) = ĺım
→i

Ai. Supongamos que

existen conjuntos disjuntos Bj tal que cada Ai es la unión disjunta de una
cantidad finita de estos conjuntos. Entonces la familia {Ai} está fuertemente
filtrada.

Demostración. Si I es una clase dirigida haćıa arriba no es dif́ıcil ver que
es una categoŕıa filtrada. Demostremos que el diagrama está fuertemente
filtrado. Sea C ⊆ A un subconjunto compacto. Para cada j tal que Bj∩C ̸= ∅
escojamos bj ∈ Bj ∩ C. Sea D el conjunto de todas estas bj y sean E ⊆ D
y cualquier i, entonces E ∩ Ai es finito y como Ai es CGWH, es una unión
finita de cerrados, por lo tanto cerrado en Ai. Como ya hemos visto antes
E es cerrado en A si y sólo si φ−1

i (E) = E ∩ Ai es cerrado en Ai para cada
i ∈ I, por lo tanto E es cerrado en A. Como lo anterior es valido para cada
subconjunto de D, tenemos que D es un subconjunto discreto y cerrado en
C que es compacto, esto implica que D es compacto en C y por lo tanto es
finito. De lo anterior se sigue que C está contenido en alguna unión finita de
Bj’s. Ahora consideremos a los Ai’s que intersectan esta unión, como {Ai}
es un diagrama dirigido haćıa arriba podemos encontrar un Ai que contiene
a todos estos Bj’s y por lo tanto C ⊆ Ai.

3.8 Corolario. Una sucesión de inmersiones cerradas está fuertemente filtra-
da. El diagrama de subcomplejos finitos de un complejo CW está fuertemente
filtrado.
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Demostración. En el primer caso tomemos Bi = Ai−Ai−1; en el segundo caso
tomemos a los Bj’s como las células abiertas del complejo CW y apliquemos
el resultado anterior.

3.9 Lema. Sea {Ai}i∈I una familia dirigida de subconjuntos cerrados de B,
y escribamos A = ∪Ai ⊆ B. Consideremos las condiciones

(a) A es cerrado en B, y es homeomorfo a ĺım
→i

Ai.

(b) Para cada conjunto compacto C ⊆ B, tenemos que C ∩ A = C ∩ Ai

para algún i ∈ I.

Entonces (b) implica (a), y si {Ai} está fuertemente filtrada, (a) implica (b).

Demostración. “(b)⇒(a)”:Primero veamos que A es cerrado en B. Sean K
un espacio compacto y Hausdorff y u : K → B una función continua, como
B es WH, u(K) es cerrado y compacto en B, entonces u(K)∩A = u(K)∩Ai,
para algún i ∈ I, que es cerrado en u(K) pues Ai es cerrado en B. Ahora
notemos que

u−1(A) = {k ∈ K|u(k) ∈ u(K) ∩ A}
= {k ∈ K|u(k) ∈ u(K) ∩ Ai}
= {k ∈ K|k ∈ u−1(u(K) ∩ Ai)}
= u−1(u(K) ∩ Ai)

(3.5)

que claramente es cerrado en K, por lo tanto A es cerrado en B. Ahora
veamos que A es homeomorfo a ĺım

→i
Ai. Como {Ai} es una familia dirigida,

los morfismos entre los elementos de la familia son inclusiones, aśı notamos
que los elementos de ĺım

→i
Ai = (⊔Ai)/R son de la forma {(a, i)|a ∈ Ai}

mostrando que hay una biyección entre A y ĺım
→i

Ai que manda a (a, i) en a.

Sea D ⊆ A tal que D ∩ Ai es cerrado en A y por lo tanto en B para cada
i ∈ I, veamos queD es cerrado en A. Para esto es suficiente ver que es cerrado
en B. Sea K un espacio compacto y Hausdorff y u : K → B una función
continua. Como u(K) es compacto en B, podemos elegir una i ∈ I tal que
u(K)∩A = u(K)∩Ai que es cerrado en u(K), luegoD∩u(K) = D∩u(K)∩Ai

que también es cerrado en u(K) pues D∩Ai es cerrado en B. Ahora notemos
que

u−1(D) = {k ∈ K|u(k) ∈ D ∩ u(K)}
= {k ∈ K|k ∈ u−1(D ∩ u(K))}
= u−1(D ∩ u(K))

(3.6)
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que claramente es cerrado en K, por lo tanto D es cerrado en B y por ende en
A. De esto podemos ver que A tiene topoloǵıa final respecto a las inclusiones
Ai ↪→ A, de aqúı se ve que la biyección de la que se habló antes es un
homeomorfismo.
“(a)⇒(b)”:Ahora supongamos que {Ai} está fuertemente filtrada. Sea C ⊆
B compacto. Como A es cerrado en B, C ∩ A es compacto, además como
A = ĺım

→i
Ai es un coĺımite fuertemente filtrado, sabemos que C∩A ⊆ Ai para

algún i ∈ I, por lo tanto C ∩ A = C ∩ Ai para algún i ∈ I.

3.10 Lema. Si X es compacto, entonces el funtor C(X, ) preserva coĺımites
fuertemente filtrados de inmersiones cerradas.

Demostración. Sea {Ai}i∈I un diagrama fuertemente filtrado con coĺımite
(A, {φi}).

Ai
fm //

φi ��

Aj

φj��
A

A = (
⊔
Ai)/R con R la mı́nima relación de equivalencia que contiene todas

las parejas ((a0, i), (a1, j)) ∈
⊔
Ai×

⊔
Ai tal que existe fm : Ai → Aj tal que

fm(a0) = a1. De la proposición 2.40 y del hecho que C(X, ) tiene adjunto
izquierdo se sigue que el diagrama {C(X,Ai)}i∈I es de inmersiones cerradas
y que existe el coĺımite (ĺım

→i
C(X,Ai), ϕi)i∈I en U .

C(X,Ai)
fm∗ //

ϕi

''

C(X,Aj)
ϕj

ww
ĺım
→i

C(X,Ai)

ĺım
→i

C(X,Ai) = (
⊔
C(X,Ai))/R

′ donde R′ es la mı́nima relación de equivalen-

cia que contiene a todas las parejas ((g0, i), (g1, j)) ∈
⊔
C(X,Ai)×

⊔
C(X,Ai)

tal que existe fm : Ai → Aj tal que fm∗(g0) = fmg0 = g1.
Sean g ∈ C(X,Ai) y fm : Ai → Aj y notemos que

φj∗fm∗(g) = φjfmg = φig = φi∗(g) (3.7)
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entonces existe una única función continua b : ĺım
→i

C(X,Ai) → C(X,A) que

hace conmutar el siguiente diagrama:

C(X,Ai)
fm∗ //

φi∗

��

ϕi

''

C(X,Aj)
ϕj

ww

φj∗

��

ĺım
→i

C(X,Ai)

b

��
C(X,A)

Dado (g, i) ∈ ĺım
→i

C(X,Ai) definamos b(g, i) = φig y veamos que es indepen-

diente del representante de clase. Sean (g0, i) = (g1, j) ∈ ĺım
→i

C(X,Ai), en-

tonces, sin perdida de generalidad, existe fm : Ai → Aj tal que fm∗(g0) = g1,
entonces

b(g0, i) = φig0 = φjfmg0 = φjg1 = b(g1, j) (3.8)

por lo tanto b está bien definida. Ahora veamos que es b es una biyección.
Sean (g0, i), (g1, j) ∈ ĺım

→i
C(X,Ai) tales que b(g0, i) = b(g1, j), esto quiere

decir que φig0 = φjg1. Sea x ∈ X, entonces φi(g0(x)) = φj(g1(x)), de esto se

sigue que (g0(x), i) = (g1(x), j) en A, esto significa que existe fm : Ai → Aj

tal que fm(g0(x)) = g1(x) y como x fue cualquier elemento de X, fmg0 = g1,
lo que significa que (g0, i) = (g1, j), por lo tanto b es inyectiva. Ahora sea
h : X → A, como tiene imagen compacta en A, de la definición de diagrama
fuertemente filtrado sabemos que existe alguna i ∈ I tal que h(X) ⊆ φi(Ai),
veamos que existe (gh, i) ∈ ĺım

→i
C(X,Ai) tal que b(gh, i) = h. Definamos

gh : X → Ai por gh(x) = a tal que h(x) = (a, i), claramente φigh = h.
Veamos que gh es continua. Sea D ⊆ Ai cerrado, notemos que g−1

h (D) =
h−1(φi(D)), entonces es suficiente mostrar que φi(D) es cerrado en A pero
esto pasa si y sólo si φ−1

j (φi(D)) es cerrado en Aj para cada j ∈ I. Como
todas las funciones de la forma fm : Ai→ Aj y fl : Aj → Ai son inmersiones
cerradas se cumple que φ−1

j (φi(D)) es igual a D, a Aj ∩ D o al conjunto

vaćıo, todos cerrados, entonces g−1
h (D) es cerrado en X, por lo tanto gh es
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continua y b(g, i) = h concluyendo de esto que b es biyectiva. Ahora para
mostrar que b es un homeomorfismo consideremos otro espacio compacto W
y los homeomorfismos de la proposición 2.13. Definamos los morfismos del
siguiente diagrama:

ĺım
→i

C(W,C(X,Ai))

a

��

ϕ // C(W, ĺım
→i

C(X,Ai))
b∗ // C(W,C(X,A))

ĺım
→i

C(W ×X,Ai) c
// C(W ×X,A)

d

OO

a(α, i) = (adjW,X,Ai
(α), i)

ϕ(α, i) = ϕiα

d(β) = adj−1
W,X,A(β)

c(g, i) = φig

(3.9)

Dado queW×X es compacto, el morfismo c esta definido de manera analoga
a b y por lo tanto también es una biyección. Los morfismos a y d son biyectivos
por la manera en que están definidos. El morfismos ϕ es una biyección, esto
se demuestra de manera análoga a como se demostró que b era una biyección.
Veamos que el diagrama conmuta. Sea (α, i) ∈ ĺım

→i
C(W,C(X,Ai)), entonces

b∗ϕ(α, i) = bϕiα = φi∗α

dca(α, i) = adj−1
W,X,A(φiadjW,X,Ai

(α))
(3.10)

Ambos morfismos elementos de C(W,C(X,A)). Sean w ∈ W y x ∈ X,
entonces

b∗ϕ(α, i)(w)(x) = φiα(w)(x) = (α(w)(x), i)

dca(α, i)(w)(x) = adj−1
W,X,A(φiadjW,X,Ai

(α))(w)(x)

= φiadjW,X,Ai
(α)(w, x)

= φi(α(w)(x))

= (α(w)(x), i)

(3.11)

mostrando que el diagrama conmuta. Como b es inyectiva se tiene que b∗ es un
monomorfismo y como el diagrama conmuta, b∗ es un epimorfismo, por ende
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una biyección. Como todo espacio es un coĺımite de espacios compactos [9],
concluimos que C(W, ĺım

→i
C(X,Ai)) ≃ C(W,C(X,A)) también para espacios

W que no son compactos. Ahora del lema de Yoneda tenemos la inmersión
de Yoneda

Y : [C(ĺım
→i

C(X,Ai), ), C(C(X,A), )] → C(C(X,A), ĺım
→i

C(X,Ai)) (3.12)

definido por Y (η) = ηĺım
→i

C(X,Ai)(1ĺım→i
C(X,Ai)). Sea η una transformación natural

en [C(ĺım
→i

C(X,Ai), ), C(C(X,A), )] que definimos de la siguiente manera,

ηZ(α)(h) = α(b−1(h)) para h ∈ C(X,A), α ∈ C(ĺım
→i

C(X,Ai), Z) y Z un

espacio. Entonces

Y (η) = ηĺım
→i

C(X,Ai)(1ĺım→i
C(X,Ai)) : C(X,A) → ĺım

→i
C(X,Ai) (3.13)

está dada por 1ĺım
→i

C(X,Ai)(b
−1(h)) = b−1(h) para h ∈ C(X,A). Claramente

Y (η) = b−1, por lo tanto b−1 es continua y por lo tanto C(X,A) es homeo-
morfo a ĺım

→i
C(X,Ai).

Por último veamos que todo subconjunto compacto de C(X,A) está en
bϕi(C(X,Ai)) para algúna i ∈ I. Sea K ⊆ C(X,A) compacto. Consideremos
el morfismo evaluación ev : K × X → A dado por ev(f, x) = f(x) ∈ A. Es
claro que ev(K×X) es un subespacio compacto de A, entonces está contenido
en φi(Ai) para algún i ∈ I, de aqúı que f(X) ⊆ φi(Ai) para cada f ∈ K. Para
cada x ∈ X existe af(x) ∈ Ai tal que f(x) = (af(x), i). Definamos g : X → Ai

dada por g(x) = af(x), es claro que φig(x) = φi(af(x)) = (af(x), i) = f(x), por
lo tanto f = bϕi(g) ∈ bϕi(C(X,Ai)), esto significa que K ⊆ bϕi(C(X,Ai)).
Aśı, el diagrama {C(X,Ai)} está fuertemente filtrado.

3.11 Lema. Considere un diagrama de la forma

A0
i0 //

f0
��

A1
i1 //

f1
��

A2
i2 //

f2
��

...

B0 j0
// B1 j1

// B2 j2
// ...

en el cual todas las flechas son inmersiones cerradas y todos los cuadrados
son pullbacks de conjuntos (y por lo tanto de espacios por el lema 2.37).
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Denotemos por A∞ y B∞ a los coĺımites obvios. Entonces el diagrama

Ak
φk //

fk

��

A∞

f∞

��
Bk ϕk

// B∞

es un cuadrado pullback de inmersiones cerradas.

Demostración. Por el lema 3.4, A∞ y B∞ son los coĺımites de los conjuntos
subyacentes de los espacios Ak y Bk respectivamente y los morfismos φk y ϕk

son inmersiones cerradas, con k ∈ N. Consideremos el siguiente diagrama:

Ak
ik //

φk

!!
fk

��

Ak+1

fk+1

��

φk+1

||
A∞

f∞

��

Bk
jk //

ϕk

!!

Bk+1

ϕk+1

||
B∞

como ϕkfk = ϕk+1fk+1ik, entonces existe un único morfismo f∞ : A∞ → B∞
tal que ϕkfk = f∞φk. Primero notemos que los elementos de A∞ son de la
forma {(a, k), (a, k+1), ..} con k el menor número natural tal que a ∈ Ak; lo
análogo pasa con los elementos de B∞. Sean X y los morfismos g : X → A∞
y h : X → Bk tal que el diagrama

X
g

**

h

��

ϵ

  
Ak

φk //

fk

��

A∞

f∞

��
Bk ϕk

// B∞
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conmuta. Demostraremos que existe ϵ : X → Ak que hace conmutar el
diagrama. Sea x ∈ X, entonces

g(x) = {(ax, l), (ax, l + 1), ..}
f∞(g(x)) = {(ax, r), (ax, r + 1), ..}
ϕk(h(x)) = {(h(x), s), (h(x), s+ 1), ..}

(3.14)

Como f∞(g(x)) = ϕk(h(x)), tenemos que h(x) = ax, s = r y s ≤ k, de
aqúı que ax ∈ Ak. Definamos ϵ tal que para x ∈ X, ϵ(x) = ax, que es la
función que necesitábamos, por lo tanto el diagrama es un cuadrado pullback
de conjuntos y por el lema 2.37 pullback de espacios. Resta ver que f∞ es
una inmersión cerrada, primero veamos que es inyectiva. Sean a0, a1 ∈ A∞,
existe k ∈ N tal que a0, a1 ∈ Ak, y supongamos que f∞(a0) = f∞(a1),
entonces f∞φk(a0) = f∞φk(a1), de esto se sigue que ϕkfk(a0) = ϕkfk(a1)
pero esto implica que a0 = a1, por lo tanto f∞ es inyectiva. Ahora veamos
que manda subconjuntos cerrados de A∞ en subconjuntos cerrados en B∞.
Sea C ⊆ A∞ cerrado, queremos demostrar que f∞(C) es cerrado en B∞,
para ello es suficiente ver que ϕ−1

k (f∞(C)) es cerrado en Bk para cada k ∈ N.
Notemos que

f−1
k (ϕ−1

k (f∞(C))) = {a ∈ Ak|fk(a) ∈ ϕ−1
k (f∞(C))}

= {a ∈ Ak|ϕkfk(a) ∈ f∞(C)}
= {a ∈ Ak|f∞φk(a) ∈ f∞(C)}
= {a ∈ Ak|φk(a) ∈ C}
= φ−1

k (C) ⊆ Ak

(3.15)

es cerrado en Ak, entonces fk(f
−1
k (ϕ−1

k (f∞(C)))) = ϕ−1
k (f∞(C)) es cerrado

en Bk para toda k ∈ N, por lo tanto f∞(C) es cerrado en B∞ y aśı f∞ es
una inmersión cerrada.

3.12 Corolario. Sea {Ak, l} un diagrama de inmersiones cerradas indicado
por N2, tal que cada cuadrado

Ak,l
//

��

Ak+1,l

��
Ak.l+1

// Ak+1,l+1
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es un pullback. Definamos A∞,l, Ak,∞ y A∞,∞ como los coĺımites obvios.
Entonces el diagrama resultante indicado por N2∪{∞} nuevamente consiste
de cuadrados pullback de inmersiones cerradas.
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Apéndice A

Complejos CW

A.1 Definición. Si X y Y son espacios topológicos, A ⊆ X y f : A → Y
una función continua, el espacio de adjunción Y ∪fX es el espacio Y ⊔Y X/ ∼
donde ∼ es la relación que pega a X con Y a través de f , i.e., es la relación
de equivalencia generada por x ∼ y si y sólo si x ∈ A y f(x) = y.

A.2 Proposición. Si X y Y son espacios topológicos, A ⊆ X y f : A → Y
una función continua, m : A → X, i : X → Y ⊔ Y y j : Y → Y ⊔ X
inclusiones y p : Y ⊔X → Y ∪f X la función cociente, entonces el siguiente
diagrama es un cuadrado pushout:

A� _

m

��

f // Y

pj

��

jxx
Y ⊔X

p %%
X

pi
//

i

;;

Y ∪f X

Demostración. Sean Z un espacio topológico y un par de funciones continuas
g : Y → Z y h : X → Z tales que gf = hm. Necesitamos encontrar una
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función continua ϵ : Y ∪f X → Z que haga conmutar el diagrama

A

m

��

f // Y

pj

��
g

��

X
pi

//

h
**

Y ∪f X

ϵ
##
Z

Definamos ϵ por ϵ(x) = gf(x) si x ∈ A, ϵ(x) = h(x) si x ∈ X−A y ϵ(y) = g(y)
si y ∈ Y . Es claro que g = ϵpj y h = ϵpi, resta probar que ϵ es continua.
Sea C ⊆ Z un subconjunto cerrado. Notemos que (ϵpi)−1(C) = h−1(C) y
(ϵpj)−1(C) = g−1(C) son cerrados en X y Y respectivamente, por lo tanto
ϵ−1(C) es cerrado en Y ∪f X.

A.3 Definición. Si f : A → Y es continua y A ⊆ X, se dice que Y ∪f X
conserva la propiedad topológica P si, el que X y Y cumplan la propiedad
P , implica que Y ∪f X cumple la propiedad P .

A.4 Proposición. Si f : A → Y es continua y A ⊆ X un subconjunto
cerrado, entonces Y ∪f X conserva las propiedades de ser T1 y ser normal.

Demostración. Primero recordemos que un espacio topológico es T1 si y sólo
si cada uno de sus subconjuntos unitarios es un cerrado. Sean X y Y espacios
T1, f : A→ Y una función continua y A ⊆ X conexo. Sea a ∈ Y ∪fX, veamos
que {x} es cerrado, para esto es suficiente mostrar que (pi)−1({a}) es cerrado
en X y que (pj)−1({a}) es cerrado en Y . Notemos que (pi)−1({a}) es de la
forma {x ∈ X|f(x) = a}, {x} o ∅, todos subconjuntos cerrados en X, por
su parte (pj)−1({x}) siempre es un subconjunto unitario de Y . Por lo tanto
{x} es cerrado en Y ∪f X y Y ∪f X es T1.

Ahora supongamos que X y Y son espacios normales. Sean F y G sub-
conjuntos cerrados y disjuntos en Y ∪f X, entonces (pj)−1(F ) y (pj)−1(G)
son cerrados y disjuntos en Y . Por el lema de Urysohn existe una función
continua φY : Y → I tal que:

φY (y) =

{
0 si y ∈ (pj)−1(F )

1 si y ∈ (pj)−1(G)
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Sean B = (pi)−1(F ) ∪ A ∪ (pi)−1(G) que es un subconjunto cerrado de X y
ψ : B → I tal que:

ψ(x) =


0 si x ∈ (pi)−1(F )

φY ◦ f(x) si x ∈ A

1 si x ∈ (pi)−1(G)

Notemos que ψ es continua pues si C es un subconjunto cerrado de I entonces

ψ−1(C) =


(φyf)

−1(C) si 0, 1 /∈ C

(pi)−1(F ) ∪ (φyf)
−1(C) si 0 ∈ C y 1 /∈ C

(φyf)
−1(C) ∪ (pi)−1(G) si 0 /∈ C y 1 ∈ C

(pi)−1(F ) ∪ (φyf)
−1(C) ∪ (pi)−1(G) si 0, 1 ∈ C

es cerrado en B. Ahora por ser B cerrado en X y X normal, el teorema de
de extensión de Tietze nos dice que existe una extensión φX : X → I tal que
φX |B = ψ.

Consideremos la función continua (φY , φX) : Y ⊔X → I. Notemos que si
x, y ∈ Y ⊔X son tales que p(x) = p(y) (y = f(x)) tenemos que

(φY , φX)(x) = φX(x)

= φY (f(x))

= φY (y)

= (φY , φX)(y)

(A.1)

entonces, como Y ∪f X tiene la topoloǵıa final respecto a X ⊔ Y y p, existe
una única función continua que hace conmutar el siguiente diagrama [14]:

Y ⊔X (φY ,φX) //

p %%

I

Y ∪f X

φ

;;

Entonces se cumple que φ(F ) = φ(p(p−1(F ))) = (φY , φX)(p
−1(F )) = {0},

de manera análoga φ(G) = {1}, aśı por el lema de Urysohn Y ∪f X es
normal.

A.5 Definición. Sea {σn}∞n=0 una familia de conjuntos ajenos tal que σ0 ̸= ∅.
Consideremos, inductivamente, una familia de espacios topológicos {Pn}∞n=0

de la siguiente manera:
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a. P0 = σ0 con la topoloǵıa discreta.

b. Supongamos construido Pn−1. Si σn = ∅ entonces Pn = Pn−1. Si σ ̸= ∅
entonces para cada x ∈ σn consideremos Sn−1

x
∼= Sn−1, Dn

x
∼= Dn y

supongamos definida una función continua φx : Sn−1
x → Pn−1. Defi-

namos Xn :=
∐

x∈σn
Dn

x ; An :=
∐

x∈σn
Sn−1
x ; fn : An → Pn−1 tal que

fn|Sn−1
x

= φx y Pn := Pn−1 ∪fn Xn.

An
� � //

fn

��

Xn

piXn

��
Pn−1 piPn−1

// Pn

Se dice que Pn se obtiene pegando n-células a Pn−1 a través de la familia de
funciones {φx|x ∈ σn}. Definimos P := (∪∞

n=0Pn, τ) donde τ es la topoloǵıa
final respecto a la familia de inclusiones {jn : Pn ↪→ P}∞n=0. P se llama
complejo CW definido por {σn} y {φξ}ξ∈σn, n=0,1,..., estás últimas llamadas
funciones caracteŕısticas del complejo CW. Para cada n ∈ N, Pn se llama el
n-esqueleto de P . Si existe n tal que σm = ∅ para toda m > n, diremos que
P tiene dimensión n. Si para toda n existe m > n tal que σm ̸= ∅ entonces
diremos que la dimensión de P es ∞.

A.6 Ejemplos.
1.Si σ0 = {x}, σn = {y} y σm = ∅ para m ̸= 0 y m ̸= n. Entonces se
tiene que P = Pn

∼= Sn. En este caso Pn−1 = {x}, An = Sn−1
y , Xn = Dn

y y
fn es la función constante que manda todo elemento en x. Recordemos que
existen funciones h1 : Dn

y − Sn−1
y → Rn y h2 : Sn − {(1, 0, ...)} → Rn que

son homeomorfismos. Definamos h : Dn
y → Sn dada por h(z) = h−1

2 h1(z) si
z /∈ Sn−1

y y h(z) = (1, 0, ...) si z ∈ Sn−1
y , que también es un homeomorfismo,

y r : {x} → Sn dada por r(x) = (1, 0, ...). Mostraremos que el cuadrado

Sn−1
y
� � //

fn

��

Dn
y

h

��
{x} r

// Sn
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es pushout. Sean Y un espacio topológico y funciones continuas h′ : Dn
y → Y

y r′ : {x} → Y tales que hacen conmutar el diagrama

Sn−1
y
� � //

fn

��

Dn
y

h

��
h′

��

{x} r
//

r′

**

Sn

ϵ

  
Y

Mostraremos que existe una función continua ϵ : Sn → Y que hace conmutar
el diagrama anterior. Definamos ϵ dado por ϵ(b) = h′h−1(b) si b ̸= (1, 0, ...)
y ϵ(b) = r′(x) si b = (1, 0, ...). Es claro que ϵh = h′ y ϵr = r′. Por último
veamos que ϵ es continua. Sea C ⊆ Z cerrado, entonces h′−1(C) = h−1ϵ−1(C)
es cerrado en Dn

y , de esto se sigue que ϵ−1(C) es cerrado en Sn, por lo tanto
ϵ es continua. Aśı hemos mostrado que Pn

∼= Sn.

2.Si σ0 = {x}, σn = {y}, σn+1 = {z}, σm = ∅ con m /∈ {0, n, n + 1} y
φz : S

n
z → Pn un homeomorfismo. Entonces P = Pn+1

∼= Dn+1. En este caso
Xn+1 = Dn+1

z , An+1 = Sn
z y fn + 1 = φz y sabemos que Pn

∼= Sn, entonces
tenemos el cuadrado pushout

Sn
z
� � //

fn+1

��

Dn+1
z

��
Sn // Pn+1

Recordemos que Pn+1 = Sn ∪fn+1 D
n+1
z , y en este caso cada elemento de Sn

z

está identificado con uno y sólo un elemento de Sn, entonces Pn+1
∼= Dn+1.

3. Sea σ = {n}, entonces P0 = {0} y P1 = S1. Definamos φ2 : S1
2 → S1

tal que para cada z ∈ S1
2 (pensado como número complejo) φ2(z) = z2, en

este caso tenemos que X2 = D2
2, A2 = S1

2 , f2 = φ2. Notemos que en S1∪f2D
2
2,

los elementos de la frontera de D2
2 se identifican con el elemento de la frontera
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diametralmente opuesto, siendo esto claramente la construcción de RP 2, el
espacio proyectivo real de dimensión 2, por lo tanto P2 = RP 2. Recordemos
que hay dos formas de construir el espacio proyectivo real de dimensión n:

(a) Empezamos con la esfera unitaria Sn en Rn+1 e identificamos cada
elemento con el diametralmente opuesto.

(b) Empezamos con el disco unitarioDn en Rn e identificamos cada elemen-
to de su frontera con el elemento de la frontera que es diametralmente
opuesto.

Ahora veamos que si φn : Sn−1
n → Pn−1 = RP n−1 = Sn−1/ ∼ donde ∼ es la

relación de equivalencia que pega puntos diametralmente opuestos y φn la
función cociente correspondiente entonces Pn = RP n. En este caso Xn = Dn

n,
An = Sn−1

n y fn = φn.

Sn−1
n
� � //

fn

��

Dn
n

��
Sn−1/ ∼ // Sn−1/ ∼ ∪fnD

n
n

Notemos que en Sn−1/ ∼ ∪fnD
n
n se identifica cada elemento de la frontera

de Dn
n con el elemento de la frontera diametralmente opuesto, por lo tanto

Pn = RP n.

A.7 Proposición. Si P es un complejo CW entonces, Pm es cerrado en P
para toda m ∈ {0, 1, ...}.

Demostración. Primero, Pn es cerrado en Pn+1 si (piPn)
−1(Pn) = Pn es ce-

rrado en Pn+1 y (piXn+1)
−1(Pn) = An es cerrado en Xn, por lo tanto Pn es

cerrado en Pn+1. Ahora si m > n, veamos que Pn es cerrado en Pm, para
esto necesitamos probar que (piPm−1)

−1(Pn) = Pn es cerrado en Pm−1 y que
(piXm)

−1(Pn) ⊆ Am es cerrado en Xm, esto último siendo cierto. Como se
puede notar deberemos probar que Pn es cerrado en cada esqueleto de dimen-
sión mayor a n y menor o igual a m, este proceso es finito y termina cuando
probamos que Pn es cerrado en Pn+1, pero esto ya lo hemos probado, por lo
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tanto Pn es cerrado en Pm. Por último consideremos la familia de inclusiones
{jn : Pn ↪→ P}∞n=0 y notemos que

j−1
n (Pm) =

{
Pm si n > m

Pn si n ≤ m

por lo tanto j−1
n (Pm) es cerrado en Pn para todo n ∈ N, por lo tanto Pm es

cerrado en P .

Notemos que piPn−1 : Pn−1 → Pn es una inmersión y como piPn−1(Pn−1) es
cerrado en Pn, piPn−1 es una inmersión cerrada, entonces podemos pensar a
Pn−1 como subespacio de Pn. Esto será de utilidad para demostrar que todo
complejo CW es un espacio CG.

A.8 Proposición. Si P es un complejo CW entonces P es normal y Haus-
dorff.

Demostración. Primero veamos que P es T1. Es claro que P0 es T1, demos-
traremos inductivamente que todo Pm es T1. Supongamos que Pn es T1 y
notemos que Xn+1 también lo es, luego entonces por la proposición A.4 sa-
bemos que Pn ∪fn+1 Xn+1 = Pn+1 es T1. Sea x ∈ P entonces j−1

n (x) es un
subconjunto unitario o es vaćıo en Pn, esto implica que {x} es cerrado, por
lo tanto P es T1.

Ahora veamos que P es normal. De manera análoga al párrafo anterior
se prueba inductivamente que Pn es normal para toda n ∈ N. Por el lema de
Urysonh, dado que Pn es normal, existe una función continua fn : Pn−1 → I
tal que

fn−1(x) =

{
0 si x ∈ F ∩ Pn−1

1 si y ∈ G ∩ Pn−1

Sea B := (F ∩ Pn) ∪ Pn−1 ∪ (G ∩ Pn) y sea gn : B → I dada por

gn(x) =


0 si x ∈ F ∩ Pn

fn−1(x) si x ∈ Pn−1

1 si x ∈ G ∩ Pn

que está bien definida. Veamos que gn es continua. Sea C ⊆ I un subconjunto
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cerrado, entonces

g−1
n (C) =


f−1
n−1(C) si 0, 1 /∈ C

(F ∩ Pn) ∪ f−1
n−1(C) si 0 ∈ C y 1 /∈ C

f−1
n−1(C) ∪ (G ∩ Pn) si 0 /∈ C y 1 ∈ C

(F ∩ Pn) ∪ f−1
n−1(C) ∪ (G ∩ Pn) si 0, 1 ∈ C

es cerrado en B, por lo tanto gn es continua. Luego por ser Pn normal y B
cerrado en Pn, por el teorema de extensión de Tietze, existe fn : Pn → I
continua tal que fn|B = gn. Definamos f : P → I tal que hace conmutar el
diagrama

Pn
fn //

jn   

I

P
f

@@

Sea C ⊆ I un subconjunto cerrado, como (fjn)
−1(C) = f−1

n (C) es cerrado
en Pn se tiene que f−1(C) es cerrado en P y por lo tanto f es continua, todo
esto basado en el hecho de que P tiene la topoloǵıa final respecto a la familia
de inclusiones {jn : Pn ↪→ P}∞n=0. Es claro que f(F ) = 0 y f(G) = 1, por lo
tanto P es normal. Por último sean x, y ∈ P , por ser P un espacio T1, {x}
y {y} son subconjuntos cerrados de P , luego por ser P un espacio normal
existen abiertos disjuntos que contienen a {x} y {y} respectivamente, por lo
tanto P es Hausdorff.

A.9 Definición. Sea P un complejo CW y x0 ∈ σn, consideremos el diagra-
ma conmutativo:

IntDn
x0

w //

u

��

Dn
x0

φ∗
x0 //

v

��

Pn
jn // P

∐
x∈σn

(IntDn
x) mn

//
∐

x∈σn
Dn

x iXn

//
∐

x∈σn
Dn

x ⊔ Pn−1

p

OO

donde v, mn, w y u son las inclusiones correspondientes. Entonces:

1. ex0 := jn ◦φ∗
x0
◦w(IntDn

x0
) se llama la n-célula abierta de P correspon-

diente a x0.
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2. sx0 := jn ◦ φ∗
x0
(Dn

x0
) se llama la n-célula cerrada de P correspondiente

a x0.

A.10 Observación. Si x0 ∈ σ0, entonces eξ0 = sx0 = {x0}.

A.11 Proposición. Si P es un complejo CW y x ∈ σn entonces:

(a) ex es abierto en Pn aunque no necesariamente en P .

(b) sx = ex en P .

Demostración.
(a)ex = piXnmnu(IntD

n
x) y es claro que u y piXnmn son inmersiones cerradas,

por lo tanto ex es abierto en Pn.
(b)Sea x ∈ σn. Si n = 0, ex = {x} que es cerrado en P por ser Hausdorff,
luego {x} = ex ⊆ ex ⊆ sx = {x}. Si n > 0, como Dn

x es compacto y P es
Hausdorff, sx = jn ◦ φ∗

x(D
n
x) es cerrado, por lo tanto ex ⊆ sx. Por otro lado

sx = jn ◦ φ∗
x(D

n
x)

= jn ◦ φ∗
x(w(IntD

n
x)) ⊆ jn ◦ φ∗

x(w(IntD
n
x))

= ex

(A.2)

A.12 Proposición. Todo complejo CW es la unión ajena de sus células
abiertas.

Demostración. Sea P un complejo CW, P = ∪∞
n=0Pn y Pn−1 ⊆ Pn, entonces

P = P0 ∪ (∪∞
n=1Pn − Pn−1), una unión disjunta. Notemos que

Pn = p(Pn−1 ⊔
∐

Dn
ξ ) = Pn−1 ∪ p(

∐
IntDn

ξ ) (A.3)

es una unión disjunta, se sigue que

Pn = Pn−1 ∪ (
⋃
ξ∈σn

eξ) (A.4)

por lo tanto
P = P0 ∪ (∪ξ∈σneξ)

∞
n=1 (A.5)
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A.13 Observación. Si P es un complejo CW y x ∈ σn entonces, para toda
m ≥ n, existe rmx : sx → Pm tal que el siguiente diagrama conmuta:

sx
� � //

rmx   

P

Pm

jm

>>

A.14 Observación. Si P es un complejo CW entonces, para toda m =
0, 1, .., Pm tiene la topoloǵıa final respecto a la familia {rmx : sx → Pm}x∈σn,n≤m.[6]

A.15 Corolario. Si P es un complejo CW entonces tiene la topoloǵıa final
respecto a la familia {jmrmx : sx → P}∞n=0.

A.16 Definición. Si P es un complejo CW y Q ⊆ P , se dice que Q es un
subcomplejo de P si cumple que:

1. Q ̸= ∅.

2. Si para alguna célula abierta ex de P , Q ∩ ex ̸= ∅, entonces sx ⊂ Q.

A.17 Proposición. Si Q es un subcomplejo de P y {exi
}i∈I es la familia de

células abiertas que intersectan a Q, entonces Q = ∪i∈Iexi
= ∪i∈Isxi

.

Demostración. ∪i∈Isxi
⊆ Q ⊆ ∪i∈Iexi

⊆ ∪i∈Isxi
.

A.18 Ejemplos.
1.P es subcomplejo de si mismo.

2.Para n ∈ {0, 1, ...}, Pn es subcomplejo de P .

A.19 Proposición. Si P es un complejo CW y {Qi}i∈I es una familia de
subcomplejos de P , entonces:

(a) ∪i∈IQi es subcomplejo de P .

(b) Si ∩i∈IQi ̸= ∅ entonces ∩i∈IQi es subcomplejo de P .

Demostración.
(a)Si (∪i∈IQi)∩ ex ̸= ∅ entonces existe i ∈ I tal que Qi∩ ex ̸= ∅, se sigue que
sx ⊆ Qi ⊆ ∪i∈IQi.
(b)Si ∩i∈IQi ̸= ∅ y (∩i∈IQi) ∩ ex ̸= ∅ entonces, para toda i ∈ I, ex ∩Qi ̸= ∅,
por lo tanto sx ⊆ Qi para toda i ∈ I, entonces sx ⊆ ∩i∈IQi
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A.20 Definición. Si P es un complejo CW y X ⊆ P , denotaremos por
C(X) a la intersección de todos los subcomplejos de P que contienen a X.

A.21 Proposición. Si P es un complejo CW y X ⊆ P es compacto entonces
X intersecta sólo a un número finito de células abiertas de P .

Demostración. Primero veamos el caso cuando X ⊆ Pn. Sea {exi
}i∈I el con-

junto de n-células abiertas que intersectan a X, y para toda i ∈ I, sea
yi ∈ exi

∩ X. Sean A = {yi}i∈I y B ⊆ A, entonces si x ∈ σm con m ≤ n,
(rnx)

−1(B) = B ∩ sx es vaćıo o unitario, por lo tanto es cerrado por ser P
un espacio T1. Por la observación A.14 B es cerrado en Pn pero por ser Pn

cerrado en P , B también es cerrado en P y como B fue cualquier subcon-
junto de A, se sigue que A es cerrado en P , además es discreto y como X es
compacto, A debe ser finito. Por lo tanto X sólo intersecta un número finito
de n-células abiertas con n = N.
Ahora para el caso general sea {exi

}i∈I la familia de células abiertas que inter-
sectan a X, y para toda i ∈ I, sea yi ∈ exi

∩X. Sean A = {yi}i∈I , B ⊆ A y sx
una n-célula cerrada de P , entonces B∩sx = (B∩ex)∪ (B∩φx(S

n−1
x )). Pero

B ∩ ex es vaćıo o unitario, y como φx(S
n−1
x ) es compacto y φx(S

n−1
x ) ⊆ Pn−1,

por la primer parte de la demostración φx(S
n−1
x ) intersecta a un número

finito de células abiertas de P . Como B tiene a lo más un punto en cada
célula abierta de P se sigue que B ∩ φx(S

n−1
x ) es finito, por lo tanto B ∩ sx

es finito.

Ahora veremos que los complejos CW son compactamente generados.

A.22 Proposición. Dn es un espacio CG.

Demostración. Sea τ la topoloǵıa sobre Dn inducida por la topoloǵıa usual
(formada por los subconjuntos cerrados) en Rn. Sabemos que τ ⊆ k(τ),
veamos que k(τ) ⊆ τ . Sea A ∈ k(τ) y consideremos 1 : Dn → Dn, como Dn

es compacto y T2, 1
−1(A) = A es cerrado en Dn, por lo tanto A ∈ τ y aśı

k(τ) = τ , o lo que es lo mismo, Dn es un espacio CG.

A.23 Corolario. Xn =
∐

x∈σn
Dn

x es un espacio CG.

Demostración. La prueba sale directamente de la proposición 2.2.

A.24 Proposición. Todo complejo CW es un espacio CG.
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Demostración. Sea P un complejo CW. Primero veamos que todo esqueleto
de dimensión n es un espacio CG. Sea τ la topoloǵıa en P0, sabemos que
τ ⊆ k(τ), pero por ser τ la topoloǵıa discreta k(τ) ⊆ τ , por lo tanto P0 es
CG. Ahora demostraremos que si Pn−1 es CG, entonces Pn es CG. Por la
proposición 2.2, Pn−1⊔Xn es CG y por la proposición 2.1, Pn−1∪fn Xn = Pn

es CG. Ahora veamos que P es un espacio CG. Haremos uso del lema 3.9.
Notemos que la familia {Pn}n∈N junto con los morfismos pjPn es una familia
dirigida de subconjuntos cerrados de P . Por otro lado, sea C ⊆ P compacto,
entonces C intersecta a un número finito de células abiertas de P , de aqúı
que existe n ∈ N tal que C ⊆ Pn, de aqúı se sigue que B ∩ C = Pn ∩ C.
Entonces por el lema 3.9 P es homeomorfo a ĺım

→n
Pn. Como cada Pn es CG,

por el corolario 2.24 el coĺımite ĺım
→n

Pn es un espacio CGWH, por lo tanto P

es un espacio CGWH.
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