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Resumen

En este trabajo de tesis se realiza un analisis de un modelo cosmolégico in-
flacionario propuesto mediante una acciéon con un campo escalar acoplado a
la métrica FLRW. Tal accion es obtenida a partir de dos modelos: inflacion
bésica con un campo escalar, y una teoria f (R). Esto con el propdsito de
explorar en qué regiones de los parametros hay soluciones que satisfacen con-
diciones basicas para inflacion, con un nimero de e-folds arriba de 40.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes Historicos

El origen del universo ha sido materia de estudio desde tiempos remotos.
Por medio de la observacién y de la abstraccién se han creado los llamados
modelos cosmoldgicos, evolucionando a medida que se construia el método
cientifico y avanzaba la tecnologia hasta llegar a los modelos sofisticados y
precisos de hoy en dia.

1.1.1 Primeros Modelos del Universo

Hacia el ano 350 a.C. Aristoteles [1f propuso un primer modelo cosmolégico
donde situaba a la Tierra en el centro del universo y al Sol con los demas
astros, moviéndose alrededor de esta en orbitas circulares que se creia eran
perfectas ya que se encontraban en la regién supralunar que, segin Aristéte-
les, era una zona inalterable e imperecedera, a diferencia de la regién sublu-
nar, donde situaba a la Tierra, que si estaba sometida al cambio.

Ptolomeo, durante el siglo II d.C. desarrolld6 un modelo cosmolégico bajo
la misma linea que el de Aristételes, un modelo geocéntrico donde la Tierra
permanecia inmévil rodeada de ocho esferas cristalinas que llevaban a los
astros; el Sol, la Luna, las estrellas y los cinco planetas conocidos que eran
estrellas en el firmamento, que no estaban fijas con respecto al patréon de las
constelaciones ya que avanzaban lentamente por el cielo y luego retrocedian
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para volver a avanzar. A éstas estrellas les pusieron por nombre planetas que
significa “errantes”; Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno. Este modelo
era mas o menos plausible porque permitia hacer predicciones aproximadas
de las posiciones de los cuerpos celestes, pero se tendria que partir de la
hipétesis de que el movimiento orbital de la Luna la llevaria algunas veces
a estar al doble de la distancia a la Tierra lo cual implicaba que la Luna se
tendria que ver en ocasiones a la mitad o al doble de su tamano. A pesar
de esta inconsistencia, de que no explicaba el movimiento de todos los astros
y de que era complejo de entender, el modelo geocéntrico de Ptolomeo fue
generalmente aceptado y ademés adoptado por la iglesia.

Estas ideas de Aristételes y Ptolomeo se quedaron arraigadas por mucho
tiempo hasta que, en 1514, Nicolds Copérnico propuso un modelo del
universo mas simple aunque radicalmente diferente, ya que la Tierra dejaba
de ser el centro del universo, tema controversial para la época, ocupando su
lugar el Sol en reposo con la Tierra y los demas cuerpos celestes moviéndose
alrededor en orbitas circulares. Sin embargo, el nuevo modelo heliocéntrico
de Copérnico no fue tomado en serio durante casi un siglo, hasta que Johan-
nes Kepler y Galileo Galilei comenzaron a hacer publico su apoyo al modelo
copernicano a pesar de que las trayectorias que describia no coincidian a la
perfeccién con las observaciones.

En 1609 Galileo comenzé a observar al planeta Jupiter con mucho mas de-
talle gracias al telescopio, inventado un ano antes. Esto le permitié observar
que alrededor de Jupiter orbitaban varios satélites lo cual implicaba que no
todos los cuerpos celestes en el universo conocido tendrian por qué orbitar
directamente alrededor de la Tierra, dejando atras la teoria geocéntrica de
Aristételes y Ptolomeo mediante observaciones, mientras Kepler ya se en-
contraba modificando la teoria de Copérnico proponiendo érbitas elipticas
alrededor del Sol en lugar de circulares, descubriendo casi por accidente que
las predicciones del modelo con esta correccién encajaban mejor con las ob-
servaciones.

Gracias a todo lo anterior, la idea de que el universo tenia una frontera,
como se pensaba, ya no era necesaria, ademas fue natural inferir que, si aho-
ra el Sol era el centro del universo conocido en aquella época y casi todas
las estrellas, salvo los llamados planetas, parecian inméviles en el cielo, pues
esas estrellas fijas fueran objetos como nuestro Sol, pero mucho mas lejanos.
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1.1.2 Universo Infinito y Estacionario

Debido a la Ley de Gravitacion Universal de Isaac Newton , esas estrellas
fijas no deberian permanecer asi, pues la fuerza gravitacional haria que se
atrajeran todas en algin punto, situacién que no ocurriria si hubiera una
cantidad infinita de estrellas esparcidas en un universo infinito, de ésta ma-
nera no habria ningiin punto preferencial en donde se juntasen las estrellas,
pues cada punto podria considerarse como el centro en un universo infinito,
y a la vez también se puede prescindir de la idea de que existiese un centro
en tal universo, asi el centro estaria en todas partes y en ningtin lado a la vez.

Los problemas de un universo infinito y estacionario eran muchos. Uno de
ellos era que practicamente cualquier punto observable en el cielo terminaria
en alguna estrella haciendo que este siempre se viera brillante, incluso de
noche y aunque hubiera materia entre las estrellas y los puntos de observa-
cién la materia terminaria calentandose y brillando debido a la absorcion de
la Tuz de las estrellas, a menos que las estrellas no hubieran brillado siem-
pre sino que hubieran comenzado a brillar en un momento en el pasado finito.

La creencia de un universo estacionario era tan fuerte que incluso Albert
Einstein, cuando formuld la teoria de la relatividad general en 1915, seguia
convencido de que el universo tenia que ser asi, tanto que anadié a sus ecuacio-
nes una “constante cosmoldgica”, que funcionaba como una fuerza oponente a
la fuerza gravitacional. La constante cosmoldgica dotaba al espacio-tiempo la
cualidad intrinseca de expandirse, siendo contrarrestada por la fuerza atrac-
tiva de gravedad [véase 4].

1.1.3 Universo en Expansion

Hasta antes del siglo XX se pensaba que el universo habia existido eter-
namente o bien se habia creado en un tiempo finito atras de manera méas o
menos igual a como se observa en el presente, de tal forma que pareciera como
si hubiera existido siempre . También se crefa que la galaxia donde habita-
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mos, La Via Lactea, era todo el universo, hasta que en 1924 Edwin Hubble
demostré que la nuestra no era la inica galaxia, sino que habia muchas otras
mas, con grandes espacios vacios entre ellas. En 1929 se observé que las estre-
llas lejanas, en cualquier direcciéon del cielo, se estaban alejando rdpidamente,
ya que la frecuencia luminosa de ondas que provienen de ellas se estaba des-
plazando al rojo debido al efecto Doppler, es decir, que el universo se estaba
expandiendo. Este descubrimiento fue una de las grandes revoluciones del
siglo pasado. En 1922 Alexander Friedmann propuso dos simples hipdtesis
sobre el universo [5] con el objetivo de facilitar la resolucién las ecuaciones
de la relatividad general deducidas por Albert Einstein en 1915. La primera
consistia en que el universo se ve igual en cualquier direccion en la que se
observe y la segunda en que esto se cumple también para cualquier punto
en el universo desde donde se observe, asi logré demostrar que el universo
se expande, hecho que anos mas tarde fue corroborado por Hubble mediante
observaciones ya mencionadas. Desde luego que estas hipétesis hechas por
Friedmann no son ciertas, a menos que el universo se vea a gran escala, a al-
gunos miles de millones de anos luz, en comparacion con las distancias tipicas
entre galaxias, y aun asi se cumplen de manera aproximada. Estas hipotesis
de Friedmann, de un universo homogéneo e isétropo, dieron lugar al primer
modelo aproximado del universo real.

1.2. Big Bang

Sobre la base anterior, se ha podido formular modelos de los primeros mo-
mentos del universo, considerando las hipétesis de Friedmann, que son la base
del llamado principio cosmoldgico @], y las ecuaciones de Einstein. La idea
del Big Bang surge a partir de las soluciones de Friedmann que dicen que
la distancia entre galaxias vecinas era nula en algiin momento, entre 10,000
y 20,000 millones de anos en el pasado, haciendo que el universo, cuya tem-
peratura era extremadamente alta en ese instante (de ahi el nombre de Hot
Big Bang, como se vera més adelante), tuviese una densidad y curvatura del
espacio-tiempo infinitas, implicando que la teoria de la relatividad general
predijera la existencia de un punto singular en el universo, donde el espacio
y el tiempo habrian tenido comienzo [4].
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1.3. Inflacion

Las motivaciones de la inflacién nacieron con el fin de encontrar respuestas a
problemas de las condiciones iniciales del Big Bang, como el problema de la
planitud o también llamado problema de la edad. En este caso casi todas las
condiciones iniciales llevan, bien, a un término de curvatura positivo donde
se tiene un universo con curvatura esférica cerrado sobre si mismo que colap-
sa muy rapido, o a un término de curvatura negativo, es decir, un universo
abierto y divergente que entra en un régimen dominado por la curvatura tar-
dando sé6lo un segundo en enfriarse por debajo de los 3 K, entonces, ;jcémo es
que el universo es tan viejo hoy en dia? El problema del horizonte, que es el
mas importante del modelo del Big Bang, concierne a la comunicacion entre
diferentes regiones del universo. Como el universo tiene una edad finita y la
luz pudo haber viajado solo cierta distancia formando una regién conocida
como el universo observable, la luz que vemos en lados opuestos en el cielo
apenas ha llegado hasta nosotros desde un tiempo cercano al big bang enton-
ces no ha habido tiempo de que dos regiones opuestas en el cielo interactien
de alguna manera para haber llegado a un equilibrio térmico, situaciéon que,
segin las observaciones, en efecto debié ocurrir pues la radiacion de fondo
de microondas vista de todas partes del cielo tiene practicamente la misma
temperatura medida con una alta precision de 2.725 K con desviaciones de
tan solo una parte por cien mil. Otro detalle a resolver es que, si el big bang
comenzd con una temperatura muy alta entonces reliquias que no se pueden
observar hoy en dia hubiesen sobrevivido hasta hoy, como defectos topolégi-
cos y monopolos magnéticos.

Los modelos inflacionarios, donde el universo pasa por una etapa de cre-
cimiento exponencial llamada inflacion m, dan una descripcién muy simple
que reproduce con mucha precision los resultados obtenidos de la radiacién
de fondo de microondas.

1.4. Resena

En este trabajo de tesis se pretende obtener un modelo que reproduzca una
etapa de inflacién en el universo temprano a partir de la combinacion de dos
modelos previos; inflacién bésica con un campo escalar, y una teoria f (R). A
partir de estos, se formula un modelo mixto, no estudiado, que sera analizado




CAPITULO 1. INTRODUCCION

como ejercicio académico para obtener, si es posible, una etapa inflaciona-
ria para tres tipos de geometrias; esférica, hiperbodlica, y plana. También se
hara énfasis en las condiciones y parametros necesarios para predecir infla-
cién, junto con sus implicaciones en el momento y en la duracién de esta.

Primero se abordarédn conceptos tedricos de la cosmologia moderna en la
primera seccién del capitulo 2. Se definiran unidades de medicion y se revi-
saran algunos conceptos importantes, como el principio cosmoldgico, el Big
Bang, la teoria inflacionaria, y el campo escalar. También se obtendra la
métrica FLRW que se usara en el modelo mixto.

En la segunda seccion del capitulo 2 se expondra la teoria de algunos méto-
dos numéricos de un solo paso y multipaso, con los cuales se construyen los
métodos de Adams, utilizados en el capitulo 3.

En el capitulo 3, por una parte, se desarrolla la motivacion de la tesis, de-
tallando la combinacién requerida para obtener la accién a partir de la cual
se extraeran las ecuaciones de movimiento propias del sistema descrito por
el modelo mixto propuesto. En la segunda seccién del capitulo 3 se hace un
analisis de las ecuaciones de movimiento del modelo, obtenidas a partir de
un principio variacional de la accion resultante, y clasificaindolas de acuerdo
a los parametros utilizados en la accién y a los valores del parametro de cur-
vatura para las tres geometrias ya mencionadas, discutiendo los resultados
obtenidos. Se observa que el modelo mixto propuesto produce una etapa in-
flacionaria en el universo temprano para una geometria plana, ademas de ser
capaz de predecir formacion de estructuras y asi explicar la homogeneidad
del CMB. Después se detalla una breve conclusién de los resultados finales y
de las herramientas utilizadas.

En los apéndices A, B y C, se desarrollan ciertos conceptos de la mecanica
analitica que son necesarios para justificar el andlisis y desarrollo del capitulo
3, tales como el calculo de variaciones, las ecuaciones de Euler-lagrange, y la
hamiltoniana como una cantidad conservada a partir de ciertas caracteristi-
cas de la Lagrangiana del modelo a estudiar.

Finalmente se presenta la bibliografia consultada, en el orden de aparicion
de cada referencia de esta tesis.
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Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1. Conceptos de Cosmologia Moderna

Es necesaria la revision de algunos conceptos, como los de Inflacién, El Princi-
pio Csomologico, Fondo Cosmico de Microondas, Campo Escalar, entre otros,
que son necesarios para el desarrollo del modelo propuesto en este trabajo
de tesis.

2.1.1 Convenciones y unidades de medicion

Una de las unidades de longitud més usadas en cosmologia es el megaparsec
(Mpc)

Ipc = 3.261y] = 3.086 x 10'°mts
IMpc =1 x 10%pc
I1Mpc = 3.26156 x 10%y1 ~ 3.0857 x 10?*m.

En unidades de masa m, longitud [, y tiempo ¢, la escala de la velocidad de la
luz, la constante gravitacional y la constante de Planck, en 4 dimensiones es,
respectivamente, [c] = [t [G] = Pt™>m™!, [h] = [*t"'m. En la relatividad
general, las constantes universales son la gravitacional G, y la velocidad de la
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luz ¢, mientras que en la teoria cuantica de campos se tienen las constantes
¢, v h. Esta ultima llamada la constante de Planck. En caso de unir ambas
teorias en una teoria de gravedad cuantica se esperaria que estas tres cons-
tantes jueguen un papel en ella.

De las unidades de G, ¢ y h resulta que la expresién

|G
lp =\ — ~ 1.6163 x 10~*m, (2.1)
C

llamada longitud de Planck, es el tinico producto de potencias de las cons-
tantes dimensionales universales que posee unidades de longitud. Como las
constantes h, G y ¢ describen los procesos fundamentales de la mecéanica
cuantica, la gravedad, y la relatividad, respectivamente, la escala de longitud
que se obtiene de esta expresion seria la tipica de procesos descritos por una
teoria de gravedad cudntica relativista.

De manera similar se obtienen el tiempo y la masa de Planck,

[hG
tp = =~ 5.3912 x 10~ s,
h
mp = w/gc ~ 1.2209 x 101°GeV ¢2.

También se usara la masa de Planck reducida

i
Mpy = 22 9435 x 1018GeV.

.: /8 - G

Y la temperatura de Planck

Ty ~ 1.4 x 10*2K.

Si se adoptan unidades naturales, la velocidad de la luz ¢ y la constante de
Planck & son adimensionales




CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

c=1, h=1.

También se define el parametro de Hubble ﬂﬁﬂ

que es una funcién de a (t) y de a (t) que, como se verd més adelante, a esta
ultima se le llama el factor de escala. Al pardmetro de Hubble de hoy en dia
se le conoce como la constante de Hubble, y conviene expresarlo como sigue

Hy = 100hkm s~ Mpc ™,

donde h es un parametro adimensional que toma el valor determinado por
observaciones astronémicas con rescpecto a 100, cuyo valor es de

h =0.72 £ 0.08.
Asi, el tiempo de Hubble se define como
H™ ' (tg) = Hy' = 9.77h7 ! x 10%y1s

Y la longitud de Hubble

H—l
P

Se usard la constante gravitacional G cuyo valor es

G = 6.67428 x 10 "'m3kg's72

Los indices griegos que aparezcan, «, 3, ... etcétera, correran cuatro coorde-
nadas desde 0 o 1 hasta 3 o 4;
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o, By vy ... =0,...,3
6

a, By by vy .. =1,...,4

segun sea el caso. Mientras que los indices latinos parten de 0 o 1 y correran
solo tres coordenadas

de acuerdo a como se indique.

Los indices primados, latinos o griegos, se referiran a coordenadas de un
sistema de referencia distinto que describan el mismo punto o evento que sus
respectivos indices, latinos o griegos, no primados.

2.1.2 Universo

El universo se define como un sistema fisico que contiene la totalidad del
espacio- tiempo, de la materia, energia y momento. La cosmologia @ estudia
su origen, formacién y evolucién, ademads de las estructuras cosmicas en este a
escalas espaciales muy grandes. Tales estructuras estan ordenadas de manera
jerarquica.

= Fstrellas. Son la principal fuente de luz visible en el universo debido a
la fusién nuclear dentro de ellas.

» Galaxias. Son estructuras enormes que se componen de grandes canti-
dades de estrellas llegando a contener hasta 10, como en el caso de la
Via Lactea.

s Fl grupo local. Es un conjunto formado por algunas pocas galaxias,
cumulos y supercumulos, que son grupos de galaxias que, junto con
los espacios vacios entre estas forman las estructuras més grandes del
universo observable.

10
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Estudiar estas estructuras a tan grandes distancias de la Tierra (de cientos
o incluso miles de megaparsecs), es util también para visualizar el universo
a tiempos remotos debido a la finitud de la velocidad de la luz.

Segun la relatividad general , el espacio-tiempo depende de la distribu-
cién de la masa-energia y esta, a su vez, curva el espacio-tiempo. Ademas,
si la materia rota, el espacio-tiempo también se “tuerce”, de esta manera, la
curvatura del universo, debido a la materia-energia que contiene, determina
su propia dinamica. Esto viene representado por las ecuaciones de campo de
Einstein

1
Ralﬁl — §Rga'6/ + Aga’ﬁ’ = HzTa/IBI (22)

donde k? = Sg—f

El lado izquierdo de la ecuacion contiene la informacién geométrica, sien-
do guwp, Rwp, Ry A, el tensor métrico, el tensor de Ricci, el invariante
de Ricci y la constante cosmoldgica, respectivamente (véase ﬂgﬂ) De aqui se
obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden para la métrica [6]. De
la métrica se obtiene la distancia entre dos eventos en el universo de esta
geometria. En el lado derecho de la ecuacién, el tensor de energia-momento
contiene la informacién de la distribucién de masa-energia, siendo 2 la cons-
tante de acoplamiento con la materia y G la constante gravitacional de
Newton.

Para describir la contribucién de materia y energia del universo en promedio,
hay que definir sus componentes y sus propiedades termodinamicas.

Para describir el espacio-tiempo, se tiene que definir una métrica en 4D
compuesta de tres dimensiones espaciales y una temporal.

2.1.3 El Principio Cosmolégico

La Cosmologia es el estudio de la naturaleza a muy grandes escalas. Estas
van de un rango de entre 1 y 8000 megaparsecs, desde el grupo local de ga-
laxias mé&s cercano hasta la luz mas distante que se puede detectar.

11
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La distribucion de galaxias cerca del grupo local es bastante irregular y se
caracteriza por varios super cumulos de galaxias donde la materia visible
estd mucho mas concentrada que en otras regiones casi vacias llamadas gi-
gantes vacias. Sin embargo, a mayores escalas la distribucion de galaxias se
vuelve cada vez mas uniforme en todas las direcciones. Con buena aproxima-
ciéon, la distribucion de materia parece ser homogénea, esto es, independiente
del punto desde donde se observe, e isdtropa, o sea, independiente de la di-
reccién de observacién. Esto es més evidente a escalas atin mayores, es decir,
las hipoétesis de Friedmann . De hecho, el cielo también se llena de manera
uniforme con un fondo de radiacién de origen césmico, cosmic microwave
background (CMB) [11], o radiacién de fondo de microondas.

Tales observaciones verifican las hipétesis que hoy se formulan como el Prin-
cipio Cosmoldgico, que es una generalizacion del principio Copernicano cuya
premisa es que el universo no posee una direcciéon o un punto privilegiados.
En este sentido, “punto” significa una vecindad local lo suficientemente gran-
de.

2.1.4 CMB

El CMB se considera como una instantanea del universo que se remonta
a hace més de 13 mil millones de anos, cuando la materia, un plasma caliente
y homogéneo de bariones y otras particulas, se volvieron transparentes a la
radiacién por primera vez en una época del universo llamada decoupling @
o desacople, cuando este tenia apenas una millonésima parte de su tamano
actual y una temperatura de unos 3 x 10°K.

Se sabe que la energia necesaria para ionizar un atomo de hidrégeno, en
el estado base (véase [0]), es de 13.6 eV y al menos 10.2 eV para llevar al
electron a su primer estado excitado.

A la temperatura del universo en esa etapa, los fotones tenian la energia
suficiente para ionizar el hidrogeno por completo, asi que no era posible la
formacion de atomos pues los electrones y fotones interactian mutuamen-
te por medio de la dispersion de Thomson @ y el camino libre medio de
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cualquier fotén dado por

1

NeOe

era muy corto, dando como resultado un plasma ionizado. Con el tiempo,
mientras el universo se expandia y se enfriaba, la energia de los fotones dismi-
nuiria dando lugar a la formacién de atomos a la vez que los fotones lograrian
viajar por el resto del universo. A esta radiaciéon primigenia se le llama Cos-
mic Microwave Background (CMB), o radiacién césmica de fondo cuya
distribucion ha sido mapeada con gran precisién con los satélites Wilkinson
Microwave Anisitropy Probe (WMAP) y PLANCK, como se muestra

Figura 2.1: Mapeo de la radiacién de fondo de microondas (CMB) (véase
[11]) realizado por el satélite PLANCK en 2013.

Hoy, el CMB se ha enfriado a una temperatura media de Ty = (2.7255 £+ 0.0006) K.

2.1.5 Expansion y Redshift

Casi todo en el universo parece alejarse desde la Tierra, y aparentemente,
mientras méas lejos esté un objeto més rapido se aleja. Estas velocidades
se miden gracias al corrimiento al rojo o redshift, que es el efecto Doppler

13
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electromagnético y gravitacional aplicado a ondas electromagnéticas. Si una
galaxia se acerca entonces la luz emitida por esta aumenta su frecuencia y se
observa un corrimiento al azul o blueshift, mientras que, si la galaxia se aleja,
entonces la longitud de onda de la luz que emite aumenta, desplazandose al
rojo, disminuyendo asi su frecuencia. Esto se conoce como redshift o corri-
miento al rojo pues, en el espectro electromagnético, la longitud de onda de
menor frecuencia de la luz visible tiende al rojo. Para caracterizar este efecto,
se define el parametro de corrimiento, que cuantifica el corrimiento relativo
de la siguiente manera; siendo ., la longitud de onda en el punto de emisién
de la galaxia y Ay la longitud de onda observada

)\obs - )\em
/\em ‘

Las observaciones muestran que la velocidad de recesiéon de una galaxia es
proporcional a la distancia desde la cual se observa, es decir

7= Hyf, (2.3)

que se conoce como la ley de Hubble.

2.1.6 Ecuacion de Friedmann y el factor de escala

Es la ecuacién mas importante en cosmologia del universo bajo el principio
cosmoldgico, ya que describe la expansion del universo, asi que resulta util
resolver esta ecuacién bajo diferentes suposiciones relacionadas con el conte-
nido de materia del universo. Esta ecuacién se puede obtener a partir de la
gravitaciéon newtoniana. Para esto, es necesario calcular la energia potencial
gravitacional y la energia cinética de una particula de prueba arbitraria, para
después usar la conservacion de energia.

Si un observador se encuentra en un medio de expansion uniforme de si-
metria esférica, con densidad de masa p, debido a que el universo se ve igual
desde cualquier lugar, es plausible considerar cualquier punto como su cen-
tro. Considerando una particula de masa m, a una distancia r del centro,
esta solo siente una fuerza del material en radios mas pequenos debido a la
simetria esférica.
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Como p =M /y, , donde M es la masa total del medio de expansién uniforme
. , s . 3
de simetria esférica, y Vi es el volumen de tal esfera, o sea, Vio = 4™ /3, en-
3 / . . 7 .
tonces M = pVyq = ™" /3, v la fuerza segin la ley de gravitacién universal
es

GMm 4
= :§7TGprm,

F

que se obtiene a partir del potencial

v _GMm B _47err2m
= = 3 :

Excluyendo el momento angular, la energia cinética es

T =—mr-.

Asi, la energia U =T + V', que es constante debido a que se conserva, queda

1 4
U= §m7'"2 - %G?ﬂpm. (2.4)

Debido a la homogeneidad del universo, es posible usar otro sistema de coor-
denadas que vaya con la expansién para cualesquiera dos particulas. Si se
considera que la expansion es uniforme, entonces la relacién entre la dis-
tancia 7 entre estas dos particulas y su distancia en este nuevo sistema de
coordenadas que se expande con el universo, llamada distancia comovil T, es
de forma directamente proporcional, cuya tasa de proporcionalidad a es una
funcién dependiente solo del tiempo

r=a(t). (2.5)

Esta funcién a (t) es de gran importancia y es llamada tasa de expansién del
universo o factor de escala, y describe como evolucionan las distancias 7
con el tiempo, debido a que, por definicion, las distancias coméviles T per-
manecen fijas.
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Sustituyendo 7= a (t) ¥ en

1 4
U= §md2x2 — %Ga2x2pm.

Luego, si se multiplica todo por _ma22$2

2U <9)2 _ 8nGp

ma?x? a 3

Reordenando y considerando Kc¢? = ~2Y/, >, teniendo en cuenta que, en
unidades naturales ¢ = 1, y por definicién la coordenada comévil 2 es fija
(hasta ahora, en esta derivacién clésica se puede interpretar que K es una
medida de energia por particula), definiendo el parametro de Hubble como

a
H=- 2.6
°, (26)

se obtiene la ecuacion de Friedmann

2 _ 8nGp K
3 a?’

H (2.7)

De nuevo, la homogeneidad impone ciertas restricciones. La primera es que
K debe ser independiente de x debido a que todos los demés términos de la
ecuacion lo son, la segunda, U, si bien es constante para una particula dada,
sera diferente para valores distintos de x, pero debido a la homogeneidad U
y 22 son proporcionales. Y, por tltimo, como la energfa total U es constante
entonces K también lo es, pues la distancia comovil z es fija por definicion.
Asi, para un universo en expansion se tiene un unico valor para K, cuya
interpretacién adecuada en el contexto de la relatividad general es que dicho
término estd relacionado con la curvatura espacial del universo. Por este mo-
tivo a K se le llama término de curvatura @

16



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1.7 Geometria del universo

Como se sabe de la teoria de la relatividad general, la gravedad es un efecto
de la curvatura del espacio-tiempo debida a la distribucién de materia-energia
en el universo. El término de curvatura K de la ecuacién 2.7 indica si el uni-
verso es cerrado, abierto, o plano, pues son las tres geometrias que permite
el principio cosmoldgico, que se toma como postulado.

Reescribiendo la ecuacién en términos del pardmetro observacional 2
llamado pardmetro de densidad ﬂ@] , definido como

Q@) =L,

siendo p la densidad total de energia y p,. (t) = 3H* /src la densidad critica

suficiente para frenar la expansion, se obtiene

H2:%pcﬂ—£:H2Q—£

3 a? a?’

a? (2.8)

a?H?’

Dependiendo del valor que tome el parametro 2, 0, 1 6 —1, se tienen dife-
rentes geometrias espaciales para el universo. Si 2 = 1, es decir, la densidad
total p coincide con la densidad critica, entonces K es necesariamente cero.
Este caso implica una geometria plana.

Geometria Euclidiana

Los axiomas de Euclides son la base de las leyes de la geometria que lle-
va su nombre y conducen a las siguientes conclusiones:
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Los angulos de cualquier triangulo suman 180°.
La circunferencia de un circulo de radio r es 27r.

Si en la ecuacién Q2 = 1, es decir, la densidad total p coincide con la
densidad critica, entonces K es necesariamente cero. Este caso describe la
geometria plana, y si el universo tiene este tipo de geometria espacial enton-
ces debe ser infinito en extension, de otra manera, violaria la isotropia del
principio cosmolégico. Un universo con esta geometria se denomina universo
plano.

Geometrias no Euclidianas

Las denominadas geometrias no euclidianas surgen en el siglo XIX y sirvieron
para establecer los fundamentos matematicos de la teoria de la relatividad
general. El tipo més simple de estas geometrias es la geometria esférica. Se
sabe que una esfera perfecta se ve igual desde cualquier punto de su super-
ficie lo cual cumple la condicién de isotropia. A diferencia de la geometria
plana, la superficie esférica es finita en extension, y su area esta dada por
47r? donde 7 es el radio de la esfera, sin embargo, en esta geometria, no hay
bordes asi que es posible tener una superficie finita y ademés que no tenga
limites, asi, un universo “esférico” compartiria estas caracteristicas.

La suma de los dngulos internos de un triangulo dibujado sobre una superficie
de geometria esférica no suman 180° sino que su suma siempre excede este
limite y no es el mismo angulo para todos los tridngulos lo cual contradice
uno de los postulados de Euclides de la geometria plana. Ademds, la circun-
ferencia en esta geometria resulta ser también diferente, siendo menor a la
circunferencia euclidiana 27r.

Un punto importante es que, como la curvatura es una propiedad de la su-
perficie bidimensional de la esfera, al hablar de la curvatura de esta, o de un
universo con tal geometria, de antemano se supone restringirse a la curvatu-
ra de la superficie, pues la curvatura propia de la esfera o de un universo de
estas caracteristicas resulta ser muy dificil de imaginar.

Un universo con estas caracteristicas corresponde a un valor positivo del
término K de la ecuacién 2.7y se le suele llamar universo cerrado debido a
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la finitud de su tamano.

La geometria correspondiente para el caso en el que K < 0 se llama geo-
metria hiperbdlica. Esta tiene la peculiaridad de que las lineas paralelas,
en lugar de ser rectas como en el caso de la geometria euclidiana, o lineas
convergentes como en el caso de la geometria esférica, resultan ser lineas
divergentes, es decir, que se alejan cada vez mas unas de otras.

2.1.8 Hot Big Bang

En la relatividad general, que es una teoria de campos , se describe la
dindmica del universo determinada por la materia que hay en él, al ser el
universo aquel sistema fisico que contiene, entre otras cosas, la totalidad
de materia-energia. Sin embargo, en esta teoria, no siempre es deseable o
posible especificar de manera explicita el tipo de materia contenida en el
universo, asi que es conveniente imponer condiciones alternativas, como al-
guna condicién de energia, para que cualquier teoria razonable de la materia
pueda satisfacer siempre, o al menos, preservar esta condicién en caso de
ser satisfecha por las condiciones iniciales (véase [11). Existen condiciones de
energia que no corresponden necesariamente a la realidad fisica observada por
mediciones, no obstante, tales condiciones no son restricciones fisicas, sino
condiciones limite que pretenden imponer mateméticamente que la energia
debe ser positiva.

La distribucién de masa, momento y energia debidos a la materia se des-
criben mediante el tensor de energia-momento de la ecuacién 2.2} que lleva
la contribucion de todas las formas de energia en el universo, excepto la gra-
vedad. Sin embargo, en esta ecuacion no es necesario especificar los tipos de
estados de materia o campos no gravitacionales pues no restringe cudles son
admisibles y cudles no en un modelo de espacio-tiempo, lo cual resulta ambi-
guo, ya que, al no tener algin criterio adicional para acotar las soluciones de
esta ecuacion, es posible admitir soluciones con propiedades no consideradas
validas, de ahi la utilidad de las condiciones de energia, pues describen de
manera simple propiedades comunes a casi todos los estados de la materia y
campos no gravitacionales ya bien descritos por la fisica. Estas condiciones
suelen ser suficientes para acotar en gran manera el conjunto de soluciones de
la ecuacién de campo de Einstein mediante la restriccion de los eigenvalores
y eigenvectores del tensor de energia-momento.
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De relatividad general se sabe que, si las componentes del tensor métrico
en coordenadas cartesianas son 7,3

Nap =

o O O |

o O = O
o= O O
_ o O O

y X* representa las componentes de un cuadrivector [@ﬂ, es decir, siendo 7y el
r rentz ransforman iguiente maner
factor de Lorentz, estas X* se transforman de la siguiente manera

XOIZ’)/(XO—EXl)

C

Xllz"}/(Xl _EXO)
C

X2/:X2

X3/:X3

entonces este se puede clasificar de acuerdo al valor del invariante 7,5 X *X?.
SiNasX*X? < 0 el cuadrivector es llamado temporaloide, luzoide sin.; X*X? =
0y espacialoide si 1, X*X? > 0. Asi, de un campo vectorial unitario tem-
poraloide X cuya interpretacion fisica es la definicién de las lineas de mundo
de alguna familia de observadores ideales (cuyos marcos de referencia
posiblemente no sean inerciales) la cantidad escalar construida por el cuadri-
vector de componentes X* y por el tensor de energia-momento 7,43

p =T XXP

seria la densidad total de materia mas energia de campos, a excepcién del
campo gravitacional, que mide un observador de esta familia en cada evento
en su linea de mundo. El campo vectorial con componentes —7g.X B repre-
senta la densidad de momento medido por estos observadores.

Si k es un campo vectorial luxoide arbitrario, entonces la cantidad escalar

v = Tosk"k’
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se puede entender como un caso limite de la densidad de masa-energia.

Para cada campo vectorial temporaloide X que apunte hacia el futuro, la
condicién de energia fuerte o Strong Energy Condition (SEC) establece
que la traza

1
(Taﬂ - §Tga5) Xoxh

es mayor o igual a cero.

Si se supone que el contenido material del universo se comporta como un
fluido perfecto, es decir, que no existen fuerzas entre las particulas constitu-
yentes, conduccion de calor o viscosidad entre las particulas del fluido, cuya
entropia se conserva y se encuentra en equilibrio termodinamico, entonces el
tensor que describe a tal material es de la forma

7% = pu®uf + ph*? (2.9)

donde u* son las componentes de la cuadri-velocidad del fluido en cues-
tién y A 1= ¢ + u®u? con ¢g°® la inversa de la métrica. En un sistema
de referencia inercial comovil con el fluido, la cuadri-velocidad esta dada por
u* = (c,0,0,0). Si se considera un marco de referencia alineado con el movi-
miento de las particulas de materia, entonces las componentes del tensor de
energia-momento toman la siguiente forma

T°F =

S OO
ocooR O
o O O
" OO O

donde p es la presién isétropa debida a radiacién y T% es la densidad total de
energia p. Ahora la Strong Energy Condition se puede representar en térmi-
nos de los eigenvalores del tensor de componentes 7%, es decir, p + p > 0,
p+3p > 0.
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Recordando la ecuacién y derivdndola con respecto al tiempo,

2a (ad—c’z2> _ 8nGp Ka

+2—— (2.10)

a a? 3 a3’

y usando la ecuacién de fluido
. b
p+3H (p—l—;) —0 (2.11)

para obtener p, sustituyendo en la ecuacién m, y cancelando el término 2%
se obtiene

. . 2
a a K
- — (—) = —4nG (p+p) + —-
a a a
Luego, usando la ecuacion se llega a la ecuacién de aceleracion del factor
de escala a (t)

a 4G

o= —T(P+3p)7 (2.12)

recordando que en unidades naturales ¢ = 1.

Si se supone la condicién de energia fuerte como valida, entonces, de la ecua-
cion de aceleracion [2.12) se observa que el universo estaria en desaceleracién,

pues un factor del dltimo término coincide con uno de los eigenvalores de la
SEC.

Prescindiendo de esta conclusion, suponiendo que la aceleraciéon del factor
de escala es constante tomando en cuenta las observaciones recientes, se tie-
ne que

a(t):o:»a(t):/cczt:cu—tmm).

Para que a(t) = 0, o sea, que no haya expansion, t;, debe ser igual a t.
Ademas, es evidente que H U=ty — tmm, donde t, es el tiempo actual pues
se estd considerando la expansién (constante) observada en el presente, lo
cual dice que, si no hay desaceleracion, la edad del universo es igual al tiem-
po de Hubble, o sea, Hy ' = 9.77h~! x 10° afios .
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Por otro lado, si se supone vélida la condicién de energia fuerte, entonces,
por la ecuacién el universo desacelera, sin embargo, en ¢, tiene la misma
pendiente que en el caso anterior, cuando el factor de escala era constante.
En la figura [2]2 se muestra también la curva que describe la desaceleracién
del universo, que, como decae mas rapido a medida que t se aproxima a cero
entonces esta curva se intersecta con el eje del tiempo en a = 0, esto es, que
si la condicion de energia fuerte es valida, en algtin tiempo t en un pasado
més reciente que Hy' el factor de escala del universo homogéneo era nulo.
En tal momento, la totalidad del espacio-tiempo y masa-energia estaban en
un solo punto de densidad infinita llamado la singularidad inicial . A este
momento se le conoce como el Big Bang.

4 — sEC
—c

Factor de escala

A ik Tiempo {

Figura 2.2: Factor de escala en funcién del tiempo . La recta en color rojo
es tangente a la curva purpura en t = t;.

2.1.9 Métrica FLRW

Al poder definir al espacio fisico solo en términos de medidas de distancias
entre objetos fisicos, entonces se puede definir como el conjunto de todos los
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posibles sistemas coordenados respecto a los cuales se describe el movimiento.

En la Relatividad Especial, los sistemas fisicos se describen en términos de
un espacio de Minkowski de cuatro dimensiones que representa un espacio-
tiempo no curvado, mientras que, en la Relatividad General, que es una teoria
de la gravedad, los efectos gravitacionales estan en términos de la curvatura
de un espacio de Riemann de cuatro dimensiones. Asi, para describir la geo-
metria del espacio-tiempo, es necesario un sistema de cuatro coordenadas x*
para lograr especificar la distancia ds? entre dos puntos del espacio-tiempo
llamados eventos, muy cercanos entre si, en el universo separados por inter-
valos coordenados infinitesimales dz*. Con g, un tensor simétrico, es decir,
que g, = guu, de rango dos, denominado tensor métrico o métrica, se puede
escribir en notacion tensorial con indices contravariantes ﬂgﬂ:

ds® = g, datdz”. (2.13)

Considerando un espacio euclidiano de dos dimensiones, el elemento de linea
estd dado como en la péagina [73], y, de manera andloga, el elemento de linea
en cuatro dimensiones espaciales seria

di* =Y (dz)’, (2.14)

a=1
para un espacio plano.
De manera similar, se puede extender la representacién algebraica de la es-

fera en tres dimensiones a una hiperesfera de cuatro dimensiones de radio
a

E xa2 = a27
@

donde la coordenada 42 queda restringida al resto de las coordenadas y a a,
de manera que

3
42 =a% — E z;2.
i=1

Recordando que el diferencial de x4 es
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donde 0; = %. Entonces

014 X
82-x4 = - = — ‘

o’ Y2’
a?— > x;?
=1

Si esto se sustituye en m y luego se hace (da:4)2, entonces se puede sustituir
en [2.14] para obtener la métrica o el elemento de distancia entre dos puntos
muy cercanos de una hiperesfera

(z;da?)’

d? =" (d2) =3 (da')? + (da')? =Y (da’)” +
o % A <a2 o ij2>
(2.16)

Es posible introducir el sistema de coordenadas curvilineas esféricas realizan-
do las trasformaciones

x1 = bsen 6 cos ¢
x9 = bsenfsen ¢ (2.17)

x3 = bcosf

cuyos rangos son 0 < b < 00,0 < 0 < 7, 0 < ¢ < 27m. Tomando como

J

1/2
v =3 z;” de la ecuacién 2.16] asi b = (Z :L’ﬁ) , v se tiene que
] J

x;dxt

(5

i\ 2
o ap = L)

db = - TR
J

De aqui
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bRdb? = (widzx’).
Sustituyendo estos resultados en [2.16

di? = (dz®)* = (da')” + (da*)* = Z (da')* + %. (2.18)

K3 3

Ahora, habria que obtener las dz’ en coordenadas esféricas a partir de las
relaciones [2.17| como sigue

dz' = bcos O cos ¢pdf + cos ¢ sen Odb — bsen 6 sen pdg
dz? = beos ¢ sen 8do + beos 0 sen ¢df + sen 6 sen ¢pdb
dz = cos @db — bsen 6d6.

Sustituyendo estos resultados en y simplificando se obtiene la expresién
del elemento de distancia de la superficie de una hiperesfera

a?db?

d? = ———
(@~ %)

+ b%dO* + b*sen®0d?. (2.19)
Factorizando a? del denominador y haciendo la sustituciéon r = %/, y dr =
/. se obtiene
2 2 dr? 2 102 220 742
dl* = a” | ——< +r°df” + r*sen“0do~ | ,
=)

que se puede generalizar para introducir la curvatura de la ecuacién 2.7, y de
esta manera se obtiene el elemento de distancia en coordenadas hiperesféricas

de una hipersuperficie cuya curvatura se determina de acuerdo a los posibles
valores de K.

dr?
(1= K1)

2
I = (1—d;m2) + r2d6? + r2send dqﬁQ} — a2 { 4 r2d02|

(2.20)
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Para el diferencial de dngulo sélido dQ) = df? + sin®d d¢?. Recordando que,
en coordenadas cartesianas, el tensor métrico de Minkowski 7,4 tiene las
componentes de la pagina [20),

ds® = dx,dz" = n,,dx"dx" = —Adt? + dx;dx’

con los indices griegos corriendo desde 0. Para representar un espacio curvo
expandiéndose, habria que introducir la métrica [2.20] en la parte espacial de
la métrica de Minkowski. Haciendo esto, el tensor 7,4 se convierte en g,,,,, que
es la métrica del espacio-tiempo en coordenadas hiperesféricas cuya forma es

-1 0 0 0
go— | 0 R0 0
" 0 0 a®(t)r? 0
0 0 0 a? (t) r?sin®0
= ds* = g,,dr"dx". (2.21)

Como habria que considerar la expansion del universo, entonces el radio de
la hipersuperficie ahora es una funcién que solo depende del tiempo (debido
al principio cosmoldgico), pues la expansién es uniforme

ds* = —c*dt* + g;jdx'da?, (2.22)
donde
a?(t)
1-Kr? 0 0
Gij = 0 a*(t)r? 0 (2.23)
0 0 a? (t) r?sin®0

con i,j = 1,2,3. Asi, la métrica toma la forma

dr?

ds® = —2dt* +a® (t) | ——
s c“dt* + a” (t) T R

+7r2dQ?| (2.24)

conocida como métrica FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker)
[11], que, a diferencia de la métrica de Minkowski, describe un espacio-tiempo
homogéneo, con curvatura K, con factor de escala a ().
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2.1.10 Teoria Inflacionaria

La teoria del hot big bang, a pesar de explicar diversas caracteristicas obser-
vadas en el universo, tales como la expansion descrita por la ley de Hubble
y la presencia de una radiacion césmica de fondo, no logra explicar algunas
otras cuando se intenta describir el universo temprano con este modelo, como
la casi perfecta homogeneidad del CMB que indica que el universo estaba en
equilibrio térmico instantes antes del desacople @

Por otro lado, se sabe que la temperatura se puede representar en funcién
del redshift de manera proporcional

T o (142) K.

Ademads, como el universo temprano estaba dominado por la radiacién, la
presion obedece la forma

que al sustituir en la ecuacion de fluido y resolviendo para el factor
de escala, se obtiene lo que se conoce como la segunda solucion clasica cos-
moldgica, donde a ~ t'/2, 1o cual concluye que el pardmetro de Hubble es

_ mptp

H_ )
2t

y usando la ecuacién de Friedmann con este parametro, se puede calcular la
temperatura dado un desplazamiento al rojo, y la edad del universo para una
temperatura dada es inversamente proporcional al cuadrado de esta

Todo esto indica que el universo primigenio era un plasma con una tempera-
tura gigantesca y que estaba dominado por la radiacion.

En t = 0, o sea, el momento del big bang, el universo se reduce a una
singularidad (un punto de temperatura y densidad de energia infinitas), y la
métrica se vuelve singular lo cual hace que la relatividad general se vuelva
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incapaz de describirlo en ese momento, asi el modelo estandar cosmolégico
se vuelve insuficiente. Es por esto que se introduce la inflacion, cuya moti-
vacion histérica surgio sobre bases mas filoséficas acerca de la cuestion de si
las condiciones iniciales requeridas para el hot big bang parecen demasiado
precisas para considerarse probables.

Algunos de los problemas del modelo cosmoldgico estandar se enuncian a
continuacion.

= Problema del horizonte. En la teoria convencional del Big Bang, la
distancia comévil en 12% cual se tienen interacciones causales antes del
desacople era de 18090/ *h~IMpc y la distancia que la luz viaja luego
del desacople en un universo plano es de 5820h~*Mpc (véase [16]), con-
siderablemente mayor a la anterior en el momento del desacople. En
esta teoria no existe ningiin motivo para pensar que dos puntos cuales-
quiera en el cielo, cuya separacién angular es mayor dos grados, hayan
estado en contacto causal en algiin momento, no obstante, se obser-
va que tienen una temperatura practicamente idéntica, a una altisima
precision.

= Problema de la planitud. Actualmente se sabe, gracias a las observacio-
nes disponibles, que el universo es practicamente espacialmente plano.
El parametro de densidad total de energia material del universo es de
Qior = Qo + Q4, a partir de la ecuaciéon y anadiendo las barras de
modulo a la misma, se obtiene

|K]|
|Qt0t (t) - 1| - a2H?’

cuyo valor cae dentro del intervalo [0.5, 1.5]. La interpretacion geométri-
ca de este resultado es que el universo estd muy cerca de ser espacial-
mente euclidiano. Esto implica que, si €%;,; = 1, entonces sera asi por
siempre, de otra forma €);,; evolucionaria con el tiempo. Seria intere-
sante observar qué ocurriria de ser cierta la ltima premisa. Para esto,
es necesario considerar los casos en los que el universo estd dominado
por la radiacién, es decir

(2.25)

a’H? o t 71,
y en el que esta dominado por la materia, o sea

a’H? x t_2/3,
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lo cual implica que la ecuacién [2.25] se convierta en

|Qt0t — ]_| xt

|Qt0t — 1| [0 ¢ t2/5

respectivamente. En cualquiera de estos casos, la diferencia entre €2 y
1 es una funcién creciente del tiempo, lo cual dice que la geometria plana
es una situacién inestable en el universo, pues con cualquier desviacion
de este valor, por muy pequena que sea, llevaria al universo a una
curvatura muy rapidamente. Las mediciones dicen que el valor actual
del pardmetro de densidad hoy dia es de aproximadamente 0.99, muy
cercano a uno, lo cual implica que, de acuerdo a esta evolucion de 2.,
en el pasado debi6 ser mas cercano a uno de lo que ya es, por ejemplo,
en el momento de la nucleosintesis, para obtener el universo que se tiene
hoy, el parametro de densidad total debié diferir de uno como sigue

|Qns () — 1] < 10718,

Este valor para el parametro de densidad material tan draméticamente
cercano a uno no puede ser predicho por el modelo cosmolégico estandar
del universo, sino supuesto como una condicién inicial de muchas otras
posibles, no obstante, casi todas las demas condiciones iniciales condu-
cen a un universo de geometria positiva que colapsa casi de inmediato o
a un universo hiperbdlico que tiende a divergir y a enfriarse por debajo
de los 3K durante su primer segundo de existencia. No parece haber
alguna razon para preferir una condicion inicial tan especialmente pe-

culiar como esta [16].

Problema de la formacion de estructuras. Debido a la manera en la cual
las estructuras a gran escala en el universo observable estan distribuidas
sugiere la presencia de inhomogeneidades en el universo primigenio que
vendrian a ser las “semillas” de las estructuras de materia. No es posible
proporcionar un mecanismo para la formacién causal de estructuras en
el modelo cosmolégico estandar.
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= Problema de los defectos topoldgicos. Estos son causados por transicio-
nes de fase debidas a las altisimas energias durante épocas tempranas
del universo, de ser esto cierto, se deberian observar ciertas anomalias
en el universo, algo que no ha ocurrido hasta ahora.

Inflacién

Como ya se menciond, para que el modelo cosmoldgico estandar concuer-
de con las observaciones y ademas sea capaz de realizar predicciones acerca
la dinamica del universo, es necesario imponer ciertas condiciones iniciales,
como la de la del valor tan preciso del parametro de densidad de energia
en el inicio del universo para obtener la geometria espacial euclidiana que
se observa. Los problemas con este modelo son que las condiciones iniciales
necesarias parecen ser practicamente imposibles, y ademés, no es capaz de
describir la fisica durante el primer segundo después del big bang.

Los modelos inflacionarios inicialmente propuestos por Guth (1981), Al-
brecht y Schteinhardt (1982) y Linde (1982,1983) solucionan estos problemas
ademas de corresponder a escalas de energia superiores a aquella dominante
durante el universo primigenio de un segundo de edad. La teoria inflacionaria
no es un reemplazo para el Hot Big Bang sino un anadido para solucionar
los problemas de este en etapas tempranas del universo.

La inflacion (véase , 11]) se define como una época muy temprana del
universo en la cual el factor de escala experimenté un crecimiento de forma
brutalmente exponencial, o sea,

i (t) > 0. (2.26)

Esto ocurriendo en un intervalo de tiempo muy corto. La duracion de es-
te fenémeno debe ser la adecuada para solucionar los problemas anteriores,
mientras que la época en la cual ocurrié depende de cada modelo inflaciona-
rio.

La condicién anterior quiere decir que, a partir de la ecuacién 2.12] se llega
a

,oc2 + 3p < 0,
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también llamada condicion inflacionaria, y como se considera positiva la

densidad de energia, entonces se requiere de una presién negativa. La fisica

de particulas ya propone algunas ideas acerca de cémo pudo haber surgido

tal presion

o2
3

p< (2.27)

Esta condicién se puede obtener a partir de las ecuaciones y R.11]

Los problemas de horizonte y planitud de la cosmologia estandar del Big
Bang surgen porque, en este marco, el radio comévil de Hubble aumenta de
manera estricta debido a la ecuacién , donde p. = 3M 2 H?. Esto sugiere
que los problemas del big bang se pueden resolver con una idea muy simple,
la cual consiste en invertir el comportamiento del radio comévil de Hubble,
en otras palabras, visto en coordenadas fijas a la expansién, el universo ob-
servable se encogeria durante la inflaciéon debido a que la escala caracteristica
ocupa una menor region de coordenadas a medida que el tiempo avanza. Si
la inflacién ocurre, entonces es posible afrontar los problemas mencionados
para el modelo del Big Bang.

Se define el horizonte comaovil o tiempo conforme como la integral logaritmica
del radio comoévil de Hubble

a 1
T = A dln alm. (228)

Si las distancias entre particulas son superiores a 7, entonces nunca se han
podido comunicar unas con otras. Ahora, si tales distancias son mayores que
(aH )_1 entonces no se pueden comunicar ahora. Esta es la diferencia entre el
horizonte comévil 7 y el radio comévil de Hubble (aH)™", la cual es crucial
para los modelos inflacionarios y resulta ser de gran importancia.

Solucion al problema del horizonte
A partir de la ecuacién [2.28] si el radio comévil de Hubble en el univer-

so temprano fuera mucho mayor de lo que es ahora, de modo que 7 haya
obtenido la mayor parte de su contribuciéon desde los primeros momentos,
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entonces es posible que 7 sea mucho mayor que (aH )_1 hoy en dia, de tal
manera que las particulas no pueden comunicarse hoy, pero estuvieron en
contacto causal en el principio. Por tanto, es necesaria una fase de radio de
Hubble decreciente. Dado que H se puede considerar constante mientras que
a crece de manera exponencial durante la inflacién, se concluye que el radio
comévil de Hubble disminuye durante esta época, tal como se mencioné. Un
horizonte comévil decreciente implica que las grandes escalas que ingresan
al universo en el presente estaban dentro del horizonte antes de la inflacién.
De esta manera la homogeneidad espacial es un resultado de la fisica causal
antes de que ocurriera la expansion inflacionaria.

Solucion al problema de la planitud

Agregando el pardmetro de curvatura a la ecuacién 2.8 queda

-K

1-Q=——3.
(aH)

(2.29)

De las observaciones de hoy en dia se sabe que 1 — €}y < 1 x 1072 (véase
). Asi que, para explicar la planitud del universo observado actualmente,
habria que explicar por qué se tienen valores tan extremos de 1 — ) durante
sus primeros instantes. Por ejemplo, cuando el universo tenia aproximada-
mente la edad de t ~ 1073, en la época de la gran unificacién, se estima un
valor de 1 — Qgur ~ 107, De la ecuacién , como durante la inflacion el
radio comévil de Hubble decrece, entonces el universo se “aplana’”.

Solucion al problema de la formacion de estructuras.

Como ya se menciond, es necesario un mecanismo que explique y sea capaz
de predecir la formacién de estructuras de materia en el universo después del
Big Bang.

El mecanismo inflacionario posiblemente se deba a la transicién de fase del
vacio cudntico, que tuvo cabida aproximadamente a los ~ 107° segundos de
vida del universo. En aquella fraccién de segundo, desaparece el concepto de
particulas de campos reales, y en su lugar hay particulas virtuales, que apa-
recen y desaparecen segun el principio de incertidumbre de Heisenberg ,
que establece que, en un intervalo de tiempo, existe un cuanto de energia que
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no puede ser cero, es decir

AFE At >

DO | St

9

asi que habia una ebullicion de cuantos virtuales de energia apareciendo y des-
apareciendo, lo cual provocé que el vacio cuantico terminara desintegrandose
debido a esta gran inestabilidad y a su energia repulsiva, por ende, deja de ser
un campo fundamental al sufrir una transicion de fase que fue la responsable
de que el universo se expandiera de manera desenfrenada, iniciando asi el
periodo inflacionario.

Las fluctuaciones del vacio cudntico quedaron impresas en la métrica del
espacio-tiempo, y eventualmente, se convirtieron en fluctuaciones reales de
densidad de energia. Este es el origen del CMB. La inflacién extiende estas
perturbaciones de densidad imprimiéndolas en el universo, dando cabida a la
formacion de estructuras que se pueden observar, tales como galaxias, cimu-
los y super cumulos, logrando formarse como se conocen actualmente gracias
a la inestabilidad gravitacional, pues, si la materia se junta para formar es-
tructuras es necesaria una fuerza de largo alcance y la gravedad es la tinica
que cumple esta caracteristica.

Para el momento del desacople, cuando el universo tenia alrededor de 350,000
anos de edad, habia pequenas irregularidades en la distribucién de materia
debidas a las fluctuaciones del vacio cuantico impresas por la inflacion, por
tanto, habia regiones méds densas que otras y asi ejercian una mayor fuerza
gravitacional alrededor de estas que otras zonas de menor densidad, asi que
tendian a atraer més material alrededor. Este material extra hacia ain mas
densas estas zonas, incrementando su atraccién gravitacional. Asi, una dis-
tribucion irregular de materia es inestable bajo la influencia de la atraccion
gravitacional, aumentando su irregularidad con el tiempo.
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2.1.11 Medicion de la cantidad de Inflacién e Inflacién
necesaria

El cociente del factor de escala a () en el tiempo en el que termina la inflacién,
y su valor en el momento del inicio de esta, es decir, cuando d deja de ser
positiva en ambos casos, normalmente resulta ser una cantidad muy grande.
Con el propédsito de medir la cantidad de inflacion, se toma el logaritmo
natural de este cociente,

N () =1In B((Zﬂ | (2.30)

de esta manera, N (t) es la cantidad de inflacién medida en e-folds.

Como la estructura causal del espacio-tiempo esta determinada por la luz,
es necesario examinar la trayectoria de los fotones para saber cuéales regiones

estarian conectadas causalmente. Para lograrlo con mayor sencillez se toma
., . d o 1 .
la definicién del tiempo conforme y, dado que 4-Ina = <, se obtiene

a 1 * da dt’
= dl = = ) 2.31
T /0 . aaH (a) /0 a?H a(t) (2.31)
0

Si se realiza la transformaciéon de coordenadas para este tiempo conforme, la
métrica FLRW queda de la siguiente manera

ds® = a(1)” [~dr? + dx* + Pk (x?) (d6* + sin?0dg?)] .

Los fotones viajan a lo largo de lineas de mundo cuyo tiempo propio es igual
a cero, llamadas geodésicas luxoides, pues cumplen la condicion establecida
en la pagina ds* = 0 para la métrica FLRW en coordenadas conformes.

Debido al principio cosmolégico, ademés de homogéneo, el universo es isotro-
po asi que la propagacién de los fotones es radial y no depende de las com-
ponentes acimutal ¢ y polar 8, por tanto
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ds? = a(1)* [—dr? + dx?] =0
dy? = dr?
X (1) = [ £dr = £7 + cte,

que es una linea recta de pendiente uno, en el plano 7, .

El cono de luz correspondiente a un suceso en el espacio-tiempo se cons-
truye con todas las geodésicas luxoides que pasan por él.

Conexion causal

Las particulas con masa recorren trayectorias geodésicas temporaloides, que
cumplen ds? > 0, y estdn dentro del cono de luz. Las regiones causalmente
disconexas en el espacio-tiempo estan separadas por intervalos espacialoides,
es decir, que cumplen ds? < 0 y se encuentran afuera del cono de luz. Como
cada punto en el espacio-tiempo tiene asociado un cono de luz que determina
su pasado causal, si se fija una superficie 7 = cte, para que dos puntos dentro
de esta hayan estado en contacto causal, y por tanto en equilibrio térmico,
sus respectivos conos de luz en el pasado deben intersectarse en el momento
del Big Bang 7 = 0. Sin embargo, hay alrededor de 10° regiones en la super-
ficie de dispersién final del CMB causalmente disconexas que no estarian
en equilibrio térmico, de ahi el problema del horizonte.

36



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Figura 2.3: Conos de luz pasados pertenecientes a dos sucesos, 1 y 2; tem-
poraloide (adentro) y luxoide (en el borde, Last Scattering Surface) respec-
tivamente, dentro del plano 7 = cte. Ambos sucesos respecto al cono de luz
pasado de un suceso en el plano del tiempo conforme actual 7.

Suceso 1 Suceso 2 (LSS)
C D
7= cte

Figura 2.4: Visto de frente, en 7 = 0 los conos de luz pasados de los sucesos
no se intersectan sino en algin tiempo anterior 7.

Para la época de inflacion, si se supone que el pardmetro de Hubble es
constante, el factor de escala en funcién del tiempo conforme es
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1
a(r) = T
Con esta aproximacién, si 7 = 0 la inflacion persiste de manera indefinida.
Dado que la inflacion debe terminar en algiin momento, se establece que este
instante no es el incio del Big Bang sino el final de la etapa inflacionaria, asi,
la singularidad a (7) = 0 se alcanzarfa en un tiempo infinito menor como se
muestra en la figura [2/4. El tiempo conforme se extiende a valores negativos
y en 7 = 0 el final de la inflacién crea un aparente Big Bang. Esto implica
que los conos de luz de puntos en la superficie de dispersiéon final del CMB se
intersectan en un tiempo menor y, de ser asi, entonces estarian en regiones
causalmente conexas para lograr el equilibrio térmico que manifiestan, lo que
explicaria la cuasi uniformidad del CMB. Esto es posible si a (ty)/a (ty) es
del orden de ~ 10%, o sea, que la inflacién dure al menos unos 60 e-folds [13]

In [a<tf)] = 60. (2.32)

2.1.12 Campo Escalar

Debido a la condicién [2.27, para que un periodo inflacionario tenga cabi-
da en un modelo cosmoldgico se necesita algin tipo de materia con presién
negativa. Un campo escalar ¢ (véase ), denominado también como cam-
po inflaton o simplemente inflatéon, puede cumplir con este requisito ya que
posee la propiedad de tener una energia potencial con un redshift extrema-
damente lento a medida que el universo se expande , lo que corresponde a
una ecuacion de estado con una presion negativa. Los modelos mas sencillos
de inflacién incluyen un solo campo escalar ¢ que se encarga de parametrizar
la evolucién temporal de la densidad de energia inflacionaria.

Los campos escalares estan presentes en el Modelo Estandar de la fisica
como particulas de espin cero, tales como el bosén de Higgs. Para encontrar
la ecuacién de movimiento de ¢, es necesario definir una lagrangiana, de ma-
nera tal que la variacién de la accién correspondiente resulte en un sistema
de ecuaciones.
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Un tensor energia-momento se puede obtener también a partir de un principio
variacional, usando la accién:

S, :/Lm\/—gd‘las,

donde g es el determinante de la métrica del espacio-tiempo y /—gd*z es el
elemento invariante de cuadri-volumen en la variedad considerada . Si se
conoce la accion S, y, por ende, la lagrangiana que describe la componente
de materia, realizando la variacion de esta respecto a la métrica se obtiene
el tensor de energia-momento:

265, -2 6(v=gLn)
YT V=gdg V=g dgm

cuyas Componentes corresponden a:

T, + 9y Lim, (2.33)

» 7Y : densidad total de energfa p

= T7: densidad de momento en la direccién j

] TJ’ presion isétropa p en la direccion ¢, para ¢ = j

] T]’ flujo de momento entre las direcciones i y j, para i # j,

corriendo 7,7 desde 1. Si la materia en el universo se comporta como un
campo escalar con una densidad lagrangiana L, [11]

1
Lin = Ly = ~50,00"6 ~ V (9), (2:31)

entonces la dindmica de un campo escalar minimamente acoplado con la
gravedad se describe a partir de la accion:

S = Spn+ S, = / /=g BR + %g““ 60,6—V (@), (2.35)

que es la suma de la accién gravitacional de Einstein-Hilbert Sgy y la ac-
cién de un campo escalar cuyo término cinético canénico es Sg. Aqui, V (¢)
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corresponde a la auto interaccion del campo escalar, es decir, su energia po-
tencial.

Haciendo la variacién (véase el apéndice [Al1)

05

dgHv

I

se puede obtener la densidad de energia y la presién para un campo escalar
considerando la definicién y la lagrangiana [2.34

2 85, 0L,

T = =g = 2 agw + Guw Lo
2 05 1
(d)) = —— ¢ = — -0°
1) = = = 0,00,0 gw(fa¢@¢+vw0.

Usando la métrica para g,,, €l tensor de energia-momento del campo
escalar toma la forma [2.9, Por tanto, se puede considerar que el campo ¢ es
un caso especial de un fluido perfecto cuyas lineas de mundo son ortogonales
a hipersuperficies constantes ¢ = cte

u = 22
0

Las densidades de energia y presién son

Po = %¢2 +V(9)
2 (2.36)
Py = §¢2—V(¢),

donde el término %qﬁz representa la energia cinética del inflatéon. Como se con-

. ’ . s , . . 2
sidera que ¢ es homogéneo e is6tropo, los términos proporcionales a (V¢ /
se omiten en estas densidades ya que el campo escalar es funcién inicamente
del tiempo.

A partir de las ecuaciones se formula la ecuacion de estado
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_Pe

w¢ .
P

Si la energia potencial domina sobre el término cinético, entonces el campo
escalar puede proporcionar la presién negativa que requiere el proceso de in-
flacion.

Suponiendo una geometria espacialmente plana (FLRW), la ecuacién de mo-
vimiento para el campo escalar, conocida como la ecuacion de Klein-Gordon
|18], se obtiene tomando la variacién de la accién respecto al campo
escalar ¢

05, _ 1 o v _
o = \/—__gau (V=g0"¢) + 9 = 0, (2.37)

que también se puede escribir en su forma covariante

oV
ViV =50
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2.2. Métodos Numéricos

Dado que no existe un método general para resolver de forma explicita cual-
quier ecuacion diferencial, resulta necesario en ocasiones echar mano de méto-
dos sistematicos para obtener aproximaciones numéricas de las soluciones
mediante un analisis cuantitativo, pues muchas ecuaciones diferenciales que
surgen de aplicaciones de problemas reales no pueden ser resueltas de manera
exacta.

Es posible usar métodos numéricos para obtener soluciones aproximadas
lo suficientemente precisas para ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales.
Tales métodos abordan el problema de elegir condiciones iniciales de la si-
guiente manera:

,_dy _
dt

Esta resulta en un conjunto de aproximaciones para y (t), a un paso h

Yy f (tv y) ) Yy (tO) = Yo- (238)

th =to+nh, n€N, heR",

con h normalmente constante para valores discretos de ¢, aunque no es nece-
sario que lo sea.

Existen varios métodos numéricos. Estos se pueden clasificar en métodos de
un solo paso, como los métodos de Euler, Newton-Raphson y Runge-Kutta,
que para el calculo de cada punto se utiliza la informacién del anterior. Por
otro lado, estan los métodos de multipaso, como los métodos de Adams-
Bashford y Adams-Moulton [20], entre otros, que utilizan la informacién de
més de un valor previo para construir un polinomio interpolante [ver 19| que
sea capaz de aproximar la funcién f (¢,y). Por esta razén, estos ultimos re-
sultan ser mas eficientes.

Cada método es determinado por los coeficientes ag,...,as_1 v bo,...,bs de
una combinacién lineal de los vectores v, v v, = f (tn, Yn)

Yn+s + As—1Yn+s—1 + As—2Yn+s—2 + ...+ aoYn

2.39
= h [bsf (tn+sa ynJrs) + bsflf (thrsfla yn+571) + ...+ bO (tn7 yn)] ) ( )

usada para calcular el valor de la funcion incégnita con un paso definido.
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Para calcular de manera directa la funciéon y,,s, es necesario que by = 0
en la formula anterior. Cuando esto ocurre, a este tipo de métodos multipaso
se les conoce como métodos explicitos.

En caso contrario, bs # 0, entonces la funcion vy, dependera del valor de
f (tnss, Ynss), v €s por esto que se llaman métodos implicitos. La ecuacion se
debe resolver para y,,. .

Es comun que, para predecir el valor de y,,., se eche mano de algiin método
explicito multipaso, para después usarlo en una férmula implicita y asi co-
rregir el resultado obtenido. A este tipo de algoritmos se les llama métodos
predictores-correctores [20].

2.2.1 Método de Euler

Partiendo de un punto inicial (¢g,yo), sea M (t) la tinica solucién de en
un intervalo centrado en %y, y puntos equidistantes

t, = to + nh. (2.40)
La pendiente de la recta tangente a la curva solucién 2.38) en el punto (¢, yo)
es

dy
— = f(t .
dt f( 0>y0)

Asi, la tangente es

y = [ (to, o) (t — to) + Yo

Con este resultado, se hace una aproximaciéon de M (t), que, evaluada en
t=to+h

M (t1) = y1 =yo + I f (Lo, v0) -

Luego, se construye la recta cuya pendiente viene dada por el campo de di-
recciones en (t1, 4, ), partiendo del mismo punto, o sea, de pendiente f (¢1, 1),
de manera iterativa. O dicho con la férmula recursiva

lnt1 = tn+h

(2.41)
Ynt1 = Yn + hf (tna yn) .
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2.2.2 Método de Euler Mejorado
De [2.38] se tiene que

tn+1d tni1
Y
—dt = t,y)dt
= / f(t,y)
tn tn
tna1
i) =y ) = [ £ (o)t (2.42)

in

Usando el método del trapecio, es decir, aproximando la funciéon f a un
polinomio de grado uno mediante el uso del polinomio de interpolacién de

Newton-Lagrange

f(t1) = f (to)

F) =2

(t—to) + f (x0) (2.43)

para resolver la integral del lado derecho de la ecuacion [2.42] Ahora, inte-
grando en dt

/f t) dt = /{(tz_i;(to)(t—to)—i-f(l‘o)}dt

_ F(t) = F o) | [Mtot} "y f (to) tl;}

2 (6 — to) (b —to) .
[0 g] s
_ f (tl) ; f (t()) (tl + to) . f (tzlfz : i;(t0>t0 (tl . tO) + f (tO) (tl . tO)
_! Lf (L)t + f(t) to — f(to) tr — f (to) to — 2 (1) to + 2f (to) ti]

2
_ % {4 [f (1) + f (t0)] — to [f (1) + f (to)]}

=Dl )+ (1) (2.44)
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Volviendo a[2.42, y usando el método del trapecio se tiene

tn+1

?J(tn-i-l) - y(tn) = / f(t,y) dt =

tn

D1 ) + F srvnn)] . (25)

Es posible predecir el valor de v, 1 modificando el esquema anterior usando
el método de Euler 2.41] Entonces la forma recursiva del Método de Euler
mejorado queda asi:

Y (tar) =y (tn) + g {f Gnsyn) + fltn+ Dy oy +hf ()]}

2.2.3 Método de Adams-Bashforth
Considerando las condiciones y del método de Euler mejorado [2.42

echando mano ahora de una manera alternativa a la regla del trapecio pa-
ra aproximar la integral del lado derecho de la ecuacién de tal método, se
considera lo siguiente:

tn+1

/ ft,y)dt~h[Afy+ Bfo1+Cfoo+ Dfy s+ Efn_4] (2.46)

in

Si se impone que la integral sea exacta, es decir, que los valores de la funcién
con la que se estd haciendo la aproximacion coincidan con algunos puntos
de la funcion original siempre que el integrando de [2.46| sea un polinomio de
grado mayor o igual a cuatro, entonces se podra determinar los coeficientes
A, B,C,D y E de[2.46] Tomando como base los polinomios:

po(t) =1

p(t)=t

pa(t)=t(t+1)

ps(t) =t(t+1)
pa(t)=t(t+1)(t+2)
ps(t)=t(t+1)(t+2)(t+3),
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suponiendo que t,, = 0y que h = 1, al sustituir en [2.46] se tiene:

1

/ P (1) dt = 1[Ap, (0) + Bpo (=1) + Cpa (—=2) + Dpy (—3) + Epy (—4)]

1
po(t)dt:A+B+C+D+E:/1dt:1

1
1 1
p2 (t)dt = 2C + 6D + 12E = / /t (t+1)d
0

1
9
pa(£)dt = —6D — 24F — /t (1) (b +2)dt =
0

1

p5(t)dt:24E:/t(t+1)(t+2)(t+3)d

0

251
30

S O O O o~

De aqui resulta el sistema de ecuaciones

A+B+C+D+E=1
1
—B—20—3D—4E:§

5
2C +6D + 12F = 6 (2'47)

—6D—24E:9

4
2
24F = ol
30

Y resolviendo, se obtiene la férmula de Adams-Bashforth (de orden 5)

h
Yn+1 = 720 [1901f( nvyn> - 2774f (tnflaynfl) + 2616f (tn,z, ynf2)]
(2.48)

720 [ —1274f (th—3, Yn—3) + 251 f (tn—a, Yn—a)],
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donde los valores de f (to,yo) se calculan a partir de las condiciones iniciales

f(t,y1), f (t2,y2), f (t3,y3) v f (ta,y4), que a su vez se pueden obtener con
algiin método de un paso, como el método de Euler mejorado.

2.2.4 Método de Adams-Moulton

Normalmente, las férmulas de Adams-Bashforth se usan junto con otros
métodos para aumentar su precision. Uno de ellos es el método de Adams-
Moulton, cuya ecuacién de recurrencia viene dada como sigue:

h
Yn+1 = Yn + % [251f (tn+1> yn—i—l) + 646f (tna yn) - 246f (tn—la yn—l)]
(2.49)

b o (1065 (Fs, Yn-2) — 197 (Fucs, )]
Dado que del lado derecho de esta ecuacién aparece el término f (t,41, Yns1),
entonces se utiliza un algoritmo predictor-corrector, que emplea la ecuacion
[2.48 para predecir una aproximacién de y,+1 denotada por ys*, 1. Después, se
usa la férmula [2.49| para obtener un valor corregido de y,, 1. Asi, en la féormula
de Adams-Moulton el valor de f (t,41,Yns1) se calcula como f (t,11, Y*kni1),
de tal manera que el modelo predictor es

h
Y*kn+1 = Yn + 720 [1901f (tm yn) - 2774f (tn—la yn—l) + 2616f (tn—27 yn—Z)]
(2.50)

h
+ ﬁo [_1274f (tn—37 yn—3) + 251f (tn—47 yn—4)] ’
que se sustituye en el primer término de la ecuacién para obtener la
formula del modelo corrector:

h
Yn+1 = Yn + 20 251 f (tns1, Y¥ns1) + 646 f (o, yn) — 246 f (tn—1, Yn—1)]
(2.51)

h
+ % [106f (tn—Qa yn—2) - ]-9f (tn—37 yn—3)] .

Esta combinacion de métodos, también recibe el nombre de método predictor-
corrector de Adams-Bashford-Moulton.
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Capitulo 3

Desarrollo

3.1. Motivacion

El enfoque principal de este modelo es combinar una teoria estandar de
inflacion, es decir, gravitacién de Einstein con un campo escalar

1 K2
5= = [asvma{re S la000 - v}
con una teorfa f (R), una funcién general del invariante de Ricci, que es un

tipo de teoria de gravedad modificada, la cual puede incluir invariantes de
curvatura de orden superior [21].

5= [ dxv=af (). (3.1

En este modelo, los primeros dos términos de la funcién f(R) son f(R) =
R+ aR?.

Por otro lado, [3.1] también se puede escribir como
1
Sy = p/d“xv—g (R =W (0)].

Cuya variacion con respecto de ¢ resulta en la ecuacién de movimiento

R=W'(p)=2Z(p),
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siendo el término ¢ R — W () la transformada de Legendre (véase [22]) de
W(¢).

Se requiere que Z (¢) sea invertible, de manera que

p=2"1(R)=¢(R),

y entonces
So= = [ A/g e R-Wip (B} = [ d'x/=g 1 (B)

= f(R)=¢(R)R—-W[p(R).

Asi
) dp (R) dwW dp (R)
R) = R+¢(R)— —
R e SR -
dp(R) dz"'(R) 1 1
dR dR di(j) o) W () o —o(R)
Luego
R=Z(p)=Zp(R)] =R
i p— 2oy + 9 (B) = W (@), oy o
W () o () p=p(R) p=¢(R) 1 (¢) o= o)
Por tanto

F(R) = [eW' (@) = W (D)l — i)

es la transformada de Legendre de W () y esta es la transformada de Le-
gendre de f (R):

W () = (RS (B) ~ f (R) e ey
donde R () es la solucién de p = f'(R)
f(R) g pp =W (@) = W(p).
Ademés
W () = oW (¢) -
=[f"(R)R -

(R)|R R(p) — (R)R|R:R(<p) - f(R)|R:R(<p)

f
f(B)] g Ry
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3.2. Analisis

A continuacién se desarrolla el trabajo principal de esta tesis, que es proponer
un modelo cosmoldgico inflacionario mediante la accion

5= [y {(1 +ag) R+ 2 [g0,00,6 — V <¢>]} (3.2

y analizar las implicaciones de proponer esta forma especifica.

La accién S depende del campo escalar ¢, y de las componentes del tensor
métrico con sus derivadas de primer y segundo orden que estan codificadas
en el escalar de Ricci R, o sea, la traza del tensor R,”. Si de g, ahora se hace
que goo = c>N2dt?, entonces usando la métrica FLRW, cuyas componentes
ahora involucran a las funciones N y a, ademés del parametro de curvatura

K, a partir de [2.21] se obtiene

— N2 dt? 0 0 0

_ 0 17;(7‘2 0 0

G = 0 0 2 0
0 0 0 r2sin’f

asi
ds® = —*N2dt* + a* (t) gijda’da’.
El campo escalar ¢, acoplado en la accién, es independiente del tensor métri-
co.
Calculando las componentes contravariantes del tensor métrico, los simbolos

de Christoffel de segunda clase ﬂgﬂ, las componentes del tensor de Ricci, y el
escalar de Ricci haciendo g"” R, se obtiene
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c2

6(1+ ag) <NaK N~ a—2> 6aN a2 ¢

1

/dt [2]\7 ! 3¢ — Na®*V (¢)|, (3.3)
c?
que, por definicion, tiene unidades de energia por tiempo.
La lagrangiana de esta accion, denotada con L estilizada, es
: 1 2
R <N,a,a,¢,¢> _ {—2 6 (1 + ao) (NaK—N—l%) 6aN"'a? f
K c c
¢2
N—1 S~ Na*V (¢). (3.4)
c?

Para obtener las ecuaciones de movimiento de cada uno de los tres grados de
libertad de S; N,a y ¢, se utiliza el principio variacional en esta accion,
para cada una de sus coordenadas generalizadas.

Para ¢;—1 = N, la ecuacién de Euler-Lagrange es

02 4 (22 1
2

6 (1+ agp) (aK+N 2 02>+6aN 2 2:5]

ON ON
| 3952 3
Para N =1, la ecuacién de movimiento queda
! al?
6 (1 + ag) <—aK . %) — 6aa Cgb + §C—¢ AV (¢) = 0. (3.5)
Para gi—» = a (t), la ecuacién de Euler-Lagrange ai'ﬂ — % (%;f) =0, es
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K2

6(1 + ) (NK—N

_d 1
dt | K2

que, para N =1

K2

1
— [604 (NaK - N
K

Para N =1,

-2
—la—z) 12N 1aa??
C

a¢ + = N—1 2¢ —3Na*V (¢)

c? 2

(1+a¢>)< Nla“> 6aN ! jgb]}:O,

C

2 ¢ éz
6(1+ ag) <K—Z—2> — 1200 | + (2 20—2> —3a*V (¢)
d[1 ; 26
- {? 6 (1+ ag) (—2%) —6aac—2l}
1 5 a’]l 6o 5
—?{6(1—1—0@) [—2 (a® + ad) +K——2} +3 <2aa¢+a ¢>}
3,0
+ §CLQ§ —3&2V (gb)
- . 2
= ,32 [ (1+ ag) < + 2 +2a—g) + 60—(; <2aa$+a2$>]+2a2¢——3a2v (9)
(3.6)
Para ¢;—3 = ¢ (t), la ecuaciéon de movimiento 8“5 4 (%;{ ) =0es
2 V() d |1 _,a% 50
):|—NCL3 a; )_E [—2 (—6OZN 1%) +N 1CL3§
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o o2 50 {8 e ] )

_ 6o |1 aa? 1 9. 37 30V (¢)
_F[CQ(%G +aa)+aK—C—2]—c—2(3aa¢+a¢)—a 56

Reacomodando se tiene

& (am ad | ﬂ) - <3i_f +a3§> - aﬁva—? =0 (37)

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo
orden formado por [3.5] y[3.7 para a(t) y ¢ (t) en los valores de K donde
se cumple el principio cosmoldgico, es necesario prescindir de alguna de estas,
pues de lo contrario este sistema estaria sobre determinado.

Gracias a que la lagrangiana no depende explicitamente del tiempo, se
puede concluir que su Hamiltoniana respectiva es una constante en el tiempo,
o sea, que se conserva segun la ecuacién [C.7] Asi,

H = daaf + gbaacj + Ngﬁ - (N, a,a, o, gb) = constante, (3.8)

donde

0L 1
2

aqa— =

_yad’ 1,200
5 6(1—1—oz¢)( 2N~! )—6aN c]

“’7—“5[ (””fa N ] %(— —¢> BT

=0.

8N
Sustituyendo la lagrangiana [3.4] y las ecuaciones anteriores en [3.8], la hamil-
toniana queda
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1 P2 1 1
A== 6(1+a¢)(—2N‘1%> 6aN1a220 | 4 L 6N12f +
K C C KJ C
a3¢2 aa ag
N'—— — = [6(1 + ag) (NaK N~ — )—604]\7_1@2—2
C C C
3 12
N 1“Cff + NV (¢)
22
= — [6(1+ad) (—2N1%) 6aN a2 ¢+6ozN 1a2 ¢ — 6aN"~ 1a2 ¢
C
1 1aa2
+ 5 | ~6(1+ag) (NaK - N7 =
342 3 12
1479 ﬁb 1’ 925 3
TN - N NGV (9)
1 2 1 2 1 2 ¢
== 6(1+a¢)( 2N~ C—Q—NaK—i-N 02) 6aN~ |+
3(252 5
Ly Na*V

Para N = 1, la Hamiltoniana es exactamente la ecuacion

1 1 a3¢?

5 2 +a*V (9).

6(1+ ag) (—aK - ac_az) - 604@262—?

Esta condicién es un resultado de las ecuaciones de movimiento propias del
sistema, lo que implica que la ecuacion esta relacionada con la conser-
vacion de la energia (al ser idéntica a la funcién Hamiltoniana que es una
constante de movimiento debido al resultado , por tanto, puede ser de-
ducida a partir las ecuaciones v [3.7, que forman el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales de segundo orden:
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32 é?
2¢?

1 a® ai 1200 .- 6o -
KR C C C

C
6 ac®  a%i ag ) o)
? (CLK—{—?‘F?) — <3a2§+a3§ —aS—V(qb) :0,

siendo estas suficientes para describir el sistema fisico. Para solucionarlo, se
propone el potencial

V(6) = sm2d? + A"

2
o, ,
3G =m0+ AN,

(3.10)

el cual es una variante de los llamados “modelos de inflacion cadtica” [13],
donde el minimo del potencial se alcanza en ¢ = 0.

Una vez solucionando el sistema [3.9] la ecuacién [B.5] se resolverd como una
consecuencia de la conservacion de la energia.

Por otro lado, las unidades de la accién ([S] = kgm?s~!) implican la
siguiente configuracion de unidades.

Para la constante de acoplamiento con la materia x, el parametro de cur-
vatura K, el factor de escala a, y el campo escalar ¢,

[/-@_2} =kgm s>

[K] = sin dimensiones
la] =m

[a] =m s

[¢] = kg'/2m /257"

1

qb] = kgl/le/Qs’Q.
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Para los parametros de la accion S, a 'y N,

[a] = kg_l/Qm_%s

[N] = sin dimensiones.

Y para los parametros del potencial V' (¢), my y A

[my] =m™

[\ = kg 's?.

3.2.1 Soluciones para geometrias no euclidianas

Soluciones para una geometria hiperbdlica, K = —1

El sistema [3.9 e convierte en

1 a*>  _ad 120 . 6o o]  3a2¢?

. 1 -1 e 2~ Iy 2 _ 2 _

e [6( +a¢)( +02+ 02>+ 2 aa¢+c2a¢1+ 5o 3a°V (¢) =0

6c aa®  a%a ag 5 0 (3-11)
2 3 3.9 v

cuyas soluciones para a (t) y ¢ (t) se obtuvieron mediante el uso de métodos
computacionales con el software Wolfram Mathematica (versién 12.0.0) con
el método de Adams-Moulton [20] (un método numérico multipaso ya discu-
tido en el Capitulo 2), y luego con extrapolacién numérica . Se tiene que,
para esta geometria, el factor de escala evoluciona de la siguiente manera
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F T T T T T ]
1022:_ ‘_-"“_:
ool ;
w 102} e .
T
= r . ]
8 r e h
2 100 . ]
@ L * 4
b ]
S : ]
k1] L . ]
[ F y 1
* 10t .r ;
1080 | . . . | . 3
107% 1072 107 107"
tiempo [s]

Figura 3.1: Factor de escala para el sistema y los pardmetros @ = 3.3 x
107°, my = 2.3 x 10°, A = 8 x 10°. Especificando 1,500,000 pasos de cdlculo
en el software con 30 digitos de precision numérica.

Este millén y medio de pasos alcanza su méaximo en ¢t = 9.925491994 x
107235 , después de este valor, se utiliza el método de eztrapolacion . Es-
te consiste en utilizar dos aproximaciones de la derivada para obtener una
tercera con menor indice de error de manera estadistica y asi predecir como
se comportaria la grafica con mas pasos de célculo.

Para esta geometria, el factor de escala seguiria creciendo, entrando a un
régimen divergente dominado por la curvatura. No habria una manera de
finalizar la etapa inflacionaria.

Soluciones para una geometria esférica, K =1

El sistema [3.9] ahora es
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%|:6<1+a¢>(1+'_2+2%)+12_04a¢+604 2¢} 3a2¢2_32v(¢)20

6 "2 2 ¢ ¢ o
H_OJ (ajLaci?jL ac:) <3 K 302) _a33_¢V(¢> -

De manera similar a la geometria hiperbdlica, se usé el método de Adams
hasta un maximo de 2,500,000 pasos de calculo para obtener la evolucion
temporal del factor de escala como sigue.

(3.12)

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
S [ e R i R ]
5.x10°%5 - v

AT)

b4

3

s

© :

b 1.)(10-25_— :._-

® i ]

° i ]

S 5.x107} o

Q "

o I ]

[

1-"10-27__ 1 . . . . 1 . . . . 1 L L L L 1 . . . . 1 I__
107 107* 107 107 107
tiempo [s]

Figura 3.2: Factor de escala para el sistema y los parametros a = 3.3 X
107% my = 2.3 x 107°, A = 8 x 10°.
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2.x107% | .
1.x107% .

5.%10°%7 - CR—

Factor de escala a(t), K=1

2.x107%7 1 v

1.x1027 -

L1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . L N
3.200x107*  3.225x10°* 3.250x10* 3.275x10°* 3.300x107>* 3.325x107
tiempo [s]

Figura 3.3: Mismo factor de escala para el sistema graficado en un in-
tervalo mucho mas corto de t. Se puede apreciar mejor la desaceleracion de

a(t).

Después de estos pasos de célculo, en t = 3.3333444444629 x 1073%s, se
aproximo por extrapolacién el comportamiento de a (), que decreceria répi-
damente, frenando la expansion para posiblemente colapsar en tiempos pos-
treros. Para K = 1, este modelo predice un universo cerrado sobre si mismo,
espacialmente esférico, con una tasa de expansion decreciente, dando cabida
a un posible colapso del universo.

3.2.2 Soluciones para una geometria euclidiana

Haciendo K = 0, la ecuacién [3.6] queda

2

1 2ai 1200 .. 6a .- 3,02
= [6 (14 ag) (% + ﬂ) + C—Qaadgb + C—(;CLQQS] + <§a2f—2) —3a*V (¢) = 0.

c2

Multiplicando por ** /6, dividiendo entre a2, y sabiendo que H + H? =4/,
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2
(400 (s 20) + Baios 3] + 5 [ i v o) =

Como el tltimo término es casi idéntico a la presién de [2.36] pero con /5.
llamémosle pe24

{(1 + ag) é <3H2 + 2H) + 2—0‘H¢ + qs] ,jp[:% — 0. (3.13)

Luego, multiplicando la ecuacion por w2 /a3, para K = 0, y sabiendo que
@/, = H + H?, se obtiene la ecuacién

6; (202 + 1) ~ Ll (6+3H0) + g‘(ﬂ —0. (3.14)

Por tanto, el sistema [3.9] es el formado por v 314}

/{2

_pc2¢) = O

[(1 +ag) 0_12 <3H2 + 2H> + 2—§‘H¢3 + %qb] +5

iﬁ‘ <2H2+H>—H[ (¢+3H¢> gg]_o,

que, sustituyendo el potencial elegido, se convierte en

(3.15)

{(1+a¢)é<3H2+2H>+2 Ho+ ¢}+—{ 50 —(5 m2¢? +>\¢)]
b
CQ

(3.16)
<2H2 + H) — K2 [CQ (q'é + 3H¢'s> +m2¢+ 4Np* = 0. 1

Este sistema de ecuaciones diferenciales no tiene soluciones analiticas, por lo
que se recurrié a soluciones numéricas mediante recursos computacionales.
Usando el método de Adams, sin extrapolacion como en los casos anteriores,
ademas del comando NDSolve, y las condiciones iniciales:
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a(0)=0
a(0) = 100
b(0) = 100
b(0) = 10.

Segun la literatura, la inflacion iniciaria en un instante, llamese ¢, cuando el
factor de escala es del orden de la longitud de Planck, es decir

rG\:  [nG
a/(t1> ~ lpl = (0—3) = g ~ 10735111.

Con estas configuraciones, a continuacién se muestra la solucion del sistema

para el factor de escala

107 I I I IR TLLY b ]

107 ]

Factor de Escala a(t)

._.

<
B
4
1

a3t | | |
10 164 165 165 1t||1D

tiempo [s]

Figura 3.4: Solucién para el sistema . Evolucién temporal de a (t) medido
en metros, en un periodo inflacionario, cuyos pardmetros son; a = 0.6, my =
1.104 x 108, A\ = 8 x 10°. Es posible ubicar este periodo en el tiempo de Planck
(t ~ 1073%s) para valores muy grandes del potencial, y por ende, del campo
escalar ¢ y de los pardmetros o, my y A.
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De acuerdo con la definicién de inflacién de la pagina [31], esta deberia
darse en un periodo de tiempo donde el factor de escala crece de manera
brutalmente exponencial, cumpliéndose la ecuacion [2.26] Para hallar el in-
tervalo de t para el cual se cumple esta condicién, es necesario encontrar los
puntos de inflexién de a (t), esto es, los valores de ¢ para los cuales se cumple
que d (t) = 0, que son puntos donde existe algiin cambio de concavidad de la
solucion. Realizando los calculos adecuados, con estas condiciones se obtiene
que

t; = 1.260118271542324 x 10°s
ts = 1.596996179400665 x 10%s

son puntos de inflexién, donde,

a(t1) = a (1.260118271542324 x 10°) ~ 3.74316496996769 x 10~*’m
a(t2) = a (1.596996179400665 x 10%) ~ 4.701211454993107 x 10~ ’m.

Como para valores de t,, tales que t, < t;, resulta d(t,) < 0, y para
ty € (t1,t2), d(tp) > 0, entonces, en el punto de inflexion t1, a (t1) tiene una
concavidad, y @ (t) comienza a tomar valores positivos. Teniendo en conside-
raciéon que d () > 0, para valores t. > to, resulta @ (t.) < 0, y t, < to < t,,
entonces en el punto de inflexién ¢y, a(t3) tiene una converidad. De esta
manera @ es positiva para valores de ¢ en el intervalo (¢y,t2).
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1020

a"(t}

10—4: -_

L 1 PR |
5x107 1x10®

1[}'5:-— L L T | P R |
5x105 1x10° 5x10% 1x107
tiempo |[s]|

Figura 3.5: Gréafica para @ (t) en el intervalo de inflacién de a (¢). El factor
de escala experimenta un crecimiento brutalmente exponencial.

Como se mencioné en la seccién final del capitulo 2, si el término cinético

5¢% es dominado por el potencial del campo escalar, o sea

1

1.
ﬁQSQ < §m¢2¢2 + /\¢4, (317)

entonces ¢ es capaz de proporcionar presion negativa para llevar a cabo el

proceso de inflacion.

La solucién para ¢ (t) del sistema se muestra a continuacion,
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w0l el - i

0.1001 [

CampoZEscalar ¢(t)

0.001} -

il L PR T T R | L PR T R T R | L PR T R R A A | L PR T R R R |
10# 10% 108 107 108

tiempo |[s]|

Figura 3.6: Evolucién temporal del Campo escalar ¢ (¢) durante el periodo
inflacionario.

Tomando esta solucién, se contruyen los términos de la condicién [3.17, y
con el fin de comparar el término cinético con el potencial V' (¢), se grafican
en el intervalo t; < t <ty como sigue,
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---------
.........
.........................
.....

101:‘»:_

105F H

10F .

Término Cinético, Potencial

1015 ]

wsE o T —— £

]_|]-3='>E.| | | e ] e ] 3

tiempo |[s]|

Figura 3.7: El término cinético % (negro) y el potencial (azul) V (¢) =

smy?¢? + A¢*. En el intervalo {t; = 3.83279 x 10°,t, = 4.84202 x 10°} se
cumple la condicién de inflacién W

También se grafica el radio comovil de Hubble, que, como se habia pro-
puesto con la idea de inflacién, es decreciente en el intervalo en el que esta
ocurre.
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104 [ ' ' R ]
10| ‘\_‘ 4

10.!0 -_ “' . _-

103 5 4

Radio Comévilde Hubble {aH)"~1

107+ i

luls_.l- L L PR TR T R T | 1 L PR T T R R | 1 L PR T T R R | ‘-_
10° 108 107 108

tiempo |[s]|

Figura 3.8: Radio comévil de Hubble (aH )_1 en el intervalo de la inflacién
{1.26 x 10°s, 1.6 x 10%s}. El universo observable se “encoge” durante la in-
flacién debido a que la escala caracteristica ocupa una menor region de coor-
denadas a medida que el tiempo avanza.

Retomando a (t1) y a(t2), se tiene que

a(tz) 4.701211454993107 x 1079
In =1In

= 60.009517 ~ 60 e-folds,
a(t) 3.74316496996769 x 1035) e-folds

cumpliéndose la condicion Como la inflacién dura lo suficiente, enton-
ces, para K = 0, nuestro modelo predice la conexién causal de regiones del
CMB aparentemente disconexas, haciendo posible la formacién de estructura.

A continuacion se muestran diferentes valores de los parametros de la ac-
cién [3.3y del potencial V' (¢) para ciertos e-folds.
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Tabla 3.1: Cantidad de e-folds para diferentes valores del pardametro «, fijando

Parametro | 40 e-folds 60 e-folds 70 e-folds

a 3.18 x 10~' | 0.6 7.58 x 10~1
g 1.104 x 105 | 1.104 x 10° | 1.104 x 10°
A 8 x 10° 8 x 10° 8 x 10°

el resto. La cantidad de inflacién es proporcional a este parametro.

Tabla 3.2: La inflaciéon también es proporcional, aunque no lineal, al pardme-
tro my

Tabla 3.3:

lineal.

Pardametro | 40 e-folds | 60 e-folds 70 e-folds

o 0.6 0.6 0.6

me 6 x 10° | 1.104 x 10° | 1.396 x 10°
A 8 x 10° 8 x 10° 8 x 10°

Parametro | 40 e-folds 60 e-folds 70 e-folds
o 0.6 0.6 0.6

Mg 1.104 x 10° | 1.104 x 10° | 1.104 x 10°
A 2.7 X 10 | 8 x 10° 5.08 x 10°

Para A, la cantidad de e-folds responde de manera inversa, y no
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Capitulo 4

Conclusion

En nuestro modelo propuesto, se encontré un periodo de inflaciéon, con
inicio y término bien definidos en una de sus soluciones consistentes con el
principio cosmolégico. Esta etapa inflacionaria iniciada cuando el universo
tenfa un “tamano” del orden de la longitud de Planck resulté ser sensible a
los parametros incluidos en la accién y en el potencial propuestos, haciendo
posible hallar configuraciones de estos para lograr la formacién de estructu-
ras. Si bien, los resultados mostrados en el capitulo 3 para una geometria
plana son expuestos en tiempos del orden de 10° y 10® segundos, es posible
hallar una configuraciéon de los parametros para ubicar la etapa de inflacion
en el tiempo de Planck (¢t ~ 107%s), para valores de my4 y A alrededor del
orden de 10°°, y por ende, un valor muy grande para el potencial. Por es-
te motivo, se optd por usar la configuracion expuesta aprovechando que la
teoria es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo , dando lugar a
un pragmatico modelo que predice datos ya conocidos, con algunas variantes,
como el tiempo que tarda la inflacién en ocurrir, un orden de magnitud mas
que en la literatura.

El potencial elegido, al ser una combinacion de dos modelos cadticos, re-
sulto ser indiferente a las condiciones iniciales, salvo para la condicion inicial
de a (0), que configura la dimensién espacial del universo al inicio de la in-
flacién. Asi, nuestro modelo depende casi en su totalidad de los parametros
de la accion y del potencial, ademés de los valores posibles de la constante
de curvatura.

Otro punto a resaltar es la seccion de fundamentos tedricos revisada en el
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capitulo 2, donde se hace un repaso de algunos conceptos de la cosmologia
moderna, ademas de ciertos desarrollos, como el de la métrica FLRW. En
los apéndices se presentan los principios de la mecanica tedrica necesarios
para justificar algunos resultados, pues uno de los enfoques principales de
esta tesis es el estribar nuestra propuesta en cimientos tedricos que, precisa-
mente, son bien conocidos hasta hoy, dando lugar a un modelo funcional y
plausible. Por ejemplo; la simple, pero poderosa, idea de anadir inflaciéon a
la teoria del Big Bang “encogiendo” el radio comévil de Hubble, o de la ob-
tencién de las ecuaciones de movimiento mediante la variacion de la accion,
una brillante herramienta tedrica que no podia pasar desapercibida, o del
importante concepto de conexién causal, fundamental para comprender el
problema del horizonte y, por tanto, entender su solucién viable en el marco
de la cosmologia moderna.
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Apéndice A

A 1. Calculo de Variaciones

Esta disciplina es una de las ramas de las matematicas y se encarga de re-
solver problemas de optimizaciéon, maximizaciéon, o minimizaciéon en el que
la incognita a conocer es una funcion. Por ejemplo, el problema de hallar
la trayectoria mas corta entre dos puntos, o el mas importante del calculo
de variaciones: el problema de la braquistocrona, palabra de origen griego
que significa “el intervalo de tiempo mas corto”. Formulado por Galileo en
1638 resuelto por John Bernoulli en 1696 y casi inmediatamente después por
Leibniz e Isaac Newton.

Se introduce el concepto de variacién [23], también conocida como derivada
funcional, el cual comparte la idea subyacente del concepto de derivada con-
vencional que es el estudio del comportamiento de funciones, con el anadido

de que la derivada funcional se encarga del analisis del cambio de funcionales.

Una funcional I, es un mapeo [23] que opera sobre un espacio F de fun-
ciones f(z) asocidndoles escalares k de un campo k

I:F—k

Por ejemplo, si g es una funcién de ¢, una integral definida, por decir

[ {uwr+id o} a
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es una funcional en la cual el integrando, llamese L, depende de ¢ y de su
derivada ¢’ respecto al pardmetro ¢.

En general, si se consideran este tipo de funcionales en las cuales el inte-
grando es una funcién L = L (q,q’), tendrian la forma

IMME/L@ww

Seria interesante encontrar una manera de derivarlas.

Para derivar este tipo de funcionales, es necesario hacer un analisis de qué ocu-
rre con [ si se hace una variacién uniforme de ¢ (¢), con una funcién dife-
renciable h (t) que debe ser suficientemente pequena para poder despreciar
los términos de segundo orden en una expansién en serie de potencias en el
intervalo [a, b]. Ademds, se requiere que h(a) = h (b) = 0. Es evidente que el
valor de la funcional I [¢ + h] diferird un poco de la original. El valor de I,
ligeramente variada, queda

b
I[q—l—h]:/ L(q+h,q +hn')dt.

Ahora, la variacién de la funcional I, que se denota por 61

ol =1I[g+h]—1Ilq]

b
=/fLm+m¢+nv—Lmqwﬁ

Debido a un resultado de funciones tipicas de varias variables [24], si se quiere
calcular la variacién de una funcién f = f (q1, e, ..., ¢n), a primer orden,

of
Sf — E =L 5q;, Al
f i B4, q ( )
que, aplicado a L = L (q,q)
oL oL
0L = —bq+ -=06q
501+ 500
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donde ¢1 = ¢, ¢ = ¢, 6q1 = 0q, y 0q> = ¢’ para|A.1]

La variacién en I queda

b
Wy :/ [a—L6q+ a—Léq’} dt

dq oq
bor oL
— | ZZsgat “Zsqdt
/a 33 +/a a1

e integrando por partes el segundo término de la integral

b b b
oL OL d (0L
—oddt = | —dq| — | — | 7= |ogdt.
. 07" {861’ qL / dt (061’) !
El primer término del lado derecho de la ecuacion se desvanece, pues dg =
h (t) es el incremento infinitesimal de g y ademés h (a) = h (b) = 0, por tanto

b oL b d (0L
I= | =Z6qdt— | — | ==)6qgdt
o= 50 /adt(aq)‘sq

b
oL d (0L
= [ == 2 (=) sqat
/a{aq dt (w)] e
que es equivalente a

6ol |OL d (0L

¢ |0q¢ dt\oq )|’
Esta ultima es la definicion de la derivada funcional o variacion de I con
respecto de q.

Al igual que se puede usar la derivada usual para encontrar puntos extremos
de funciones, se puede utilizar la derivada funcional para encontrar funciones
extremas igualando esta a 0

ol oL d (0L
P A2
dq 0= dqg dt (8(]/) 0 (A-2)
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que, para g;—i,., se tendria un sistema de ecuaciones de esta forma. Esto es
de suma importancia ya que se ha reducido el problema de encontrar una
funcién extrema a resolver una ecuacién diferencial (o un sistema de ecua-
ciones diferenciales). Esta ultima se llama la ecuacién de Euler-Lagrange .

A manera de ejemplo, se usara el proceso variacional para encontrar la fun-
cién de longitud minima que une a dos puntos en el plano.

Un elemento de longitud en el plano euclidiano, también llamado métrica

es
ds = \/dx? + dy?.

Se puede realizar el mismo proceso variacional en s de la misma manera que
se hizo a I observando que la funcién L correspondiente es

L=1/1+ ()"

T2
I :/ V14 (y’)zda:,
71

de esta manera, la funcion que hace estacionaria esta funcional debe satisfacer
la ecuacién de Euler-Lagrange

2 (VEwr) o (Virwr)
dz oy - Oy =0

Como L no depende explicitamente de y

N2
4o (Vv B}
dx oy’ -

Asi, la funcional I queda
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Lo cual quiere decir

(y)’
8( 1(;;3; ):C

-~ Y _q
V1+ )

Despejando v’

y =/ «
1-C?
e integrando de ambos lados
2
=/ b
y x 1 _ 02 + )

donde se puede definir m = @/% y tener a y en la forma y = mx + b que

es un resultado esperado pues la trayectoria més corta entre dos puntos del
plano euclidiano es la linea recta que pasa por ellos.
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Apéndice B

B 1. La ecuacién de Euler-Lagrange y la segunda ley de
Newton

Dada la definicién de variacion

6ol 0L d (OLY\ 0
5¢ Oq dt\og)
y la segunda ley de Newton, para una masa constante

d
el _F
o (mv) )

si ahora ¢ = ¢ (t) es una funcién de la posicién que depende del tiempo y su
derivada se denota por
dq

—:q:v’

dt

para cualquier funcién ¢ (t), dada una L (g, ¢), se obtendra un valor especifico
de la funcional I. Ahora, si se busca obtener las leyes de movimiento de New-
ton a partir de la variacion de I, ;Cémo deberia ser la funcién L para que
esto se cumpla?, en otras palabras, el objetivo es averiguar si aquella funcion
q (t) que minimiza la funcional I es aquella que coincide con la trayectoria
predicha por las leyes de movimiento de Newton.

A partir de la ecuacién [A.2] la ecuacién de Euler-Lagrange se puede escribir

d (0L oL
it (a—q-) =90 (B.1)
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Por otro lado, la segunda ley de Newton es

ma = F
py
mal =F
4 (mg) = F.

Se busca que las ecuaciones anteriores sean equivalentes, por tanto, se igualan

de la siguiente manera
oL
— | =mq B.2
(57) = (2

oL

5 =F (B.3)

Luego, como v = Z—Z = ¢, la ecuacién queda

oL 0L
e ) B4
og v (B-4)
Integrando respecto a v se tiene
L
L = —-mv° + C,.

2
Donde C, es una constante de integracion, que bien podria ser una funcién
de g, pues si se efectiia la derivada parcial de L con respecto de v se recupera
la ecuacién [B.4]

Recordando de la mecanica newtoniana, se sabe que, por definicién, una
fuerza conservativa se puede obtener a partir del negativo del gradiente de
un potencial que no dependa del tiempo de manera explicita. Bajo esta su-
posicién, la ecuacién se vuelve

OL oV
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Integrando

L=-V(q) +C,.

Donde C, es una constante de integracion, que bien podria ser una funcion
de la velocidad, por ejemplo, T = %mzﬂ y al derivar L con respecto de ¢ se
recupera la ecuacién [B.5] De esta manera la funcién L queda

Lo

L= S = V(q). (B.6)

Para esta eleccién de L, la variacion de la funcional I reproduce las leyes
de movimiento Newton. Comunmente a L se llama funcion Lagrangiana o
simplemente Lagrangiana, con T' siendo la energia cinética y V' la energia
potencial. A la funcional I se le llama accion si lo que hay en el integrando
es una funcion Lagrangiana.

Con este resultado, para cada problema de dinamica que se tenga, dado un
potencial V| la particula se movera siguiendo aquella trayectoria ¢ (t) para
la cual la accion I tenga un valor estacionario, es decir

ol

oq (t) .

B 2. El Principio de D “Alembert y las ecuaciones de
Euler-Lagrange

Supongase que se tiene un sistema de referencia de coordenadas x, y y z y
un sistema de N particulas sometido a cada ecuacién de su ligadura [22], tal
que, el nimero de grados de libertad es

n=3N —k,

donde £ es el nimero de ecuaciones de ligadura.
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Para conocer la configuracion de las N particulas es necesario conocer el
vector de posicién de cada una de estas a un tiempo t. Como el sistema
mecanico tiene n grados de libertad, para lograr especificar la posicién de las
N particulas que conforman este sistema, se necesitan n parametros en cada
instante de tiempo que se llaman coordenadas generalizadas. Estas coordena-
das se denotaran por {g;},_,. Para este tipo de sistemas, el vector de posicién
de cada una de las particulas se representa en términos de las coordenadas
generalizadas y del tiempo 7; = 7 (¢;,t), debido a esto, conocer la configura-
cion o estado del sistema equivale a conocer las coordenadas generalizadas a
un tiempo t. Por tanto, se pueden usar estas n etiquetas en cada instante de
tiempo para denotar un punto en un espacio de dimensién n, abstracto por
lo general, que esta determinado por cualquier tipo de evolucion de todos los
estados accesibles a este sistema mecéanico. El conjunto de todas las configu-
raciones posibles para el sistema forma el llamado espacio de configuraciones,
tal que, al tiempo ¢, en este espacio se representa la configuracion formada
por N particulas con el valor de las coordenadas generalizadas que toman a
un tiempo t. Al transcurrir el tiempo, el estado del sistema cambia y el punto
se mueve en el espacio de configuraciones trazando una curva, descrita como
la trayectoria de movimiento del sistema. El tiempo ¢ se puede considerar
como un parametro de la trayectoria pues para cada punto de esta se tiene
uno o mas valores del tiempo. En este intervalo de tiempo la posicion de cada
particula evolucionara de manera consistente con las ligaduras, interacciones
con el resto de particulas y con las fuerzas externas al sistema. Esta evolucion
se representa por una trayectoria que, en general, no tiene similitud con la
trayectoria en el espacio de una particula real, cada punto en la trayectoria
en el espacio de configuraciones representa el estado completo del sistema en
un tiempo dado.

Considérese un desplazamiento virtual infinitesimal, es decir, un cambio en
la configuracién del sistema debido a una evolucién infinitesimal de las coor-
denadas d7; consistente con las fuerzas de ligadura impuestas en un instante
dado, por ende, estas 67; no forman un conjunto linealmente independiente
debido a que estan conectadas mediante las ligaduras del sistema.

Suponiendo que el sistema esta en equilibrio, el trabajo neto virtual reali-
zado por las fuerzas que actuan en el sistema es nulo
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> Fi- i =0, (B.7)

(a)

donde F, = F’i(a) + fi contiene tanto las fuerzas aplicadas ﬁz como las

fuerzas de ligadura fi. Como el desplazamiento virtual 67; es consistente con
las fuerzas de ligadura del sistema, entonces el trabajo efectuado por tales

fuerzas es nulo
i

de otra manera, alguna restriccion se estaria violando.

Con esta consideracién, la ecuacién queda

STEY om =Y F-67=0. (B.8)

(2

Como F; = p; se puede escribir como

Ademas, el sistema se considera en equilibrio, por tanto, las ecuaciones dife-
renciales de movimiento

N
S (7 - B -om =Y (mia - BV) o7 =0, (B.9)
=1

=1 i=

contienen la informacién de las fuerzas que actiian sobre el sistema, donde ya
se ha eliminado las fuerzas de ligadura. Ahora se puede efectuar una trans-
formacion de coordenadas para dejar todo en términos de las coordenadas
generalizadas

i = 75 (q1, Q25 -, @3N, 1)
y Vviceversa

q]' = qJ' (Fl,FQ’ ...,FN,t) s
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para el sistema de N particulas y k£ ecuaciones de ligaduras holénomas.

Se pueden considerar como ecuaciones de correspondencia para k de las coor-
denadas generalizadas; esto es

Qm:¢m

para m > 3N — k. Asi quedan 3N — k coordenadas generalizadas no nulas.

De la ecuacién [A ], se puede ver la relacién entre los desplazamientos virtua-
les 75 y los desplazamientos virtuales d¢,, siguiendo la regla de la cadena

or;

o =3
8qj

Sustituyendo en
Zm Uy - ZF 873 ; (B.11)

Si se define Q; = > F; - gg"_ como las fuerzas generalizadas, se obtiene
i

i 5 g - 20 (B.12)

Donde el factor > m;u; - g—g? del lado izquierdo de la ecuacién se puede escribir
T 5
27]

como sigue,

Como 7; = 75 (¢;,t), las velocidades ¥; son
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dr; or; . 0r;
g=0 =N T (B.13)

o5,
a4,

ov; o (or; . o (or;

- = Z 2 a9 | T 5 .
0q¢; - 0q¢; \ Ogm 0q; \ Ot
Suponiendo que las 7; son funciones de clase C™, por el teorema de Schwarz

se satisface la simetria de las derivadas parciales de segundo orden para estas
funciones. Asi la ecuacion anterior es igual a

a@-_zi N, 0 (o
9q; |04, \9q.."™) " 0t \04; ) |’

pero 7; no depende de ¢;, entonces el ultimo término de la ecuacion anterior
se hace 0, y se obtiene

o o (0r; .
0q; Em: g <3qm qm)

Calculando ahora

Asi, se tiene

(B.14)

por tanto

d . or] d _ of
> [ o] ‘E[dtmzm ol (1)
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o ., . 0t
a—q](UZUZ)ZQUZaq]
iﬁ_g@.a_z_}i
aq¢; " 0¢;

=4

19 , _ o
200" =" iy

que, multiplicando por m; se tiene

ov; ;0
m;U; - U = ﬁ—vf (B.16)
dq; 2 0g;

. 9 /= =
Lo mismo para 3 (U5 - )

av;  m; 0
m;U; - = ——";. B.17
dqj 2 Jg; (B17)

- d (9w
Por ultimo 5 < aq]->

(C( Z> ( l)

que, por el teorema de Schwarz y por linealidad del operador de derivada,
queda
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=50 d
Por tanto, dado que % =
A (Ou) _ ou (B.18)
dt 8q] 6qj

Recordando que

L0 —[d [ . O . d (OF
ity =2 (e 5g) - (5))

7

y, considerando los resultados anteriores, queda

St 7 5[ (s 25 - & (O
; o 8q]_ - dt v Gq] o dt aq]

)

d 0v; ov;
- dt dq; dq;
Como, por [B.16| m;v; - gg; = a%j (%mzvf) y m;U; - g—? = % (%mzvf)

7 %
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Como T' = %mivf es la energia cinética total del sistema

Zmﬁ ‘ g—z => {% [a% (T)] - 8% (T)}. (B.21)

J

Sustituyendo la ecuacuén en

d (0 0
{65 @) -ag ] -efsu-o
Como, por lo general dg; # 0

d (0T or
i (55) -2

Debido a que @); son las fuerzas generalizadas, lo anterior equivale a

d (0T oT ~  Or;

— =) - 2= = F,. ) B.22

dt (343‘) 9q; zl: 9q; (B:22)
Si lasﬁfuerzas F; son derivables de una funcién potencial escalar V', es decir,
que F; = —V,;V entonces las fuerzas generalizadas (); se pueden escribir

como sigue

L O or;
Qj:ZFi' 94, Zzi:—viV' dg;’

7

por regla de la cadena

or; oV
Q= E Vv,V —=——) B.23
J aq]' (9qj ( )

sustituyendo en la ecuacién
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i(a_T)_a_T__a_V
dt \ 0¢; dq; dq;
Ay
dt \ 0¢; dq;  Oq;

_d

Cdt

8qj
Estas ecuaciones no estan necesariamente restringidas a sistemas conservati-
vos; solo si V' no es una funcion explicita del tiempo, el sistema es conservati-

vo. Como el potencial no depende de las velocidades generalizadas entonces
puede ser incluido el término de la derivada parcial respecto a ¢;

d [a(T—V)l (T -V)

— — 0.
dt 8qj 8%’

Donde la funcién Lagrangiana L = T — V vuelve a aparecer y se obtienen
las ecuaciones de Euler-Lagrange para n grados de libertad

d (0L oL
i (55) 5 =0 (B24)
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Apéndice C

C 1. Leyes de Conservacion

Una funcién que depende de coordenadas, velocidades y posiblemente del
tiempo, cuyo valor sea el mismo en todo momento se llama constante de
movimiento. Esta constante de movimiento C' = C' (g, gk, t) cumple que

Usando las ecuaciones de Lagrange para obtener expresiones de las segundas
derivadas, y si en efecto C' es una constante, sustituyendo aqui, el primer
término se deberia desvanecer.

En el caso de ausencia de fuerzas no conservativas y de coordenadas ge-
neralizadas independientes, también se satisfacen las ecuaciones de Lagrange.

Como las combinaciones posibles de coordenadas generalizadas son muchisi-
mas, la busqueda de constantes de movimiento es una tarea dificil. A conti-
nuacién, se muestran algunos casos matematicamente mas sencillos.

Coordenadas ciclicas

Se les llama coordenadas ciclicas aquellas que no aparecen en la lagrangiana,
es decir,

L = L (QQ, "'7Qn7q17 ,qn,t) .
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Por tanto
oL
— =0,
Oq
y las ecuaciones de Lagrange quedan
d oL oL

——— =0 = —— = [ = cte.

it O4s T

Se define el momento generalizado [22] o momento conjugado de la coorde-
nada ¢; a la derivada parcial

oL .
Pj = = (Qks i, 1) - (C.1)

an
Asi que, si ¢; es una coordenada ciclica su momento generalizado es una
constante de movimiento determinada por las condiciones iniciales debido a
las ecuaciones de Lagrange.

Estas constantes de movimiento estdn estrechamente relacionadas a las si-
metrias del sistema, es decir, a cantidades conservadas de este. Por ejemplo,
si g1 es una coordenada cartesiana, la cantidad de movimiento en esa direc-
cion resulta ser su momento generalizado. De esta manera, si el sistema no
cambia al trasladarse de manera rectilinea resulta que una componente de
la cantidad de movimiento se conserva. Ahora, si ¢; representa una coorde-
nada angular respecto a algin eje, su momento generalizado representa el
momento angular, asi que, si el sistema es simétrico respecto a este tipo de
movimiento, entonces una componente de su momento se conserva.

Funcion de Routh

La velocidad generalizada ¢, se puede obtener de manera sencilla despejando-
se de la ecuacién de momento generalizado p;, una vez que se sabe que existe
una coordenada ciclica ¢;. De esta manera, el sistema se puede reducir en
una variable, ya que existe una coordenada que no aparece en la funcion
lagrangiana, y, aunque exista su respectiva velocidad generalizada, ésta se
puede representar en funciéon de las demés coordenadas y constantes.

87



APENDICE C.

Para reducir el sistema hay que identificar la coordenada o coordenadas
ciclicas en la funcién lagrangiana sin importar si aparecen sus respectivas
velocidades generalizadas ademas de calcular sus respectivos momentos ge-
neralizados, que, al ser constantes de movimiento, quedaran en funcién de sus
velocidades generalizadas y del resto de coordenadas. Hallando los valores de
las (; a partir de las condiciones iniciales, se pueden obtener las velocidades
generalizadas ¢; de la expresion pq,

QI = Ch (Blaq% "'7q.27 7t) )

que se sustituyen en la funcién lagrangiana.

A partir de la denominada funcion de Routh , equivalente a la lagrangiana
reducida,

R =R (Bt Bus Gnits oGty o £) = L= B, (C.2)
k=1

se pueden obtener las nuevas ecuaciones de movimiento ya sin las coordenadas
ciclicas

d (OR OR

Las coordenadas ciclicas se pueden calcular, si asi se desea, integrando res-
pecto al tiempo la ecuacion

OR
OB,

st:

Relacién entre la funcion Hamiltoniana y la conservacion de la
energia

En la funcién lagrangiana, el tiempo es un pardmetro y no una coordenada
generalizada. Sin embargo, asi como la ausencia de coordenadas generaliza-
das implica leyes de conservacién de sus momentos generalizados, también
se puede obtener una constante de movimiento a partir de la independencia
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temporal de la lagrangiana.

En un sistema donde:

-Las fuerzas aplicadas son conservativas

-Todas las ligaduras son holénomas

-La funcién lagrangiana no depende del tiempo de manera explicita

oL

P A4
=0, ()

existe una constante de movimiento muy peculiar. Esto no quiere decir que
la lagrangiana sea la constante de movimiento, pues que se anule su derivada
parcial con respecto del tiempo no implica que se anule su derivada total.
Aqui, la cantidad que se conserva es la llamada funcion hamiltoniana

H = prir — L. (C.5)
=1

En muchos casos, esta funcion coincide con la energia del sistema, lo cual
implicaria una ley de conservacion de energia.

Demostracion
Recordando la ecuacién
d (0L oL
— =)= - oqr = 0,
> 4 (5) - o -
si las fuerzas aplicadas son conservativas, si todas las ligaduras holonomas

se satisfacen y el resto de desplazamientos virtuales son consistentes con el
resto de ligaduras (no holénomas) del sistema, entonces la ecuacién anterior

queda
d (0L oL
> (5) ) =0

Dividiendo entre el diferencial del tiempo dt
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Ek: {% (a—L) — a—L] s = 0, (C.6)

gy,

el ultimo término se puede obtener a partir de la derivada total de la lagran-
giana con respecto al tiempo

Z oL, 8L oL
Y Qk Qk 8 e

Despejandolo, sustituyendo en y recordando la derivacién de un producto
de funciones se obtiene

d (OLY . oL dL 0L oL
%a(%)qﬁ R T dt(zqk__L> a

Si ademaés la lagrangiana no depende del tiempo de manera explicita, entonces

oL

E:O = %:;pqu—L:cte (C.7)

que enuncia que la hamiltoniana es una constante de movimiento.

Por otro lado, se puede descomponer la lagrangiana en varios términos, a
fin de obtener una forma para la funcién Hamiltoniana. Como las coordena-
das x; se pueden escribir como funciones de las coordenadas generalizadas y

del tiempo

v, =z (q,t) 1=1,.,3N k=1,..,3N —r

las velocidades son

Z 8@ . 8% '

Por tanto, la energia cinética puede quedar representada asi
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i ot —9q, " " ot
1 ox; . 8@ . 3961 i (‘91;2 &Uz ) 3% oz, ?
_52 [Z o0 "o T 20, %0 +(8t)]

1 azaz az 8181 az
=§§;nu§;5%%5%% E:m%9qrw E: égﬂs; —§:nu< w)

Haciendo que Ky, K; y Kj sean

Z Zaxz.axz.
Zmaw%z
KOZ%Zmi(%) )

que se llaman término cuadratico, término lineal y término independiente res-
pectivamente. El primero es una combinacién de productos de las velocidades
generalizadas, el segundo es una combinacion de las velocidades generaliza-
das, y el tercero no depende de velocidades generalizadas.

Realizando el desarrollo adecuado, se puede mostrar que la hamiltoniana
se puede escribir asi

Aqui se ve que la hamiltoniana ahora es una funcién del término cuadratico,
del término independiente y de la energia potencial, ademas de que es muy
similar a la energia del sistema. Se puede observar que si el término indepen-
diente K es nulo, entonces la funcién hamiltoniana coincide con la energia
mecanica del sistema.
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