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Resumen

Se realiz6 una comparacion en las estructuras que se definen sobre variedades
diferenciables haciendo uso de dos tipos de conexiones: la conexién de Levi-Civita y
la de Riemann-Cartan donde la torsién es nula y no nula, respectivamente. Le damos
relevancia a la conexién de Riemann-Cartan donde se presenta con mayor detalle
el desarrollo de las estructuras de interés y procedemos a comparar las expresiones
obtenidas entre dichas conexiones.

Con el fin de realizar el estudio de la conexiéon de Levi-Civita y de Riemann-
Cartan se exponen los conceptos necesarios de variedades diferenciables para la

correcta comprensiéon de la comparacion ya mencionada.

Palabras clave: Conexion de Riemann-Cartan, Conexiéon de Levi-Civita, torsién,

variedades diferenciables.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de superficies y curvas es de particular interés para los fisicos pues nos
ayuda a describir el comportamiento de un cuerpo bajo distintas condiciones. En
particular, con el andlisis de variedades diferenciables podemos estudiar superficies
aparentemente complejas y analizarlas localmente, como si se tratara de un espacio
euclidiano; por ello el manejo de variedades diferenciables ha contribuido al desarro-
llo de diversas ramas de la fisica. Por ejemplo, en relatividad general el espaciotiempo
puede ser visto como una variedad diferenciable 4-dimensional. Sobre variedades di-
ferenciables, podemos definir diferentes estructuras, una de estas estructuras es la
torsion; sin embargo algunas estructuras cambian si la torsién estd presente; por
ello usualmente se trabaja con variedades diferenciables donde la torsion es cero.
En este trabajo, mostraremos la diferencia entre las estructuras definidas sobre una
variedad diferenciable si la torsién es igual a cero y si es no-nula.

En la relatividad general de Einstein se trabaja sobre una variedad sin torsién,
de acuerdo con Trautman, en 1922 surge una modificacién de la teoria de relatividad
general conocida como teoria de gravedad de Einstein-Cartan, enunciada por Elie
Cartan, donde se incluye la torsiéon y se relaciona al momento angular intrinseco
de la materia [9]. La teorfa de Einstein-Cartan, no cobré relevancia hasta 1950
cuando fue redescubierta de forma independiente por Sciamma y Kibble; con ello
las investigaciones sobre la teoria de Einstein-Cartan fueron ampliadas y han sido
de interés pues dicha teoria podria relacionar la relatividad general con teorias de
interacciones entre particulas [6].

En cuanto a las aplicaciones relacionadas a particulas, se ha visto que se puede
proponer un campo de torsién como posible candidato a un campo que representa
la materia oscura (ver por ejemplo [2]).

Ademas de los estudios en la teoria de Einstein-Cartan y en particulas, existen
otras aplicaciones de torsion en variedades diferenciables. En particular, en el estudio
de anatomia computacional donde se desarrollan modelos de 6rganos y tejidos, se

hace uso de conexiones de Cartan en donde la torsién es no nula, vedse [5].
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Asimismo, en el estudio de la termodinamica de agujeros negros y de la entropia
asociada al horizonte de un agujero negro se emplea la teoria de Einstein-Cartan,
pues dichos estudios sobre agujeros negros deben cumplirse no solo en Relatividad
General. Segin Day y colaboradores [3], estos estudios representan un avance en la
construccién de una teoria de cuantica de la gravedad.

En la presente tesis se realizd una comparacion entre las estructuras definidas so-
bre dos conexiones: la conexiéon de Levi-Civita y la de Riemann-Cartan con ausencia
y presencia de torsion respectivamente. La organizacién de esta tesis es la siguiente:
en el capitulo 2 se exponen los conceptos base y se definen estructuras necesarias pa-
ra la comprensién de variedades diferenciables (funciones, curvas, campos vectoriales
y covectoriales, etc.) y de las estructuras sobre las cuales haremos la comparacién
entre torsién nula y no nula. En el capitulo 3 se presenta el concepto de torsién 7',
sin embargo en este capitulo se hace uso de T' = 0, con ello se define la conexion
de Levi-Civita y sobre esta se trabajan las estructuras que se van a comparar, tales
como las funciones que definen una conexion, curvas geddesicas, campos vectoriales
de Killing, las componentes del tensor de curvatura y sus simetrias, las componentes
del tensor de Ricci y el escalar de curvatura. En el capitulo 4 se presenta el equi-
valente a las estructuras expuestas en el capitulo 3 pero definidas sobre la conexion
de Riemann-Cartan, donde 7" # 0. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las
conclusiones, en las cuales se muestra una tabla comparativa donde se aprecia la

diferencia entre las estructuras definidas sobre las dos conexiones estudiadas.




Capitulo 2
Conceptos elementales

En este capitulo, se presenta una revisién de las definiciones y los conceptos ele-
mentales necesarios para la comprension de las estructuras que se pueden construir
sobre variedades diferenciables tales como la torsion, la curvatura y los campos vec-
toriales de Killing; estructuras sobre las que se centra esta tesis. Para una revisién

mas detallada, se recomienda consultar la referencia [8].

Definicién 2.0.1. Sea M un conjunto, una carta sobre M es un par (U, ¢) tal que

U C M y ¢ es un mapeo invertible de U a algin abierto en R".

Asi, una carta sobre M, se encarga de mapear un subconjunto U de M a algtin
subconjunto abierto de R™. Usualmente se requiere mas de una carta para cubrir todo
el conjunto M, lo cual implica que un punto sobre M, puede pertenecer al dominio
de mas de una carta; por ello, se define una funcién diferenciable que relacione las

cartas sobre M.

Definicién 2.0.2. Una funcién F' : R” — R™ dada por F(q) = (f1(q), f2(q), .., fm(q))
es diferenciable de clase C* si las funciones fi, fo, ..., f;n tienen k-ésima derivadas

parciales continuas.

Definicién 2.0.3. Sean (U, ¢) y (V,x) dos cartas sobre M, se dice que estdn C*-
relacionadas si:
unv=_0 (2.1)

qﬁoX*lzx(UﬂV)—>¢(UﬂV),

(2.2)
Yoo d(UNV)— x(UNYV),

son funciones diferenciables de clase C*.
Esta ultima condicién asegura la diferenciabilidad de la variedad M, pues se
requiere que la composicion entre los mapeos de las cartas, sean de clase C*. Ademas,

la diferenciabilidad de las funciones que se pueden definir sobre la variedad, f :
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M — R no dependeran de la carta elegida debido a que las cartas estan C*-
relacionadas. Al conjunto de funciones diferenciables de M en R se denota por
C®(M).

Se requiere que todo el conjunto M sea cubierto por cartas, y como se puede
apreciar de la definicion anterior, es posible que las cartas se empalmen. La coleccion
de todas las cartas {U;, ¢;} que estdn C*-relacionadas tales que M = U; UUy U ... se
le conoce como C* atlas sobre M. El conjunto M junto con su C* atlas se conoce
como C* variedad diferenciable y si k > 1 se tiene una variedad diferenciable de
dimensién n.

Una vez introducido el concepto de una variedad diferenciable, es posible comen-
zar a definir estructuras con las que ya estamos familiarizados tales como curvas,
vectores, tensores, etc. pero ahora de forma més general, pues ya no estamos traba-

jando sobre R™. Es por ello la motivacion de las siguientes definiciones.

Definicién 2.0.4. Sea M una C* variedad, C : I — M es una curva diferencia-
ble de clase C" en M si I es un subconjunto abierto de R y ¢ o C' es un mapeo
diferenciable de clase C" para cada carta (U, ¢) atlas de M.

Definicién 2.0.5. Sea C' una curva diferenciable en M, C': I — M con I C Ry
f € C®(M). Si ty pertenece al dominio de la curva; definimos al vector tangente a

la curva C en el punto C(ty), denotado por Cj , como:

Liro0),. (2.3)

Cég[f]za

Definicién 2.0.6. Sea p € M. Un vector tangente a M en el punto p, es un mapeo

v, : C°(M) — R que satisface lo siguiente:

vy [af + bg] = av, [f] + bu, [g] ,

(2.4)
vp [fgl = f(P)vp (9] + g(p)vy [f]

para f,g € C*°(M),a,b € R.

Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en el punto p se le denota por
T,M y forma un espacio vectorial que se conoce como espacio tangente a M en
p. Cabe mencionar que los vectores tagentes de la definicién 2.0.5 cumplen con las
ecuaciones (2.4).

Ademas, se puede formar una base para T,M que poseé la siguiente estructura:

Definicién 2.0.7. Si (U, ¢) es una carta sobre M con coordenadas z', 2%, ..., 2" y

p € U, el conjunto {( ) }n forman una base de 7, M. Donde (ami)p es un vector

Oxt

4
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tangente a la variedad en el punto p y actia sobre una funcién como sigue:

(a), 122024y 29

para f € C°(M). En la ecuacién (2.5), D; actia como la derivada parcial con

respecto al i-ésimo argumento.

Dado que en un punto sobre una variedad diferencial tenemos una familia de
vectores tangentes, es conveniente introducir la definicion de campos vectoriales y

algunas de sus propiedades.

Definicién 2.0.8. Un campo vectorial X : M — TM es una funcién tal que a
cada punto de M le asigna un vector tangente X(p) € T,M. El vector tangente

asociado al punto p también se denota por X,,.

Un campo vectorial no actia tinicamente sobre puntos en la variedad, también

puede actuar sobre funciones, es por ello que se presentan la siguientes definiciones:

Definicién 2.0.9. Sea X un campo vectorial sobre M y f € C*(M), definimos la
funcién X f como (X f)(p) = X, [f]. Si la funciéon X(f) es diferenciable, el campo
vectorial X es diferenciable. El conjunto de campos vectoriales diferenciables sobre
M se denota por X(M).

Debido a que X, es un vector tangente a un punto, es posible escribir estos
vectores como combinacion lineal de la base para el espacio tangente a p y se puede

demostrar que cualquier campo vectorial diferenciable se puede expresar como sigue:

_ Yyi 9
X = X2

Definicién 2.0.10. Sean X, Y € X(M), se define el paretésis de Lie entre campos

vectoriales diferenciables sobre M como:
(X, Y] f=X(Y(f) = Y(X(f) VfeC™(M). (2.6)

Algunas propiedades asociadas al parentésis de Lie entre campos vectoriales di-

ferenciables que seran de utilidad, se presentan en el siguiente apartado.

» Sea (U, ¢) una carta sobre M con coordenadas z', z?, ..., 2", se cumple que:

Kaii) ’ (%)] =0 (2.7)

» Sean XY € X(M) y f,g € C*(M)

X, 9Y] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y — g(Y )X (2.8)
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Una vez explicados los conceptos del espacio tangente a un punto sobre la va-
riedad y sus elementos, se introduce la definicién del espacio dual a T, M y de igual
forma, se describen sus elementos.

El espacio cotangente (o espacio dual) a T, M se denota por T M y esta confor-
mado por todas las transformaciones lineales de T, M a R; donde estas transforma-
ciones reciben el nombre de covectores o vectores covariantes y forman un espacio

vectorial.

Definicién 2.0.11. Sean «y, 8, € TyM, v, € T,M y a € R. Los elementos del

espacio cotangente pueden operarse de la siguiente manera:

(p + Bp)(vp) = alvy) + Blvy),

2.9
(aq)(vy) = ala(vy)). 29

Al igual que en el espacio tangente; sobre el espacio cotangente se introduce la

definicién de campo covectorial sobre M y se enuncian algunas de sus propiedades.

Definicién 2.0.12. Un campo covectorial o en M es un mapeo que asigna a cada
p € M un elemento a(p) € T;M. El covector a(p) también puede escribirse como

Qp.

Definicién 2.0.13. Sea a un campo covectorial en M y X € X, se define la funcion
a(X) como a(X)(p) = a,X,,. Si la funcién a(X) es diferenciable, el campo covecto-
rial « es diferenciable. El conjunto de campos covectoriales diferenciables en M se

denota por A'(M) y a sus elementos también se le conocen como I-formas.

Definicién 2.0.14. Se define el mapeo d : C°°(M) — A'(M) como la diferencial
de una funcién y esta dado por df(p) = df,,. La diferencial de una funcién f es un

campo covectorial o 1-forma que actia como:

df,(vy) = v, f], (2.10)
para f € C®°(M)ype M.

De forma andloga que en el espacio tangente, se puede construir una base para

el espacio cotangente y tiene la siguiente forma:

Definicién 2.0.15. Sea (U, ¢) una carta sobre M con coordenadas z', 2% ..., 2" y

p € U, el conjunto {d:p;}?zl forman una base de Ty M y es la base dual de T),M, es

dx}, ((%)p) = 4. (2.11)

decir, se cumple que:
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De forma similar a los vectores tangentes a un punto, es posible definir tensores
a un punto sobre la variedad a partir de las definiciones de campos vectoriales y

covectoriales.

Definicién 2.0.16. Un tensor mizto de tipo (’;) en el punto p es un mapeo multi-
lineal ¢, : T/M < ToM x ... x T/M X T,M x T,M x ... x T,M — R.

VvV Vv
kveces lveces

El conjunto de tensores de tipo (];) sobre p forma un espacio vectorial con las

siguientes operaciones:

(at, + bsy)(aq, ..., o, v, ..., ) = aty(aq, ..., o, V1, ..., v) + bsy(aq, ..., o, U1, ..., Up),
(2.12)
para ay,...ax € TyM, vy, ..y € T,M y a,b € R.

Ademas, existe una operacién entre tensores llamada producto tensorial y se

define a continuacién:

Definicién 2.0.17. Sea t, y s, tensores mixtos de tipo (ll“) y ("Z) respectivamente,

sobre p, el producto tensorial ¢, ® s, estd dado por:

(tp & Sp)(Ckl, vy XLy U1y ooy ULy Ot 1y oovs O, U414 '--7vl+n)

(2.13)
= ty(a, ey ey U1, ooy U1) Sp( Qg1 o Qs Vit 15 oo Ulin) s
para o, ..., Oprm € TyM y v, ..., v, € T M. El tensor t, ® s, es de tipo (klf:) en

p.

En similitud con los campos vectoriales y covectoriales, existen los campos ten-

soriales y se definen a continuacion.

Definicién 2.0.18. Un campo tensorial t de tipo (l;) en M es un mapeo que a
cada punto p € M le asocia un tensor de tipo (ll“) en p. Un campo tensorial ¢ de
tipo (];) es diferenciable si para X, ...,X; € X(M) y ay, ..., € A (M), la funcién
t(aq, ...ap, Xy, ..., X;) : M — R, definida por:

t(aq, ...ap, X1, ..., Xy)] (p) = tp(a1(p), ...an(p), X1 (p), ..., Xi(p)) (2.14)

es diferenciable.

Cabe aclarar que se pueden formar campos tensoriales de tipo (2) y (g), lo
cual implicaria campos tensoriales evaluados unicamente en campos vectoriales o
campos covectoriales respectivamente. En particular, si tenemos un campo tensorial
de tipo (g) al evaluarse en un par de campos vectoriales se obtiene una funcién
t(Xl,Xg) M — R.
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Dado que conocemos la base del espacio tangente y del espacio cotangente, es
posible expresar a cualquier campo tensorial ¢ mixto de tipo (;’1) en funcién del

producto tensorial de las bases de T,M y Ty M de la siguiente forma:

. 0 0
t=thn s dtd' ® .. ®de™ ® (W) R..Q (89;”) , (2.15)

kL.n

i;m son funciones que acompanan a la base del producto ten-

donde la expresion ¢
sorial entre campos vectoriales y covectoriales.

Es importante senalar que la ecuacién (2.15) puede estar escrita inicamente en
terminos del producto tensorial de covectores o de campos vectoriales y esto depende
del rango del campo tensorial. Al conjunto de campos tensoriales diferenciables de

tipo (];) en M se denota por T} (M).

Una de las herramientas que utilizaremos posteriormente es la derivada de Lie y

para ello, es necesario definir los grupos de unipardmetricos de transformaciones.

Definicién 2.0.19. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo uniparamétrico de

transformaciones,  sobre M es un mapeo diferenciable de M xR a M que satisface:

¢(z,0) =z,

(2.16)
90(90(‘%7 t)? S) - gp(x,t + 8)7

parax € My t,s e R.

Los grupos uniparamétricos de transformaciones forman un conjunto de curvas
sobre M, estos grupos tienen generadores infinitesimales que son campos vectoriales
tangentes a la familia de curvas.

Ahora, con el fin de reunir los elementos necesarios para presentar la derivada

de Lie, se requiere explicar el pullback de un campo tensorial.

Definicién 2.0.20. Sea ¢ : M — N un mapeo diferenciable. Si t es un campo
tensorial de tipo (2) en una variedad diferenciable N, el pullback de t bajo 1) denotado

por ¥*t es un campo tensorial en M tal que:

(W ) p(Ups -y Wp) = L) (Vaptips -y Yuptp), (2.17)
para uy, ...,w, € T,M y p € M.

Es preciso explicar que v,,u, se conoce como el Jacobiano de 1) en p y se define
como Yy, (vy) [f] = v, [f 0 9] donde v, € M y 1),,(v,) € Ty(p)N. Entonces, tenemos
un vector tangente en un punto p sobre M y mediante el jacobiano de v en p obtemos

un vector tangente en un punto pero ahora sobre N.
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En conjunto, se tiene un campo tensorial ¢ en N, este campo tensorial esta siendo
evaluado en vectores tangentes a un punto sobre /N, entonces, bajo el pullback, se
obtiene un campo tensorial sobre M evaluado ahora sobre vectores tangentes a un
punto de M.

En seguida, con las definiciones presentadas, se expone la derivada de Lie.

Definicién 2.0.21. Sea ¢ un grupo uniparamétrico de transformaciones en M con
un generador infinitesimal X y sea t un campo tensorial de tipo (2) en M. Se define
la derivada de Lie de t con respecto de X como:

et —t
Lxt = lim — (2.18)

si el limite existe.

De la definicion anterior, se deben hacer las siguientes aclaraciones. En este caso,
p es un mapeo sobre la misma variedad; es decir, @, : M — M y se define ¢y,
como ¢p(x) = ¢(x,h). De modo que la derivada de Lie de un campo tensorial es un
nuevo campo tensorial.

Ahora, escribiremos una expresién de gran utilidad para obtener la derivada de

Lie de campos tensoriales de tipo (2):

(Lxt)(Y1, ., Yi) = X(E (Y1, ., Y0)) — it (Y1, [X, Y], Y. (2.19)

i=1

Es posible escribir la ecuacién (2.18) en funcién de sus componentes, ya que
recordemos que los campos tensoriales se pueden escribir como (2.15). Asi, sea t un
campo tensorial de tipo (2), donde ¢ puede escribirse como ¢t = t; ;da' @ ... ® da?,
las componentes de la derivada de Lie de t se pueden escribir como:

Ot j 0X' 0X'

0 + t""jﬁ + ..+ ti___l%> dr' ® ... ® da’. (2.20)

Lxt = (Xl

Las primeras y segundas ecuaciones estructurales de Cartan, son formas diferen-
ciales, es por ello que se realiza una pequena revisién de formas diferenciales, derivada

exterior y algunas propiedades que seran de utilidad en los proximos capitulos.

Definicién 2.0.22. Sea M una variedad diferenciable. Una forma diferencial de

grado k o k-forma, w, es un campo tensorial de tipo (2) tal que:
(,L)(Xl, ceey Xi, ...,Xj, ,Xk) = —W(Xl, ceny Xj, ceey Xz‘, ...,Xk), (221)

paral <i<j<kyXy ., X;.., X, ..., X € X(M).
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Es decir, las formas diferenciales son campos tensoriales totalmente antisimétri-

cos. El conjunto de k—formas en M se denota por AF(M).

Cualquier campo tensorial t de tipo (2) puede definir una k—forma, al considerar
todas las permutaciones posibles sobre sus argumentos. El conjunto de todas las
permutaciones de los nimeros (1,2, ..., k) se denota por Sy y sgn o denota el signo
de la permutaciéon o € Sy. Con ello, definimos al operador llamado antisimetrizacion,
denotado por &7 que actia sobre campos tensoriales y produce una k-forma:?

1
Jth(Xl, ,Xk) = y (sgna) t(XJ(l),...,XU(k)), (2.22)

’ €Sk
para Xy, ..., Xy € X(M).

Al definir las k-formas diferenciales, se puede construir el producto entre estas.

Definicién 2.0.23. Sea w una k-forma y n una [-forma sobre M, el producto exterior

o producto wedge de w con 1 se define como:

wAn=d(wen). (2.23)

0
k+1

que se hace uso de &7, dado que el producto tensorial de dos k-formas, no necesaria-

La forma diferencial obtenida del producto wedge es de grado ( ) Cabe aclarar

mente es antisimétrico y asi, al definir el producto wedge de esta manera, se asegura

que el resultado también serd una forma diferencial.

Las siguientes propiedades asociadas al producto wedge de k-formas nos seran

de utilidad en los capitulos siguientes.

Propiedad 2.0.1. Sea f € A°(M) una funcién, w € A¥(M) y n € AY(M), se tiene

lo siguiente:
wA (fn) = fwAn. (2.24)

Propiedad 2.0.2. Sean a,b € R, wy,w; € A¥(M) y n € AY (M), se tiene la lineali-
dad del producto wedge:

(awy + bws) A =awy An+bwy An. (2.25)
Propiedad 2.0.3. Sean «, 3 € A'(M), se satisface:

a/\ﬁz%(a@ﬁ—ﬁ@a). (2.26)

!Para mayor informacién del operador <7 se recomienda revisar el capitulo 3 de la referencia
8].
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CAPITULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Finalmente, la derivada exterior es el tltimo concepto que se abarca en este
capitulo; su revision es de importancia pues es necesaria para la comprensién de las

ecuaciones estructurales de Cartan.

Definicién 2.0.24. Sea w una k-forma sobre M, su derivada exterior, dw esta dada

por:

k+1
(k+ 1)dw(Xy, ... Xpr1) = (D)X (X, oo, Xy oy X))
i=1 (2.27)
+ Z(—1>1+JW([XZ‘, Xj] 7X17 ceey Xia X]a ...,Xk-+1)’

i<j
para Xi, ..., X + 1 € X(M) donde el simbolo " indica la ausencia del campo X;.

Es relevante hacer notar que la derivada exterior de una k-forma devuelve una
(k + 1)-forma; es decir, aumenta el grado de la forma diferencial.
Las propiedades de la derivada exterior que son de nuestro interés se enumeran

a continuacion:

Propiedad 2.0.4. Sea f € A°(M) y X € X(M); la derivada exterior de f estd dada
por:

df (X) =X f. (2.28)

Propiedad 2.0.5. Sea w € A*(M) una k-forma, entonces:
d*w = d(dw) = 0. (2.29)

Propiedad 2.0.6. Sea o € A'(M) y X, Y € X(M), la derivada exterior de a es la
siguiente:

2da(X,Y) = X(a(Y)) - Y(a(X)) — o([X, Y]). (2.30)

Propiedad 2.0.7. Sea w € A*(M) y n € A/(M), se define la derivada exterior del

producto wedge entre k-formas como:

dwAn) =doAn+ (=1)Fw Adn. (2.31)

Como puede apreciarse, sobre variedades diferenciables es posible definir nume-
rosas entidades que ya eran conocidas del calculo vectorial; con esta recopilacion de
los conceptos elementales se pretende lograr una mayor comprension del siguiente
capitulo. También se espera que se tenga una idea clara de los objetos con los que
se trabajara posteriormente y se comprenda cémo es que estos actian sobre los

elementos aqui definidos.
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Capitulo 3
Estructuras definidas sin torsion

La torsion es el concepto principal que se desea enunciar, pues se pretende realizar
una comparativa entre elementos construidos sobre una variedad diferencial con
torsiéon igual a cero y cuando esta presente.

En este capitulo, una vez definido el concepto de torsion, se expodra una conexion
especial llamada conexion Levi-Civita, el transporte paralelo de un campo vectorial,
las curvas geodésicas sobre una variedad, campos vectoriales de Killing y el tensor de
curvatura, exhibiendo las propiedades que se cumplen tinicamente cuando la torsién

€S Cero.

3.1. Conexién sobre una variedad diferenciable

Para lograr exponer el concepto de torsién, es necesario introducir una nueva
estructura conocida como conexion sobre una variedad, pues la torsién depende de

la conexién establecida. Es por ello que se enuncia la siguiente definicion.

Definicién 3.1.1. Una conezion', V en M asigna a cada X € X(M) un operador
Vx que actiia sobre un campo vectorial Y € X(M); el resultado de esta operacién
es un campo vectorial denotado por VxY y se conoce como la derivada covariante
de Y con respecto de X.

Si elegimos una carta sobre M, la derivada covariante de Y con respecto de X
toma una forma especifica de acuerdo a la base elegida, entonces sea (x!, 22, ..., z")
el sistema de coordenadas asociado a una carta sobre M en alguna vecindad U C M,
se tiene que:
oYy* ffz j> 0

VXY:XZ(—.JF P

prs (3.1)

donde I'j; son n® funciones diferenciables que describen la conexién.

'En esta tesis se denotard a una conexién arbitraria como V a diferencia de la referencia [8]
donde se denota por V, esta diferencia entre notaciones es para evitar ambigiiedad pues hablaremos
de dos conexiones mas.
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CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DEFINIDAS SIN TORSION

Por ser de utilidad méas adelante, incluiremos la siguiente notacion:

oYk
oxt

Vivk= " 4Ty, (3.2)
La derivada covariante se puede definir también para campos tensoriales de tipo

(2) , como sigue:

Definicién 3.1.2. Sea ¢t un campo tensorial de rango (Z) y X € X(M), se define

Vxt como la derivada covariante de t con respecto de X de la siguiente manera:

k
X(HY1, . Y3) = (Vxt) (Y1, Yi) 4+ (Y1, Y1, VY5, Yo, o, Y,

=1

(3.3)
para Yi,..Y, € X(M).

La derivada covariante de t con respecto de X es un campo tensorial de tipo (2)
Recordemos que en el caso de la derivada de Lie para campos tensoriales, al ser
£xt un campo tensorial, pudimos expresar (2.18) en funcién de sus componentes
(2.20); entonces de manera similar, es posible expresar la derivada covariante de un

campo tensorial en funciéon de sus componentes, pues Vxt es un campo tensorial.

0
ozt

cualquier campo vectorial y t un campo tensorial de tipo (2) Si expresamos a t como

Definicién 3.1.3. Sea (z',...z") un sistema de coordenadas locales, X = X*

(2.15), la derivada covariante de t con respecto de X en funcién de sus componentes

se define como

_ t. A .
Usualmente a las componentes de la expresién anterior se les denota por Vj, ¢, =
8;;',3 — f?,z bnej = oo — f;r,i t; .m. Esta expresion es de importancia, pues como se vera

mas adelante, el uso de las componentes de un campo tensorial es de utilidad.

A continuacion, se presentan las propiedades que cumple la derivada covariante

para campos vectoriales.

Propiedad 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable, X, Y,Z € X(M), f € C*(M)
ya,beR:

Vx(aY +bZ) = aVxY + bVxZ,
Vx(fY) = fVx(Y) + (X[)Y,
VaxiryZ = aVxZ + bVvZ,
VixY = fVxY.




CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DEFINIDAS SIN TORSION

Las propiedades de la derivada covariante para campos tensoriales son analogas

a las anteriores.

3.2. Definicion de Torsion

Una vez establecido el concepto de la derivada covariante o conexion, es posible

presentar la definicién de torsién de una conexion.

Definicién 3.2.1. La torsién de una conexién es un mapeo 7' : X(M) x X(M) —
X(M) y estd dado por la expresion:

T(X,Y)=VxY - VyX - [X,Y], (3.9)

donde X, Y € X(M).

La torsion al ser evaluada en un par de campos vectoriales da como resultado un
campo vectorial y sabemos que los campos tensoriales al ser evaluados en campos
vectoriales dan lugar a funciones (ver ecuacién (2.14)), de modo que 7" en (3.9) no
es campo tensorial. Sin embargo, T es equivalente a un campo tensorial T de tipo
(3) dado por T(X,Y,a) = a(T(X,Y)). Teniendo esto en consideracién, surge de
forma natural la definicién de la 2-forma de torsion.

Sean {ey, ey, ..., €, } 2 una base de campos vectoriales diferenciables y {6, 6%, ..., 0"}
la base dual asociada a los campos vectoriales; es posible definir las 2-formas de tor-

sidn T con respecto a una base de campos vectoriales diferenciables
) 1 .
"X, Y) = 3 0 (T(X,Y)), (3.10)

cont=1,...,n.
De la expresion anterior, se obtienen las primeras ecuaciones estructurales de

Cartan, sin embargo para obtenerlas es necesario definir las formas de conexién.

Definicién 3.2.2. Sea V una conexién definida sobre M y sean {ej, ey, ...,e,} una
base de campos vectoriales diferenciables, se definen las formas de conexion con

respecto a una base
I ;(X) = 6'(Vxe;), (3.11)

o de forma equivalente:
Vxe; = IV (X)e;, (3.12)

2La base de campos vectoriales utilizada hasta el momento era { ( 8213)19 }?:1, esta base de

campos es holonémica, lo cual significa que estd asociada a un sistema de coordenadas; en la base
referida actualmente, se da la posibilidad de que la base sea no-holonémica. Para un andlisis méas
profundo de bases holondmicas y no holonémicas se recomienda consultar el capitulo 5, seccién 3
de la referencia [8].
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CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DEFINIDAS SIN TORSION

para X € X(M).

Es importante hacer notar que las formas de conexion definen a 1as funciones
T jk, mediante la relacién I it = I j(ex) o con la expresion I' ; jkﬁk, donde
ambas expresiones son equivalentes.

Ahora, sustituyendo la ecuacion (3.9) en la ecuacién (3.10):

TY(X,Y) = %6 (T'(X,Y)),
%9 (VxY - VyX - [X,Y]),
% (6'(VxY) — 0/(VyX) — 6 (X, Y])),

utilizando la ecuacién (3.3) podemos escribir: #/(VxY) = X(0/(Y)) — Vx#(Y), al

igual que el segundo términos y sustituirlos en la ecuacién anterior:

THX,Y) =5 (X(0'(Y)) - Vx0'(Y) = Y(0(X)) + Vy8'(X) - 0" (X, Y])) ,

DN | —

y haciendo uso de Vx#" = —I';(X)67% junto con las propiedades (2.30) y (2.26):

THX,Y) == [X(0(Y)) — Vx0'(Y) — Y(0/(X)) + Vy0'(X) — 0" (X, Y])]

—— [2d6"(X,Y) + T ,(X)8(Y) — I ,(Y)§'(X)] ,

l\DI»—L\Dlr—l

se obtienen las primeras ecuaciones estructurales de Cartan®
T =do" +T"; N¢. (3.13)

La ecuacién (3.13) muestra de una forma més evidente que las primeras ecuacio-
nes estructurales de Cartan relacionan dos 2-formas pues como se dijo en el capitulo
anterior, la derivada exterior de una 1-forma (en nuestro caso, las componentes de
la base dual 6 son 1-formas) da como resultado una 2-forma, ademés el produc-
to wedge del lado derecho de la ecuacién (3.13) es operado entre 1-formas, lo cudl
también da como resultado una 2-forma.

Ahora, dado que la torsion es equivalente a un campo tensorial es posible hablar

de las componentes de la torsion en términos de una base.

Propiedad 3.2.1. Sean X y Y dos campos vectoriales diferenciables tales que
X=X (&rl) y Y=Y/ (%), entonces, se define T(X,Y) = X' YJ Tk, (axk)

3Véase la referencia [8], capitulo 5.
4Fl desarrollo de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan se presenta en la referencia
[8].
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CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DEFINIDAS SIN TORSION

donde
Th, =T - T

1] 7t 13

son las componentes de la torsién °.

Las componentes de la torsién se obtienen al sustituir X = X* (%) y Y =
& (i> en la ecuacién (3.9):

Oy

T(X,Y) vai(aii)yj <3%J> _vyf(%)Xi (aiz> B {Xi <8il) Y (ai?ﬂ)} 7

de tal forma que usando las propiedades del parentésis de Lie (2.8) y (2.7) ademads de

las propiedades (3.8), (3.6) y que V_o 52 = T". 2 se obtiene la expresion (3.14).
ozt

Jidzk>
Existe otra forma de escribir las 2-formas de torsién (3.10) tomando en cuenta
que toda 2-forma puede escribirse como w = w;; 8 A 67 (ver referencia [8] capitulo

3) v que T'(e;, e;) = T" ;;ey; entonces podemos escribir T como:
i Lo i ok
T = ST 67 N (3.15)

Finalmente, una propiedad de gran relevancia es la antisimetria entre los indices

1,7 de las componentes de la torsion, es decir:
TF ;= =T" ;i (3.16)

dicha propiedad se puede directamente de la ecuacién (3.14).

°En nuestra referencia principal [8], las componentes de la torsién se representan como Ti’;-, sin
embargo en los demds articulos ([4], [6], [1] ¥ [7]) las componentes de T se denotan por T% ;;, es
decir se denotan como las componentes de un campo tensorial. Para usar la notacién T% ij» hemos

de demostrar que las componentes de la torsién dadas por la expresién (3.14) se transforman como

. . . . =k
las componentes de un tensor. Segun [8] en el capitulo 5 pdg 111, las funciones I';; se transforman
de acuerdo a la siguiente expresion:
ok _ ozt 9x™ 0x'* _n 0%zt o'k
I 9ati Qa't 9xh T ™ T 9alifati dxl

—/k

, Ny =k ..
Asfi, evaluando la ecuacién 7% ;; = I';; — I';;, obtendremos lo siguiente:

Tk ok ozt dz™ ox'* _p 0%zt 9z’ 02! 9x™ da'* O*z™m  Ox'*
VI W i 9t Q™ T 9202’ dxt Qat Q' Dah ™ Dali O’ dxm
m—l, |l—m m—l

=Ty = (8xl ox™ (')x’k> (fh o ) _ <8xl ox™ 636”“)Thml7

2’7 9z’ Ozl tm = = ml 7' Oz't dxh

donde el término que acompaiia a las componentes T ,,,; es la forma en la que se transforman los
campos covectoriales y vectoriales respectivamente; para mayor informacién consultar capitulo 1
seccién 3 y 4 de la referencia [8].
Por lo tanto, las componentes de T se transforman tensorialmente y podemos hacer el cambio
.7 k k
de notacién T3 por T ;;.
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Es necesario definir la torsién pues si es no-nula sobre una variedad diferencial,
algunas estructuras definidas sobre esta cambian con respecto a variedades diferen-
ciables que tienen T = 0. Que la torsion sea igual a cero quiere decir que dados
cualesquiera dos campos vectoriales diferenciables valuados en T, el campo resul-
tante es 0 o en términos de la ecuacién (3.14) si las componentes de la torsién son
iguales a cero, la torsion sera nula y esta condicién implicaria que los indices i, j en
las funciones Fij sean simétricos.

En lo anterior hemos presentado formas equivalentes de definir la torsion, don-
de hemos visto que las ecuaciones (3.10), (3.13) y (3.14) relacionadas a la torsién
surgen de manera natural y estdn basadas en la definicién (3.9); dichas ecuaciones
estan relacionadas, pues conociendo la 2-forma de torsién o las primeras ecuaciones
estructurales de Cartan es posible conocer la torsiéon de una conexién sobre una

variedad.

3.3. Conexion Levi-Civita

En la seccién (3.1) se ha presentado una definicién general de conexién sobre
una variedad diferenciable, sin embargo en esta seccién presentaremos la conexion
de Levi-Civita, esta conexion es especial pues se tiene unicamente cuando 7" = 0
y ademas las funciones ffj tienen una forma particular que surgen de la misma
condiciéon que se impone a esta conexion.

Antes de describir la conexién de Levi-Civita es necesario introducir la definicién
de una nueva estructura conocida como tensor métrico, pues hasta el momento hemos
descrito el estudio de variedades diferenciables sin hacer uso del mismo, sin embargo
nos sera de utilidad, pues es necesario para establecer una relacion entre el espacio
tangente y el espacio cotangente, el estudio de los campos vectoriales de Killing y

otras estructuras de importancia.

Definicién 3.3.1. Sea M una variedad diferenciable; definimos el tensor métrico g

como un campo tensorial simétrico de tipo (g), es decir:
9p(Ups Wp) = Gp(Wp, vp), (3.17)
para v, w, € T,M.
Si ademas ¢ es definido positivo; esto es:
9p(Vp,vp) > 0, si v, #0, (3.18)

para v, € T,M, se dice que M es una variedad propiamente Riemanniana. Por

otro lado, si el tensor métrico es no definido positivo, entonces, M es una variedad
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pseudo-Riemanniana.

Dado que g es un campo tensorial, puede escribirse como
g = gi;d' @ da’, (3.19)

donde se ha elegido un sistema de coordenadas locales (z', 2%, ...,2") en M. En la

ecuacién anterior g;; representa las funciones que acompanan a la base de cam-
o 0

pos tensoriales y estdn dadas por la expresién g;; = ¢ (W? W) Dichas funciones
representan una matriz cuadrada de n X n componentes.

Dado que el determinante de la matriz (g;;) es diferente de cero, pues g es no
singular, la matriz (g;;) tiene inversa (la matriz inversa también es simétrica en sus
entradas). Si expresamos las componentes de la matriz inversa por ¢’* se tiene la

relacién
9i; 9" = 6p. (3.20)

La existencia de la matriz inversa ¢” nos permite establecer una relacién lineal
entre campos vectoriales diferenciables y campos covectoriales o 1-formas; dicha
relaciéon puede verse como un isomorfismo entre el espacio tangente y el espacio
cotangente. Este isomorfismo se conoce como subida de indices y bajada de indices
y en términos de las componentes de los campos vectoriales y covectoriales estas

operaciones Se€ expresan como

X7 =X;9", (3.21)
X, =X g, (3.22)

donde ahora la distincion entre campos vectoriales y campos covectoriales se hace
mediante el acomodo de los indices. En este caso, las componentes con indice superior
X% denotan las componentes de campos vectoriales y las componentes con indice
inferior X; denotan las componentes de campos covectoriales. Esta operaciéon de
subida y bajada de indices nos sera de utilidad para definir el tensor de Ricci y el

escalar de curvatura sin torsién y con torsion.

Una vez establecida la definicién del tensor métrico presentamos la conexién

Levi-Civita sobre la cual definiremos las estructuras posteriores.

Definicién 3.3.2. Sea M una variedad Riemanniana, existe una conexién V llama-
da Conezion de Levi-Civita, donde T' = 0 y ademds Vx g = 0 para todo X € X(M).

El tensor métrico se utiliza para definir la longitud de vectores tangentes, es por
ello que es importante senalar que la condiciéon Vx g = 0, implica que la norma de
un vector tangente sea preservada bajo el transporte paralelo a lo largo de cualquier

curva. Ademas, dichas condiciones conllevan a las siguientes propiedades:

18



CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DEFINIDAS SIN TORSION

» De la condicién Vx g = 0, y usando la ecuacién (3.3):
X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) + 9(Y,VxZ), (3.23)

para X,Y,Z € X(M).

A la expresion Vxg = 0 y la ecuacion anterior se les conoce como condicion

métrica y haremos uso de ella en el proximo capitulo.

» De la condicién 7" = 0, usando la primera definicién de torsién, ecuacién (3.9):
X, Y] =VxY — VyX, (3.24)

para X, Y € X(M).

Ahora, utilizando las ecuaciones (3.23) y (3.24) se puede probar que la conexién
Levi-Civita es Unica construyendo la conexién basada en la eleccién de los campos

vectoriales y el tensor métrico. Con ello, obtemos la expresion

29(VxY,Z) =X(9(Y,Z)) + Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))

(3.25)
-9 (Z’ [Y7X]) -9 (Y7 [Xv Z]) -9 (X, [Y7 Z]) )

para X,Y,Z € X(M).
La ecuaciéon anterior define la conexién, pues el lado derecho de la ecuacion no

tiene dependencia de V, es decir, estamos definiendo VxY a partir de X, Y y Z.

Recordemos que la definicién de derivada covariante o conexién (3.1) depende
de las funciones Ffj; en este caso, la conexién Levi-Civita, se define a partir de
los simbolos de Christoffel con respecto a una base holonémica. Para obtenerlos,
hacemos uso de la ecuacién (3.25); dado que estamos haciendo uso de una base
holonémica, X = (aii) , Y = (%) , L= (%), haciendo uso también de g;; =
9 (%, -%) v (2.7), se obtiene

9zt OxJ
1, (dgir g Ogis
rgi:—g“< ik | TIki _ gf). (3.26)

2 o’ oxd  Oxk

De la ecuacion anterior, se puede ver que los simbolos de Christoffel son simétricos
en los indices i, 7, lo cudl concuerda con lo que se obtiene de la expresién (3.14) en

el caso T = 0.

3.4. Transporte Paralelo y Geodésicas

El transporte paralelo sobre una variedad diferenciable se construye a partir de la

derivada covariante; es un isomorfismo entre espacios tangentes a diferentes puntos
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unidos mediante una curva.

Definicién 3.4.1. Sea C' una curva diferenciable sobre M y Y un campo vectorial,
se dice que Y es paralelo a si mismo a lo largo de una curva C' si se cumple que
VoY =0.

De esta definicién y haciendo uso de las ecuaciones (3.1) y (2.3), se puede obtener

el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

d(Y*oC) | da'oC)

- - (Th 0 C) (Y7 0 C) =0, (3.27)

que se cumple si y sélo si, un campo vectorial Y es paralelo a si mismo a lo largo

de la curva C.

La solucién de las ecuaciones (3.27) dan como resultado las componentes del
campo vectorial que ha sido transportado a lo largo de una curva C' de un punto
C(tp) a C(t). Las componentes del campo iniciales y finales pueden representarse
como vectores columna y el isomorfismo puede ser escrito como una matriz, donde
sus entradas estan conformadas por las componentes del campo vectorial que ha
sido transportado, formando asi una ecuacién matricial.

Ahora, una vez definido el transporte paralelo, es posible definir el transporte
paralelo de los vectores tangentes a una curva sobre la misma. Estas curvas se

conocen como geodésicas.

Definicién 3.4.2. Sea C una curva diferenciable sobre M, se dice que C' es una
geodésica si VO = 0.

Comparando con la definicion 3.4.1 notamos cierta similitud; en este caso el
campo vectorial transportado es el conjunto de vectores tangentes a C. Sabemos
que los vectores tangentes a una curva se expresan como (2.3), entonces al igual
que en el caso del transporte paralelo, se puede obtener un sistema de ecuaciones

diferenciales, siendo este de segundo orden:

d*(x* o C)
dt?

d(z7 o C)d(z* o C)
dt dt

—k
de la presente ecuacién vemos que el sistema de ecuaciones diferenciales es para las
funciones x* o C'; entonces, si es posible resolver este sistema, la solucién correspon-

derfa a las componentes de una curva geodésica.

Cabe resaltar que tanto el sistema de ecuaciones diferenciales (3.27) que corres-
ponden al transporte paralelo, como el correspondiente al de las curvas geodésicas

. . . =k . .
(3.28), tienen dependencia de las funciones I';;, esto es de importancia, pues estas

ji
funciones estan ampliamente relacionadas con la torsién como ya se menciond y
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en el caso de la conexiéon Levi-Civita, estas funciones estan dadas por la expresion
correspondiente a los simbolos de Christoffel (3.26).

Por tltimo, es importante hacer notar que en la ecuacién (3.28) sélo contribuye
k

5
parte simétrica y antisimétrica; posteriormente tal descomposicion la sustituimos en

o = , . =k

la parte simétrica de las I';;, lo cudl se puede ver si descomponemos a I';; en su
la ecuacion (3.28), donde después de un desarrollo algebraico se obtiene que la parte
antisimetrica se cancela y entonces en dicha ecuacién tinicamente se toma en cuenta

la parte simétrica de las I';;.

3.5. Campos vectoriales de Killing

Los campos vectoriales de Killing son de importancia en la fisica ya que son
los generadores infinitesimales de isometrias las cuales son transformaciones entre
variedades o sobre la misma variedad que preservan cantidades dadas por el tensor

métrico.

Definicién 3.5.1. Sea M; y M, variedades Riemannianas con ¢; y gs sus tenso-
res métricos asociados respectivamente. Un difeomorfismo ¢ : M; — My es una

1sometria si
Vg2 = g1. (3.29)

Teniendo en cuenta la definicién anterior y la derivada de Lie (2.18) presentada

en el capitulo anterior, definimos los campos vectoriales de Killing.

Definicién 3.5.2. Sea ¢ un grupo uniparamétrico de transformaciones sobre una
variedad Riemanniana M, tal que cada transformacion ¢; : M — M es una iso-

metria. Si X es el generador infinitesimal de ¢, se tiene:
— =0. (3.30)
ﬁ

A los campos vectoriales que satisfacen la ecuacién anterior se le conocen como
campos vectoriales de Killing y el conjunto de estos campos vectoriales esta denotado
por K(M).

Recordemos que el pullback de un campo tensorial sobre una variedad nos da
el campo tensorial sobre otra variedad, en este caso, dado que la isometria es un
mapeo sobre la misma variedad, la expresion (3.30) representa que el cambio de
dos vectores tangentes sobre M bajo la acciéon del tensor métrico debe permanecer
constante.

Dado que estamos interesados en el caso en que 7' = 0, podemos tomar el caso

particular de definir los campos vectoriales de Killing para la conexiéon Levi-Civita
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mencionada anteriormente haciendo uso de la condicién métrica (3.23) y (3.24),

entonces se dice que X es un campo vectorial de Killing si y sélo si
g(VyX,Z) 4+ g(Y,VzX) =0, (3.31)

para X,Y,Z € X(M).

Sin embargo, de forma maés general (es decir, para cualquier conexién) y similar al
transporte paralelo y a las curvas geodésicas, la ecuacion (3.30) se puede escribir co-
mo un sistema de ecuaciones diferenciales que deben cumplir los campos vectoriales

de Killing. Auxiliandonos de la ecuacién (2.20):

L 093 B
X Dk + gk; Oy +gikW =0, (3.32)

donde X* son las componentes del generador infinitesimal de ¢ y X € X(M). Es
importante recordar que al ser g un campo tensorial, este puede ser escrito como
lo indica la ecuacién (3.19). Asi, al solucionar (3.32) obtenemos las componentes de
los campos vectoriales de Killing. Donde nuevamente de forma particular, haciendo
uso de la conexiéon Levi-Civita, hallamos una condicién que debe cumplir X para

ser un campo vectorial de Killing®:

Las ecuaciones (3.31) y (3.33) representan las expresiones que deben cumplir los
campos vectoriales de Killing haciendo uso de la conexion Levi-Civita. Es importante
tener en cuenta estas expresiones pues en el proximo capitulo obtendrémos versiones

analogas a estas expresiones pero que dependeran de las componentes de T.

3.6. Tensor de Curvatura

El tensor de curvatura tiene formas alternas de representarse. La primera forma
del tensor de curvatura que se presenta esta dada (al igual que el tensor de torsion)

en términos de la derivada covariante.

Definicién 3.6.1. El tensor de curvatura denotado como R asociado a una conexion

V es un mapeo que a cada par de campos vectoriales X,Y € X(M) asocia un
operador tal que R(X,Y) : X(M) — X(M), donde R estd dado por la siguiente
expresion:

R(X,Y)=VxVy - VyVz — Vixy (3.34)

SEl desarrollo de la ecuacién (3.33) es similar al de los campos vectoriales de T-Killing que se
dard en el préximo capitulo, mismo donde se explica el cambio de superindices a indices.
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Se ha dicho que R es un campo tensorial; sin embargo, al igual que en la definicién
de torsion, sabemos que los campos tensoriales al ser evaluados en campos vectoriales
dan lugar a una funcion, mientras que la definiciéon anterior nos dice que el “tensor”de
curvatura al ser evaluado da lugar a un operador. No obstante, R es equivalente a
un campo tensorial R de tipo (;) dado por E(X, Y,Z,a) =a(R(X,Y)Z).

La ecuacién (3.34) se ha definido para ser aplicada a un campo vectorial dife-
renciable; sin embargo existe también un operador de cuvatura que se aplica a un
campo tensorial ¢ de tipo (2) donde la definiciéon de R es analoga a la dada por la

ecuacion (3.34).

Ahora, al igual que en el caso de la torsién, se define la 2-forma de curvatura
como sigue. Sean {ey, ez, ..., €, } una base de campos vectoriales diferenciables, donde
{61, 0, ...,0,} es la base dual de los campos vectoriales; es posible definir la 2-forma

de curvatura Z°* ; con respecto a una base de campos vectoriales diferenciables
J

Ly (R(X,Y)e;). (3.35)

X' ;(X,Y) = 5

Entonces, sustituyendo (3.34) en la ecuacién (3.35):
#';(X,Y) = % 0" (VxVye; — VyVxe; — Vixvje;) (3.36)
sustituyendo la ecuacién (3.12):
Z';(X,Y) = %9%’ [Vx (T ;(Y)er) — Vy (I'";(X)ex) — T* (X, Y])ex] , (3.37)

usando las ecuaciones (3.6), (3.12), (3.11), (2.30) y (2.26)

=3 Ly [X (T*(Y)) ex + T*,(Y)Vxey,

-Y rkj (X)) er — I, (X)Vyey, — I, ([X, Y]) €] (3.38)
:% 0" [X (T (Y)) e, + T, (Y)T",(X)

=Y (T"(X)) e, — T*,(X)T%(Y)e, — I'*; (X, Y]) €] (3.39)
=5 [X(T5(0) + T (0T (X)

=Y (I%(X)) = D(X)r(Y) - % (X, Y])] 4 (3.40)
= [X (I, (Y) + T (0T (Y)

=Y (I';(X)) = I",(Y)I,(X) = T, (X, Y])] (3.41)
_% [2d17 (X, Y) + 21", AT",(X,Y)] (3.42)
=dI" (X, Y) + I, AT (X,Y), (3.43)
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con lo cual, obtenemos las sequndas ecuaciones estructurales de Cartan”
Ry =dl;+ T AR, (3.44)

Y haciendo un andlisis completamente similar al dado en la ecuacién (3.13), se
puede apreciar claramente que las segundas ecuaciones estructurales de Cartan son

una igualdad entre 2-formas.

La siguiente propiedad muestra como se representan las componentes de la cur-

vatura en términos de una base.

Propiedad 3.6.1. Sean X,Y,Z € X(M) donde X = X?(;%), Y =Y/ (i)

Ox’ oy’
v Z = 7% (3%), entonces R(X,Y)Z = X'YIZ*R™ 1;; (3% ), donde R™;; son las
componentes de la curvatura:
R™ i = ax; = axlj' + T, Ty — T T (3.45)

Bajo el mismo argumento que en la ecuacién (3.15) para las 2-formas de torsion,

la 2-forma de curvatura se puede escribir como:
= W 4

Las componentes de la curvatura definidas anteriormente junto con el tensor
métrico van a ser de utilidad para definir el tensor de Ricci y el escalar de curvatura.
Ademads, vemos que las componentes de la curvatura dadas por la expresion (3.45)

dependen tunicamente de las funciones I';., entonces en el caso de la conexion Levi-

i)
Civita, estas funciones se obtienen a partir de la ecuacién (3.26).

Ahora, vamos a utilizar el tensor de curvatura definido en términos de sus com-
ponentes con respecto a una base y la conexion Levi-Civita, para definir algunas
propiedades del tensor de curvatura, para ello, primero vamos a definir la bajada de

indices como:

Rijkl = glmRm Gkl - (347)

Ahora, de la ecuacién (3.34), se puede apreciar que R(X,Y) = —R(Y, X); esto
implica que de (3.45) se puede obtener que R’ = —R’ j; y usando la expresién
(3.47), se tiene que

Rijri = — Rijuk.- (3.48)

Haciendo uso de las segundas ecuaciones estructurales de Cartan (3.44), defi-

niremos la bajada de indices para presentar otra propiedad de antisimetria en los

"Este desarrollo puede verse en la referencia [8].
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indices de las componentes de la curvatura.
Kij = ik #" e (3.49)

Con la ecuacién anterior, definiendo la bajada de indices de las formas de cone-
xion I';; = ginl" ; v haciendo uso de I';; = —TI'; 8 mediante desarrollo algebraico en

(3.44), se obtiene que %Z;; = —%j;, lo cual de la ecuacién (3.46), se puede ver que
Rijii = — Rji- (3.50)

Ademas, si T = 0 se cumple la siguiente propiedad para las componentes de la
curvatura:
R ikl t R kij + R ik = 0, (3.51)

la expresién anterior se expresa usualmente como R' ijk] = 0y también se puede
expresar en términos de sus componentes covariantes.
Utilizando la ecuacion anterior, se obtiene la simetria entre pares de indices de

las componentes de la curvatura:
Rijri = Ryij- (3.52)

Ecuaciones andlogas a (3.51) y (3.52) se obtendrdn de forma més general (en
caso de torsién no nula) en el siguiente capitulo; ese mismo desarrollo restringido a
T = 0 se utiliza para llegar a (3.51) y (3.52); sin embargo es importante mencionar

que dichas ecuaciones no se cumplen para T # 0.

3.6.1. Tensor de Ricci y Escalar de Curvatura

Hasta ahora, se ha podido apreciar que el manejo de tensores haciendo uso de sus
componentes nos ha permitido obtener expresiones y propiedades importantes; asi
que continuando con el uso de las componentes de la curvatura podemos construir

otro tensor conocido como tensor de Ricci

Definicién 3.6.2. Se define el Tensor de Ricci como un campo tensorial de tipo

(g) cuyas componentes se denotan por I;; y estan dadas como:

Rij = Rk ikj = gklRlikj; (353)

8Esta propiedad se obtiene al hacer uso de bases rigidas, sin embargo, dado que #* j es un
campo tensorial, esta antisimetria se cumple para cualquier base. Para mayor informacion de bases
rigidas y la obtencién de esta propiedad, consiltese el capitulo 6, seccién 2 de la referencia [8].
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ademds, como consecuencia de (3.52) se cumple que el tensor de Ricci es simétrico:

A partir de las componentes del tensor de Ricci se define el escalar de curvatura

como sigue:

Definicién 3.6.3. El escalar de curvatura denotado por R es una funcion definida
por
R = g"Ry;. (3.55)

Se ha visto que el escalar de curvatura se define a partir del tensor de Ricci y
este a su vez del tensor de curvatura entonces, dado que el tensor de curvatura se
define de forma distinta si 7' # 0, las definiciones del escalar de curvatura y el tensor
de Ricci también cambiardn. Estos cambios en las definiciones se abordaran en el

siguiente capitulo.
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Capitulo 4
Estructuras definidas con torsion

En el capitulo anterior se introdujo la definicion de una conexién, lo cual dio
paso a la presentacion de diversas estructuras sobre una variedad diferenciable; una
de las cudles fue la torsion; sin embargo, se pudo observar que si 7" = 0, se pueden
obtener las expresiones (3.26), (3.31), (3.33), (3.45), entre otras.

En el presente capitulo, no nos restringiremos al caso en el que la torsion es nula
y construiremos nuevamente los casos analogos a geodésicas, campos vectoriales de

Killing y tensor de curvatura pero ahora haremos uso de la torsion.

4.1. Conexion de Riemann-Cartan

Hemos estudiado en la definicién (3.3.2) una conexién especial libre de torsién
llamada conexion Levi-Civita; recordemos que dicha conexién cumple con la condi-
cién métrica Vxg = 0 y que la conexion Levi-Civita esta definida por los simbolos
de Christoffel (3.26). En el caso en el que 7" # 0 existe también una conexién es-
pecial conocida como Conexion de Cartan que denotaremos por 6, esta conexion
estd definida por funciones andlogas a los simbolos de Christoffel pero que dependen
de la torsién; ademas la conexion de Cartan también cumple la condicion métri-
ca %xg = 0 con la cudl garantizamos que la longitud de un vector transportado
paralelamente sea invariante.

Para definir las funciones anédlogas a los simbolos de Christoffel es necesario intro-
ducir las componentes de un nuevo tensor que se define a partir de las componentes
de la torsién y con ayuda de este nuevo tensor vamos a poder redefinir los conceptos
que ya hemos enumerado anteriormente.

Entonces, usando (3.4) para expresar el término %Xg en funcién de las compo-
nentes de la derivada covariante, obtenemos una nueva expresion para la condicion
métrica 6Xg =0:

Dk Mgy — T jrga = 0. (4.1)

Vi gij =
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A continuacion, usando la expresién anterior, si hacemos una permutacién ciclica
de los indices ijk, obtendremos tres ecuaciones, que sumadas dan como resultado
una nueva expresion para las funciones ri jk (que definen la conexién de Riemann-
Cartan)

99k =) T OGri T T
(% =1 igw — 1" kg + D — g — 1" 45 gu

9gij = )
- <%) + 1 gy + 17 i g = 0,

reacomodando términos y multiplicando por % s

L wn ( (Ojk OGri 0Gij L~ L~

2 ; i _ = = .
29 (( oz ) T\ 9w Oxk g L Iy kIt
N h

J/

I:g l
1~ 1~
oM gy — =T, g
5 k9 g 5 79 Gkl
&'
_i_lfl, kh ,+1fz‘ kho, )
9 ikd  gij 9 k9  Gi =Y,

donde se ha hecho uso de la ecuacién (3.26) y (3.20). Ahora, reacomodando y
factorizando 3 ¢*" g y 3 ¢ gu;:

1o, 1, 1 = 1 Iy —T
T — 5 T, — 5 I+ Egkh Qi <Fljk —T kj) + §9kh i (Fl w =1 ’“) =0,
—_— —
Tl 1 T i

en esta ultima, se ha hecho uso de la ecuacién (3.14). Sumando y restando % I ij:

~ 1/~ ~ 1 1
F;Lj — I+ 5 (th‘j — ji) + §9kh g T iy + §gkh 9; T i = 0.
—_——

Finalmente, despejando rh i; v renombrando indices (vedse el apéndice A):
Tk k k

Esta expresion se conoce como Conexion de Riemann-Cartan y podemos ver
que depende de los simbolos de Christoffel y de las componentes de un nuevo tensor

K* ;; llamado tensor de contorsién que definimos a partir de la torsién como:

1
3 (T" i+ g™ gu T iy + g™ g T i) - (4.3)
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Definiendo la subida y bajada de indices para las componentes de la torsién:
Tijr = gaT" ji, (4.4)

y utilizando la antisimetria de los dos tltimos indices de T" ;;', podemos expresar
la ecuacién (4.3) de la siguiente manera:

K*iy =S (Thy + Ty " + T b). (4.5)
De igual manera que con las componentes de la torsién (4.4), podemos definir

Kiij = guK ! ij para expresar las componentes de la contorsion en términos de sus

indices covariantes (pues ya hemos visto que esta forma de representacién es usual).

1
Kyij = 5 (Thij + Tige + Tiie)- (4.6)

Una vez definido el tensor de contorsién es importante hacer notar que las fun-
ciones I jk que definen la conexién de Riemann-Cartan (4.2), al estar expresadas
en funcién de las componentes del tensor de contorsiéon dependen naturalmente de
la torsion; asi, si T' = 0, entonces la contorsiéon también serd nula y la conexion de
Riemann-Cartan se reduce a la conexiéon de Levi-Civita.

Ademds, si tomamos (4.5) y definimos: 2

Tup* = 5 (T " + 15", (4.7)

1
2
podemos utilizar la ecuacién anterior en la expresién para las componentes K* ;;,

para obtener la parte simétrica de la contorsion:
K" iy = Tup " (4.8)
Con lo anterior hallamos la parte simétrica de las funciones Ik ij:
I* ) =T = Tap ™ (4.9)

Lo cual implica que la parte simétrica de las funciones que definen la conexién
de Riemann-Cartan no es igual a los simbolos de Christoffel, que son los que definen

a la conexion Levi-Civita (que es libre de torsion).

Una vez establecida la forma de la conexion de Riemann-Cartan, podemos esta-

'La antisimetria de los indices de las componentes de la torsién se puede ver de la ecuacién
(3.9) y de la ecuacién (3.14).

2La parte simétrica de las componentes de un campo tensorial estd dada por la expresién
taj) = 5 (tij + tji).

29



CAPITULO 4. ESTRUCTURAS DEFINIDAS CON TORSION

blecer el siguiente apartado donde abordaremos las curvas autoparalelas.

4.2. Curvas Autoparalelas

Las curvas autoparalelas son el caso andlogo a las curvas geodésicas definidas
en la seccion anterior. Si hacemos uso de la conexion de Levi-Civita, las funciones
Ffj de la ecuacién (3.28) serdn los simbolos de Christoffel, que recordemos estan
definidos a partir de las componentes del tensor métrico; entonces sobre una variedad
Riemanniana, las geodésicas son las curvas de minima longitud que unen un par
de puntos. En cambio, las curvas autoparalelas, haciendo uso de la conexién de
Riemann-Cartan se definen como las curvas més rectas (vedse referencia [4], seccién
5).

Recordando la definicién de curvas geodésicas (3.4.2), la obtencion de las curvas
autoparalelas es de forma similar al caso sin torsién y el sistema de ecuaciones
diferenciales es semejante al obtenido en el capitulo anterior dado por la ecuacién

(3.28)
d*(x¥ o C)
dt?

d(z? o C)d(z' o C)
dt dt

+(T%;00) = 0. (4.10)

Notése que ahora utilizamos las funciones r que dependen de la contorsién.
Ademas al igual que en el caso sin torsién, en la ecuacién anterior unicamente
contribuye la parte simétrica de las funciones T. Sin embargo recordemos que la
parte simétrica de estas funciones esta dada por la expresién (4.9), donde podemos
ver que la torsién contribuye.

Ahora, reescribimos (4.10) sustituyendo (4.9):

d(z? o C)d(z' o C)
dt dt

d?(x% o C)
dt?

d(z? o C)d(z' o C)

(T 7o) —, dt

+(I'5;00) =0, (4.11)
donde se puede ver claramente que si la torsion es cero, entonces el sistema de
ecuaciones para curvas geodésicas (3.28) y para las autoparalelas coincide; ademas,
si la parte simétrica de las componentes de la torsién es cero (77 k= 0), las

geodésicas y las autoparalelas coincidiran aun si la torsién es distinta de cero.

4.3. Campos Vectoriales de T-Killing

El caso andlogo a los campos vectoriales de Killing ahora con torsion son los
campos vectoriales de T-Killing; los campos vectoriales de T-Killing, se definiran a
partir de la definicién general que se ha dado en la seccién anterior, donde un campo

X es un campo vectorial de Killing si satisface que £xg = 0. Asi escribiendo £xg¢
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usando la ecuacién (2.19), tenemos:

(£x9) (Y, Z) = X(9(Y,2)) — g([X, Y], Z) — g(Y, [X, Z]). (4.12)

Ahora de la definicién de la torsién (3.9) pero haciendo uso de la conexién de
Riemann-Cartan %, podemos escribir el parentésis de Lie como [X,Y] = 6XY —

VyX —T(X,Y) y sustituirlo en (4.12):

(£Xg) (Yv Z) :X(g(Yv Z))
— g(VxY = VyX - T(X,Y),Z) — g(Y,VxZ — VzX — T(X,Z)),

imponiendo la condicién métrica en la ecuacion (3.3) podemos sustituir X(g(Y,Z)) =
g(%XY, Z)+g(Y, %XZ), de modo que tenemos:

(£x9) (Y,Z) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
—g(VxY —VyX - T(X,Y),Z) — ¢(Y,VxZ — VzX — T(X,Z))
=g(VxYZ) + g(¥-VZ) — o(VxY Z) + g(Vy X, Z)
+ g(T(X, Y)v Z) _M+ g(Y, 6Z)Q + g(Y, T(X7 Z))

Con lo que finalmente se obtiene que X debe satisfacer la siguiente ecuacién para

ser un campo vectorial de T-Killing:

g(ﬁYX7 Z) + g(Y7 €ZX)

(4.13)
+9(I(X,Y),Z2)+ g(Y, T(X,Z)) =0,

para Y,Z € X(M).

La ecuacién resultante para los campos vectoriales de T-Killing contiene la forma
de la expresion (3.31) ademés de dos términos que dependen de la torsién; si 7' = 0,
estos dos términos desaparecen y tendriamos la conexion Levi-Civita, con lo cual se
recupera la ecuacion para los campos vectoriales de Killing dados por la ecuacién
(3.31).

Como hemos dicho en la seccién de campos vectoriales de Killing del capitulo
anterior, desarrollaremos una expresion anédloga a (3.33) donde ahora haremos uso
de la conexion de Riemann-Cartan. Para ello haremos uso del sistema de ecuaciones

diferenciales parciales (3.32) que deben cumplir los campos vectoriales de Killing:

Qgij 6Xk an

Xk A i
oxk + kg ozt +gk3xﬂ

=0,

ahora, vamos a escribir las derivadas parciales de (3.32) en términos de la derivada
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covariante; usando (3.2) con la conexién de Riemann-Cartan:

~ oxt
V, Xk = =+ I (4.14)
oxt = ~
= 57 = VX - TF, X (4.15)

Luego, usando la expresion para las componentes de la derivada covariante para

un campo tensorial (3.4) pero haciendo uso de la conexién Riemann-Cartan:

- 8g;  ~ -

Vi gij = 8?:’1 — Tk gy =T ji ga, (4.16)
09ii _ g 0 Tl 0 4t T o A
al’k - Vk: Gij + ik 9ij + jk il - ( 17)

Sustituyendo (4.15) y (4.17) en (3.32) e imponiendo la condicién métrica:
Xk(%k 9ij +T ik 91 + I ik Gil)
5 (4.18)
+ gkj(ﬁiXk — fk lin) + gik(ﬁij — fk lel) = 0,

definiendo g;;V; X b=V, X ; reacomodando términos y renombrando indices:

ViX; + ViXi+ X+ XPgal j — X'gy T s — X'gu™ ;= 0,

l—k l—k

= 61-)(3- + 6]-)(} — X" (g \(fl ki — L ik)j""gil Sfl kj flﬂf}) =0,

T T jk

= ViX; + VX, — X (g T i + gaT' ji) = 0.

Finalmente, la expresién que se obtiene para los campos vectoriales de T-Killing

es la siguiente:

Al igual que en las expresiones anteriores (4.11) y (4.13), se puede apreciar que
la ecuacién (4.19) coincide con la ecuacion de los campos vectoriales dada por (3.33)
pues si T' = 0, trabajamos sobre la conexién Levi-Civita y por lo tanto no tendriamos

las componentes de la torsion.

4.4. Tensor de Curvatura de Riemann-Cartan

El tensor de curvatura de Riemann-Cartan es la expresién afin al tensor de cur-

vatura definido en el capitulo 3. Las componentes de la curvatura de forma general,

32



CAPITULO 4. ESTRUCTURAS DEFINIDAS CON TORSION

para cualquier conexion, estan dadas por la expresion:

=m =l

AT T =T T s (4.20)

or" gy 0T 4

R g = ox’ ox’

dado que estamos trabajando con la conexion de Riemann-Cartan denotaremos el
tensor de curvatura de Riemann-Cartan como R y sustituiremos la expresion que
tenemos para las funciones Ik ;; dada por (4.2) en la ecuacién anterior, con lo que
obtendremos:

- orm,. o™, ~ ~ -~

By = ox’ "o OxJ ST gy = T T

:@FZ} B OK™ 1; B ory n OK™
ox’ ox? oxJ oxJ
+ TP — TR K by — Tl K™ i+ K™ K g,
— TPl + TP K i+ T K™ — K™ K .

Reacomodando términos obtenemos las componentes del tensor de Riemman-

Cartan:

R™ i = R" iy + Q" iy + TP K i + Dl K™ iy = TR K = T K™, (4.21)

donde R™ j;; son las componentes del tensor de curvatura definido para la conexién

Levi-Civita y se ha definido Q™ ;; como sigue:

K™ 0K™y
OK™ 4 _ 9 K K™Ky — K™K (4.22)

@ ij = oxd ox

Dada la similitud entre Q™ r;; vy R™ ;j, a las componentes Q™ j;; se le conocen

como la contraparte puramente torsional del tensor de curvatura.

Notése que las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan da-
do por (4.21) estan compuestas por las componentes del tensor de curvatura que
estan relacionadas a la conexiéon de Levi-Civita, una parte puramente torsional y un
conjunto de términos que mezclan los términos relacionados a la conexén de Levi-
Civita y a la conexién de Riemann-Cartan. Ademas como es usual, se puede ver que
si T'= 0 las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan se reducen a

las componentes de la curvatura para la conexion de Levi-Civita.

Ahora desarrollaremos las antisimetrias analogas a las que satisface el tensor de
curvatura para la conexion de Levi-Civita. De forma directa haciendo un intercambio
entre los indices i, j de las componentes de la contraparte puramente torsional, se

puede ver que
Q" kij = —Q" kji, (4.23)
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y con ello, haciendo un intercambio entre los indices i, j en la ecuacién (4.21), se
obtiene que

R™ i; = —R™ kji- (4.24)

Ahora, para obtener la antisimetria entre los indices m, k de las componentes del
tensor de Riemann-Cartan, haremos uso de bases rigidas; primero obtendremos una
expresion para la bajada de indices de Q™ ;;:

Qhkijzgthmkij:ghm( o o +KmliKlkj—Kmlelki>,

entonces, dado que estamos usando bases rigidas:

OKhi B OKhij

lm Ilm
: Kni Kok — Knii K, 4.25
B O +4g hi ki — 9 hij Hmk ( )

Qhkij =

renombrando indices h por k en la expresion anterior y reacomodando:

OKyni OKgpi m m
Qkhz’j: O — 8xij —i—gl KkliKmhj—gl K Ko, (4‘26)

ademds, de la expresién (4.6) se obtiene que Kj;; = —Kj;;, entonces usando la
antisimetria de las componentes de la contorsiéon en ecuacién (4.26) y renombrando

indices en los dos ultimos términos:

0K OK s m m
Qrhij = — 8ka + a;'kj ~|—gl Kipi Kpmg —gl Klijhmﬁ' (4.27)
m:l l:m

Entonces, sumando (4.25) y (4.26), se obtiene que:

Qhkij = —Qkhij- (4.28)
Ahora, definiendo la bajada de indices para RM kij:

Riki; = ghmR"™ kij = Rikij + Qnkij + ghmFZLKZ ki + DKy — g DR K 1y — Fgnghlia

asi, haciendo uso de las ecuaciones (3.50) y (4.28), de acuerdo a la referencia [6],
se puede obtener que:
Rpkij = — Rhij - (4.29)

Para la obtencién de las ecuaciones R ijk] = 0 se debe obtener la derivada exte-
rior de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan, utilizando las propiedades

(2.29), (2.31) y sustituyendo las segundas ecuaciones estructurales de Cartan (3.44),
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se obtiene la siguiente expresion:
dT" +T' AT =R AN, 4.30
J J
sustituyendo #* ; = %ﬁ’ b NGy TH= 3T .07 A\ GF:
1 Di j k l 1 i j k 1 i j k l
§R k0 NOY NG zéd(T k0 NGO )+§F PR VARAWN S
luego, usando la propiedad (2.24) y (2.31):

R A 0% NG =T 09 A OF — T 409 A do*
—i—dTijk/\QjA0k+TjkzFij/\9k/\‘91~

Ademds, I'"; = T ;0% y de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan,

sustituimos df* = T — I'" ; A 67 y nuevamente 7" = %Ti w0 N 0%

. . 1 . o 1. 4
R jut? NN NG =T T 0™ N0 AGY = T L7 1,67 A G NG = DT T 9 A 6™ A 6

J/

~
j—k, k—j

— T jkfk i@ AN OTA O™ +dT i N7 N GF 4 TV wl m0" NG NG,
j—>k:rk—>j

Finalmente, usando la antisimetria del producto wedge, de T*;; y agrupando:

R 07 NO NG = (Ti kT =217 3 T — T T jm) 0™ AO' AR 4-dT" i NOT N OF
(4.31)
Ahora utilizando la ecuacién (2.23), se deben evaluar ambos lados de la ecuacién

anterior en tres campos base; primero evaluaremos el lado izquierdo de la ecuacion

(4.31):

R 07 N OF A0 (e, e, €,) :éﬁf (67 (en)0" (e,)8' (e,) — 67 (e,)8" (e,)0' (e,)
— 07(e,)0"(en)0' (e,) + 67 (e,)0" ()0 (en)
+ ¢’ (eq)ek(en)Ql(ep) - gj(eqwk(ep)el(en))

1~. . , , . A .
= B i (530,00 = 5,00, — 60004 + 33000 + 63000, — 530,53,)

L = i i i i i
ZE(R npq R ngp R png T R pqn + R qnp R qzm)~
Usando la antisimetria de R™ ri; en los dos ultimos indices:

~. . 1 ~. ~. ~.
Rt NO* A0 (e, e, e,) = E(RZ npg + B pgn + B gnp). (4.32)
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De manera similar evaluamos el lado derecho de la ecuacién (4.31) y obtenemos:

R npq + R’ pgn + R’ qnp — 1’ nprl Jjq + 71V quZ Jjn + 71V anl Jp

| | | (4.33)
+dT" ,p(e,) +dT" p(en) + dT* yu(ep),

por lo tanto vemos que R mpq 7 0 ¥ que esta permutacion ciclica que denotaremos
por R npg) = 17 [npfi jlg + dT" mp(eq) es igual a cero tnicamente si T = 0.
Finalmente, veremos que la simetria R;; = R, no se cumple para las compo-
nentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan. Primero, bajaremos el indice i,
y por simplicidad, denotaremos® gmifm jn = fijn Y GmidT" pq = dT5,p,, con lo que

despejando Emm obtenemos:

Rinpq =T’ [in lijla] + dTi[np(eq]) - Ripqn - Riqnp~ (4-34)

Por otro lado, utilizando la ecuacién (4.29), podemos escribir a émpq como:

Rinpq - §(Rinpq - Rnipq)7 (435)

luego, sustituiremos Ry, ¥ ﬁmm de (4.35) en la ecuacién anterior:

Rinpq =

(Tj ol lijla] + dTi[np(qu — Ripgn — Rignp

N —

+ Rnpqi + anip -1’ [ipF Injlg] — dTn[iP(eq]))’

ahora, haciendo un intercambio de indices, ¢ por p y n por g:

quin = (Tj [nir pjln] T dTp[tﬂ'(en]) - Rpinq - anqi

N |

+ Ryinp + Ronpi — T il 1g1m) — AT ypi(en))),

y usando las antisimetrias entre los dos primeros y los dos ultimos indices de las

componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan:

Rinpg — Rpgin = (Tj ol Jijlg) T dTi[np(eq]) -7’ ipL Injla) — dTn[ip(eq])

DN | —

T 1L pgin) + ATpigi(€n)) = T7 il 1gjim) — dTyppil€ny)),
(4.36)

los términos de lado derecho de la expresion anterior son irreducibles y por lo tanto

3Se define tinicamente esta notacién para simplificar los términos en los calculos, pues I'™ jn 1O
se comporta como un campo tensorial.

En el caso de g, dT" pg = d1mpq, €s importante aclarar que g,,; sélo podria entrar en el operador
de derivada exterior si es constante.
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ﬁmm #+ qum y esta igualdad s6lo se cumple para la conexion de Levi-Civita.

4.4.1. Tensor de Ricci-Cartan y Escalar de Curvatura

En la seccién anterior, de las componentes del tensor de curvatura se definieron
las componentes del tensor de Ricci; entonces procediendo de manera analoga, uti-
lizando la expresion obtenida de las componentes del tensor de curvatura Riemann-
Cartan (4.21), obtendremos las componentes del tensor de Ricci-Cartan y a su vez

las del escalar de curvatura definido sobre la conexion de Riemann-Cartan.

Es posible definir las componentes del tensor de Ricci-Cartan debido a las si-
metrias guardadas por las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan;
entonces procederemos a obtener las componentes del tensor de Ricci-Cartan, que
para la conexion de Riemann-Cartan denotaremos como }N%Z-j y estda dado por la
expresion:

Eij = R* ikj = gklélim

entonces calculando R ik; de la ecuacién (4.21):

Rij = R" i = R" iy + Q% iy + THK i + T K* )y — TH K 3 — T K*
definimos Q" ;1; = Q;; como:

Qi = Q" iy = e e + KR K — KK (4.37)
Sustituyendo RF;; = R;;, obtenemos las componentes del tensor de Ricci-

Cartan:
Rij = Rij+ Qij + T K i + Ty K"y — T K' 55 = TLK . (4.38)

Como consecuencia de la pérdida de la simetria en los pares de indices de las
componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan, el tensor de Ricci-Cartan
no es simétrico en sus indices; es decir, éij #+ fiﬂ Como ultimo comentario, es
importante mencionar que la parte simétrica de las componentes del tensor de Ricci-

Cartan no coindicen con las del tensor de Ricci para la conexién de Levi-Civita.

Finalmente, presentamos el escalar de cuvatura para la conexion de Riemann-
Cartan que denotaremos como R y que se obtiene de forma similar a su contraparte

para la conexién de Levi-Civita, entonces contrayendo la ecuacién (4.38) con g¥:

R= gijféij —R+Q+ giﬂ'rfj}d i+ g9 KP ) — g T K — g"frng’f e, (4.39)
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donde se ha definido ¢ @Q;; como:

; COK* . LOKR, .
Q=9"Qi; = g" 3xjk —g" axkj + g7 K" Ky — g7 K" K (4.40)

Como se puede apreciar, las ecuaciones (4.38) y (4.40) estdn compuestas (al
igual que las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan dadas por
(4.21) por una parte puramente torsional, una parte puramente Riemanninana y

una combinacién entre ambas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En la presente tesis una vez expuestos los conceptos base, se expusieron estruc-
turas definidas sobre variedades diferenciables construidas bajo un tipo de conexion
especial llamada de Levi-Civita donde no existe la presencia de torsién; posterior-
mente se hizo uso de una conexién llamada de Riemann-Cartan donde la torsién es
no nula y se definieron nuevamente las estructuras expuestas para la conexién de
Levi-Civita pero remarcando los cambios en estas debido a la presencia de torsion.

Las estructuras que se definieron sobre ambas conexiones se enlistan en la siguiente

tabla:

Estructura H

Conexion Levi-Civita

Conexién Riemann-Cartan

Funciones que defi- v _ 1 (09 99k Ogi =k k &
nen la conexién Ty = 29 \ ui + o Ok ) =Ty + K75

d*(z* 0 C) o d(z7 o C)d(z' o C)
Curvas  geodésica- || d?(z* o C) e d(z? o C)d(z' o C) Pz + (0 )7dt T
s/autoparalelas 12 + (5o C) dt dt =0. . d(z? o C)d(z o C)

— (it e Q)= =0

Campos vectoriales
de Killing/T-Killing

9(V¥X,Z) +¢(Y,VzX) =0,

VX, + V; X, = 0.

9(Vy¥X.Z) + g(Y,VzX)
+9(T(X,Y),Z) + 9(Y,T(X,Z)) =0,
ViX; + V;X; = X*(Tja + Tigi) = 0.

Componentes del _
tensor de Curva- R oG oy LTt e R™ ij =R™ ki + Q" ki + T K' 4
tu.ra/Curvatura de M Oxl bk ik + DK™y — TR Ky — Fi-ij Ui
Riemann-Cartan
Relacién ciclica en- i ~ P ;
tre componentes B fupg) = 0. R fpg) =TV (upl™ |j1g) + AT p(€q))-
Componentes I k gl
del tensor de Ry = ¢"'R Rij =Rij + Qij + T K" i

ij = 9 Mikj- o "
Ricci/Ricci-Cartan + T K"y — Tl K iy — T K g

23 ik gl il gk
Escalar de curvatura R=gIR, R=R+Q+g"Ij;K i+ g"Ti K"y
= ij+

— g T K — ¢"TL K .

Cuadro 5.1: Conclusiones
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donde haciendo una comparacién, se puede ver como las estructuras definidas
sobre la conexién de Riemann-Cartan, dependen de las estructuras definidas para la
conexiéon de Levi-Civita y un conjunto de términos asociados a la torsion; ademéas
vemos que en cada estructura definida para la conexiéon de Riemann-Cartan, si

T = 0, se recupera la forma de las expresiones para la conexién Levi-Civita.
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Apéndice A

Convenciones del Tensor de

Torsion

La expresion de las componentes de la torsiéon como se han presentado en el
capitulo (3) no son universales, existen diferentes convenciones. En este apéndice
mostraremos dos formas en las se expresan las componentes de la torsion en la
literatura y los cambios en los calculos subsecuentes debido a la diferencia en la

convencion.

Como ya hemos dicho, en la presentacion de los conceptos elementales de esta
tesis (capitulo 2 y 3), se ha trabajado conforme al libro de la referencia [8]; sin
embargo, la referencia [6] usada para trabajar la conexién de Riemann-Cartan utiliza
una convencion diferente, por ello para continuar con la convencién original se realizé
un cambio de signo en la definicién de la contorsién dada por la ecuacién (4.3) y en

las ecuaciones subsecuentes relacionadas con la contorsién.

La diferencia entre las convenciones surge de la definicién de las componentes de

la torsién proporcionada por el articulo [6], donde se define T% ;; como

TF ;= (Ffj — F;?Z.). (A1)

N | —

Y recordemos que la definiciéon que introducimos es

TF;; =T%—T%

R

(A.2)

entonces, comparando (A.2) con (A.1), vemos que estas definiciones difieren en un

factor de (—%) Las componentes del tensor de contorsion toman las formas:
K* ij = T* ij + T L T} k) segun referencia [6] (A.3)
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(T* ij + Tij L T} R, siguiendo referencia [8] (A.4)

N | —

y asi los signos de los sumandos de las componentes de la contorsién coinciden.

Recordemos que las funciones I'* ;;, dependen de las componentes de la contor-

sién, en el articulo [6] dicha relacién estd dada por la expresion
Tk — Tk k
[y =10 + K%, (A.5)

usando la definicién (A.3); mientras que en esta tesis, al hacer uso de (A.4) la

expresién de las funciones I'* ;; serd la siguiente:

Pk ij = Fk ij — Kk ij- (A6)

Coémo consecuencia del cambio de signo en la conexiéon de Riemann-Cartan,
las componentes del tensor de la contraparte puramente torsional también se ven
afectadas en un par de signos. Con la convencién utilizada por el articulo [6], las
componentes de la contraparte puramente torsional estan dadas por:

OK™ 4  OK™

Q" kij = o 8xjki + K"Ky — K™K g (A7)

y segun el desarollo en la seccion (4.4) siguiendo la convencion del libro [8]

DK™y  OK™. i
kaij = 8$jk - axik] + K liKl kj — K lel ki (A8)

donde hay un cambio de signos en los primeros dos términos de Q™ 1;; pero que no
J

afectan la antisimetria de los indices 7).

Debido al cambio en los signos en la ecuaciéon (A.6) y en la contraparte pu-
ramente torsional, también existe un cambio entre las componentes del tensor de
Riemann-Cartan, del tensor de Ricci-Cartan y el escalar de curvatura, pues estas
estructuras dependen de las componentes de (). Entonces, las componentes del ten-

sor de Riemann-Cartan segin el articulo [6] se expresan como:

R™ ki = R kij + Q" iy + TR K 1y + PZij li — PZ-LKZ ki — DK™ 05, (A.9)
en comparacién con las dadas por la convencién del libro [8]:

R™ = R™ ij + QM iy + TP K i + Tl K™y — T Ky — T K™y, (AL10)

los cambios en los signos de R;; y I se obtienen de las expresiones anteriores.
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Ademas de estas, existen otras convenciones del tensor de contorsién; estas va-
riaciones en cuanto a la expresion de la contorsion no solo se deben a las diferentes
formas de la torsion, también se deben a la forma en la que se expresa las componen-
tes de la derivada covariante de un campo tensorial, que en este caso estan dadas por
la expresion (3.4). Dado que no utilizaremos esas formas del tensor de contorsién,
Unicamente las numeraremos por si se desea consultar para mayor informacion las

referencias [1] y [4] donde se hace un mayor estudio de las curvas autoparalelas.

» Para el articulo [1] la convencién usada es:

Kiji = Tjir — Thij + Tini- (A.11)
» Para la referencia [4] las componentes de la contorsién son dadas por

Kiji = Tijr — Tini + Thj. (A.12)

Como comentario final, los articulos [1], [4] y [6] denotan a las componentes de la

torsién como S* i, .
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