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Benemérita Universidad Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas
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Resumen

Se realizó una comparación en las estructuras que se definen sobre variedades

diferenciables haciendo uso de dos tipos de conexiones: la conexión de Levi-Civita y

la de Riemann-Cartan donde la torsión es nula y no nula, respectivamente. Le damos

relevancia a la conexión de Riemann-Cartan donde se presenta con mayor detalle

el desarrollo de las estructuras de interés y procedemos a comparar las expresiones

obtenidas entre dichas conexiones.

Con el fin de realizar el estudio de la conexión de Levi-Civita y de Riemann-

Cartan se exponen los conceptos necesarios de variedades diferenciables para la

correcta comprensión de la comparación ya mencionada.

Palabras clave: Conexión de Riemann-Cartan, Conexión de Levi-Civita, torsión,

variedades diferenciables.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de superficies y curvas es de particular interés para los f́ısicos pues nos

ayuda a describir el comportamiento de un cuerpo bajo distintas condiciones. En

particular, con el análisis de variedades diferenciables podemos estudiar superficies

aparentemente complejas y analizarlas localmente, como si se tratara de un espacio

euclidiano; por ello el manejo de variedades diferenciables ha contribuido al desarro-

llo de diversas ramas de la f́ısica. Por ejemplo, en relatividad general el espaciotiempo

puede ser visto como una variedad diferenciable 4-dimensional. Sobre variedades di-

ferenciables, podemos definir diferentes estructuras, una de estas estructuras es la

torsión; sin embargo algunas estructuras cambian si la torsión está presente; por

ello usualmente se trabaja con variedades diferenciables donde la torsión es cero.

En este trabajo, mostraremos la diferencia entre las estructuras definidas sobre una

variedad diferenciable si la torsión es igual a cero y si es no-nula.

En la relatividad general de Einstein se trabaja sobre una variedad sin torsión,

de acuerdo con Trautman, en 1922 surge una modificación de la teoŕıa de relatividad

general conocida como teoŕıa de gravedad de Einstein-Cartan, enunciada por Élie

Cartan, donde se incluye la torsión y se relaciona al momento angular intŕınseco

de la materia [9]. La teoŕıa de Einstein-Cartan, no cobró relevancia hasta 1950

cuando fue redescubierta de forma independiente por Sciamma y Kibble; con ello

las investigaciones sobre la teoŕıa de Einstein-Cartan fueron ampliadas y han sido

de interés pues dicha teoŕıa podŕıa relacionar la relatividad general con teoŕıas de

interacciones entre part́ıculas [6].

En cuanto a las aplicaciones relacionadas a part́ıculas, se ha visto que se puede

proponer un campo de torsión como posible candidato a un campo que representa

la materia oscura (ver por ejemplo [2]).

Además de los estudios en la teoŕıa de Einstein-Cartan y en part́ıculas, existen

otras aplicaciones de torsión en variedades diferenciables. En particular, en el estudio

de anatomı́a computacional donde se desarrollan modelos de órganos y tejidos, se

hace uso de conexiones de Cartan en donde la torsión es no nula, veáse [5].
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Asimismo, en el estudio de la termodinámica de agujeros negros y de la entroṕıa

asociada al horizonte de un agujero negro se emplea la teoŕıa de Einstein-Cartan,

pues dichos estudios sobre agujeros negros deben cumplirse no sólo en Relatividad

General. Según Day y colaboradores [3], estos estudios representan un avance en la

construcción de una teoŕıa de cuántica de la gravedad.

En la presente tesis se realizó una comparación entre las estructuras definidas so-

bre dos conexiones: la conexión de Levi-Civita y la de Riemann-Cartan con ausencia

y presencia de torsión respectivamente. La organización de esta tesis es la siguiente:

en el caṕıtulo 2 se exponen los conceptos base y se definen estructuras necesarias pa-

ra la comprensión de variedades diferenciables (funciones, curvas, campos vectoriales

y covectoriales, etc.) y de las estructuras sobre las cuales haremos la comparación

entre torsión nula y no nula. En el caṕıtulo 3 se presenta el concepto de torsión T ,

sin embargo en este caṕıtulo se hace uso de T = 0, con ello se define la conexión

de Levi-Civita y sobre esta se trabajan las estructuras que se van a comparar, tales

como las funciones que definen una conexión, curvas geódesicas, campos vectoriales

de Killing, las componentes del tensor de curvatura y sus simetŕıas, las componentes

del tensor de Ricci y el escalar de curvatura. En el caṕıtulo 4 se presenta el equi-

valente a las estructuras expuestas en el caṕıtulo 3 pero definidas sobre la conexión

de Riemann-Cartan, donde T 6= 0. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se presentan las

conclusiones, en las cuales se muestra una tabla comparativa donde se aprecia la

diferencia entre las estructuras definidas sobre las dos conexiones estudiadas.
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Caṕıtulo 2

Conceptos elementales

En este caṕıtulo, se presenta una revisión de las definiciones y los conceptos ele-

mentales necesarios para la comprensión de las estructuras que se pueden construir

sobre variedades diferenciables tales como la torsión, la curvatura y los campos vec-

toriales de Killing; estructuras sobre las que se centra esta tesis. Para una revisión

más detallada, se recomienda consultar la referencia [8].

Definición 2.0.1. Sea M un conjunto, una carta sobre M es un par (U, φ) tal que

U ⊆M y φ es un mapeo invertible de U a algún abierto en Rn.

Aśı, una carta sobre M , se encarga de mapear un subconjunto U de M a algún

subconjunto abierto de Rn. Usualmente se requiere más de una carta para cubrir todo

el conjunto M , lo cual implica que un punto sobre M , puede pertenecer al dominio

de más de una carta; por ello, se define una función diferenciable que relacione las

cartas sobre M .

Definición 2.0.2. Una función F : Rn −→ Rm dada por F (q) = (f1(q), f2(q), ..., fm(q))

es diferenciable de clase Ck si las funciones f1, f2, ..., fm tienen k-ésima derivadas

parciales continuas.

Definición 2.0.3. Sean (U, φ) y (V, χ) dos cartas sobre M , se dice que están Ck-

relacionadas si:

U ∩ V = ∅ (2.1)

o
φ ◦ χ−1 : χ(U ∩ V ) −→ φ(U ∩ V ),

χ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) −→ χ(U ∩ V ),
(2.2)

son funciones diferenciables de clase Ck.

Esta última condición asegura la diferenciabilidad de la variedad M , pues se

requiere que la composición entre los mapeos de las cartas, sean de clase Ck. Además,

la diferenciabilidad de las funciones que se pueden definir sobre la variedad, f :
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

M −→ R no dependerán de la carta elegida debido a que las cartas están Ck-

relacionadas. Al conjunto de funciones diferenciables de M en R se denota por

C∞(M).

Se requiere que todo el conjunto M sea cubierto por cartas, y como se puede

apreciar de la definición anterior, es posible que las cartas se empalmen. La colección

de todas las cartas {Ui, φi} que están Ck-relacionadas tales que M = U1 ∪U2 ∪ ... se

le conoce como Ck atlas sobre M . El conjunto M junto con su Ck atlas se conoce

como Ck variedad diferenciable y si k ≥ 1 se tiene una variedad diferenciable de

dimensión n.

Una vez introducido el concepto de una variedad diferenciable, es posible comen-

zar a definir estructuras con las que ya estamos familiarizados tales como curvas,

vectores, tensores, etc. pero ahora de forma más general, pues ya no estamos traba-

jando sobre Rn. Es por ello la motivación de las siguientes definiciones.

Definición 2.0.4. Sea M una Ck variedad, C : I −→ M es una curva diferencia-

ble de clase Cr en M si I es un subconjunto abierto de R y φ ◦ C es un mapeo

diferenciable de clase Cr para cada carta (U, φ) atlas de M .

Definición 2.0.5. Sea C una curva diferenciable en M , C : I −→ M con I ⊆ R y

f ∈ C∞(M). Si t0 pertenece al dominio de la curva; definimos al vector tangente a

la curva C en el punto C(t0), denotado por C ′t0 , como:

C ′t0 [f ] ≡ d

dt
(f ◦ C)

∣∣
t0
. (2.3)

Definición 2.0.6. Sea p ∈M . Un vector tangente a M en el punto p, es un mapeo

vp : C∞(M) −→ R que satisface lo siguiente:

vp [af + bg] = avp [f ] + bvp [g] ,

vp [fg] = f(p)vp [g] + g(p)vp [f ] ,
(2.4)

para f, g ∈ C∞(M), a, b ∈ R.

Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en el punto p se le denota por

TpM y forma un espacio vectorial que se conoce como espacio tangente a M en

p. Cabe mencionar que los vectores tagentes de la definición 2.0.5 cumplen con las

ecuaciones (2.4).

Además, se puede formar una base para TpM que poseé la siguiente estructura:

Definición 2.0.7. Si (U, φ) es una carta sobre M con coordenadas x1, x2, ..., xn y

p ∈ U , el conjunto
{(

∂
∂xi

)
p

}n
i=1

forman una base de TpM . Donde
(
∂
∂xi

)
p

es un vector

4



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

tangente a la variedad en el punto p y actúa sobre una función como sigue:(
∂

∂xi

)
p

[f ] ≡ Di(f ◦ φ−1)
∣∣
φ(p)

, (2.5)

para f ∈ C∞(M). En la ecuación (2.5), Di actúa como la derivada parcial con

respecto al i-ésimo argumento.

Dado que en un punto sobre una variedad diferencial tenemos una familia de

vectores tangentes, es conveniente introducir la definición de campos vectoriales y

algunas de sus propiedades.

Definición 2.0.8. Un campo vectorial X : M −→ TM es una función tal que a

cada punto de M le asigna un vector tangente X(p) ∈ TpM . El vector tangente

asociado al punto p también se denota por Xp.

Un campo vectorial no actúa únicamente sobre puntos en la variedad, también

puede actuar sobre funciones, es por ello que se presentan la siguientes definiciones:

Definición 2.0.9. Sea X un campo vectorial sobre M y f ∈ C∞(M), definimos la

función Xf como (Xf)(p) = Xp [f ]. Si la función X(f) es diferenciable, el campo

vectorial X es diferenciable. El conjunto de campos vectoriales diferenciables sobre

M se denota por X(M).

Debido a que Xp es un vector tangente a un punto, es posible escribir estos

vectores como combinación lineal de la base para el espacio tangente a p y se puede

demostrar que cualquier campo vectorial diferenciable se puede expresar como sigue:

X = X i ∂
∂xi

.

Definición 2.0.10. Sean X, Y ∈ X(M), se define el paretésis de Lie entre campos

vectoriales diferenciables sobre M como:

[X,Y] f ≡ X(Y(f))−Y(X(f)) ∀f ∈ C∞(M). (2.6)

Algunas propiedades asociadas al parentésis de Lie entre campos vectoriales di-

ferenciables que serán de utilidad, se presentan en el siguiente apartado.

Sea (U, φ) una carta sobre M con coordenadas x1, x2, ..., xn, se cumple que:[(
∂

∂xi

)
,

(
∂

∂xj

)]
= 0. (2.7)

Sean X,Y ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M)

[fX, gY] = fg [X,Y] + f(Xg)Y − g(Yf)X. (2.8)
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Una vez explicados los conceptos del espacio tangente a un punto sobre la va-

riedad y sus elementos, se introduce la definición del espacio dual a TpM y de igual

forma, se describen sus elementos.

El espacio cotangente (o espacio dual) a TpM se denota por T ∗pM y está confor-

mado por todas las transformaciones lineales de TpM a R; donde estas transforma-

ciones reciben el nombre de covectores o vectores covariantes y forman un espacio

vectorial.

Definición 2.0.11. Sean αp, βp ∈ T ∗pM , vp ∈ TpM y a ∈ R. Los elementos del

espacio cotangente pueden operarse de la siguiente manera:

(αp + βp)(vp) ≡ α(vp) + β(vp),

(aα)(vp) ≡ a(α(vp)).
(2.9)

Al igual que en el espacio tangente; sobre el espacio cotangente se introduce la

definición de campo covectorial sobre M y se enuncian algunas de sus propiedades.

Definición 2.0.12. Un campo covectorial α en M es un mapeo que asigna a cada

p ∈ M un elemento α(p) ∈ T ∗pM . El covector α(p) también puede escribirse como

αp.

Definición 2.0.13. Sea α un campo covectorial en M y X ∈ X, se define la función

α(X) como α(X)(p) ≡ αpXp. Si la función α(X) es diferenciable, el campo covecto-

rial α es diferenciable. El conjunto de campos covectoriales diferenciables en M se

denota por Λ1(M) y a sus elementos también se le conocen como 1-formas.

Definición 2.0.14. Se define el mapeo d : C∞(M) −→ Λ1(M) como la diferencial

de una función y está dado por df(p) ≡ dfp. La diferencial de una función f es un

campo covectorial o 1-forma que actúa como:

dfp(vp) ≡ vp[f ], (2.10)

para f ∈ C∞(M) y p ∈M .

De forma análoga que en el espacio tangente, se puede construir una base para

el espacio cotangente y tiene la siguiente forma:

Definición 2.0.15. Sea (U, φ) una carta sobre M con coordenadas x1, x2, ..., xn y

p ∈ U , el conjunto
{
dxip
}n
i=1

forman una base de T ∗pM y es la base dual de TpM , es

decir, se cumple que:

dxip

((
∂

∂xj

)
p

)
= δij. (2.11)
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

De forma similar a los vectores tangentes a un punto, es posible definir tensores

a un punto sobre la variedad a partir de las definiciónes de campos vectoriales y

covectoriales.

Definición 2.0.16. Un tensor mixto de tipo
(
k
l

)
en el punto p es un mapeo multi-

lineal tp : T ∗pM × T ∗pM × ...× T ∗pM︸ ︷︷ ︸
k veces

×TpM × TpM × ...× TpM︸ ︷︷ ︸
l veces

−→ R.

El conjunto de tensores de tipo
(
k
l

)
sobre p forma un espacio vectorial con las

siguientes operaciones:

(atp + bsp)(α1, ..., αk, v1, ..., vl) ≡ atp(α1, ..., αk, v1, ..., vl) + bsp(α1, ..., αk, v1, ..., vl),

(2.12)

para α1, ...αk ∈ T ∗pM , v1, ...vl ∈ TpM y a, b ∈ R.

Además, existe una operación entre tensores llamada producto tensorial y se

define a continuación:

Definición 2.0.17. Sea tp y sp tensores mixtos de tipo
(
k
l

)
y
(
m
n

)
respectivamente,

sobre p, el producto tensorial tp ⊗ sp está dado por:

(tp ⊗ sp)(α1, ..., αk, v1, ..., vl, αk+1, ..., αk+m, vl+1, ..., vl+n)

≡ tp(α1, ..., αk, v1, ..., vl)sp(αk+1, ...αk+m, vl+1, ..., vl+n),
(2.13)

para α1, ..., αk+m ∈ T ∗pM y v1, ..., vl+n ∈ TpM . El tensor tp ⊗ sp es de tipo
(
k+m
l+n

)
en

p.

En similitud con los campos vectoriales y covectoriales, existen los campos ten-

soriales y se definen a continuación.

Definición 2.0.18. Un campo tensorial t de tipo
(
k
l

)
en M es un mapeo que a

cada punto p ∈ M le asocia un tensor de tipo
(
k
l

)
en p. Un campo tensorial t de

tipo
(
k
l

)
es diferenciable si para X1, ...,Xl ∈ X(M) y α1, ..., αk ∈ Λ1(M), la función

t(α1, ...αk,X1, ...,Xl) : M −→ R, definida por:

[t(α1, ...αk,X1, ...,Xl)] (p) ≡ tp(α1(p), ...αk(p),X1(p), ...,Xl(p)) (2.14)

es diferenciable.

Cabe aclarar que se pueden formar campos tensoriales de tipo
(

0
k

)
y
(
k
0

)
, lo

cual implicaŕıa campos tensoriales evaluados únicamente en campos vectoriales o

campos covectoriales respectivamente. En particular, si tenemos un campo tensorial

de tipo
(

0
2

)
al evaluarse en un par de campos vectoriales se obtiene una función

t(X1,X2) : M −→ R.

7



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Dado que conocemos la base del espacio tangente y del espacio cotangente, es

posible expresar a cualquier campo tensorial t mixto de tipo
(
n
m

)
en función del

producto tensorial de las bases de TpM y T ∗pM de la siguiente forma:

t = t k l...n i j...mdx
i ⊗ ...⊗ dxm ⊗

(
∂

∂xk

)
⊗ ...⊗

(
∂

∂xn

)
, (2.15)

donde la expresión t k l...ni j...m son funciones que acompañan a la base del producto ten-

sorial entre campos vectoriales y covectoriales.

Es importante señalar que la ecuación (2.15) puede estar escrita únicamente en

terminos del producto tensorial de covectores o de campos vectoriales y esto depende

del rango del campo tensorial. Al conjunto de campos tensoriales diferenciables de

tipo
(
k
l

)
en M se denota por T kl (M).

Una de las herramientas que utilizaremos posteriormente es la derivada de Lie y

para ello, es necesario definir los grupos de uniparámetricos de transformaciones.

Definición 2.0.19. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo uniparamétrico de

transformaciones, ϕ sobre M es un mapeo diferenciable de M×R a M que satisface:

ϕ(x, 0) = x,

ϕ(ϕ(x, t), s) = ϕ(x, t+ s),
(2.16)

para x ∈M y t, s ∈ R.

Los grupos uniparamétricos de transformaciones forman un conjunto de curvas

sobre M , estos grupos tienen generadores infinitesimales que son campos vectoriales

tangentes a la familia de curvas.

Ahora, con el fin de reunir los elementos necesarios para presentar la derivada

de Lie, se requiere explicar el pullback de un campo tensorial.

Definición 2.0.20. Sea ψ : M −→ N un mapeo diferenciable. Si t es un campo

tensorial de tipo
(

0
k

)
en una variedad diferenciableN , el pullback de t bajo ψ denotado

por ψ∗t es un campo tensorial en M tal que:

(ψ∗t)p(up, ..., wp) ≡ tψ(p)(ψ∗pup, ..., ψ∗pwp), (2.17)

para up, ..., wp ∈ TpM y p ∈M .

Es preciso explicar que ψ∗pup se conoce como el Jacobiano de ψ en p y se define

como ψ∗p(vp) [f ] ≡ vp [f ◦ ψ] donde vp ∈ M y ψ∗p(vp) ∈ Tψ(p)N . Entonces, tenemos

un vector tangente en un punto p sobre M y mediante el jacobiano de ψ en p obtemos

un vector tangente en un punto pero ahora sobre N .

8



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

En conjunto, se tiene un campo tensorial t en N , este campo tensorial está siendo

evaluado en vectores tangentes a un punto sobre N , entonces, bajo el pullback, se

obtiene un campo tensorial sobre M evaluado ahora sobre vectores tangentes a un

punto de M .

En seguida, con las definiciones presentadas, se expone la derivada de Lie.

Definición 2.0.21. Sea ϕ un grupo uniparamétrico de transformaciones en M con

un generador infinitesimal X y sea t un campo tensorial de tipo
(

0
k

)
en M . Se define

la derivada de Lie de t con respecto de X como:

£Xt = ĺım
h→0

ϕ∗ht− t
h

, (2.18)

si el ĺımite existe.

De la definición anterior, se deben hacer las siguientes aclaraciones. En este caso,

ϕh es un mapeo sobre la misma variedad; es decir, ϕh : M −→ M y se define ϕh

como ϕh(x) ≡ ϕ(x, h). De modo que la derivada de Lie de un campo tensorial es un

nuevo campo tensorial.

Ahora, escribiremos una expresión de gran utilidad para obtener la derivada de

Lie de campos tensoriales de tipo
(

0
k

)
:

(£Xt)(Y1, ...,Yk) = X(t (Y1, ...,Yk))−
k∑
i=1

t (Y1, ..., [X,Yi] , ...,Yk) . (2.19)

Es posible escribir la ecuación (2.18) en función de sus componentes, ya que

recordemos que los campos tensoriales se pueden escribir como (2.15). Aśı, sea t un

campo tensorial de tipo
(

0
k

)
, donde t puede escribirse como t = ti...j dx

i ⊗ ... ⊗ dxj,
las componentes de la derivada de Lie de t se pueden escribir como:

£Xt =

(
X l∂ ti...j

∂xl
+ tl...j

∂X l

∂xi
+ ...+ ti...l

∂X l

∂xj

)
dxi ⊗ ...⊗ dxj. (2.20)

Las primeras y segundas ecuaciones estructurales de Cartan, son formas diferen-

ciales, es por ello que se realiza una pequeña revisión de formas diferenciales, derivada

exterior y algunas propiedades que serán de utilidad en los próximos caṕıtulos.

Definición 2.0.22. Sea M una variedad diferenciable. Una forma diferencial de

grado k o k-forma, ω, es un campo tensorial de tipo
(

0
k

)
tal que:

ω(X1, ...,Xi, ...,Xj, ...,Xk) ≡ −ω(X1, ...,Xj, ...,Xi, ...,Xk), (2.21)

para 1 ≤ i ≤ j ≤ k y X1, ...,Xi, ...,Xj, ...,Xk ∈ X(M).

9



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Es decir, las formas diferenciales son campos tensoriales totalmente antisimétri-

cos. El conjunto de k−formas en M se denota por Λk(M).

Cualquier campo tensorial t de tipo
(

0
k

)
puede definir una k−forma, al considerar

todas las permutaciones posibles sobre sus argumentos. El conjunto de todas las

permutaciones de los números (1, 2, ..., k) se denota por Sk y sgn σ denota el signo

de la permutación σ ∈ Sk. Con ello, definimos al operador llamado antisimetrización,

denotado por A que actúa sobre campos tensoriales y produce una k-forma:1

A t(X1, ...,Xk) ≡
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgn σ) t(Xσ(1), ...,Xσ(k)), (2.22)

para X1, ...,Xk ∈ X(M).

Al definir las k-formas diferenciales, se puede construir el producto entre estas.

Definición 2.0.23. Sea ω una k-forma y η una l-forma sobre M , el producto exterior

o producto wedge de ω con η se define como:

ω ∧ η ≡ A (ω ⊗ η). (2.23)

La forma diferencial obtenida del producto wedge es de grado
(

0
k+l

)
. Cabe aclarar

que se hace uso de A , dado que el producto tensorial de dos k-formas, no necesaria-

mente es antisimétrico y aśı, al definir el producto wedge de esta manera, se asegura

que el resultado también será una forma diferencial.

Las siguientes propiedades asociadas al producto wedge de k-formas nos serán

de utilidad en los caṕıtulos siguientes.

Propiedad 2.0.1. Sea f ∈ Λ0(M) una función, ω ∈ Λk(M) y η ∈ Λl(M), se tiene

lo siguiente:

ω ∧ (fη) = fω ∧ η. (2.24)

Propiedad 2.0.2. Sean a, b ∈ R, ω1, ω1 ∈ Λk(M) y η ∈ Λl(M), se tiene la lineali-

dad del producto wedge:

(aω1 + bω2) ∧ η = aω1 ∧ η + b ω1 ∧ η. (2.25)

Propiedad 2.0.3. Sean α, β ∈ Λ1(M), se satisface:

α ∧ β =
1

2
(α⊗ β − β ⊗ α). (2.26)

1Para mayor información del operador A se recomienda revisar el caṕıtulo 3 de la referencia
[8].
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Finalmente, la derivada exterior es el último concepto que se abarca en este

caṕıtulo; su revisión es de importancia pues es necesaria para la comprensión de las

ecuaciones estructurales de Cartan.

Definición 2.0.24. Sea ω una k-forma sobre M , su derivada exterior, dω está dada

por:

(k + 1)dω(X1, ...,Xk+1) ≡
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, ..., X̂i, ...,Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi,Xj] ,X1, ..., X̂i, ...X̂j, ...,Xk+1),

(2.27)

para X1, ...,Xk + 1 ∈ X(M) donde el śımbolo ˆ indica la ausencia del campo Xi.

Es relevante hacer notar que la derivada exterior de una k-forma devuelve una

(k + 1)-forma; es decir, aumenta el grado de la forma diferencial.

Las propiedades de la derivada exterior que son de nuestro interés se enumeran

a continuación:

Propiedad 2.0.4. Sea f ∈ Λ0(M) y X ∈ X(M); la derivada exterior de f está dada

por:

df(X) = Xf. (2.28)

Propiedad 2.0.5. Sea ω ∈ Λk(M) una k-forma, entonces:

d2ω = d(dω) = 0. (2.29)

Propiedad 2.0.6. Sea α ∈ Λ1(M) y X,Y ∈ X(M), la derivada exterior de α es la

siguiente:

2dα(X,Y) = X(α(Y))−Y(α(X))− α([X,Y]). (2.30)

Propiedad 2.0.7. Sea ω ∈ Λk(M) y η ∈ Λl(M), se define la derivada exterior del

producto wedge entre k-formas como:

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη. (2.31)

Como puede apreciarse, sobre variedades diferenciables es posible definir nume-

rosas entidades que ya eran conocidas del cálculo vectorial; con esta recopilación de

los conceptos elementales se pretende lograr una mayor comprensión del siguiente

caṕıtulo. También se espera que se tenga una idea clara de los objetos con los que

se trabajará posteriormente y se comprenda cómo es que estos actúan sobre los

elementos aqúı definidos.
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Caṕıtulo 3

Estructuras definidas sin torsión

La torsión es el concepto principal que se desea enunciar, pues se pretende realizar

una comparativa entre elementos construidos sobre una variedad diferencial con

torsión igual a cero y cuando está presente.

En este caṕıtulo, una vez definido el concepto de torsión, se expodrá una conexión

especial llamada conexión Levi-Civita, el transporte paralelo de un campo vectorial,

las curvas geodésicas sobre una variedad, campos vectoriales de Killing y el tensor de

curvatura, exhibiendo las propiedades que se cumplen únicamente cuando la torsión

es cero.

3.1. Conexión sobre una variedad diferenciable

Para lograr exponer el concepto de torsión, es necesario introducir una nueva

estructura conocida como conexión sobre una variedad, pues la torsión depende de

la conexión establecida. Es por ello que se enuncia la siguiente definición.

Definición 3.1.1. Una conexión1, ∇ en M asigna a cada X ∈ X(M) un operador

∇X que actúa sobre un campo vectorial Y ∈ X(M); el resultado de esta operación

es un campo vectorial denotado por ∇XY y se conoce como la derivada covariante

de Y con respecto de X.

Si elegimos una carta sobre M , la derivada covariante de Y con respecto de X

toma una forma espećıfica de acuerdo a la base elegida, entonces sea (x1, x2, ..., xn)

el sistema de coordenadas asociado a una carta sobre M en alguna vecindad U ⊂M ,

se tiene que:

∇XY = X i
(∂Y k

∂xi
+ Γ

k

jiY
j
) ∂

∂xk
, (3.1)

donde Γ
k

ji son n3 funciones diferenciables que describen la conexión.

1En esta tesis se denotará a una conexión arbitraria como ∇ a diferencia de la referencia [8]
donde se denota por ∇, esta diferencia entre notaciones es para evitar ambigüedad pues hablaremos
de dos conexiones más.
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Por ser de utilidad más adelante, incluiremos la siguiente notación:

∇iY
k ≡ ∂Y k

∂xi
+ Γ

k

jiY
j. (3.2)

La derivada covariante se puede definir también para campos tensoriales de tipo(
0
k

)
, como sigue:

Definición 3.1.2. Sea t un campo tensorial de rango
(

0
k

)
y X ∈ X(M), se define

∇Xt como la derivada covariante de t con respecto de X de la siguiente manera:

X(t(Y1, ...,Yk)) = (∇Xt)(Y1, ...,Yk) +
k∑
i=1

t(Y1, ...,Yi−1,∇XYi,Yi+1, ...,Yk),

(3.3)

para Y1, ...Yk ∈ X(M).

La derivada covariante de t con respecto de X es un campo tensorial de tipo
(

0
k

)
.

Recordemos que en el caso de la derivada de Lie para campos tensoriales, al ser

£Xt un campo tensorial, pudimos expresar (2.18) en función de sus componentes

(2.20); entonces de manera similar, es posible expresar la derivada covariante de un

campo tensorial en función de sus componentes, pues ∇Xt es un campo tensorial.

Definición 3.1.3. Sea (x1, ...xn) un sistema de coordenadas locales, X = X i ∂
∂xi

cualquier campo vectorial y t un campo tensorial de tipo
(

0
k

)
. Si expresamos a t como

(2.15), la derivada covariante de t con respecto de X en función de sus componentes

se define como

∇Xt = Xk

(
∂ti...j
∂xk

− Γ
m

ik tm...j − ...− Γ
m

jk ti...m

)
dxi ⊗ ...⊗ dxj. (3.4)

Usualmente a las componentes de la expresión anterior se les denota por∇k ti...j =
∂ti...j
∂xk
−Γ

m

ik tm...j− ...−Γ
m

jk ti...m. Esta expresión es de importancia, pues como se verá

más adelante, el uso de las componentes de un campo tensorial es de utilidad.

A continuación, se presentan las propiedades que cumple la derivada covariante

para campos vectoriales.

Propiedad 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable, X,Y,Z ∈ X(M), f ∈ C∞(M)

y a, b ∈ R:

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ, (3.5)

∇X(fY) = f∇X(Y) + (Xf)Y, (3.6)

∇aX+bYZ = a∇XZ + b∇YZ, (3.7)

∇fXY = f∇XY. (3.8)
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Las propiedades de la derivada covariante para campos tensoriales son análogas

a las anteriores.

3.2. Definición de Torsión

Una vez establecido el concepto de la derivada covariante o conexión, es posible

presentar la definición de torsión de una conexión.

Definición 3.2.1. La torsión de una conexión es un mapeo T : X(M)×X(M) −→
X(M) y está dado por la expresión:

T (X,Y) = ∇XY −∇YX− [X,Y] , (3.9)

donde X,Y ∈ X(M).

La torsión al ser evaluada en un par de campos vectoriales da como resultado un

campo vectorial y sabemos que los campos tensoriales al ser evaluados en campos

vectoriales dan lugar a funciones (ver ecuación (2.14)), de modo que T en (3.9) no

es campo tensorial. Sin embargo, T es equivalente a un campo tensorial T̃ de tipo(
1
2

)
dado por T̃ (X,Y, α) ≡ α(T (X,Y)). Teniendo esto en consideración, surge de

forma natural la definición de la 2-forma de torsión.

Sean {e1, e2, ..., en} 2 una base de campos vectoriales diferenciables y {θ1, θ2, ..., θn}
la base dual asociada a los campos vectoriales; es posible definir las 2-formas de tor-

sión T i con respecto a una base de campos vectoriales diferenciables

T i(X,Y) ≡ 1

2
θi (T (X,Y)) , (3.10)

con i = 1, ..., n.

De la expresión anterior, se obtienen las primeras ecuaciones estructurales de

Cartan, sin embargo para obtenerlas es necesario definir las formas de conexión.

Definición 3.2.2. Sea ∇ una conexión definida sobre M y sean {e1, e2, ..., en} una

base de campos vectoriales diferenciables, se definen las formas de conexión con

respecto a una base

Γi j(X) ≡ θi(∇Xej), (3.11)

o de forma equivalente:

∇Xei = Γj i(X)ej, (3.12)

2La base de campos vectoriales utilizada hasta el momento era
{ (

∂
∂xi

)
p

}n
i=1

, esta base de

campos es holonómica, lo cual significa que está asociada a un sistema de coordenadas; en la base
referida actualmente, se da la posibilidad de que la base sea no-holonómica. Para un análisis más
profundo de bases holonómicas y no holonómicas se recomienda consultar el caṕıtulo 5, sección 3
de la referencia [8].
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para X ∈ X(M).

Es importante hacer notar que las formas de conexión definen a las funciones

Γ
i
jk, mediante la relación Γ

i
jk ≡ Γi j(ek) o con la expresión Γi j ≡ Γ

i
jkθ

k, donde

ambas expresiones son equivalentes.

Ahora, sustituyendo la ecuación (3.9) en la ecuación (3.10):

T i(X,Y) =
1

2
θi (T (X,Y)) ,

=
1

2
θi
(
∇XY −∇YX− [X,Y]

)
,

=
1

2

(
θi(∇XY)− θi(∇YX)− θi ([X,Y])

)
,

utilizando la ecuación (3.3) podemos escribir: θi(∇XY) = X(θi(Y))−∇Xθ
i(Y), al

igual que el segundo términos y sustituirlos en la ecuación anterior:

T i(X,Y) =
1

2

(
X(θi(Y))−∇Xθ

i(Y)−Y(θi(X)) +∇Yθ
i(X)− θi ([X,Y])

)
,

y haciendo uso de ∇Xθ
i = −Γi j(X)θj3 junto con las propiedades (2.30) y (2.26):

T i(X,Y) =
1

2

[
X(θi(Y))−∇Xθ

i(Y)−Y(θi(X)) +∇Yθ
i(X)− θi ([X,Y])

]
=

1

2

[
2dθi(X,Y) + Γi j(X)θj(Y)− Γi j(Y)θi(X)

]
,

se obtienen las primeras ecuaciones estructurales de Cartan4

T i = dθi + Γi j ∧ θj. (3.13)

La ecuación (3.13) muestra de una forma más evidente que las primeras ecuacio-

nes estructurales de Cartan relacionan dos 2-formas pues como se dijo en el caṕıtulo

anterior, la derivada exterior de una 1-forma (en nuestro caso, las componentes de

la base dual θi son 1-formas) da como resultado una 2-forma, además el produc-

to wedge del lado derecho de la ecuación (3.13) es operado entre 1-formas, lo cuál

también da como resultado una 2-forma.

Ahora, dado que la torsión es equivalente a un campo tensorial es posible hablar

de las componentes de la torsión en términos de una base.

Propiedad 3.2.1. Sean X y Y dos campos vectoriales diferenciables tales que

X = X i
(
∂
∂xi

)
y Y = Y j

(
∂
∂yj

)
, entonces, se define T (X,Y) = X i Y j T k ij

(
∂
∂xk

)
,

3Véase la referencia [8], caṕıtulo 5.
4El desarrollo de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan se presenta en la referencia

[8].
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donde

T k ij = Γ
k

ji − Γ
k

ij, (3.14)

son las componentes de la torsión 5.

Las componentes de la torsión se obtienen al sustituir X = X i
(
∂
∂xi

)
y Y =

Y j
(

∂
∂yj

)
en la ecuación (3.9):

T (X,Y) = ∇Xi( ∂

∂xi
)Y

j

(
∂

∂yj

)
−∇

Y j
(

∂

∂yj

)X i

(
∂

∂xi

)
−
[
X i

(
∂

∂xi

)
, Y j

(
∂

∂yj

)]
,

de tal forma que usando las propiedades del parentésis de Lie (2.8) y (2.7) además de

las propiedades (3.8), (3.6) y que ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γ
k

ji
∂
∂xk

, se obtiene la expresión (3.14).

Existe otra forma de escribir las 2-formas de torsión (3.10) tomando en cuenta

que toda 2-forma puede escribirse como ω = ωij θ
i ∧ θj (ver referencia [8] caṕıtulo

3) y que T (ei, ej) = T k ijek; entonces podemos escribir T i como:

T i =
1

2
T i jk θ

j ∧ θk. (3.15)

Finalmente, una propiedad de gran relevancia es la antisimetŕıa entre los ı́ndices

i, j de las componentes de la torsión, es decir:

T k ij = −T k ji, (3.16)

dicha propiedad se puede directamente de la ecuación (3.14).

5En nuestra referencia principal [8], las componentes de la torsión se representan como T k
ij , sin

embargo en los demás art́ıculos ([4], [6], [1] y [7]) las componentes de T se denotan por T k
ij , es

decir se denotan como las componentes de un campo tensorial. Para usar la notación T k
ij , hemos

de demostrar que las componentes de la torsión dadas por la expresión (3.14) se transforman como

las componentes de un tensor. Según [8] en el caṕıtulo 5 pág 111, las funciones Γ
k

ij se transforman
de acuerdo a la siguiente expresión:

Γ
′k
ji =

∂xl

∂x′j
∂xm

∂x′i
∂x′k

∂xh
Γ
h

lm +
∂2xl

∂x′i∂x′j
∂x′k

∂xl
.

Aśı, evaluando la ecuación T ′k ij = Γ
′k
ji − Γ

′k
ij , obtendremos lo siguiente:

T ′k ij = Γ
′k
ji − Γ

′k
ij =

∂xl

∂x′j
∂xm

∂x′i
∂x′k

∂xh
Γ
h

lm +
∂2xl

∂x′i∂x′j
∂x′k

∂xl
− ∂xl

∂x′i
∂xm

∂x′j
∂x′k

∂xh
Γ
h

lm︸ ︷︷ ︸
m−→l, l−→m

− ∂2xm

∂x′j∂x′i
∂x′k

∂xm︸ ︷︷ ︸
m−→l

⇒ T ′k ij =

(
∂xl

∂x′j
∂xm

∂x′i
∂x′k

∂xh

)(
Γ
h

lm − Γ
h

ml

)
=

(
∂xl

∂x′j
∂xm

∂x′i
∂x′k

∂xh

)
Th

ml,

donde el término que acompaña a las componentes Th
ml es la forma en la que se transforman los

campos covectoriales y vectoriales respectivamente; para mayor información consultar caṕıtulo 1
sección 3 y 4 de la referencia [8].

Por lo tanto, las componentes de T se transforman tensorialmente y podemos hacer el cambio
de notación T k

ij por T k
ij .
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Es necesario definir la torsión pues si es no-nula sobre una variedad diferencial,

algunas estructuras definidas sobre esta cambian con respecto a variedades diferen-

ciables que tienen T = 0. Que la torsión sea igual a cero quiere decir que dados

cualesquiera dos campos vectoriales diferenciables valuados en T , el campo resul-

tante es 0 o en términos de la ecuación (3.14) si las componentes de la torsión son

iguales a cero, la torsión será nula y esta condición implicaŕıa que los ı́ndices i, j en

las funciones Γ
k

ij sean simétricos.

En lo anterior hemos presentado formas equivalentes de definir la torsión, don-

de hemos visto que las ecuaciones (3.10), (3.13) y (3.14) relacionadas a la torsión

surgen de manera natural y están basadas en la definición (3.9); dichas ecuaciones

están relacionadas, pues conociendo la 2-forma de torsión o las primeras ecuaciones

estructurales de Cartan es posible conocer la torsión de una conexión sobre una

variedad.

3.3. Conexión Levi-Civita

En la sección (3.1) se ha presentado una definición general de conexión sobre

una variedad diferenciable, sin embargo en esta sección presentaremos la conexión

de Levi-Civita, esta conexión es especial pues se tiene únicamente cuando T = 0

y además las funciones Γ
k

ij tienen una forma particular que surgen de la misma

condición que se impone a esta conexión.

Antes de describir la conexión de Levi-Civita es necesario introducir la definición

de una nueva estructura conocida como tensor métrico, pues hasta el momento hemos

descrito el estudio de variedades diferenciables sin hacer uso del mismo, sin embargo

nos será de utilidad, pues es necesario para establecer una relación entre el espacio

tangente y el espacio cotangente, el estudio de los campos vectoriales de Killing y

otras estructuras de importancia.

Definición 3.3.1. Sea M una variedad diferenciable; definimos el tensor métrico g

como un campo tensorial simétrico de tipo
(

0
2

)
, es decir:

gp(vp, wp) = gp(wp, vp), (3.17)

para vp, wp ∈ TpM .

Si además g es definido positivo; esto es:

gp(vp, vp) ≥ 0, si vp 6= 0, (3.18)

para vp ∈ TpM , se dice que M es una variedad propiamente Riemanniana. Por

otro lado, si el tensor métrico es no definido positivo, entonces, M es una variedad
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pseudo-Riemanniana.

Dado que g es un campo tensorial, puede escribirse como

g = gij dx
i ⊗ dxj, (3.19)

donde se ha elegido un sistema de coordenadas locales (x1, x2, ..., xn) en M . En la

ecuación anterior gij representa las funciones que acompañan a la base de cam-

pos tensoriales y están dadas por la expresión gij = g
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
. Dichas funciones

representan una matriz cuadrada de n× n componentes.

Dado que el determinante de la matriz (gij) es diferente de cero, pues g es no

singular, la matriz (gij) tiene inversa (la matriz inversa también es simétrica en sus

entradas). Si expresamos las componentes de la matriz inversa por gjk se tiene la

relación

gij g
jk = δik. (3.20)

La existencia de la matriz inversa gij nos permite establecer una relación lineal

entre campos vectoriales diferenciables y campos covectoriales o 1-formas; dicha

relación puede verse como un isomorfismo entre el espacio tangente y el espacio

cotangente. Este isomorfismo se conoce como subida de ı́ndices y bajada de ı́ndices

y en términos de las componentes de los campos vectoriales y covectoriales estas

operaciones se expresan como

Xj =Xig
ij, (3.21)

Xi =Xjgij, (3.22)

donde ahora la distinción entre campos vectoriales y campos covectoriales se hace

mediante el acomodo de los ı́ndices. En este caso, las componentes con ı́ndice superior

X i denotan las componentes de campos vectoriales y las componentes con ı́ndice

inferior Xi denotan las componentes de campos covectoriales. Esta operación de

subida y bajada de ı́ndices nos será de utilidad para definir el tensor de Ricci y el

escalar de curvatura sin torsión y con torsión.

Una vez establecida la definición del tensor métrico presentamos la conexión

Levi-Civita sobre la cual definiremos las estructuras posteriores.

Definición 3.3.2. Sea M una variedad Riemanniana, existe una conexión ∇ llama-

da Conexión de Levi-Civita, donde T = 0 y además ∇X g = 0 para todo X ∈ X(M).

El tensor métrico se utiliza para definir la longitud de vectores tangentes, es por

ello que es importante señalar que la condición ∇X g = 0, implica que la norma de

un vector tangente sea preservada bajo el transporte paralelo a lo largo de cualquier

curva. Además, dichas condiciones conllevan a las siguientes propiedades:
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De la condición ∇X g = 0, y usando la ecuación (3.3):

X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ), (3.23)

para X,Y,Z ∈ X(M).

A la expresión ∇Xg = 0 y la ecuación anterior se les conoce como condición

métrica y haremos uso de ella en el próximo caṕıtulo.

De la condición T = 0, usando la primera definición de torsión, ecuación (3.9):

[X,Y] = ∇XY −∇YX, (3.24)

para X,Y ∈ X(M).

Ahora, utilizando las ecuaciones (3.23) y (3.24) se puede probar que la conexión

Levi-Civita es única construyendo la conexión basada en la elección de los campos

vectoriales y el tensor métrico. Con ello, obtemos la expresión

2g (∇XY,Z) =X(g(Y,Z)) + Y(g(Z,X))− Z(g(X,Y))

− g (Z, [Y,X])− g (Y, [X,Z])− g (X, [Y,Z]) ,
(3.25)

para X,Y,Z ∈ X(M).

La ecuación anterior define la conexión, pues el lado derecho de la ecuación no

tiene dependencia de ∇, es decir, estamos definiendo ∇XY a partir de X,Y y Z.

Recordemos que la definición de derivada covariante o conexión (3.1) depende

de las funciones Γkij; en este caso, la conexión Levi-Civita, se define a partir de

los śımbolos de Christoffel con respecto a una base holonómica. Para obtenerlos,

hacemos uso de la ecuación (3.25); dado que estamos haciendo uso de una base

holonómica, X =
(
∂
∂xi

)
, Y =

(
∂
∂xj

)
, Z =

(
∂
∂xk

)
, haciendo uso también de gij =

g
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
y (2.7), se obtiene

Γ l
ji =

1

2
gkl
(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
. (3.26)

De la ecuación anterior, se puede ver que los śımbolos de Christoffel son simétricos

en los ı́ndices i, j, lo cuál concuerda con lo que se obtiene de la expresión (3.14) en

el caso T = 0.

3.4. Transporte Paralelo y Geodésicas

El transporte paralelo sobre una variedad diferenciable se construye a partir de la

derivada covariante; es un isomorfismo entre espacios tangentes a diferentes puntos
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unidos mediante una curva.

Definición 3.4.1. Sea C una curva diferenciable sobre M y Y un campo vectorial,

se dice que Y es paralelo a śı mismo a lo largo de una curva C si se cumple que

∇C′Y = 0.

De esta definición y haciendo uso de las ecuaciones (3.1) y (2.3), se puede obtener

el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

d(Y k ◦ C)

dt
+
d(xi ◦ C)

dt
(Γ

k

ji ◦ C)(Y j ◦ C) = 0, (3.27)

que se cumple si y sólo si, un campo vectorial Y es paralelo a śı mismo a lo largo

de la curva C.

La solución de las ecuaciones (3.27) dan como resultado las componentes del

campo vectorial que ha sido transportado a lo largo de una curva C de un punto

C(t0) a C(t). Las componentes del campo iniciales y finales pueden representarse

como vectores columna y el isomorfismo puede ser escrito como una matriz, donde

sus entradas están conformadas por las componentes del campo vectorial que ha

sido transportado, formando aśı una ecuación matricial.

Ahora, una vez definido el transporte paralelo, es posible definir el transporte

paralelo de los vectores tangentes a una curva sobre la misma. Estas curvas se

conocen como geodésicas.

Definición 3.4.2. Sea C una curva diferenciable sobre M , se dice que C es una

geodésica si ∇C′C ′ = 0.

Comparando con la definición 3.4.1 notamos cierta similitud; en este caso el

campo vectorial transportado es el conjunto de vectores tangentes a C. Sabemos

que los vectores tangentes a una curva se expresan como (2.3), entonces al igual

que en el caso del transporte paralelo, se puede obtener un sistema de ecuaciones

diferenciales, siendo este de segundo orden:

d2(xk ◦ C)

dt2
+ (Γ

k

ji ◦ C)
d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
= 0, (3.28)

de la presente ecuación vemos que el sistema de ecuaciones diferenciales es para las

funciones xi ◦C; entonces, si es posible resolver este sistema, la solución correspon-

deŕıa a las componentes de una curva geodésica.

Cabe resaltar que tanto el sistema de ecuaciones diferenciales (3.27) que corres-

ponden al transporte paralelo, como el correspondiente al de las curvas geodésicas

(3.28), tienen dependencia de las funciones Γ
k

ji, esto es de importancia, pues estas

funciones están ampliamente relacionadas con la torsión como ya se mencionó y
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en el caso de la conexión Levi-Civita, estas funciones están dadas por la expresión

correspondiente a los śımbolos de Christoffel (3.26).

Por último, es importante hacer notar que en la ecuación (3.28) sólo contribuye

la parte simétrica de las Γ
k

ij, lo cuál se puede ver si descomponemos a Γ
k

ij en su

parte simétrica y antisimétrica; posteriormente tal descomposición la sustituimos en

la ecuación (3.28), donde después de un desarrollo algebraico se obtiene que la parte

antisimetŕıca se cancela y entonces en dicha ecuación únicamente se toma en cuenta

la parte simétrica de las Γ
k

ij.

3.5. Campos vectoriales de Killing

Los campos vectoriales de Killing son de importancia en la f́ısica ya que son

los generadores infinitesimales de isometŕıas las cuales son transformaciones entre

variedades o sobre la misma variedad que preservan cantidades dadas por el tensor

métrico.

Definición 3.5.1. Sea M1 y M2 variedades Riemannianas con g1 y g2 sus tenso-

res métricos asociados respectivamente. Un difeomorfismo ψ : M1 −→ M2 es una

isometŕıa si

ψ∗g2 = g1. (3.29)

Teniendo en cuenta la definición anterior y la derivada de Lie (2.18) presentada

en el caṕıtulo anterior, definimos los campos vectoriales de Killing.

Definición 3.5.2. Sea ϕ un grupo uniparamétrico de transformaciones sobre una

variedad Riemanniana M , tal que cada transformación ϕt : M −→ M es una iso-

metŕıa. Si X es el generador infinitesimal de ϕ, se tiene:

£Xg = ĺım
t→0

ϕ∗tg − g
t

= 0. (3.30)

A los campos vectoriales que satisfacen la ecuación anterior se le conocen como

campos vectoriales de Killing y el conjunto de estos campos vectoriales está denotado

por K(M).

Recordemos que el pullback de un campo tensorial sobre una variedad nos da

el campo tensorial sobre otra variedad, en este caso, dado que la isometŕıa es un

mapeo sobre la misma variedad, la expresión (3.30) representa que el cambio de

dos vectores tangentes sobre M bajo la acción del tensor métrico debe permanecer

constante.

Dado que estamos interesados en el caso en que T = 0, podemos tomar el caso

particular de definir los campos vectoriales de Killing para la conexión Levi-Civita
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mencionada anteriormente haciendo uso de la condición métrica (3.23) y (3.24),

entonces se dice que X es un campo vectorial de Killing si y sólo si

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0, (3.31)

para X,Y,Z ∈ X(M).

Sin embargo, de forma más general (es decir, para cualquier conexión) y similar al

transporte paralelo y a las curvas geodésicas, la ecuación (3.30) se puede escribir co-

mo un sistema de ecuaciones diferenciales que deben cumplir los campos vectoriales

de Killing. Auxiliándonos de la ecuación (2.20):

Xk ∂gij
∂xk

+ gkj
∂Xk

∂xi
+ gik

∂Xk

∂xj
= 0, (3.32)

donde Xk son las componentes del generador infinitesimal de ϕ y X ∈ X(M). Es

importante recordar que al ser g un campo tensorial, este puede ser escrito como

lo indica la ecuación (3.19). Aśı, al solucionar (3.32) obtenemos las componentes de

los campos vectoriales de Killing. Donde nuevamente de forma particular, haciendo

uso de la conexión Levi-Civita, hallamos una condición que debe cumplir X para

ser un campo vectorial de Killing6:

∇iXj +∇jXi = 0. (3.33)

Las ecuaciones (3.31) y (3.33) representan las expresiones que deben cumplir los

campos vectoriales de Killing haciendo uso de la conexión Levi-Civita. Es importante

tener en cuenta estas expresiones pues en el próximo caṕıtulo obtendrémos versiones

análogas a estas expresiones pero que dependerán de las componentes de T.

3.6. Tensor de Curvatura

El tensor de curvatura tiene formas alternas de representarse. La primera forma

del tensor de curvatura que se presenta está dada (al igual que el tensor de torsión)

en términos de la derivada covariante.

Definición 3.6.1. El tensor de curvatura denotado como R asociado a una conexión

∇ es un mapeo que a cada par de campos vectoriales X,Y ∈ X(M) asocia un

operador tal que R(X,Y) : X(M) −→ X(M), donde R está dado por la siguiente

expresión:

R(X,Y) = ∇X∇Y −∇Y∇Z −∇[X,Y]. (3.34)

6El desarrollo de la ecuación (3.33) es similar al de los campos vectoriales de T-Killing que se
dará en el próximo caṕıtulo, mismo donde se explica el cambio de supeŕındices a ı́ndices.
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Se ha dicho que R es un campo tensorial; sin embargo, al igual que en la definición

de torsión, sabemos que los campos tensoriales al ser evaluados en campos vectoriales

dan lugar a una función, mientras que la definición anterior nos dice que el “tensor”de

curvatura al ser evaluado da lugar a un operador. No obstante, R es equivalente a

un campo tensorial R̃ de tipo
(

1
3

)
dado por R̃(X,Y,Z, α) ≡ α(R(X,Y)Z).

La ecuación (3.34) se ha definido para ser aplicada a un campo vectorial dife-

renciable; sin embargo existe también un operador de cuvatura que se aplica a un

campo tensorial t de tipo
(

0
k

)
donde la definición de R es análoga a la dada por la

ecuación (3.34).

Ahora, al igual que en el caso de la torsión, se define la 2-forma de curvatura

como sigue. Sean {e1, e2, ..., en} una base de campos vectoriales diferenciables, donde

{θ1, θ2, ..., θn} es la base dual de los campos vectoriales; es posible definir la 2-forma

de curvatura R i
j con respecto a una base de campos vectoriales diferenciables

R i
j(X,Y) ≡ 1

2
θi (R(X,Y)ej) . (3.35)

Entonces, sustituyendo (3.34) en la ecuación (3.35):

R i
j(X,Y) =

1

2
θi
(
∇X∇Yej −∇Y∇Xej −∇[X,Y]ej

)
, (3.36)

sustituyendo la ecuación (3.12):

R i
j(X,Y) =

1

2
θi
[
∇X

(
Γk j(Y)ek

)
−∇Y

(
Γk j(X)ek

)
− Γk j([X,Y])ek

]
, (3.37)

usando las ecuaciones (3.6), (3.12), (3.11), (2.30) y (2.26)

Ri
j =

1

2
θi
[
X
(
Γkj(Y)

)
ek + Γkj(Y)∇Xek

−Y
(
Γkj(X)

)
ek − Γkj(X)∇Yek − Γkj ([X,Y]) ek

]
(3.38)

=
1

2
θi
[
X
(
Γkj(Y)

)
ek + Γ`j(Y)Γk`(X)ek

−Y
(
Γkj(X)

)
ek − Γ`j(X)Γk`(Y)ek − Γkj ([X,Y]) ek

]
(3.39)

=
1

2

[
X
(
Γkj(Y)

)
+ Γ`j(Y)Γk`(X)

−Y
(
Γkj(X)

)
− Γ`j(X)Γk`(Y)− Γkj ([X,Y])

]
δik (3.40)

=
1

2

[
X
(
Γi j(Y)

)
+ Γi `(X)Γ`j(Y)

−Y
(
Γi j(X)

)
− Γi `(Y)Γ`j(X)− Γi j ([X,Y])

]
(3.41)

=
1

2

[
2dΓi j(X,Y) + 2Γi ` ∧ Γ`j(X,Y)

]
(3.42)

=dΓi j(X,Y) + Γi ` ∧ Γ`j(X,Y), (3.43)
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con lo cual, obtenemos las segundas ecuaciones estructurales de Cartan7

R i
j = dΓi j + Γi k ∧ Γk j. (3.44)

Y haciendo un análisis completamente similar al dado en la ecuación (3.13), se

puede apreciar claramente que las segundas ecuaciones estructurales de Cartan son

una igualdad entre 2-formas.

La siguiente propiedad muestra cómo se representan las componentes de la cur-

vatura en términos de una base.

Propiedad 3.6.1. Sean X,Y,Z ∈ X(M) donde X = X i
(
∂
∂xi

)
, Y = Y j

(
∂
∂yj

)
y Z = Zk

(
∂
∂zk

)
, entonces R(X,Y)Z = X iY jZkRm

kij

(
∂

∂xm

)
, donde Rm

kij son las

componentes de la curvatura:

Rm
kij =

∂Γ
m

kj

∂xi
− ∂Γ

m

ki

∂xj
+ Γ

m

li Γ
l

kj − Γ
m

lj Γ
l

ki. (3.45)

Bajo el mismo argumento que en la ecuación (3.15) para las 2-formas de torsión,

la 2-forma de curvatura se puede escribir como:

Ri
j =

1

2
Ri

jkl θ
k ∧ θl. (3.46)

Las componentes de la curvatura definidas anteriormente junto con el tensor

métrico van a ser de utilidad para definir el tensor de Ricci y el escalar de curvatura.

Además, vemos que las componentes de la curvatura dadas por la expresión (3.45)

dependen únicamente de las funciones Γ
k

ij, entonces en el caso de la conexión Levi-

Civita, estas funciones se obtienen a partir de la ecuación (3.26).

Ahora, vamos a utilizar el tensor de curvatura definido en términos de sus com-

ponentes con respecto a una base y la conexión Levi-Civita, para definir algunas

propiedades del tensor de curvatura, para ello, primero vamos a definir la bajada de

ı́ndices como:

Rijkl ≡ gimR
m
jkl. (3.47)

Ahora, de la ecuación (3.34), se puede apreciar que R(X,Y) = −R(Y,X); esto

implica que de (3.45) se puede obtener que Ri
jkl = −Ri

jlk y usando la expresión

(3.47), se tiene que

Rijkl = −Rijlk. (3.48)

Haciendo uso de las segundas ecuaciones estructurales de Cartan (3.44), defi-

niremos la bajada de ı́ndices para presentar otra propiedad de antisimetŕıa en los

7Este desarrollo puede verse en la referencia [8].
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ı́ndices de las componentes de la curvatura.

Rij ≡ gik R k
j. (3.49)

Con la ecuación anterior, definiendo la bajada de ı́ndices de las formas de cone-

xión Γij ≡ gikΓ
k
j y haciendo uso de Γij = −Γji

8, mediante desarrollo algebraico en

(3.44), se obtiene que Rij = −Rji, lo cual de la ecuación (3.46), se puede ver que

Rijkl = −Rjikl. (3.50)

Además, si T = 0 se cumple la siguiente propiedad para las componentes de la

curvatura:

Ri
jkl +Ri

klj +Ri
ljk = 0, (3.51)

la expresión anterior se expresa usualmente como Rl
[ijk] = 0 y también se puede

expresar en términos de sus componentes covariantes.

Utilizando la ecuación anterior, se obtiene la simetŕıa entre pares de ı́ndices de

las componentes de la curvatura:

Rijkl = Rklij. (3.52)

Ecuaciones análogas a (3.51) y (3.52) se obtendrán de forma más general (en

caso de torsión no nula) en el siguiente caṕıtulo; ese mismo desarrollo restringido a

T = 0 se utiliza para llegar a (3.51) y (3.52); sin embargo es importante mencionar

que dichas ecuaciones no se cumplen para T 6= 0.

3.6.1. Tensor de Ricci y Escalar de Curvatura

Hasta ahora, se ha podido apreciar que el manejo de tensores haciendo uso de sus

componentes nos ha permitido obtener expresiones y propiedades importantes; aśı

que continuando con el uso de las componentes de la curvatura podemos construir

otro tensor conocido como tensor de Ricci

Definición 3.6.2. Se define el Tensor de Ricci como un campo tensorial de tipo(
0
2

)
cuyas componentes se denotan por Rij y están dadas como:

Rij ≡ Rk
ikj = gklRlikj; (3.53)

8Esta propiedad se obtiene al hacer uso de bases ŕıgidas, sin embargo, dado que Ri
j es un

campo tensorial, esta antisimetŕıa se cumple para cualquier base. Para mayor información de bases
ŕıgidas y la obtención de esta propiedad, consúltese el caṕıtulo 6, sección 2 de la referencia [8].
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además, como consecuencia de (3.52) se cumple que el tensor de Ricci es simétrico:

Rij = Rji. (3.54)

A partir de las componentes del tensor de Ricci se define el escalar de curvatura

como sigue:

Definición 3.6.3. El escalar de curvatura denotado por R es una función definida

por

R ≡ gijRij. (3.55)

Se ha visto que el escalar de curvatura se define a partir del tensor de Ricci y

este a su vez del tensor de curvatura entonces, dado que el tensor de curvatura se

define de forma distinta si T 6= 0, las definiciones del escalar de curvatura y el tensor

de Ricci también cambiarán. Estos cambios en las definiciones se abordarán en el

siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Estructuras definidas con torsión

En el caṕıtulo anterior se introdujo la definición de una conexión, lo cual dio

paso a la presentación de diversas estructuras sobre una variedad diferenciable; una

de las cuáles fue la torsión; sin embargo, se pudo observar que si T = 0, se pueden

obtener las expresiones (3.26), (3.31), (3.33), (3.45), entre otras.

En el presente caṕıtulo, no nos restringiremos al caso en el que la torsión es nula

y construiremos nuevamente los casos análogos a geodésicas, campos vectoriales de

Killing y tensor de curvatura pero ahora haremos uso de la torsión.

4.1. Conexión de Riemann-Cartan

Hemos estudiado en la definición (3.3.2) una conexión especial libre de torsión

llamada conexión Levi-Civita; recordemos que dicha conexión cumple con la condi-

ción métrica ∇Xg = 0 y que la conexión Levi-Civita está definida por los śımbolos

de Christoffel (3.26). En el caso en el que T 6= 0 existe también una conexión es-

pecial conocida como Conexión de Cartan que denotaremos por ∇̃, esta conexión

está definida por funciones análogas a los śımbolos de Christoffel pero que dependen

de la torsión; además la conexión de Cartan también cumple la condición métri-

ca ∇̃Xg = 0 con la cuál garantizamos que la longitud de un vector transportado

paralelamente sea invariante.

Para definir las funciones análogas a los śımbolos de Christoffel es necesario intro-

ducir las componentes de un nuevo tensor que se define a partir de las componentes

de la torsión y con ayuda de este nuevo tensor vamos a poder redefinir los conceptos

que ya hemos enumerado anteriormente.

Entonces, usando (3.4) para expresar el término ∇̃Xg en función de las compo-

nentes de la derivada covariante, obtenemos una nueva expresión para la condición

métrica ∇̃Xg = 0:

∇̃k gij =
∂gij
∂xk
− Γ̃l ik glj − Γ̃l jk gil = 0. (4.1)

27
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A continuación, usando la expresión anterior, si hacemos una permutación cicĺıca

de los ı́ndices ijk, obtendremos tres ecuaciones, que sumadas dan como resultado

una nueva expresión para las funciones Γ̃ i
jk (que definen la conexión de Riemann-

Cartan) (
∂gjk
∂xi

)
− Γ̃l ji glk − Γ̃l ki gjl +

(
∂gki
∂xj

)
− Γ̃l kj gli − Γ̃l ij gkl

−
(
∂gij
∂xk

)
+ Γ̃l ik glj + Γ̃l jk gil = 0,

reacomodando términos y multiplicando por 1
2
gkh:

1

2
gkh
((

∂gjk
∂xi

)
+

(
∂gki
∂xj

)
−
(
∂gij
∂xk

))
︸ ︷︷ ︸

Γh
ij

−1

2
Γ̃l ji g

kh glk︸ ︷︷ ︸
δhl

−1

2
Γ̃l ki g

kh gjl

−1

2
Γ̃l kj g

kh gli −
1

2
Γ̃l ij g

kh gkl︸ ︷︷ ︸
δhl

+
1

2
Γ̃l ik g

kh glj +
1

2
Γ̃l jk g

kh gil = 0,

donde se ha hecho uso de la ecuación (3.26) y (3.20). Ahora, reacomodando y

factorizando 1
2
gkh gli y 1

2
gkh glj:

Γhij −
1

2
Γ̃h ji −

1

2
Γ̃h ij +

1

2
gkh gli

(
Γ̃l jk − Γ̃l kj

)
︸ ︷︷ ︸

T l
kj

+
1

2
gkh glj

(
Γ̃l ik − Γ̃l ki

)
︸ ︷︷ ︸

T l
ki

= 0,

en esta última, se ha hecho uso de la ecuación (3.14). Sumando y restando 1
2

Γ̃h ij:

Γhij − Γ̃h ij +
1

2

(
Γ̃h ij − Γ̃h ji

)
︸ ︷︷ ︸

Th
ji

+
1

2
gkh gli T

l
kj +

1

2
gkh glj T

l
ki = 0.

Finalmente, despejando Γ̃h ij y renombrando ı́ndices (veáse el apéndice A):

Γ̃ k
ij = Γkij −Kk

ij. (4.2)

Esta expresión se conoce como Conexión de Riemann-Cartan y podemos ver

que depende de los śımbolos de Christoffel y de las componentes de un nuevo tensor

Kk
ij llamado tensor de contorsión que definimos a partir de la torsión como:

−Kk
ij ≡

1

2

(
T k ji + ghk gli T

l
hj + ghk glj T

l
hi

)
. (4.3)

28
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Definiendo la subida y bajada de ı́ndices para las componentes de la torsión:

Tijk ≡ gilT
l
jk, (4.4)

y utilizando la antisimetŕıa de los dos últimos ı́ndices de T i jk
1, podemos expresar

la ecuación (4.3) de la siguiente manera:

Kk
ij ≡

1

2
(T k ij + Tij

k + Tji
k). (4.5)

De igual manera que con las componentes de la torsión (4.4), podemos definir

Kkij ≡ gklK
l
ij para expresar las componentes de la contorsión en términos de sus

ı́ndices covariantes (pues ya hemos visto que esta forma de representación es usual).

Kkij =
1

2
(Tkij + Tijk + Tjik). (4.6)

Una vez definido el tensor de contorsión es importante hacer notar que las fun-

ciones Γ̃i jk que definen la conexión de Riemann-Cartan (4.2), al estar expresadas

en función de las componentes del tensor de contorsión dependen naturalmente de

la torsión; aśı, si T = 0, entonces la contorsión también será nula y la conexión de

Riemann-Cartan se reduce a la conexión de Levi-Civita.

Además, si tomamos (4.5) y definimos: 2

T(ij)
k ≡ 1

2
(Tij

k + Tji
k), (4.7)

podemos utilizar la ecuación anterior en la expresión para las componentes Kk
ij,

para obtener la parte simétrica de la contorsión:

Kk
(ij) = T(ij)

k. (4.8)

Con lo anterior hallamos la parte simétrica de las funciones Γ̃k ij:

Γ̃k (ij) = Γkij − T(ij)
k. (4.9)

Lo cual implica que la parte simétrica de las funciones que definen la conexión

de Riemann-Cartan no es igual a los śımbolos de Christoffel, que son los que definen

a la conexión Levi-Civita (que es libre de torsión).

Una vez establecida la forma de la conexión de Riemann-Cartan, podemos esta-

1La antisimetŕıa de los ı́ndices de las componentes de la torsión se puede ver de la ecuación
(3.9) y de la ecuación (3.14).

2La parte simétrica de las componentes de un campo tensorial está dada por la expresión
t(ij) = 1

2 (tij + tji).
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blecer el siguiente apartado donde abordaremos las curvas autoparalelas.

4.2. Curvas Autoparalelas

Las curvas autoparalelas son el caso análogo a las curvas geodésicas definidas

en la sección anterior. Si hacemos uso de la conexión de Levi-Civita, las funciones

Γkij de la ecuación (3.28) serán los śımbolos de Christoffel, que recordemos están

definidos a partir de las componentes del tensor métrico; entonces sobre una variedad

Riemanniana, las geodésicas son las curvas de mińıma longitud que unen un par

de puntos. En cambio, las curvas autoparalelas, haciendo uso de la conexión de

Riemann-Cartan se definen como las curvas más rectas (veáse referencia [4], sección

5).

Recordando la definición de curvas geodésicas (3.4.2), la obtención de las curvas

autoparalelas es de forma similar al caso sin torsión y el sistema de ecuaciones

diferenciales es semejante al obtenido en el caṕıtulo anterior dado por la ecuación

(3.28)
d2(xk ◦ C)

dt2
+ (Γ̃k ji ◦ C)

d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
= 0. (4.10)

Notése que ahora utilizamos las funciones Γ̃ que dependen de la contorsión.

Además al igual que en el caso sin torsión, en la ecuación anterior únicamente

contribuye la parte simétrica de las funciones Γ̃. Sin embargo recordemos que la

parte simétrica de estas funciones está dada por la expresión (4.9), donde podemos

ver que la torsión contribuye.

Ahora, reescribimos (4.10) sustituyendo (4.9):

d2(xk ◦ C)

dt2
+(Γkji◦C)

d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
− (Tji

k◦C)
d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
= 0, (4.11)

donde se puede ver claramente que si la torsión es cero, entonces el sistema de

ecuaciones para curvas geodésicas (3.28) y para las autoparalelas coincide; además,

si la parte simétrica de las componentes de la torsión es cero (T(ij)
k = 0), las

geodésicas y las autoparalelas coincidirán aún si la torsión es distinta de cero.

4.3. Campos Vectoriales de T-Killing

El caso análogo a los campos vectoriales de Killing ahora con torsión son los

campos vectoriales de T-Killing; los campos vectoriales de T-Killing, se definirán a

partir de la definición general que se ha dado en la sección anterior, donde un campo

X es un campo vectorial de Killing si satisface que £Xg = 0. Aśı escribiendo £Xg

30
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usando la ecuación (2.19), tenemos:

(£Xg) (Y,Z) = X(g(Y,Z))− g([X,Y] ,Z)− g(Y, [X,Z]). (4.12)

Ahora de la definición de la torsión (3.9) pero haciendo uso de la conexión de

Riemann-Cartan ∇̃, podemos escribir el parentésis de Lie como [X,Y] = ∇̃XY −
∇̃YX− T (X,Y) y sustituirlo en (4.12):

(£Xg) (Y,Z) =X(g(Y,Z))

− g(∇̃XY − ∇̃YX− T (X,Y),Z)− g(Y, ∇̃XZ− ∇̃ZX− T (X,Z)),

imponiendo la condición métrica en la ecuación (3.3) podemos sustituir X(g(Y,Z)) =

g(∇̃XY,Z) + g(Y, ∇̃XZ), de modo que tenemos:

(£Xg) (Y,Z) =g(∇̃XY,Z) + g(Y, ∇̃XZ)

− g(∇̃XY − ∇̃YX− T (X,Y),Z)− g(Y, ∇̃XZ− ∇̃ZX− T (X,Z))

=������
g(∇̃XY,Z) +������

g(Y, ∇̃XZ)−������
g(∇̃XY,Z) + g(∇̃YX,Z)

+ g(T (X,Y),Z)−������
g(Y, ∇̃XZ) + g(Y, ∇̃ZX) + g(Y, T (X,Z)).

Con lo que finalmente se obtiene que X debe satisfacer la siguiente ecuación para

ser un campo vectorial de T-Killing:

g(∇̃YX,Z) + g(Y, ∇̃ZX)

+ g(T (X,Y),Z) + g(Y, T (X,Z)) = 0,
(4.13)

para Y,Z ∈ X(M).

La ecuación resultante para los campos vectoriales de T-Killing contiene la forma

de la expresión (3.31) además de dos términos que dependen de la torsión; si T = 0,

estos dos términos desaparecen y tendŕıamos la conexión Levi-Civita, con lo cuál se

recupera la ecuación para los campos vectoriales de Killing dados por la ecuación

(3.31).

Como hemos dicho en la sección de campos vectoriales de Killing del caṕıtulo

anterior, desarrollaremos una expresión análoga a (3.33) donde ahora haremos uso

de la conexión de Riemann-Cartan. Para ello haremos uso del sistema de ecuaciones

diferenciales parciales (3.32) que deben cumplir los campos vectoriales de Killing:

Xk ∂gij
∂xk

+ gkj
∂Xk

∂xi
+ gik

∂Xk

∂xj
= 0,

ahora, vamos a escribir las derivadas parciales de (3.32) en términos de la derivada
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covariante; usando (3.2) con la conexión de Riemann-Cartan:

∇̃iX
k =

∂Xk

∂xi
+ Γ̃k liX

l, (4.14)

⇒ ∂Xk

∂xi
= ∇̃iX

k − Γ̃k liX
l. (4.15)

Luego, usando la expresión para las componentes de la derivada covariante para

un campo tensorial (3.4) pero haciendo uso de la conexión Riemann-Cartan:

∇̃k gij =
∂gij
∂xk
− Γ̃l ik glj − Γ̃l jk gil, (4.16)

⇒ ∂gij
∂xk

= ∇̃k gij + Γ̃l ik glj + Γ̃l jk gil. (4.17)

Sustituyendo (4.15) y (4.17) en (3.32) e imponiendo la condición métrica:

Xk(∇̃k gij︸ ︷︷ ︸
=0

+Γ̃l ik glj + Γ̃l jk gil)

+ gkj(∇̃iX
k − Γ̃k liX

l) + gik(∇̃jX
k − Γ̃k ljX

l) = 0,

(4.18)

definiendo gkj∇̃iX
k ≡ ∇̃iXj reacomodando términos y renombrando ı́ndices:

∇̃iXj + ∇̃jXi +XkgljΓ̃
l
ik +XkgilΓ̃

l
jk −X lgkjΓ̃

k
li︸ ︷︷ ︸

l−→k

−X lgikΓ̃
k
lj︸ ︷︷ ︸

l−→k

= 0,

⇒ ∇̃iXj + ∇̃jXi −Xk
(
glj (Γ̃l ki − Γ̃l ik)︸ ︷︷ ︸

T l
ik

+gil (Γ̃
l
kj − Γ̃l jk)︸ ︷︷ ︸
T l

jk

)
= 0,

⇒ ∇̃iXj + ∇̃jXi −Xk(gljT
l
ik + gilT

l
jk) = 0.

Finalmente, la expresión que se obtiene para los campos vectoriales de T-Killing

es la siguiente:

∇̃iXj + ∇̃jXi −Xk(Tjik + Tijk) = 0. (4.19)

Al igual que en las expresiones anteriores (4.11) y (4.13), se puede apreciar que

la ecuación (4.19) coincide con la ecuación de los campos vectoriales dada por (3.33)

pues si T = 0, trabajamos sobre la conexión Levi-Civita y por lo tanto no tendŕıamos

las componentes de la torsión.

4.4. Tensor de Curvatura de Riemann-Cartan

El tensor de curvatura de Riemann-Cartan es la expresión af́ın al tensor de cur-

vatura definido en el caṕıtulo 3. Las componentes de la curvatura de forma general,
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para cualquier conexión, están dadas por la expresión:

Rm
kij =

∂Γ
m
kj

∂xi
− ∂Γ

m
ki

∂xj
+ Γ

m
li Γ

l
kj − Γ

m
lj Γ

l
ki, (4.20)

dado que estamos trabajando con la conexión de Riemann-Cartan denotaremos el

tensor de curvatura de Riemann-Cartan como R̃ y sustituiremos la expresión que

tenemos para las funciones Γ̃k ij dada por (4.2) en la ecuación anterior, con lo que

obtendremos:

R̃m
kij =

∂Γ̃m kj

∂xi
− ∂Γ̃m ki

∂xj
+ Γ̃m li Γ̃

l
kj − Γ̃m lj Γ̃l ki

=
∂Γmkj
∂xi
− ∂Km

kj

∂xi
− ∂Γmki

∂xj
+
∂Km

ki

∂xj

+ Γmli Γ
l
kj − ΓmliK

l
kj − ΓlkjK

m
li +Km

liK
l
kj

− ΓmljΓ
l
ki + ΓmljK

l
ki + ΓlkiK

m
lj −Km

ljK
l
ki.

Reacomodando términos obtenemos las componentes del tensor de Riemman-

Cartan:

R̃m
kij = Rm

kij +Qm
kij + ΓmljK

l
ki + ΓlkiK

m
lj − ΓmliK

l
kj − ΓlkjK

m
li, (4.21)

donde Rm
kij son las componentes del tensor de curvatura definido para la conexión

Levi-Civita y se ha definido Qm
kij como sigue:

Qm
kij =

∂Km
ki

∂xj
− ∂Km

kj

∂xi
+Km

liK
l
kj −Km

ljK
l
ki. (4.22)

Dada la similitud entre Qm
kij y Rm

kij, a las componentes Qm
kij se le conocen

como la contraparte puramente torsional del tensor de curvatura.

Notése que las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan da-

do por (4.21) están compuestas por las componentes del tensor de curvatura que

están relacionadas a la conexión de Levi-Civita, una parte puramente torsional y un

conjunto de términos que mezclan los términos relacionados a la conexón de Levi-

Civita y a la conexión de Riemann-Cartan. Además como es usual, se puede ver que

si T = 0 las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan se reducen a

las componentes de la curvatura para la conexión de Levi-Civita.

Ahora desarrollaremos las antisimetŕıas análogas a las que satisface el tensor de

curvatura para la conexión de Levi-Civita. De forma directa haciendo un intercambio

entre los ı́ndices i, j de las componentes de la contraparte puramente torsional, se

puede ver que

Qm
kij = −Qm

kji, (4.23)
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y con ello, haciendo un intercambio entre los ı́ndices i, j en la ecuación (4.21), se

obtiene que

R̃m
kij = −R̃m

kji. (4.24)

Ahora, para obtener la antisimetŕıa entre los ı́ndices m, k de las componentes del

tensor de Riemann-Cartan, haremos uso de bases riǵıdas; primero obtendremos una

expresión para la bajada de ı́ndices de Qm
kij:

Qhkij ≡ ghmQ
m
kij = ghm

(
∂Km

ki

∂xj
− ∂Km

kj

∂xi
+Km

liK
l
kj −Km

ljK
l
ki

)
,

entonces, dado que estamos usando bases ŕıgidas:

Qhkij =
∂Khki

∂xj
− ∂Khkj

∂xi
+ glmKhliKmkj − glmKhljKmki, (4.25)

renombrando ı́ndices h por k en la expresión anterior y reacomodando:

Qkhij =
∂Kkhi

∂xj
− ∂Kkhj

∂xi
+ glmKkliKmhj − glmKkljKmhi, (4.26)

además, de la expresión (4.6) se obtiene que Kkij = −Kikj, entonces usando la

antisimetŕıa de las componentes de la contorsión en ecuación (4.26) y renombrando

ı́ndices en los dos últimos términos:

Qkhij = −∂Khki

∂xj
+
∂Khkj

∂xi
+ glmKlkiKhmj︸ ︷︷ ︸

m−→l

− glmKlkjKhmi︸ ︷︷ ︸
l−→m

. (4.27)

Entonces, sumando (4.25) y (4.26), se obtiene que:

Qhkij = −Qkhij. (4.28)

Ahora, definiendo la bajada de ı́ndices para R̃m
kij:

R̃hkij ≡ ghmR̃
m
kij = Rhkij +Qhkij + ghmΓmljK

l
ki + ΓlkiKhlj − ghmΓmliK

l
kj − ΓlkjKhli,

aśı, haciendo uso de las ecuaciones (3.50) y (4.28), de acuerdo a la referencia [6],

se puede obtener que:

R̃hkij = −R̃khij. (4.29)

Para la obtención de las ecuaciones Rl
[ijk] = 0 se debe obtener la derivada exte-

rior de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan, utilizando las propiedades

(2.29), (2.31) y sustituyendo las segundas ecuaciones estructurales de Cartan (3.44),
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se obtiene la siguiente expresión:

dT i + Γi j ∧ T j = Ri
j ∧ θj, (4.30)

sustituyendo Ri
j = 1

2
R̃i

jklθ
k ∧ θl y T i = 1

2
T i jkθ

j ∧ θk:

1

2
R̃i

jklθ
j ∧ θk ∧ θl =

1

2
d(T i jkθ

j ∧ θk) +
1

2
Γi j ∧ (T j klθ

k ∧ θl),

luego, usando la propiedad (2.24) y (2.31):

R̃i
jklθ

j ∧ θk ∧ θl = T i jkdθ
j ∧ θk − T i jkθj ∧ dθk

+ dT i jk ∧ θj ∧ θk + T j klΓ
i
j ∧ θk ∧ θl.

Además, Γi j = Γ̃i jkθ
k y de las primeras ecuaciones estructurales de Cartan,

sustituimos dθi = T i − Γi j ∧ θj y nuevamente T i = 1
2
T i jkθ

j ∧ θk:

R̃i
jklθ

j ∧ θk ∧ θl =
1

2
T i jkT

j
mlθ

m ∧ θl ∧ θk − T i jkΓ̃j lmθm ∧ θl ∧ θk −
1

2
T i jkT

k
mlθ

j ∧ θm ∧ θl︸ ︷︷ ︸
j−→k, k−→j

− T i jkΓ̃k lmθj ∧ θl ∧ θm︸ ︷︷ ︸
j−→k, k−→j

+dT i jk ∧ θj ∧ θk + T j klΓ̃
i
jmθ

k ∧ θl ∧ θm.

Finalmente, usando la antisimetŕıa del producto wedge, de T k ij y agrupando:

R̃i
jklθ

j ∧θk∧θl =
(
T i jkT

j
ml−2T i jkΓ̃

j
lm−T j klΓ̃i jm

)
θm∧θl∧θk +dT i jk∧θj ∧θk.

(4.31)

Ahora utilizando la ecuación (2.23), se deben evaluar ambos lados de la ecuación

anterior en tres campos base; primero evaluaremos el lado izquierdo de la ecuación

(4.31):

R̃i
jklθ

j ∧ θk ∧ θl(en, ep, eq) =
1

6
R̃i

jkl

(
θj(en)θk(ep)θ

l(eq)− θj(en)θk(eq)θ
l(ep)

− θj(ep)θk(en)θl(eq) + θj(ep)θ
k(eq)θ

l(en)

+ θj(eq)θ
k(en)θl(ep)− θj(eq)θk(ep)θl(en)

)
=

1

6
R̃i

jkl

(
δjnδ

k
pδ

l
q − δjnδkq δlp − δjpδknδlq + δjpδ

k
q δ

l
n + δjqδ

k
nδ

l
p − δjqδkpδln

)
=

1

6
(R̃i

npq − R̃i
nqp − R̃i

pnq + R̃i
pqn + R̃i

qnp − R̃i
qpn).

Usando la antisimetŕıa de R̃m
kij en los dos últimos ı́ndices:

R̃i
jklθ

j ∧ θk ∧ θl(en, ep, eq) =
1

3
(R̃i

npq + R̃i
pqn + R̃i

qnp). (4.32)
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De manera similar evaluamos el lado derecho de la ecuación (4.31) y obtenemos:

R̃i
npq + R̃i

pqn + R̃i
qnp =T j npΓ̃

i
jq + T j pqΓ̃

i
jn + T j qnΓ̃i jp

+ dT i np(eq) + dT i pq(en) + dT i qn(ep),
(4.33)

por lo tanto vemos que R̃i
[npq] 6= 0 y que esta permutación cicĺıca que denotaremos

por R̃i
[npq] = T j [npΓ̃

i
|j|q] + dT i [np(eq]) es igual a cero únicamente si T = 0.

Finalmente, veremos que la simetŕıa Rlkij = Rijlk no se cumple para las compo-

nentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan. Primero, bajaremos el ı́ndice i,

y por simplicidad, denotáremos3 gmiΓ̃
m
jn ≡ Γ̃ijn y gmidT

i
pq ≡ dTmpq, con lo que

despejando R̃inpq obtenemos:

R̃inpq = T j [npΓ̃ |ij|q] + dTi[np(eq])− R̃ipqn − R̃iqnp. (4.34)

Por otro lado, utilizando la ecuación (4.29), podemos escribir a R̃inpq como:

R̃inpq =
1

2
(R̃inpq − R̃nipq), (4.35)

luego, sustituiremos R̃inpq y R̃nipq de (4.35) en la ecuación anterior:

R̃inpq =
1

2

(
T j [npΓ̃ |ij|q] + dTi[np(eq])− R̃ipqn − R̃iqnp

+ R̃npqi + R̃nqip − T j [ipΓ̃ |nj|q] − dTn[ip(eq])
)
,

ahora, haciendo un intercambio de ı́ndices, i por p y n por q:

R̃pqin =
1

2

(
T j [niΓ̃ |pj|n] + dTp[qi(en])− R̃pinq − R̃pnqi

+ R̃qinp + R̃qnpi − T j [piΓ̃ |qj|n] − dTq[pi(en])
)
,

y usando las antisimetŕıas entre los dos primeros y los dos últimos ı́ndices de las

componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan:

R̃inpq − R̃pqin =
1

2

(
T j [npΓ̃ |ij|q] + dTi[np(eq])− T j [ipΓ̃ |nj|q] − dTn[ip(eq])

T j [niΓ̃ |pj|n] + dTp[qi(en])− T j [piΓ̃ |qj|n] − dTq[pi(en])
)
,

(4.36)

los términos de lado derecho de la expresión anterior son irreducibles y por lo tanto

3Se define únicamente esta notación para simplificar los términos en los cálculos, pues Γ̃m
jn no

se comporta como un campo tensorial.
En el caso de gmidT

i
pq ≡ dTmpq, es importante aclarar que gmi sólo podŕıa entrar en el operador

de derivada exterior si es constante.
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CAPÍTULO 4. ESTRUCTURAS DEFINIDAS CON TORSIÓN

R̃inpq 6= R̃pqin y esta igualdad sólo se cumple para la conexión de Levi-Civita.

4.4.1. Tensor de Ricci-Cartan y Escalar de Curvatura

En la sección anterior, de las componentes del tensor de curvatura se definieron

las componentes del tensor de Ricci; entonces procediendo de manera análoga, uti-

lizando la expresión obtenida de las componentes del tensor de curvatura Riemann-

Cartan (4.21), obtendremos las componentes del tensor de Ricci-Cartan y a su vez

las del escalar de curvatura definido sobre la conexión de Riemann-Cartan.

Es posible definir las componentes del tensor de Ricci-Cartan debido a las si-

metŕıas guardadas por las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan;

entonces procederemos a obtener las componentes del tensor de Ricci-Cartan, que

para la conexión de Riemann-Cartan denotaremos como R̃ij y está dado por la

expresión:

R̃ij = R̃k
ikj = gklR̃likj,

entonces calculando R̃k
ikj de la ecuación (4.21):

R̃ij = R̃k
ikj = Rk

ikj +Qk
ikj + ΓkljK

l
ik + ΓlikK

k
lj − ΓklkK

l
ij − ΓlijK

k
lk;

definimos Qk
ikj ≡ Qij como:

Qij ≡ Qk
ikj =

∂Kk
ik

∂xj
− ∂Kk

ij

∂xk
+Kk

lkK
l
ij −Kk

ljK
l
ik. (4.37)

Sustituyendo Rk
ikj = Rij, obtenemos las componentes del tensor de Ricci-

Cartan:

R̃ij = Rij +Qij + ΓkljK
l
ik + ΓlikK

k
lj − ΓklkK

l
ij − ΓlijK

k
lk. (4.38)

Como consecuencia de la pérdida de la simetŕıa en los pares de ı́ndices de las

componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan, el tensor de Ricci-Cartan

no es simétrico en sus ı́ndices; es decir, R̃ij 6= R̃ji. Como último comentario, es

importante mencionar que la parte simétrica de las componentes del tensor de Ricci-

Cartan no coindicen con las del tensor de Ricci para la conexión de Levi-Civita.

Finalmente, presentamos el escalar de cuvatura para la conexión de Riemann-

Cartan que denotaremos como R̃ y que se obtiene de forma similar a su contraparte

para la conexión de Levi-Civita, entonces contrayendo la ecuación (4.38) con gij:

R̃ ≡ gijR̃ij = R +Q+ gijΓkljK
l
ik + gijΓlikK

k
lj − gijΓklkK l

ij − gijΓlijKk
lk, (4.39)
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donde se ha definido gijQij como:

Q ≡ gijQij = gij
∂Kk

ik

∂xj
− gij ∂K

k
ij

∂xk
+ gijKk

lkK
l
ij − gijKk

ljK
l
ik. (4.40)

Como se puede apreciar, las ecuaciones (4.38) y (4.40) están compuestas (al

igual que las componentes del tensor de curvatura de Riemann-Cartan dadas por

(4.21) por una parte puramente torsional, una parte puramente Riemanninana y

una combinación entre ambas.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En la presente tesis una vez expuestos los conceptos base, se expusieron estruc-

turas definidas sobre variedades diferenciables construidas bajo un tipo de conexión

especial llamada de Levi-Civita donde no existe la presencia de torsión; posterior-

mente se hizo uso de una conexión llamada de Riemann-Cartan donde la torsión es

no nula y se definieron nuevamente las estructuras expuestas para la conexión de

Levi-Civita pero remarcando los cambios en estas debido a la presencia de torsión.

Las estructuras que se definieron sobre ambas conexiones se enlistan en la siguiente

tabla:

Estructura Conexión Levi-Civita Conexión Riemann-Cartan

Funciones que defi-
nen la conexión

Γkij =
1

2
gkl
(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
. Γ̃kij = Γkij +Kk

ij.

Curvas geodésica-
s/autoparalelas

d2(xk ◦ C)

dt2
+ (Γkji ◦ C)

d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
= 0.

d2(xk ◦ C)

dt2
+ (Γkji ◦ C)

d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt

− (Tji
k ◦ C)

d(xj ◦ C)

dt

d(xi ◦ C)

dt
= 0.

Campos vectoriales
de Killing/T-Killing

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0,

∇iXj +∇jXi = 0.

g(∇̃YX,Z) + g(Y, ∇̃ZX)

+g(T (X,Y),Z) + g(Y, T (X,Z)) = 0,

∇̃iXj + ∇̃jXi −Xk(Tjik + Tijk) = 0.

Componentes del
tensor de Curva-
tura/Curvatura de
Riemann-Cartan

Rm
kij =

∂Γmkj
∂xi
− ∂Γmki

∂xj
+ Γmli Γlkj − Γmlj Γlki.

R̃m
kij =Rm

kij +Qm
kij + ΓmljK

l
ki

+ ΓlkiK
m
lj − ΓmliK

l
kj − ΓlkjK

m
li.

Relación cicĺıca en-
tre componentes Ri

[npq] = 0. R̃i
[npq] = T j [npΓ̃

i
|j|q] + dT i [np(eq]).

Componentes
del tensor de
Ricci/Ricci-Cartan

Rij = gklRlikj.
R̃ij =Rij +Qij + ΓkljK

l
ik

+ ΓlikK
k
lj − ΓklkK

l
ij − ΓlijK

k
lk.

Escalar de curvatura R = gijRij.
R̃ =R +Q+ gijΓkljK

l
ik + gijΓlikK

k
lj

− gijΓklkK l
ij − gijΓlijKk

lk.

Cuadro 5.1: Conclusiones
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES

donde haciendo una comparación, se puede ver como las estructuras definidas

sobre la conexión de Riemann-Cartan, dependen de las estructuras definidas para la

conexión de Levi-Civita y un conjunto de términos asociados a la torsión; además

vemos que en cada estructura definida para la conexión de Riemann-Cartan, si

T = 0, se recupera la forma de las expresiones para la conexión Levi-Civita.
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Apéndice A

Convenciones del Tensor de

Torsión

La expresión de las componentes de la torsión como se han presentado en el

caṕıtulo (3) no son universales, existen diferentes convenciones. En este apéndice

mostraremos dos formas en las se expresan las componentes de la torsión en la

literatura y los cambios en los cálculos subsecuentes debido a la diferencia en la

convención.

Como ya hemos dicho, en la presentación de los conceptos elementales de esta

tesis (caṕıtulo 2 y 3), se ha trabajado conforme al libro de la referencia [8]; sin

embargo, la referencia [6] usada para trabajar la conexión de Riemann-Cartan utiliza

una convención diferente, por ello para continuar con la convención original se realizó

un cambio de signo en la definición de la contorsión dada por la ecuación (4.3) y en

las ecuaciones subsecuentes relacionadas con la contorsión.

La diferencia entre las convenciones surge de la definición de las componentes de

la torsión proporcionada por el art́ıculo [6], donde se define T k ij como

T k ij =
1

2
(Γkij − Γkji). (A.1)

Y recordemos que la definición que introducimos es

T k ij = Γkji − Γkij, (A.2)

entonces, comparando (A.2) con (A.1), vemos que estas definiciones difieren en un

factor de (−1
2
). Las componentes del tensor de contorsión toman las formas:

Kk
ij ≡ T k ij + Tij

k + Tji
k, según referencia [6] (A.3)
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y

Kk
ij ≡

1

2
(T k ij + Tij

k + Tji
k), siguiendo referencia [8] (A.4)

y aśı los signos de los sumandos de las componentes de la contorsión coinciden.

Recordemos que las funciones Γ̃k ij, dependen de las componentes de la contor-

sión, en el art́ıculo [6] dicha relación está dada por la expresión

Γ̃k ij ≡ Γk ij +Kk
ij, (A.5)

usando la definición (A.3); mientras que en esta tesis, al hacer uso de (A.4) la

expresión de las funciones Γ̃k ij será la siguiente:

Γ̃k ij ≡ Γk ij −Kk
ij. (A.6)

Cómo consecuencia del cambio de signo en la conexión de Riemann-Cartan,

las componentes del tensor de la contraparte puramente torsional también se ven

afectadas en un par de signos. Con la convención utilizada por el art́ıculo [6], las

componentes de la contraparte puramente torsional están dadas por:

Qm
kij =

∂Km
kj

∂xi
− ∂Km

ki

∂xj
+Km

liK
l
kj −Km

ljK
l
ki, (A.7)

y según el desarollo en la sección (4.4) siguiendo la convención del libro [8]

Qm
kij =

∂Km
ki

∂xj
− ∂Km

kj

∂xi
+Km

liK
l
kj −Km

ljK
l
ki, (A.8)

donde hay un cambio de signos en los primeros dos términos de Qm
kij pero que no

afectan la antisimetŕıa de los ı́ndices ij.

Debido al cambio en los signos en la ecuación (A.6) y en la contraparte pu-

ramente torsional, también existe un cambio entre las componentes del tensor de

Riemann-Cartan, del tensor de Ricci-Cartan y el escalar de curvatura, pues estas

estructuras dependen de las componentes de Q. Entonces, las componentes del ten-

sor de Riemann-Cartan según el art́ıculo [6] se expresan como:

R̃m
kij = Rm

kij +Qm
kij + ΓmliK

l
kj + ΓlkjK

m
li − ΓmljK

l
ki − ΓlkiK

m
lj, (A.9)

en comparación con las dadas por la convención del libro [8]:

R̃m
kij = Rm

kij +Qm
kij + ΓmljK

l
ki + ΓlkiK

m
lj − ΓmliK

l
kj − ΓlkjK

m
li, (A.10)

los cambios en los signos de R̃ij y R̃ se obtienen de las expresiones anteriores.
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APÉNDICE A. CONVENCIONES DEL TENSOR DE TORSIÓN

Además de estas, existen otras convenciones del tensor de contorsión; estas va-

riaciones en cuanto a la expresión de la contorsión no sólo se deben a las diferentes

formas de la torsión, también se deben a la forma en la que se expresa las componen-

tes de la derivada covariante de un campo tensorial, que en este caso están dadas por

la expresión (3.4). Dado que no utilizaremos esas formas del tensor de contorsión,

únicamente las numeraremos por si se desea consultar para mayor información las

referencias [1] y [4] donde se hace un mayor estudio de las curvas autoparalelas.

Para el art́ıculo [1] la convención usada es:

Kijk = Tjik − Tkij + Tjki. (A.11)

Para la referencia [4] las componentes de la contorsión son dadas por

Kijk = Tijk − Tjki + Tkij. (A.12)

Como comentario final, los art́ıculos [1], [4] y [6] denotan a las componentes de la

torsión como Si jk .
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Notación

∇ Conexión arbritraria

∇ Conexión de Levi-Civita

∇̃ Conexión de Riemann-Cartan

Γ
k

ij
Funciones que definen una conexión arbitraria

Γkij Funciones que definen la conexión Levi-Civita (Śımbolos de Christoffel)

Γ̃k ij Funciones que definen la conexión de Riemann-Cartan

Rl
ijk Componentes del tensor de curvatura para la conexión de Levi-Civita

R̃l
ijk Componentes del tensor de Riemann-Cartan

Rij Componentes del tensor de Ricci

R̃ij Componentes del tensor de Ricci-Cartan

R Escalar de curvatura

R̃ Escalar de Curvatura para la conexión de Riemann-Cartan

Kk
ij Componentes del tensor de contorsión

Qk
ij Contraparte puramente torsional
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