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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Resumen

Existen diversas terapias que combaten al cancer. Muchas de ellas como la quimioterapia y
radioterapia que son daninas para el tejido sano. Es por ello que existen muchas investigaciones
para tratarlo de una forma menos invasiva.

La terapia fotodinamica (PTD) es una de las muchas opciones usadas para tratar al cancer.
Esta terapia consiste en administrar al paciente un compuesto sensible a cierta radiacién, que es
acumulado y absorbido por las células a las que se desean tratar. Después de cierto tiempo el tejido
se expone a radiacién con longitud de onda dentro del espectro de absorcion del fotosensibiliza-
dor. Al activarse el compuesto sensibilizante en el tejido se obtiene el efecto deseado; las células
cancerosas son inducidas a su muerte celular mediante la reactivacién de distintos mecanismos.

La PDT se considera un tratamiento no invasivo y selectivo por la mayor capacidad que tienen
las células cancerosas para captar y concentrar el agente fotosensibilizante a diferencia de las
células sanas, asi mismo con menor velocidad de eliminacién de éste.

Sin embargo, para la correcta aplicaciéon de la terapia fotodinamica es necesario conocer la
dindamica de ciertos componentes. En concreto el calcio, el cuél es parte fundamental del proceso
de la PDT.

Por lo tanto, la intencién del presente trabajo es proponer un modelo para entender la dinamica
de calcio en células cancerosas, ya que juega un papel fundamental para la correcta aplicaciéon de
la Terapia Fotodinédmica.

Se establece la dinamica de Ca2?* por medio de un sistema de ecuaciones que modele las con-
centraciones de éste dentro de las diferentes partes de la célula para analizar su estabilidad y hallar
los estimulos necesarios por medio de la Terapia Fotodinamica que lleven a las células cancerosas
a su muerte sin afectar a su regiéon vecina.
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1.2. El Cancer

El cancer es una enfermedad compuesta por muchos procesos complejos y progresivos que se
origina a causa de la acumulacion de alteraciones genéticas que conducen a la transformacion
de una célula normal a una célula cancerosa o maligna. Este proceso lleno de factores miltiples
crea una via dindmica y tnica para cada tumor, que hace extremadamente dificil determinar las
alteraciones que provocan, mantienen y propagan la enfermedad para distintas partes del cuerpo.

Las células cancerosas no regulan adecuadamente ciertos procesos, uno de éstos; la proliferacion
continua y descontrolada de las células, replicando las mutaciones de éstas. En vez de responder
de forma apropiada a todas las senales que controlan el comportamiento normal, crecen y se
dividen descontroladamente, invaden otros tejidos y se propagan hacia otras partes del cuerpo
interfiriendo con el funcionamiento vital de distintos 6rganos sanos. La mutacion de genes que
suprimen el nacimiento de tumores los cuales son indispensables para la reproduccién celular,
evoluciona hasta producir un dano considerable que altera y destruye procesos fundamentales
para el funcionamiento del organismo [IJ.

La erradicacion de las células cancerosas es la estrategia principal de proteccién del organismo
contra el cancer. En las células normales existen varios mecanismos que declinan en la muerte
celular, sin embargo, en estos procesos participan algunas proteinas clave (supresoras de tumores)
que frecuentemente se inactivan durante el nacimiento del cancer. Una de estas proteinas clave es
la p53. Proteina que a su vez regula las concentraciones de iones de calcio Ca?t y alrededor de
la mitad de los canceres que la humanidad sufre, contienen mutaciones en esta proteina supresora

2.
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1.3. Terapia Fotodinadmica

Las terapias para combatir el cdncer han ido cambiando y evolucionando al paso del tiempo,
con el fin de obtener mejores resultados y evitar danar a las células sanas. La terapia fotodindmica
es una alternativa para mejorar la forma en que se trata al cancer.

Las propiedades terapéuticas de la luz se han conocido por miles de anos. Aunque hasta hace
un siglo la terapia fotodinamica comenzo a desarrollarse. Actualmente es usada en oncologia para
tratar cdncer en la cabeza, cuello, cerebro, pulmones, pancreas, senos, prostata y la piel.

Hace mas de 100 afos, se observdé que la combinaciéon de luz y ciertos quimicos pueden
inducir la muerte celular. Herman Von Tappeiner y A. Jesionek trataron tumores en la piel
aplicando directamente eosina y luz blanca en 1903. Ellos describieron al fenémeno como Accidn
Fotodindmica. La PDT hace uso de dos componentes individualmente no téxicos que al combinarse
inducen a la muerte celular. El primer componente es un fotosensibilizador, es decir, una molécula
sensible a la radiaciéon (normalmente dentro del espectro visible o luz) que se localiza en el
tejido deseado. El segundo componente involucra la administracién de la luz a una longitud
de onda especifica que active el fotosensibilizador. Este transfiere energia tomada de la luz al
oxigeno molecular para generar una especie de oxigeno activo (singletes de oxigeno). Esta reaccion
ocurre en la zona local de la absorcion de luz por el fotosensibilizador. Por lo tanto, la respuesta
biolégica al compuesto es activar solamente las areas especificas del tejido que ha sido expuesto a la
radiacion adecuada. Por lo que esta terapia busca ser una alternativa considerablemente no invasiva.

El desarrollo de la aplicacion terapéutica de la PDT a pacientes con cancer tomo6 mucho tiempo
desde los primeros experimentos hechos por Herman Von Tappeiner y A. Jesionek en 1903.

En 1972, estudios realizados In Vivo por I. Diamond revelaron que la PDT retrasaba el
crecimiento de gliomas implantados en ratas. Los tumores habian sido suprimidos de 10 a 20
dias, pero eventualmente en las areas afectadas més profundas en el tejido comenzaban a crecer
los tumores. No fue hasta 1975 cuando Thomas Dougherety reportaron que la administracion de
HTP (haematoporphyrin derivative) y luz roja (630 nm) eliminaba por completo el crecimiento
de tumores mamarios en ratones. A estos sucesos les siguieron los primeros éxitos en tumores en
la vejiga, la piel y los pulmones.

Todas estas respuestas mostraban resultados prometedores al aplicar la PDT en pacientes a
etapas tempranas de canceres inoperables debido a muchas complicaciones (tumores dentro de los
ojos, en el cerebro, cabeza y cuello etc.). De cualquier modo, el éxito de la terapia dependia de la
potencia de los fotosensibilizadores desarrollados [5]. La terapia también depende estrictamente
de la fuente de luz, y ésta depende a su vez de la locacion del tumor. Las fuentes de luz usadas
son laseres, lamparas y diodos (LED) [4].

Una ventaja de la PDT es que el fotosensibilizador puede ser administrado de diferentes mane-
ras, tal como via oral, inyecciones intravenosas o aplicacion directa en el tejido. De 24 a 72 horas
después, éste abandona las células sanas, no obstante, permanece en las células anémalas. Seguido
de esto la absorcion de la radiacion por el compuesto es transformado desde su estado base (de
larga duracion) a uno excitado (de corta duracion). Una vez activo, existen dos reacciones las cua-
les culminan principalmente en la produccién de singletes de oxigeno que producen citotoxicidad
(vuelven toxico el ambiente). Solamente el area proxima es afectada por la PDT. El promedio de
vida de los singletes de oxigeno en los sistemas biol6gicos es menor a 0,04us.
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La citotoxicidad depende de multiples factores; el tipo de fotosensibilizador, la localizaciéon

extracelular e intracelular, la cantidad administrada, la luz a la que se expone el tejido, la
disponibilidad de oxigeno y el tiempo entre la administracion del compuesto y la exposicion a la
luz. [5].
La ruta para la induccién a apoptosis es activada en respuesta a dos respuestas internas; dano en
el ADN vy senales extracelulares. Esta requiere que la MOMP (Mithocondrial Outer Membrane
Permeabilization) conduzca la liberacion de cascadas de senalizacion de factores proapoptoéticos
como de ciertas caspasas (proteinas proapototicas) como la proteina p53 el citocromo c. Una vez
liberado en el citosol, el citocromo c senaliza la muerte celular.

Una vez activado el fotosensibilizador se produce la activacion de p53 en el citosol y permite
el acarreo de Ca?T hacia el reticulo endoplasmico y después a la mitocondria, que la llevara
posteriormente a una saturacion y a la liberacion de citocromo C, elemento para comenzar la via
de muerte celular inducida.

Algunas proteinas como la p53 tienen tal mutacion que estan inactivas para suprimir los tu-
mores, la cual forma parte de ciertos factores reguladores importantes de Ca?t . Si la proteina
p53 se encuentra en estado mutado, el flujo de Ca?T desde el citosol al reticulo endoplasmico es
més bajo de lo normal. Esta es la razon por la cual no se puede inducir la muerte celular, pues la
mitocondria no llega a la saturaciéon. Sin embargo, al no tener mutaciones en la proteina, entonces
el intercambio de calcio aumenta y la liberacién del citocromo ¢ comienza para finalizar en la
apoptosis de la célula [6].




CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.4. HOMEOSTASIS DE LA PROTEINA P53 EN EL CANCER

1.4. Homeostasis de la proteina p53 en el cancer

La homeostasis, como se define actualmente, es un proceso de autorregulacion en el cual los
sistemas biologicos mantienen cierta estabilidad mientras se ajustan a condiciones externas que
van cambiando. El concepto mas alla explica como el organismo puede mantener mas o me-
nos las condiciones internas constantes para adaptarse a condiciones hostiles y poder sobrevivir [7].

La proteina p53 parece ser indispensable para el desarrollo normal y sano de las células.
Tiene un papel muy importante regulando en particular la reacciéon celular ante el estrés y las
alteraciones inducidas por diferentes causas. Es un factor de transcripcién de diferentes genes
involucrados en la induccion a la apoptosis (muerte celular). La funcion de p53 es a menudo
alterada en los organismos con céncer. Se ha sugerido que p53 puede estar envuelta en la
prevenciéon del desarrollo de tumores. De hecho, la pérdida de la actividad de esta proteina
interrumpe la apoptosis y acelera la aparicion de tumores como se ha visto en ratones [§].

La proteina p53 se encuentra normalmente en una baja concentracién, ésta crece si existe
cierto dano en el ADN de la célula permite que las células reparen su ADN danado y una vez
reparado se reestablece su ciclo tipico en baja concentraciéon. No obstante, si el material genético
esta excesivamente danado, entonces pb3 activa sus mecanismos que inducen a apoptosis evitando
que le error genético se propague con la reproduccion celular. Por esta razén la activacion de
la proteina forma parte de los factores imprescindibles de los mecanicismos que suprimen el
nacimiento de tumores. Muchas células cancerosas estan condicionadas por la mutacion del gen
productor de la proteina p53, aproximadamente el 50 % de canceres tienen este mismo problema.
Son incapaces de realizar de forma eficaz su funciéon en las células y por ello la ausencia de estos
mecanismos favorecen al crecimiento tumoral [9].

Sin embargo, la proteina p53 también participa en la induccién a apoptosis actuando
directamente en la mitocondria. Existe cierta acumulacion de p53 en el reticulo y la mitocondria
después de tratamientos anticancerigenos que producen la muerte celular [I0]. Se ha demostrado
que la proteina p53 en el citoplasma se localiza en el reticulo endopldsmico y en su contacto con la
membrana mitocondrial. Bajo ciertos estimulos de estrés la proteina p53 se acumula en esos sitios
y modula la homeostasis del Ca?*. La p53 se une directamente a la bomba de calcio (SERCA)
en el reticulo endoplasmico incrementando la concentracion de Ca?* seguido de una transferencia
significativa de éste a la mitocondria. Por consiguiente, la saturacién de Ca?t en la mitocondria
causa alteraciones en la morfologia del organelo y finalmente la apoptosis de la célula [IT].

Gracias a esto podemos comprender que una saturacion en la concentracion de calcio en células
cancerosas puede inducir a la célula a su muerte suprimiendo al tejido maligno.
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1.5. Homeostasis de Ca2"

Hasta hace no mucho tiempo, el concepto del transporte regulado de Ca?t a través de las
membranas era rechazado. Sin embargo, experimentos en mitocondrias y reticulos endoplasmaticos
asilados mostraron que el Ca?t puede ser transportado realmente entre las membranas de estos

organelos [13].

La sefializacion por CaT se convirtié6 en un area ampliamente estudiada, lo cual lo estableci6
como una clave en el control de la funcién celular.

Si el calcio regula por medio de senales diferentes procesos esenciales para la célula, su concen-
tracion intracelular debe ser regulada de cierta manera. Esta concentracion de Ca?* en el citosol
se mantiene normalmente entre los 100 y 200nM gracias a numerosas proteinas que son capaces
de unirse al Ca?t y transportarlo fuera del citosol reduciendo su concentracién en el ambiente.
Las proteinas que regulan la concentracion intracelular residen en el citosol, en organelos o son
pertenecientes a ciertas membranas. Estas proteinas pueden crear y moldear las sefiales de Ca2t
por medio de canales y bombas o intercambiadores. En la membrana plasmatica los canales son
modulados por las diferencias de potencial o por medio de distintos mecanismos que atn no son
muy bien conocidos.

TCR stimulation
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Figura 1.1: Esquema general de algunas bombas y canales en la homeostasis de Ca?* [12].

El calcio entra de maneras distintas a la célula; mediante voltaje, ligandos, otras bombas y
puertas. El almacenamiento de Ca?* intracelular es regulado por medio de la unién de sensores
de Ca?T y su transporte dentro de ciertos organelos. El Ca2* entra al reticulo endoplasmico a
través de la ATPasa de Ca?t de éste el cudl es conocido como bomba SERCA, y es liberado
a través de canales modulados por el mismo Ca?t mediante un proceso llamado Liberacion de
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Calcio Inducida por mas Calcio (CICR por sus siglas Calcium Induced Calcium Release). Para
esto se requieren sustancias como el InsP3 o protefnas como la p53, la cual como se menciond
antes, puede hallarse en un estado mutado como consecuencia del cancer.

Una descripcion de los transportadores y sensores de Ca?t en la membrana no estaria completa
sin la discusiéon de la dinamica espacial y temporal de las senales de Ca?*. Esta puede viajar de
forma ondulatoria con picos repetitivos a diferente frecuencia y amplitud. La propagacion de la
senal se explica normalmente por medio de la difusién de calcio desde el sitio en el que se tiene la
liberacion inicial de calcio hacia las zonas vecinas, ya que el calcio induce a su misma liberacion.

Por lo tanto, una caracteristica fundamental de la sefalizacion de Ca?t es que ésta controla
su propia muerte a través de los incrementos en su concentraciéon de forma sostenida. Este tipo de
muerte por apoptosis (autoinducida) forma parte de los procesos para decodificar la remodelacion
y regeneracion de los organos [I3]. Esta sefializacion forma parte de los distintos mecanismos que
son activados mediante diversas caspasas como la p53.

Aqui comprendemos entonces que la aplicacion de la Terapia Fotodinamica al crear formas
activas de oxigeno (ROS) se desencadenan reacciones en el aumento de sustancias (InsP3, p53 entre
otras caspasas) que a su vez incrementan las concentraciones de Ca?* en la célula. Estas sefiales
crean ondas en la concentraciéon que se propagan en el tejido produciendo la muerte solamente en
las células cancerosas, ya que el componente fotosensibilizador solo se queda mas tiempo en las
células danadas.







Capitulo 2

Modelos matematicos para simular la
dindmica de Ca intracelular

La dindmica de Ca?t es en muchas formas complejo y se han realizado distintos modelos
para estudiar su comportamiento. Las oscilaciones en la concentracion de calcio se dan gra-
cias a muchos procesos y mecanismos diferentes dentro de la célula [I4]. Uno de ellos es el
mecanismo CICR del cual se hablo en el capitulo anterior. En éste el calcio citosdlico activa
su propia liberacién de algunos organelos una vez iniciado el incremento en su concentracién inicial.

Como se vio anteriormente, se ha registrado la propagacion de esta senal inicial hacia el demés
tejido de forma oscilatoria [I5]. Mediante la liberacion de calcio desde el reticulo endoplasmico
hacia los receptores de raniodina en el citosol (que se distinguen por relacionar los canales de calcio
sensibles al InsP3 en el reticulo endoplasmico) se convierten diferentes estimulos extracelulares en
la senalizacion de la liberaciéon de mas calcio en el medio intracelular [16].

Se relaciona entonces el efecto de la Terapia Fotodinamica en la produccion de ROS (reactive
oxygen species) que ocasionan la proliferacion de caspasas con el mecanismo CICR para generar
que las oscilaciones de calcio se propaguen causando la apoptosis de las células cancerosas. Las
senales de Ca2™ producidas por la PDT son transmitidas a las zonas vecinas circundantes al tejido
tratado por la terapia. Este fenémeno es llamado el efecto observador.

Asi como muchas otras terapias la Terapia Fotodindmica también tiene ciertas desventajas,
siendo una de ellas la inaccesibilidad de irradiar algunos tumores que se encuentran dentro del
cuerpo. Otra de ellas se relaciona con la difusién que existe en la concentraciéon de calcio a las
células vecinas por medio de los llamados gap junctions que se explicaran mas adelante.
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2.1. Modelo minimo para las senales inducidas de oscilacio-
nes de Ca?*

En muchas células, las senales hormonales o neurotransmisores producen un tren de picos
en las concentraciones de Ca?t intracelular. El analisis en el modelo minimo basado en CICR
donde el Ca?* es liberado desde los compartimentos intracelulares muestra cémo las prolongadas
oscilaciones en el Ca?* citosolico pueden estar dadas como el resultado del aumento en el InsP3 [T]
causado por una estimulaciéon externa (la PDT). Este aumento genera la liberacion de una cierta
cantidad de Ca?T desde la reserva sensible al InsP3. A su vez el incremento en la concentraciéon
en el citosol produce la liberacién de cierta cantidad de mas Ca?t desde una segunda reserva
insensible al InsP3 (reticulo endoplasmico).

Este modelo predice los picos de calcio en ausencia de las oscilaciones en la concentracion de
InsP3. Asi se dan entonces las oscilaciones codificadas en la concentracién de calcio en la célula
para la senalizaciéon de apoptosis.

Este fenémeno oscilatorio se caracteriza por tener periodos entre tiempos menores a un segundo
hasta 30 minutos dependiendo el tipo de célula.

Se asume que la senal externa producida por la terapia activa la sintesis de InsP3 que tiene un
efecto meramente en la descarga de Ca?t desde un compartimento intracelular y por ello aumenta
la concentracién en el citosol.

Para determinar como es que las oscilaciones pueden ocurrir solamente por el ciclo de Ca?t entre
el citosol y el comportamiento insensible al InsP3, se hace la suposiciéon de que tan pronto como el
estimulo se presenta, su efecto produce un flujo neto constante de Calcio desde el compartimento
sensible al InsP3.

El compartimento sensible al InsP3 se considera constante como resultado de una rapida
reposicién por el flujo extracelular de Ca?t controlado por el mecanismo autorregulado por la
cantidad de Ca?* (CICR) contenida en el compartimento sensible al InsP3.

La magnitud del flujo de calcio (1) desde el compartimento sensible al InsP3 es tomado como
proporcional a la funcién de saturacion S del receptor de InsP3. El nivel de InsP3 establecido tras
el estimulo incrementa con la magnitud de la sefial externa (la PDT).

Las dos variables en este modelo es la concentracién del Ca?t libre en el citosol y en el com-
partimento insensible al InsP3 (El Reticulo Endoplasmico o Sarcoplasmico).

Estas variables se denotaran con Z y Y respectivamente.

Tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales;

dz
E :V0+V1B7V2+V3+/€fysz
(2.1)
ay
E = Vg — V3 — ]{}fY

El sistema de ecuaciones esta basado en el intercambio de Ca?* entre el exterior de la célula y
sus compartimentos intracelulares [I7].

Mnositol trisphosphate (InsP3) o bien Inositol Trifosfato, su efecto en el entorno celular es la movilizacién del
Ca2+, almacenado en organelos como el reticulo endoplasmatico
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Figura 2.1: Flujo hacia Z, Y y fuera de la celula

Cuando la célula recibe una senial externa (PDT), esto produce un incremento en el InsP3, el
cual lo lleva a un aumento en la funcion de saturaciéon 5 y, subsecuentemente, a un incremento del
Ca?* citosolico.

La molécula de InsP3 modula el Ca?t liberado del compartimento sensible hacia el citosol a
una tasa [uy.

El calcio es transferido a una tasa v, hacia el reticulo endoplasmico y después el Cat
almacenado en ese compartimento (Y) es liberado hacia el citosol a una tasa vz en un proceso
activado por el calcio citosolico.

Los pardmetros v, k y ks se relacionan con el flujo de Ca?t extracelular hacia el citosol, la
liberacion de Ca2* citosélico desde la células hacia afuera, y del compartimento de Y hacia el
citosol respectivamente.

En estas ecuaciones, todas las concentraciones y las tasas son definidas con respecto al volumen
total de la célula.

Esta condicién corresponde a una activacién por Ca2™ citosolico en el transporte de Ca?* desde
el almacenamiento intracelular al citosol.

Este modelo predice que al final en ausencia de retrasos en el tiempo de reaccion, tales procesos
no satisfacen una respuesta oscilatoria prolongada.
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CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA SIMULAR LA DINAMICA
) DE CA INTRACELULAR
2.1. MODELO MINIMO PARA LAS SENALES INDUCIDAS DE OSCILACIONES DE CA2t

Las tasas v5 y v3 tienen la forma;

zn v ym zp
—_—ee Va = .
Ky +zn 07 M Rm ym T KR 4 zp

Vo = VM2 (22)

En estas expresiones, Vyso v Vars denotan respectivamente tasas maximas de Ca?t de bombeo
hacia dentro y la liberacién desde el compartimento intracelular. Estos procesos son descritos por
medio de funciones de Hill donde los coeficientes n,m y p denotan el grado de cooperatividad en
la activacion del proceso; Ko, Kr v K4 son los limites constantes para el bombeo, la liberaciéon y
la activacion.

2041 ot) “Ta TN - Ty
=
=
i 15 )
4
m
o
B
:5 10 4
@
&
2 05
S

0.0 4

0 2 4 B B 10
Tiempo (5)

Figura 2.2: Dinamica de Calcio para las concentraciones Z y Y

En la grafica de la dindmica de Ca?tT que se muestra en la figura se pueden apreciar
las oscilaciones en la concentraciéon en el citosol (Z) con un incremento en la saturaciéon g =
0,3 desencadenado por estimulacion externa. De igual forma podemos ver las oscilaciones en la
concentracion del compartimento insensible (Y).

Los parametros[17] usados fueron; = k=10s"1

= vy = 1puMs~! o kp=1s"1

» vy =T7,3uMs™! = m=2

= 3=03 . n=2

» Kp = 2uM . pd

» K4 =09uM = VM2=65uMs~?
» Ko =1uM = VM3=500uMs~*
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CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA SIMULAR LA DINAMICA
) DE CA INTRACELULAR
2.1. MODELO MINIMO PARA LAS SENALES INDUCIDAS DE OSCILACIONES DE CA2t

2.1.1. Bombas e Intercambiadores de Calcio
ATPasad?

Existen muchos otros modelos para entender la dinamica de las concentraciones de calcio de
un compartimento celular a otro.

Se ha mostrado que a través de la ATPasa (SERCA) que bombea el calcio hacia el Reticulo
Endoplasmico, se aproxima a una funcién sigmoide de ¢, con coeficiente de Hill cerca de 2. Un
modelo comun;

2
Ve

Jserca = KZZ, +C2 (23)

Este flujo no depende de la concentraciéon de Ca?* en el Reticulo Endoplasmético y siempre
tiene el mismo sentido. Es sabido también que, con una concentracién suficientemente alta es
posible que la bomba se invierta en su direccion, generando ATP en el proceso.

Los primeros modelos de la bomba de Ca*t ATPasa (bombas SERCA) siendo enzimas que
acoplan la hidrolisis de una molécula de ATP para realizar el transporte activo de dos iones de
Ca2-+ hacia el interior del Reticulo Endoplasmico, se hicieron por medio de una ecuacion de Hill.
Sin embargo, al no tomar en cuenta ciertas caracteristicas tiene muchas fallas.

No obstante, se tienen otros modelos con mejores aproximaciones como el de MacLennan. La
bomba puede encontrarse en alguna de sus dos béasicas conformaciones: Eq, y Es.

En la conformacién E; la bomba toma dos iones de Ca?T desde el citoplasma pues esti en
una etapa en la cual es altamente afin a causa de la diferencia de concentracion (mayor en el
exterior del Reticulo Endoplasmatico), llevandolo del lugar con mayor concentraciéon a menor
concentraciéon, es decir, entra y después nuestra proteina es fosforiladaﬂ Por lo tanto, ahora su
direccién de permeabilidad cambia de direcciéon, es decir logra cambiar al estado E5. En este
ahora su afinidad al Ca?t disminuye, liberando los iones en el interior del lumen del Reticulo
Endoplasmatico. Una vez liberados la bomba es desfosforilada y completa su ciclo cambiando
al estado inicial F; y para cada ion de Ca?* transportado desde el citoplasma al Reticulo
Endoplasmaético, se trasporta un protén en direcciéon contraria.

En este modelo se obtiene la ecuacion:

C2 — K1K2K3K4K5K6CE . K k_i
a1 4 agc? + azc?c + ay’ YTk

Jserca =

Donde los coeficientes « son funciones de las tasas y los coeficientes k; son las tasas a las que
las bombas pueden entrar o salir de cada uno de sus posibles estados. (E, E; 'cargado’ con los
iones de Cat2, E; fosforilado, F, Ey con los iones liberados, Fs desfosforilado) como se muestra
en la Figura|2.3

2Las ATPasas son una clase de enzimas que catalizan la descomposicién de ATP en ADP y un ion de fosfato
libre. Libera energia, que se utiliza para llevar a cabo otra reaccion quimica acoplada a la reaccion descrita. Las
ATPasas transmembranas importan muchos de los metabolitos necesarios para el metabolismo celular y exportan
toxinas, desechos y solutos que pueden entorpecer el proceso celular.

3El proceso de fosforilaciéon consiste en la absorcion o toma de ATP hidrolizandolo liberando ADP, es decir, la
proteina ATPasa es fosforilada
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CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA SIMULAR LA DINAMICA
) DE CA INTRACELULAR
2.1. MODELO MINIMO PARA LAS SENALES INDUCIDAS DE OSCILACIONES DE CA2t

(S1) (S2) (S3)
k1C2 k2
Ei =— " E4-Co—™ E-C,-P
777777777777777 ki ko
ke | | kg ksl | ks
k.5 R kacd 1Y .
Es =—— = ExP —™ E»-C,-P:
ks ka 5
(Ty) . (T2) (T3)

Figura 2.3: Diagrama del modelo SERCA de MacLennan (1997) [14]

MacLennan asumi6 entonces que la obtencién y liberacién de Ca?*t ocurre en un tiempo muy
corto y se obtiene un modelo mas simple. Usando esa asuncién acerca de un rapido equilibrio se
agrupa el estado S; y Sy de forma que tomando sus respectivas ecuaciones diferenciales:

d
% = —k18102 +k_189 — 0= —k‘1S1C2 + k_159
(2.4)
K,
S1 = 672823

Siendo s; la fraccion de bombas en ese estado (S7). Y tras un cambio de variable en la relacion
definiendo s; = s; 4+ s3. Poniendo a sy en términos de nuestro nuevo estado s; y multiplicando
por la tasa ks;

C2]€2§1

21K, $2(c)s1 (2.5)

]{3282 =

Es decir, a través de ese nuevo estado S1, podemos escribir la tasa que va de éste al estado Sg
con una nueva funcién ¢»(c), asi simplificando el problema obtenemos el diagrama de la Figura
realizando lo mismo para un nuevo estado Ts.

Ahora tenemos tasas dependientes de las concentraciones en el citoplasma y en el ER.

Y entonces el flujo en el estado estacionario es calculado por medio de nuestro sistema de
ecuaciones, llegamos a una expresiéon muy similar a la de antes.

02 - K1K2K3K4K5Kgc§
Brc? + Pack + Pac?c + By’

Jserca =

Pero ahora las constantes 3; son los valores limites de las constantes «; que aparecian en nuestra
ecuacion anterior.

Y se agrega que nuestro modelo para la SERCA ATPasa es bastante aplicable al ATPasa en la
membrana de la célula.
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CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA SIMULAR LA DINAMICA
) DE CA INTRACELULAR
2.1. MODELO MINIMO PARA LAS SENALES INDUCIDAS DE OSCILACIONES DE CA2t

Figura 2.4: Modelo de la transicién entre los diferentes estados para la bomba de Calcio mediante
la asuncioén de equilibrio.[I4]

Sin embargo, en el modelo minimo que se usard solamente tomaremos a 5 y 3 como las
ecuaciones de Hill de las Bombas e Intercambiadores de Calcio debido su simplicidad. Aunque es
claro que se pude proponer un sistema de ecuaciones usando expresiones mucho més complejas
para estas tasas.
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CAPITULO 2. MODELOS MATEMATICOS PARA SIMULAR LA DINAMICA
DE CA INTRACELULAR
2.2. GAP JUNCTIONS

2.2. Gap Junctions

Estas son uniones entre células tales que se comunican por medio de dos conezones acoplados,
cada uno de ellos perteneciente a una célula vecina. La formacion de las GJs permite la trans-
ferencia de forma directa de diferentes tipos iones o moléculas entre células adyacentes. Tales
como el caso de las células del miocardio las cuales estan conectadas por medio de GJs que per-
miten su polarizacién de manera simultanea. Es decir, existe una conexiéon muy estrecha entre ellas.

Aunque las células del sistema inmunitario normalmente estan separadas y distribuidas por
los tejidos, puede suceder que alcancen a tener contacto directo entre sus membranas durante
las respuestas inmunitarias o en situaciones patologicas, como en diferentes tipos de canceres
infiltrados por células que proliferan y que son idénticas. En este caso las células pueden conectarse
a través de las GJs [I8].

A través de estos "puentes comunicadores"que van de célula a célula sucede la difusion del
Ca?*t de célula a célula dando origen a la sefializacién de ondas de calcio es por ello que se plantea
el modelo de Reaccion-Difusion més adelante.

Figure 5 Cannexon — lt__.‘:\_\'__) -
M, Clased Cpen
Connexon k
monomer g ! e
_ \’ o L7

C e '-:I F-
Plasma N
membranes

2-4 nin space

Intercellular
$&Cé
Hydraphilic

channel

Figura 2.5: Uniones Comunicantes (Gap Junctions)
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Capitulo 3

Modelo de Reaccion-Difusion

Para poder proponer un modelo tomando en cuenta difusiéon en el sistema deberemos com-

prender primero lo que es un sistema dinamico lineal en el tiempo.

3.1. Comportamiento de un Sistema Dinamico Lineal conti-

nuo en el tiempo

Imaginando que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales;

dx(t

.Z‘(;t( ) = auml(t) + alg.’L‘Q(t> + algxg(t) + a14x4(t) + ...+ alna:n(t)
dao(t

xd2t( ) = aglil(t) + CLQQI’Q(t) + (123503(75) —+ a24:174(t) + ...+ agnzn(t)

) = ap121(t) + anawa(t) + anzxs(t) + anaza(t) + ... + apnzn(t)

Podriamos escribirlo en una ecuacién vectorial del tipo;

a1 a2 ... Qin

. a1 Q22 ... Q2
donde;  x(t) = (x1(t), 22(t), .., T, (1)) y A=

Qan1 an2 e Ann

17
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.1. COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA DINAMICO LINEAL CONTINUO EN EL
TIEMPO

A es una matriz que incluye todos los coeficientes del sistema y x(t) es un vector que guar-
da todas las funciones que describe al sistema. Se propone la solucién del sistema como una funcion;

x(t) = eMv (3.3)
Aqui al sustituir (3.3)) en (3.2)):
dx(t
% = AeMv (3.4)

Se iguala a la derivada respecto al tiempo de la ecuacion. Nos resulta entonces una ecuaciéon la
cual relaciona los eigenvalores de la matriz con los eigenvectores del sistema. (3.3))

AeMv =AMy = Av=\)v (3.5)

Obtenemos finalmente una ecuacién del tipo;

(A= AI)v=0 (3.6)

Esto solo se cumple si el determinante de la matriz que multiplica al vector es 0.

A —\I| =0 (3.7)

Y podemos usar éstas expresiones para estudiar el comportamiento de la funcion (3.3) siempre
y cuando la matriz A sea diagonalizable.

Por lo tanto, para un sistema dinamico lineal bidimensional continuo en el tiempo;

dx a b
dt_<c d)x—Ax

Los eigenvalores de la matriz pueden ser obtenidos usando la ecuacion (3.6));

a— A b
det< . d—>\> =0 (3.8)

— (a—MN)(d—=X) —bc=X = \Tr(A) +det(A) =0 (3.9)

Por lo tanto, existen dos valores posibles para el eigenvalor.
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.1. COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA DINAMICO LINEAL CONTINUO EN EL
TIEMPO

Tr(A) £ /Tr(A)2 — 4det(A)

A:
2

(3.10)

Una vez hallados se han de encontrar los eigenvectores del sistema (A\; € {A1, A2}) usando la

ecuacion ({3.6))
a — )\z b U1\ _ 0
() ()= 0) a1y

Se obtiene un sistema de ecuaciones para hallar las componentes de los eigenvectores para
cada eigenvalor distinto.

(CL — /\i)'Ul +bvy =0
(3.12)
cvy + (d - )\»L')UQ =0

Se encuentran por lo tanto 2 eigenvectores v, y vy para sus eigenvalores correspondientes. La
solucién general para el sistema entonces es;

x(t) = CreMtvy 4+ Cre?tvy (3.13)

En la cual el valor de las constantes depende de la condicién inicial del sistema y el valor de
los eigenvalores son importantes para entender su estabilidad.

Los eigenvalores en principio son nimeros complejos y para un modelo continuo en el tiempo,
la estabilidad de los puntos estacionarios se determina a través de los siguientes criterios.

= Re()\;) > 0: El sistema es inestable, diverge al infinito.
= Re()\;) < 0: El sistema es estable.

= Re();) < 0: El sistema es asintoticamente estable (Para cualquier condicion inicial del
sistema si ¢ — 00, entonces x(t) converge en el origen) [19].

La parte real del eigenvalor debe ser

Tr(QA) si Tr(A)? < 4det(A)
Re() (3.14)
Tr(A) & VTR(A)? = 4det(A) o ni2 5 g geq(a)
; >
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.1. COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA DINAMICO LINEAL CONTINUO EN EL

TIEMPO
Por ello la Condicion de Estabilidad (que sea un punto estable) es simplemente;
El punto es estable:
» Si Tr(A) < 4det(A)
Entonces debe suceder qué;
Tr(A) <0 (3.15)

» Osi Tr(A)% > 4det(A)

Entonces debe suceder qué;

VTr(A)2 —4det(A) < —Tr(A)

y como el término de la derecha no puede ser negativo ya que pertenece parte real, entonces
Tr(A) debe ser negativa. Por lo cual elevando al cuadrado ambos lados

Tr(A)? — 4det(A) < Tr(A)?

det(A) > 0 (3.16)

En ambos casos la traza de la matriz A debe ser negativa, entonces la Condicion de Fstabilidad
es

Tr(A) <0 y det(A)>0 (3.17)
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.2. SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

3.2. Sistemas de Reaccion-Difusion

Hay sistemas en los cuales existen ciertas reacciones quimicas o algunos procesos tales que dan
origen a la composiciéon y descomposicion de moléculas. Estos procesos dan origen al cambio en la
concentracion de las sustancias.

No obstante, sucede que también existe difusion, es decir, el fenémeno que describe el
movimiento de las particulas o bien, moléculas a través de un medio. Nuestra concentraciéon es
por lo tanto dependiente también del punto en el espacio.

Para describir un sistema el cual varie respecto al tiempo y a la posicién es necesario un
modelo tal que tome en cuenta tanto las reacciones como la difusion.

Es decir;
8 ) ) )t
% - Rl(f1>"'7fn) +Dlv2f1
8 ) ) 7t
f2($a§ z ) = RQ(f17~-~7fn) +D2V2f2 (318)

3fn(17,y, 2 t)

— 2
ot —R7L(f17~-~7fn)+DnV fn

Donde las funciones f;(z,y, z,t) son las concentraciones de las distintas moléculas que se encuen-
tren interaccionando. Dependen de la posiciéon y del tiempo. Las constantes D; son los coeficientes
de difusién y las funciones R;(f1,...f») dependen de las concentraciones.
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.2. SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

3.2.1. Analisis de los puntos estacionarios para un sistema de Reaccion-
Difusién

Considerando el sistema (3.18)), sabemos que el sistema evaluado en un estado de equilibrio
espacial y temporal (f;s) cumple con;

O - Rl(flsa ~~->fn5)

0= Ra(fiss s fns) (3.19)

0 == Rn(flsa '“vfns)

Donde el subindice "is"nos indica que se trata de la variable i-ésima en el estacionario. Este
sistema nos conduce a un analisis de estabilidad lineal. Se realiza entonces la sustitucién de las
variables siguientes en el sistema [3.18

filx,t) = fis + Afi(x,t) = fis +sin(wz + ¢)Afi(t); Vi (3.20)
Siendo que se ha propuesto una solucién ondulatoria debido a que las funciones sen forman
una base.
Sustituyendo en el sistema , hace que el sistema tome la forma;

§SOT = Ru(fia ot SO s+ SAS,) —~ DiPSAT,
Sagth = Ro(fas + SAf2, s fus + SAfn) — Daw?SAfy (3.21)
Sagtf" = Ru(fns + SAfn, - fus + SAfn) — Dnw?SAfy

Donde S = sin(wz + ¢). Estas ecuaciones convenientemente se pueden condensar en la

ecuaciéon vectorial siguiente;

Af
837 — R(f, + SAf,) — DW?SAF (3.22)
Doénde
D; 0 0
0 D 0
Af:(AflaAf27aAfn) D=
0 0 D,

R(fs + SAf) = (Ri(fs + SAFfS), ..., Ru(fs + SALL))
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.2. SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

Linealizamos los términos de reaccion (R) y procedemos a expandir nuestra funciéon vectorial

R(fs + SAfs) en serie de Taylor;

OR,  OR, OR,
ofr  0fs T Ofn
ORy  ORy Ol
R(fs + SAf) =R(f)+ | 0h  9fe " Ofn SAf+ ... (3.23)
OR, OR,  OR,
ofv  0fs T Ofn/ =y,

Sin embargo, del sistema (3.19) sabemos que nuestra funcion R evaluada en los puntos de
equilibrio nos da como resultado un vector de ceros. Por lo tanto, dejando a primer orden la
expansion;

OR,  ORy !
oft  0fs 7 Ofa Af
ORy ORy ORy Af2
R(f, + SAf)~S | 0 Of2 = Ofa (3.24)
OR, OR,  OR, Af,
ofv  0fs 7 Ofn/ iy,

Finalmente sustituyendo en la ecuacion (3.22));

IS ) O ne i o
S = St Af-DWSAf = S Af= (Jr—w D)|,_, Af
OB, R, OR,
ofr  0fa T Ofn
OB, R, OR,
donde Jr=| 9fi 9Ofs  Ofa (3.25)
OR, OR,  OR,
ofr  ofs T Ofa

La estabilidad del sistema de Reaccion-Difusion en su estado de equilibrio homogéneo fs se
puede estudiar calculando los eigenvalores de
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CAPITULO 3. MODELO DE REACCION-DIFUSION
3.2. SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

(Jr — MQD)‘f:fS (3.26)

Donde ademas la constante w representa la frecuencia espectral de las perturbaciones.

Este procedimiento permite linealizar para poder encontrar los eigenvalores y eigenvectores
de la ecuacion de perturbacion Af. Es posible conocer si es que se trata de puntos estables o
inestables [24].
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Capitulo 4

Sistema de ecuaciones para la
dinamica de Calcio y sus Puntos
Estacionarios

Recordando el sistema de ecuaciones diferenciales para una célula (2.1)) y formulandolo como
un sistema de Reaccién-Difusién obtenemos las ecuaciones;

Z
%t:,,0+V15fy2+y3+ka—kZ+DZv22
(4.1)
Y
887 =UVy — V3 —k‘fY
donde;
zmn Yym™ yAd
-V S ) . 4.2
2! M2 g V3 VMng_i_Ym K7 4 27 (4.2)

Recordemos que la tasa v indica el ritmo al cual entra Ca?T a través de la membrana desde el
espacio fuera de la célula, la tasa 115 es la cual aumenta el Ca?* citosoélico a causa del incremento
en el InsP3 a causa de una sefial externa y la tasa k es a la cual sale el Ca?T de la célula hacia el
espacio extracelular. Ninguna se retira puesto que se considera en el modelo que las células siguen
obteniendo calcio del medio extracelular y no solo de las vecinas por medio de la difusién, asi como
también pueden seguir expulsandolo en menor medida hacia el entorno.

Por lo cual se hace uso del sistema .

Es importante notar que Z = Z(7,t) y Y = Y (¥,t). La concentracion del calcio citosolico
depende de las coordenadas espaciales y el tiempo.

Guiandonos del analisis de los puntos estacionarios para un sistema de Reaccion-Difusion
vistos en la seccién anterior, entendemos que se deben realizar los siguientes pasos;
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO
Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS

1. Encontrar los puntos estacionarios espacial y temporalmente

ofi
ot

2. Hallar la matriz que describe el sistema linealizado alrededor del estacionario homogéneo.

Es decir cuando V2f; =0y =0
2
(Jr—w D)}f:fs

para nuestro sistema de ecuaciones (4.1]).
3. Aplicar las Condiciones de Estabilidad, las ecuaciones; (3.17))

4. Encontrar los eigenvalores de la matriz hallada.
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO
Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.1. ENCONTRAR LOS PUNTOS ESTACIONARIOS ESPACIAL Y TEMPORALMENTE

4.1. Encontrar los puntos estacionarios espacial y temporal-
mente

Primero deberemos encontrar los puntos estacionarios para cuando

Ofi

2,:
Vii=0 ot

=0

Es decir, se tiene el sistema de ecuaciones

0=vog+uv1B— VQ(Z) + 1/3(Z, Y) + ]{/’fYS — kZ,

(4.3)
0= Z/Q(Z) - Vg(Z, Y) - kf)/é
o bien sustituyendo las tasas v y vs
Al ym zZP
0= —Vye—"2—1 4V, 2 . S keYs — kZg
vo + 11 M2K§+Zg+ M3 gy Kf‘—&—Zer RE :
(4.4)

zn ym zp

S

% vV .
Ky+zp CKp+Yr KL+7ZE

0= Va2 — kY

Como podemos notar, las ecuaciones dependen de muchos parametros que a su vez definen el
grado de las funciones de Hill implicadas.

Se realiz6 una simulacién en el lenguaje de programacién Pyhton que permitiera conocer los
valores de Zs y Y5 que cumplen con ambas ecuaciones.

A través de la busqueda de raices de ecuaciones no lineales y la graficacion de ambas ecuaciones
del sistema al encontrar sus dos puntos de intersecciéon entonces hallamos la ubicaciéon de los
puntos estacionarios.

Los parametros[17] usados fueron; » k=10s"1!

"y = luMs_1 w k= 1571

» v =73uMs™! = m—2

« =03 . =2

« Kp=2uM . p-4

w K4 =09uM = VM2=65uMs~1
« Ko = 1uM » VM3=500pM s
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO

Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.1. ENCONTRAR LOS PUNTOS ESTACIONARIOS ESPACIAL Y TEMPORALMENTE

—— Ecuacion 1
21 — Ecuacion 2
r==(0.319, 2.04)
— 1
=
2
- /
= ]
e
v}
g /
-
c -1
@
[}
=
S
-2
-3 -

BO0 005 010 015 020 025 030 035 040
Concentracion Z (uM)

Figura 4.1: Gréfica de las ecuaciones del sistema (4.4) donde se indica la interseccion de ambas

graficas Z vs Y. Esta representa el punto en el que coinciden, es decir, es el punto estacionario del
sistema

Por lo tanto, el punto estacionario es;

7, = (0,3194M, 2,044 M) (4.5)
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO
Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.2. PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA MATRIZ DE ESTABILIDAD SIN DIFUSION

4.2. Procedimiento para hallar la matriz de estabilidad sin
difusién

Para el caso en que no existe difusion en el sistema tendriamos entonces la ecuacion;

s98S _ i (4.6)
ot

Lo cual da origen entonces a que la matriz de estabilidad sea;

E=Jzv)rr 7s = (Zo, Yo) (4.7)
Dénde el jacobiano Jzy evaluado en el punto estacionario hallado 7 = (Zp, Yp).

1 V2 z§ mus Yo
— — =1 - —— 1| -k — (1= k
Zo [nl/g (VM2 ) prs (Zg e Y, Y + o + Ky

1 Zé) 12 mus Yom

— 3| 55— — 1) — — -1 — (1 ——— ] -k

Zo [Pus (Zg e ) nvy (VM2 Yy Yo+ ko f

Haciendo uso de las Condiciones de Estabilidad: Un punto es estable si y sélo si;

Jzy =

Tr(E) <0 y det (E) >0

Para el punto estacionario S

Tr(E) =186 y det(E)=29,03 (4.8)

Por lo tanto, ya que no cumple con ambas condiciones, se determina al punto estacionario como
punto inestable.
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4.3. PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA MATRIZ DE ESTABILIDAD CON DIFUSION

4.3. Procedimiento para hallar la matriz de estabilidad con
difusién

Se procede a usar el método visto en la seccion Primero hacemos el cambio de variable

(3-20) en el sistema (4.1)).

Z(x,t) — Zs + AZ(x,t) = Zy + ' 12H00AZ(2)
(4.9)
Y(x,t) — Yy + AY (2,t) = Y, + @2+ AY (1)

Se obtiene:

%(ZS + e W TtOOAZ(t)) = R.(Zs + AZ(x,t), Ys+ AY (2,1)) + D.V?(Z, + 1 to) A Z (1))

%(YS + W2t AY (1)) = Ry (Zs + AZ(x,t), Y+ AY (z,1))

, AZ(t ,
gitoraton) IAZ() 61&( ) _ R.(Zs+ AZ(x,1), Yi+ AY (,1)) — wiD.AZ(t)e' 1 #F00)
(4.10)
. OAY (t
ez<m+¢2>7() =Ry(Zs+ AZ(z,t), Ys+ AY(x,t))
Dénde las funciones R, y R, son;
R.(Z)Y)=vo+ v —w(Z)+v3(Z2,Y)+ kY —kZ (4.11)
R (Z)Y)=w(Z)—v3(Z)Y) — k;Y
Sustituyendo las funciones de Hill para v y vs;
R.(Z)Y V z" V " ! kY —kZ 4.12
AZ,Y) = —Via——— + W : - 1
( ) =10 +uf MQKg_i_Zn-i- J\I3K§1+Ym KZ+ZP+ f (4.12)
zn ym VA

Ry(ZaY) = Ve —ka

—V; .
Ky+zn MKpiym KRy Zzr
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO
Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS

4.3. PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA MATRIZ DE ESTABILIDAD CON DIFUSION

Condensando el sistema (4.10) se tiene la siguiente ecuacion.

Af -
saa—tf = R — SW?DA7 doénde; (4.13)
i(wrater) 0 D. 0 0
_ € _ z _ w1
S= ( 0 ei(w2m+¢2)> ’ D= ( 0 O) ’ W = (O WQ) (414)
(4.15)

Af = (AZ(t),AY (1)), R=(R.(Z,Y),R,(Z,Y))

Una vez expandida en funcién de Taylor al rededor del estacionario la ecuacion (4.13]) queda

€omo;
ORz; ORz
- . . oz oYy
ot ORy ORy
oz 1904
ONf - 7
a—tf =T zy|j=r.Af — W?DAf (4.16)
Donde
8RZ e—i(wl —UJQ)-'E 8RZ
. oz oY
Yzy =8""JzvS = (4.17)
ei(ou—wz)wa& 8&
oz oY

Realizando las derivadas usando a las expresiones (4.11));

61/3 8Ry 8RZ

8RZ , 61/3 . 8Rz_% ko 8RY_ ;Y3 ey
1 oz 27 9z oy oy

o7 = 2t az k oy oy

Por lo tanto, la matriz de estabilidad es;

E=Jzy - W’D)___; 7y = (Zs,Ys) (4.18)
Es decir,
13} . 13
A Y
E— (4.19)
) v 19/%
(w1 —wa)T ] s
¢ (”2 az> oy M e
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Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.3. PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA MATRIZ DE ESTABILIDAD CON DIFUSION

Y calculando cada derivada se encuentran las siguientes expresiones;

o2, O _ p(,_ 2" \ O _ m/( Y™
277 Vae)' 0z °Z zZv+kE) oy Y ym g kp

(4.20)

Se sustituye y evalta en el estacionario.

1 Vs Zg . B mus Y "
= 2 1 k- Daw? el (M3 To ) 4y
Zo [Wz (VMz ) e ( Zg + k/’gﬂ e Yo Yo ) Y

im(wl—wz) Zp ym
e 0 Vo muvs 0

-1 1— —2 L ([ U—
Zy [pyB(Zngkg )+m/2< VMz)] Yo ( YJ“FW) d

E =
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Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.4. CONDICIONES DE ESTABILIDAD

4.4. Condiciones de Estabilidad

Ahora se evaltan las condiciones para determinar si los puntos estacionarios son estables o
inestables.

Para que un punto sea estable tiene que suceder;
Tr(E) <0 y det(E)>0

Obtenemos la traza de la matriz (4.19);

0 0
T (E) = v + al; —k—w?D, - —al;f ~ky
8V3 8U3
_ i e R _ _
= —1) 97 Y wiD, —k—ky

Y siendo R, = v» —v3 — kY, entonces la traza de la matriz E en términos de la funcién R, es;

Tr(E) = (%]jj’ - 881?)# —D.w? —k (4.21)
Tr(E) = —D,w? + 1,86 (4.22)

y para el determinante;

— (2D, +k) (3”3 + kf)

4.23
9y (4.23)
det (E) = 2,9D,w? + 29 (4.24)
Para el punto 75, éste sera estable solo si;
—D.wi+18<0 vy  29Dwi+29>0
D,wi>18 y  D,w?>-10 (4.25)
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CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA DINAMICA DE CALCIO
Y SUS PUNTOS ESTACIONARIOS
4.4. CONDICIONES DE ESTABILIDAD

La segunda condicién se cumple ya que los coeficientes de difusiéon son positivos. Sin embargo,
para la primera expresion como podemos ver, si es estable o no, depende del valor de los
coeficientes de Difusion. Por lo cual la difusion puede hacer que el sistema permanezca estable o
se salga de la estabilidad.

Proponiendo la funciéon g(w), para que 7 sea estable la funcion debe tomar valores negativos.

g(w) = —D,w? +1,86 <0

gl

0.0 05 10 15 20 25
frecuencia (w)

Figura 4.2: Gréafica de la funciéon g(w). Es una parabola hacia abajo con dos raices. Una positiva
y otra negativa, sin embargo, el valor positivo es el tnico de interés pues la frecuencia w soélo
toma valores positivos. El coeficiente de difusién D, determina que tanto se estrecha o ensancha
la parabola.

Podemos notar en la figura (4.2) que el coeficiente de difusion determina el intervalo de
frecuencias para las que el sistema es estable.

Es decir, que Yw € (wp, 00) tal que wq es la frecuencia para la cuél g(wp) = 0;

1,86
D,

entonces el sistema seré estable y se esperan patrones con una longitud caracteristica de 1/wp.

wo = (4.26)

(4.27)
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Capitulo 5

Simulacion de la dinamica de Calcio

5.1. Simulacién del tejido sano sin aplicar terapia

Con el objetivo de visualizar la dindmica de calcio con difusién, se modelé6 como un campo
en el cuél la concentracion cambia a través del tiempo. Se us6 codigo en Python para poder
reproducir los patrones formados ( figura 5.1]).

En esta figura se presentan las etapas por las cuales pasa el patron que se forma. Eventualmente
llega a un estacionario.

En el codigo se coloco la concentraciéon z como u y la concentracién y como v.

Para obtener los patrones formados en el cédigo se definen los pasos espaciales y temporales
como; Dy = 0,01 cm (100um)y Dy = 0,002 s respectivamente.

En los siguientes patrones se simula la aplicacion de la terapia fotodindmica en tejido sano
(células con valores normales para los coeficientes que regulan las bombas de calcio).

0 0 d
0 0 ’
“ N A
60 60
’
80 80 .

0 2 4 8@ ®
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CAPITULO 5. SIMULACION DE LA DINAMICA DE CALCIO
5.1. SIMULACION DEL TEJIDO SANO SIN APLICAR TERAPIA

Figura 5.1: Evolucion del patrén formado por las ecuaciones de la dindmica de Calcio con coeficiente
2

cm ~
de Difusion D, = 0,000l — y condiciones iniciales zyp = € y yo = § donde éstas son pequenas
s

fluctuaciones.
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5.2. SIMULACION DEL TEJIDO SANO CON PDT

5.2. Simulacién del Tejido Sano Con PDT

Se eligio como condicion inicial una zona central correspondiente a un circulo de radio 0.25 cm
con centro en (0.5 cm, 0.5 cm) con mayor concentracion de calcio simulando el efecto de la terapia
fotodinamica en esa zona.

Podemos ver como se propaga la onda de calcio en el tejido sin cancer.

N .
| I
o w

(a) step=0, t=0 (b) step=100, t=0.2 s

N — .
| |l ‘ I|
\ ’ __z’ '._.. _ :..' «
T ;\.\--. .--"j ®
(c) step=500, t=1 s (d) step=1100, t=2.2 s
e, i P p— ,
Y e Y Y
I.' rl_,rf ”‘\ | N i 'yll 1
| | | |
% | | |
II‘. \-‘._ _./ f “\. _." |
b b o g
e l‘\'--, —_—— #
(e) step=1300, t=2.6 s (f) step=1900, t=3.8 s
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CAPITULO 5. SIMULACION DE LA DINAMICA DE CALCIO
5.2. SIMULACION DEL TEJIDO SANO CON PDT

(g) step=2160, t=4.32 s (h) step=3220, t=6.44 s

Figura 5.2: TEJIDO SANO + TERAPIA FOTODINAMICA: Evolucién del patrén formado por

las ecuaciones de la dinamica de Calcio con coeficiente de Difusion D, = 0,0001 — y condiciones iniciales

S
zo = 0,319, yo = 2,04 y el doble de éstos para la circunferencia simulando la terapia y asi el efecto
observador. El tono oscuro corresponde a mayor concentraciéon de calcio.
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5.3. SIMULACION DEL TEJIDO CANCEROSO CON PDT

5.3. Simulaciéon del Tejido Canceroso con PDT

Se simul6 también tejido canceroso en toda el area cambiando uno de sus parametros. La
tasa 1o se encarga de extraer el calcio desde el citosol hacia el compartimento Y. Esta tasa
contiene a la constante Vjso la cual denota la tasa maxima de bombeo del calcio hacia adentro,
por lo cual al alterarla (disminuirla) simula la mutacion del p53 que generan las células cancerosas .

Al probar diferentes disminuciones de la constante Vs en un 15 %, 30 %, 46 %, 61 % v 77 %, se
encontraron patrones como los que se muestran en la figura (5.3]).

(a) step=0, t=0 (b) step=10, t=0.1's

(c) step=20, t=0.2 s (d) step=30, t=0.3 s

(e) step=1300, t=1 s (f) step=1900, t=5 s

Figura 5.3: TEJIDO CANCEROSO COMPLETO + TERAPIA: Evolucién del patréon

formado por las ecuaciones de la dindmica de Calcio, simulando Céncer en todo el tejido, Vo =
2

35uM/s (disminuido en un 46 %) con coeficiente de Difusion D, = 0,0001ﬂ y condiciones
s

iniciales zg = 0,319 y yo = 2,04, Dy = 0,01. Se toma el doble de las condiciones iniciales para la
zona central para simular la terapia.
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5.4. Simulacién de la PDT aplicada solo en la zona del Tejido
Canceroso

Finalmente se hizo la simulacién de tejido canceroso sélo en el drea de aplicacion de la terapia,
es decir, en la mima circunferencia.

Para simular la aplicacién de la terapia se colocaron como condiciones iniciales en la zona
central zg = 0,319 x 3 y yo = 2,04 x 3. Sin embargo, para simular el tejido canceroso la constante
Vare se disminuyé en un 46 %.

Esta simulacién como resultado la propagacion de la onda de calcio hacia afuera en forma
circular y hacia el centro en forma de rombo como se muestra en la figura .

(a) step=0, t=0 (b) step=50, t=0.5 s

_,,.‘- — '-\-\.,_\ I-_‘,-‘..--" = -ﬂ_\-‘
/ B ! Y Vo% 1
| 8 ) | |_'. JI| |
I"., = ; n = Y
\"x._ - & . ‘__/"
(c) step=220, t=2.2' s (d) step=260, t=2.6 s
f’__..-'" . -, \“ {f" — \\\1
4 {/’ a1 ¥ w9
tE 22 tes23
i, \H-.__xj _.-'ll "- \\\-._ ._____‘-"' y .-"‘l
e o b _d
(e) step=300, t=3 s (f) step=350, t=3.5's
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5.4. SIMULACION DE LA PDT APLICADA SOLO EN LA ZONA DEL TEJIDO
CANCEROSO

(i) step=450, t=4.5 s (j) step=4T75, t=4.75 s

Figura 5.4: TEJIDO CANCEROSO EN CIRUNFERENCIA + TERAPIA: Evoluciéon

del patron formado por las ecuaciones de la dinamica de Calcio, simulando Céncer en la misma
2

circunferencia de la terapia (Vo = 55uM/s) con coeficiente de Difusion D, = 0,0001ﬂ y
s
condiciones iniciales zp = 0,319 x 3 y yo = 2,04 x 3, Dy = 0,01.

Se noto que al disminuir el valor de la constante Vjro (la tasa a la que el Reticulo Endoplasmico
extrae el calcio del citosol), por debajo de los 50uM/s, el patréon en forma de rombo que se cierra
desde la circunferencia al centro, deja de formarse. Dando lugar a la tnica expansiéon de la onda
hacia afuera.
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Capitulo 6

Conclusion

La extension del modelo CICR de la dinamica de calcio en la célula a un dominio espacial
de 2 dimensiones incluyendo la difusion de la concentracion de calcio permitié analizar el efecto
observador en células con cancer siendo la respuesta biolégica de una célula adyacente a otra en la
cual fue generado un estimulo especifico, en este caso la aplicacion de la terapia. Este efecto depende
de la comunicacion celular y amplifican las consecuencias del evento original [25] (aplicacion de la
PDT).

Esta extension del modelo permitié explicar que el p53 mutado presente en células cancerosas
impide un transporte efectivo de calcio entre los compartimentos intracelulares y por lo tanto
dificulta la apoptosis.

Coémo se observa en la figura , el aumento en la concentraciéon de calcio en la zona de
aplicacion de la terapia fotodinamica se propaga en forma de ondas a la vecindad. Mientras que
en el tejido canceroso mostrado en la figura , el p53 mutado impide la formaciéon de ondas
de calcio donde no se aplica la terapia y por lo tanto el efecto observador se ve disminuido. Esto
nos sugiere que la terapia fotodinamica debe ser aplicada en toda la zona cancerosa ya que no es
posible confiar en el efecto observador para propagar la apoptosis a regiones mas amplias. Es decir,
la terapia fotodindmica debe ir acompanada de un diagnoéstico muy preciso de la zona afectada. O
incluso ser aplicada con cierto margen razonable, aunque se elimine tejido sano.
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