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Resumen

Para entender la propagacion de una onda de luz en un material determina-
do es necesario tomar en cuenta el caracter vectorial del campo electromag-
nético, la constitucién estructural del material y las caracteristicas de la
interaccion entre ambos. En este trabajo de tesis a partir del conocimiento
del estado de polarizacién inicial de una onda de luz y de su direccion de
propagaciéon dentro de un material anisétropo, cuyas propiedades estructu-
rales y orientaciones espaciales han sido predeterminadas, se encuentra y
describe el estado final de polarizacion de la luz después de propagarse una
distancia determinada. Por medio del elipsoide de indices de refraccién se
podran determinar la velocidad de fase y velocidad de la energia de la onda
de luz y aplicando la teoria de modos acoplados en la propagacién de ondas
en medios anisotropos determinar la ecuacion de movimiento del estado de
polarizacion de una onda electromagnética.

Palabras Clave: Polarizacion, Medios anisotropos, Modos acoplados.
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Capitulo 1

Introduccion

La luz es uno de los fenémenos fisicos que mas ha llamado la atencién del ser humano;
la Optica es la rama de la fisica dedicada al estudio de la luz, sus caracteristicas,
comportamiento y propagacién dentro de un medio material. Por lo tanto, no se puede

hablar de luz sin hablar de optica.

En uno de los primeros acercamientos al estudio de la luz, los fildsofos de la antigua
Grecia explicaron la propagacién de la luz con el concepto de rayo [1]. Con el paso del
tiempo, el hombre y su intencién de comprender la interaccién entre rayos de luz y
materia propiciaron la creaciéon de instrumentos 6pticos, fisicos y matematicos, que le
permitieran manipular y analizar su comportamiento. Como muestra de estos estudios
se observd la division en dos de un haz al atravesar un cristal de calcita, realizado
por Bartholinus. De aqui se concluy6 que la luz tiene comportamientos diferentes de

acuerdo al medio en el que se propaga|2].

Durante el siglo XVII se discutia sobre las dos principales ideas acerca de la propa-
gacion de la luz, pertenecientes a Hyugens y Newton [3]|. Fue hasta que Thomas Young
asento la teoria ondulatoria de la luz a través de su principio de interferencia que se
establecio a la luz como una onda transversal. Teoria complementada por el trabajo de

Fresnel y Arago sobre las ideas de Huygens [4].

Maxwell introdujo, a través de los resultados empiricos de Faraday, cuatro ecua-
ciones las cuales describen el comportamiento de los campos electromagnéticos y su
propagacion mediante ondas transversales; al determinar la velocidad de la onda en-
contrd que solo depende de cantidades vectoriales, eléctricas y magnéticas, y ademas
coincidia con la velocidad de la luz, previamente medida por Roemer [5]. De aqui se

obtuvo que la luz es una onda electromagnética transversal y la direcciéon de vibracion
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del campo eléctrico de la onda de luz se le conoce como polarizacion la cual, de forma
general, describe una elipse (conocida como elipse de polarizacién) conforme la onda
se propaga. Mas ain, como consecuencia del comportamiento vectorial, Jones realizo
una normalizacién de los estados de polarizacién en lo que conocemos como vectores
de Jones|[6].

En éptica existen medios transparentes y opacos para la luz; los primeros permiten
que la luz se transmita a través de ellos con la minima absorcion; los segundos, por
el contrario no permiten que la luz se transmita [7, 8]. En particular, los cristales
son medios transparentes formados por conjuntos de atomos ordenados de manera
regular cuya estructura permite clasificarlos en isétropos y anisétropos[9]. De aqui que
la direccion de propagacion de la onda, la estructura del cristal y la interaccién entre
ambos causan cambios en la fase de las componentes de la onda, por lo tanto se tienen

cambios en la polarizacion y velocidad de la onda a la salida del material [10, 11].

Los cristales anisotropos, son de particular interés para la optica ya que diversos
instrumentos Opticos estan hechos de este tipo de medios, como por ejemplo polari-
zadores, placas retardadoras, compensadores, moduladores de fase entre otros [12]. Lo
anterior a llevado a diferentes estudios en este tipo de materiales para entender lo que
sucede a la elipse de polarizacién [13, 14], o describirlos mediante la teorfa de Jones
[15, 16]. Més atin, se tienen diferentes fenémenos como la actividad éptica con aplica-
ciones en la éptica no lineal en la generacion de segundo y tercer armonico, laseres de
pulsos, etc [17, 18].

En este trabajo de tesis se realiza un estudio de la ecuaciéon de movimiento del
estado de polarizacién de una onda electromagnética para determinar y comprender el
estado final de polarizacién de una onda al propagarse en un material anisétropo. Con
la finalidad de obtener dichos resultados este trabajo se presenta en tres capitulos que

a continuacion se resumen.

En el capitulo dos se realiza una revision de la teoria electromagnética; mediante
las ecuaciones de Maxwell se obtiene la ecuacién de onda y su solucion de onda pla-
na, determinamos el comportamiento vectorial de los campos electromagnéticos que

componen a la onda y se define el concepto de polarizacion.

En el capitulo tres se analiza la propagacién de una onda plana en medios materiales,

se obtiene la ecuacion de Fresnel y se analizan los modelos de superficie normal y
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elipsoide de indices.

En el capitulo cuatro se estudia la teoria de modos acoplados para el campo eléctrico
como método para determinar el cambio en el estado de polarizaciéon de una onda, se
estudia el ejemplo de una onda propagandose en un cristal optico activo. Se analiza
la ecuacion de movimiento del estado de polarizacién para un medio anisétropo y
se compara con lo obtenido anteriormente. Finalmente en el capitulo 5 se dan las

conclusiones.
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Teoria Electromagnética

La luz es una onda electromagnética descrita por las ecuaciones de Maxwell cuyo com-
portamiento esta regido por una ecuaciéon de onda en el espacio y en el tiempo. Mas
aun, de las soluciones a la ecuacién de onda es posible demostrar que sus componen-
tes, magnética y eléctrica, son cantidades vectoriales transversales a la direccion de
propagacién. Como consecuencia de este comportamiento vectorial se define a la po-
larizacion como la direccion de vibracién del campo eléctrico con diferentes tipos de

representaciones tales como la elipse de polarizacién y los vectores de Jones.

En este capitulo estudiamos la teoria de las ecuaciones de Maxwell, la descripciéon
de una onda de luz a partir de dichas ecuaciones, demostrando su comportamiento
vectorial y el plano transversal a la direccion de propagacion. Veremos como se define al
fenémeno de polarizacion y algunos de sus casos particulares, asi como su representacion

en la elipse de polarizacion y en los vectores de Jones.

2.1 Ecuaciones de Maxwell

Los campos electromagnéticos estan descritos por un conjunto de ecuaciones, obtenidas
por Maxwell durante el siglo XIX, las cuales llevan su nombre. Para un medio se tiene
[19]:

. 9B

E=—-="" 2.1.1

. 9D -

H=="+7] 2.1.2
V x 57 T (2.1.2)
V-D=np, 2.1.3
V-B=0, (2.1.4)
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donde
D = (goE + P), (2.1.5)

conocido como vector de desplazamiento eléctrico con P el termino de polarizacién y

— —

B = po(H + M), (2.1.6)

para la inducciéon magnética con M la magnetizacion. Estas ecuaciones estan comple-
mentadas con relaciones que describen el comportamiento de la materia como respuesta

a un campo aplicado

J=0E, (2.1.7)
D =¢E, (2.1.8)
B =pH. (2.1.9)

Aqui ¢ es la conductividad especifica, ¢ es la constante dieléctrica (o permitividad) y

1 es la permeabilidad magnética.
a J indica la respuesta de los electrones de conducciéon al campo aplicado.
» D describe la respuesta agregada de las cargas ligadas al campo eléctrico.

m B la respuesta correspondiente al campo magnético.

2.2 Ecuacion de Onda

—

Supongamos una onda propagandose en el espacio libre, donde se tiene p =0, J = 0,

M = 0, las ecuaciones de Maxwell se reducen a

q oH
E=—pg— 2.2.1
- OE
=g, 2 2.2.2
Vx H €0 8t, ( )
V.-E=0, (2.2.3)
V-H=0 (2.2.4)

Para obtener la ecuacion diferencial que debe satisfacer la onda aplicamos el rotacional,
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V x (), a ambos lados de (2.2.1) y luego sustituimos (2.2.2) para H, entonces

. 0’FE

V x (V X E) = _/JL()&?O@' (225)

Utilizando (2.2.3) y la identidad vectorial V x (Vx) = V(V:) — V() obtenemos

,= 1 0°FE
20t
Esta ecuacion es conocida como ecuacién de onda (andlogamente se obtiene una ex-
presién para H) y nos dice que cambios en el campo eléctrico se propagan a través del

espacio libre con velocidad igual al valor

=2,997930 x 10®m/s, (2.2.7)

C o
Ho€o

mientras que, en un medio la velocidad se ve reducida y a la razon entre la velocidad
en el vacio y la velocidad en un medio se le conoce como indice de refraccién denotada

por n

L e (2.2.8)
v Ho€o

n=
Una solucién de la ecuacion de onda (2.2.6) es la onda plana

U(7,t) = Upel @tk (2.2.9)
donde los puntos que satisfacen

—

wt — k-7 = constante, (2.2.10)

definen un plano de fase constante, perpendicular a la direcciéon de propagacion.

2.3 Comportamiento vectorial de la luz

Consideremos una onda plana arménica en el tiempo de la forma e'™*=“%_ Derivando

con respecto del tiempo, tenemos

0 ...r o
7el(r-k7wt) = —w el(r-kfwt)’ (231)
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tomando la derivada con respecto a una de las componentes espaciales, digamos x,

tenemos

gei(l‘c'-f’fw t) _ iei(kng»knyrkzsz t)
oz oz
= ik e/ Tl (2.3.2)

para las componentes y, z se obtienen expresiones similares a (2.3.2) por lo que se

deduce que

vei(E-F—wt) _ Z'Eei(E'F—Wt)7 (233)

por lo tanto, de (2.3.1) y (2.3.2) se obtienen las relaciones

0 .
57 7 TW (2.3.4)
V — ik. (2.3.5)

Regresando a las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre (2.2.1) y sustituyendo
(2.3.4), (2.3.5) se obtiene

kx E=pwH, (2.3.6)
kx H=—cwE, (2.3.7)
k-E =0, (2.3.8)
k-H=0. (2.3.9)

Las ecuaciones (2.3.8) y (2.3.9) nos dicen que k es perpendicular a los campos E y
H , de aqui se tiene que la onda sea transversal a la direccion de propagacion. Mas
atn, junto con (2.3.6) y (2.3.7), se tiene que k, E y H forman una triada de vectores

mutuamente ortogonal, como se muestra en la figura (2.1).

Vector de Poynting

El vector de Poynting establece la direccion del flujo de energia electromagnética, de-

notado por S y definido por el producto cruz de los campos eléctrico y magnético
[20]:

9a1)
I
=
X
T

(2.3.10)
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Figura 2.1: Campo electromagnético propagandose en direccién z. La onda azul indica
el comportamiento del campo eléctrico, la roja marca el del magnético.

2.4 Polarizacion

La polarizacion es una propiedad de ondas vectoriales que describe el comportamiento
en el tiempo de uno de los vectores de campo apropiado a esa onda [21]. Como se
estableci6 en la seccion anterior, la luz es una onda electromagnética vectorial, por lo
cual el fenémeno de polarizacion se refiere al comportamiento del campo eléctrico al
observarse en un punto fijo del espacio conforme avanza el tiempo.

Consideremos una onda plana armonica en el tiempo, es decir, en el que las componentes

cartesianas de E y H son de la forma:

acos (T +6) = Re{ae "+, (2.4.1)

donde 7 denota la parte variable del factor de fase
T=wt—k-T (2.4.2)

Supongamos la direccion de propagacion sobre el eje z, de la seccion anterior sabemos
que el campo es transversal, con lo cual solo las componentes x y y de £y H son
diferentes de cero. Nos interesa saber la forma de la curva que describe el vector de

campo eléctrico, con coordenadas (E,, E,) en un punto del espacio.
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E, = Ey; cos (T + 6,), (2.4.3)
E, = Egy, cos (T + dy). (2.4.4)

Utilizando identidades trigonométricas podemos reescribir a las ecuaciones (2.4.3) y
(2.4.4) como

By

= COS T €08 0, — Sin 7 8in d,, (2.4.5)
EOr
E
—% = cos T cos d, — sin 7 sin d,. (2.4.6)
Ey,

Si multiplicamos (2.4.5) y (2.4.6) por sind, y sind,, respectivamente y luego restamos
la segunda a la primera, obtenemos:
Ee 4] Y sin in o (2.4.7)
——sind, — == sind, = cosTsinJ, 4.
EOx Y EOy
donde 6 = 0, — 6,. De manera similar, usando la funcién cos
* 080, — LV cos 6, = sin 7 sin 0 (2.4.8)
—— €080, — —— €080, = sinTsinJ. 4.
EOx Y EOy !

Elevando al cuadrado (2.4.7) y (2.4.8) y luego sumdandolas

EZ>2 <Ey>2 E, E, .9
+ (=) —2——%Lcosd =sin” 9. 2.4.9
(Eoz EOy EO:): EOy ( )

Notar que (2.4.9) es la ecuacién que indica que a cualquier instante de tiempo el lugar
geométrico de los puntos descritos por el campo eléctrico conforme se propaga es una
elipse, ver figura (2.2); y se conoce como elipse de polarizacion [22].

Haciendo ciertas consideraciones sobre Ey;, parat = x,y, v ¢ se llega a casos particulares

de la elipse de polarizacion.

2.4.1 Polarizacion lineal

m Si )y, = 0 entonces

E, = Ey, cos(T + 9,), E, =0, (2.4.10)
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Figura 2.2: Elipse de polarizacion

es decir, la componente del campo eléctrico solo oscila en la direccion del eje x,

por lo que se dice la luz esta linealmente polarizada horizontalmente.

» De manera semejante, si ahora consideramos Fy, = 0y E, # 0

linealmente polarizada verticalmente.

m Sid=000=mlaecuacion (2.4.9) se reduce a

E.\? E, \? E, E
() +(B) -+f-e
EO.’L' EOy EOacEOy

E E,\?
= (’”i y):o,

EOJ: EOy
Ey,
= Ey — :tEiomEx7
es decir, tenemos luz linealmente polarizada con pendiente ggy

se obtiene luz

(2.4.11)

(2.4.12)

.S10 =0 1la

pendiente es negativa, para 0 = 7 la pendiente es positiva. En el caso de que

Eyy = Ey, tenemos E, = £ F, y se trata de luz linealmente polarizada a 45°.

En la figura (2.3) se muestran las representaciones en el plano para las

lineales horizontal, vertical y +45.

10

polarizaciones
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N N
E,
M E}’ g
Ex
Ey

v
(a) Polarizacién lineal (b) Polarizacién lineal (c) Polarizacién lineal a
horizontal vertical. +45.

Figura 2.3: Casos particulares de polarizacion lineal.

E}a’ ]

Y

1 ¥

E}f

(a) Polarizacién Circular a Dere- (b) Polarizacién Circular a Iz-

chas quierdas

Figura 2.4: Casos particulares de polarizaciéon circular.

2.4.2 Polarizacion circular

Supongamos que Ey, = Ey, = Ej por lo que la ecuacion (2.4.9) se reduce a
E? + E2 = E;. (2.4.13)

m Si ademés § = 7 se tiene polarizacién circular a derechas.

m Si)= 37“ se tiene polarizaciéon circular a izquierdas.

En la figura 2.4 se muestran las polarizaciones circulares a derechas y a izquierdas.

2.4.3 Parametros de la elipse de polarizacion

En general, los ejes de la elipse de polarizacién no coinciden con los ejes Ox y Oy, con

lo cual, es importante mostrar la relaciéon entre E,,, E,,, 0 y el 4angulo de rotacién W.

11
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Figura 2.5: Elipse de polarizaciéon rotada a un dangulo ¥

A partir de la figura (2.5) podemos definir

E! = E,cosV + E,sin,
E, = E,sin¥ + E, cos ).

También se tiene que la ecuacion de la elipse en términos de 2’ v 3/ es

E! = acos(T +¢'),
E, =+ bsin(r + ).

Por lo tanto, se llega a

acos(t + 0") = Eg, cos(T + d;) cos U + Ey, cos(T + §,) sin 1,
+bsin(7 + 0") = —Eo, cos(T + 0,) sin W + Ey, cos( + 6,) cos ¥,

(2.4.14)
(2.4.15)

(2.4.16)
(2.4.17)

(2.4.18)
(2.4.19)

donde se utilizaron (2.4.3) y (2.4.4). Si distribuimos los cos(7 + ¢') y sin(7 + ¢)

a[COSTCOS d' — sin 7 sin (5’} = EOQC[COSTCOS J, — sin 7 sin 5:,3} cos ¥

+ Eoy [ cOS T cos 0, — sin (5] sin W,

ib{SiHTCOS 0" 4 cos T sin 6’} = —EOw[COSTCOS J, — sin 7 sin 54 sin ¥

+ Ey, [ COS T €Os 0, — sin 7 sin 54 cos W,

12

(2.4.20)

(2.4.21)
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igualando los coeficientes de cos T y sin 7 en ambos lados lleva a

acosd’ = Ey, cosd, cos ¥ + Ey, cos o, sin U,

asind’ = Ey, sin 6, cos ¥ + Ey, sin 6, sin U,

+bcosd’ = Ep, sind, sin ¥ — Ey, sin 6, cos U,

+bcosd’ = —Ep, cos b, sin U + Ey, cos d, cos W.

Elevando al cuadrado (2.4.22) y (2.4.23) y luego sumando tenemos

a? = Ej, cos® ¥ + E§ sin® U + 2Eg, Ey, cos U sin U cos 6,

con § = 6§, — 0. Procediendo de manera similar para (2.4.24) y (2.4.25)

+b* = E7 sin? U + Egy cos®> U — 2Ey, Eq, cos U sin W cos 6.

Sumando (2.4.26) y (2.4.27)

a’+0* = Ej, + Ej,.

2.4.22
2.4.23
2.4.24
2.4.25

~~ ~~ —~
~— ~— ~—

(2.4.26)

(2.4.27)

(2.4.28)

Ahora, multiplicando (2.4.22) por (2.4.24) y (2.4.23) por (2.4.25) y luego sumamos

+ ab = Ey, Ey, sin 0.

Mas atin, dividiendo (2.4.25) entre (2.4.22) y (2.4.24) entre (2.4.23)

(Eggc — Egy) sin 2¥ = 2F, Ey, cos d cos 20,

2F, Eq, cos o
@] tan 2V = %,
EO:E - EOy
asi el angulo de rotacién ¥ se relaciona con Ey,, Ey, y 6.

Es de utilidad introducir el dngulo auxiliar « de tal forma que

Ey,
EOm ‘

tan o =

Su relacién con ¥
tan 20 = (tan 2ar) cos § 0< V¥,

si(5:0,7r:>\lf:j:0z,si(5:g,3§:>\ﬂ:0.

13

(2.4.29)

(2.4.30)

(2.4.31)

(2.4.32)

(2.4.33)



Estado de polarizacién en el plano complejo Capitulo.2

Se define la elipticidad como

+0b s T
tan €= — — — <eg -, 2.4.34
WET 4 4 (2.4.34)
y describe los extremos de la elipticidad de la elipse de polarizacion.
La relacién entre los pardmetros Ey,, Fy, y 6 con € esta dada por
sin2 €= (sin 2«) sin d. (2.4.35)

2.5 Estado de polarizacién en el plano complejo

Podemos describir el estado de polarizacion de una onda a través de un nimero com-

plejo x, en el cual esta contenida toda la informacion de la amplitud y fase

x = e’ tant = %ei(%_‘sm). (2.5.1)
Ep
De acuerdo a (2.5.1) podemos especificar el estado de polarizacién de una onda plana.
Para polarizacion circular a izquierdas Ey; = Egs y sind = 1, entonces x = 4. Similar-
mente, para polarizacion circular a derechas tenemos y = —1. El estado lineal horizontal
corresponde a y = 0, mientras que el estado lineal vertical corresponde a x = 400 [23].
Los demas puntos en el plano complejo representan estados de polarizacion eliptica

como se muestra en la figura (2.6).

Notar que también podemos escribir al angulo de rotaciéon v y la elipticidad € en

términos del numero complejo.

tan(2y) = 12]?&(')2, (2.5.2)
sin(2 €) = iT’%l (2.5.3)

2.6 Vectores de Jones

Recordemos que las componentes del vector de campo eléctrico para una onda plana

que viaja en la direccion del eje z tienen la forma
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Figura 2.6: Estados de polarizacién en el plano complejo
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E,(z,t) = Eppe'@+os) (2.6.1)
_ i(wt+dy)
) — 0 . .0.
E,(z,t) = Eye (2.6.2)
iwt

Por lo que ahora, al factorizar el termino " y escribiendo como un vector columna

an; ei&;

EOy eiéy

_ awt

(2.6.3)

Y

Dentro del vector columna del lado derecho en (2.6.3) estd contenida la informacién
acerca de la fase y amplitud de la onda, conocido como vector de Jones y denotado por
J [24]. Normalizando el vector de Jones obtenemos expresiones mucho mas sencillas

para el estado de polarizacion, donde también se cumple la condicién
J-J =1 (2.6.4)

Algunos ejemplos de vectores de Jones en su forma normalizada de estados de polari-

zacion son

m Polarizaciéon lineal horizontal y vertical, respectivamente

1 0
o] a ] von

m Polarizacién circular a derechas e izquierdas

1 |1 1 |1
A R

Notar que los vectores de Jones para polarizacion lineal y circular son ortogonales entre

Si:

33y =1 0 H =0, (2.6.7)

Jn* - Jy = ; 1 H = 0. (2.6.8)

Entonces cualquier estado de polarizacion se puede escribir como la suma de los estados
(2.6.7) 0 (2.6.8). Ejemplificando, tenemos las polarizaciones .J, y .J, en términos de Jg

y Jr, y viceversa
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Capitulo 3

Propagacion de la Luz en Medios

Una de las caracteristicas de la optica es el estudio de la propagacion de la luz a través
de medios Opticos transparentes; un medio isétropo se caracteriza por mantener una
relaciéon de semejanza entre el vector de campo eléctrico de una onda de luz que se
propaga en este y el vector de desplazamiento eléctrico dentro del mismo; por otro
lado, en un medio anisétropo, en particular los cristales, ya no se conserva la relacion
de semejanza entre los vectores de campo eléctrico y desplazamiento eléctrico, este
ultimo ahora depende de la direccién en la que se propaga la onda en el medio. De
esto se tienen diversos fendémenos de estudio en la Optica, lineal y no lineal. En este
capitulo estudiaremos el comportamiento de una onda plana al propagarse a través de
un medio anisétropo, mostraremos algunos modelos que se obtienen de las respuestas
debido a la polarizacién del material y una clasificacién de cristales de acuerdo a sus

propiedades.

Para obtener una primera idea de la propagacién de la luz dentro de un medio an-
isotropo, lineal, homogéneo, no magnético, imaginemos una carga ligada por resortes
de distinta rigidez (figura 3.1); el movimiento de la carga bajo la accién del campo
eléctrico serd diferente en el eje x comparado con el que se genera de un movimiento
paralelo al eje y , por lo tanto depende tanto de la magnitud como de la direccién de
este. Como consecuencia, la carga acelerada radiara un campo con una polarizacion

descrita por

P, X111 X2 Xi3| |Ea
P= 1P| =¢co|xa1 X2 Xo3| | By, (3.0.1)
P, X31 X32 X33| |E:

donde los elementos x;; forman lo que se conoce como tensor de susceptibilidad x. Lo

cual se puede abreviar como
P =eoxE. (3.0.2)
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Figura 3.1: Carga ligada a resortes de distinta rigidez.

En el caso de un medio isétropo x es solo un escalar, por lo tanto la polarizacién P y

el vector de desplazamiento D son paralelos al campo eléctrico E.

Debido a la aportacién de la polarizacién la relacién constitutiva (2.1.5) se puede

reescribir como

E, 1 0 0f [E, X1 Xi2 Xi3| | Ea
D=e|E) =¢c0|0 1 O] |Ey| +eo0|xa1 Xx22 Xos| |Ey] - (3.0.3)
E, 00 1| |E, X31 X32 X33| |E:

Abreviado como D = eE = £4(1 + x)E con € el tensor de permitividad[5].

I+ xn1 X12 X13 11 €12 €13
€=2¢&p X21 1+ x22 X23 = |€21 €22 Ea3]| - (3.0.4)
X31 X32 1+ X33 €31 €32 €33

Los valores de los coeficientes ¢;; dependen de la eleccién de z, y, 2 relativo a la estruc-
tura del cristal. Siempre es posible alinear los campos de la onda con los ejes del cristal

de tal manera que ¢ sea un tensor diagonal [25],
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€11 0 0
€ = 0 €929 0 5 (305)
0 0 £33

a estos ejes se les conoce como ejes principales y los elementos de la diagonal principal

se conocen como constantes dieléctricas principales.

3.1 Propagaciéon de una Onda Plana en un Medio
Anisétropo

iwt=k7) " on un medio

Estudiemos la propagacién de una onda plana, de la forma e
anisotropo, no magnético, sin corrientes ni cargas libres. Bajo estas condiciones las

ecuaciones de Maxwell (2.1.1) se reducen a

. OB
E=-—— 3.1.1
V x 57 ( )
- 9D
H=— 1.2
V x 57 (3.1.2)
V-D=0, (3.1.3)
V-B=0. (3.1.4)
Recordando (2.3.4) y (2.3.5) obtenemos de (3.1.1) y (3.1.2)
kx E=wuH, (3.1.5)
kx H=—wD. (3.1.6)

Notamos que H= ig es perpendicular a /;, E y 5, de ahi que estos deben estar sobre
un mismo plano. Al mismo tiempo, D es perpendicular a k, por lo tanto D,H y k
forman una triada de vectores ortogonales. En cuanto a E, mantiene su relacion de
ortogonalidad con el vector de Poynting S y H.En cambio, E ya no es perpendicular

a la direccion de propagacion l;, es decir E - k # 0, ver figura(3.2).
Para interpretar E - k primero eliminamos H de las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.6)

kx (kx E)+w?ueE = 0. (3.1.7)
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H,B
S

Figura 3.2: Relacion entre los vectores E , H , 5, B , direccién de propagacion k y vector
de Poynting S.

Con el vector de onda k = “n3, donde § es un vector de onda unitario en la direccion

del vector de propagacion y n es el indice de refraccion.

Ahora, usando la propiedad A x (B x C) = B(A-C) — C(A - B) la ecuacién anterior

se reescribe como

k(k-E)— E(k-k) = —wuckE. (3.1.8)

Para interpretar la ecuacion anterior, evaluemos sobre los ejes principales del medio

%nQSj(E'- E)— %n2E]~ = —w?ue,E;, (3.1.9)
2,
= s5,(5-E) = (1 _¢ ’f])Ej (3.1.10)
n

con g;y j=1,2,3 los ejes principales del tensor de permitividad.

Multiplicando ambos lados por el elemento s;, tenemos

2
$3(5- E) = (1 - C:fj)sjEj. (3.1.11)

21



Propagacion de una Onda Plana en un Medio Anis6tropo Capitulo.3

Despejando s;F; del lado izquierdo de la ecuacion anterior tenemos

s2(5-E

6B g (3.1.12)
(1-=)
n2
Realizando la suma
57 s 5
s 5t — =1 (3.1.13)
T n2e T n2e T n2e

definiendo los indices de refraccién principales como n? = < para j = z,y, 2
¥l €0 ) )

2 S?ZJ 2 1
- 2 _ = 3.1.14
n2—n§+n2—n§+n2—n2 n? ( )

S

La ecuacion (3.1.14), conocida como ecuacién de Fresnel, es cuadrética de n? con dos
soluciones posibles n? y n3, es decir, para cada direcciéon de propagacién existen dos

posibles indices de refraccién, n; y ne, v con ello dos posibles velocidades de fase.

Mas atin, de (3.1.10) podemos despejar

(3 B
E; = f{s#) (3.1.15)

donde, ya obtenidos n1, no se pueden sustituir, uno a la vez, para encontrar las compo-
nentes de los respectivos campos eléctricos Ey y Fo v con ello los vectores de despla-

zamiento eléctrico Dy y Ds.

3.1.1 Superficie Normal

A partir de las soluciones de la ecuacién de Fresnel se puede obtener un modelo que
represente, en el espacio de /;, las direcciones de polarizacién correspondientes a los
indices de refraccion ny y ny. Este modelo es conocido como superficie normal[26]; para
determinar su forma multiplicamos ambos lados de la ecuacion de Fresnel (3.1.14) por

n2

7z, lo que resulta

n2s2(n? —n3)(n* —ni) —I—ngsz(ng —n2)(n? —n3) +nis?(n* —n?)(n®* —n3) = 0. (3.1.16)

La forma general de la superficie normal se muestra en la figura (3.3). En particular,
bajo ciertas suposiciones en los indices de refraccion principales se obtienen casos espe-

ciales de este modelo, a través de los cuales es posible clasificar cristales en isétropos,

22



Capitulo.3

Propagacion de una Onda Plana en un Medio Anis6tropo

Figura 3.3: Octante de superficie normal

uniaxiales (positivos o negativos) y biaxiales.

Cristales Is6tropos
Suponiendo que n; = ny, = ng la superficie normal se degenera a una esfera. La
<
°.

polarizacién es paralela al campo eléctrico y tiene una velocidad de fase v =

Cristales Uniaxiales
Si ahora consideramos que dos de los indices de refraccion son iguales, digamos n; =

ny = n, y el tercero ng = n., decimos que se trata de un cristal uniaxial y la ecuacién

(3.1.16) se reescribe como

2sa(n® —nl)(n® —n?) +nlsi(n® —nl)(n® —n2) +nisi(n® —n2)* =0. (3.1.17)
Bajo estas consideraciones se tiene que la propagacion sobre el plano (z,y) es indepen-
diente de la direccién, pues sobre ese plano cualquier onda se propaga con un indice
de refraccion n,, y solo se necesita determinar a la superficie normal en el plano (z, z).

Para una onda propagandose en el plano (x,z) a un dngulo 6 respecto del eje z, es
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Eje optico o
4 Eje optico

(b) Uniaxial positivo
(a) Uniaxial negativo

Figura 3.4: Planos de interseccién entre circunferencia y elipse para cristales uniaxiales

decir
k= (sind,0, cos @), (3.1.18)

reescribimos (3.1.17) como
(n* — n2)[n2(n* — n?)sin® 0 + n?(n? — n?) cos 4] = 0. (3.1.19)

Ya que el producto de la ecuacion anterior es igual a cero, alguno o ambos de los

factores son iguales a cero, con esto encontramos las soluciones

(3.1.20)

(3.1.21)

Encontramos que las soluciones se tratan de una circunferencia (3.1.20) y una elipse

(3.1.21) de esto se tienen las siguientes observaciones;

m (3.1.20) nos dice que para cualquier direccién de propagaciéon sobre este plano la
onda puede tener un indice de refraccién n, y una polarizacién perpendicular al

plano.

m (3.1.21) el indice de refraccion varia de punto a punto de acuerdo a una elipse
cuya polarizacion se encuentra sobre el plano y es perpendicular a la direccion de

propagacion.

m La linea que pasa por los puntos donde son tangentes la circunferencia y la elipse
se conoce como eje Optico. Cualquier onda que viaje sobre este eje, experimenta

un solo indice de refraccién y su polarizacion es independiente del campo E.
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m 1, se conoce como indice ordinario y n, como indice extraordinario.

m En caso de que n, < n. la elipse encierra a la circunferencia y se trata de un
cristal uniaxial positivo. Para n, > n. la circunferencia encierra a la elipse y se

trata de un cristal uniaxial negativo, como se muestra en la figura (3.4).

Cristales Biaxiales

En el caso de que todos los indices de refraccion principales nq,no, n3 son todos dife-
rentes, digamos nz > ny > ny, entonces se trata de un cristal biaxial. Por lo tanto,
para visualizar la forma de las superficies formadas por (3.1.16) examinamos una de

sus secciones transversales, por ejemplo en k = (k,, 0, k,), entonces

2 2.2

2 —n3)[nis2(n® —n3) +nisi(n* —ni)] = 0. (3.1.22)

(n” = n3)[nis;(n

Ya que el producto es igual a cero, cualquiera o ambos de los factores deben ser iguales

a Cero.

n® = n3, (3.1.23)
1 s
— ==+ -=. (3.1.24)

Nuevamente obtenemos la ecuacién de una circunferencia (3.1.23) y la ecuacién de una
elipse (3.1.24) por lo que para cada direccién de propagacién hay dos posibles indices
de refraccion, ny con polarizacién perpendicular a este plano y otro con un indice que
varia de punto a punto de acuerdo a la elipse y polarizacion sobre el plano y perpendi-
cular a la direccién de propagacion. A diferencia de los cristales uniaxiales los cristales

biaxiales cuentan con dos ejes 6pticos.

Resolviendo de forma similar (3.1.16) en los planos k;k, y k,k, encontramos que en
ambos obtenemos una circunferencia y una elipse, como se muestra en la figura (3.5¢).
Sin embargo, solo en el plano k. k., se cruzan estas curvas en cuatro puntos y asi dos

ejes Opticos como se muestra en (3.5¢).

3.1.2 Elipsoide de Indices

La determinacién de un modelo en el espacio k como la superficie normal se hizo posible
a través de la ecuaciéon de Fresnel, donde se toma al campo eléctrico y la direccién de

propagacion. Sin embargo estos vectores no siempre son mutuamente perpendiculares,
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Nx

>Kx

N

"\
Y

(a) Plano k;k,

(c) Plano donde se cruzan las soluciones de la ecuacién de Fresnel

Eje optico

(b) Plano kyk.
Eje optico

Figura 3.5: Planos principales de la superficie normal para un cristal biaxial
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Z

F

oy

D:

D:

Figura 3.6: Elipsoide de indices

en cambio tenemos que el vector de desplazamiento eléctrico siempre es perpendicular
a la direccion de propagacion, es por ello que existe otro modelo en el espacio de D

conocido como elipsoide de indices.

Las superficies de densidad de energia constante se representan por

D? DX D?

L4+ H 4+ == =20, (3.1.25)
€z &y &

Si hacemos © = \/’é%, y = \/2%, z = \/ZZT podemos reescribir la ecuaciéon anterior
como: ) ) )
x Yy z

@+F§+F§:1' (3.1.26)

Esta es la ecuacion general de un elipsoide con sus ejes paralelos a los ejes x,y y z con
longitudes 2n,, 2n,, 2n,, respectivamente y se conoce como elipsoide de indices como
se ve en la figura (3.6). El método para determinar las direcciones de los vectores D,
y D, para la direcciéon de propagacion k consiste en tomar un plano perpendicular a
k y que pasa por el origen, de manera que este plano corta al elipsoide formando una
elipse cuyos semiejes mayores definen a los vectores de desplazamiento, con magnitudes

: 11
correspondientes 22 Yz

Para demostrar que los vectores D, y 52 son los semiejes de la elipse formada por
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la interseccion del elipsoide y el plano perpendicular a k debemos definir el tensor de

impermeabilidad

nij = €o(e™ )i, (3.1.27)

1

donde 7" es el tensor inverso del tensor dieléctrico €. A partir de esto podemos escribir

la relacién entre el E y D como

E = —nD. (3.1.28)

§x [§xnD]+ —D =0, (3.1.29)

recordando que k = “ns. Ya que §- D = 0 podemos definir un nuevo sistema de

coordenadas tal que uno de los ejes sea paralelo a §

Wy
I
= o O

entonces (3.1.29)

i1 T2 ™Ts 1
M2 M2 Mes | D= ?D' (3.1.30)
0 0 0

Ya que la tercera componente de D siempre es cero (pues D se encuentra en el plano
transversal a §) podemos ignorar las componentes 13 y 193 y definir el tensor de

impermeabilidad transversal como

m= | ", (3.1.31)
21 722
con lo cual (3.1.30) se reescribe como

(m - 1)5 — 0. (3.1.32)

n2

Esta ecuacion nos dice que los eigenvectores del tensor 7; son los vectores Dy y Dy con

eigenvalores los indices de refraccién % y %, respectivamente. Como 7; es un tensor
1 2
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Nz

Nx

(a) Isétropo ng =ny, =n,

(b) Uniaxial positivo, n, = ny, < n,

(c) Uniaxial negativo, n, = n, > n,

(d) Biaxial, ng < ny < n,

Figura 3.7: Elipsoides de indices para los diferentes tipos de cristales

simétrico entonces estos eigenvectores son perpendiculares entre si.

El modelo de elipsoide de indices para cristal isétropo, uniaxial positivo, uniaxial
negativo y biaxial se muestra en la figura (3.7). Para entender un poco méas como
funciona el elipsoide de indices la figura (3.8) muestra un cristal uniaxial negativo,
con eje optico sobre el eje z. Sin pérdida de generalidad podemos elegir la proyeccion
del vector de propagacion k sobre el eje y, entonces uno de los semiejes de la elipse
coincide con el eje x correspondiente al rayo ordinario Dy y magnitud % Por otro lado,
la direcciéon de D, depende del dngulo 6 formado desde el eje éptico a 5. Y el indice de
refraccién varia de n.(0) = ny para 0 = 0° hasta n.(0) = n, para = 90°,

1 cos’f  sin*6

- + . (3.1.33)

ng(0)  n3 ng
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z (OPTIC AXIS)

Figura 3.8: Elipsoide de indices
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Capitulo 4

Estado de Polarizacion

Hasta ahora hemos visto cémo una onda de luz se puede ver afectada debido a dos
posibles indices de refraccion, lo que lleva a cambios en el estado de polarizacion de
la onda a la salida del material. La teoria de modos normales explica dichos cambios.
Sin embargo, existen medios capaces de girar el estado de polarizacién de una onda
linealmente polarizada que viaja a través de estos, siempre que esto sucede se dice que
se trata de un medio éptico activo. A consecuencia de esto, la teoria de modos normales
ya no es suficiente para explicarlo, se debe emplear la teoria de modos acoplados para

describir el cambio en campo eléctrico.

En este capitulo se explica el fendmeno de actividad 6ptica desde la interaccion entre
las cargas del material y los campos de la onda incidente, luego se explicara mediante
la teoria de modos acoplados y con ello plantearemos la ecuacién de movimiento del

estado de polarizacion.

4.1 Actividad optica

A principios del siglo XIX Arago realizé diversas investigaciones relacionadas a la
actividad optica, principalmente en cuarzo donde, observando a la fuente de luz, de-
terminé que el giro del plano de polarizacién puede realizarse a derechas (dextrégiro)
o a izquierdas (levégiro) y que este depende de la distancia recorrida por la luz en el
medio. Mas atin, Biot demostré que también se presenta actividad optica en liquidos
y gases [2].

Complementando el trabajo de Arago y Biot, Fresnel en 1825 propuso que el fenémeno
de actividad oOptica se debe a la diferencia de velocidades entre ondas circularmente
polarizadas que componen a la onda incidente [11]. Es decir, una onda linealmente

polarizada sobre el eje x de amplitud Dy y que se propaga sobre el eje z, como en la
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k\
H\ \
_______ LV NS :

==
Y Y

Figura 4.1: Rotacién del plano de polarizaciéon de un medio 6ptico activo

figura (4.1), se puede escribir como una combinacién de dos ondas con polarizaciones

circulares a derechas y a izquierdas, R y L, respectivamente

&eiwt
V2

con indices de refraccién n, y n;. Recordando que & y ¢ representan los estados de

{Remiwmnele 4 piomm/e), (411)

polarizacién lineal horizontal y vertical, respectivamente, podemos reescribir (4.1.1)

Dgﬁexp{iw (t — W) }, (4.1.2)

como

con
w(ng —ny,)

2c

La ecuacion (4.1.3) es la polarizaciéon de la onda, indica que la inicialmente polarizacién

wim =) z]. (4.1.3)

ﬁ::%cos[ z}—i—ﬁsin{
c

Z(nl_n'r)
2c

a las manecillas del reloj. Cabe destacar que (4.1.2) ya no se puede escribir en términos
de E como en (3.0.3).

lineal sobre el eje  ahora ha girado de acuerdo al &ngulo w en el sentido contrario

Algunos autores mostraron que la actividad éptica es consecuencia de la interaccion
de las moléculas del material con la onda incidente. El momento dipolar inducido esta
dado por

p:aE_'—i—Baa[;[, (4.1.4)
donde o es la respuesta de la molécula al campo eléctrico de la onda, mientras que
[ es una constante intrinseca a una estructura helicoidal del material. Para 5 = 0, se
trata de una molécula lineal y solo se tiene la contribuciéon del campo eléctrico. Para

B # 0 el campo magnético oscilante producirad una corriente con direccién perpendicular
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al campo incidente, cabe senalar que estas ondas estan en fase por lo que se pueden
sumar vectorialmente produciendo un giro en el estado de polarizaciéon. Como resultado

el vector de desplazamiento eléctrico resulta
D =¢E +igyG x E, (4.1.5)

donde ¢ es el tensor dieléctrico considerando 5 =0y G es un vector, conocido como
vector de giro, paralelo a la direcciéon de propagacion. El producto G x E se puede
representar por el producto entre E y un tensor antisemitico [G] [27]con componentes

dadas por:

[Glas = —[Gls2 = =G, (4.1.6)

De (4.1.5) se reescribe como

—

D = (e +igy[G))E = ¢'E. (4.1.7)

Para estudiar los cambios en el estado de polarizacion consideraremos al vector de
desplazamiento D ya que siempre es perpendicular a la direccién de propagacion. Por
lo que la relacion constitutiva para D ahora se escribe como

FE =

]_ —
D. (4.1.8)

Sustituyendo en la ecuacién de onda con el tensor dieléctrico &’

kx (kx E)+wue'E =0, (4.1.9)
1= '
= s x (”s X D) twus D=0 (4.1.10)
c c e’ e’
tenemos
24 x (§>< E‘j)ﬁ+5: , (4.1.11)
€

reescribiendo la ultima ecuaciéon en términos del tensor de impermeabilidad, llegamos

* 1
[slls]{n — mnlGn}D = —— D, (4.1.12)

donde consideramos a [s] como un tensor antisimético en representacién de §x, similar
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a como se defini6 [G], reescribimos (4.1.12) como [28§]

< 1
{_”;G "11"2] D=—D. (4.1.13)
niny  nj

Solucionando el problema de eigenvalores en el sistema de coordenadas formado por

(ﬁl, D>, ) encontramos que los indices de refraccion satisfacen la ecuacién
1 1 1 1 G \?
(2 - 2) <2 - 2> = (22) : (4.1.14)
ni n?/\nz n ning

1 171 1 171 1\? G \?
Sl e Y el (i : 4.1.15
n? 2(n%+n%> \/4(7%? n%) +(n%”3> ( )

Los estados de polarizacion correspondientes se pueden representar con los vectores de

2 2
11 1 11 _ 1 _G_
e ]

Los vectores de Jones representan dos ondas elipticamente polarizadas ortogonales en-

Con raices

Jones

tre si. Ya que la primera componente es real y la segunda componente es puramente
imaginaria, los ejes principales de las elipses de polarizaciéon son paralelas a las polari-

zaciones sin perturbar Dy, Dy, como se puede apreciar en la figura (4.2).

4.2 Modos acoplados en un medio anisétropo

Los modos normales de propagacion para una onda en un medio anisétropo permiten
definir los estados de polarizacion y las velocidad de fase, es decir, podemos escribir la

propagacion de la onda como una combinacién lineal de los modos normales

E = Alé\1€i(wt_klg) + Agégei(Wt_kzo. (421)

donde €1, €5 representan la direccion de polarizacion de los modos normales del vector
de campo F, y ki, ko los nimeros de onda correspondientes. A; y Ay son constantes y

( = §- 7 es la distancia a lo largo de la direccién de propagacion.

En presencia de un factor externo o interno (como un campo eléctrico, magnético, un
esfuerzo, o actividad 6ptica) €3, é; ya no son los eigenvectores de propagacién. El tensor

de permitividad en presencia de la perturbacion se reescribe como
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D1

Do

]
\///

Figura 4.2: Elipses de polarizacién de los modos normales en presencia de birrefringen-
cia y poder de rotacion.

e =e+ Ae. (4.2.2)

Por lo tanto el campo total considerando la perturbaciéon es
E(( 1) = A1(Q)é1e' @t MO 1 Ay (¢)épel @0, (4.2.3)

y ya que €1, €3, k1 v ko estan dados por la solucion de modos normales, es decir sin

perturbacion, tenemos que el campo E esté especificado una vez dadas A1(C) y A2(Q).

Para encontrar las ecuaciones diferenciales para las amplitudes de modos acoplados

iniciamos con la ecuacién de onda:
V x (V x E) —w?ule + Ae)E =0, (4.2.4)

donde se puede reemplazar V por §'a%

L0 (L0 = ~/(,0 _0 ) =
sa—g <88Q : E) — E(s : s) —wple +Ae)E =0, (4.2.5)
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2
6662 {E —§(5- E)} +w?u(e + Ae)E = 0, (4.2.6)

ignoremos la componente longitudinal y asumimos 5™ E=0 y €71 - €3 = 0. Sustituyendo

(4.2.3) en la ecuacién de onda tenemos

92
ac [A Gt @Wi=ho) L A, 6, etwt= kQO} + w?peE + W uAeE = 0, (4.2.7)
llegamos a
et i(w )
[d@ — 2iky i —I—w,uAsA]ee !
d’A dA ,

[ Gz 2 A o610 =0, (4.2.8)
donde se utilizé6 —k2¢; + w?ueé; = 0 para ¢ = 1,2. Si asumimos que A; y Ay son
funciones lentamente variables de ¢, entonces & dg? o dg y reescribiendo el tercer
término en corchetes en (4.2.8) para A,

Aeir Aegip Aciz] |e Aey
Wt At @RO N Ay Acgy Acgs| | 0] = Wi Arel@RO T AL, | (4.2.9)
A531 A€32 A€33 0 0
De manera similar para A,
A&H A€12 A€13 0 A€12
W AR | Ay Acyy Acgy| |ea| = i Ase™@ 7RO | Acgy | (4.2.10)
Aeg; Aezp Aegz| |0 0

Utilizando (4.2.9) y (4.2.10) en (4.2.8) y realizando el producto escalar por é; y é;, uno

a la vez obtenemos que

dA . :
— 22]{31 Tgé €Z(wt k10) + WQ[,L Ale’(w t_k2C)A811é\1 + CUQM Age’(‘” t_kQC)Aglgél

dA : .
- 22/527(26 pe WiTka0) 4 W’ AeCtRO Ay 6, + W’ A’ @tkR20 Agoé, = 0.
(4.2.11)
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Agrupando términos

dA iw? '

TCI = — Qkfb [AlAffll + A2A€12€71(k27k1)g]: (4212)
dA iw? ;

Tg _ 2]{:5 [AlAgmel(l@—kl)C + A2A522]' (4.2.13)

Estas ecuaciones de modos acoplados se pueden resolver de forma tnica dada una

condicién inicial en los elementos Aeg;;.

Como ejemplo en el uso de las ecuaciones (4.2.12) y (4.2.13) consideremos la propaga-
cion de onda electromagnética en un medio birrefringente y épticamente activo. Con

este tltimo una pequena perturbaciéon Ae dada por
Ae = igo[G]. (4.2.14)

Los elementos de la matriz de perturbacién estan dados por

Agll = ASQQ = O, (4215)
A€12 = —1i¢€ G, (4216)
Aégl = i&o G. (4217)

Sustituyendo estos Ae;; en (4.2.13)

dj%? - _i;"]j;‘ig G A, (¢)eitke=hS, (4.2.18)
= “’;:;GAl(g)ezMC, (4.2.19)
- “6’2(; Ay (C)ei ke (4.2.20)
Despejando A;(() de la ecuacién anterior
Ay = Zlge—m“cz%, (4.2.21)
derivando A,
djgl - i”éc{ — A k;d;g n d;?f femibke, (4.2.22)
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Igualando con la primera ecuacion de (4.2.12)

iw?p 2nyc dA,  d*A,
- —igoG) Ay = { AR } 4.2.23
oy (iR A2 = T TR (4.2.23)
d2A2 dAg w2G2
—iAk Ay = 0. 4.2.24
T T P (42:24)
Supongamos que As(¢) = €"¢, entonces
2G2
2 Ak + — ) = 4.2.25
<7" 7 T+ 4c2n1n2 € ’ ( )
; 2 22 %
con raices r = mTk + [— (AZk) — 42’275”2 , por lo tanto
A A
AL S z(k + s) (4.2.26)
2 2
La solucién general de A(()
Ay (Q) = eigkc{cl cos s¢ + Cysin SC}, (4.2.27)
cuando ¢ = 0 — Ay(0)
Ay(0) = eiA2k'0{Cl coss -0+ Cysin s - 0}, (4.2.28)
Ay (Q) = e"A2k<{A2(O) cos s¢ + Cy sin s(} (4.2.30)

Derivando esta expresion tenemos

Ay(¢) = ZAzkei%kC{Ag(O) cos s¢ + Cy sin SC} + 6iA2kC{A2(O)s sin s¢ + Cys cos SC}.

(4.2.31)
Evaluando en A}(0)
, iAk
Retomando la ecuacion (4.2.20) y evaluando en A%(0)
2
A4(0) = WT'Z%GAl(O) 10 Ay(0), (4.2.33)
2
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igualando (4.2.32) y (4.2.33)

A 2
Q As(0) + O = “’22‘50 G AL (0), (4.2.34)
2
l/w @ iAk
=—(—— - A : 4.2.
¢ 5 (C 2n2A (0) 2 2<0)) (4.2.35)
Por lo tanto
K Ak
As(Q) = el%C{AQ(O)(COS sC — ia sin SC) +2 ¢ A1(0) sin s(}. (4.2.36)
2s N9 S
De manera andloga encontramos que
A(C) = 62%4{A1(0)<cos sC + 5, Sin SC) . 2HISAQ(O) sin s(}. (4.2.37)

Las ecuaciones (4.2.36) y (4.2.37) nos indican que algin cambio en la amplitud esta

afectado por la otra amplitud A;(0) multiplicado por % ¢

c 2n;s

sin s¢ para ¢ = 1,2 donde

Ak = kQ — kl = %(ng — nl), (4238)
AKN?2  (w\? G?

2= (== — . 4.2.39

s ( 2 ) * (C) 477,17?,2 ( )

De acuerdo a lo visto en el capitulo 2 tenemos que el estado de polarizacién se puede

Age”

representar por un ntmero complejo y = T _151

por lo que en este caso el estado de

polarizacion es funcion de la posicion

eiAzkc{AQ(O)(cos s¢ — ) g ) sin 5(}
X(Q) = —x1 , (4.2.40)
e_ZQC{A1(0)<cos sC+ £t sins > w G ) sin SC}
donde 4,(0)
0) =27 4.2.41
es el estado de polarizacion en ¢ =0
x(0) < cos sC + 2— sin s() 25Gn sin s¢
= 4.2.42
x(¢) cos s¢ — z%k sins¢ — ¢ QSGn x(0) sin s¢ ( )

De la funcién anterior notamos que el estado de polarizacion es una funcién peridédica
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de ¢ con periodo Z.

En vista de que se puede encontrar el estado de polarizacién a través de la teoria de
modos acoplados, no es raro obtener de esta forma el estado de polarizacion de los

modos normales, para ello escribimos al campo eléctrico como un vector de Jones de

P (El(O) _ <A1<C)6_’:’“4) | (4.2.43)
E5(C) Az(Q)e ¢

descrito de esta forma podemos deducir de (4.2.12) y (4.2.13) que se cumple

la forma

dE _
—p = T, 4.2.44
a - ( )
con K, la matriz de onda y esta definida por
cky + 2A511 2A812
w ni1e nie
Aey ke y Aem (4.2.45)
2n2¢e0 w 2noe0

El campo eléctrico queda bien definido si tiene un estado de polarizacion asi como una

fase bien establecidas, es decir

—

E = ée7k¢, (4.2.46)

derivando la ecuacién anterior e igualando con (4.2.44) encontramos que se trata de

una ecuacion de eigenvalores
= ke = K.€, (4.2.47)

o, _ic
= {”1. T ] —0, (4.2.48)

solucionando tenemos que los indices de refracciéon de los modos normales son raices

de la ecuacion anterior

(4.2.49)

n—n1+n2j:[1 ¢ F.

- o 2
2 372 =) * g

Sustituyendo los indices de refraccion para los modos normales encontramos los eigen-

vectores de (4.2.47)
&= (”2 _G") . (4.2.50)

2no
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Este vector representa al estado de polarizacién y concuerda con 4.1.16 siempre y

cuando ny & nj.

4.3 Ecuaciéon de movimiento del estado de polari-
zacion

En la seccion anterior se utilizdé la teoria de modos acoplados para encontrar una
ecuacion de movimiento para el campo eléctrico, esto al despreciar las componentes
longitudinales y trabajando solo con las componentes del campo transversales a la
direccién de propagacion. Sin embargo, el vector de desplazamiento eléctrico D siempre
es transversal a la direcciéon de propagacion, por lo que es posible la formulacion de

una ecuacion de movimiento para D.

Primero escribimos la ecuacion de onda de la forma

=
)+ B (4.3.1)

1 .
Vx(foE 55

I

ahora, si tomamos al campo en eléctrico en términos del vector de desplazamiento,

ecuacion (3.1.28), la ecuacién anterior se reescribe como

V x (V x nD) — (“)25 =0, (4.3.2)

c
considerando nuevamente que la direccion de propagacion s coincide con el eje z, lo

82D w\? =
ntTCQ = _<c> D, (4.3.3)

con 7, el tensor de impermeabilidad transversal.

anterior se reduce a

Definamos una matriz N, conocida como la matriz de indice de refraccion, de tal forma
que
N?*np, = 1. (4.3.4)

Al multiplicar ambos lados de (4.3.3) por N? llegamos a

92D _(w

2 -
e ) N2D. (4.3.5)

C
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Esta ecuacion es equivalente a las siguientes dos ecuaciones diferenciales parciales

0 = W = 0= w. =

—D=—i—ND, —D =1—ND. (4.3.6)
¢ c ¢ c

Las ecuaciones anteriores nos indican el movimiento del desplazamiento eléctrico dentro
del material mas atn, indican el estado de polarizacion a la salida del material una vez

se tenga bien definida a la matriz V.

Tomando en cuenta una perturbaciéon An tal como un campo eléctrico, campo magné-

tico, esfuerzo o actividad Optica, el tensor de impermeabilidad resulta

L0
TL2

U ( ! 1) + An, (4.3.7)
0 3

donde n; y ny denotan los indices de refraccién del medio cuando no hay perturbacion.

2,2
1.3 nyn
ny — inlAnH _TL11+52 Anlg

N = . (4.3.8)

2,2
1772

Angr ng — én%Anm

ni+nz
Como ejemplo de solucién para los modos normales con la perturbacion An como

actividad optica. Anteriormente definimos A7 como

An = —in[G]n, (4.3.9)
y entradas matriciales
Ami = Anyp =0, (4.3.10)
Anpg = ni%i%’ (4.3.11)
Ay = —n%i%. (4.3.12)

Sustituyendo estos valores en la matriz de indice de refraccion

CR s
N = : (4.3.13)
1G
ni+n2 n2

Los modos normales de propagacion estan bien definidos con un estado de polarizacion
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y niimero de onda bien definidos.

— -

D = de . (4.3.14)
Sustituyendo en la primera ecuacion de (4.3.6) llegamos a

Nd = nd. (4.3.15)

Nuevamente tratamos con un problema de eigenvalores para la matriz N, con ecuacion

caracteristica

G2
n—ny)n—ng) = —, 4.3.16
(n=m)(n—na) = (4:3.16)
asi obtenemos que los eigenvalores estdan dados por
ny + No (ng—n1)2 G2

- + : 4.3.17
" 2 $ 2 MRCTENE (4:3.17)

Sustituyendo (4.3.17) en (4.3.15) encontramos los eigenvectores,

no—n1 no—ni 2 G2
Jo=| 2 - \/( 2 ) T 2y | | (4.3.18)
__iG

n1+n2

Encontramos que este resultado coincide con el obtenido en (4.1.16). Es decir, en-
contramos el estado de polarizaciéon de los modos normales al resolver la ecuacién de
movimiento (4.3.6) una vez establecida N.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudié el comportamiento vectorial de la luz, donde se
atribuye el término polarizaciéon al comportamiento del vector de campo eléctrico E
en el espacio, el cual en general describe una elipse. Se estudiaron otras formas de
representar el estado de polarizaciéon sobre todo la forma compleja y los vectores de

Jones.

Se revisé la clasificaciéon de materiales isotropos y anisétropos, para estos ultimos se
prestd mayor atencion a los cristales. Se analizd la propagacion de una onda de luz
dentro de un medio anisétropo, tomando en cuenta la contribucién del campo eléctrico
generado por la interaccion entre dicha onda y el medio, manifestado como el termino

de polarizacion en la ecuacién de onda.

La ecuacién de Fresnel establece que para cada direccion de propagacion k hay, en
general, dos valores del indice de refraccién ny y ns. Una vez obtenidos los indices, es
posible determinar el vector del estado de polarizacién para cada indice de refraccién.
De aqui se estudié la construccion de la superficie normal, un modelo utilizado para
representar a los estados de polarizacién, en el espacio de E, correspondientes a los
indices de refraccién que son soluciones a la ecuacion de Fresnel. Existe otro modelo
determinado a partir del desplazamiento eléctrico D conocido como elipsoide de indices,
donde es posible determinar las polarizaciones y sus respectivos indices de refraccion
para una direccién de propagacion dada. Con base en el comportamiento de la onda
en los modelos estudiados se puede realizar una clasificacion de cristales en uniaxiales

positivos, uniaxiales negativos, biaxiales, o isétropos.

Se estudio el fenémeno de actividad éptica desde dos perspectivas distintas, la primera

como una superposiciéon de dos ondas circularmente polarizadas y con diferente indi-
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ce de refraccion y la segunda como consecuencia de la interaccion entre la onda y la
estructura helicoidal del medio. Se encontraron los estados de polarizacién de los mo-
dos normales asi como los indices de refraccion correspondientes a estos modos, para

representarlos en los vectores de Jones correspondientes.

Se reviso la forma general de describir al campo eléctrico mediante la teoria de modos
acoplados y las consecuencias de aplicar una perturbacion An. Encontramos que la
amplitud es funciéon de la posicién y por tanto también lo es el estado de polarizacion.
Se tomd como perturbacion al fenémeno de actividad 6ptica para ejemplificar el método
de modos acoplados. Utilizando la teoria de modos acoplados se obtuvo una ecuaciéon

de movimiento del campo eléctrico para obtener los modos normales.

Finalmente se planted la ecuacion de movimiento para el desplazamiento eléctrico me-
diante la teoria de modos acoplados, con lo cual se mostré que una vez establecida la
matriz de indices queda bien definido el estado de polarizacion de la onda. De aqui se
obtuvieron los estados de polarizacion de los modos normales en presencia de actividad

optica.
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